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ABSTRACT. We consider the problem of minimizing the max of two convex func-
tions from both approximation and sensitivity point of view.This lead up to study
the epiconvergence of a sequence of level sums of convex functions and the related
dual problems.

1. Introduction. Etant données deux fonctions convexes, propres, semiconti-
nues inferieurement (s.c.i.) f et h sur 'espace X = R (ce que I'on note f,h € I'x(RP))
on s’intéresse au probleme d’optimisation,

(P) : minimiser (f(z)V h(z)) pour x € X

ou f(x) V h(z) = max(f(z), h(z)).
Nous supposons ’existence d’une suite de problemes “approximant” le probleme
initial (P) :
(Pyp) : minimiser fp,(z) V hy(z) pour z € X.
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11 s’agit alors d’étudier les relations entre la valeur des (P,) et celle de (P), ainsi que
les relations entre les solutions optimales des (P,,):

argmin(f, V hy,) ={z € X : fo(x) V hy(x) = igl{f(fn V hp)},
et les solutions optimales de (P):
argmin(f Vh)={r e X : f(z)Vh(zx) = igl(f(f V h)}.

Pour cela il convient de faire appel a la notion d’épiconvergence dont nous rappelons
ci-apres la définition.

Etant donnée une suite (C,) de parties de X = RP, les notions de limite
inférieure et de limite supérieure au sens de Kuratowski-Painlevé de la suite (C),) sont
classiquement définies par

liminfC,, = { lim z,:VneN:z, € C,}

n—-+o00 n—-+o0o
limsupC,, = { lim x,, :VkeN:z, cCy,}.
n—-+o0 k—+o0

On dit alors que (C),) converge vers C, et on écrit lirf Cp=0C,si
n—-roo

liminf C,, = limsup=C,, =C'.

n—+0o0 n—-+o0
Etant données des fonctions /,/,, : X — R, (n € N), on dit que la suite (¢,,) épiconverge
vers { si, dans P'espace produit X x R, la suite des épigraphes epi ¢, = {(z,7) € X xR :
ln(z) < r} converge vers I’épigraphe de ¢. Cela se traduit par les relations suivantes

(1], [4], [6], -.):

Ve e X, Y(z,) —x : liminfl,(x,) > {(z)

n—-+o00
Ve e X, I(z,) —x : limsuply(z,) < {(x).

n—-+o0o

On note alors { = e — lim £,.
n—-+00

2. Approximation. Au regard des problemes (P), (P,), une situation intéres-
sante est celle ou (f, V hy,) épiconverge vers (f V h), ce qui se traduit par la relation

lirf (epif, Nepih,) = epif Nepih. Les épigraphes ci-dessus étant convexes, on sait
n—roo
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que cette relation est vérifiée lorsque f = e — ngrfw fn, h = e —
0 € int(epi f — epi h) (voir par exemple [2], [3], [9], [12]).

En désignant par dom ¢ = {x € X : {(zx) < 400} le domaine d’une fonction
¢ : X — R, la condition 0 € int(epi f — epi h) équivaut & 0 € int(dom f — dom h).
En appliquant les propriétés variationnelles usuelles de 1’épiconvergence (cf. [1], [6],

lim A, et que
n— 400

[7], ...) on obtient alors:

Théoréme 2.1 Soient f, fn, h, hy, (n € N), des fonctions dans I'c(X) telles

que f =e— lirf fneth=e— liIJIrl hyn. On suppose en outre que
(0) 0 € int (dom f — dom h).

Alors (fn V hy) épiconverge vers fV h et on a donc:

. . <i
hmsuplgl(f(fn V hy) < lgl(f(f V h)

n—-+o0o

lim sup argmin(f,, V hy,) C argmin(f V h).

n—-+o00

Remarque 1: Comme le montre 'exemple suivant, la condition (0) n’entraine
pas la convergence de (igl(_f(fn V hy,)) vers i%f(f\/h). Prenons X =R, f,(z) = (x+n)/n,

hn(z) = —(z 4+ n)/n pour tous n € N* et z € R. On voit que e — lirf fn =1,
n—-+oo
e— lim h,=-1,e— lim (f,Vh,) =fVh=1;cependant, lim inf(f,V h,) =
n—-+o0o n—-+o0o n——+oo X

0<1:1£1(f(f\/h).

Pour avoir la convergence des valeurs des (P,) vers la valeur de (P) a partir de
I’épiconvergence de (f, Vhy,) vers fV h, une condition suffisante est que la suite (f,,V hy,)
soit équicoercive. Rappelons qu’une suite (4,) de fonctions numériques définies sur X

est équicoercive s’il existe une fonction coercive ¢ : X — R (” ”lim o(z) = 400)
T||—+00
telle qu’on ait ¢, > ¢ pour n assez grand. On sait que la coercivité d'une fonction

appartenant a I'o (X)) se traduit a 1’aide de la fonction conjuguée. A ce propos, rappelons

que la conjuguée de Legendre-Fenchel d’une fonction £ : X — R est la fonction £* définie

sur X par ¢*(y) = sup({z,y) — {(x)), pour tout y € X. On sait que cette conjugaison
zeX

est une involution sur I'c(X). Un résultat fondamental que nous utiliserons est la
continuité de cette involution relativement & 1’épiconvergence ([11]).

La coercivité d'une fonction ¢ € I'; (X)) se traduit par le fait que 0 € int(dom £*)
([13, Cor. 14.2.2]). Nous allons voir qu’une telle caractérisation subsiste pour une suite
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de fonctions convexes épiconvergente et équicoercive. Nous aurons pour cela besoin du
résultat suivant :

Lemme 2.2 ([14, Cor 3 BJ, [13, Th 10.8]).  Soient ¢, ¢, (n € N), dans

['o(X) telles que £ = e — liI_’I_l L. Dés lors, (£,) converge uniformément vers £ sur
n—-+00

tout compact inclus dans int(dom /).

Voici maintenant le critere d’équicoercivité faisant intervenir la conjuguée de

I’épi-limite.

Proposition 2.3.  Soient ¢, {,, (n € N), dans I's(X) telles que { = e —

lim ¢,. La suite (£,) est équicoercive si et seulement si
n—+o00

(1) 0 € int(dom ¢*).

Preuve. La condition est nécessaire car si ¢ est une fonction coercive telle
que ¢, > ¢ pour n assez grand, alors £ > ¢ et de ce fait ¢ est aussi coercive, d’ou
0 € int(dom ¢*). Montrons que la condition est suffisante. On a aussi £* =e— lim /£,

d’ou il résulte que dom £* C EI_I}I irg dom /. Puisque 0 est dans l'intérieur dz dt;;.;l *
et que les ensembles dom ¢;;, dom ¢* sont convexes, on sait que l'inclusion ci-dessus
implique lexistence de ¢ > 0 tel que, pour n assez grand, on ait {y € X : |ly|| <
2¢} C dom £}, Ndom ¢*. D’apres le Lemme 2.2, (£}) converge uniformément vers ¢* sur

eB={ye X :|y|| <e}. Ainsi, ¢, = sup/;, tend vers ¢ = sup ¢*, de sorte que, pour n
eB eB
assez grand et pour tout y € eB, £ (y) < ¢+ 1; il en résulte que, pour tout z € X,

ln(x) > sup (z,y) —c—1=¢|z| —c—1,
yceB

ce qui montre que (¢,) est équicoercive. [
La coercivité d'une fonction ¢ € I'o(X) se traduit aussi a 'aide de sa fonc-
tionnelle asymptote. Rappelons que celle ci est la fonction 0T définie sur X par
la+tx
(10*)(x) = tim 1O

. li+ pour tout x dans X, ou a peut étre choisi arbitrairement
—1 00
dans dom /.

Deés lors le cone convexe

{0t <0} :={z € X:(L0")(z) <0}
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coincide avec le cone polaire négatif du cone engendré par dom f*([13, Th 14.2]). Vu que
X est de dimension finie, il en résulte que la condition (1) équivaut a {£0" < 0} = {0}.
Ceci étant on peut énoncer le résultat suivant :

Théoréme 2.4.  Soient f, fn, h, hn, (n € N), des fonctions dans T's(X)
telles que f =e— lim f, eth=e— lim h,. On suppose en outre que les conditions
n— 400 n— 400

ci-dessous sont satisfaites :

(2) 0 € int(dom f — dom h)
(3) {0 <0}n{r0t <0} = {0}.
On a alors

lim iglff(fn V hy) = igl(f(f V h).

n—-+o00

De plus, pour n assez grand, les ensembles argmin(f, V hy) et argmin(f V h) sont
convexes non vides et compacts. Enfin, pour tout ouvert Q contenant argmin(f V h) on
a, pour n assez grand, argmin(f, V h,) C Q.

Preuve. D’apres le Théoreme 2.1, (f,, V hy,) épiconverge vers fV h. Il reste a
prouver que la suite (f,, V hy,) est équicoercive, c’est-a-dire, d’apres le Lemme 2.3, que
0 € intdom (fV h)*, ou encore que {(fVh)0" <0} = {0}. Or, d’apres (2), il existe a €

dom f Ndom h. Des lors, pour tout x =€ X, [(f V h)0T]|(z) = tlégloo w =
i TOSELET) (5 a) v (107 (o). Aimsi, (£ v )0* < 0) = {0° <

0} N {R0" < 0} = {0}, et (fn V hy) est bien équicoercive. Les résultats annoncés
découlent alors des proprietés variationnelles classiques de 1'épiconvergence ([6, Th.
7.8, Th. 7.23]). O

3. Sensibilité. Un schéma de perturbation classique du probleme (P) nous
conduit a considérer, pour tout z dans X, le probleme

(P.) : minimiserf(z)V h(zx —2) pour =z € X,
et la fonction valeur v correspondante,

z€ X —v(z) :gﬁlg((f(a:)\/h(x—z)) eR.
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En introduisant la fonction g définie par
g(z) = h(—x) pourtout z € X,
la fonction valeur v n’est autre que la somme en niveaux de f et de g, a savoir,

(4) v(z) = (fAg)(2) = nf (f(z) vV g(z —x))

S

pour tout z € X. Pour justifier 'appelation de somme en niveaux introduisons les
notations suivantes: étant donnés une fonction ¢ := X — R et un nombre réel ¢ posons

{<ty={reX:lx)<t}, {{<t}={x e X:l(x) <t} On aalors ([13, p. 40])

(fog<ty={f <t} +{g<t}:={u+tv:flu)<t, g(v) <t}
pour tout réel ¢, ainsi que

(5) dom (fAg) = dom f + dom g.

Lorsque fAg est exacte, c’est a dire lorsque dans (4) la borne inférieure est
atteinte pour chaque z € X, on a de plus ([16, Prop. 2.2])

{fog<sty={f<t}+{g<t}
pour tout réel t.

Les fonctions f et g étant convexes, on sait aussi que f/\g est convexe. Pour
d’autres propriétés de la somme en niveaux on pourra consulter [15].

L’étude de la sensibilité du probleme (P) nous conduit & nous demander quand
est-ce-qu’une somme en niveaux est s.c.i. et exacte. La réponse est fournie par le
résultat suivant ([17, Cor. V-1]):

Théoréme 3.1. Soient f et g deux fonctions dans I's(X). On suppose que
(6) {07 <0} N (—{g0" <0}) estun sous — espace vectoriel.

Alors fA\g est convexe, s.c.i., propre et exacte.

Pour étudier I’épiconvergence d’une suite de sommes en niveaux nous ferons
appel au résultat ci-apres, qui découle immédiatement de [10, Th. 7] (voir aussi [5, Th.
4.1.1]).
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Théoréme 3.2.  Soient F, F,, (n € N), dans I'o(X x X) telles que F =
e— lim F,. On suppose que {x € X : (FO")(x,0) <0} = {0}. Dans ces conditions,

n—-+o00
les fonctions marginales z € X — p(z) := in)f( F(z,z) et, pour n assez grand, z € X —
TEe

pn(z) = xlél)f{ F,(z,z) sont convexes, s.c.i., propres et exactes; de plus la suite (i)

épiconverge vers .

Nous allons ici considérer le cas ou les fonctions F', F,, sont données par

(7) F(x,z) = f(z) vV g(z —x)

(8) Fn(wvz) :fn(w)\/gn(z_x)'
Le lemme suivant fournit ’expression de la fonctionnelle asymptote de F.

Lemme 3.3. Soient f, g dans I's(X) et F la fonction définie en (7). On a
alors

(F07)(u,v) = (fO7)(u) V (907)(v — u)
pour tout (u,v) € X x X.
Preuve. Choisissons € dom f et z € x + dom ¢g. On a alors

flx+tu)Vglz —x+tlv—u))

(FOH)(wv) = lim t -
— lm flx +tu) v lim g(z —x +t(v—u)) _
t——+o00 t t——+o00 t
= (f0")(u) V (g0%) (v — u). O

On doit maintenant étudier I'épiconvergence des fonctions de perturbation. Cela
fait 'objet de la proposition suivante ou, d’une maniére assez inattendue, la convexité
des fonctions n’intervient pas.

Proposition 3.4.  Soient f, g, fn, gn, (n € N), des fonctions de X dans
R telles que f = e— lim f, et g = e— lim g,. Dans ces conditions, la suite (F},)
n—-+00 n——+00

définie en (8) épiconverge vers la fonctions F définie en (7).
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Preuve. Pour toute suite (z,, z,) dans X x X on a:

liminf F}, (2, 2,) > liminf f,(z,) V iminf g, (z, — x,,).
n— 400 n—-+00 n—-+00

Supposons maintenant que lirf (zn,2n) = (x,2). On obtient alors:
n—-od

liminf F,, (2, 2n) > f(x) V g(z — ) = F(z, 2).

n—-+o0o
Soit maintenant (z,z) dans X x X. Par hypothese il existe (z,,) — z et (u,) — (z —z)
telles que

lim sup fn(xn) < f(l‘) et limsup gn(un) < g(z - l‘)

n—-+0o n—-+00
Des lors,

lim sup Fy, (2, xn+uy) < limsup f,(x,)Vlimsup g, (u,) < f(x)Vg(z—2x) = F(x,z). O

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de ce para-
graphe.

Théoréme 3.5. Soient f, g, fn, gn, (n € N), dans I'o(X) telles que

f=e— lim f, etg=e— lim g,. Supposons que
n— 400 n—-+00

9) {07 <0} N—{g0" <0} = {0}.

Dans ces conditions, (fn/\gy) épiconverge vers fAg, et, pour n assez grand, fn/\gy est
conveze, s.c.i., propre et exacte.

Preuve. Résulte sans difficulté du Théoreme 3.2, du Lemme 3.3, et de la
proposition 3.4. O

Remarque 2: Si, dans le Théoreme 3.5, on remplace ’hypothese (9) par (6),
le résultat n’est plus vrai. Pour le voir, reprenons ’exemple de la Remarque 1, ce qui
donne g, (z) = hy(—z) = (x — n)/n, et e— lirf gn = —1, dou g0T = fOt = 0, de

n—roo
sorte que {f0" < 0} N —{g0" < 0} = R. Par ailleurs, (f,Agn)(2) = z/2n pour tous
n € N*, x € R. Des lors, la suite (f,Agn) épiconverge vers 0, alors que fAg = 1.

Corollaire 3.6. Soient f, g, fn, gn, (n € N), comme dans le Théoréme 3.5.
Alors, pour tout z € int(dom f + dom g), on a liIJIrl (fnlgn)(z) = (fAg)(2).
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Preuve. Cela résulte de (5) et du fait qu’en tout point intérieur au domaine
de I’épilimite d’une suite de fonctions convexes, on a la convergence simple (cf. Lemme
2.2). O

Remarque 3: Dans le cas ou z = 0, le Corollaire 3.6 permet de retrouver
une des conclusions du Théoréeme 2.4, a savoir que lirf i§f( faoV hy) = i%f( fVh)
n—-1+0oo

(rappelons que hy,(z) = gn(—2), h(z) = g(—1)).

4. Approche duale. Soient f, f,, h, hy, (n € N), dans I'o(X). A 'aide de la
fonction de perturbation ® (resp. ®,,)

(10) (£,2) e X x X — ®(z,2) := f(x) Vh(x — 2)

(11) (resp. (I)n(xa Z) = fn(x) \ hn(dj - Z))
la théorie de la dualité permet d’associer au probleme

(P) : minimiser f(z) V h(z) pour z € X

(resp.(Pn) : minimiser f,(z) V h,(z) pour z € X)
le probleme dual

(Q) : maximiser — ®*(0,y) poury € X

(resp.(Q,,) : maximiser — ®;(0,y) pour y € X).

La fonction marginale primale p (resp. p,) est donnée par p(z) = l}g}f{ O(x, 2) (resp. pun(2)
= gclrel)f( ®,(x,z)) pour tout z € X. On a donc, avec g(z) = h(—x) (resp. gn(x) =
hn (=),

p=fAg (vesp. pin = fnlign).
Pour expliciter les probléemes duaux il nous faut calculer les fonctions conjuguées

®*, ®r. Dans ce but nous introduisons les notations suivantes. Etant donnée une
fonction ¢ € I'o(X) et un réel @ > 0 on pose, pour tout =z € X,

x

(La)(z) :a€< ) sia >0

a

0=/00" sia=0.
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Moyennant un théoreme de minimax on obtient alors, en notant S = {(a, 5) € RxR :
a>0,>0 a+p=1}:

Lemme 4.1 ([16, Lemme 3.2]). Soient f et h dans I's(X). La conjuguée de
la fonction ® définie en (10) est donnée par

®*(w,y) = min ((f*a)(w +y)+ (A"F)(-y))

(a,8)ES

pour tout (w,y) € X x X.
Ainsi le probleme dual de (P) (resp. (P,)) s’écrit

(Q) : maximiser —(I’%Hels(f a)(y) + (h*B)(—y) poury € X

(resp.(Q,) : maximiser —(n%lrels(f a)(y) + (hyB)(—y) pour y € X).

Les fonctions marginales duales sont respectivement définies pour tout w € X par

(12 v(w) = inf, min (£0)(w +y) + (h*5)(-y)
(13) va(w) = inf. min ((Fr0)(w +9) + (19)(-v)).

Voici un premier résultat de stabilité primale-duale.

Proposition 4.2.  Soient f, h, fn, hn, (n € N) dans I's(X) telles que
f=e— lim f, eth=e— hm hyn. On suppose que

n——+00 n——+00
{f0T <0} N {r0* < 0} = {0}.

Dans ces conditions, les problémes (P) et (Q) ( resp. (Py) et (Qn) pour n assez grand)
ont des valeurs égales, et les problémes (P) (resp. (Pn) pour n assez grand) ont des
solutions optimales :

—oo < min(P) = sup(Q) < +oo

(resp. — oo < min(Py,) = sup(Qy) < +00).
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Preuve. D’apres le Théoréme 3.1 (resp. Théoreme 3.5), la fonction marginale
w (resp. p, pour n assez grand) est exacte et appartient & I'o(X). Le résultat découle
alors de la relation classique sup(Q) = p**(0) (resp. sup(Q,) = p*(0)). O

En complément du Théoreme 2.4 nous avons le résultat suivant.

Théoréme 4.3. Soient f, h, fn, hn, (n € N), vérifiant les mémes hy-
pothéses que dans le Théoréme 2.4. On a alors min(P) = max(Q) € R et, pour n
assez grand, min(P,) = max(Q,) € R. De plus, nEIfoo max(Q,) = max(Q). Enfin,
tout ouvert contenant l’ensemble (convexe compact non vide) des solutions optimales de
(Q) contient, pour n assez grand, l’ensemble (convexe compact non vide) des solutions
optimales de (Qp,).

Preuve. Considérons les fonctions ® et ®,, définies en (10), (11). En vertu
du Théoreme 2.4 et de la Proposition 4.2, il suffit de montrer que la suite (®}(0,-))
est équicoercive et épiconverge vers ®*(0,-). Or, ®}(0,:) = u: et ®*(0,-) = p*. Du
Théoreme 3.5 résulte alors que (® (0, -)) épiconverge vers ®*(0, -). Enfin, I’équicoercivité
de la suite (p) résulte de la Proposition 2.3 moyennant (2). O

Nous terminons par I’étude de 1’épiconvergence des fonctions marginales duales.

Théoréme 4.4.  Soient f, h, fn, hn, (n € N), dans T'5(X) telles que f =
e— lirf fneth=e— lirf hyn. On suppose que 0 € int(dom f —dom h). Alors les

fonctions marginales duales v et, pour n assez grand, v,, sont convezes, s.c.i., propres,

exactes, et on a v =e— lim v,.
n——+00

Preuve. D’aprés la Proposition 3.4, la suite de fonctions (®,,) définies en
(10), (11) épiconverge vers ® dans I'c(X x X). Il en résulte que ®* = e — nl_l}I_’I_IOO o
Appliquons maintenant la version duale du Théoréme 3.2. Pour cela on doit vérifier que
{y € X : (®*07)(0,y) <0} ={0}. Mais ®*0" n’est autre que la fonction d’appui ([13,
Th. 3.3]) de dom ® = {(x,2) € X X X : x € domf et © — z € dom h} : (®*07)(0,y) =
sup((0,z) + (y, 2) : * € domf,z — z € dom h) = sup((y, z) : z € dom f —dom h). Du
fait que 0 € int(dom f—dom h) résulte alors que, pour tout y # 0, (®*01)(0,y) > 0. O

5. Etude d’un exemple. Considérons deux suites (A,,) et (B,) d’opérateurs
linéaires symétriques semi-définis positifs de I’espace euclidien X, ainsi que deux suites
(vpn) et (wy) d’éléments de X convergeant respectivement vers v et w, et enfin deux
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suites de nombres réels (r;,) et (s,) convergeant vers r et s respectivement. On suppose

que les suites d’opérateurs (A4,) et (B,) convergent simplement. Il existe donc deux

opérateurs (linéaires, symétriques, semi-définis positifs) A et B tels que, pour tout

x e X, lim A,(zr) = A(x) et lim B,(z) = B(z). Les suites de fonctions (f,) et
n—+o0o n—-+o00

(hy,) définies par

<Anx7x> - (Un7$> —Tn = QAn(x) - (Un7$> — Tn,

(Bpz,x) — (Wn, ) — Sp = qB,, () — (Wp, T) — Sp
convergent donc simplement vers les fonctions f et h données par
f(x) =qa(z) — (v,x) —r, h(x)=qp(x) — (w,z) —s, pour tout xz € X.
Soient alors les problemes d’optimisation (P,) et (P) correspondants:

(Pn) : minimiser (qa, () — (vn,z) — 1) V (¢B, () — (wp,x) — s,) pour x € X

(P) : minimiser (ga(x) — (v,z) — 1)V (¢(x) — (w,z) — s) pour z € X.

Proposition 5.1. Soient A, A,,, B, B, v, v, w, Wy, T, Tn, S, S, comme
ci-dessus.
Supposons en outre que

(14) ImA+ImB+ Riv+ Riw=X.

Alors liIJIrl inf(P,) = inf(P). D’autre part, argmin(P) et, pour n assez grand,
n—-0oo
argmin (P,) sont compacts non vides ; enfin, tout ouvert contenant argmin (P) contient

argmin (P,,) pour n assez grand.

Preuve. Comme les fonctions f, f,, (n € N), sont convexes et a valeurs finies,
la convergence simple de (f,,) vers f équivaut & 1’épiconvergence de (f,) vers f; on a

de méme e— lirf hy, = h. La condition (2) du Théoréme 2.4 est évidemment vérifiée.
n—-r+0oo

Pour ce qui est de la condition (3) observons que
{0 <0}n{r0" <0} = KerAn{v >0} N KerBnN {w > 0}.

Le passage aux cones polaires permet alors d’obtenir (3) a partir de (14). On conclut
en appliquant le Théoreme 2.4. O
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Pour écrire les problemes duaux rappelons que, pour tout y € X,
f"ly) =qga1(v+y)+r si v+yeImA, f*(y)=+c0 si ye X\ ImA,

ott A~1 désigne le pseudoinverse de A ([8, Th. 3]).
On obtient ainsi

1 1
(Q) : maximiser —  min {—qA1(ow +y) + Bqu(ﬁw —y)+r+ s} poury € X
(a,B)€s
av+y€fmA
Bw—yeImB

et de méme pour (Qy).

1
Précisons que dans 'écriture de (Q) on doit, pour o = 0, remplacer —g4-1(cw + y) par
a

1
0siy=0et par +00 si y # 0. De méme pour la valeur de Bq3_1(ﬂw — y) lorsque
B =0.

Proposition 5.2. Soient A, A,, B, By, v, v,, w, w, T, y, S, S, comme
dans la Proposition 5.1. Alors les conclusions du Théoréme 4.3 ont lieu.

Preuve. Il suffit d’observer que les conditions (2) et (3) sont satisfaites. O
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