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ABSTRACT. The primary goal of this paper is to shed some light on the maximality

of the pointwise sum of two maximal monotone operators. The interesting purpose
is to extend some recent results of Attouch, Moudafi and Riahi on the graph-
convergence of maximal monotone operators to the more general setting of reflexive
Banach spaces. In addition, we present some conditions which imply the uniform
Brézis-Crandall-Pazy condition. Afterwards, we present, as a consequence, some
recent conditions which ensure the Mosco-epiconvergence of the sum of convex
proper lower semicontinuous functions.

1. Introduction. Ce travail, dans une premiere partie, porte principalement
sur I’étude de la somme ponctuelle de deux opérateurs maximaux monotones. Nous
donnons une condition suffisante pour que la somme ponctuelle de deux opérateurs
maximaux monotones reste un opérateur maximal monotone (ce qui n’est pas bien str
le cas en général). La condition obtenue est une hypothese d’absorption portant sur la
différence des domaines des opérateurs considérés. La preuve du résultat, qui constitue
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la partie principale de la troisiéme section, se fait en utilisant une méthode analogue a
celle utilisée par H. Attouch [2]. Ce résultat, généralise et unifie les études entreprises
par H. Attouch [2], E. Krauss [28], H. Riahi [35] et R. T. Rockafellar [39].

La seconde partie de l'article est consacrée a la convergence en graphe d’une
somme d’opérateurs maximaux monotones. Cette question initialement considérée
par H. Attouch en 1976, [1], a été ensuite étudiée dans le cadre hilbertien, pour la
convergence de Hausdorff bornée, par H. Attouch, A. Moudafi et H. Riahi [9]. Dans la
section 4 nous démontrons la convergence en graphe d’une somme d’opérateurs maxi-
maux monotones, lorsque en addition a la convergence des deux suites d’opérateurs,
on utilise la condition de Brézis-Crandall-Pazy uniforme (voir Théoreme 5). Cela nous
permet d’étendre des résultats de stabilité obtenus dans le cadre hilbertien (voir [9]) &
un espace de Banach réflexif. On tente ensuite de formaliser cette condition uniforme
(Théoreme 6) en établissant dans le Théoreme 6 un résultat plus simple ou elle est
vérifiée.

Dans la derniere section, on met en évidence 1’'utilité de cette condition uniforme.
C’est pourquoi, on reprend et développe, en s’appuyant sur les théorémes 5 et 6 (voir
Théoreme 7), des travaux récents ([31]) concernant la convergence au sens de Mosco
d’une somme de deux suites de fonctions convexes semi continues inférieurement et
propres.

2. Preliminaires, notations et définitions. Soit X un espace de Banach
réflexif et X* son dual topologique. Le crochet de dualité entre X et X* sera noté (-, -)
et les normes dans X et X* identiquement notées par |-|. On désigne par s —lim ou -
(resp. w — lim ou %) la convergence forte (resp. convergence faible) dans X et X*. On
note rU = {z € X| |z| < r}, la boule fermée de X de rayon r > 0 et Int A I'intérieur
de A C X pour la topologie forte.

L’application de dualité J de X dans X* est l'application (en général multi-
voque) donnée par

Jr = {:L‘* € X*|(x,2*) = |[2*]* = |x\2}

On rappelle que X est localement uniformément conveze si pour tout x € X et toute
suite {zp tnen tels que |z| = |z, = 1 et lm |z, + x| =2, alors v = s — lim z,.
n—-+00 n——+00
D’apres un théoreme de John et Zizler ([29], [23], p. 182), tout espace de Banach réflexif
X admet une norme équivalente, de telle sorte que X et X™* soient simultanément

localement uniformément convexes. En particulier, X et X* sont nécessairement Kadec:

w . S
Tp—x et lim |z, =] = x,—w
n—-+00
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et strictement convezes, i.e., la frontiere de leurs boules unité respectives ne contient
pas de segment non trivial (cf. [23] par exemple).

Lorsque X et X™* sont tous les deux munis de normes localement uniformément
convexes, 'application de dualité J est alors univoque, bijective et bicontinue de X sur
X* (c.f. [15]). L’application inverse J* = J~! est Papplication de dualité de X* dans
X.

Etant donné un opérateur (une application multivoque) A : X = X* on
identifie A avec son graphe

G(A) := {(a:,x*) €X x X*|a* e Al‘},
et on écrira indifféremment (x,z*) € G(A), (z,2*) € A ou 2* € Ax. On désigne par
D(4) = {z € X| Az £ 0}

le domaine de A et par

R(A) = U Az

z€D(A)
Uimage de A. L’inverse de A est défini par A~y := {x € Xy e Ax}.
Définition 1.

1. Un opérateur A C X x X* de domaine non vide est monotone lorsque:

(xeg —x1,25 —x]) > 0 pour tout (x;,z;) € A, i=1,2.

2. A est maximal monotone si A est monotone et si de plus il n’existe aucun autre
opérateur monotone contenant strictement A.

Dans ce qui suit, sauf mention du contraire, on suppose que X et X* sont des
espaces de Banach strictement convexes. Rappelons quelques définitions et propriétés
relatives aux opérateurs maximaux monotones. Soit A C X x X* un opérateur maximal
monotone. D’apres la maximalité de A, on déduit que pour tout x € D(A), alors Ax
est un convexe fermé de X*

Ax = {1‘* € Xz —y,a*—y*) >0 VY(y,y") € A}.

X* étant strictement convexe, pour tout z € D(A), I’élément de norme minimal dans
Az sera uniquement déterminé. On le notera A%z.

La caractérisation suivante de la maximale monotonie die a R. T. Rockafellar
généralise le célebre théoreme de Minty :
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Soit X un espace de Banach réflexif et strictement convexe. Un opérateur monotone
A C X x X* est maximal monotone si et seulement si R(A + AJ) = X* pour tout
A > 0.

En particulier, Popérateur Ay, appelé régularisée Yosida de A et défini pour
tout A > 0 par

(1) Ayi= (AW AH

est un opérateur maximal monotone qui vérifie 'inclusion

(2) Az € A(J{x),

ou, Jfac = x—AJ* A x désigne la résolvante associée & A, c’est a dire 'unique solution

x) de I'inclusion
J(x)y —x) + NAx) 0.

Les propriétés suivantes ont lieu ([15] Proposition 1.1):

Proposition 1. X un espace de Banach réflexif et strictement convexe ainsi
que son dual X*, et soit A C X x X* un opérateur mazximal monotone. Alors,

1. Ay est une application (univoque) partout définie de X dans X*;
2. Ay est monotone et borné;
3. Pour tout v € D(A), on a |Ayz| < |A%|;

4. Pour tout x € D(A), Axx tend faiblement dans X* vers Ax, lorsque \ tend
vers 0.

Définition 2.  Soit {A", A ; n € N} un ensemble d’opérateurs maximaux
monotones dans X x X*. La suite {A"},en est dite convergente au sens des graphes
vers A (on dit aussi que {A"},en G-converge vers A), et on note A" gA, lorsque la
suite {G(A™)}nen converge au sens de Painlevé-Kuratowski vers G(A). Sans rentrer
dans les détails de la convergence au sens de Painlevé-Kuratowski, ceci équivaut a dire
que

(3) pourtout (z,y) € A, ilexiste (z,,y,) € G(A") avec x, >z et yp > y.

La convergence au sens des graphes possede donc une version analytique qui,
contrairement a la convergence simple ou la variable est gelée, prend en compte le com-
portement des opérateurs en des points voisins. Cette notion de convergence pour des
suites d’opérateurs maximaux monotones ou plus généralement d’opérateurs accrétifs
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a été particulierement étudiée par H. Attouch en relation avec d’autres approches liées
aux semi groupes de contraction associés et dues a H. Brézis, A. Pazy, M. Crandall, Ph.
Bénilan. Cette convergence s’est avérée étre un outil majeur dans I’étude de problemes
d’évolution. Combinée par exemple avec I'approximation Yosida, la convergence au
sens des graphes de suites d’opérateurs maximaux monotones a récemment permis a H.
Attouch, J.-B. Baillon et M. Théra ([4] et [5]) de définir une notion de somme étendue
(variationnelle) d’opérateurs. Combinée au concept d’opérateur asymptote introduit
par P. L. Lions [30], elle a permis d’établir de nouveaux résultats concernant la solva-
bilité d’une équation généralisée gouvernée par un opérateur maximal monotone (cf. H.
Attouch, Z. Chbani et A. Moudafi [8]).

Rappelons, pour conclure cette section, deux résultats importants. Le premier
da a H. Brézis, établit un lien entre la convergence en graphe des opérateurs et la
convergence simple (ponctuelle) des régularisées Yosida des opérateurs.

Théoreme 1. Soit X un epace de Banach réflexif et strictement convexe.
Soit {A", A :n € N} C X x X* un ensemble d’opérateurs mazimaux monotones. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. A" S 4;
2. Alx 2 Az, pour tout © € X et tout X >0 ;

3. A&‘OxiA)\OL pour tout x € X et A\g > 0 fixé.

La remarque suivante sera utilisée dans la suite:
Remarque 1. Observons d’apres (3) que

ArS A = U tEa

Par suite, d’apres le Théoreme 1 on a:
4 AnC A = (A I S J+ A"l our tout z* € X*.
( p

Le second résultat concerne la condition de Brézis, Crandall et Pazy et donne
une condition pour que la famille des opérateurs maximaux monotones reste stable par
addition.

Théoreme 2. Soit X un epace de Banach réflexif et strictement convexe.
Soient A C X x X* et B C X x X* deux opérateurs mazximaux monotones tels que
D(A) N D(B) est non vide. Les conditions suivantes sont alors équivalentes :

1. RLA+ B+ J) = X*, i.e., A+ B est un opérateur mazximal monotone;
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2. Soit x* € X* donné et désignons par xy la solution de l'inclusion
" € Ayzy + Bry + Jx).
Alors la famille {A)\@\\)\ > 0} est bornée pour A\ — 0. Ceci implique en
particulier que la famille {J:)\\)\ > O} est bornée lorsque A — 0.

Pour plus de détails le lecteur peut, par exemple, se reporter aux ouvrages [1],
[15], [20], [21], [22], [43].

3. Maximale monotonie de la somme ponctuelle d’opérateurs maxi-
maux monotones. Soit 4, B : X =% X* deux opérateurs tels que D(A) N D(B) # O.
On note A + B la somme ponctuelle de A et B définie par

(A+B)x = Ax+ Bz
D(A+ B) D(A)n D(B),

ou la somme Az 4+ Bz est comprise au sens de Minkovski :
Az + Bz = {Jf{ + 5|2} € Az, x5 € Bm}.

Notre objectif dans cette partie est d’étudier la maximale monotonie de A+ B lorsque A
et B sont des opérateurs maximaux monotones. Commencons par rappeler le résultat
classique di a R. T. Rockafellar [39]:

Théoréme 3. Soient X un espace de Banach réflexif, A et B deux opérateurs
mazimaux monotones dans X x X* tels que

(5) D(A) NInt D(B) # .

Alors A+ B est un opérateur mazximal monotone.
Soit X un epace de Banach réflexif et strictement convexe. D’apres le Théoreme

3, on peut donc observer que: Ay + B est maximal monotone pour tout A > 0.
Dans ce qui suit, pour toute partie A de X, on note

K(4) = ] 24,

A>0

le cone engendré par A.
Notre but, dans cette section est de montrer qu’on peut affaiblir la condition
de qualification (5) de R. T. Rockafellar.

Enoncons a présent le résultat principal de cette section :
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Théoreme 4. Soient X un espace de Banach réflexif, A et B deux opérateurs
mazimauz monotones dans X x X* tels que zéro soit un point absorbant de D(A) —
D(B):

(6) U A(D(A) - D(B)) - X.
A>0

Alors A + B est un opérateur mazimal monotone.

Preuve. Il est clair que A4+ B est monotone. Pour avoir la maximalité de A+ B,
il suffit d’appliquer la condition de Brézis-Crandall-Pazy (Théoreme 2). Pour cela, il
suffit donc de montrer que si xy = (J + Ay + B)"la*, alors la famille {A x|\ > 0}

est bornée pour tout z* € X*. Soit donc y € X = lC(D(A) - D(B)). Il existe alors
a>0,a € D(A) et b e D(B) tels que y = o - (a — b) . Par suite,
(Arza,y) = 04(<A,\$,\7 a— ) + (Arzy, o — b))-

Soit yy € Bz) tel que Ayzy = ™ —yy — Jx). Ay et B étant monotones, on en déduit
que:
(Ayzy — Ara,zy —a) > 0 et (yy— B%,z\—b) > 0.

La derniere inégalité résulte du fait que (b, B°b) € B, avec
|B%| = inf{\b*| b € Bb}.
Par suite,
(Ayzy,y) < - ((A)\a,a —z)) + (z* — B% — Jxy,z) — b>>
On sait d’apres la Proposition 1. 3) que |Aya| < |A%]. Par suite,
M (Aar) <a- (14%] - Ja— s + (2" — B+ [eaar —b]).

L’hypothese de qualification impliquant que 0 € D(A) — D(B), nous pouvons toujours
supposer, sans perte de généralité que 0 € D(A)N D(B) et donc que (0,0) € A, (0,0) €
B, (0, O) € B.

En effectuant le produit de dualité de chaque membre de 1’équation

¥ = Jxy + Ayz) + Bx)

par ) et en utilisant que la monotonie de Ay et de B (avec (0,0) € Ay N B), on en
déduit que la famille {x\|A > 0} est bornée. Par suite,

(8) sup(Axzy,y) < +0o0.
A>0
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La relation (8) étant réalisée pour tout y € X, le théoreme de Banach-Steinhaus nous
permet de conclure que la famille {Ayz)|A > 0} est bornée dans X*, ce qui acheve la
démonstration. O

Pour le corollaire suivant, nous avons besoin d’une hypothese de qualification
du type Attouch et Brézis (cf. [7]) utilisée dans le cas ou les opérateurs considérés sont
des sous-différentiels de fonctions convexes semi-continues inférieurement et propres:

Corollaire 1. Soient X un espace de Banach réflexif, A et B deux opérateurs
mazximaux monotones dans X x X* et supposons que

9) E = IC(D(A) — D(B)) soit un sous-espace fermé de X.

Alors A + B est un opérateur mazimal monotone.

Preuve. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que 0 € D(A) N
D(B). Par suite, d’apres la condition (9), on peut toujours supposer que D(A) C E et
D(B) C E. Pour tout x € E, définissons les opérateurs Ay : E = E* et By : E =2 E*
de la maniere suivante:

Ap(z) == {z" € E*|3z* € Az, telque 2" =z*|g}
et
By(x) := {2* € E*|3z" € Bz, telque z" =z"|g}.

Il est clair que Ay et By sont des opérateurs monotones. Etablissons leur maximale
monotonie :

Soit (z,2*) € E x E* et supposons que
V (s, t") € Ay, (s—z,t"—2")>0.

On a par suite,
Vi(s,s")e A (s—zs|g—2")>0.

D’apres le théoreme de Hahn-Banach, z* admet un prolongement y* € X* tel que
y*|p = 2*. On a alors:

pour tout (s,s*) € A, (s—z,s" g —y"|g) >0,

c’est a dire,
pour tout (s,s*) € A, (s—z,s" —y*) > 0.

D’apres de la maximale monotonie de A, il en résulte que (z,y*) € A. Par suite,
(2,2%) = (2,y*|E) € Ao et par conséquent, Ay est un opérateur maximal monotone.
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Remarquons maintenant que la condition (6) est trivialement vérifiée. D’apres
le Théoreme 4, on déduit que Cy := Ag + By est un opérateur maximal monotone sur
E x E*. Désignons par C'la somme ponctuelle de A et B. Alors D(C) = D(A)ND(B) =
D(Ap) N D(By) = D(Cp). Montrons que C' est un opérateur maximal monotone sur
X x X*.

Fixons (w,w*) € X x X*. 1l s’agit de montrer que si pour tout (¢,c*) € C on a

(%) (c —w,c* —w*) >0,
alors (w,w*) € C. Pour cela, utilisons une idée de S. Simons [41]:

Lemme 1. Soit A : X = X* un opérateur mazximal monotone tel que
D(A) C E. Alors, A vérifie la condition suivante :

(u,u*) € A, v' € X*, v |g=u"lp = (u,v") € A.

Preuve du lemme 1. Soit (u,u*) € A, v* € X* et v*|g = u*|g. D’apres la
monotonie de A on obtient :

pour tout (s,s*) € A, (s—u,s" —u") >0.
Comme s —u € E et v*|g = u*|g, on a par conséquent,
pour tout (s,s*) € A, (s—wu,s" —0v*) >0.
En utilisant la maximale monotonie de A, on obtient que (u,v*) € A, ce qui achéve la

preuve du lemme. O

Lemme 2. Soit A,B : X = X* des opérateurs de domaine inclus dans
E, tels que l'un des opérateurs soit mazimal monotone, alors C = A + B wvérifie la
condition :
(u,u*) € C, v* € X*, v'|g=u"lp = (u,v") € C.

Preuve du lemme 2. Soit (u,u*) € C. Alors, u* = uj + u3 avec (u,uj) € A
et (u,u3) € B. Siv* € X* vérifie v*|p = u*|g, alors (v* — u})|g = ub|E et en vertu du
Lemme 1 on a (u,v* —uj) € B. Il s’en suit: (u,v*) € A+ B=C. O

Remarquons d’abord que nécessairement, w € E. Dans le cas contraire, d’apres
le théoreme de Hahn-Banach, on pourrait trouver y* € X* tel que y*|g = 0. Pour A
réel assez grand on aurait alors:

(c—w,c" = Ay —w*) = (c—w,c" —w") — XMw,y") <0
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et une contradiction, car comme (¢* — A\y*)|g = ¢*|g, on a nécessairement d’apres le
Lemme 2 que (¢,c* — \y*) € C.
Soit (¢,t*) € Cy et soit ¢ € X* telle que t* = ¢*|g. Comme w € E, d’apres (x)
on a alors:
(e — w,8" — w']) 20,

et d’apres la maximale monotonie de Cp, on en déduit que (w,w*|g) € Cp. Par
conséquent, il existe z* € X* tel que z*|p = w*|g et (w,2*) € C. Par suite, d’apres le
Lemme 2 on obtient que (w,w*) € C et le résultat. O

Remarque 2. Les résultats précédents généralisent et unifient divers résultats
sur la maximale monotonie d’une somme de deux opérateurs maximaux monotones ([2],

(28], [35], [39]).

4. G—Convergence de la somme d’opérateurs maximaux monotones.
On suppose a nouveau que X est un espace de Banach réflexif, et soit X* son dual
topologique. On se donne deux suites d’opérateurs maximaux monotones {A" },en et
{B"}nen dans X x X*. Pour z* € X* et A > 0 donnés, u} désigne la solution de
I'inclusion

z* e Juy + A"uY + BYuy.
Nous dirons que la condition de Brézis-Crandall-Pazy uniforme est satisfaite lorsque
les quantités a,(z*) := iu[g | BY (uYy)| associées aux couples (A", B™) satisfont
>

limsup a,(z*) < +00, pour tout z* € X*.
n—-+o00

Enoncons le résultat principal de cette section dont la démonstration se fait en
plusieurs étapes.

Théoreme 5. Soit X un espace de Banach réflexif tel que X et X™* soient lo-
calement uniformément convezes. Soient { A" }nen et {B" nen deuz suites d’opérateurs

mazimaux monotones dans X x X* telles que A" S AetBEB. Supposons que la
condition Brézis-Crandall-Pazy uniforme soit vérifiée. Alors,

(10) A"+ B" S A+ B.

Dans une premiere étape on s’intéresse a la convergence au sens des graphes
d’une approximation de la somme des deux suites d’opérateurs.

Proposition 2. Soit X un espace de Banach réflexif tel que X et X™* sont lo-
calement uniformément convezes. Soient { A" }nen et {B" tnen deuz suites d’opérateurs
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mazimaux monotones dans X x X* telles que A™ S Aet B* S B. Alors pour tout A > 0
et toute suite {\n}nen (An > 0) telle que Ay, — X\ on a

(11) A"+ BY S A+ By,

Preuve de la Proposition 2. Soit pour cela (u,v*) € A+ B). Alors
(u,v*— Byu) € A. La convergence au sens des graphes de A™ vers A entraine ’existence
de (up,v) dans A™ telle que u, > u et v} > v* — Byu.

Pour obtenir (11), il suffit donc de montrer que BY uy, =, Byu. Pour ce faire, on
utilise le fait que la norme duale est Kadec. Il suffit donc de démontrer la convergence
normale ainsi que la convergence faible de la suite {Bi\lnun}neN vers Byu.

Les deux lemmes suivants (Lemme 3 et 4) vont nous servir :

Lemme 3. Les suites {|BY un|tnen et {|BY ul|}nen sont bornées.

Preuve dulemme 3. Il suffit de donner la preuve pour la suite {|BY wy|}nen-
Supposons que (z,y) € B. En vertu de la G-convergence de B" vers B, on peut trouver
une suite (x,,y,) € B™ convergente vers (x,y). Des relations

Yn € B"xy, et BY up € B"(up — A\ J"(BY un))
et de la monotonie de B", on tire
(BY tn — Yn, Un — A J™ (BY, un) — x5) > 0.
Par suite on en déduit,
Al B, 2 = | B3, ] [t = ] + Aulynl | < (s 2 = ),

et la bornitude de la suite {|BY un|}nen. O

Etape 1: La suite {|B} un|}nen converge vers |Byul.
En effet, des relations

BY u, € B"(up — A\ J*(BY up)) et Bu € B"(u— AJ*(BYu))
et de la monotonie de B™ on obtient :
(BY un — BYu,up —u) > (BY un — BYu, \y J*(BY uyn) — A" (Byu)).
On en déduit que

2 2
(VB3 | = VAIBRul) - < (VA= V/A) B3, unl | Biul

(12)
+ (185, wnl + [BRal ) fun — .
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Par suite, en utilisant la convergence de w,, vers u, de A\, vers A, et la bornitude des
suites {|BY un|}nen et {|BYu|}nen, on déduit de (12) que

tim  (VA|BE, |~ VAIBu]) = 0.

n— 400
Comme d’autre part, la suite { B" },cn G-converge vers B on a aussi que |B{u| — |Byu|
et par suite, |BY un| — [Byul.
Etape 2: La suite { B} up}nen converge faiblement vers Byu.
Soit pour cela une sous-suite, que par commodité nous noterons encore {Bfnun}neN,

telle que BY u, 2~ dans X*. Vérifions que v = Byu.
Considérons y € X; on a alors d’apres (2),

Byy € B(y — AJ*(Byy)).

et
BY up € B"(un — A\ J™(BY un)).

Comme B”gB, il existe (yn,y%) € B™ tel que y* > Byy et y, >y — A\J*(Byy). Par
conséquent en utilisant la monotonie de B™ et de J* on a

<B§nun - y:, Up — Yn — /\nJ*(B)\y)> > /\n<B§nun - y;;, J*(B;?nun) - J*(B)\y)>
= (B, tn — 4, ST (BX, un) — J"(y5))
+An(BY, un = yp, " (yn) — T (Bay))

> /\n<B§\Znun - yZ, J*(y:;) - J*(Bky»

Par ailleurs, BY u, —y, 2~ — Byy. Par passage & la limite, lorsque n tend vers +o0,
il résulte :

(v = Bxy,u—y) > Aiminf(BY un =y, J*(y,) = J*(Bay)) = 0.

Ceci résulte du fait que X étant localement uniformément convexe on a J*(y) >
J*(Byy). On a montré ainsi que pour tout y € X,

De la maximale monotonie de B), on déduit que v = Bju. On a ainsi établi que
toute sous-suite de {B), un}nen convergeant faiblement a pour limite faible Byu. Il
en résulte que la suite {B), u,}nen converge faiblement vers Byu, ce qui acheéve la
démonstration. O
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Lemme 4. Supposons que ’espace X soit localement uniformément conveze.
Soit {xp}nen une suite d’éléments de X et soit x € X fixé. Si

limsup (Jx,, — Jz,2,, — ) < 0,

n—oo

S
alors x, > x.

Preuve du lemme 4. Pour tout n € N, on a la relation :

(Jn — JT, 00 — @) = (p:n\ - \x|)2 + (\m|.|xn| - <Jx,xn>) + <|xn|.|x\ - (J:cn,x>).

Les trois derniers termes intervenant dans la précédente décomposition étant positifs,
on peut déduire que

lim |z,| = || lim (Jz,x,) = |z|*> et lim (Jz,x + x,) = 2|z
—+00 n—-+o00 n—-+00

On a par conséquent,

2z|? = nEIEOO(Jx,x—i—J:n) < \Jx\%rllirg\x—i—xﬂ

A

|Jz|lim sup |z + x|
n—-+4o0o

< |Jal lm (2] + fan]) = 2laf?

Il en résulte que lirf |z, + x| = 2|z|, d’ou en utilisant la locale uniforme convexité de
n—-r+0oo
X, on en déduit que z, >z. O
Preuve du Théoreme 5. Soient z* € X* et A > 0: posons
2 = (J+An _i_Bn)flx*7
r=(J+A+B)
eV = (J+ A"+ B2t et ay=(J+ A+ By) ot

D’apres la Remarque 1, il suffit d’établir la convergence forte de la suite {z"}, ey vers
x.

(i) Soit 4 > 0; on a a*—Jx, — B,x, € Ax,. Soit y* € Bx tel que z* —Jr—y* €
Az. En vertu de la monotonie de A, on a

(2" = Jxy, — Byzy) — (2" = Jo —y*),zy —x) > 0.

D’ou
(Jx, — Jr, ) —x) < (Y — Buxy, v, — ).
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De méme B est monotone, B,x,, € B(x, — pJ*(B,z,)) et y* € Bx. Par suite,
(Buwp =y apy — pJ " (Buwy) —x) > 0,
ce qui entraine
(Ja, —Jx,x, —x) < (y* — Byay, pJ*(Bux,)).

D’apres la condition Brézis-Crandall-Pazy uniforme, la famille {B,xz,} est bornée. Il
en résulte que

limsup(Jz, — Jr,z, —x) < 1imsup,u\B“:L‘M|<|y*| + \B“:L‘MD = 0.
p—0+ p—0+F

Du Lemme 4 on déduit que z, =z si g — 07,

(ii) Par raisonnement identique on justifie, pour tout n € N, la convergence

n
I

(iii) Soit A > 0 et p €]0, A\[. Comme précédemment, dans (i), il résulte de la

forte de 2™ vers x™ lorsque u — 07.

monotonie de A™ que

(13) (Jx — sz,xﬁ\l — xz> < —(Byzxy — Bﬁxz,xﬁ\l — $Z>

D’autre part, en utilisant la monotonie de B" et la relation :

(Biah = Biag,ah —ah) = (B} — Biaj,af — A" (Bya}) — («f = pT*(Bjap)))
H(BY2X — Bjay, AT (BYaX) — pJ* (Bya)),
on obtient :
—(BRaX = Buay, o} —ay) < —(BiaX = Bjx, AJ(B{ay) — pJ"(Bp))
A
< B — B + S (1Bt ? + [ Branl?)
A @
< SIBLal + SIBRaAL.

Combinant (13) avec cette derniere relation, et tenant compte de la condition Brézis-
Crandall-Pazy uniforme, il s’en suit que pour A > 0 fixé et p €]0, \[ on a:

A
14 Jat¥ — Jxl 2% — ) < ﬂoﬂ z").
A wr X n

W= 3
En faisant tendre respectivement p vers 0% et n vers +oo dans (14), on déduit que

15 limsup(Jzy — Jz", 2% — ™) < AC.
A A

n—-+o00
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(iv) Pour tousn € Net A > 0 on a:
2
(1231 = |a")) " < (g = Ja" 2} — "),
D’apres (15) on en déduit que
2
(16) lim sup (\mﬁ\ - |a:"|> < \C.

n—oo

n
I

1), la suite {x}; }nen est bornée. D’apres (16), la suite {2" fnen est également bornée.
Par suite, pour tout A € (0, u] on a:

Fixons p1 > 0 arbitrairement. Comme z, — x,, (d’apres la Proposition 2 et la Remarque

"]

limsup [z"] < limsup <|x§| - |x"|> + limsup |z

n—oo n—oo n—oo
< VAC + limsup |z"] < /pC + limsup |z"].
n—oo n—oo

Par conséquent les nombres
= sup{\a:" —z¥| | neN, Ae (0,/1]}, B = sup{\Jx" —Jx| | ne N}
sont finis. Un calcul élémentaire donne:

(Ja" — Jzx, 2" —x) = (Ja" — Jz, 2" —2Y) + (Ja — Jz, 2" — 2¥)

+ (Ja" = Jz, 2\ — ).
Ainsi en utilisant (15) et la derniére relation on obtient :

limsup(Jz" — Jz, 2" —x) < limsup(Jz" — Jz¥,z" — 2%) + alimsup |Jz} — Jz|

n—oo n—oo n—oo
+4limsup |z} — x|
n—oo
(17) < XCH+alJzy — Jz| + Bley — x|

Comme z% oz et Jxy 2 Jxy, en faisant tendre A vers 0 dans (17), on obtient

limsup(Jz" — Jz,z" —z) < 0.

n—~o0

En appliquant & nouveau le Lemme 2, on conclut finalement que z" > z. O

Pour conclure cette section, nous allons examiner sous quelles hypotheses, la
condition de Brézis-Crandall-Pazy uniforme est vérifiée. Pour cela, nous avons besoin
de la proposition suivante, qui peut étre considérée comme une version non-linéaire
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du théoreme de Banach-Steinhaus. La formulation que nous en donnons est un cas
particulier d’un résultat plus général établi par L. Vesely ([42] (Corollaire 2, p. 1301))
pour le cas des familles e-monotones.

Proposition 3. Soit X un espace de Banach réflexif tel que X et X* soient
localement uniformément convezes et soit {A"}nen une suite d’opérateurs mazimaux
monotones dans X. Supposons que

U = Int ( N D(A”)) £0

n>k

pour k € N, et que pour tout x € U

(18) limsup d(0, A"z) < +o0.

n——+00
Alors {A™ }nen est uniformément localement bornée sur U : pour tout T € U, il existe
r >0 etc>0 tels que pour tout n € N et tout u e T+1U CU on ait

|A"u| :== sup |v| <e.
vEATY

Nous avons le théoréme suivant :

Théoreme 6. Soit X un espace de Banach réflexif tel que X et X™* soient lo-
calement uniformément convezes. Soient { A" }nen et {B" nen deuz suites d’opérateurs
mazximaux monotones qui convergent en graphe vers A et B, respectivement. Supposons
que Uhypothese (19) ci-dessous soit satisfaite :

dzg € D(A) N D(B), 3r > 0 tels que

(19) Vzexg+rU, z € m D(A™) et limsupd(0,A"(z)) < +oo.
n—-+00
neN

Alors la suite d’opérateurs mazimauz monotones {A™ + B"},en converge au sens des
graphes vers A+ B.

Preuve. Par translation, on peut se ramener!' au cas ot zg = 0 et (0,0) € B"
pour tout n € N. D’apres le Théoreme 5, il suffit de montrer que la condition Brézis-
Crandall-Pazy uniforme est satisfaite.

'En effet, soit 20 € D(A) N D(B). On a pour yo € Bxo et y) € Axo. Puisque {B"},en converge
en graphe vers B, il existe (zn,yn) € B™ tel que x, > z¢ et yn — yo. Considérons les opérateurs

Az = A"z + xn) —yn et B & = B"(z + &) — Yn.

On aura effectivement que 0 € B"0.
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D’apres la Proposition 3, 'hypothese (19) assure que la suite { A" },cn est uni-
formément localement bornée sur rU :

Jrg >0, Jcg >0 tels que Yu € roU, Vn >0 |A"u| < cp.
Fixons alors * € X*. Soit uY la solution de I'inclusion
z* e Ju + A"uY + Byuy.
Soit yy € A™uY tel que x* = Ju¥ + y¥ + Bluy.

Assertion 1. Pour tous A >0 etn € N on a [u}| < |2%| + co.

Preuve de T'assertion 1. En vertu de 'uniforme bornitude de la suite
{A"} ey on a 0 € ﬂ D(A") et |yn| < ¢ pour y, € A™0. De la monotonie de A", on
) neN
tire
(x* — Ju — BYuX — ypn,uy) > 0.

Par suite
[uh* < |2 — ynl - Ju}] — (BRuR, uf > .

Puisque 0 = BY0 et BY est monotone, il s’en suit que

(20) [ux| < |z* = yn| < |2%[ + co-
Assertion 2. VA >0etVn>0 ona

n 1 * 2
w31 < co+ — (Io*] + o) -
To

Preuve de l'assertion 2. On sait déja que
(%, uy) = (Jug+yx + Byuy, uy)
= [ul]? + (R, ud) + (BRul uh) = (YR, ul).

Donc,
(21) Wi < @) < gl < Jel (2] 4 e )

Soient u € rqU C D(A"™) et v € A"u. Comme uy € D(A™) on a:

<y§¢u> = _<y§ - ’U,Ug - U> + <y§7u?\> + <U7u - u§>
< (i) + o (il + 7o)
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En combinant (21) et I’assertion 1, on déduit que
2
(yX,u) < roco+ (|93*\ +CO) :

1
Comme |yY| = — sup {(ygf, w)| |u| < ro}, nous en déduisons donc I’assertion 2.
T

En utilisant les deux assertions précédentes, nous avons pour tous n > 0 et

A>0

IA

[BRug] = |e* —yf = Jufl < o]+ [uf] + |y
|

< (eotletl) - (24 22 <

Par suite la condition Brézis-Crandall-Pazy uniforme est satisfaite, ce qui permet de

A

déduire que la suite {A"™ + B"},en converge au sens des graphes vers A+ B. 0O

Remarque. La conclusion du Théoreme 6 est préservée si on suppose que X
est un espace de Hilbert et si on remplace (19) par

liminf | inf (Byuy, A"u})| > —oc.

A—0 yyeAnuy

En effet, soit yy € A"uY tel que yy = x* — BYu} —uY ; on a alors 'existence de ng € N,
Ao > 0 et ag > 0 tels que pour tous n > ngy et A €]0, Ag]

(Byux,yx) = (Bluy, 2" — Bu} —u}) > —ao.

Donc,
| BRui|? < ag + (B}, %) — (B}, ul) < ag+[a*|-|BRu",

car les opérateurs B™ sont monotones et supposés contenir (0,0). On conclut que la
suite { BYu} }nen est bornée; ce qui acheve la preuve du théoreme. [

Nous terminons ce paragraphe par un corollaire ou apparait d’une maniere
simple 'utilité de la condition (19).

Corollaire 2. Soit X un espace de Banach réflexif tel que X et X™* soient
localement uniformément convexes. Soit {B"},en une suite d’opérateurs mazimauz
monotones qui converge en graphe vers B. Soit A un opérateur mazimal monotone
satisfaisant

(22) D(B)NInt D(A) # 0.
Alors la suite {A + B"},en converge en graphe vers A + B.

Preuve. On applique le Théoréme 6 apres avoir remarqué que (22) entraine
(18). O
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5. Mosco-epiconvergence d’une somme de fonctions convexes. Nous
allons consacrer la derniére partie du travail a étudier la convergence au sens de Mosco
d’une somme de fonctions convexes semi-continues inférieurement et propres. Nous
nous plagons, comme précédemment, sur un espace de Banach réflexif X tel que X et
X* soient localement uniformément convexes (ce qui, comme on l’a déja remarqué, ne
restreint pas la généralité, compte tenu du théoréme de John et Zizler).

Soit f: X — RU{+400}; on désigne par

D(f) ={z € X; f(z) < +o0}

le domaine de f et par

epi f = {(a:,t) € X x R|f(z) < t}

son épigraphe.

Nous pouvons caractériser une fonction réelle par son épigraphe: f est semi-
continue inférieurement, convexe et propre si epi f est fermé, convexe et non vide dans
X xR

On définit la fonction conjuguée f* de f par:

@) = sup { (@,a") = fl) }.
reX
Notons par I'g(X) Pensemble des fonctions convexes, semi continues inférieurement
et propres. D’apres un résultat classique d’analyse convexe, pour toute fonctionnelle
feTo(X), alors f* € To(X™*), et f est identique & sa biconjuguée f**.
On appelle sous-différentiel de f en x € D(f), I'opérateur 0f C X x X*, défini
par

0f(@) = {a* € X*|f(y) = f(@) + 2",y —a) Vye X} siweD(f)
of(x) =0 sinon.

De maniere équivalente, df(z) peut étre caractérisé en fonction de la conjuguée de f
de la maniére suivante:

of@) = {a* € X*|f* (@) + f(2) = (@,a")].

Il est facile de vérifier que Of est un opérateur monotone. Il est plus difficile de montrer
que dans un espace de Banach général, 0f est un opérateur maximal monotone. Ce
résultat est di a R. T. Rockafellar [38] et a été récemment redémontré de maniere
élégante par S. Simons [40].
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Définition 3. Soit X un epace de Banach réflexif et strictement convexe et soit
f €To(X). On note fy l'approximée de Moreau-Yosida de f; il s’agit de application
définie par

fa@) = int {£) + 55y~ ol*}

Rappelons la relation importante liant le sous-différentiel de I'approximée de Moreau-
Yosida de f a ’approximée Yosida du sous-différentiel de f:

A(fx) = (Of)x.

Définition 4. Rappelons a présent la définition de la convergence au sens de
Mosco d’une suite de fonctions convexes ([32], Lemma 1.10). Cette convergence s’est
avérée étre une notion de grand intérét dans les espaces de Banach réflexifs.

Nous dirons qu’une suite {fy, }neny C I'o(X) converge au sens de Mosco vers f

et on écrit f, M f, sipour tout z € X

— il existe ¢, =z tel que limsup f,,(¢p) < f(x),

n—-+00

— pour tout x, — 2z on a liminf f,(z,) > f(z).
n—+00

L’intérét de cette convergence, pour Ioptimisation et I'analyse variationnelle
est qu’elle possede des propriétés remarquables que nous résumons dans la Proposition
suivante :

Proposition 4. Soient X un espace de Banach réflexif et {f,, fIn € N} un
ensemble de fonctions dans I'g(X). Alors

1. fn]\—{f dans T'y(X) < f;ﬂ—{f* dans T'o(X*) (Mosco, 1971);
2. fn]\—{f — 0fn gaf—i— condition de normalisation (CN) (Attouch, 1977);
3. ful f == VA > 0,V € X Ofan(z) > 0fa(z) + (CN),

<= I\ > 0,Vz € X Ofn,(z) > 0fr, (2) + (CN).

La condition de normalisation (CN) signifie qu’il existe (z,y) € 9f et (zy,yn) €
O fn tels que z, ixayniy et fn(zn) — f(2).

Proposition 5.  Soient {¢p tnen et {¢nnen deuz suites de fonctions dans
To(X) qui Mosco-épiconvergent respectivement vers ¢ et . On suppose que les couples
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(O, Oy) satisfont la condition Brézis-Crandall-Pazy uniforme :
siuf = (J + O¢p + Oy \) "1 (z*) on a

(23) lim sup |0y, A (u})| < 400 pour tout x* € X*.
n—-+oo
A—0

Alors O(¢pp, + 1) converge au sens des graphes vers O(¢ + ).

Si, en plus, la condition de normalisation pour (¢, + 1y,) est satisfaite, alors
{bn + ¥ntnen Mosco-épiconverge vers ¢ + 1.

Preuve. On remarquera que la condition de Brézis-Crandall-Pazy uniforme
implique la maximalité de d¢,, + 01, (Théoreme 2). Par suite, comme (¢, + V) est
un opérateur maximal monotone on a

a((bn + 7pn) = a¢n + 81/}11

Pour conclure, il suffit alors d’appliquer le Théoreme 5 et la Proposition 4. O

Dans le Théoreme 6, la condition de Brézis-Crandall-Pazy uniforme joue un
role crucial. Nous allons donner dans ce qui suit un résultat ou 'une des conditions
récentes (voir [31]) sur la Mosco-épiconvergence d’une somme de fonctions convexes est
une conséquence de cette condition uniforme.

Théoreme 7. Soit X un espace de Banach réflexif tel que X et X™* soient
localement uniformément convexes. Soit {pn, @, Pn,Y|n € N} un sous-ensemble de
[o(X) tel que gon]‘—{go et @bnﬂ—{@b Supposons qu’il existe xog € D(p), po >0, M € R
tels que

(24) Yu € zg + poU sup @, (u) < M.
neN

Alors la suite {¢n + Un }nen Mosco-épiconverge vers ¢ + 1.

Preuve. Elle est une conséquence du Théoreme 6 (appliqué aux sous-différen-
tiels) et de la Proposition 4. Elle se fait en plusieurs étapes.
Etape 1: La suite {¢, nen est équi-bornée sur U = g + poU :

(25) Im eR telque Vo m < ¢,(u) < M sur U.

Preuve de I'étape 1. Fixons pour cela u € pgU. Par convexité de ¢, on

(on (20 +u) + pn(zo — u)).

N =

on(z0) = (5 (20 + ) + 2 (w0 — ) <

Par suite,
en(T0 +u) = 2¢0n(w0) — Pn(T0 — 1)
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Comme limJirnf on(xo) > p(zg), on peut trouver un réel L tel que ¢, (z9) > L pour tout
n—-+0oo
n. Par conséquent,
Pn (w0 +u) > 205 (20) — on(ro —u) > 2L — M =m;

ce qui donne (25).

Etape 2: Soit f une fonction convexe telle que
m < f(r) <M pourtout x € xo+ poU.

Alors, f est Lipschitzienne sur xg + (%) U avec une constante de Lipschitz égale a
2(M —n)
Po

. En particulier,

2(M —n)

} U pourtout x € xg+ (%) U.

Preuve de I'étape 2. Soit u; € g+ poU pouri = 1,2. Posons t = |ug —uq|,

1
alors v = ug + Po (u2 — ul) € xo+ §poU. Puisque ug = sv + (1 — s)uy, si s =

2t 2t + po’
on déduit de I’étape 1 et de la convexité de p, que
2(M —m
nluz) = pn(ur) < s(ipa(0) = enlin)) < 5 —m) < Ly .

u1 et ue jouant un réle symétrique, pour tout n > ng on a donc

20M —m
‘SOH(UQ) - @n(ul)| < %h@ — ul\.

L’inclusion o( 1
af(x) C [M
Po

est bien connue et résulte de la définition méme de la sous-différentiabilité. En com-
binant (24) et le fait que Int D(¢,,) = Int D(0¢y,) ([15], Prop. 2.5), et en utilisant le
Théoréme 6, on en déduit que dp,, + 9, = A(p, + 1,) converge au sens des graphes
vers Op + 0Y = 0(p + ). Pour conclure que la suite {p,, 4+ ¥y, }neny Mosco-épiconverge
vers ¢ + 1, la Proposition 4, b) nous impose une condition de normalisation.

Soit € > 0 donné; d’apres le Théoreme de Brgndsted et Rockafellar, D(9(p+1))
est dense dans D(p + 1) et par suite, soit ug € D(9(p + ¢)) tel que

} U pourtout = € xg+ (%) U.

|$0 — UO‘ <e ety € 8(§0+1/1)(U0)
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Alors, il existe
(s Yn) € Aipn + ) tel que wp = o, Yn ~ Yo.

Etape 3: On a lim (¢, + 1) (1) = (¢ + 1) (uo).
Preuve de I'étape 3. Il est clair que

lin inf (i + ) (1) > Taninf gy () + Tin inf v (n) > (o) + (o).

Pour autre inégalité revenons & y,, € 9(on + Un)(up).
Puisque ¢ = M — limy, et ¥y = M — lim,, il existe alors mniuo et T, i>uo tels
que

lim sup ¢, (Zn) < @(uo),  limsup ¢ (25) < ¥(uo)

n—+o0o n—+o0o
et
(@n 4+ Vn)(un) < n(xn) + n(xn) + (Yn, un — Tn).

D’ou

lim Sup(@n + %)(Un) < limsup Spn(xn) + lim sup %(l‘n)

n—-+00 D e
< limsup pp(zn) + ¥ (uo)
n—-+oo

De I’étape 2, pour n suffisamment grand de telle sorte que
Zn — ol < 1o et |2, — uo| < 7o,

on déduit

—m

|y — T

M
on(Tn) < (@n(in) - @n(fn» + ©n(@n) < @n(Tn) +
Passant a la limite supérieure on obtient :

lim sup p, () < limsup ¢, (Z,) < @(ug).

n—-+o0o n—-+o0o

On déduit que limsup(e, + ¥n)(un) < @(ug) + ¥(ug); ce qui achéve la preuve du
n—-+o0o
théoreme. 0O
Corollaire 3. Soit X un espace de Banach réflexif. Soit {¢n,¥n, v, ¥|n € N}

une famille de To(X) telle que oy, ]\—/[>g0 et ¥ est continue en un point de son domaine.
Alors la suite {¢yn + ¥ }nen Mosco-épiconverge vers ¢ + .
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Preuve. La continuité de 1 en zg € Dom 1 reste vérifiée lorsqu’on renorme

X de fagon a ce qu’il soit uniformément convexe ainsi que son dual. Il suffit par suite
de remarquer que la condition (24) est satisfaite au point g € Dom ¢. O
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