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PRESENTACION

A Matematica Aplicada caracterizase pola interpretacién e creacién de teoria
matemdtica que posibilite a resolucién de problemas.

A abordaxe dende un punto de vista matematico dun problema real de interese
esixe: o establecemento dunha formulacién matematica do problema, a anilise
e a resolucién de dita formulacién e a interpretacién da solucién obtida. Estas
tres etapas (formulacién, andlise mais resolucién e interpretacién de resultados)
son os piares basicos do procedemento coiiecido como modelado matematico. Este
proceso, imprescindible na aplicacién das matematicas, constitiie o campo de accién
da Matematica Aplicada.

Na etapa de resolucién ocorre que os modelos reais son en xeral o suficientemente
complicados como para que non se poida obter unha férmula explicita que relacione
as incégnitas cos datos do problema. E aqui onde intervén a Analise Numérica,
disciplina das matematicas que se ocupa da descricién e andlise de métodos, que se
van implantar nunha maquina de célculo, para a obtencién da solucién aproximada
(ou exacta ocasionalmente) dun problema matemdtico. Estes métodos son camifios
que se constrien botando man de calquera posible ferramenta matemdtica que
poida valer. E por isto que a Andlise Numérica aliméntase das propias matemadticas
nas que vive.

Célculo numérico nunha variable é unha materia con contidos da disciplina
Andlise Numérica. Neste sentido constitlie, xunto coas materias cronoloxicamente
posteriores Andlise numérica matricial, Métodos numéricos en optimizacion e
ecuacions diferenciais, Modelizacién matemdtica (as tres obrigatorias), Andlise
numérica de ecuacions en derivadas parciais e Taller de problemas industriais
(dmbalas dias optativas), un elo béasico na formacién dun matemdtico aplicado,
formacién que o alumnado poderd incrementar e perfeccionar coa realizacién do
Master universitario en enxefiaria matematica.

Calquera método dos estudados no campo da Andlise Numérica, e en particular dos
estudados en Cdlculo numérico nunha variable, esta elaborado para ser aplicado.
A suta aplicaciéon contén unha fase final que constitie un conxunto de certas
operacidns aritméticas e |6xicas nunha orde determinada e sen ambigiiidade que
é preciso executar nunha maquina de calculo, motivo polo que esta ferramenta
resulta imprescindible. Para realizar esta tarefa, precisanse ter adquiridos certos
coiecementos basicos de informatica, entre eles o inicio na aprendizaxe dunha
linguaxe de programacién (formacién proporcionada pola materia Informatica do
primeiro curso do Grao en Matemdticas).
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OS OBXECTIVOS

Dado que a unidade que estamos a desenvolver é a primeira que se imparte no Grao
en Matemdticas correspondente 4 disciplina Andlise Numérica, e dada a necesidade
que esta disciplina ten dunha maquina de célculo, os obxectivos que se perseguen
nesta unidade son:

— Introducirse no cofiecemento e manexo de conceptos e técnicas bdsicas da
Andlise Numérica.

— Desenvolverse con comodidade no manexo dunha linguaxe de programacion
sobre o ordenador e cofiecer certos problemas que derivan do uso desta
ferramenta.

En definitiva, tratase de que o alumno se prepare para poder asimilar as
unidades posteriores.

0OS CONTIDOS BASICOS

Comezaremos enmarcando a materia Cdlculo Numérico nunha variable, da que
forma parte a unidade que estamos a tratar, dentro da disciplina de matematicas
3 que pertence, a Anadlise Numérica. Finalmente, desenvolveremos os contidos da
unidade.

1. Marco da materia Calculo Numérico nunha variable

Realizaremos unha breve introducién & Andlise Numérica motivando a sta
existencia, onde atoparemos de modo natural a materia que nos ocupa.

1.1. A disciplina Analise Numérica

A Andlise Numérica trata o desefio e a andlise de métodos, que se van

executar nunha maquina de célculo, para aproximar dunha maneira eficiente a
solucién dun problema expresado matematicamente. A forma practica na que un
método é introducido nun ordenador é chamada por alglins autores algoritmo,
ainda que normalmente dmbolos dous termos método numérico e algoritmo son
utilizados indistintamente.
As ideas da Andlise Numérica reméntanse a moitos séculos atras. Atriblese a Herén
de Alexandria, na segunda metade do primeiro século a. C., o cdlculo mediante
aproximacions sucesivas da raiz cadrada dun nimero positivo ¢, € dicir, se x é unha
aproximacién, definese a seguinte como % (z + <), o que constitde (con notacién
actual) o algoritmo:

o nimero positivo dado,
Tny1 = 5T+ =), n=0,1,...

Tn
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Isto significa que tratamos de nos aproximar cada vez mdis ao valor y/c construindo
unha sucesién de ndmeros {z,},>0, que chamaremos iterantes, mediante as
operacidns elementais suma, multiplicaciéon e divisién. No momento en que
decidamos parar esa construcidn, o dltimo elemento calculado é o que se vai tomar
como aproximacién do niimero /c.

Non querendo facer un percorrido histérico, citamos por exemplo a Karl Friedrich
Gauss (1777-1855), cuxas achegas & resolucién de sistemas de ecuaciéns lineares
seguen sendo Utiles na actualidade.

Merece mencién especial Leonhard Euler (1707-1783), cuxo extenso traballo contén
un gran ndmero de algoritmos e férmulas que aparecen normalmente como
desenvolvementos en serie. Con Euler acadouse un punto culminante na utilizacién
e desenvolvemento de algoritmos.

A partir do século XVIII, os cofiecementos matematicos féronse perfeccionando,
pero os razoamentos construtivos eran sempre superados por outros de tipo léxico
cuxo interese era mais determinar se existe solucién a un determinado problema
que calcula-la de forma efectiva. O motivo deste proceso de abstraccidn era
que os algoritmos para o calculo das soluciéns dos problemas resultaban, ainda
que finitos, irrealizables debido 4 cantidade de cdlculo que esixian. A aparicidn
das computadoras na segunda metade do século XX supuxo o rexurdimento dos
métodos construtivos.

Como verdadeira disciplina, a Andlise numérica comezou a siia andaina cando
en 1947 se creou o Instituto de Andlise Numérica na Universidade de
California, e desenvolveuse espectacularmente nestas dltimas décadas motivado
polo desenvolvemento informético.

Poderiase dicir que, se dende a antigiiidade ata 1945 a velocidade de célculo
se multiplicara por 10 mediante artefactos rudimentarios (como o &baco), dende
entén ata agora multiplicouse por mais dun millén. Isto non significa que tédolos
algoritmos poidan ser tratados por un ordenador, pois algtins non é posible ainda
levalos a cabo cos ordenadores actuais. O progreso tecnoldxico é o que permite
recuperar e refinar métodos baseados en ideas antigas e desefiar métodos novos.
Desde Bacon e Galileo no século XVII, o desenvolvemento das ciencias naturais
enriqueceuse ao combinar as metodoloxias experimentais coas tedricas, estas
dltimas moi relacionadas coas matematicas. A partir do desenvolvemento das
computadoras, xorde a simulacién numérica, cuxo obxectivo é a recreacién
matematica dun proceso. Funciona como un laboratorio cuxa ferramenta principal
é a computadora e onde se pode desefiar un experimento que proporciona un
mellor entendemento do proceso ou fendmeno que se estuda, o que permite
predicir as consecuencias da stia execuxién e, polo tanto, a toma de decisiéns
ao respecto, é dicir, o seu control. Esta metodoloxia pddese considerar parte
da Andlise Numérica, e estd estreitamente relacionada con varias dreas da
computacién e doutras disciplinas. Asi falase de fisica, quimica, bioloxia e ata
finanzas computacionais que se ocupan do estudo de modelos matematicos e
algoritmos computacionais eficientes para a resolucién de problemas que xorden
nestas ramas da ciencia.
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1.2.  Por que esta disciplina

A pesar de todo o dito ata o0 momento, concretamos a continuacién algtns
dos principais motivos polos que a Andlise Numérica se fai unha disciplina
imprescindible.

1. Hai problemas que se sabe que tefen solucién, pero non dispofiemos dunha
férmula que exprese dita solucién. Asi, por exemplo, ainda sabendo que
un polinomio de grao n ten exactamente n raices (non necesariamente
diferentes), estd probado (Galois, 1811-1832) que cando n > 5 non é posible
calcula-las por radicais (é dicir, empregando unicamente as catro operaciéns
elementais e os radicais, isto é, raices cadradas, ctibicas, etc.)

2. Hai problemas con solucién exacta conecida pero esta non é explotable na
practica. Por exemplo, a integral f;eﬂ”2 dx podemos pensar en calculala

utilizando a regra de Barrow. Unha primitiva do integrando é F(z) =
o0 2k+1
x

Pt (2k + 1)!E!
de x, permite reducir o calculo da integral ao problema non trivial dunha
suma infinita.

3. Hai problemas para os que a aplicacién dos métodos cldsicos é irrealizable.
Isto ocorre por exemplo co método de Cramer: é ben cofiecido que a
resolucién dun sistema linear de n ecuaciéns con n incégnitas, con matriz
non singular, require da orde de (n + 1)In operaciéns, o que, incluso cos
potentes ordenadores de hoxe en dia, é impracticable. Un ordenador ripido
coma o IBM Blue Gene, que fai 70.72 x 102 operaciéns por segundo (70.72
TFLOPS), necesitaria 4000 horas para resolver un sistema de orde 20. E entén
absolutamente necesario desefiar novos métodos.

4. Hai problemas dos que se sabe algo e, por suposto, para os que non se dispdn
de solucién analitica cofiecida, alglins deles moi complexos, pero de moito
interese social en resolver. Asi, por exemplo, o tempo meteoroldxico sobre a
superficie terrestre estd gobernado por ecuaciéns matemdticas complicadas
que non se poden resolver analiticamente. Dado que interesa predicilo, o que
se fai é aproximar ese modelo matematico por un modelo que xa é posible
resolver, é dicir, para o que xa é posible aproximar a sta solucién.

que, ao ser absolutamante converxente para calquera valor

O desenvolvemento espectacular das computadoras trouxo consigo unha
demanda crecente de métodos numéricos mais potentes para resolver problemas
cada vez mdis complexos que abarcan campos diferentes como fisica, quimica,
enxefaria, ciencias da saude, tecnoloxia espacial, etc. Entre eles estdn a predicion
do clima, o estudo das proteinas, o desenvolvemento de tumores cancerosos, o
control de voo dunha nave espacial, etc. Todos estes problemas esixen resultados
cuantitativos que permitan tomar decisiéns, algunhas a moi curto prazo, o que
implica ter que dispofier de métodos eficientes que den resultados coa precisidn
desexada no menor tempo posible. Ten interese especial a simulacién numérica de
sistemas cuxa simulacién experimental non se pode levar a cabo pola perigosidade
que encerra, como ocorre cos sistemas de control das centrais nucleares.
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A pesar de que a velocidade de calculo aumentou espectacularmente nestes
ultimos anos, ainda hai algoritmos que non poden ser abordados cos ordenadores
actuais. A eleccién, entre métodos xa existentes, ou a construcion dun método
novo apropiado para aproxima-la solucién dun problema estd intimanente ligada
aos cambios tecnoldxicos do computador. A Andlise Numérica, da man do progreso
computacional, constittie por tanto unha disciplina imprescidible do cofiecemento.

1.3. A nosa materia dentro desta disciplina

Ao longo da titulacién, e dentro das materias impartidas polo Departamento
de Matemdtica Aplicada, estudaranse alglins dos diferentes métodos que hai para
atacar diferentes tipos de problemas.

Nesta materia (Calculo numérico nunha variable) veremos algins métodos
elementais da Andlise Numérica. Concretamente:

— Métodos para resolver ecuaciéns numéricas non lineares: tratase de calcula-
los ceros dunha funcién real de variable real.

— Métodos para resolver problemas de interpolacién polinémica: tratase de
sustituir unha funcién pouco manexable, ou da que sé se cofiecen alglns
valores, por outra mais sinxela e que cumpre certas condicidns de coincidencia
coa primeira. Dita funcién mais sinxela utilizarase en vez da primeira para
estimar valores desta.

— Métodos de integracion e derivacidon numérica: tratase de aproximar integrais
e derivadas de funciéns.

Asemade, o estudo destes métodos permitiranos cofiecer e familiarizarnos con
certos conceptos que se manexan continuamente nesta disciplina.

En Quarteroni e Saleri (2006) pédense ver as formulaciéns matematicas xenéricas
dos tipos de problemas que se pretenden resolver, xunto con exemplos fisicos de
interese que se modelan de tal xeito.

En materias posteriores estiidanse, por exemplo, métodos para resolver
sistemas lineares, métodos para resolver sistemas non lineares, métodos para
aproxima-los autovalores e autovectores dunha matriz, métodos para aproxima-
la solucidn dunha ecuacién diferencial ordinaria, etc.

Recordemos que estes métodos deben ser levados a cabo na practica,
e que calquera deles reddcese finalmente a un conxunto ordenado das
diferentes operacidns aritméticas e Idxicas, operacidns que deberdn ser realizadas
necesariamente por un ordenador.

No anteriormente exposto, aparecen tres elementos basicos:

— problema matemdtico que queremos resolver (e, polo tanto, elemento fixo);

— método a utilizar (elemento variable, a escoller entre varios posibles);

— ordenador no que se van face-los célculos (elemento normalmente fixo),
sendo o obxectivo final obter unha boa aproximacion (xa veremos mdis adiante o
significado disto) da solucién do problema no menor tempo posible.

Para manexarse ben con estes elementos, é moi importante ter unha boa base
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matematica e saber utilizar algunha linguaxe de programaciéon que nos permita
comunicarnos co ordenador e cofiecer certos aspectos que derivan do uso deste.

2.  Erro absoluto e relativo

Definicién.- Se un nimero real = se aproxima por outro nimero real z, chdmase
erro absoluto 3 cantidade |z — Z|.

Definicién.- Se un ndmero real x se aproxima por outro nimero real Z, chdmase
erro relativo 3 cantidade

r—x

, se x#0.
X

Observar que o erro absoluto ten unidades, pero o erro relativo non as ten,
é adimensional. Observar tamén que, se z = 1, dmbolos dous erros coinciden.

Exemplo 1.-Sexan x =2 kg e 7 = 1.9 kg. Tense,
|z — % = 0.1, e |££| = 0.05.

Exemplo 2.-Sexan y = 2000 g e y = 1900 g. Tense,
ly — 3 = 100, e ‘%ﬂ‘ — 0.05.

Exemplo 3.-Sexan z = 8000 g e z = 7900 g. Tense,
|z — 2] =100, e || = 0.0125.

Nos exemplos anteriores x e y expresan o mesmo, sé que en magnitudes diferentes.
O mesmo ocorre con T e y. Polo tanto, cométese o mesmo erro relativo ao
aproximar x por T que ao aproximar y por y. Non obstante, o erro absoluto que se
comete non é o mesmo.

Entre z e z hai unha diferenza de 100 g, a mesma que entre y e ¥, de feito,
0s erros absolutos de dmbalas dias aproximacidéns coinciden. Non obstante, todos
apreciamos que non é o mesmo equivocarse en 100 g nun peso de 2 kg que nun
peso de de 8 kg. Efectivamente, o erro relativo da aproximacién de z, 0.0125,
é menor que o da aproximacion de y, 0.05.

Observar que o erro absoluto non dd unha idea da importancia do erro cometido
frente ao valor da magnitud medida.

Pode parecer, segundo o exposto anteriormente, que o erro absoluto nos pode levar
a engano e que o erro relativo € fiel informador. Non obstante, hai casos nos que a
magnitude dos nimeros xoga un papel determinante e non nos podemos fiar sé do
erro relativo. Como exemplo ilustrativo, o mencionado en Viafio Rey (1995) do
cohete que se debe pousar na lia despois de ter percorrido os, aproximadamente,
350000 km que a separan da terra. O punto no que debe alunizar o cohete é fixado
de antemdn, podéndose tolerar un erro absoluto dunhas decenas de metros respecto
ao punto prefixado. Poderianos tranquilizar deixar cometer un erro relativo de
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~ 5.71 x 1075: non obstante, en tal caso, terfamos |””_””| =2 conzx=

x = J=]*

2
350000
350000 km; polo tanto, |z — Z| = 2, é dicir, estariamos cometendo un erro absoluto

de 2 km, que pode resultar fatal para o obxectivo da viaxe por mor da existencia de
crateres, montafias, etc. (Engadir simplemente que, por exemplo, un erro absoluto

duns 30 m significa un erro relativo | =% | = o.l(;3|o = 080 ~ 8.57x 1078, é dicir,

haberia que ser mdis esixentes).

Noutras situacidns, un erro relativo como o considerado no exemplo co cohete pode
non ter importancia: non nos imos sorprender porque nun pedido de 350000 folios
nos envien 2 folios menos.

3. Sistema de numeracién en base 10 (decimal)

O sistema de numeracién que usamos normalmente é o decimal. Neste sistema
a representacién dos nimeros estd constituida por sucesiéns dos dez simbolos
«0,1,2,3,4,5,6,7,8,9». Tales sucesidns poden estar precedidas polos simbolos
«+» ou «—», para indicar se é positivo ou negativo, e poden ter o «.» (punto
raiz), que separa a parte enteira do niimero (4 esquerda), da sda parte decimal
(4 dereita).

O sistema decimal é un sistema posicional, é dicir, a posicién ocupada por cada
dixito ten un significado exacto e determina a contribucién de dita cifra ao valor
numérico da sucesion. Asi, 26 e 62 estan construidos polas mesmas cifras pero
tefen distintos significados.

Cada cifra da sucesién é multiplicada por unha potencia de 10 cuxo expofiente
estd determinado pola posicién da cifra con respecto ao punto raiz. O valor 10
é a base do noso sistema de numeracién, que por esta razén se denomina sistema
posicional en base 10. Os expofientes da parte enteira do ndmero son positivos
e medran en unidades a partir do cero; os exponentes da parte fraccionaria son
negativos e diminten en unidades a partir de —1. Asi por exemplo, 678.234 =
6 x 1024+ 7x 10" +8x10°+2x 1071 +3 x 1072 +4 x 1073 (678 é a parte
enteira e .234 é a parte fraccionaria).

Un exemplo de sistema non posicional constitiieo a numeracién romana. Nela,
ao valor 5 correspéndelle o simbolo V, mentres que ao valor 50 correspéndelle o
simbolo L. Para pasar de 5 a 50 non basta cambiar a posicién do simbolo do 5
(V), senén que hai que introducir un simbolo novo (L).

A descricién feita do sistema posicional decimal suxire a posibilidade de usar un
sistema de numeracién nunha base distinta de 10. Co sistema en base 10 tsanse 10
cifras para representar cada nimero; en xeral, para representar un nimero nunha
base b necesitanse b simbolos. Asi, cando se considera como base un enteiro b > 10
non bastan as 10 cifras do sistema decimal, e é preciso usar simbolos novos.

As bases mdis usadas, ademais da 10, son 2, 8 e 16. O sistema en base 2,
chamado binario, usa as cifras «0,1». O sistema en base 8, sistema octal, usa
as cifras «0,1,2,3,4,5,6,7». O sistema en base 16, sistema hexadecimal, usa
«0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C, D, E, F».

Cada sistema de numeracién ten a sta aritmética e as suas regras de uso.
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En computacion cientifica utilizase normalmente a base 2. Cada un dos caracteres
«0» e «1», chamadas cifras binarias ou bits (do inglés binary digits) é representado
fisicamente no ordenador por un dos dous posibles estados dos compofientes! de
do ordenador.

O ordenador recibe normalmente a informacién en sistema decimal, que
é transformada en binario por un programa interno. Posteriormente, efectiia as
operacidns pertinentes, pasa o resultado a decimal e informa ao usuario dese
resultado. Asi, en principio, o usuario non teria por que cofecer necesariamente
a representacion dos datos na maquina. Non obstante, para a solucién de moitos
problemas é conveniente que o usuario cofieza o sistema binario e os principios
fundamentais da aritmética dun ordenador, ainda que nunca vaia contar en
aritmética binaria. Isto serd o que trataremos de facer a continuacién, pero, para
facilitar a sia comprensién, referirémonos inicialmente & representacién decimal.

3.1. Representacién decimal normalizada (ou representacién de nimeros
en base 10 en punto flotante)

Todo nimero real = pddese escribir en forma decimal

r = :I:(aqaq_l...alao.blbg...bp...) = Qaq X 10q+aq_1 X 10‘171 +...+a; X
101 +ag x 10° 4+ by x 1071 + by x 1072+ ...+ b, x 107P + ...

Asi, por exemplo,
456.123 =4 x 102 +5x 100 +6 x 10°+1 x 1071 +2 x 1072 + 3 x 1073.

A parte do nimero & esquerda do punto (punto decimal) dise parte enteira,
e as suas cifras dinse cifras da parte enteira. A parte do nimero 4 dereita do punto
dise parte decimal, e as suas cifras dinse cifras da parte decimal ou cifras decimais.
Chamanse cifras significativas as cifras que estdn a partir da primeira distinta de
cero; asi, por exemplo, no niimero anterior 456.123 tédalas cifras son significativas;
en cambio, as cifras significativas de 0.00567 son sé 567.

Multiplicando pola potencia de 10 adecuada, dedlicese que todo niimero real
admite unha expresién da forma

T = :l:(Odldg . .dpdp+1 .. ) x 10™ = i(zzil dp X 10”@) x 10™,
onde os dixitos di, cumpren: 1 <d; <9e0<d; <9, i=2,3,4...

(Basta axustar o expofiente n para que o punto decimal se sitde antes da
primeira cifra decimal non nula.)

IDispositivos de rexistro magnético e electrénico. Cada un destes dispositivos sé pode estar
magnetizado nun sentido, o que representa o «0», ou o que representa o «1».
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Esta forma chdmase expresion decimal normalizada, expresion decimal
en punto flotante? (ou tamén expresién decimal en coma flotante) ou notacién
cientifica normalizada.

O nimero real R = 0.dids ... d ... =dy x 107! 4+ dsy % 10‘2ﬂ—...+dk X
107% + ... cumpre 11—0 < R <1, e chdamase mantisa do nimero. A potencia n

chamase expoiiente.
Por convenio, o cero represéntase da forma +0.00...0 x 109.

Asi, por exemplo, 456.123 = +0.456123 x 103, e 0.00567 = +0.567 x 10~2.

Baseados nos conceptos de erro absoluto e erro relativo, respectivamente,
definense a continuacién dous conceptos importantes relacionados coa
aproximacién de nlimeros.

3.2. Aproximacidén con s cifras decimais exactas

Definicién.- Un nimero real Z dise unha aproximacién de x con s cifras
decimais exactas (ou que x e T coinciden en s cifras decimais) se s é o maior
enteiro non negativo tal que

|z —Z| <3 x107° (=05x107°=5x 10"+ =5 x 107°71),
ou, de forma equivalente, se 0.5 x 10~ < |z — Z) <0.5x107%.

Exemplol.- 1.27450 e 1.27431 coinciden en 3 cifras decimais (o que coincide
coa idea usual de coincidencia): |1.27450 — 1.27431| = 0.00019 < 0.0005 =
0.5 x 1073, (Ollo!, notar que, efectivamente, s = 3 é o maior ndmero enteiro
que cumpre o requirido pola definicién; de feito, 0.5 x 10~% = 0.00005 <
0.00019).

Exemplo2.- 1.27431 e 1.27382 coinciden tamén en 3 cifras decimais:
[1.27431 — 1.27382| = 0.00049 < 0.0005 = 0.5 x 1073,

Exemplo3.- 127.431 e 127.382 coinciden en 1 cifras decimal:
[127.431 — 127.382| = 0.049 < 0.05 = 0.5 x 10~ %.

Observar como 1.27431 e 1.27382 parecen estar mais préximos que
127.431 = 1.27431 x 10% e 127.382 = 1.27382 x 102. Isto é debido ao concepto
de erro absoluto no que estd baseado o criterio de aproximacién de coincidencia
en cifras decimais, € no que a magnitude dos nimeros inflie. O criterio de
aproximacion que definimos a continuacién, baseado no concepto de erro relativo,
corrixira este efecto.

2Chamase asi porque a posicién do punto decimal non é fixa
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3.3. Aproximacidn con s cifras significativas exactas

Definicion.- Un nimero real T dise unha aproximacién de x con s cifras
significativas exactas (ou que = e Z coinciden en s cifras significativas) se s
€ o maior enteiro non negativo tal que

222 < 1% 1076-D(= 0.5 x 107D =5 x 107%),
ou, de forma equivalente, se 0.5 x 10~° < ]%ﬂ <0.5x10"6=D

Exemplo

1.27450 e 1.27431 coinciden en 4 cifras significativas (o que coincide coa
idea usual de coincidencia): |% = 0.000149... < 0.0005 =
5% 1074, (Ollo!, debemos ter en conta que, efectivamente, s = 4 é o maior
nimero enteiro que cumpre o requirido pola definicién; de feito, 0.00005 =
5x 107° < 0.000149...)

1.27431 e 1.27382 coinciden tamén en 4 cifras significativas:
L2T31 127382 | — (.000384 ... < 5 x 1074

127.431 e 127.382 coinciden en 4 cifras significativas: |120431-121.382| —
0.000384 ... <5 x 1074

0.00127431 e 0.00127382 coinciden en 4 cifras significativas.

Observar como con este critero, 1.27431 e 1.27382 estan igual de préximos
que 127.431 = 1.27431 x 102 e 127.382 = 1.27382x 10%, e tamén igual de préximos
que 0.00127431 e 0.00127382.

Nota.- Dacordo coas definicidns anteriores, falarase da coincidencia en
polo menos s cifras decimais ou en polo menos s cifras significativas,
respectivamente, cando s é un ndmero enteiro (non ten por que ser o maior) para
0 que se cumpre a desigualdade indicada na definicién correspondente. Asi, por
exemplo, os nimeros que coinciden con 124.26 en polo menos 4 cifras significativas
son 0s T que cumpren %| < 5 x 107*. Non obstante, e dacordo coa
definicidn, os niimeros que coinciden con 124.26 en 4 cifras significativas son os x
que cumpren 5 x 107° < |%| <5x 1074

Dado que para facer célculos non se poden manexar infinitas ou demasiadas
cifras, é absolutamente necesario traballar con aproximaciéns de nimeros. As dias
maneiras clasicas de aproximacién son as definidas a continuacién.

3.4. Aproximacién por redondeo

Dado z = £(0.d1dz . .. dgdgy1 . . .) X 10™ en forma decimal en punto flotante,
o nimero z* que aproxima a x por redondeo a p cifras decimais definese tendo
en conta o valor do dixito p + 1 como segue:

r—x*

B { +£(0.dydsy ... dy) x 107 se 0<dp <4,

x +(0.dydy ... dy+107P) x 10" se 5<d,1 <9.

16- UNIDADE DIDACTICA 1. INTRODUCION A ANALISE NUMERICA.
ERROS NO CALCULO NUMERICO



Exemplo.- Redondeo a 4 cifras:

x = —0.432713 é aproximado por x* = —0.4327.

x = 0.99995 é aproximado por x* = 0.1 x 10! = 1. (Observar que 0.99995 -+
0.0001 = 1.00005.)

7 = 0.31415926... x 10! é aproximado por 7* = 0.3142 x 10'. (Observar
que 0.31415926. .. + 0.0001 = 0.31425926. . .)

3.5. Aproximacién por truncamento

Dado z = £(0.d1ds . .. dgdgy1 - . .) X 10™ en forma decimal en punto flotante,
o niimero T que aproxima a z por truncamento a p cifras decimais, definese
como o nimero que resulta simplemente de descartar en x tédolos dixitos ocupando
as posiciéns maiores que p, é dicir,

7= +(0.dydy . .. dy) x 10",

Exemplo.- Truncamento a 4 cifras:

x = —0.432713 é aproximado por T = —0.4327.

x = 0.99995 é aproximado por Z = 0.9999.

7 =0.31415926 ... x 10! é aproximado por 7 = 0.3141 x 10'.

3.6. Acotacion do erro de redondeo e truncamento

Sendo T o niimero que aproxima a = £(0.dyds . ..dgdgy1 ...) X 10™ por
redondeo ou por truncamento a p cifras decimais, pédese demostrar que se cumpren
as seguintes acotaciéns (ver detalles en, por exemplo, Viafio Rey (1995)):

1)

o — 3| < (0.5 x 107P) x 10™ = 0.5 x 10" P se se aproxima por redondeo,
— | 107P x 10™ = 10""P se se aproxima por truncamento.

i)

T—T

10'~P se se aproxima por truncamento.

{ 5x 107P = 0.5 x 10?7 se se aproxima por redondeo,
—| <

4. Sistema de numeracién en base 2 (binario)

A representacién dos nldmeros en base 2 introdlcese comodamente
comparandoa coa base 10.

En primeiro lugar, pddese probar que todo nimero real = se pode escribir en
forma binaria:

x::l:(aqaq,l...alao.blbg...bp...):aq><2q+aq,1><2q*1+...+a1><21+
a0><20+b1><2_1—|—b2><2_2—|—...+bp><2_p+...
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Asi, por exemplo, o ndmero real 14.75 (expresado en base 10), en base 2 ten
a seguinte expresion:
11101139 =1 x 23 +1x 22 +1x 2" +0x 20 +1x 27 +1x 272

A proba disto, é dicir, como pasar de base 10 a base 2, pddese ver con detalle,
por exemplo, en Viafio Rey (1995).

4.1. Representacion binaria normalizada (ou representacién de nimeros
en base 2 en punto flotante)

Se na expresion en forma binaria dun nimero x dada anteriormente, se
multiplica pola potencia de 2 adecuada, dediicese que todo nimero real admite
unha expresion normalizada

T = i(0d1d2 Ce dpdp+1 . ) X 2" = :l:(zzozl dk27k)2n,
onde os dixitos di, cumpren: d; =1e0<d; <1, 1=2,3,4...
Esta forma chdmase tamén expresién binaria en punto flotante.

Asi, por exemplo, 14.75(19) ten a seguinte expresién normalizada en binario:
(0.111011) x 2%. En efecto,
1110.11 ) = I1x224+1x224+6x20 +0x20+1x2714+1x272 =
(Ix27 41x27241x 273 4+0x 271 +1x275+1x276) x 2% = (0.111011) x 2.

No sistema decimal dispofiemos de dez dixitos para expresar un nimero; no
binario s6 de dous. Cantos menos dixitos tefia o sistema, mais posicidns se necesitan
para expresar un mesmo niimero. Asi, 14.75(1) ocupa catro posiciéns (sen contar
o signo e o punto), e 1110.11(5y ocupa seis. Notar tamén que hai niimeros que no
sistema decimal constan dunha cantidade finita de dixitos e en binaro constan de
infinitos dixitos; asi, por exemplo, 0.1(;9y = (0.00011)3).

4.2. Representacion dos nimeros nun ordenador

O sistema de numeracidn natural que utilizan os ordenadores é o binario. Nun
ordenador, os bits (0 ou 1) agriipanse en grupos de 8 bits, que se denominan bytes.
A stia vez, os bytes agriipanse en palabras. Actualmente, os ordenadores utilizan en
xeral palabras de 32 ou 64 bits (4 ou 8 bytes). Chdmase lonxitude dunha palabra
4 cantidade de bits que a conforman.

En xeral, un ordenador tipico dedica 32 posicidns para gardar un nimero, podendo
ser dita cantidade ampliable a 64.

A maneira en que se usan os bits para rexistrar os nlimeros enteiros e os
fraccionarios varian en funcién do desefo do ordenador.
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Para representar os niimeros enteiros, utilizase normalmente unha palabra de
32 bits, un bit para o signo, e os trinta e un restantes para o valor do nimero. Isto
significa que non podemos gardar os infinitos nimeros enteiros que hai.

Recordar a forma binaria normalizada de expresién dos niimeros reais

=+(0.didy...dpdpyr...) x 2" = i(z dy, x 27F) x 2m,
k=1

E claro que tampouco se van poder gardar todos no ordenador. Hai que limitar a
cantidade de dixitos a un nimero finito p (p > 1) e tamén hai que limitar os valores
que pode tomar o expoiiente n. Pois ben, chdmase sistema de punto flotante
F(2,p,m, M) ao conxunto finito de niimeros da forma

+(0.dy...dp)x2", d1=1,0<d; <1, i=2,...p, m<n<M,
madis o nlimero cero (que por convenio considérase (0.0...0) x 20.)

O sistema cambiard ao cambiar calquera dos valores de p, m e M.

Un sistema desta forma é o que estd gardado no ordenador, e o seu conxunto
finito de niimeros, chamados niimeros maquina, serve para aproximar ao conxunto
dos ndmeros reais.

Denotaremos por FI(x) ao nimero maquina F(2,p,m, M) que se utiliza para
aproximar z. Ainda que os ordenadores utilizan formas moi variadas para elixir
tal Fl(x), describiremos sé as clasicas: redondeo e truncamento.

Aproximacion por redondeo.- Consiste en tomar como aproximacién de x =
+(0.d1ds .. . dgdg41 -..) X 2™ o niimero Fl(z) dado por:

Fl(.%') o ﬂ:(Odldg A dp) x 2" se dp+1 = 07
- :l:(Odldg . dp + 2*p) x 2™ se dp+1 =1.

Aproximacién por truncamento.- Dado x = £(0.d1ds ... dgdg41...) X 2™, 0
niimero maquina F(2,p,m, M) que aproxima a z por truncamento, definese como
o ntimero que resulta simplemente de descartar en x tédolos dixitos ocupando as
posiciéns maiores que p, ¢ dicir,

Fl(l‘) = i(o.dldg e dp) x 2™,
Estas aproximaciéns pddense ver con mdis detalle en Viafio Rey (1995).

O ordenador que utilizaremos nas practicas permitenos traballar co sistema
F(2,53,-1022,1025). A continuacién expofiemos unha serie de detalles e
conceptos que é preciso conecer ao respecto.

1. O maior nimero enteiro representado é o niimero maior que en binario, xunto
co seu signo, ocupa 32 posicidéns

+111111T1T1T T T I T I T T I T T 1111 1y,
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é dicir, éontimero® 1x 230 +1x229 4+ 4+1x21+1x20=14+2+22+
...+ 230 =231 1 =2147483647. Na maquina, dado que ao signo positivo
se lle asocia o 0, este nimero gardase da forma

[ 1 bit (signo) | 31 bits \

] 0 \ 1111111111111111111111111111111 \

(O cero ocupando o bit 32, e logo 31 uns).

O cero enteiro gardase na maquina en 32 posiciéns
| 1 bit (signo) | 31 bits \
] 0 \ 000000000000000000000000000000 \

O enteiro menor representado é —23' (seria o —(23! — 1), pero, grazas a
certas técnicas de almacenaxe, o que en principio se tomaria como —0 pasa
a ser o —231).

2. Os nimeros reais do sistema de punto flotante F'(2,53,—1022,1025) son os
nimeros da forma:

£(0.dy ... ds3) x 2%, di =1, 0< d; < 1,i=2,...53, —1022 < n < 1025,
mais o niimero cero (que por convenio é (0.0...0) x 2°).

Recordar que esta forma de punto flotante, na que aparecen os dixitos a
partir do primeiro distinto de cero, chamase forma normalizada.

Estes nimeros constitlien o conxunto finito de nimeros que manexa a
mdaquina establecida cando se traballa con 53 dixitos significativos (dobre
precision). Cara & sla representacién na mdquina segundo a norma
estandar IEEE, exprésanse da forma:

(1t .. t52) x2%P, 0<¢; <1, ¢=1,...52, —1023 < exp < 1024
mdis o nlimero cero.
(t1 .. .ts2 son os dixitos da parte fraccionaria da mantisa. O bit principal é o

1).

52 dixitos da mantisa mdis o dixito 1 son en total p=53, que é a precision
da maquina. Recordar que tanto este valor como os expofentes extremos
—1023 e 1024 poden variar dependendo da maquina.

3. Hai un total de 264 + 1 ~ 1.8 x 10'” nimeros maquina*: 2°2 ~ 4.5 x 101®
mantisas diferentes; 1024 — (—1023)+1 = 2048 = 2!! expofientes diferentes;
dous signos e o niimero cero.

3Recordar que a suma dos n primeiros termos a1, as, . ..an dunha serie xeométrica de razén
r#1é Al

#Variaciéns con repeticién de m elementos tomados de n en n: VRZ, = m™.
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4. Cada un destes nimeros almacénase na maquina nun agrupamento de 64
bits. Os bits numéranse do 1 ao 64. O bit 64 utilizase para recoller o
signo (0 positivo, 1 negativo). O ndmero 1 da parte enteira non é necesario
almacenalo; é de feito o primeiro dixito significativo, que forzosamente vale
1. Os restantes 63 bits repartense entre o expoifiente (11 bits) e a parte
fraccionaria da mantisa (52 bits).

+(1.t1...t52) X 2P exprésase da forma £(1.t...t52) X 2°7¢ tomando
e = exp + ¢, e sendo ¢ un nimero de desprazamento que se utiliza para
evitar empregar un bit para gardar o signo do expoiiente. Ao nimero e
chamaselle exponente desprazado, expoiiente escalado ou expoiiente
almacenado, porque é o que realmente se almacena na maquina.

Con 11 dixitos binarios pédese contar ata 2047 ((11111111111)(5) = 1x 20+
Ix29 4. +1x2 +1x20=1+4+2+422 4., +210 =21 —1 =2047), polo
que este serd o valor maximo do expoiiente almacenado. Tomando ¢ = 1023,
mentres o expofiente exp varia entre —1023 e 1024, o expoiiente almacenado
varia entre 0 e 2047.

Signo | Expoiiente escalado | Dixitos d; ... ds2 da mantisa
(1 bit) (11 bits) (52 bits)
Asi, por exemplo, o ndmero —18.6250) = 1110110.1015 =

(—1.110110101) x 2 almacénase como segue (debemos ter en conta que
o expofiente escalado neste caso é 6 4 1023 = 1029 = 10000000101 5))

Signo | Exponente escalado Dixitos d; ...ds> da mantisa
(1 bit) (11 bits) (52 bits)
1 10000000101 110110101000000000000000 ...0

Os expofientes escalados extremos e=0 e e=2047 (que vefien dos
expofientes extremos —1023 e 1024) utilizanse para representar valores
especiais, que son:

— O wvalor 0, que non se pode representar directamente debido
3 suposicion de que o primeiro dixito da mantisa é 1. O cero represéntase
con tédolos bits do expofiente escalado e da parte fraccionaria da
mantisa nulos (é dicir, e=0 e t; ...t5 todos cero). Hai un 40 e un
—0, dependendo de que o bit do signo sexa 1 ou 0, ainda que ambos
valores son equivalentes.

— O infty, tamén chamado overflow e denotado polos simbolos Infinity,
infty ou inf. Represéntase con tédolos bits do exponente escalado a 1
e tédolos da mantisa nulos (é dicir, e=2047 e t; ...t52 todos cero).
Dependendo do bit do signo, distinguense entre Infinity e -Infinity. Estes
nlimeros especiais serven para definir o resultado dunha operacién que
é maior en valor absoluto que calquera ndmero representable.

— O valor Not a number, denotado polo simbolo Nan. Serve para
etiquetar os resultados de operaciéns ilegais (raices cadradas de niimeros
negativos, arcosenos con argumento superior 4 unidade, %,—i—oo —
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0, iﬁ,) Represéntase con tddolos bits do exponente escalado a
o0

1 (e=2047) e valores non nulos dos bits da mantisa, que se utilizan
para definir varias clases de NalV (clasificados nas categorias de QNaN
para operaciéns indeterminadas e SNal para operacidns non vilidas).

— Nudmeros non normalizados: se tédolos bits do expoiiente escalado son
nulos (e=0) pero os da mantisa non son todos nulos, suponse que o bit
principal non é 1 como no caso ordinario, e chdmanse a estes nlimeros
numeros non normalizados. Os nimeros non normalizados representan
valores de 4-(0.t1...t50) x 271922, Debemos ter en conta que tales
nimeros non tefien efectivamente a mantisa normalizada. Son polo
tanto nimeros mais pequenos en valor absoluto que calquera nidmero
normalizado representable, e utilizanse para representar underflows.
Pddese pensar neles como un tipo de cero.

A tdboa seguinte resume o anterior.

Cando o programa produce como resultado dun cédlculo un nimero que
non pode representar porque o resultado non estd definido ou porque a
operacién ¢é ilegal, asigna ao resultado un dos valores especiais anteriores,
dando mensaxes como NaN, overflow ou underflow, e seguidamente da un
erro de execucién, que pode rematar, dependendo da gravidade do erro e
do compilador, nun aborto da execucién do programa. Os resultados de
operaciéns con valores especiais dependen do compilador. Hai compiladores
que ponen a disposicién do usuario opciéns de tratamento destes valores
especiais.
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exp exp exp Valor numérico

escalado | escalado en binario que representa
(e)
—1023 0 (00000000000)(2y | *£0set; =0,Vi=1...52 + Cero
0 (00000000000)(2) | £(0.t1 ... t52)(2) X 271022 Ndmeros non
se Ji,t; #0 normalizados
—1022 1 (00000000001 ) (2) +(1.ty ... t52)(2) X 2-1022
—1021 2 (00000000010) (2) (1.t .. t52)(2) x 271021
Nimeros normais
0 1023 (01111111111)(9) +(1ty .. t52)(2) x 2°
1 1024 (10000000000) (2) F(1ty .. t52)(2) X 2!

1023 | 2046 | (11111111110)5) | F(Lt1...t50)(e) x 21923

1024 2047 (11111111111)(2) +ooset; =0,Vi=1...52 =+ Infinity

1024 2047 (11111111111 ) (5 NaN se Ji,t; #0 Not a number

. Os ndmeros normais maquina son os nimeros:
+(1tq ... t52)x29%P, 0<¢; <1, i=1,...52, —1022 <exp < 1023,
ou se se quere, 0s nUMeros:

+(0.1tg ... t52)x2%P, 0< ¢; <1, i=1,...52, —1021 <exp < 1024.
Hai en total 53 dixitos significativos.

O maior nimero maquina positivo é
(1.1...1) x 2103 = (0.1...1) x 21924 =~ 1.79 x 1038,
O menor niimero maquina positivo é

(1.0...0) x 271922 = (0.1...0) x 271021 ~ 2. 22 x 1073%,
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O menor e o maior niimero maquina negativos son, respectivamente, os
negativos dos anteriores maior e menor positivos.

Todos estes datos sinalados en «negrita» relativos aos nlimeros normais son,
como xa dixemos, caracteristicos de cada ordenador; e é a informacién que o
ordenador proporciona se se lle pregunta acerca do sistema co que traballa.
Nas linguaxes de programacidn existen funcidns intrinsecas para isto (ver nos
«Anexos» o apartado «Datos do sistema punto flotante do ordenador»).

6. Para facerse unha idea de como son os nimeros maquina do intervalo
[27,27F1) j € [—1022,1023], tomaremos por exemplo s6 3 bits na parte
fraccionaria (en vez de 52) e escribirémolos de menor a maior:

(1.000) x 27 = 27,

(1.001) x 27 = (1 +273) x 27,
(1.010) x 29 = (1 +272) x 27,
(1.011) x 29 = (1 +2724+273) x 27,
(1.100) x 27 = (1 +271) x 27,
(1.101) x 27 = (14271 +273) x 27,

(1.110) x 20 = (1 + 271 +272) x 27,

(L111) x 29 = (1 +271 4272 +273) x 27,

Hai 22 = 8 nimeros, que son as posibilidades que hai de construir con

dous dixitos niimeros diferentes que ocupen tres posicidns (variaciéns con

repeticién de dous elementos tomados de tres en tres).

Observar que cada un destes nimeros constriese sumandolle ao
inmediatamente anterior 273 x 27 (¢ dicir, 2/73). Asi, por exemplo, (1.001) x
2423 x2 = (14+23)x2Y +23x2 =(1+234+23)x2 =
(14+2x273)x 2/ =(1+272) x 29 = (1.010) x 2.

Polo tanto, fixado o expofiente j, os nlimeros consecutivos constriense
sumandolle 273 & mantisa inmediatamente anterior.

7. Hai un total de 252 ~ 4.5 x 10'® ndmeros maquina en cada un dos intervalos
[27,27%1) e (=271 —27] para todo enteiro j € [—1022,1023].

8. A distancia entre dous nimeros maquina consecutivos depende da diferenza
entre os valores consecutivos da mantisa (27°2 nesta maquina) e do
expoiiente. A distancia entre dous ndmeros maquina consecutivos do
intervalo [27,2771] (ou do intervalo [—27T1 —27]) é 27752 (ou o que é o
mesmo, 2252)

En xeral, os nimeros maquina non estan igualmente espazados, pero si o
estan en cada un dos intervalos [27,2711].

Notar, por exemplo, que os niimeros maquina do intervalo [2°,2'] = [1,2] e
do intervalo [—2, —1] estdn igualmente espazados a unha distancia 272
Dado que a lonxitude do intervalo [27,27F!] aumenta a medida que j medra,
canto mdis grandes sexan os nimeros maquina, mais espazados estardn uns
dos outros.
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9. Dacordo con todo o anterior acerca da distribucién dos nineros maquina,

10.

podemos dicir, por exemplo:

a) No intervalo [0,271922) hai un sé nimero mdquina, o cero; non
obstante, no intervalo [271022 2-1021) " contiguo ao anterior e da
mesma amplitude (271021 — 271022 — 9=1021 » (1 _ 9=1) = 9—1021
(1—1)=271021 x (1) = 271022) haj 252 ~ 4.5 x 10'5.

b) No intervalo [21924 o) non hai ningdn nimero maquina.

c) Hai tantos nimeros maquina no intervalo [21023 21024) " que ¢ un
intervalo de amplitude moi grande (21923 ~ 8.99 x 103°7), coma no
intervalo [271022 2-1021) "de amplitude moi pequena.

d) A distancia entre dous nimeros mdquina consecutivos do intervalo
[21023 21024) ¢ 9102352 — 9971 ~ 1.99 x 10292, mentres que a distancia
entre dous niimeros maquina consecutivos do intervalo [271022 2-1021)
& 9-1022-52 _ 9-1074 , 4 04 % 10—324.

e) Hai practicamente tantos nlimeros maquina normais no intervalo (0, 1)
coma no intervalo [1,00): no intervalo (0,1) estan os subintervalos
[271022 9=1021) " 1271 20): en total 1022 subintervalos, cada un
deles con 2°2 nimeros. No intervalo [1,00) estdn os subintervalos
[20,21), ..., [21023 21024). en total 1024 subintervalos, cada un deles
con 252 niimeros.

NOTA .- Cando a mdquina traballa en simple precisién, manexa os nimeros
do sistema punto flotante F'(2,24, —126,129). Neste caso a maquina garda
os ndmeros en agrupamentos de 32 bits (8 para o expofiente en exceso, e 23
para os dixitos da parte fraccionaria da mantisa). Neste caso a precisién da
maquina é 24. Todo é andlogo ao visto en dobre precisién tomando agora: a
constante de escalado ¢ = 127 e —127 < exp < 128.

Os (nicos nimeros que estan representados de maneira exacta na maquina
son os que aparecen na taboa do apartado anterior como nlimeros normais
(mdis o cero). Calquera outro nimero real é aproximado por un dos da
maquina.

Denominase épsilon da maquina ao niimero maquina positivo mais pequeno
tal que 1 + épsilon > 1 na mdaquina. Na mdaquina establecida, e en dobre
precisién, ten o valor épsilon= 2177 = 21753 = 2752 2,22 x 10716,
Notar entdén que a distancia entre o nimero 1 (que é un ndnero maquina) e
o seguinte niimero maquina é xustamente épsilon.

Recapacitemos na distancia relativa entre dous nimeros maquina
consecutivos da nosa maquina modelo. Pensemos nos niimeros maquina dun
intervalo [27,27F1] j € [-1022,1023] fixado. Dous niimeros consecutivos
calquera deste intervalo distan 27752 sendo os nimeros maquina deste
intervalo ordenados de menor a maior:

(1.0...0)2) x27 =27, ..., (L1... 1)y x 27 = (142" +...+2752) x 2/,
0...0)2) x 27+t = 2741,
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Se calculamos o erro relativo entre cada dous consecutivos resultaria:

9j—52 252
7_ PIE IR 7(1+2—1+_._+2_52)X2j'

Observar que no numerador aparece sempre a mesma cantidade (que é a
distancia entre dmbolos dous), e o denominador cada vez é un pouco maior
pero, en calquera caso nunca supera a 27t! caso no que o cociente vale
2;% = 2793, Non se pode esixir entén, entre dous niimeros maquina, un
erro relativo igual ou inferior a 2753; o erro relativo méis pequeno que se pode

lograr expresado na forma 27 é 2752, Pois ben, o valor 27°2 é o épsilon.

Notar que, efectivamente, o épsilon da mdquina caracteriza a precision
desta: canto menor sexa o épsilon, maior cantidade de nimeros estaran
representados na maquina.

Como xa dixemos, cando un nimero real x non é un ndmero mdquina,
é aproximado por un dos da mdquina, que denotamos como Fl(x).
Deméstrase que:

x — Fl(z)
x 2

21~P  se se aproxima por truncamento,
= P .
“5— se se aproxima por redondeo.

E dicir, o erro relativo maximo que se comete cando se aproxima un nimero
real por un da maquina é épsilon se a aproximacién se fai por truncamento
@ se a aproximacién se fai por redondeo. Na mdquina establecida,
épsilon __ 2752 9-53
2 2
Cando se fai calquera operacién elemental o (simbolo que representard a
+, —, X, +) entre dous niimeros maquina x e y, o resultado x o y calcdlase
utilizando as 2p cifras significativas que poden achegar ambolos dous
nimeros (os ordenadores dispofien de medios para isto) e, a continuacién,
normalizase (é dicir, aproximase por un niimero maquina Fl(zoy)). Pois ben,
demdstrase tamén que:

2i-r

roy—Fl(xoy) - 21-P  se se aproxima por truncamento,
- 5 se se aproxima por redondeo.

roy

E dicir, tamén o erro relativo maximo que se comete cando se fai unha
operacién elemental en punto flotante é épsilon se a aproximacién se fai por
truncamento e w se a aproximacién se fai por redondeo.

O valor u = w denominase unidade de redondeo. Aparece en tédalas
analises de erros que se producen cando se realizan célculos en formato de
representacion flotante con aritmética de redondeo.
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Recordar que, en base 10, dise que & aproxima a x en s cifras significativas
exactas (ou que x e Z coinciden nas s primeiras cifras significativas) se s
€ 0 maior enteiro non negativo tal que ‘ﬁ;‘ml < 5 x 107*. Dado que o erro
relativo nos indica o nimero de dixitos significativos nos que coinciden os
nimeros implicados, o valor de épsilon = 2752 ~ 2.22 x 1076 significa
que nesta maquina gardanse de forma exacta tddolos nimeros con 15 cifras
significativas e tamén a maior parte dos niimeros con 16 cifras significativas.
En resumo, non se pode esixir, nesta maquina, que un nimero en
base 10 aproxime a outro en mais de 16 cifras significativas. E por isto
que nos test de parada que faremos na programacién dos nosos algoritmos
(técnica que veremos mdis adiante), non debemos esixir un erro relativo entre
dous iterantes consecutivos menor que o épsilon da maquina.

4.3. Erros comins ao traballar con nimeros en punto flotante

Chémase erro local de redondeo ao erro que se comete cando se aproxima
un ndmero x por un dos da maquina (nimero punto flotante Fl(x)). Asi, por
exemplo, o nimero 7 debe ser aproximado necesariamente, xa que non é un niimero
maquina.

Nas operaciéns bdsicas realizadas no ordenador (operaciéns no sistema punto
flotante) prodiicense tamén normalmente erros.

Tédolos procesadores estan desefados para cometer un erro maximo igual
4 unidade de redondeo ao aproximar un nimero por un nimero punto flotante, e
tamén ao realizar calquera das operaciéns elementais (suma, resta, multiplicacién
e divisién), tal como xa indicamos na seccién anterior. Isto dltimo significa que o
ordenador calcula unha operacién elemental de maneira tal que o resultado que se
obtén ten correctos o maximo nidmero p de dixitos representable.

En Viafio Rey (1995) pddese ver con detalle a andlise dos erros producidos nos
calculos ocasionados polas operacidns realizadas en aritmética punto flotante.
Aqui mostraremos simplemente alglins exemplos onde se opera con dita aritmética,
e onde aparecen erros comins que se suelen cometer como consecuencia das
propiedades dela. Remataremos este apartado con alglins consellos a seguir para
tratar de evitar estes erros.

Para a comprensién dos exemplos, requirese saber que: para sumar (restar)
nimeros flotantes igudlanse os expofientes, simanse (réstanse) as mantisas e logo
normalizase o resultado. Para multiplicar (dividir) ndmeros flotantes, multiplicanse
(dividense) as mantisas, simanse (réstanse) os expofientes e logo normalizase o
resultado. Nestes exemplos traballaremos en base 10, xa que é a aritmética coa
que nds sabemos traballar. Nos «Anexos» mostraremos resultados de exercicios
propostos nas actividades practicas da unidade, realizados no ordenador e, polo
tanto, procedentes de célculos feitos en base 2.

— Exemplo 1
Sexa z = 0.235 = 0.235 x 10" e y = 0.00123 = 0.123 x 1072, Tense

Fl(z+y) = F1(0.235x10°+0.00123x 10%) = 0.236 x 10° # 0.23623 = 2+y.
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Como se pode observar, o resultado operando en aritmética finita con p = 3
dixitos significativos é 0.236 X 109: o exacto é 0.23623. Prodiicese asi no
resultado un erro absoluto de 0.00023, que corresponde a un erro relativo de
9.7 x 10~%, que indica que tédolos dixitos do resultado son exactos (é dicir,
son os que tefien que ser dacordo coa aritmética coa que se traballa).

— Exemplo 2
Sexa x = 1867 = 0.1867 x 10* e y = 0.32 = 0.3200 x 10°. Tense

Fl(z+y) = F1(0.1867x10%4+0.000032x 10*) = 0.1867x10* # 1867.32 = z+y

Trabdllase agora con aritmética finita con p = 4 dixitos significativos. Como
no caso anterior, tamén hai erro no resultado da suma.

Como ilustran os dous exemplos anteriores, ainda que non haxa erro na
representacién flotante dos operandos (z = Fl(z) e y = Fl(y)), case sempre hai
erro no resultado da sda suma (Fl(z +y) # = + y).

Observar que, no segundo exemplo, o nimero mdis pequeno non se tivo en
conta. Non obstante, o erro relativo cometido no resultado é 1.7 x 1074, o que
indica que tédolos dixitos do resultado son exactos; tan exactos como os operandos.

— Exemplo 3
Tomaremos agora dous nimeros préximos entre si e consideraremos a sua
resta.
Sexan os numeros de 6 dixitos x = 0.467546 e y = 0.462301.
Representémolos s6 con 4 dixitos, é dicir, F1(x) = 0.4675 e Fl(y) = 0.4623.
Ao ser restados, tense Fl(xz — y) = 0.0052 # x — y = 0.005245.

Observar que o resultado obtido, 0.0052, é o exacto para a resta dos nliimeros
flotantes de 4 dixitos de precision, pero non é o exacto para a resta dos
niimeros orixinais (0.005245). De feito, o resultado perdeu dixitos, sé ten dous
dixitos de precisién, cando os operandos tifian catro. Este fenémeno de perda
de dixitos de precision denominase cancelacion ou diferenza cancelativa, e
pode resultar perigosa (cancelacién catastréfica ou cancelacién excesiva)
se o resultado da resta é utilizado noutras operacions, pois para elas un dos
operandos ten sé dous dixitos de precision.

— Exemplo 4 (Cancelacién catastréfica)

Sexan os numeros de 6 dixitos *x = 0.732112 e y = 0.732110.
Representémolos sé con 5 dixitos, é dicir, Fl(z) = 0.73211 e Fl(y) =
0.73211. Ao ser restados, tense Fl(z —y) = 0 # = —y = 0.000002 =
0.2 x 1075,

Observar que neste caso perdéronse tdédolos dixitos significativos no
resultado; non obstante, este é o valor exacto da resta dos nidmeros
flotantes. Utilicemos agora este resultado nunha operacién posterior, como
FI(Fl(z — y) * Fl(y)) = 0 # (z — y)y = 0.14642... x 10~°. Observar
que o resultado é completamente inexacto. Tédolos dixitos son incorrectos,
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produciuse unha cancelacién catastréfica.

— Exemplo 5
Sexa x = 1867 = 0.1867 x 10* e y = 0.201 = 0.201 x 10°. Tense

Fl(zy) = F1((0.1867 x 10%) x (0.2010 x 10°)) = F1(0.0375267 x 10%) =
0.3753 x 103 # 375.267 = xy, e

Fl(z/y) = F1(0.1867 x 10%/0.2010 x 10°) = F1(0.928855... x 10%) =
0.9289 x 10* # 9288.55721393034 ... = z/y.

En resumo, case sempre se cometen erros cando se representa un nimero
no ordenador e cando se realizan operacidns aritméticas nel (é dicir, Fl(z) # z,
Fl(x +y) # z +y, Fl(zy) # xy, Fl(z/y) # x/y). Ainda sendo o resultado exacto
na aritmética na que o ordenador traballe, pédense perder dixitos significativos
(como é no caso da cancelacién), o que constitde un erro a tédolos efectos.

Hai que saber tamén que as operaciéns de suma e multiplicacién flotantes
son conmutativas, pero non son asociativas. Asi, ainda que z+y+z = (z+y)+z =
x + (y + z), ocorre que

FI(Fl(z + y) + F1(2)) # F1(Fl(z) + Fl(y + 2)),

e polo tanto a orde coa que se opera é importante, xa que afecta a como se van
acumulando os erros. Unha orde inadecuada pdédeos ir aumentando.

Para evitar a propagacién de erros nos célculos, na medida do posible, débese:

— Evitar dividir por cantidades moi pequenas.
Supofiamos = aproximado por Fl(z) con erro de redondeo e (é dicir,
x = Fl(x) + ¢). Ao dividir por §, se § é «pequeno, relativamente», entén
o novo erro de redondeo £/0 é «grande» (maior que o inicial); pero se §
é relativamente grande, £/§ é «pequeno».

— Evitar multiplicar por nimeros grandes.
Multiplicar por nlimeros grandes pose levar os resultados rapidamente & zona
de overflow. Se, por exemplo, se ten que realizar %, con z, y, p, q
«grandes» en magnitude, é preferible facer: () - (%)

— Evitar restar nimeros relativamente iguais.

Tratase de evitar a perda de cifras significativas. Asi, por exemplo, se
desexamos avaliar nun sistema de punto flotante a expresién vz2 +1 — 1,
sendo = un valor positivo cercano a cero, procederase da forma:

s S NV o SR 2V
VrZ +1 1= Yo (\/m+1)_\/m2+1+1_ rEEsESg
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— Evitar o uso de expresiéns complicadas.
Débense utilizar sempre as expresidns mais simplificadas para ter que realizar
asi menos operaciéns e, polo tanto, provocar menos erros. Por exemplo,
d hora de avaliar un polinomio de grao n nun punto x, en vez de realizar
tédalas operaciéns que nos suxire a aplicacién directa da expresién P(z) =
ag X 2" + ...+ ap_1 X T + an, para o que hai que realizar® da orde de 72
operaciéns basicas, é mellor utilizar o método de Horner, xa que sé precisa

realizar 2n operaciéns.

— Sumar os nimeros en magnitude crecente.
Tratase de que os sumandos mdis pequenos non sexan ignorados. Se a <
b < ¢, para calcular a + b + ¢, débese pofier (a + b) + ¢, xa que a suma dos
pequenos realizase primeiro, contribuindo asi mellor & suma total.

— Evitar repeticiéns de avaliaciéns funcionais.
Se, por exemplo, se vai calcular y = e” 4 1n(e”) +sin(3e”), é preferible facer
z = ¢€” e logo facer y = z + In(z) + sin(3z)

Nota.- No ordenador hai unha orde de prioridade establecida nas operaciéns:
exponenciacién, multiplicacién_divisién, suma_resta. As operaciéns da mesma
prioridade realizanse de esquerda a dereita. As prioridades pédense modificar co
uso dos parénteses.

Outras recomendacidns a seguir 8 hora de realizar os cdlculos estan relacionadas
coa linguaxe de programacién, polo que serdn indicadas no seu momento nas clases
practicas de ordenador.

5. Algiuns conceptos basicos de interese cara as préoximas
unidades

Na Andlise Numérica traballase sempre con tres elementos fundamentais:
problema que hai que resolver, método para resolvelo, e maquina para realizar
os calculos requiridos polo método.

Hai problemas que por si mesmos presentan inconvenientes, por exemplo,
os problemas mal condicionados, que son aqueles nos que unha 'pequena’
modificacién nos datos provoca, traballando con aritmética exacta ou con
aritmética suficientemente precisa, unha variacién «grande» na solucién. Como
exemplo, o problema de cdlculo das raices dun polinomio debido a Wilkinson e
que se pode ver en Young-Gregory (1973): o polinomio Pao(z) = (z — 1)(z —

2)---(x —20) = 229 — 210 2'% + - ten como raices os vinte niimeros naturais
1, 2,..., 20; non obstante, modificando lixeiramente o coeficiente que acompaiia
4 potencia 19 da forma Qa0(x) = Pao(z) — 2723219, resulta un novo polinomio

Q20(x) cuxas vinte raices son dez reais e dez complexas, estas con parte imaxinaria

. . s . . . s Pa a a n
5A suma dende o primeiro termo a; ata o enésimo a,, dunha serie aritmética é s = (H_f”)
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dunha magnitude non préxima a cero (+2.81 ¢,+2.51 4,...). Esta grande variacién
das raices con respecto d pequena variacién dos datos non é debida 4 acumulacién
dos erros de redondeo (os valores das raices son os que tefien que ser), é dicir, non
esta provocada pola mdquina de célculo; é unha caracteristica do propio problema:
€ un problema mal condicionado. Os problemas mal condicionados precisan dunha
andlise mais exhaustiva cara a sua resolucién.

Hai métodos que por si mesmos son teoricamente validos, pero non son
utilizables na practica porque resultan camiiios demasiado longos, por exemplo
o método de Cramer para resolver un sistema linear (precisa dunha cantidade
excesiva de operaciéns, tal como xa vimos).

Da interrelacién problema-método-maquina xorde a inestabilidade numérica
dun método. Recordar que a maquina é finita, de maneira que pode ocorrer o
seguinte: fixada a maquina e o problema a resolver, pode haber un método que
teoricamente nos garanta unha boa aproximacién da solucidn e, non obstante, ao
executalo os erros de redondeo desfiguran a solucién. Dise entén que dito método
é numericamente inestable ao aplicalo a dito problema. Este mesmo método,
aplicado a outro problema e coa mesma ferramenta de calculo, pode non presentar
este inconveniente. Que debemos facer en tal caso? Pois cambiar o método, xa que
cambiar a unha maquina mais potente pode non ser posible. Analizar a propagacién
dos erros de redondeo producidos nos calculos realizados por un método sobre un
problema e cunha determinada aritmética de traballo é unha parte, non facil de
realizar, na andlise do método. Un exemplo de inestabilidade numérica mdstrase
no «Anexo».

O ordenador que se vaia utilizar, por moi potente que sexa, sempre é finito,
o que pode ser un obstaculo 4 hora de manexar unha excesiva cantidade de datos.

Como ocorre sempre ante calquera problema que haxa que resolver, canta
mdis informacién se tefia acerca del, mellor, xa que permitird, por unha parte,
aplicarlle o método mais adecuado e, por outra parte, asegurarse de que o problema
estd ben resolto.

Cando un método proporciona a solucién dun problema nun ndmero finito de
operaciéns, dise que o método é directo. Asi, por exemplo, o método de Cramer
€ un método directo. Tamén son métodos directos os que temos usado normalmente
para calcular os ceros dun polinomio de grao non superior a 4. Pero non obstante,
como sabemos, para grao superior a 4 xa non é posible usar este tipo de métodos. O
mesmo ocorre cando queremos calcular os ceros dunha funcién transcendente F'(x),
é dicir, que non sexa polinémica (ou, o que é o mesmo, cando queremos resolve-
la ecuacién numérica F(xz) = 0). Nestas ocasiéns, coma en moitas outras, os
métodos son de tipo iterativo. Caracterizanse estes por construir unha sucesién
de elementos, chamados iterantes, coa intencién de que converxa a solucién que
andamos buscando, e asi poder aproximala. Neste caso, os iterantes son nimeros.
Noutro caso, os iterantes poden ser vectores ou outro tipo de estructuras.
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Continuaremos centrados nos métodos para aproxima-las raices dunha
ecuacién numérica para unha mellor comprensién de como se suele actuar.
Evidentemente, se houbese un método «marabilloso» para aproxima-los ceros de
calquera ecuacién, estudariase ese e ninglin outro. Pero a realidade é que cada
problema (neste caso cada ecuacién) pode presentar casuisticas diferentes, de tal
xeito que mesmo hai métodos que non se lle poden aplicar.

Que método é o mellor? Primeiro hai que fixar o problema que debemos resolver,
agora podemos contestar: entre tédolos que se lle poden aplicar, o mellor é o que
chega antes a unha mesma boa aproximacién da solucién. Notar que a bondade
se mide en tempo, non en cantidade de operacidns, xa que estas poden ser moitas
pero mais faciles e polo tanto de calculo rapido.

No estudo dos métodos existen toda unha serie de resultados abstractos que nos
garanten, baixo certas condiciéns, que un determinado método nos proporciona a
solucién dun problema. O ideal seria que para o noso problema particular se poidese
comprobar de modo relativamente facil que obedece a un contexto abstracto dos
xa estudados. Se isto non é posible, deberemos analiza-lo noso problema dun modo
particular e construir un método que o resolva.

Supofiamos que aplicamos un método iterativo converxente para aproximar
unha raiz @ dunha ecuacién dada (é dicir, & cumpre F(«) = 0 para unha F(x)
dada). Que o método sexa converxente significa que se poden construir sucesiéns
{z,} = {xo,x1, 22, ...} con dito método que converxen a «. Pofidmonos a construir
unha destas sucesiéns. Cando paramos esta construcién? (observar que, salvo que
algtin iterante coincida con «, non acabariamos mdis). E preciso por tanto adoptar
un criterio ou test de parada. Deterémonos nesta cuestién, dada a importancia
que ten 4 hora de implantar este tipo de métodos no ordenador.

5.1. Sobre o test de parada nun proceso iterativo

Supofiamos que podemos construir unha sucesién {x,},>0 converxente
4 raiz  dunha ecuacién dada F'(x) = 0; isto significa que nos podemos aproximar
a « canto queiramos. Salvo que z,, = « para algin n, o proceso é infinito, logo,
cando paramos o proceso de construcién da sucesién?

1. O ideal seria proceder como segue:

— Construimos o iterante z,,.

— Calculamos a distancia de z,, a «, |z, — |, e comprobamos se esa
distancia |z, — | é «pequena», é dicir, se |x,, — | < € (onde € é un valor
de tolerancia «pequeno» prefixado de anteman). E dicir, miramos se
estamos o suficientemente préximos de a segundo un criterio prefixado.

e Se si, PARAMOS o proceso, e aproximamos o valor descofecido o
que andamos buscando, polo valor conecido z,,.
e Se non, seguimos o proceso.
(Esta parte do proceso é a que se chama control de converxencia ou
test de parada).
— Construimos o iterante @, ;1.
— E asi sucesivamente.
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Cando paramos o proceso porque o test de parada é satisfactorio, o que
facemos é quedarnos co elemento x,, como aproximacién de a. Cometemos
entén o erro |x, — af.

2. Notar que o procedemento anterior é absurdo, xa que implica cofiecer «, que
é precisamente o que queremos calcular. Seria entén interesante dispofier
dunha boa estimacién da distancia |z, — «/, e dicir, dispofier dunha «boa»
cota do erro, |z, — a| < cota, e de maneira que esta cota si poidese ser
calculada. Deste xeito, procederiamos como segue:

— Construimos o iterante z,,.
— Calculamos a cota e comprobamos se esa cota é “pequena”, é dicir, se
cota < e.
e Se si, PARAMOS (xa que |2, — a| < cota < € ), e aproximamos
o valor deconecido o que andamos buscando, polo valor conecido
Ty
e Se non, seguimos o proceso.
— Construimos o iterante z,, 1.
— E asi sucesivamente.
Asi, por exemplo, no método de dicotomia® disponse da seguinte estimacién
do erro

Neste caso, a cota ;f—ﬁ é facilmente calculable e permitenos saber a

cantidade n de iterantes que debemos construir se queremos ter garantido
que O erro que cometemos ao aproximar « por I, Non supera a un €
prefixado: basta tomar n tal que 2”%‘1 < ¢, de onde se deduce, aplicando

. . In(b— ,
logaritmo, que n debe cumprir n > 7“1 a/e) _ 1. Calculamos entén
n(2)
, In(b— . , ) )
o nldmero W — 1; consideramos o nimero natural inmediatamente

superior e chamamolo niter. Pois ben, segundo o exposto anteriormente,
temos garantido que |Z,iter — ] < €, cumprindo esta mesma desigualdade
tédolos iterantes con indice superior a niter (e que, por suposto xa non
se calcularan, dado que xa temos o test prefixado satisfeito e non se debe
traballar gratuitamente). Pode que iterantes con indice inferior a niter
satisfagan tamén o test prefixado, pero non o podemos garantir.

Observar que, deste xeito, non é preciso en cada iterante calcular o valor da
cota e comparala coa tolerancia, senén que unha vez fixada a tolerancia e,
xa podemos saber antes de comezar o proceso cantos elementos da sucesion
debemos construir.

3. O problema é que normalmente non se dispdn deste tipo de estimacidns,
ou son estimaciéns non facilmente calculables. Na practica procédese entdn
como segue:

6Método que constriie sucesiéns converxentes a solucién « da ecuacién F(z) = 0 baixo as
condiciéns de que a e b son extremos dun intervalo que contén a «, no que F' é continua e
F(a)F(b) < 0.
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— Construimos o iterante x,,.
— Calculamos |z, — z,_1| € comprobamos se |z, — z,_1| < €.
e Se si, PARAMOS, e aproximamos o valor decofiecido « polo valor
cofecido x,,.
e Se non, seguimos o proceso.
— Construimos o iterante @, 41.
— E asi sucesivamente.

Con respecto 6 test de parada, sinalamos o seguinte:

a) Pode dar lugar a uhna falsa converxencia: |z, — x,_1| pode ser
«pequeno» porque a converxencia da sucesidon sexa lenta e, non
obstante, estarmos ainda lonxe de a. Outro control que se recomenda
é calcular F(x,) e comparalo co cero, xa que andamos buscando un
punto onde F vale cero; o que se implanta averiguando se |F(x,)| <
0 (sendo & > 0 un valor «pequeno» fixado de antemdn), xa que
en programacién non se debe pedir a igualdade co nidmero cero.
E aconsellable pedir o cumprimento dos dous test simultaneamente.

b) A medida de proximidade utilizada entre os dous dltimos iterantes

construidos pode ser absoluta, |z,+1 — z,| < € ou relativa

X 1 — T . . . .

|n+|n| < ¢, dependendo do nivel de esixencia que queiramos
Tn

establecer. Observar, con respecto a isto:

1 —
bl) e |xn|>1:>—<1:>M
x

< —
‘ N ‘xn| |mn+1 Z‘n|7

polo tanto, cando |z, | > 1, tense

|In+1 - xn|
|Tny1 — Tn| < € = —F—— <,
|xn|
é dicir, o test do erro absoluto é mais severo que o test do erro
relativo.

1 T -
oO<|xn|<1=>—>1=>M

> |£L'n+1 - wn|7

polo tanto, cando 0 < |z,| < 1, tense

é dicir, o test do erro relativo é mais severo que o test do erro
absoluto.

b2) Seguindo a recomendacién de evitar nun computador dividir por
niimeros «pequenos» (xa que isto ocasiona erros locais de redondeo
grandes), cando |z, | estd préximo a cero, o test do erro relativo
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podese implantar da forma
| Znt1 — | < €lznl.

Non obstante, isto tamén pode presentar problemas se o limite da
sucesién {z,} é un valor cercano a cero, xa que |z,| € pode ser
moi pequeno: pode que demasiado pequeno para ser representado
no ordenador.

b3) Unha estratexia que se pode seguir é traballar coa expresién

|xn+1 - Q5n|
= <,
|xn| + 1
Xa que:
e cando os x, son grandes, da practicamente igual traballar con
y 1y Tp41 — Tn TN
esta expresidn que coa expresion |+|| < €, é dicir,
In

estamos esixindo un test de erro relativo.
e cando con {z,} nos estamos achegando a un niimero préximo
a cero, traballar coa expresién anterior é coma traballar coa

|1'n+1 - In|

expresion < €, é dicir, estamos esixindo un test

de erro absoluto.

En calquera caso, hai que ter sempre presente que o test de
parada débese adecuar ds caracteristicas do problema que se estea
a resolver.

NOTA .- Acerca de que valores se poden asignar a d e aos e referidos neste
texto, hai que ter presente quen son os ndmeros maquina e a suda distribucién na
recta real, o que nos informara da distancia absoluta e relativa entre ditos nimeros
(recordar, por exemplo, que, na nosa maquina, o ndmero positivo mais pequeno
é(1.0...0)x271022 5 2.22x1073% que a distancia entre dous nlimeros maquina
consecutivos do intervalo [27,29F1] (4§ € [-1022,1023]) é 29752, e que a maquina
non detecta un erro relativo menor que o chamado épsilon da maquina, cuxo valor
é 2752 ~ 2.22 x 10716). Valores tipicos de € e § son 1076 < ¢,§ < 10710,
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0S PRINCIPIOS METODOLOXICOS

A unidade didactica desenvolverase nun periodo de tres semanas, a razén de 4
horas por semana distribuidas da seguinte forma:

— 2 horas de teoria: dirixidas a todo o alumnado que constitile oficialmente un
grupo. Nelas desenvolveranse os contidos da unidade e calquera estudante
poderd establecer as dibidas correspondentes que estime oportunas.
Asemade, a profesora ou o profesor encargado da docencia, podera requiri-la
participacién do alumnado.

— 1 hora de précticas de ordenador nun laboratorio informatico: dirixida a un
subgrupo de aproximadamente 20 estudantes de maneira que cada estudante
tefa acceso a un posto de ordenador. Cada estudante deberd traballar sobre
unha practica previamente proposta polo profesorado responsable. Estas
sesions utilizanse para que o alumnado se familiarice cunha linguaxe de
programacién e aprenda a utilizala para realizar co ordenador os calculos
que se demandardn nas clases tedricas. Asemade, esta actividade axudaralle
ao alumnado a profundar no estudo dos conceptos adquiridos e a afianzarse
neles. A profesora ou profesor que corresponda, indicard con detalle as
directrices que se deben seguir para a realizacién das practicas. Asi mesmo,
atenderd as cuestidns presentadas polo alumnado e levard un seguimento dos
traballos de laboratorio que se vaian realizando.

Nos «Anexo» da UD axuntamos algunha das practicas propostas para seren
executadas no ordenador.

— 1 hora de seminario nun laboratorio informatico: dirixida a un subgrupo
de aproximadamente 20 estudantes. O docente, ou calquera estudante
orientado polo docente, realizard exercicios previamente propostos na clase
tedrica ou extraidos dun boletin de exercicios. Nestas sesidns tratase de
que o alumnado manexe e comprenda os conceptos desenvolvidos nas clases
tedricas, interactuando entre si e co profesorado encargado.

NOTA. Disporase dun curso virtual como apoio & docencia presencial que
permitird ao alumnado obter material sobre o que traballar (boletins de
exercicios, practicas de ordenador, etc.) e material de apoio para aclarar
contidos e dispofier de axuda para a realizacién dos exercicios e das practicas,
conectarse a paxinas web de interese, informarse das stas cualificaciéns, etc.
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AVALIACION

Non

se fai unha avaliacién especifica da unidade didéctica, faise sobre a materia

da que forma parte. En dita avaliacién, o peso da unidade é cuantitativamente moi
pequeno. Isto é porque as ferramentas, conceptos e técnicas que nela se ven son
manexados continuamente no resto das unidades da materia. Non obstante, o peso
da unidade é cualitativamente fundamental, xa que sen esta «posta a punto», o
estudante dificilmente poderd realizar tédalas tarefas que a materia lle vai esixir.

ANEXOS

Esta seccidn estd dedicada a mostrar algunhas das practicas de ordenador

que se deben realizar.

Practica inicial

1.

2.
3.

Crear un directorio co nome CN1V. Deste directorio colgardn tddalas
practicas que se realizardan nesta materia.

No directorio CN1V crear un directorio co nome PRACTICA_INICIAL.
EXERCICIO PRACTICO INICIAL PARA REALIZAR EN FORTRAN 90.
(Tédolos programas relativos a este exercicio gardaranse no directorio
PRACTICA_INICIAL.)

Para aproximar a = +v/a, a > 0 dado, considérase a sucesién:

xo dado
2
_ Zn(z, +3a)

Tntl = ~gi8, ,n=0,1,...

Pédese probar que toda sucesién construida da forma anterior converxe a «.

a) Construir un subprograma subroutine:
raizdea(a,x0,nitmax,eps,raiz,iterc),
que proporcione unha aproximacién de « (os nomes a, x0, nitmax, eps,
raiz, iterc) representan, respectivamente, o nimero a, o iterante inicial
xg, a cantidade méaxima de iteraciéns a realizar, o € > 0 «pequeno» que
se utilizard no test de parada |2,,41 — x| < &, a raiz cadrada de a e a
cantidade de iteraciéns realizadas).

b) Construir un subprograma de lectura dos datos.

c¢) Construir o programa principal correspondente.

d) Utilizar o programa anterior para calcular v/27.
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Datos do sistema punto flotante do ordenador

Realizar un programa en FORTRAN que utilice as funciéns intrinsecas kind, digits,
huge, tiny, precision, range, eps, minexponent, maxexponent para saber o sistema
de célculo do ordenador. Comprobar que se obtefien os resultados que se mostran
a continuacién

Para i enteiro, kind(i)= 4
Para x real simple precision, kind(x)= 4
Para y real dobre precision, kind(y)= 8

Para i ENTEIRO

p= digits(i)= 31
base=radix(i)= 2
i_max= huge(i)= 2147483647

Para x REAL SIMPLE PRECISION

precision decimal= precision(x)= 6
rango_expon_decimal= range(x)= 37
base=radix(x)= 2

p= digits(x)= 24

m= minexponent (x)= -125

M= maxexponent (x)= 128

x_max= huge (x)= 3.40282347E+38

x_min= tiny(x)= 1.17549435E-38

eps_maquina= epsilon(x)= 1.19209290E-07

Para y REAL DOBRE PRECISION

precision decimal= precision(y)= 15
rango_expon_decimal= range(y)= 307
base=radix(y)= 2

p= digits(y)= 53

m= minexponent (y)= -1021

M= maxexponent (y)= 1024

y_max= huge(y)=  1.79769313486231571E+308

y_min= tiny(y)=  2.22507385850720138E-308
eps_maquina= epsilon(y)= 2.22044604925031308E-016
1.+eps_maquina= 1.+epsilon(y)= 1.0000000000000002
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Exemplos sobre erros de redondeo
Construir un programa en FORTRAN 90 que declare sp e dp como constantes
«parameter» con valores 4 e 8 respectivamente, que declare as variables hs e hd en

simple e dobre precision, respectivamente, e que realice os calculos que se indican
a continuacién. Comprobar se se obtefien os resultados que se mostran.

OLLO & hora de traballar en simple ou en dobre precisiém:
1= 1
1. = 1.0000000

1.e-10 = 1.00000001E-10

le-10 = 1.00000001E-10

1_sp = 1

1._sp = 1.0000000

1_dp = 1

1._.dp = 1.0000000000000000
1.e-10_dp = 1.00000000000000004E-010

EXEMPLOS ONDE SE OBSERVAN ERROS DE REDONDEO
stk ko ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok ko ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk ok ok

EXEMPLO 1: traballando en simple precisién:

(1.+10.%*(=10))*(1.+10.**(-10))= 1.0000000

traballando en dobre precisidn:

(1._dp+10._dp**(-10))*(1._dp+10._dp**(-10))=  1.0000000002000000

NOTAR que o valor exacto é 1+2%(10%x(-10))+10%**(-20),
e que polo tanto, incluso en dobre precisién, cometese un erro= 10%*(-20)
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epsilon(hs)= 1.19209290E-07
1.+ epsilon(hs)= 1.0000001
traballando en dobre precisién:
epsilon(hd)= 2.22044604925031308E-016
1.+ epsilon(hd)= 1.0000000000000002

EXEMPLO 2: en simple precisiédn:
1T;16T;;E:17)= 1.0000000

en dobre:
1._dp+10._dp**(-17)= 1.0000000000000000
Nétese que 10*%*(-17) < epsilon(hd)

1.410.%*x(-6)= 1.0000010

1._dp+10._dp**(-15)= 1.0000000000000000

Exemplo (cancelacién catastréfica)

DEBESE EVITAR RESTAR NUMEROS CASE IGUAIS,
3K 3K 3K 3K K 5K 5K K 5k 5k 5k 3k 5k 5k 5k 5k 5k 5k 5k 5k 5k 5k 5k %k %k 5k 5k %k %k %k %k %k %k %k %k %k >k k sk >k >k

porque isto ocasiona perda de dixitos de precisiédnm,
e isto pode ser perigoso (Cancelacién catastréfica).

EXEMPLO 1

r=  0.1234567890123450E+00
s=  0.1234567890123400E+00

A maquina calcula:
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t=r-s=

NOTAR que o valor exacto de t é

4.99600361081320443E-015

t=5.e-15.

Proporciénanse:

u=12345678901234567 .

u=12345678901234566 .

A maquina calcula:

w=u-v=

2.0000000000000000

NOTAR que o valor exacto de w é

w=1

Exemplo (un proceso numericamente inestable)

EXEMPLO DE PROCESO NUMERICAMENTE INESTABLE
stk sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok

n

| VALOR EXACTO DE x(n)

Ver, por exemplo, Kincaid-Cheney (1991)

Sucesiédn
x(0)=1,
x(1)=1/3,

x(n+1)=(13/3)x(n)-(4/3)x(n-1)

de numeros reais construidos da forma:

| VALOR APROXIMADO DE x(n) |
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.100000000000000E+01 |
.333333333333333E+00 |
.111111111111111E+00 ]|
.370370370370370E-01 |
.123456790123457E-01 |
.411522633744856E-02|
.137174211248285E-02]|
.457247370827618E-03|

O O O O O O oo

.100000000000000E+01 |
.333333333333333E+00 |
.111111111111111E+00 |
.370370370370371E-01 |
.123456790123458E-01 |
.411522633744908E-02]|
.137174211248494E-02|
.457247370835984E-03 |

para n>=1



8|
9l
10]
11]
12]
13]
14]
15]
16|
171
18]
19]
20|
21|
22|
23|
24|
25|
26 |
27 |
28|
29|
30|
31|
32|
33|
34|
35|
36|
37|
38|
39|
40|
41|
42|
43|
44|
45|
46|
47|
48|
49|
50|

Nota.- Pédese comprobar que a relacidn recurrente anterior tamén se pode xerar

e eolNeolNeolNeolNelNeolNolNolNolNolNolNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNeoNoNoNeoNeo oo Ne oo Neo e lNeo o Ne oo Neo el

.152415790275873E-03|
.508052634252908E-04 |
.169350878084303E-04 |
.564502926947676E-05 |
.188167642315892E-05|
.627225474386307E-06 |
.209075158128769E-06 |
.696917193762563E-07 |
.232305731254188E-07 |
.774352437513958E-08 |
.258117479171319E-08|
.860391597237732E-09 |
.286797199079244E-09 |
.955990663597479E-10|
.318663554532493E-10]|
.106221184844164E-10]|
.354070616147214E-11]|
.118023538715738E-11|
.393411795719127E-12|
.131137265239709E-12]|
.437124217465697E-13 |
.145708072488566E-13|
.485693574961885E-14 |
.161897858320628E-14 |
.539659527735428E-15|
.179886509245143E-15]|
.599621697483809E-16 |
.199873899161270E-16 |
.666246330537565E-17 |
.222082110179188E-17|
.740273700597295E-18]|
.246757900199098E-18]|
.822526333996994E-19 |
.274175444665665E-19 |
.913918148885549E-20 |
.304639382961850E-20 |
.101546460987283E-20 |
.338488203290944E-21 |
.112829401096981E-21 |
.376098003656604E-22 |
.125366001218868E-22|
.417886670729560E-23 |
.139295556909853E~-23 |

1

el eolNeolNeolNeolNelNeolNeolNolNolNolNolNolNolNolNoNeoNeoNoNoNoNoNoNeoNeoNeoNoNeNeo oo Ne oo Ne NeolNeo o Ne oo Neo el

.152415790309338E-03 |
.508052635591546E-04 |
.169350883438852E-04 |
.564503141129633E-05|
.188168499043720E-05 |
.627259743499413E-06 |
.209212234581194E-06 |
.702400251859573E-07 |
.254237963642228E-07 |
.165164173303559E-07 |
.376727466125784E-07 |
.141226678880699E-06 |
.561751946332923E-06 |
.224595619560173E-05 |
.898347425249695E-05 |
.359337801666845E-04 |
.143735081718970E-03 |
.574940313893291E-03 |
.229976125124564E-02 |
.919904500354003E-02 |
.367961800136793E-01 |
.147184720054557E+00 |
.588738880218174E+00 |
.235495552087268E+01 |
.941982208349071E+01 |
.376792883339628E+02 |
.150717153335851E+03 |
.602868613343405E+03 |
.241147445337362E+04 |
.964589781349449E+04 |
.385835912539779E+05 |
.154334365015912E+06 |
.617337460063647E+06 |
.246934984025459E+07 |
.987739936101835E+07 |
.395095974440734E+08 |
.158038389776294E+09 |
.632153559105175E+09 |
.252861423642070E+10 |
.101144569456828E+11 |
.404578277827312E+11 |
.161831311130925E+12]|
.647325244523699E+12 |

da forma z,, = (5)™ (ver a bibliografia recomendada).
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