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Como obter a funciéon suma dalgunhas series de potencias.

1.- As series xeométricas fozo z" e Zfzo(—l)"z” converxen puntual e absolutamente en
(_17 1) a

Destes desenvolvementos deducese por integracion, tendo en conta que a converxencia é
uniforme en compactos contidos en (—1,1), que

z 1 > T el Lt
log(l—2)=— —dt=— t"dt = —
g1 —2) /0 1t T;) /0 T;) ntl
e n+1
xT
log(14+x) = -n"
(L +2) = 31"
Restando, para = € (—1, 1), podemos escribir
1+z g2ntl
1 J—
o817 o+ 1

2.- A serie xeométrica Z;‘io(—l)"mz" é converxente puntual e absolutamente en (—1,1) &
funcion f(z) = ﬁ (¢,que acontece nos extremos do intervalo?). Por integracion obtense que

$2n+1

2n+1

arctan(z) = Z(—l)"
n=0

Con isto simplificamos moito a determinacion da serie de Taylor da funcion arctan(z) no punto
0 (pédese ver para comparar como se calcula a serie de forma directa).

Podemos utilizar a igualdade anterior, tendo en conta que arctan(1) = 7, para aproximar o
numero 7, non obstante esta serie non proporciona unha maneira practica de aproximar 7, pois
a converxencia é tan lenta que necesitarianse demasiados termos para obter unha
aproximacion razoable. Vexamos como temos unha aproximacion moi boa de 7 usando duas
series de potencias (ver pag. 673 de Larson et al). Pédese demostrar que se zy # 1

arctan(z) — arctan(y) = arctan( lz +ﬂz/)

cando o primeiro termo da igualdade esta entre —5 e 5, polo que
1
4 arctan(g) — arctan(

7)_E
2397 4

Con 5 termos de cada unha das series obtemos o valor exacto de T cun erro menor que 1076,
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order=4,output=polyinomial);

Para obter polinomios de distintos graos, por exemplo dende o grao 4 ao 10, podemos pofier
>TaylorApproximation(cos(x),0,view[-10..10,-10..10],
order=4..10,output= polyinomial);
Se o que pretendemos é ver graficamente a aproximacion da funcion polos seus polinomios de
Taylor
>TaylorApproximation(cos(x),0,view[-10..10, -10..10],
order=4..10, output=plot);

Para ver unha animacion do anterior
>TaylorApproximation(cos(x),0,view[-10..10, -15..15],
order=4..10, output=animation);

Podedes facer desenvolvementos de Taylor doutras funcions, como a funcion seno, a
exponencial e o arcotanxente. Buscade intervalos adecuados. Explicade que ocorre coas
aproximacions do arcotanxente.

Exemplo 4
Calculo do raio de converxencia dalgunha serie de potencias

1.- Consideramos a serie de potencias con centro a orixe Z;’f’:o n%z". O raio de converxencia
da serie pédese calcular facendo
>a:=n->n"2:
>limit(abs(a(n+l)/a(n)),n=infinity):
>Limit(abs(a(n+1l)/a(n)),n=infinity)=limit(abs(a(n+1l)/a(n
),n=infinity);
A saida é o raio de converxencia da serie, é dicir R = 1. Por tanto o intervalo de converxencia
da serie é (—1,1). Como as series Y oo on? € D oeo(—1)"n? son diverxentes, o campo de
converxencia coincide co intervalo de converxencia.

2.- Célculo do raio de converxencia da serie > “;l—?z)m"
>a:=n->(1+n"2)/n!:
>limit(abs(a(n+l)/a(n)),n=infinity):

sLimit(abs(a(n+1)/a(n)),n=infinity)=limit(abs(a(n+1)/
a(n)),n=infinity);

o raio de converxencia da serie € 0 e o seu intervalo de converxencia é R.
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Exemplo 3

Nesta practica obtemos a serie de Taylor dunha funcién, por exemplo da funcién coseno.
Ademais, realizamos unha animacion que mostra como os polinomios de Taylor se aproximan
a grafica da funcion.

> with(Student):

Definimos a funcién
>fl:=cos(X);

Para calcular a serie de Taylor da funcién no punto x=0 temos o comando
>t 1:=taylor(f1,x=0,8);
que da a expresion da serie de f(x) =cos(z) en x =0 con oito termos, os sete primeiros
corresponden ao polinomio de Taylor de orde 7 de f no punto = 0 e o dltimo, O(z?®), significa
que os termos que faltan da serie, é dicir os termos do error, son todos de grao maior ou igual a
8.
O resultado obtido convertémolo en polinomio truncando a serie mediante o comando
>pol_1:=convert(t_1,polynom);

e transformamos a expresion en unha funcién
>pl:=unapply(pol_1,x);

Podemos agora debuxar a grafica do polinomio no intervalo [—4, 4].
>plot2:=plot(pl(x),x=-4..4, style=point,color= red):

e a grafica do polinomio xunto coa grafica da funcién para ter unha idea da aproximacion
>plotl:=plot(fl,x=-4..4,style=line,color=black):
>with(plots):
>display({plotl,plot2});

Facemos outro desenvolvemento de Taylor da funcién cambiando o nimero de termos que

queiramos cofiecer, por exemplo n=12
>t_2:=taylor(f1,x=0,12);
>pol_2:=convert(t_2,polynom);
>p2:=unapply(pol_2,x);
>plot3:=plot(p2(x),x=-4..4,style=point,color=green):

e as tres graficas xuntas.

>display({plotl,plot2, plot3});

Outra forma mais sinxela de obter os polinomios de Taylor de distinto grao dunha funcién é
mediante o comando TaylorApproximation que esta dispofiible no paquete Student[Calculus1]

>with(Student[Calculusl]):

Se o que queremos € calcular o polinomio de Taylor da funcién coseno de grao 4 (restrinximos
a grafica aos valores de x entre -10 e 10 e os de y entre -10 e 10)

>TaylorApproximation(cos(x),0,view[-10..10,-10..10],
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> C:=[n*(1-x)*x "n$n=0. .8]:

>plot(C,x=0..1);
Temos as graficas dos oito primeiros termos da sucesion. Xa se pode adivifar que a
converxencia da sucesion é puntual a funcion limite f =0, pero non vai ser uniforme no
intervalo [0, 1]. Para verificalo, calculamos os puntos criticos das funcions f, en (0,1). Primeiro
derivamos a funcion

>de:=diff(fn(x),x);

transformamos a expresién en funcién
> der:=unapply(%,x);

e obtemos os puntos nos que se anula a derivada

>solve({der(x)},.{x}):

a saida da Ultima sentenza é 11,. A forma da derivada permite deducir facimente que fn &
crecente en (0, T] e decrecente en [; 1], polo que

max{fo(@) € 0,1} = fu(in) = () -

Tomando limites
> c:=n->(n/(n+1))"(n+1l):
> lim(c(n),n=infinity);

obtemos e~!. Queda probado que a sucesion non converxe uniformemente en [0, 1].

Outra forma mais directa de analizar os extremos relativos das funciéns da sucesién e usando
0 paquete

>with(Student[Calculusl]):

>assume(n,nonnegint):

>CriticalPoints(fn(x),0..1);

>ExtremePoints(fn(x),0..1);

Fagamos agora unha animacién coas graficas das 100 primeiras funciéns (Intentade variar
alguns dos parametros que aparecen a ver que ocorre).

>animate(plot, [n*(1-x)*x™n,x=0. .1, thickness=2],

n=1..100);

Se en lugar das graficas en [0, 1] considéranse no intervalo [0,1/2] e cun nimero menor de
graficas, por exemplo 10, a animacion

>animate(plot, [n*(1-x)*x™n,x=0..1/2,thickness=2],

n=1..10);

mostra claramente que a converxencia é uniforme en [0,1/2], ;sabedes explicalo? Podedes
experimentar facendo a gréfica de f + e e f — e para distintos valores de €, e ver cal é o indice
N a partir do cal as gréaficas das funcions f, estan entre elas, como se fixo na practica anterior.
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>display([plotl,plot2]);

Observando as graficas damonos conta que canto mais proximo estd x a 1 mais lenta é a
converxencia, é dicir, necesitamos un N maior para conseguir a mesma aproximacion a 0.
Para facernos a idea da rapidez con que a sucesion numérica {f.(z)} se aproxima a 0 para
x # 1, podemos facer o seguinte:

Queremos calcular o indice N a partir do que os termos da sucesion numérica { f.(z)}, para ©
fixado, aproximanse a 0 cun erro menor que e=10~* (podedes experimentar ao variar e). E
dicir, o natural N tal que | f,.(z) — f(z)| = 2" < 1074, para todo n > N, o que é o mesmo, tal que

nin(z) < In(10-4), ou n > 1009 so N = BMUCY) 11 onde Efa] 6 a funcién parte
enteira, é dicir o maior enteiro menor que ¥, xa serviria.

>e:=10"N(-4);

damoslle un valor a x=0.9 (denotamolo por A, e podedes ir variando para ver os cambios)
>A:=0.9;
>N:=Floor(In(e)/In(A))+1;

Vemos que canto mais proximo estd A =z a 1 este N farase mais grande, polo que hai que

tomar valores de n maiores para lograr a mesma aproximacion, e asi a converxencia nestes

puntos sera mais lenta.

Por dltimo, pintamos as graficas de f + e e f — e para distintos valores de €,
>plot3:=plot(f(x)+e,x=0..1.,discont=true,style=point):
>plot4:=plot(f(x)-e,x=0..1.,discont=true,style=point):
>display([plotl,plot2,plot3,plotd]);

Vemos que ningunha gréfica das funciéns da sucesion estan entre as graficas de f +ee f —e,
calquera que sexa €, o que indica que a converxencia non é uniforme.

Para comprobar o rapido que poderiamos visualizar a converxencia puntual e non uniforme da
sucesion facemos a seguinte animacion

>with(plots,animate):
>animate( plot, [x™n, x=0..1, thickness=2], n=1..50 );

Podedes experimentar variando o intervalo, é dicir, os valores de T na sentencia anterior ;que
ocorre?

Se tomades z € [0,1/2], calculade o indice N a partir do que as funciéns da sucesion estan
entre f + e e f — e para distintos valores de €, ;& a converxencia uniforme en [0, 1/2]?

Exemplo 2

Estudamos a converxencia puntual e uniforme da sucesion de funciéns definidas no intervalo
[0,1] por fu(z) = n(1 — z)z™

Primeiro abrimos os paquetes para facer animaciéns
>with(plots,animate):

Definimos a funcion
> fni=x->n*(1-x)*x"n;
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ANEXO: ALGUNHAS PRACTICAS

Algunhas practicas de ordenador

O obxectivo destas practicas ¢ o de ilustrar mediante graficas e animaciéns graficas os
conceptos de converxencia puntual e uniforme dunha sucesiéon de funcions. Ademais,
calcularemos a serie e os polinomios de Taylor dunha funcién, valorando as aproximacions
obtidas.

Utilizaremos as posibilidades que nos ofrece Maple para representar graficas de moitas
funciéns xuntas, avaliar funcions, calcular derivadas,...

Exemplo 1
Definimos, para cada n € N, as funcions f, : [0,1] — R dadas por f,(z) = z".
Representaremos as graficas das oito primeiras funcions. Para isto creamos unha lista e
utilizamos o comando plot para debuxar as graficas das funcions da lista no intervalo [0, 1]
>C:=[x™n%$n=0..8]:
>plot(C,x=0..1);
>plotl:=plot(C,x=0..1):

A ultima sentencia servira para representar posteriormente esta grafica xunto a outras.

Observando as graficas podemos intuir que para cada z € [0,1), a sucesion numérica {z"}
converxe a 0, e para = = 1, converxe a 1. Se queremos calcular o limite da sucesion numérica
para alguns valores de x, podemos dar valores (neste exemplo z = 0.9) e ir variando,
>b:=0.9
>assume(n, integer):
>a:=n->bn:
>limit(a(n), n=infinity);
o limite esta calculado e ¢é igual a 0. Podedes dar a b calquera outro valor entre 0 e 1, e
comprobar o que pasa. Neste caso, resulta trivial calcular lim,_, fn(z) = f(z) = 0 para todo
z €(0,1), e lim, o fn(1) = f(1) = 1.
A sucesién converxe a funcion limite
>T:=piecewise(x<1,0,x=1,1):
que ten por grafica
>plot(f(x),x=0..1.,discont=true,thickness=2);
>plot2:=plot(f(x),x=0..1.,discont=true,thickness=2,color
=black):
Representamos xuntas as graficas dos primeiros termos da sucesion e da funcion f sucesion.
Para iso descargamos o paquete plots
>with(plots):
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PRESENTACION

Esta unidade didactica forma parte do curso de Célculo Diferencial e Integral,
e esta destinada a estudantes que inician o estudo da analise matematica. A sta
finalidade é presentar de maneira gradual os conceptos fundamentais e as técnicas
béasicas das sucesions e series funcionais.

As sucesions e series de funcions, que xa foron motivadas en temas anterio-
res do curso, poslen unha importancia e interese intrinsecos. Por un lado, con elas
poédense definir novas funcions, polo outro, permiten aproximar funciéns por outras
mais sinxelas, de xeito que das propiedades destas se poidan inferir as da funcion
orixinal, idea esta Ultima que subxace en moitos dos métodos da analise.

A representacion de funciéns mediante series de potencias xogou un impor-
tante papel no desenvolvemento da analise. Moito do traballo de Newton con deriva-
cion e integracion foi realizado no contexto das series de potencias. Gregory (un dos
primeiros matematicos que traballaron con elas), Euler, Lagrange, Leibniz e Joham e
Jacob Bernoulli usaron amplamente as series de potencias no céalculo. Os traballos de
Fourier neste campo obrigaron a cuestionar o concepto de funcién existente na época,
e motivaron a outros matematicos, como a Cauchy e Dirichlet.

Dende o punto de vista histérico o uso das series de potencias precede e
motiva o estudo de sucesioéns e series funcionais. Disposicion que poderia ser mellor
dende o punto de vista didactico. Non obstante, para facilitar a presentacién formal
da unidade didactica escollemos outra orde, que coincide coa formulacion usual en
manuais sobre o tema.

Pretendemos desenvolver os temas coa motivacion real que propiciou a stia
orixe de modo que os estudantes sexan participantes activos da evolucion das ideas
e non queden como meros observadores pasivos dos resultados. Os conceptos e
resultados da unidade con frecuencia iran precedidos dunha discusion xeométrica ou
intuitiva para dar unha idea mais profunda dos resultados. Ainda que nos contidos da
unidade non se inclien as demostracions dos teoremas, estas seran feitas nas aulas;
as demostracions dos resultados mais importantes considéranse parte esencial no
desenvolvemento das ideas matematicas.
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OS OBXECTIVOS

Definir a converxencia puntual e uniforme das sucesiéns e series de
funciéns. Distinguir ambos os conceptos.

Relacionar as propiedades da funcién limite uniforme dunha sucesion e
da funcion suma dunha serie de funcions uniformemente converxente
coas propiedades dos termos da sucesion e da serie correspondente.
Dominar alglins métodos para a analise da converxencia puntual e uni-
forme de series funcionais.

Definir unha serie de potencias e determinar o seu raio e o seu intervalo
de converxencia.

Analizar o campo de converxencia dunha serie de potencias.

Construir a serie de Taylor dunha funcién.

Diferenciar entre a funcion coa que se constrie a serie de Taylor e a
funciéon que representa a serie.

Demostrar con precision e rigor alguns dos resultados mais importantes
da unidade e relacionar conceptos, propiedades e técnicas que se estu-
dan no desenvolvemento do programa.

Dar a cofiecer alguns dos problemas que influiron no desenvolvemento
historico das sucesions e series de funcions.

Conxecturar, formular e resolver algins problemas sinxelos que se
presentan noutros campos cientificos e técnicos (bioloxia, economia,
enxefiaria, fisica, etc.).

Conseguir unha boa intuicion grafica e “visualizar” os conceptos trata-
dos por medio de exemplos.

Habituarse ao manexo de distintas referencias bibliograficas.
Comprobar as vantaxes do uso de software matematico.

Fomentar o espirito reflexivo, rigoroso, intuitivo, critico...

Adquirir a capacidade de aprendizaxe autbnoma e desenvolver a capa-
cidade do traballo en grupo.

OS PRINCIPIOS METODOLOXICOS

Nas clases teéricas presentaremos e desenvolveremos os contidos
esenciais da unidade, pofiendo mais énfase en dotar 6s estudantes de
ferramentas para a construcion da sla propia aprendizaxe que na sim-
ple acumulacién de contidos.

As clases practicas dedicarémolas a resolucién de problemas (tanto
tedricos como do ambito das aplicacions) que desenvolvan os diferen-
tes aspectos dos contidos que deban aprenderse e as habilidades que
deban adquirirse. Procurarase unha activa participacion do alumnado.
Como as cuestions tedricas e a resolucion de problemas e exercicios
estan relacionadas, e unhas serven de complemento das outras, pro-
curaremos mesturalas, agas aquelas que tefien un compofiente simple-
mente practico.

Nas clases de seminario, ao estar programadas en grupos reducidos,
poderan ter cabida diversos enfoques que axuden a asentar os con-
ceptos esenciais (construcion de exemplos, resolucion de problemas
sinxelos, exposicions por parte dos estudantes de traballos previamen-
te propostos, discusion de aspectos fundamentais da materia, lecturas
matematicas adecuadas, etc.).
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Teorema.- Unha condiciéon necesaria para que f sexa analitica en To é que exista
r > 0 tal que f é de clase infinito en (xg — r,zo + 7).

As series de potencias poden usarse para obter tdboas de valores de funcions
transcendentes. Tamén son Utiles para estimar valores de integrais definidas para as
que non se poden encontrar as primitivas. (Ver anexo)

Actividades propostas
* Calcular raios e intervalos de converxencia de series de potencias.
 Préactica de ordenador para o célculo do raio de converxencia dalgunha
serie de potencias.
* Integrar e derivar funciéons que vefian definidas a partir de series de
potencias.
 Construir series de potencias aplicando operaciéns a outras series.
» Obter series xeométricas de potencias que representen certas fun-
cions.
» Debate sobre as vantaxes de aproximar unha funcién polos seus poli-
nomios de Taylor.
» Determinar a serie de Taylor para algunhas funciéns.
 Discutir cando unha funcién é analitica.
» Buscar algin problema na historia das matematicas que tefia relacion
coas series de potencias.
Facilitarase o material preciso para o desenvolvemento das actividades que
irdn sendo propostos na aula segundo o ritmo de traballo do grupo.

AVALIACION DA UNIDADE

A realizacién de todas as actividades programadas da unidade teran influen-
cia na avaliacion da unidade.

» Os estudantes deberan entregar por escrito algunhas das actividades
programadas.

e Tamén deberan facer unha exposicion oral dalgin dos traballos reali-
zados.

» Terase en conta a participacion activas nas clases, seminarios e tito-
rias.

» Terase en conta a continuidade no traballo, a actitude e o aproveitamen-
to que demostre.

* En calquera caso, realizarase un exame final escrito que permita ao
estudante mostrar o grao de cofiecemento adquirido, no que se refire &
comprensién dos conceptos e técnicas propias da materia, a madurez
no seu manexo e a capacidade de relacionalos diversos aspectos invo-
lucrados nos distintos temas de estudo.

UNIDADE 3. SUCESIONS E SERIES DE FUNCIONS REAIS - 25



Unha das cuestidons a que se facia referencia anteriormente era a de cando unha
funcion era representada por unha serie de potencias. Da propiedade de derivacion
resulta que é condicién necesaria para a representatividade dunha funcién en serie de
potencias nun dominio que sexa infinitamente derivable no mesmo. Non obstante esta
condicion non é suficiente, se existen as derivadas de calquera orde dunha funcién
podese construir formalmente unha serie de potencias, a serie de Taylor da funcién,
pero esta jnon ten por que representar a funcion! é dicir, pode ocorrer que

() (4
1) # T gy
n=0

calquera que sexa x # . Isto ocorre coa serie de Taylor da funcién de Cauchy

f(x)z{ e se z#0

0 se x=0

que é 0, e non representa a funcién no intervalo de converxencia.

Para comprender que a serie de Taylor dunha funcién poida converxer a outra
funcion distinta, débese observar que os coeficientes da serie vefien dados polas
derivadas da funciéon nun sé punto e que poden existir moitas funcions distintas nas
que coincidan as derivadas de todas as ordes nun punto. Por exemplo, toda funcién
que tefia derivadas de toda orde nunha vecifianza do punto 0 e tal que para todo
n € N verifique £ (0) =0, ten a mesma serie de Taylor en 0 que a funcion do
exemplo anterior.

¢ Cando se pode dicir que a serie de Taylor dunha funcion f con derivadas de toda
orde nunha vecifianza de o representa a funciéon f nun intervalo? Pédese conseguir
unha condicién como consecuencia da férmula de Taylor para a funcion, isto é

n k)
p) =3 T 0 gt R
k=0

sendo R, (z) o resto de f de orde ™ en torno a Zo.

Teorema.- Unha condicion necesaria e suficiente para que a sucesion de sumas
parciais da serie de Taylor de f converxa a f nun intervalo I = (z9 — r,x¢ + ) no que
ten derivadas de todas as ordes, é que o resto R,(z) converxa a cero cando ” — o0,
paracadaz € I.

As funcions que verifican esta propiedade son as chamadas funcidns analiticas.
Mais concretamente:

Se f é unha funcién real definida nun conxunto aberto £ CR e xp € E, entén f é
analitica en Zo se existen 7 > 0 e unha serie de potencias con centro o tal que para
cada z € (zg — 1,20 + r) verificase

flz) = Z an(x — x0)".

n=0
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» Estableceremos grupos de traballo, mais ou menos numerosos en fun-
cion do numero de estudantes do grupo, os que se lles asignaran tra-
ballos que entregaran por escrito e exporan na aula. Esta asignacion ira
acompafiada de diversas propostas de traballos individuais (para facer
na aula ou nas horas non presenciais). Todos eles seran corrixidos e
comentados con cada grupo ou, no seu caso, con cada alumno.

 As titorias activas estaran especialmente desefiadas para estimular a
actividade fora da clase e orientar o estudante no seu progreso, a fin
de que quen estea interesado poida examinar en cada momento o seu
proceso de aprendizaxe.

» Programaranse, se fose necesario, algunhas actividades de reforzo so-
bre os contidos basicos da tema. Farase coincidir o horario de estas
actividades con algunha das titoria activas.

 Utilizaranse programas informaticos que resolvan, simplifique ou axu-
den a asentar certos aspectos relativos & materia (célculos formais,
interpretacions xeométricas...). Concretamente usaremos 0 programa
Maple, polo seu sinxelo manexo.

OS CONTIDOS BASICOS

1. SUCESIONS DE FUNCIONS

As sucesiéns de funciéns, é dicir sucesions nas que os termos son funciéns
reais con dominio 0 mesmo conxunto de nimeros reais, xorden de forma natural na
andlise real. Son particularmente Utiles, por un lado para construir novas funciéns
como limite de funciéns cofecidas, polo outro para substituir nalgins problemas unha
funcién dada por funciéns que a aproximan e que poden ter un comportamento mellor
controlado respecto & situacion que interesa. A razon de ser da definicion formal de
sucesion de funcioéns é o problema da converxencia da sucesion a outra funcion.

En calquera caso, no estudo de sucesions converxentes ten especial interese
cales son as propiedades dos termos da sucesién que se conservan na funcion limite,
e en que condicions ten lugar tal transferencia. E dicir, supofiendo que todas as fun-
cions da sucesion tefien unha propiedade (continuidade, derivabilidade, integrabilida-
de e outras), tratase de precisar condicions que ten que cumprir a converxencia para
que a propiedade considerada se mantefia na funcion limite. A condicién mais natural
e simple é que a converxencia sexa uniforme, o que equivale a que as graficas das
funciéns da sucesién se aproximen globalmente & gréafica da funcién limite.

Unha gran parte do tema estard ilustrado por numerosos exemplos de suce-
sibns que mostren as distintas posibilidades que poden aparecer na sta converxen-
cia.
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1.1. Converxencias puntual e uniforme dunha sucesion funcional

Sexa 2 o conxunto de todas as funcions definidas nun conxunto £ C R con valores
en R. Unha sucesion de funcions definidas sobre E é unha aplicacion

fimneN— f(n)=f,e.

A funcién f, é o termo n-ésimo da sucesiéon de funciéns que se representa por
{fn}nen ou, simplificando se non leva a confusion, por { f,}.

Converxencia puntual.- A sucesion de funcions {f,} converxe puntualmente en E se
para todo « € E, a sucesion de numeros reais {f,(x)} é converxente. A funcion limite
puntual da sucesion {f,} en E é a funcién f : E — R definida para cada « € E por

f(@) = lim_fa(2)

Ainda que a sucesion de funcidéns non sexa puntualmente converxente en todo o
conxunto E, pédese definir o campo de converxencia da sucesion como o conxunto C
de puntos = € E nos que {f.(z)} é converxente. Neste caso o conxunto no que esta
definida a funcion limite é C.

Nos seguintes exemplos méstranse algunhas sucesions de funcions e as suas
funcions limite.

Exemplo.- Sexa a sucesion de funcions {f»}, onde f,: R — R ¢ a funcién dada por
fu(z) = o

E claro que fixado = € R arbitrario,

lim f(z) = lim =~ =0

n—oo n—oo n
(recordar que para o calculo do limite = é fixo e o que varia € 7). A sucesion {f,}
converxe puntualmente en R a funcién limite puntual f: R — R, dada por f(z) = 0.

Exemplo.- Para determinar a converxencia puntual da sucesion de funcions {f,} en
[0, 1], definida por

fnlz) = n2(1 — )™
analizanse as sucesion numéricas {fn(z)} con z€[0,1. Se =0 ou z=1, as
sucesions {f,(0)} = {fn(1)} = {0} converxen a 0. Ademais, fixado z € (0, 1), verificase
limy,—,00 fn(z) = 0, pois € unha sucesions de nimeros reais da forma {n? »*(1 —r)}

con |r| < 1. Por tanto a sucesion de funcions converxe puntualmente en [0, 1] & funcién
limite f = 0.
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Teorema.- Unha serie de potencias podese derivar termo a termo no seu intervalo de
converxencia. De feito, se f(z) =Y o an(z — 20)", enton f é derivable no intervalo
de converxencia, e f'(z) =Y o2, nan(z — zo)" . Ademais, ambas as duas series de
potencias tefien o mesmo raio de converxencia.

Non se pode asegurar o que ocorre nos extremos do intervalo de converxencia da

oo z"

serie. Por exemplo, a serie de potencias - ; -z converxe puntualmente no intervalo
[-1,1], porén, a serie > .7, n’”—fl que se obtén derivando termo a termo a serie anterior
s0O converxe puntualmente en [—1,1).

Mediante a aplicacion repetida do resultado anterior, probase que se k& é un nimero
natural arbitrario a serie de potencias f(z) = Y oo an(z — 0)", podese derivar termo a
termo k veces no intervalo de converxencia, e a serie resultante converxe
absolutamente en (xzo — R,z0 + R) e uniformemente en todo compacto contido en
(zo — R,zo + R). E dicir

> 1

f®)(z) = Z ﬁan(x —z)k
k

Substituindo T = Zo na expresion anterior, obtense a importante férmula
F®) (z0) = k! a

o que implica que a funcién f vén dada en (zo — R, z¢ + R) por

© 4(n) (4
f@ =3 F ) gy

n=0

A igualdade anterior demostra que se unha funcion vén definida por unha serie de
potencias centrada en %o, a sucesion de sumas parciais da serie € a formada polos
polinomios de Taylor da funcién con centro Zo. E dicir, se unha funcién esta
representada por unha serie de potencias centrada nun punto, os polinomios de Taylor
da funcion ao redor do punto converxen a funcién puntualmente no intervalo de
converxencia da serie e uniformemente en compactos contidos no intervalo.

Teorema de unicidade.- Duas series de potencias que representan @ mesma funcion
nun intervalo comun tefien igual os seus coeficientes.

Serie de Taylor.- Son un tipo particular de series de potencias. Se f é unha funcién
real nun intervalo I de R que ten derivadas de todas as ordes nunha vecifianza do
punto zo € I, a serie de potencias

O £(n) (4
T
n=0 '

¢é a serie de Taylor de f en Zo. Débese observar que a sucesién de sumas parciais da
serie € a sucesiéon formada polos polinomios de Taylor da funciéon en Zo. Ademais,
tendo en conta o explicado anteriormente, toda serie de potencias con raio de
converxencia non nulo é unha serie de Taylor.
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O criterios maiorante de Weierstrass establecido para a converxencia uniforme das
series aplicase directamente as de potencias.

Teorema.- Unha serie de potencias converxe uniformemente en todo compacto
contido no intervalo de converxencia.

Non obstante, a converxencia da serie de potencias non ten que ser uniforme en
todo o intervalo de converxencia. Por exemplo, a serie de potencias Y .., =" converxe
uniformemente en cada compacto contido en (—1,1) pero non converxe
uniformemente en (—1,1), xa que, ao ser suPzc(—1,) [2"| = 1, a sucesién de funcions
dada por fn(z) = ™ non converxe uniformemente en (—1, 1) & funcién f = 0.

O seguinte resultado asegura en certos casos a converxencia uniforme en todo o
intervalo de converxencia.

Teorema.- Sexa R o raio de converxencia da serie Y ., an(z —zo)". Se a serie
converxe absolutamente en xop — R ou en zp + R entdn converxe uniformemente en
[0 — R,x0 + R].

Cada serie de potencias define unha funcion suma que vén dada para cada * do
intervalo de converxencia (zo — R, zo + R) por

@) = anla — a0)".
n=0

Esta serie de potencias que representa a funcién f no intervalo de converxencia
denominase desenvolvemento en serie de f con centro Zo.

Interesan dous problemas basicos sobre as series de potencias:
® Dada a serie, cales son as propiedades da funcion suma.

® Dada a funcion, ver se pode ser representada por unha serie.

As propiedades das funcions representadas por series de potencias concrétanse no
seguinte resultado.

Teorema.- O limite dunha serie de potencias é continuo no intervalo de converxencia.
Unha serie de potencias pddese integrar termo a termo nun intervalo compacto contido
no intervalo de converxencia.

Ademais, se = € (z0 — R, zo + R) verificase

/x 0 F)dt = n;an / :(t — o)t =3 O (a— m),

n=0

o que resulta de utilidade para determinar a funcién suma de certas series de
potencias (Ver anexo).

A diferenza da situacién xeral, para poder derivar termo a termo unha serie de
potencias non & necesario supofier a converxencia uniforme da serie derivada. En
consecuencia este resultado é mais solido ca o analogo para series funcionais.

22 - UNIDADE 3. SUCESIONS E SERIES DE FUNCIONS REAIS

- )n+1

n(a4t

4$)°

2(3)°

1 2 4 _n

2 3 5 ntl
Figura 1.- Primeiros termos da sucesion { f,}

Observando as graficas dos primeiros termos da sucesién podese ver que o
comportamento da sucesién {f.(z)} non &€ o mesmo ao considerar Z préximo a 0 ou
proximo a 1; ainda que {f»(z)} converxe a 0 en todos os casos, a converxencia & mais
rapida canto mais preto estd  a 0. Ademais, a medida que 7 aumenta a grafica da
funcién f, separase cada vez mais da grafica da funcion limite f =0 (polo extremo
esquerdo do intervalo as graficas se aproximan & grafica de f pero o seu
comportamento € moi diferente no extremo dereito) (Ver anexo, para exemplos
similares)

2n
Exemplo.- Sexa fn: R — R, dada por fn(z) =

1+ z2n
Para o estudo das sucesions numéricas { f,(z)} terase en conta os distintos valores
de z:

z2n

1. selz| < 1, verificase lim,,_, o Tram

=0,

. 2n
2. selz| > 1, lim, oo H_Lzﬁ =1,

e . 2n
3. por ultimo, se |z| =1, lim,_ 0o Tramm =
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Por tanto, f(z) = lim,—c fn(z) a funcidn limite puntual esta definida en todo R e
vén dada, para cada =z € R, por

0 se |z]<1
fl@)=1{ 3 se |z|=1
1 se |z|>1

Na figura 2 represéntanse alguns termos da sucesion { f,}, asi como a funcion f.

- 0 1
X
Figura 2.- Alguns termos da sucesién { f,,} e a funcién limite puntual f.

Pédese observar que todas as funcions da sucesion son continuas pero a funcion
limite é descontinua.

Alguns dos exemplos anteriores pofien de manifesto que a converxencia puntual
dunha sucesién de funcidns non sempre proporciona unha boa “aproximacion” da sua
funcion limite, e, ademais, non transmite as propiedades dos termos da sucesién a
funcion limite. Coémpre, daquela, definir un novo tipo de converxencia que mellore
neste senso a converxencia puntual.

Converxencia uniforme.- A sucesién de funcions {f,} converxe uniformemente en E
a funcion f e se para todo € >0 existe N €N tal que se n> N verificase
|fn(z) — f(x)| <€, paratodo x € E. A funcién f é o limite uniforme da sucesion.

Unha forma mais util na practica de expresar a converxencia uniforme da sucesion
{fn} a f en E é que se verifique a seguinte condicion

n—oo

lim sup|fn(z) — f(z)] =0.
zeE

A interpretacién xeométrica da converxencia uniforme podese ver na figura 3, a
sucesion converxe uniformemente & funcion limite f se a partir dun indice todas as
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A converxencia puntual dunha serie de potencias vén determinada no seguinte
resultado.

Teorema de Cauchy-Hadamard.- Se R é o raio de converxencia dunha serie de
potencias centrada en Zo, entén a serie é absolutamente converxente se |z — zo| < R e
diverxente se |z — zo| > R.

Se unha serie de potencias ten raio de converxencia un nimero real R, o resultado
anterior non asegura a converxencia da serie nos extremos do intervalo de
converxencia, nestes puntos ten que analizarse separadamente a converxencia ou
diverxencia da serie. O resultado é que o campo de converxencia puntual dunha serie
de potencias pode ser un dos seguintes conxuntos:

Rv {xO}v (mO_vaO_R)v [:Eo—R,.'Eo—R), (l'o—R,LEQ—R], [IO_Rny_R]-

Algunha destas situacions podense ver nos seguintes exemplos que mostran
ademais que o campo de converxencia e o intervalo de converxencia dunha serie de
potencias non tefien por que coincidir.

Exemplos.- Considéranse as series de potencias
Zma > nla®, D am, Z;v Zﬁ
n=0 """ n=0 n=0 n=1 n=1

Son series de potencias todas elas centradas no punto 0 e nas que os raios de

converxencia podense calcular a partir do limite lim,,—, 4 & %

> Aserie) 7, anr converxe puntual e absolutamente en R pois

1!
R= lim Mz lim (n4+1) =400
n—-+o00 n! n—-+0o0o
. n! . 1 ) o
> Como, R= lim ——== lim —— =0, a serie Y .- nlz" converxe

n—too (n+1)!  notoon +1

no conxunto {0}.

> O intervalo de converxencia das series Y o oz”, 32,2 e 300 Iy &

n

(=1,1) xa que nos tres casos R = 1.

» A serie Y%, 2" converxe puntual e absolutamente en (—1, 1), pois as serie
n=0
(=)™ e >, 1™ son diverxentes;

> A serie Z;L’OZO% converxe puntualmente en [—1,1) e absolutamente en

o 1
n=0n

(~1,1), pois a serie Y20 (D" ¢ converxente e Y é diverxente;

> .2, %y converxe puntual e absolutamente en [—1,1], pois 3. (_nlz)" e
0o 1
Zn:l n2-
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Actividades propostas
» Determinar o campo de converxencia puntual e absoluta de series de
funcions aplicando os criterios de converxencia de series numéricas.
* Aplicar o criterio maiorante de Weierstrass para estudar a converxencia
uniforme de series funcionais.
« Dar exemplos de series de funciéns que non converxan puntualmente.
» Dar exemplos de series de funciéns que converxan puntualmente pero
non absolutamente.
« Dar exemplos de series de funciéns que converxan puntualmente pero
non uniformemente.
» Dar exemplos de series de funcions que converxan uniformemente.
Facilitarase o material preciso para o desenvolvemento das actividades que
irdn sendo propostos na aula segundo o ritmo de traballo do grupo.

2.2. Series de potencias

Por Gltimo, un dos exemplos mais sinxelos e tamén interesantes de series de
funciéns son as chamadas series de potencias. O seu uso foi anterior ao estudo siste-
matico das series funcionais e estan relacionadas con situacions xa cofiecidas, como a
aproximacion de certas funciéns por polinomios.

Unha serie de potencias con centro Zo ¢ unha serie funcional Y .,-, f», onde as
funciéns f,: R — R verien dadas por f,(z) = an(z — 20)", an € R, para cada n €N, e
fo(xz) =ao. A serie de potencias centrada en Zo con coeficientes adn, 7 >0 vén
representada por Y -2 an(z — zo)".

Se Y2y an(xz —x0)™ é unha serie de potencias, considérase p = limsup |a,|'/". O
raio de converxencia da serie de potencias &

0 se p = +00,
R= 117 se 0 < p < +o0
400 sep=0

O intervalo de converxencia da serie de potencias é o intervalo (zo — R, zo + R).

Nunha parte das series de potencias, o raio de converxencia pédese determinar
polo limite

lan|

n—+00 [ani1]

se o limite existe ou é +00, 0 que na practica resulta mais doado.
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graficas das funcions f, estan situada nunha vecifanza da gréfica de f, isto & entre as
gréaficas das funcions f —e e f+e. E dicir, as graficas das funciéns da sucesion
aproximanse globalmente a grafica da funcion limite.

Figura 3.- Converxencia uniforme

Teorema.- Se a sucesion {f,} converxe uniformemente a f en E entén {f,}
converxe puntualmente a f en E.

E importante comprender que o reciproco do resultado non é certo. Por exemplo, a
sucesion de funcions dada por f,(z) = z", se z € [0,1], converxe puntualmente en
[0, 1] & funcion definida por f(z) =0, se z € [0,1) e f(1) = 1, porén,

lim  sup |fa(z) — f(z)]= lim sup 2" =1
o0 zelo,1 0 zef0,1)

polo que a converxencia non é uniforme.

Diferenza entre converxencia puntual e uniforme.- Que a sucesion {f,} converxa
puntualmente a f en E significa que:

= Fixado un = € E, a correspondente sucesion de nimeros reais {f,(x)} converxe a
f(z), é dicir, para todo € > 0 existe un nimero natural N € N tal que para todo n > N
verificase |fn(z) — f(z)] < e. O nimero N dependera do € e de %, ao cambiar = por
outro y € E a sucesion {f,(y)} é distinta a {f.(z)} e o indice N que vale para unha
non ten por que valer para a outra. Para cada x € E, a sucesién numérica {f.(z)}
converxe ao numero real f(z) pero a rapidez da converxencia depende do punto .

Que {f.} converxa uniformemente a f en E significa que:

= Fixado un € >0, existe un numero natural N € N tal que para todo n > N
verificase | f(z) — f(x)| < € para todo z € E. E dicir, na converxencia uniforme hai un
mesmo numero N que é valido para todos os = € E e a partir del todos os f,,(z) distan
de f(z) menos que €. A rapidez da converxencia das {f,(z)} a f(z) € a mesma para
todos os x € E.

A seguinte condicion pode ser util para estudar a converxencia uniforme dunha

sucesion de funciéns da que non se cofiece a sta funcién limite puntual.

Condicién de Cauchy para a converxencia uniforme.- A condicién necesaria e
suficiente para que a sucesion {f,} converxa uniformemente en E é que para todo
e > 0 exista N € N tal que se p,q > N se verifique | fp(z) — fq(z)| <€, para todo = € E.
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1.2. Converxenciauniformedesucesionsdefunciéns continuas,
derivables ou integrables

Os seguintes resultados mostran que a converxencia uniforme transmite a
continuidade e a integrabilidade dos termos da sucesion a funcioén limite.

Teorema.- Se {f.} é unha sucesion de funciéns continuas en E que converxe
uniformemente a unha funcion f en E entén f € continua en E.

Teorema.- Se {fn} é unha sucesién de funciéns Riemann integrables no intervalo [a, b]
que converxe uniformemente a unha funcion f en [a,b] entdn f é Riemann integrable
en[a,b], é

/abf: lim bfn.

n—oo a

Exemplo.- As funcions f, : [0,1] — R definidas por

nz se 0<z<1/n
fa@)={ —n?(z—2) se z€[l/n,2/n|
0 se 2/n<z<1

son Riemann integrables en [0, 1] e converxen puntualmente en [0, 1] & funcién f = 0.

[T .Y AN
0.250.33 05 1

X
Figura 4.- Alguns termos da sucesion { f,. } e a funcion limite puntual f.
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Teorema.- Se Y o ; fn converxe uniformemente a f en E, verificase:

1. Se cada funcién f, é continua en E entén f € continuaen E, e
Jim 1) = Y D fal@) =D Jiw fn(a).
n=1 n=1

2. Se cada funcién f, é Riemann integrable en E = [a,b] entdn f é Riemann
integrable en [a, b], e

b b S b
/af=/an§1fn=;/a for

Teorema.- Sexa {fn,} unha sucesion de funcions derivables en (a,b) para as que
existe un punto zo € (a,b) no que a serie numérica Y .-, fn(zo0) € converxente. Se
>-o2 | fl converxe uniformemente a 9 en (a, b) entén > oo ; fn converxe uniformemente
a unha funcion derivable f en (a, b) que verifica f'(z) = g(z) para cada z € (a,b).

Aplicando a condicion de Cauchy para a converxencia uniforme de sucesions a
sucesion de sumas parciais da serie, prébase a seguinte condicién

Condicién de Cauchy para a converxencia uniforme dunha serie de funcions.- A
condicion necesaria e suficiente para que a serie > .., f» converxa uniformemente en
E é que para todo € >0 exista N € N tal que se p > ¢ > N se verifique para todo
reFE

[fo(2) + ..+ fo@)| < e

O seguinte criterio da unha condicién suficiente para deducir facilmente cando unha
serie de funciéns converxe uniformemente.

Criterio maiorante de Weierstrass.- Sexa {M,} unha sucesién de numeros reais
positivos tal que |f.(z)| < M,, para todo € E e n€N. Se a serie > ooy M, &

o]

converxente, enton > -, f» converxe uniformemente en E.

sin nx

Exemplo.- A serie > ooy -z~ € uniformemente converxente en todo R, pois

sin nx 1

|< =

n2

n2

o) 1

e a serie numérica y .-, -z € converxente.

Analogamente, a serie > ey m € uniformemente converxente en [0,1] ao

estar maiorada no intervalo pola serie numérica converxente Zle ﬁ
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2.1. Series de funciéns

Se {f.} é unha sucesion de funcions definidas en E pddese construir unha nova
sucesion de funcions {s,} na que os termos vefien dados pola suma dos n primeiros
termos da sucesion { f,, }, & dicir

n
Sn = Zfz
i=1

Unha serie de funcions de termo xeral fn, que se representa por > o2, fn, € 0 par
formado polas sucesions ({f.}, {sn}). A sucesion {s,} & a sucesidén de sumas parciais
da serie.

Converxencia puntual.- A serie > -, f» converxe puntualmente a f en E se a
sucesion de sumas parciais {s»} converxe puntualmente a f en E.

A definicién de converxencia puntual de sucesidén de funciéons e a definicién de
converxencia de series numéricas permiten demostrar que unha serie de funcién
converxe puntualmente a f en E se e s6 se para cada = € E, a serie numérica
Yoo 1 falz) converxe ao numero real f(z). Por tanto, no estudo da converxencia
puntual das series pddese utilizar os criterios xa cofiecidos de converxencia de series
numericas.

A funcién suma da serie de funciéns é a funcién limite puntual da sucesion {s,}, e
vén dada para cada x € E por

f@) =3 fula).
n=1

Converxencia absoluta.- A serie > ., fn € absolutamente converxente en E se a
serie Y . | f»| converxe puntualmente en E.

Tendo en conta esta definicion e os resultados sobre converxencia absoluta de
series numéricas, demdstrase que se Z;’f’:l fn € absolutamente converxente en E
entén tamén é puntualmente converxente en E.

Converxencia uniforme.- A serie Z;"’:l fn converxe uniformemente a f en E se a
sucesion de sumas parciais {s,} converxe uniformemente a f en E.

Teorema.- A condicion necesaria para que a serie Y oey fn

1. converxa puntualmente en E é que a sucesion {f,} converxa puntualmente a
f=0enkE.

2. converxa uniformemente en E é que a sucesion {f,} converxa uniformemente
af=0enk.

A definicidon de converxencia dunha serie de funcidéns a partir da converxencia da
sucesion de sumas parciais e as propiedades que verifican as sucesions funcionais,
permiten trasladar todos os resultados que se verifican para sucesion de funcions e
obter os seguintes
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Non obstante, a converxencia non é uniforme xa que

1 1/n 2/n 9 1
lim fu(z)dz = lim / nzdz —/ n(x—)dz | =1#0= / f.
0 0 1 n 0

n—o0 n—oo /n

Para poder intercambiar o limite coa integral, a hipétese de converxencia uniforme
€ moi forte cando é coriecida a priori a integrabilidade da funcion limite. O seguinte
teorema permite o intercambio se a sucesion de funcidns € uniformemente limitada.

Teorema da converxencia limitada.- Sexa { f,} unha sucesion de funciéons Riemann
integrables en [a,b] que converxe puntualmente a unha funcion f Riemann integrable
en [a,b]. Se {f.} é unha sucesion uniformemente limitada, é dicir, existe unha
constante B tal que | f,(z)| < B para todo z € [a,b] e n € N, entdn

/abf= im [ o

n—oo a

Exemplo.- Tratase de calcular o limite

1
. _ 2
lim e " dr

n—o0 0
Como é sabido as integrais definidas que aparecen no limite son descofiecidas pois
non se pode obter as expresién das primitivas das funciéns involucradas. Para
resolver o problema inténtase intercambiar o limite pola integral. A sucesién de termo
xeral f,(z) — ¢ 2" & unha sucesion de funciéns continuas en [0,1] que converxe
puntualmente no intervalo & funcién

1 se =0
f"(m):{o se xz € (0,1]

que non é continua. Por tanto a converxencia non é uniforme e, en principio, non se
pode facer o intercambio. Non obstante, a sucesion & uniformemente limitada pois
|e*m2| <1, para todo z € [0,1] e n € N, e converxe a unha funciéon que é Riemann
integrable en [0, 1]. Aplicando o teorema da converxencia limitada

1 1
lim [ e™dz= [ (lim e )dz =0.

n—oo 0 0 n—oo
A converxencia uniforme dunha sucesion de funcions é suficiente para transmitir a
continuidade e integrabilidade dos termos da sucesion a funcién limite. Porén a
funcion limite uniforme dunha sucesion de funciéns derivables non ten que ser
derivable, e ainda que o fose, a sucesién das funcions derivadas non ten por que
converxer puntualmente & derivada da funcion limite (é dicir, non é posible nesas
circunstancias intercambiar o simbolo de limite polo de derivacion). Os seguintes

exemplos mostran cada unha destas posibilidades:
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Exemplo.- A sucesion de funcions derivables f,: R — R, dada por

sennx

NG

converxe uniformemente & funcién f = 0 en R, pois | fn ()| < ﬁ7 neN, zeR,

1
0< lim sup |fu(z)— f(z)] < lim —,=0.
n—00 (0,1 nooe \/n

Como f/(z) = v/ncosnz, a sucesion {f}} non converxe puntualmente en R.

Exemplo.- A sucesion de funciéns derivables de termo xeral f,: R — R,

-z se z<-—1/n
fa(@) =% 22?2+ 3 se z€[-1/n,1/n|
x se z>1/n

converxe uniformemente a funcion f(z) = |z|, x € R, que non é derivable en R. En
efecto, se zg < 0, existe un natural N tal que zo < —% e por tanto, fn(z0) = —z0, se
n >N, o que implica que f(zo) =limz—oo f(x0) = —x0. Analogamente, se g > 0,
existe un natural N tal que fn(xz0) =zo se n > N, e f(zo) = limz— o0 fn(z0) = zo. A
converxencia uniforme é consecuencia de

lim sup|fa(@) = f(@)| = lim  sup  |fal@) = f(2)| = lim — =0

n—00 geR N0 pel—1/n,1/n] n—oo 2n

Na figura 5 podense ver as graficas dalguns termos da sucesion.

-

N

Figura 5.- Alguns termos da sucesion { f, }.

Compre aumentar as hipéteses para que a derivabilidade se transmita por
converxencia a funcién limite.

Teorema.- Se {f.} é unha sucesion de funcions derivables no intervalo (a, b) de R que
verifica

1. Existe zo € (a,b) no que a sucesion numérica { f,(zo)} € converxente.
2. {f} converxe uniformemente a unha funcion g en (a, b).

Entén {f,} converxe uniformemente a unha funcion f que é derivable en (a,b), e
f'(z) = g(x) para todo z € (a,b).
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Actividades propostas

» Preparacion e exposicién das demostraciéns dalgun dos resultados
mais relevantes.

» Construcién de sucesion de funcions que converxan puntualmente e
non uniformemente.

» Analizar a converxencia puntual e uniforme de varias sucesion.

» Obter a funcion limite de sucesions, e estudar a sta continuidade, deri-
vabilidade e integrabilidade.

» Précticas de ordenador.

Facilitarase o material preciso para o desenvolvemento das actividades que
irdn sendo propostos na aula segundo o ritmo de traballo do grupo. Con todo iso cada
alumno podera comporier o seu propio cartafol de practicas, complementaria do pre-
sente texto tedrico.

2. SERIES DE FUNCIONS

Relacionadas coas sucesions de funciéns estdn as series funcionais.
Deixando a parte outros aspectos formais, as cuestions que interesan en analise son
as relacionadas coa converxencia. Por un lado, as series funcionais converxentes
permiten definir novas funcions por medio da sua suma. Polo outro, é de gran interese
0 proceso inverso, representar unha funcion dada como suma dunha serie funcional
dun tipo determinado, por exemplo, dunha serie de potencias. Estas representacions
permiten unha analise sistematica e profunda das funcions representadas.

Unha vez introducido o concepto de serie de funcions reais a partir da suce-
sion funcional de sumas parciais, definense as converxencias puntual e uniforme da
serie de funcidons como a converxencia puntual e uniforme desta sucesion de sumas
parciais. Deste xeito todas as cuestions referentes a series de funciéns respéndense
examinando as cuestions correspondentes relativas a sucesion de funcions. De feito,
todos os resultados obtidos para sucesions de funcions poderan ser traducidos a este
caso.

Non obstante, moitas veces resulta mais cémodo o estudo de series fun-
cionais de forma directa que a partir da sda sucesién de sumas parciais. Xa que
a converxencia puntual dunha serie de funciéns equivale a converxencia de series
numéricas, podense utilizar para o seu estudo os criterios de converxencia de series
numéricas. Ademais, o criterio maiorante de Weierstrass facilita a andlise da conver-
xencia uniforme dunha serie de funcions.

Arepresentacion de funcions mediante series de potencias tivo un importante
papel no desenvolvemento do calculo. Esta € unha clase importante de series de fun-
cions que posuen propiedades que non son validas para outras series de funciéns en
xeral. Todas as series de potencias tefien en comin a converxencia absoluta, e por
tanto puntual nun intervalo, o intervalo de converxencia da serie de potencias, que se
pode obter a partir do célculo do raio de converxencia da serie, e a diverxencia no ex-
terior do intervalo de converxencia. Analizaranse as propiedades das funciéns defini-
das mediante series de potencias e a serie de Taylor dunha funcién de clase infinito.

UNIDADE 3. SUCESIONS E SERIES DE FUNCIONS REAIS - 17



