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PRESENTACION

A presente unidade didactica enmarcase dentro da materia Matematicas
para Bioloxia, que pertence ao primeiro curso do plan de estudos do Grao
en Bioloxia da Universidade de Santiago de Compostela. Esta materia nace
como ferramenta para que os futuros bi6logos e bidlogas adquiran os
cofiecementos e destrezas matematicas necesarias para exercer no futuro a
sta profesion cientifica. Mais concretamente, esta materia pretende
proporcionar unha formacion basica en calculo infinitesimal e ecuaciéns
diferenciais, facendo énfase na modelaxe dalglns procesos relacionados
coa bioloxia, como poden ser o crecemento poboacional ou as leis de
arrefriamento, entre outros.

Nesta unidade didactica farase fincapé, precisamente, nesta Ultima parte.
Asi, nela desenvolveremos as nociéns e resultados basicos relativos &
teoria de ecuaciéns diferenciais, estudando algins métodos para a
resolucién dalgin tipo particular delas, asi como a sua aplicacion &
modelaxe de diversos procesos da vida real. Para este desenvolvemento
farase imprescindible manexar con soltura os contidos das unidades
didacticas anteriores relacionadas co estudo das funcidns reais de varias
variables reais, asi como o calculo diferencial e integral.

OS OBXECTIVOS

A continuacién enumeramos 0s obxectivos que pretendemos que 0S NOS0S
alumnos acaden ao final da presente unidade didactica:

— comprender e manexar 0s conceptos e a homenclatura propia das
ecuacions diferenciais;

— discutir a existencia e/ou unicidade de solucidn dunha ecuacién
diferencial ordinaria mediante a aplicacion dos teoremas de Cauchy-
Peano e Picard-Lipschitz;

— integrar ecuaciéns diferenciais en variables separadas e lineares.
Resolver problemas de valor inicial asociados a estes tipos de
ecuacions;

— cofiecer algin modelos matematicos de uso frecuente en bioloxia e
gue vefien expresados mediante ecuacions diferenciais. Resolver
problemas que empreguen estes modelos;

— empregar o programa informatico Matlab como ferramenta auxiliar
de apoio no traballo con ecuacions diferenciais, tanto para
resolvelas como para realizar representaciéns graficas das slas
solucions.
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OS PRINCIPIOS METODOLOXICOS

Co fin de que os alumnos e alumnas acaden ao final da unidade didactica
0s obxectivos formulados, ao longo da mesma aplicaranse unha serie de
principios metodoléxicos que terdn como fio conductor principal a
aprendizaxe significativa. A meta deste principio metodoléxico consiste en
que os e as estudantes relacionen a informacién nova que estan recibindo
coa informaciéon previa que xa poslUen, de xeito que a estructura dos
cofiecementos previos condiciona 0s novos cofiecementos e experiencias, e
estes, & slia vez, modifican e reestruturan aquellos. Entre as ideas principais
da aprendizaxe significativa destacan:

— o0s cofiecementos previos deben estar relacionados cos novos que
se pretende adquirir, de xeito que funcionen como base ou punto de
apoio para a adquisicién de cofiecementos novos;

— é preciso desenvolver un amplo cofiecemento metacognitivo para
integrar e organizar 0s novos cofiecementos;

— € preciso que a nova informacion se incorpore a estrutura mental e
pase a formar parte da memoria comprensiva,

— a aprendizaxe significativa e a aprendizaxe mecanicista non se
opofien, senén que poden combinarse ao longo de todo o proceso
de ensinanza;

— require una participacion activa do estudante, onde a atencién se
centra en como se adquiren as aprendizaxes;

— preténdese potenciar que o estudante constria a slUa propia
aprendizaxe, levandoo cara a unha autonomia a través do proceso
de andamiaxe. A intencién Ultima desta aprendizaxe é que o
estudante adquira a competencia de aprender a aprender;

— a aprendizaxe significativa emprega os cofiecementos previos para,
mediante comparacion ou intercalacion cos novos cofiecementos,
armar un novo conxunto deles;

— a aprendizaxe significativa pode producirse mediante a exposicion
dos contidos por parte do docente ou por descubrimento do
estudante.

Con respecto a este Ultimo punto, ao longo do desenvolvemento desta
unidade tentaremos que 0s novos cofiecementos se adquiran mesturando a
partes iguais a aprendizaxe por descubrimento e a aprendizaxe por
exposicion.
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Co fin de concretar o exposto anteriormente planéase unha metodoloxia
desenvolvida ao longo de 12 sesidns presenciais, nas que se mesturaran as
clases expositivas por parte do profesor nas horas expositivas, xunto co
traballo individual e en grupo por parte do alumnado durante as horas de
laboratorio ou seminario. Ademais, contémplase a realizacién de sesiéns de
titorias en grupos reducidos que sirvan para seguir dun xeito mais persoal e
individualizado o proceso de ensinanza-aprendizaxe.

Por outra banda, en canto aos materiais que se empregaran podense
destacar os seguintes:

— o libro de texto. Servira como guia para o profesor e como manual
recomendado para os alumnos e alumnos. En concreto,
recomendarase o liboro NEUHAUSER, C. Matematicas para Ciencias
da editorial Pearson, edicion de 2004. Consideramos que esta
referencia aproxima de xeito 6ptimo os contidos que se van traballar
ao longo da unidade, cunha boa proposta de exercicios e
actividades;

— o software cientifico MATLAB. Este é un programa mateméatico que
ofrece un contorno de desenvolvemento integrado e unha linguaxe
de programacién propia, e consideramos que sera de grande
utilidade tanto na realizacion de calculos como na representacion de
graficos relacionados co estudo e aplicacion das ecuacions
diferenciais. Este software atdpase actualmente implementado en
todos os ordenadores das aulas de informética da facultade de
bioloxia, polo que o alumnado e o profesor poderan facer uso del
sempre que 0 precisen;

— a ferramenta online Fooplot, en www.fooplot.com Este é un recurso
gratuito dispofiible na rede e que permite realizar representacions
gréficas de funcibns mateméticas de todo tipo, e ser4 de grande
utilidade durante as exposicions para que os alumnos e alumnas
poidan visualizar o comportamento das ecuacions e modelos que se
presentardn ao longo da unidade didactica;

— boletins de exercicios e practicas que serdn entregados
periodicamente ao alumnado.

Nin que dicir ten que o tempo de traballo presencial na aula debe verse
complementado cun traballo individual por parte dos alumnos e alumnas
féra do horario lectivo. De xeito xeral, estimanse unhas duas horas de
traballo persoal por cada hora de traballo na aula.
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OS CONTIDOS BASICOS

En relacion cos obxectivos formulados ao principio desta unidade didactica,
realizase a continuacion a concrecion dos contidos que se traballaran ao
longo da mesma.

1. Basicos sobre ecuaciéons diferenciais

— Ecuacion diferencial: definicibn, orde da ecuacion, variables
dependentes e independentes.

— Diferenza entre ecuacion diferencial ordinaria (EDO) e ecuacién en
derivadas parciais (EDP).

— Solucion dunha ecuacién diferencial.

— Tipos particulares de ecuacions diferenciais ordinarias: ecuacions
en variables separadas e ecuacions lineares.

— Problemas de valor inicial.

— Resultados de existencia e unicidade de solucién para problemas de
valor inicial: teoremas de Cauchy-Peano e Picard-Lipschitz.

2. Integraciéon dalguns tipos particulares de ecuacions diferenciais
ordinarias de primeira orde.

— Método para a integracion de ecuaciéns en variables separadas.
Obtencién da solucion xeral. Resolucién de problemas de valor
inicial asociados.

— Meétodo para a integracién de ecuacions lineares. Obtenciéon da
solucion xeral da ecuacion xeral mediante a suma da solucién xeral
da ecuacion diferencial homoxénea asociada e unha solucién
particular da ecuacion linear completa. Método de variacion de
constantes. Resolucidn de problemas de valor inicial asociados.

3. Modelos bioldxicos que empregan ecuaciéns diferenciais.

— Modelos poboacionais. Ecuacion de Malthus, ecuacién Loxistica,
ecuacion de Von Bertalanffy. Integracion destas ecuacions.
Poboacidns limite. Resolucién de problemas reais mediante a
aplicacion destes modelos.

— Modelo de arrefriamento de Newton. Integracion da ecuacion de
Newton. Resolucién de problemas reais que empreguen esta
modelaxe.
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— Lei de desintegracion radioactiva. Integracién da ecuacién de
desintegracién. Semivida dunha substancia. Resoluciéon de
problemas reais que empreguen este modelo.

ACTIVIDADES PROPOSTAS

Co fin de que os alumnos e alumnas alcancen os obxectivos propostos ao
comezo desta unidade didactica, proponse a continuaciéon unha serie de
activdades de aula que nos permitirdn traballar cada un dos contidos
enumerados na epigrafe anterior.

Como diciamos nos principios metodoloxicos, esta unidade levarase a
aula ao longo de 12 sesions presenciais, distribuidas do seguinte xeito: 7
sesions expositivas, 3 sesions de seminario e 2 sesions de laboratorio. O
que segue é unha proposta de desenvolvemento destas sesions.

1. Sesidén expositiva n® 1: Motivacion do estudo das ecuacions
diferenciais

Co fin de motivar o estudo das ecuacions diferenciais, parece interesante
motivar a atencién dos estudantes amosando visualmente algunas das suas
aplicacions en procesos da vida real. Deste xeito, ademais de conseguir
chamar a stia atencion e introducilos de xeito suave na unidade, podemos
adiantar tamén alguns dos elementos do terceiro bloque de contidos.

Asi, comezaremos a sesién proxectando tres documentais breves:

Prueba del Carbono 14 (2’ 09”), en
http://www.youtube.com/watch?v=63aPTdLTJxY

El Carbono 14 (1’ 46”), en
http://www.youtube.com/watch?v=iPfNAiWww 9w

Ley de enfriamiento de Newton (3’ 03”), en
http://www.youtube.com/watch?v=08thvAJRr70Q

Os dous primeiros explican brevemente como se realiza a datacion de
restos organicos a partir do método do carbono-14. Pola sUa parte, no
terceiro video realizase un experimento fisico para comprobar o
cumplimento da lei de arrefriamento de Newton.

Unha vez visualizados os videos, e coa finalidade de que o alumnado
matine un pouco sobre o contido dos mesmos e vaian abrindose a
adquisicion dos novos contidos, distribuirase aos estudantes en grupos de 4
persoas e deberan responder as seguintes cuestions:

1) Explica coas tlas palabras como se realiza a datacién de restos fosiles
a partir do método do Carbono-14.
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2) No segundo video dise que a vida media do Carbono-14 é de 5730
anos. Explica o significado desta afirmacion.

3) Nun resto fésil observouse que conserva 0 12.5 % de Carbono-14. Que
idade aproximada tefien eses restos?

4) Explica coas tlas palabras como varia, no experimento do terceiro
video, a velocidade de arrefriamento da auga segundo o paso do
tempo. De que cres ti que depende esta velocidade?

5) Fai unha representacion grafica aproximada da variacion da velocidade
de arrefriamento frente ao tempo.

6) Cal das seguintes funcidns pensas que aproxima mellor esa variacién?

V(t)=kt;V (t)=—kt;V(t)=e";V(t)=e™

Despois de deixar un tempo duns 20-25 minutos para a realizacion
desta actividade, realizarase unha posta en comun das respostas. Ao final
da sesién, o profesor indicara que as funciéns que controlan ambolos dous
procesos se obtefien a partir da resolucion de cadanstas ecuaciéns
diferenciais asociadas, tal e como aprenderan ao longo do
desenvolvemento da unidade didactica.

2. Sesidn expositiva n° 2: Conceptos basicos relativos a ecuaciéons
diferenciais

Esta clase maxistral esta destinada a introducir os conceptos e definicidns
basicas relativas a ecuaciéns diferenciais. Nela presentaranse formalmente
as definicions de ecuacion diferencial, orde da ecuacién, tipos de variables,
solucién e diferencia entre ecuacion diferencial ordinaria (EDO) e ecuacion
en derivadas parciais (EDP). A continuacion presentaranse dous tipos
particulares de EDO: en variables separadas e lineares. Ao remate desta
sesion, entregarase aos alumnos e alumnas o Boletin de exercicios n° 1
(ANEXO 1) e indicaraselles que na seguinte sesion se traballardn os
exercicios 1), 2), 3) e 4).

3. Sesidon de seminario n° 1: Identificacion de tipos de ecuaciéns e
comprobacién de soluciéns

Durante esta sesion de seminario distribuirase aos alumnos e alumnas por
parellas e destinaranse os primeiros 30 minutos a que realicen os tres
primeiros apartados dos exercicios 1) e 2) do Boletin 1 e o primeiro dos
exercicios 3) e 4). Despois deste tempo, o profesor resolvera no encerado
estas cuestions. CoOmpre sinalar que os exercicios 3) e 4) poden presentar
maior dificultade, posto que neles, e sen previo aviso para o0 alumno, se esta
introducindo os conceptos de problema de valor inicial e solucién do
mesmo. Parécenos que este xeito de facelo, sen previo aviso, é intersante,
pois facilita por unha parte a motivacioén de introducir os contidos novos e
por outra banda que o alumno se tefla que enfrontar a eles facendo uso
unicamente das slUas ferramentas previas, facilitando deste xeito a
aprendizaxe por descubrimento e a aprendizaxe significativa.

12 - UNIDADE DIDACTICA IV. Ecuacidns diferenciais. Aplicacions &
bioloxia



Estas tres primeiras sesions pretenden acadar o primeiro dos obxectivos
formulados ao comezo da unidade did4ctica.

4. Sesion expositiva n® 3: Resultados de existencia e unicidade de
solucién para PVI

Esta cuarta sesion consistira nunha clase maxistral na cal se introducira
formalmente o concepto de problema de valor inicial, contido que xa fora
presentado deliberadamente e sen previo aviso na sesién de seminario
anterior. Unha vez presentado este concepto enunciaranse os dous
resultados principais relativos a existencia e unicidade de solucién para este
tipo de problemas: os teoremas de Cauchy-Peano e Picard-Lipschitz. Para a
comprensién destes resultados sera preciso evocar alguns cofiecementos
previos relativos a funciéns de varias variables reais que os alumnos xa
deberon adquirir en anteriores unidades didacticas. Compre sinalar tamén
que, ainda que o enunciado clasico do teorema de Picard-Lipschitz implica
que a funcibn que define a ecuacion diferencial sexa «localmente
lipschitziana» respecto da variable espacial, os alumnos e alumnas desta
materia non manexan este concepto. E por iso que se enunciard unha
version mais feble deste resultado, na que se pide que a funcién que define
a ecuacion sexa simplemente «continuamente diferenciable» respecto da
variable espacial.

Co fin de ilustrar este teorema, presentaraselles aos alumnos e
alumnas o seguinte exemplo:

y'=y**;y(0)=0

Este problema de valor inicial admite duas solucions definidas en toda
a recta real: por un lado, a funcién identicamente nula e, por outro, a funcion

Este € un exemplo ben ilustrativo, pois esta baixo as hip6teses do
teorema de Cauchy-Peano, pero admite duplicidade de solucion. Isto &
debido a que a funcién que define a ecuacién non € continuamente
diferenciable respecto da variable espacial, polo que neste caso non é
aplicable o teorema de Picard-Lipschitz.

Unha vez presentados e ilustrados estes resultados, pediremos aos
alumnos e alumnas que, por parellas, tenten resolver o exercicio nimero 5
do Boletin 1, que é de aplicaciéon dos contidos que se acaban de traballar.

Con esta sesion traballamos o segundo dos obxectivos formulados ao
comezo da unidade didactica.

5. Sesién expositiva n° 4: Integracién de ecuacions diferenciais en
variables separadas

Esta sesion esta destinada a explicar un contido eminentemente
procedemental: a resolucion de ecuacions diferenciais en variables
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separadas. Para iso ilustraremos o método a partir de varios exemplos
extraidos do Boletin 1.

2 .
Comezaremos integrando a ecuacion Y =Y (exercicio 6, apartado
a)). Para facelo, dirémoslles que a reescriban na forma:

d 2
A continuacion separamos as variables:
d—%zdx
y
Agora podemos integrar nos dous membros para obter:
1 yic

Neste punto é habitual que os alumnos formulen a cuestién de por que
non aparece unha constante de integracion tamén no primeiro membro. De
ser 0 caso, explicardselles que o que se fai é asimilar ambalas duas
constantes nunha GOnica no segundo membro. Esta cuestion acostuma a
turbar levemente aos estudantes, e teremos oportunidade de volver sobre
ela mais adiante. O (ltimo paso na resolucion da ecuacién difrencial
consiste en despexar a variable dependente facendo:

-1
y(X)_X+C

E interesante neste momento realizar a comprobacion de que a funcion
obtida é, en efecto, solucidon da ecuacion diferencial.

Despois de obter a forma xeral da EDO, preguntaraselles aos estudantes
acerca da resolucion dalguns problemas de valor inicial asociados a ela. Asi
por exemplo, interrogaraselles acerca de cal é a solucibn que pasa polo
punto (1,1), o cal implica resolver a ecuacion alxebraica

-1
l=—=—,
1+C
gue implica
C=-2,
polo que a solucién do problema de valor inicial vén dada pola funcién:
-1
X)|=——=
y(x)=5=

Duas cuestiéns interesantes para formular aos alumnos e alumnas neste
momento son: que particularidade tefien as solucidons que cruzan o eixo de
ordenadas (son todas constantes) e que ocorre coas solucions que cruzan o
eixo de abscisas (non existe ningunha).

Despois deste, ilustraremos 0 método de resolucidon de EDO en variables
separadas cun novo exemplo (exercicio 8, apartado a)):

y' =3x"y
Como antes, reescribimos a ecuacion e separamos as variables:
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gyx=3x2dx

Integrando novamente en ambolos dous membros obtense:

log y=x3+C

Neste momento é conveniente, para que 0s estudantes non se
«desconecten», preguntarlles acerca de como despexar a variable
dependente. Agardamos que respondan «tomando exponenciais», e asi o
faremos, tratando de ter coidado & hora de manipular a constante de
integracion, pois este € un exemplo tipico no que os estudantes amosan a
sla «desconfianza» co que estamos a facer. Asi, convén despexar en
varios pasos, facendo algo como:

y(x)=e""°=y(x)=e"e = y(x)=Ce"

Se os alumnos se ven demasiado turbados pola substitucibn que se
acaba de facer coa constante de integracién, unha alternativa € empregar
nomenclaturas diferentes para facerlles ver que se trata dun pequeno abuso
de notacién, pero totalmente lexitimo:

y(x)=e*+C,=..= y(x)=C,e*

Ao igual que para o exemplo anterior, farase a comprobaciéon de que a
funcién obtida é solucion da ecuacién diferencial e resolveranse alguns
problemas de valor inicial asociados a ela.

A Ultima parte desta sesion destinarase a que os alumnos, de xeito
individual, resolvan algunhas das ecuaciéns en variables separadas que
aparecen nos exercicios 8, 9 e 10 do Boletin 1.

6. Sesion expositiva n® 5: Integracién de ecuaciéns diferenciais
lineares de primeira orde

Nesta sesion traballarase outro contido puramente procedemental: a
resolucion de ecuacions diferenciais lineares de primeira orde, da forma:

y' (x)+P(x)y(x)=Q(x)

Non sobra comezar a explicacion convencendo aos estudantes de que
toda ecuacion linear se pode escribir na forma anterior, pois é unha cuestién
que pode provocar algunha que outra dubida no futuro.

E ben sabido que existe unha férmula explicita que nos proporciona «de
inmediato» a solucion xeral da EDO anterior. Porén, non nos parece
producente dar este método de resolucién, pois implicaria por parte dos
alumnos e alumnas un traballo meramente memoristico, indtil a medio prazo
e que iria en contra dos nosos principios metodoloxicos de facilitar
aprendizaxes por descubrimento. E por este motivo polo que optamos por
construir a solucién xeral da ecuacion linear mediante o procedemento de
«solucién xeral da ecuacion homoxénea asociada + solucién particular da
ecuacion completa». Ademais, non nos parece en absoluto disparatado
facer a demostracion desta propiedade, pois € meramente constructiva e
moi ilustrativa.
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Inmediatamente amosaremos a aplicacién deste método mediante un

exemplo, a ecuacion Y +2y=3¢” (exercicio 8, apartado c))

Seguindo os pasos explicados, resolvemos primeiramente a ecuacion
homoxénea asociada, que é unha ecuacion en variables separadas, do tipo
gue aprenderon a resolver na sesion anterior:

y'=2y=..=y(x)=Ce™

A continuacion explicamos a obtencibn da solucién particular da
ecuacion completa mediante o método de «variacion de constantes»,
dicindolle aos alumnos e alumnas que introduzan na ecuacion completa a
solucién que acaban de obter, substituindo a constante C por unha funcion
C(x):

(C(x)e?) +2C(x)e Z=3¢"
Resolvendo esta ecuacién chégase a que a funcidén C(x) debe satisfacer:

C'(x)=3e*,
de onde se obtén

Asi, a solucién xeral da EDO linear vén dada por:
y(x)=Ce *+e*

Como este é un método relativamente laborioso, convén repetir a
explicacion con algunha outra ecuacién. Asi por exemplo, pédese resolver
tamén a ecuacién d) do exercicio 8.

Os ultimos minutos da sesion deixaranse para que 0s alumnos resolvan
de xeito individual algunha das ecuaciéns lineares que aparecen nos
exercicios 8 e 9 do Boletin 1.

7. Sesion de seminario n°® 2: Resolucién de ecuacions diferenciais en
variables separadas e lineares

Esta sesidon estard destinada a que os alumnos e alumnas adquiran
destreza no manexo dos métodos de integracién que se explicaron nas
sesions anteriores. Para iso, durante os primeiros 30 minutos da sesion
pedirdselles que de xeito individual tenten resolver algunhas das ecuaciéns
en variables separadas e lineares que aparecen no Boletin 1. Na segunda
parte da sesion sera o profesor 0 que resolva estas ecuaicions no encerado.
E importante sinalar que para realizar correctamente estas actividades é
imprescindible que os estudantes manexen con soltura os métodos de
integracion que se estudaron na Unidade Didéactica Ill, polo que é moi
posible que haxa que recordar ou «refrescar» alguns dos procedementos xa
explicados na mencionada unidade.
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Chegados a este punto, os tres primeiros obxectivos formulados ao
comezo da unidade didactica deberian estar suficientemente elaborados.

8. Sesidén de laboratorio n°1: Ecuaciéns diferenciais con MATLAB

Para esta sesion levarase aos estudantes & aula de informatica,
procurando na medida do posible de que se dispofia de un ordenador por
persoa. O obxectivo desta sesion € que os alumnos e alumnas aprendan a
usar o programa MATLAB como ferramenta para a resolucién de ecuaciéns
diferenciais ordinarias. A estes efectos, dase por suposto que nas anteriores
unidades didacticas xa realizaron practicas con este programa e que, polo
tanto, xa posulen certa destreza no manexo deste software.

Comezaremos entregando a folla da practica (ANEXO 3), indicando que
a mesma se realizara en dlas partes, ao longo de dlas sesions de
laboratorio. Utilizando esta folla como guia, o profesor introducira os
comandos de MATLAB necesarios para resolver ecuacions diferenciais e
problemas de valor inicial e, con esta bagaxe, empregarase 0 programa
para resolver as ecuacions e PVI que se propofien no Boletin n° 1.

Esta sesion, ademais de contribuir & consecucion do quinto obxectivo
formulado ao comezo da unidade didactica, contrible tamén en certa
medida & consolidacién dos tres anteriores.

9. Sesién expositiva n® 6: Modelos poboacionais

Nesta sesion comezarase co estudo dalgins procesos bioloxicos
modelados mediante ecuacions diferenciais. Mais concretamente, nesta
hora estudaranse os modelos poboacionais de Malthus, loxistico e de von
Bertalanffy.

Para introducir a ecuacion de Malthus formularase aos alumnos e
alumnos a seguinte pregunta: «de que pensades que depende a velocidade
a que se reproduce unha determinada poboacion?» Agardamos que alguén
responda que a maior cantidade de individuos maior taxa de reproducion,
resposta que nos valera para introducir o modelo malthusiano, que propén
precisamente que unha poboacion se reproduce a unha velocidade
proporcional ao niumero de individuos que hai en cada instante. Esta idea
permitenos introducir a expresion matematica

p'(t)=kpl(t),
que € unha ecuacién diferencial en variables separadas e que, polo tanto,
xa saben resolver, obténdose

p(t)=p(0)e",
onde p(0) é a poboacién no instante inicial e k é unha constante que
dependera da propia poboacién.

Co fin de ilustrar este modelo e a obtencion do parametro k resolveremos
0 exercicio 6 do Boletin n° 2 (ANEXO 2).

E interesante despois disto interrogar aos estudantes sobre a cuestion
de se lles parece que o modelo malthusiano presenta algun inconveniente.
Como é moi probable que nun primeiro momento non se lles ocorra
ningunha resposta, faremos a representacion grafica de como evolucionaria
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a poboacién da India se seguise 0 modelo que se presenta no exercicio que
se acaba de resolver. Para facer esta representacion empregarase desde o
ordenador do profesor unha ferramenta gratuita dipofiible na rede, chamada
Fooplot, que permite realizar online representaciéns graficas de funcions
que despois poderemos descargar ao noso computador: www.fooplot.com

=000

8000

= T000

~E000

5000

4000

3000

20 40 60 8P 1?0 120 1?0 1?0 180 2?0 2?0 240 2?0 2?0
1 1 1

Ao realizar a representacion grafica observamos que a medida que pasa
o0 tempo a poboacion crece indefinidamente, fendmeno que non se
corresponde co comportamento real de ningunha poboacion, pois existen
factores externos, como por exemplo a limitacién dos recursos, que impiden
unha reproducion indefinida dos individuos. Este feito permitenos xa motivar
a introducién da ecuacion loxistica, a cal modela precisamente a limitacion
dos recursos e soluciona o problema do crecemento indefinido da
poboacion.

En canto ao xeito de presentar a ecuacién loxistica, parécenos mais
conveniente facelo na forma polinémica

p'(t)=ap(t)—bp(t),

deste xeito obsérvase esta ecuacién como unha «evolucién» do modelo
malthusiano no que se introduce un termo que limita o crecemento e
depende do cuadrado da poboacién, no sentido de que representa as
«interacciéns» entre os individuos que compiten polos recursos dispofiibles.
Esta € unha EDO en variables separadas e, como tal, podemos resolvela tal
e como explicamos aos estudantes, obtendo a solucién:
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Despois de obter a solucién é interesante amosar o feito de que, en efecto,
esta ecuacion non admite un crecemento ilimitado da poboacion, feito que
amosaremos calculando o limite

Iimt—>oo p(t):%

Ao igual que se fixo co modelo malthusiano, € conveniente ilustrar os
novos contidos cun exemplo, e a estes efectos resulta apropiado e exercicio
n° 8 do Boletin 2. A representaciéon grafica da funcién que se obtén neste
exemplo permite comparar a evolucién prevista polo modelo loxistico

(converxencia cara a poboacién limite) fronte ao modelo malthusiano
(crecemento indefinido):

16 18 20 22 24 26 28

Chegados a este punto, é conveniente presentar algin exemplo real no
gue se observe que, tal e como insinuabamos, o modelo loxistico aproxima
mais fidedignamente que o malthusiano o comportamento real da
poboacion. Para iso, presentarase a seguinte tdboa na que se amosa na
segunda columna o censo real da poboacion de EEUU entre os anos 1790
e 1980, na segunda, a evolucidn prevista polo modelo de Malthus con datos
de 1790 e 1800 e na terceira, a evolucion prevista polo modelo loxistico:
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Censo de Modelo Modelo
Ano  Estados Unidos malthusiano  loxistico

1790 3,93 3,03 3,93
1800 5,31 5,31 5,30

1810 7,24 7,18 7,13

1820 9,64 9,70 9,58

1830 12, 87 13,10 12, 82
1840 17,07 17,7 17,07
1850 23,19 23,92 22, 60
1860 31,44 32,32 29,70
1870 39, 83 43,67 38, 65
1880 50, 16 59,01 49,69
1890 62, 95 79,73 62,95
1900 75,99 107,73 78,37
1910 91,97 145, 57 95, 64
1920 105,71 196, 69 114,21
1930 122,78 265, 77 133,28
1940 131,67 359,11 152, 00
1950 151,33 485, 24 169, 56
1960 179, 32 655, 66 185, 35
1970 203,21 885,93 199,01
1980 226, 50 1197, 08 210, 46

A Ultima parte da sesién dedicarase a presentacion da ecuacion de Von
Bertalanffy, que modela a evolucion da talla dos individuos dunha poboacion
en funcién da distancia respecto & unha talla limite:

L' (t)=k(L,—L(t)),L.>0

Tratase dunha ecuacion linear que os alumnos xa saben resolver,
obtendo

L(t)=(L(0)-L,)e™+L,

Coma sempre, € moi conveniente ilustrar o comportamento do modelo
facendo unha representacion grafica das soluciéns:
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10. Sesién expositiva n°® 7: Modelos de desintegraciéon radioactiva e de
arrefriamento

Nesta sesion continuarase co estudo dalglins procesos da natureza que se
poden modelar mediante ecuacions diferenciais. Sera este momento de
lembrar a actividade de motivacién que se levou a cabo na primeira sesion
e, tomando esas ideas intuitivas como punto de partida, presentar
formalmente os modelos de desintegracion radioactiva e de arrefriamento.

Nun dos videos daquela primeira sesion introddcese, sen nomealo, 0
concepto de semivida ou vida media dunha substancia radioactiva. Isto faise
cando se di que unha mostra de Carbono-14 tarda 5730 anos en reducirse a
metade, independentemente do tamafio inicial da mostra. De aqui podemos
axudar os estudantes a deducir dlas cousas: en primeiro lugar, que a
desintegracidn non € un proceso linear no tempo e, en segundo lugar, que a
velocidade de desintegracion depende da propia cantidade de substancia
gue hai en cada instante. Esta afirmacion permitenos introducir formalmente
a ecuacion da desintegracion radioactiva:

x'(t)=—kx(t)

Esta € unha ecuacion en variables separadas, do tipo que os alumnos e
alumnas saben integrar. Ademais, € interesante propofierlles que deduzan a
partir da solucion da ecuacion a expresion que proporciona a semivida dun
composto radioactivo, co fin de, unha vez mais, facilitar a adquisicion de
aprendizaxes por descubrimento e non meramente memoristicas. A
continuacion, o profesor ilustrard o uso desta ecuacién na resolucién dos
exercicios 19 e 20 do boletin 2 que, precisamente, versan sobre o0 método
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do Carbono-14. Ao graficar con Fooplot a solucién do exercicio 19 podemos
facernos unha idea do comportamento previsto pola lei de desintegracion
radioactiva:

2000 4000 6000  B000 10000 12000 14000 16000 18000 20000 22000 2401
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Por dltimo, para introducir a lei de arrefriamento de Newton farase
novamente mencién ao video introductorio. Nese video observdbase
perfectamente que a velocidade de arrefriamento do liquido non era lineal e,
despois do que xa cofiecen acerca da desintegracion de substancias
radioactivas, non lles resultara estrafia a afirmacion que lles faremos de que
esa velocidade segue tamén un ritmo exponencial, dependendo da
diferencia entre a temperatura da substancia e a temperatura do medio.
Poderemos deste xeito introducir xa formalmente a ecuacion da lei de
arrefriamento de Newton:

T'(t)=—k(T(t)=M)

E interesante facer notar aqui unha diferencia importante con respecto
ao modelo de desintegracion estudado anteriormente: no que se presenta
agora o signo da derivada pode variar dependendo do signo de (T-M). Unha
vez resaltado este feito, cOmpre preguntar aos estudantes acerca do
significado fisico desta propiedade, co fin de que sexan quen de descubrila
sen a intervencion do profesor. O significado non € outro que o seguinte: se
a substancia se introduce nun medio mais frio, entébn a substancia perde
temperatura (7’<0). Se pola contra se introduce nun medio mais quente,
entdn a substancia gafia temperatura (7°>0). Alguén podera percatarse
entdon do «paradoxo» de que a lei de arrefriamento tamén modele
guecementos.
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Unha vez presentado formalmente o modelo, ilustrarase resolvendo os
problemas 21 e 22 do Boletin 2, sen esquecernos de facer a representacion
grafica con Fooplot, que nos permitira asimilar dun xeito 6ptimo a evolucién
prevista pola lei de arrefriamento de Newton:

50 100 150 200 250 300 350
L 1 1 L

11. Sesién de seminario n°3: Resolucion de problemas relacionados
coa modelaxe

Coa fin de que os alumnos e alumnas adquiran destreza e se familiaricen na
resolucién dos problemas que se presentaron nas ddas sesiéns anteriores,
adicaranse 30 minutos de seminario a que os estudantes, de xeito
individual, tenten resolver pola sta conta algins dos problemas propostos
no Boletin n° 2, que fan referencia aos 5 modelos estudados nas sesions
expositivas. Como é habitual, na segunda parte da sesiébn o profesor
resolvera ditos problemas no encerado. Esta resolucion pode vir
acompafiada, se o tempo asi 0 permite, coa realizacion da representacion
gréfica das soluciéns en Fooplot.

O traballo realizado nestas catro Ultimas sesions esta destinado
principalmente a consecucion do cuarto dos obxectivos formulados ao
comezo da unidade didactica.

12. Sesién de laboratorio n°2: Modelos mateméaticos con MATLAB

Esta dltima sesion da unidade didéactica levarase a cabo na aula de
informatica, e ter& como obxectivo a realizacion da segunda parte da
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préactica iniciada na primeira sesion de laboratorio. Mais concretamente, 0s
alumnos e alumnas tentaran, coa axuda do profesor, resolver con MATLAB
os dous exercicios que se propofien ao final da folla de practica xa
entregada (ANEXO 3). Estes exercicios presentan dous modelos de tipo
poboacional, relativo aos cales se pide a resolucion de certos problemas de
valor inicial asociados, a obtenciéon de predicions segundo o modelo e a
elaboracién de representaciéons graficas. Preténdese deste xeito que os
estudantes cofiezan unha ferramenta alternativa / complementaria para
resolver problemas do tipo proposto no Boletin 2. As actividades levadas a
cabo nesta Ultima sesién permiten traballar o quinto dos obxectivos
formulados ao inicio da unidade, asi como a consolidacién do cuarto deles.

AVALIACION DA UNIDADE DIDACTICA

O proceso de ensinanza-aprendizaxe non estaria completo se non
realizaramos unha andlise do grado de consecucion dos obxectivos por
parte dos alumnos e alumnas. E por este motivo polo que debemos realizar
unha avaliaciébn global do proceso, avaliacion que permita tamén ao
profesor, en certo modo, valorar criticamente o seu labor docente. Para este
fin, proponse un proceso de avaliacion da unidade didactica que se
desenvolverd en tres tempos: avaliacién inicial, avaliacion procesual e
avaliacién final ou sumativa.

Avaliacién inicial

A avaliacién inicial ten como obxectivo medir o nivel dos cofiecementos
previos cos que o0s estudanten afrontan a nova unidade didactica, e
realizase principalmente durante a primeira sesion, a de motivacion da
unidade, que obriga aos alumnos e alumnas a enfrontarse «a pelo» aos
novos contidos valéndose unicamente dos seus cofiecementos anteriores.

Avaliacién procesual

A avaliacion procesual mide a consecucion dos obxectivos ao longo de todo
o desenvolvemento da unidade didactica. Para realizar este proceso, 0
profesor valerase principalmente da participaciébn de cada estudante nas
clases, a realizacibn dos exercicios e practicas propostas, asi como do
interese e actitudes amosados ao longo da unidade.

Avaliacién final ou sumativa
A avaliacién final da consecucién dos obxectivos realizarase tendo en conta

todo o traballo realizado diariamente polos alumnos e alumnas ao longo do
desenvolvemento da unidade didactica. Posto que ademais esta tratase da
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Gltima unidade do curso, ao remate da mesma elaborarase un exame
escrito que incluira os contidos desta e das unidades anteriores.

A cualificacién final da unidade didactica vira dada por un niamero entre 0
e 10, tendo en conta para iso nun 40% o traballo desenvolvido polo
estudante ao longo da slGa elaboracion e nun 60% a valoracion das
preguntas do exame relativas & mesma.
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ANEXO 1

Boletin de Exercicios n° 1

1. A continuacién preséntase unha listaxe dalgunhas ecuacions diferenciais, xunto con algtin dos eidos nos que
se aplican. Clasifica cada unha delas como ecuacion diferencial ordinaria (EDO) ou ecuacion en derivadas
parciais (EDP), proporciona a orde e indica as variables dependentes e independentes. Se a ecuacién
diferencial é ordinaria, sinala se é lineal ou non lineal.

a)

<
=

=
Nl

~.
=

~
=

dp
Lk, k>0
a PR

(Ecuacion de Malthus. Dindmica de poboacions)

dpi 2
dtfap bp*,a>0,0>0

(Ecuacion loxistica. Epidemioloxia)

d

di: = —ka, k>0

(Lei da desintegracion radioactiva. Determinacion de idades arqueoloxicas)
T

‘fi—t =—k(T-M), k>0, MeR

(Lei do arrefriamento de Newton. Medicina forense)

dL

E:k(waL),k>0,Loo>0

(Ecuacion de von Bertalanffy. Estudo do crecemento dos peixes)

dx

= ep-2)g-x),a>0,p>0¢>0

(Velocidade dunha reaccién quimica de orde 2. Cinética quimica)

dyn 2
y<1+(£> ):c,c>0
dx
(Problema da braquistocrona. Calculo de variacions)
d? d,
mHngbd—gt/Jrky:Focosyt, m>0,b>0,k>0,F>0,v>0
(Ecuacion das vibracions mecéanicas forzadas. Mecéanica, circuitos eléctricos)
du u  Pu 0*u
k{55 +55+55)=0k>0
ot (01:2 T T az2>
(Ecuacion da calor. Dinamica de fluidos, fenomenos de difusion de calor e de contaminantes)
Pu  , [(0%u N 0u N 0%u
ot? ox? oy 022
(Ecuaci6n de ondas. Elasticidade, fenémenos de propagacion de ondas acusticas ou electromagnéticas)

>=0,ceIR

O 0%u  O%u
8? + 87:[/2 -+ (()? =

(Ecuacién de Laplace; Teoria do potencial, fenémenos calorificos ou de propagaciéon de ondas esta-
cionarias)

2. En cada un dos seguintes casos comproba que a funcion dada é solucion da correspondente EDO. Determina
despois un valor da constante C' de modo que a solucion satisfaga a condicion inicial dada:

a) y(z) =Ce™", ' +y =0, y(0) =2 b) y(z) = Ce?*, y' =2y, y(0) = 3
) yla)=Ce +ax—1,y =x—y,y(0) =10 d) y(x) = Ce ",y + 32y =0, y(0) = 7
e) y(z) =In(z+C), e’y =1, y(0) =0 ) y(x)=(x+C)cosz, y +ytana = cosz, y(r) =0
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. Proba que f(z) = Ce3® + 1 ¢ solucién da EDO y’ — 3y = —3 para calquera elecciéon da constante C, polo

que é unha familia uniparameétrica de solucions da ecuacion. Determina o valor de C' para que se satisfaga
a condicion inicial nos seguintes casos:

a) y(0) =2, b) y(1) = 1.

. Proba que f(z) = C1e73% +Cqe?® ¢ solucién da EDO y” 4y’ —6y = 0 para calquera eleccién das constantes

C7 e Cg, polo que é unha familia biparamétrica de soluciéns da EDO. Determina os valores de Cy e Cy
para que se satisfagan as seguintes condicions iniciais:

. Determina se o teorema de Picard garante a existencia e unicidade de solucién dos problemas de valor

inicial (PVIs) dos exercicios 7, 9 e 10.

. Obtén a solucion xeral das seguintes ecuacions diferenciais:

a)y =y? by =y—v? Ay =B-y2-y),
. 2 —1 1
d) y' =32>(1 +9?), e)y = 2 f) y':E-

. Nos casos seguintes, resolve o PVI indicado:

g2

o)y =y* y(1)=2, by =——, y0)=2,
2y
_ 32?2 + 4z + 2
)y =8P, y(1) =0, d)y = Toyr1 y(0) = -1
8. Nos casos seguintes, resolve a EDO dada:
a) y' = 32%y, b) ¥ = y(2 +senx), )y =2y +3e",
2 3y | sena
d) y = —4y + a2 12, e) y’:—y+z2msx, f) y':f—y+seI;L.
T x x
9. Nos casos seguintes, resolve o PVI indicado:
Y / - 4
a)y' == +uxe”, y(l)=e-1 by =—dy+te y0)=z
T
¢) 2%y +3x%y =1z, y(2)=0 d) coszy'+ysenz = 2rcos?x, y(0)=3
10. Resolve os PVIs, cuxas ecuacions xorden en xenética, seguintes:
v
f=k— 0)=1
W) v =kt u(0)
y—1\m
b) y = L(1 - yv) ,sendo L>0,M>0,m=123 y0)=1
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ANEXO 2
Boletin de Exercicios n° 2

1. Considérese unha poboacion de Microtus Arvallis Pall, un pequeno roedor que se reproduce rapidamente.
Suponse que dita poboacion crece segundo o modelo de Malthus cunha taxa relativa k& = 0,4, onde a
unidade de tempo é o mes. Para unha poboacion inicial de 2 roedores, calcula o seu nimero ao cabo de
10 meses. Sol.: 109 roedores

2. Certa poboacién duplica o seu tamafo inicial en 10 anos e triplicao en 20 anos. E posible que siga a lei
de Malthus?

3. A introducion dun patoxeno nun cultivo de bacterias causa a sia diminucion segundo a lei b’ = —2b, onde
b(t) é o namero de bacterias no instante ¢ en horas. Determina o tempo que ten de transcorrer ata que s6
quede o 1% da cantidade de bacterias inicial. Sol.: 2 horas e 18 minutos

4. No Informe sobre desenvolvemento humano 2005, feito publico polo Programa para o Desenvolvemento
das Nacions Unidas (PNUD) sinalase o aumento da poboaciéon mundial, que pasou de 4068 milléns de
habitantes en 1975 a 6 035 milléns en 2003. Supondo que a poboacién medra segundo o modelo de Malthus,
calcula a prevista para o ano 2015. Sol.: 7146 millons

ot

. Segundo datos da organizacion UNICEF, China con 1315 milléons de habitantes, en 2005, medra cunha
taxa anual do 0,9 %. Supondo que a devandita poboacién medra segundo o modelo de Malthus, calcula a
prevista para o ano 2015. Sol.: 1439 millons

6. Segundo datos da organizacion UNICEF, a India con 1103 milléns de habitantes, en 2005, medra cunha
taxa anual do 1,7 %. Supondo que a stia poboacion medra seguno o modelo de Malthus e usando os datos
do exercicio anterior, deduce cando teran a mesma poboacioén os dous paises. Sol.: ano 2027

7. Deduce a regra do 70 (Brewer, p. 89 !) que se usa para poboaciéns que medran exponencialmente e di
que para calcular, aproximadamente, o nimero de anos para que unha poboacién dupliquese abonda con
dividir 70 pola porcentaxe anual de crecemento.

8. Unha asociacién para a conservacion da Natureza ceiba 1200 troitas de rio nun lago. Estimase que a
capacidade limite ou de soporte do lago para a especie é de 20400. Despois do primeiro ano, hai 2000
troitas no lago.

a) Atopa a funcién de poboacién de troitas no lago, suponendo que satisface a ecuacion loxistica.
b) Calcula o nimero de troitas no lago despois de 8 anos.

¢) Calcula ao cabo de canto tempo o nimero de troitas sera de 5000.

d) Determina cando medrard mais rdpidamente a poboacion.

Sol.: p(t) = 20400/(1 + 16exp(—0,5534t)); 17126 troitas; 3 anos; 5 anos

9. En 1889 a poboacion de certo pais era de 50 millons de habitantes e medraba a razén de 750 000 persoas
por ano. Ademais, en 1944 a poboacion era de 100 millones y medraba a razén de 1 millén por ano. Supén
que a poboacion satisfai a ecuacion loxistica. Acha a poboacion limite, cando medrou méis rapidamente e
a prognosticada para o ano en curso. Sol.: 200 millons, no ano 1944, 157 milléns

10. A poboaciéon dun cultivo de protozoos Paramecium Caudatum medra segundo o modelo loxistico:
p' = ap—bp’,

con a = 2,309 e b= 6,157 x 1073, Se inicialmente colocaronse 5 exemplares de Paramecium nun tubo de
ensaio, calcula a poboacion limite. Sol.: 375 exemplares

11. Supén que un estudante portador dun virus de gripe regresa a un campus universitario illado que ten 1000
estudantes e que a velocidade de propagacién do virus é proporcional non s6 ao nimero de estudantes
contaxiados, senén tamén, ao nimero de alumnos non contaxiados. Determina o namero de estudantes
contaxiados logo de 6 dias, cando tense que logo de 4 dias o devandito numero ¢ de 50. Deduce cando
medrard mais rapidamente a poboacién contaxiada. Sol.: 276 estudantes, despois de 7 dias

1R. Brewer, The science of Ecology, Saunders College Publishing, 1988.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

. Se a metade de certa cantidade de radio desintégrase en 1600 anos, deduce a porcentaxe da cantidade
orixinal que queda despois de 3200 anos. Sol.: 25 %

O isotopo radioactivo do kriptén-85 é un gas inerte radioactivo cunha semivida de 10,76 anos que se
produce na fisién do uranio e do plutonio. Deduce a porcentaxe da cantidade orixinal que queda ao cabo
de 43,04 anos. Sol.: 6,25 %

O polonio-210 ten unha semivida de 138 dias. Se unha mostra da devandita sustancia ten unha masa de
800 g (1 ug = 10~%g), calcula a stia cantidade despois de 23 meses. Sol.: 25 ug

0 is6topo radiactivo do chumbo 2°°Pb ten unha semivida de 3,3 horas. Se no instante inicial hai 1 gramo
de chumbo, acha o tempo que transcorrerd para que se desintegre o 90 % de dita cantidade.
Sol.: 11 horas

Inicialmente habia 100 mg dunha sustancia radiactiva. Logo de 6 horas, a masa diminueu un 3 %. Calcula
a cantidade de sustancia despois de 24 horas. Acha a semivida da sustancia radiactiva descrita.
Sol.: 89 mg, 137 horas

A causa do accidente do reactor nuclear de Chernobyl, en abril de 1986, quedou no aire cesio radiactivo
137Cs, que ten unha semivida de 27,9 anos. Acha a constante de desintegracién do #7Cs. Calcula cando
haberd soamente o 25% da cantidade inicial. Determina cando haber& soamente o 20 % da cantidade
inicial. Sol.: 0,02484, 56 anos, 65 anos

A semivida do cobalto radiactivo °Co ¢ de 5,27 anos. Sup6n que un accidente nuclear deixou que o nivel
de cobalto radioactivo ascenda en certa rexion a 100 veces o nivel aceptable para a vida humana. Acha o
tempo que ten de transcorrer para que a rexion volva ser habitable, ignorando a posible presenza doutros
elementos radioactivos. Sol.: 35 anos

En 1950 analizouse un fragmento dunha cadeira atopada na tumba de Tutankhamon, e determinouse que
se desintegrara o 34 % de C-14. Tendo en conta que a semivida do C-14 é de, aproximadamente, 5600
anos, determina a data de fabricacion da cadeira. Sol.: 1407 A.C.

Nunha cova de Sudéfrica atoparonse un cranio humanoide xunto cos restos dunha fogueira. Os arqueotlogos
cren que a idade do cranio ¢ igual 4 da fogueira. Estableceuse que soamente un 2 % da cantidade orixinal
de C-14 queda na madeira queimada da fogueira. Calcula a idade do cranio. Sol.: 81606 anos

Nun laboratorio cuxa temperatura é de 21 °C déixase arrefriar un termémetro de mercurio con temperatura
inicial de 70°C e despois de 100 segundos marca 50°C. Canto tempo necesitarase para que se arrefrie

desde a temperatura inicial ata 30°C? Sol.: 323 sequndos
Utilizando os mesmos datos do exercicio anterior, calcula a temperatura do termémetro despois de 400
segundos. Sol.: 27°C

Denota por L(t) a lonxitude dun peixe no instante ¢ e supén que medra de acordo coa ecuaciéon de von
Bertalanffy (forma mais sinxela de crecemento restrinxido):

%:k(LO@—L), k>0e Lo >0,

con condicion inicial L(0) = 3. Un estudo mostra que a lonxitude limite do peixe é de 369 cm e que tarda
27 meses en acadar a metade da devandita lonxitude limite. Calcula o valor de k. Determina a lonxitude
do peixe aos 10 meses. Sol.: 0,02537, 85 cm

Sup6n que a lonxitude dun peixe L(t), medida en cm, no tempo ¢, medido en meses, verifica a ecuaciéon
de von Bertalanffy:
L'=0,21(54—-L).

Se a sua lonxitude inicial é de 2 cm, deduce a sua lonxitude limite. Sol.: 54 ecm
A velocidade coa que unha medicina espallase no torrente sanguineo describese mediante la EDO:
' =r—kx,

sendo r e k constantes positivas. A soluciéon z(t) de tal EDO verificando a condicién inicial (0,0), da
a concentracion do farmaco no sangue no instante t. Calcula o valor limite da devandita concentracion,
=

lim  x(t). l:—
m x(t) So T

t—+oo



ANEXO 3
Préctica de laboratorio: Ecuaciéns diferenciais con MATLAB
Unha das aplicaciéns madis interesantes do cdlculo matemdtico simbdlico de MATLAB é a

resolucién de EDOs.
Para resolver un PVI de orde 1 emprégase o comando dsolve, con sintaxe:

‘ sol=dsolve (’EDO’,’condicién inicial’,’variable de integracién’) ‘

Para resolver un PVI de orde n emprégase o comando dsolve, con sintaxe:

‘ sol=dsolve (’ED0’,’cil, ci2, ..., cin’,’variable de integracién’) ‘

Debe terse en conta que:

= Eliminando a ou as condicidns iniciais resélvese a correspondente EDO.

» A derivada indicase poniendo a letra D diante da variable dependente. Asi, y’ escribese Dy.
No caso de derivadas de orde superior, a letra D debe ir seguida dun nimero que indique a
orden da derivada. Asi, y” escribese D2y, y"”’ ¢é D3y, etc.

= Por defecto, a variable de integracién é t.
= O resultado da aplicacién deste comando é sempre unha expresién simbolica.
Como primeiro exemplo, calciilase a solucién xeral da EDO ¢/ +y = 0:

>> sol=dsolve(’Dy+y=0’,°’x’)

sol =

Clxexp(-x)

O PVL:

resOlvese engadindo a condicion inicial:

>> sol=dsolve(’Dy+y=0’,’y(0)=2’,’x’)
sol =

2%exp (-x)

Pédese comprobar que a expresion que devolve MATLAB é a correcta, empregando os comandos
diff e subs:

>> syms X
>> diff(sol,x)+sol

ans =
0

>> subs(sol,x,0)
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A continuacién resélvense algiins PVIs do boletin de exercicios 4:

>> sol=dsolve(’Dy=x-y’,’y(0)=10’,’x’)

sol =

x-1+11*exp(-x)

>> sol=dsolve(’exp(y)*Dy=1’,’y(0)=0’,’x’)

sol =

log(x+1)

>> sol=dsolve(’Dy+y*tan(x)=cos(x)’,’y(pi)=0’,’x’)
sol =

cos (x)*x-cos (x)*pi

>> sol=dsolve(’D2y+Dy-6*y=0’,’y(0)=2,Dy(0)=1","x’)
sol =

3/5*exp (-3*x)+7/5%exp (2%x)

>> sol=dsolve(’D2y+Dy-6*y=0’,’y(1)=1,Dy(1)=0’,’x’)
sol =

2/5%exp (3) *exp (-3%x) +3/5*exp (-2) xexp (2*x)

>> sol=dsolve (’Dy=8*x"3*exp(-2*y)’,’y(1)=0’,"x’)
sol =

1/2%1log(4*x~4-3)

>> sol=dsolve(’cos(x)*Dy+y*sin(x)=2*x*(cos(x))"2’,’y(0)=3",’x’)
sol =

cos (x)*x~2+3*cos (x)

>> sol=dsolve (’Dy=L*(1-(y-1)/M)’,’y(0)=1",’x’)
sol =

M+1-exp (-L/M*x) *M

>> sol=dsolve(’Dy=L*(1-(y-1)/M)"2’,°y(0)=1’,’t’); sol=simple(sol)
sol =

(L*t*M+L*t+M) / (L*t+M)

Tamén se empregaran nesta practica os comandos:

solve(ecu) | resolve ecu=0, sendo ecu unha
expresién simbdlica nunha variable
ginput (n) devolve as coordenadas de n puntos
situados nunha ventd gréfica
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Practica MATLAB: Exercicios

Apelidos Nome DNI

Resolve os seguintes exercicios no teu ordenador e
apunta os comandos MATLAB empregados

1. A biomasa é unha medida da cantidade de materia que vive nun ecosistema. Supén que a
biomasa nun ecosistema dado increméntase a una taxa de, aproximadamente, 3,5 toneladas
por ano, e decrece, aproximadamente, cunha porcentaxe do 1,9 % anual. En tal caso, obtense

a EDO: b
— =3,5-10,0190.
dt
a) Para unha cantidade inicial de 100 toneladas de biomasa, resolve o PVI formulado.

= =

=

N

Comproba que a expresiéon que devolve MATLAB é a solucién do PVI.

Obtén a grafica da funcion b, co eixo horizontal entre 0 e 100 e o eixo vertical entre 0 e
300; salva a figura obtida na tia carpeta.

Calcula a biomasa limite (biolim). Comproba que a funcién constante b(t) = biolim
é unha solucién da EDO formulada. Represéntaa graficamente, na anterior ventd, con
trazo discontinuo azul.

Calcula, empregando o comando solve, o tempo que debe transcorrer para que a can-
tidade de biomasa sexa de 150 toneladas; aproxima dito valor co comando ginput.

2. Supdn que un estudante portador dun virus de gripe regresa a un campus universitario illado
que ten 1000 estudantes e que a velocidade de propagacién do virus é proporcional non sé ao
nimero de estudantes contaxiados, senén tamén ao nimero de alumnos non contaxiados. En
tal caso, obtense o PVI:

e = o &
NN N

= = =

{ P’ = kp(1000 — p),
p(0) =1.

Resolve dito PVL

Comproba que a expresién que devolve MATLAB é a solucién do PVI.

Emprega o comando solve para achar k, se se observa que despois de 4 dias o nimero
de contaxiados é de 50.

Obtén a grafica da funcién p no intervalo [0, 10] e salva a figura obtida na tda carpeta.
Calcula a poboacién limite.

Determina o niimero de estudantes contaxiados despois de 6 dias.

Emprega o comando solve para deducir cando crecerd mais rapidamente a poboacién
contaxiada; aproxima dito valor co comando ginput.
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