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Introducciéon

El carbén es una roca sedimentaria de color negro, muy rica en carbono. Existen diferentes
tipos de carbones desde la turba, que es el menos evolucionado y en que la materia vegetal
muestra poca alteraciéon, hasta la antracita que es el que presenta una mayor evolucién.
El carbén se usa principalmente como combustible fésil para la obtencién de energia. El
consumo de carbon en el mundo aumentara un 56 % de 2007 a 2035, y la participacion del
carbon en el consumo mundial de energia crecera de un 27 % a un 28 % en ese mismo periodo,
segiin se dice en el informe de la EIA! [36]. El carbén es el combustible que proporciona la
mayor generacion de electricidad en el mundo, el 42 % en 2007 y se prevé que esta cifra se
incremente hasta el 2035.

Las centrales térmicas de carbén pulverizado son la principal fuente de energia eléctrica
en el mundo. Entre los anos 70 y 80 se empezaron a desarrollar las centrales de lecho fluido con
las que, en la actualidad, se ha conseguido aumentar el rendimiento y reducir las emisiones
contaminantes. Otra tecnologia en auge es la de los ciclos combinados que utilizan como
combustible gas de sintesis obtenido mediante la gasificaciéon del carbon. Estas centrales
pueden alcanzar un 55 % de rendimiento frente al 30 %, como méximo, de una central térmica
convencional y, por lo tanto, son menos contaminantes.

Fl tradicional proceso de combustiéon de carbén en calderas para mover turbinas de va-
por es relativamente ineficiente y tiende a producir importantes cantidades de 6xidos de
nitrogeno (NO,), diéxido de carbono (CO3) y dioxido de azufre (SO32) que contribuyen a la
formacién de ozono, el efecto invernadero y la lluvia 4cida. Por estas razones se hace impor-
tante la investigaciéon de los procesos involucrados en la combustiéon de carbén, con la que
se han obtenido avances significativos en la comprensiéon de estos fenémenos, en los procesos
de formacién contaminantes, asi como en el aumento de la eficiencia de la combustién en las
centrales térmicas de carboén pulverizado. En esta investigacion juega un papel fundamental
el desarrollo de modelos matemaéticos y métodos numéricos precisos para su resoluciéon, que
permitan, mediante simulaciones en el ordenador, predecir el comportamiento de los flujos de
gases en los que se produce la combustién de carbén pulverizado. Estas simulaciones, en algu-
nos casos, permitirdn ahorrar los costes de la realizacién de algunas pruebas experimentales,
que pueden llegar a ser muy costosas.

El punto de partida de este trabajo es un coédigo diseniado especialmente para la simula-
cion de calderas en tres dimensiones, llamado SC3D, realizado a finales de los anos 90 en la
tesis doctoral de J.L. Ferrin [11|. Este programa fue realizado en el marco de la colaboracion
entre la empresa ENDESA Generacion S.A. (en concreto, con la Central Térmica situada en

! Administraciéon de Informacion de Energia estadounidense



2 Introduccion

As Pontes (Galicia)) y con el Departamento de Matematica Aplicada de la USC.

El objetivo inicial de esta tesis era realizar la revision del codigo SC3D para obtener un
software con nuevos modelos, métodos numéricos més precisos, mas réapido y sin algunas
de las limitaciones que tenia el citado c6digo, como el uso de mallas estructuradas. Esta
actualizacion del codigo nos ha llevado a las tres contribuciones fundamentales de esta tesis:
el estudio y ampliacién de un nuevo modelo de combustién, asi como su interpretacién para
poder ser implementado en un cédigo de simulacién, el desarrollo y anélisis numérico de
nuevos métodos numeéricos precisos y estables y, por dltimo, la validacién de los modelos y
métodos implementados con diferentes problemas.

Este trabajo se divide en tres partes:

Parte I: se realiza la modelizacion matemética de flujos de gases turbulentos reactivos mez-
clados con carbén pulverizado. Se describiran modelos para las dos fases (solida y ga-
seosa) y el tipo de acoplamiento entre ambas. Teniendo en cuenta la complejidad de los
problemas que se pretenden resolver seré necesario realizar un analisis dimensional e
introducir algunas hipdtesis, por ejemplo, sobre la cinética de las reacciones o la forma
de las particulas, para simplificar el modelo que tendremos que resolver.

Parte II: se describen y analizan los métodos de Lagrange-Galerkin modificados para ecua-
ciones de tipo conveccidon-difusién-reacciéon y para las ecuaciones de Navier-Stokes.
Cuando se resuelven problemas tridimensionales, ademéas de la precision, la eficiencia
computacional se vuelve algo prioritario. Los métodos de Lagrange-Galerkin combi-
nan el uso de las curvas caracteristicas para la discretizaciéon del término convectivo
y elementos finitos para la discretizaciéon espacial. En relaciéon al tiempo de célculo,
la ventaja de los métodos implementados es que permiten el uso de pasos de tiempo
grandes, pero, a cambio, tienen dos pasos muy costosos en mallas finas: la resolucion
de sistemas lineales y el cédlculo del movimiento de nodos de cuadratura a lo largo
de las curvas caracteristicas. Los métodos de Lagrange-Galerkin modificados que pre-
sentamos, reducirdn considerablemente el coste de esta ultima etapa, manteniendo la
misma precisién de los métodos estdndar. Se presentaran resultados numeéricos que
avalan los 6rdenes de convergencia obtenidos y que nos permiten analizar la mejora
en la eficiencia computacional que representan los métodos modificados frente a los
estandar.

Parte III: se hace una descripcién de los métodos de discretizacion utilizados para cada una
de las ecuaciones de los modelos implementados asi como de los algoritmos utilizados
en la resolucién de los problemas discretos. Al tener que resolver numerosos problemas
acoplados entre si, los algoritmos disefiados trataran estos acoplamientos manteniendo
la estabilidad de los métodos y asegurando la mayor eficiencia computacional posible.
Por dltimo, se presentan los resultados obtenidos con nuestro cédigo para una llama
de carboén pulverizado obtenida en laboratorio y se compararédn con resultados expe-
rimentales. Este ejemplo nos permite validar los modelos implementados, asi como
comprobar la fiabilidad de la herramienta desarrollada. La eleccion de este caso senci-
llo se debe a que facilita el anélisis de las complejidades del modelo de combustion de
carbon desarrollado, evitando otras dificultades que podrian distorsionar su estudio.



Parte 1

Modelizacion matematica






Introducciéon

La modelizaciéon de flujos de gases reactivos es una de las ramas més complejas de la
mecanica de medios continuos. Por un lado, hay que considerar los fenémenos de transporte
de masa, de momento y de energia entre diferentes puntos de la mezcla, que se producen
siempre que el movimiento del gas, su composicién o su temperatura no sean uniformes.
El transporte de masa se produce por conveccion (o adveccion) y difusion, mientras que la
transferencia de energia se produce por conveccion, conducciéon y radiaciéon. Para ver con mas
detalle la modelizacion de fluidos con un solo compuesto pueden consultarse libros como, por
ejemplo, Batchelor [$] o Kundu y Cohen [62] y para ver los modelos més generales de mezclas
de fluidos se pueden consultar Gurtin [52] o Bermudez [15]. Por otro lado, hay que conocer
las reacciones quimicas que tienen lugar entre las distintas especies y las leyes que rigen sus
velocidades, es decir, la cinética quimica. Estés reacciones modificardn la composicion de la
mezcla y su temperatura. Los modelos generales para gases reactivos estan formados por
ecuaciones de conservaciéon de movimiento, energia, masa total y masa de cada una de las
especies, que tienen en cuenta todos los fendmenos descritos.

Si ademas el flujo de gases es turbulento, tenemos que tratar con el que, probablemente,
sea el fenbmeno mas complicado en mecanica de fluidos. En la descripcion de un flujo turbu-
lento entran en juego diferentes escalas de tiempo y espacio que dificultan o hacen imposible
la descripcion precisa del flujo. Ademés, si el flujo es una mezcla de gases reactivos, es ne-
cesario modelizar las relaciones entre la turbulencia y el transporte y la cinética quimica.
Por ejemplo, hay que tener en cuenta que la turbulencia altera la estructura de las llamas
acelerando la mezcla de reactantes y, por lo tanto, intensificando la reaccién quimica. La
literatura sobre este tema es tan abundante como su complejidad; podemos ver, entre otros,
Libby y Williams [68], Williams [95], Kuo [03] o Poinsot y Veynante [33].

Los problemas que vamos a considerar en este trabajo incluyen ademas la combustion
de particulas de carbén pulverizado. Teniendo en cuenta el tamano de las particulas y su
dispersion, el carbén pulverizado se pueden considerar como una fase discreta para la cual
se puede usar una descripciéon Lagrangiana. De esta forma, habra que modelizar la evolucion
de la masa y de la temperatura de cada una de las particulas de carbén a lo largo de
su trayectoria. Durante la combustion de una particula de carbén tienen lugar diferentes
procesos dificiles de modelizar como, por ejemplo, la liberacién de materias volétiles o el
ataque que sufre por diferentes sustancias como el vapor de agua o el oxigeno. Ademas, estos
procesos pueden ser muy distintos dependiendo de la composicién de carbén y del tamano
de las particulas. Existen numerosas referencias que tratan el estudio de los fenémenos que
tienen lugar durante la combustiéon de una particula de carbén y de su modelizacién; por
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ejemplo, Smoot y Pratt [91], que presentan modelos matematicos de flujos de gases con
carbon pulverizado y se hacen anéalisis detallados de las caracteristicas del carbén y de su
combustion, incluyendo medidas experimentales; Annamalai y Ryan [!], articulo en el que
se hace una revision de los procesos en combustion de carbén, Eaton et al [38], donde se
hace un resumen del estado del arte de la metodologia y modelos en los cédigos comerciales
de dindmica de fluidos computacional (CFD). Méas recientemente, en Williams et al [91] se
menciona que la mayor limitacién en los cédigos de simulacién actuales es la utilizacién de
modelos simplificados para la liberacién de volatiles y la gasificacion. Esta limitacion viene
dada, en parte, por la dificultad para medir los parametros involucrados en los modelos.

Por lo tanto, tendremos un medio continuo, la fase gaseosa, formada por un flujo de gases
turbulentos reactivos y de la que se hard un tratamiento Fuleriano, y un medio discreto, la
fase discreta o sélida, compuesta por particulas de carbén y de la que se hara una descripcién
Lagrangiana. Estas dos fases estaran acopladas pues, por un lado, la fase gaseosa determina
la atmosfera en la que se queman las particulas y, por otra, la fase soélida aportara fuentes
de momento, masa y energia a la fase gaseosa.

El objetivo de esta parte del trabajo es describir los modelos simplificados que vamos a
considerar para la simulacién de flujos turbulentos de gases reactivos que incluyen combustion
de carboén pulverizado.

En el Capitulo 1, estableceremos las ecuaciones generales que se verifican en una mezcla
de gases reactivos. Haciendo un anélisis dimensional del tipo de problemas que trataremos,
podemos simplificar estas ecuaciones considerando validas hipo6tesis como que el ntmero de
Lewis es igual a la unidad (es decir, que la difusién mésica de todas las especies es igual a la
térmica) o el nimero de Mach es pequeno (es decir, que la velocidad del flujo es mucho menor
que la del sonido). Por ltimo, proponemos dos tipos de aproximaciones para el tratamiento
de la turbulencia. Una primera, tipo LES en la que utilizamos el modelo de Smagorinsky, y
otra, tipo RANS, con el modelo k — €. Esta tltima aproximacion seréa la que describiremos
con detalle, estableciendo las ecuaciones promediadas incluyendo las que verifican la energia
cinética turbulenta k y la disipacién turbulenta e.

En el Capitulo 2, se describe el modelo de combustiéon BFL que ha sido introducido
en Bermudez et al [19]. Vamos a generalizar el analisis hecho en ese articulo para tener
en cuenta carbén con bajo contenido en cenizas. En este capitulo, por un lado, vamos a
simplificar la cinética quimica del modelo general para flujos de gases reactivos y, por otro
lado, proporcionaremos las fuentes o sumideros de masa y energia que aportan las particulas
a la fase gaseosa, obtenidas por medio de un estudio detallado de los procesos fisico-quimicos
que tienen lugar en ellas y en su entorno.

Para el modelo de fase gaseosa se consideran 8 especies gaseosas y tres reacciones entre
éstas y se supone valida la hipotesis de Burke-Schumann (ver [28]) de reacciones infinitamente
rapidas. En el modelo BFL se generaliza el analisis de Burke-Schumann para tener en cuenta
tres reactantes que compiten por el oxigeno. Para ello, se usan ciertas combinaciones lineales
de las variables dependientes conocidas como variables de Schvab-Zeldovich, que pueden ser
vistas como fracciones de mezcla sin normalizar y que, como el nimero de Lewis es uno,
permiten eliminar los términos correspondientes a las reacciones quimicas en las ecuaciones
de conservaciéon de la masa y la energia del modelo general.
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El modelo de fase solida tendré en cuenta los efectos de la liberacién de materias volatiles,
que produciréd vapor de agua y volatiles combustibles que reaccionaran en fase gaseosa, y
los de la gasificaciéon del carbono fijo con oxigeno, vapor de agua y didéxido de carbono.
Ademas, se permite que todas estas reacciones ocurran simultaneamente. Los productos de
la gasificacion del carbono fijo se queman con oxigeno en fase gaseosa en llamas que pueden
estar en el interior de la particula, alrededor de la misma o en el gas lejos de ella. En el
modelo BFL las llamas de difusiéon pueden entrar en el interior de la particula por suponer
que es porosa, a diferencia de otros como, por ejemplo, el de Libby y Blake [69], que solo
tienen en cuenta reacciones en la superficie de la particula. Las reacciones de gasificacion
pueden estar congeladas o controladas por la difusién y la determinaciéon de su estado se
ha obtenido en Bermudez et al [19] siguiendo el método de Linan [67] de altas energias de
activacion. En este modelo para fase sélida distinguiremos tres submodelos: para particulas
grandes con alto contenido en cenizas, para particulas pequenias con alto contenido en cenizas
y para carbén con bajo contenido en cenizas. Esto se debe a que una particula podra alojar
las llamas de difusién en su interior o su entorno, dependiendo de su tipo.
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Capitulo 1

Modelos para flujos de gases reactivos

1.1. Introduccién

En este capitulo vamos a introducir las ecuaciones que modelan el flujo de una mezcla de
gases que reaccionan entre si. Se trata de un capitulo introductorio en el que se estableceran
las notaciones y ecuaciones que describen los fendmenos mas importantes que tienen lugar
en una mezcla de gases reactivos.

En la primera seccién daremos algunas definiciones y notaciones que utilizaremos a lo
largo de esta memoria. Usaremos la notacién empleada por Gurtin [52] y Bermudez [18].

En la segunda seccién se describen las ecuaciones que modelan el comportamiento de los
flujos de gases reactivos. Para ver con mayor profundidad la obtencién de estos modelos, asi
como otros aspectos més especificos del estudio de las reacciones de combustion en flujos de
gases, se puede consultar por ejemplo Kuo [63] y Williams [95].

En la tercera seccién se realiza el anédlisis dimensional del modelo para analizar qué
términos pueden ser despreciados segin el problema que vamos a resolver.

Como la mayoria de los problemas sobre flujos de gases reactivos seran turbulentos, en
la cuarta seccién se introducen algunos conceptos béasicos sobre la turbulencia y se describe
el modelo obtenido para estos flujos cuando se utiliza el k — € estandar.

Por tltimo, se especificaran las condiciones de contorno elegidas para el modelo completo.

En los sucesivos capitulos de esta memoria se estudiardan con mas detalle los fenémenos
que tienen lugar en un flujo con combustion de carbon. El objetivo sera simplificar las
ecuaciones obtenidas en este capitulo para obtener un modelo adaptado a los flujos que
pretendemos simular.

1.2. Definiciones generales y notaciones

1.2.1. Movimiento de un cuerpo

Siguiendo a Gurtin [52] utilizaremos la siguientes notaciones: Sean £ un espacio afin
asociado a un espacio vectorial euclideo V, Lin el espacio vectorial de los endomorfismos de

9
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V (que se identifica a los tensores de orden 2) y Sym el subespacio de Lin formado por los
endomorfismos simétricos.

Definicién 1.2.1. Una region reqular es una region cerrada con frontera de clase C' a
trozos, siendo una region cerrada la clausura de un abierto conexo en £.

Un cuerpo material (o configuracion de referencia) B se define como una region reqular
del espacio afin £. Una deformacion del cuerpo B es una aplicacion biyectiva regular f de B
sobre una region cerrada del espacio afin y que verifica det(Vf) > 0.

Un movimiento del cuerpo B serd una aplicacion de clase C3
X:BxR—=¢& (1.1)

que verifica que, para cada t, X(-,t) es una deformacion. La trayectoria asociada al movi-
miento X es el conjunto

T ={(z,t)/z = X(p,t),t € R,p € B}. (1.2)

Los elementos p € B se llaman puntos materiales, x = X (p,t) sera el lugar ocupado por
el punto material p en el instante ¢ y B; la regién ocupada por el cuerpo material B en el
instante ¢, es decir, B; = X(B,t).

La aplicacion de referencia,

P:7T -5, (1.3)

da el punto material p que ocupa el lugar x en cada instante de tiempo t.

Las variables definidas en B x R son las variables materiales o Lagrangianas mientras que
las definidas en la trayectoria se llaman variables espaciales o Eulerianas. Cualquier campo
espacial puede ser transformado en un campo material y viceversa utilizando el movimiento
y su aplicacion de referencia.

En esta memoria se escribirdn de distinta forma los operadores diferenciales dependiendo
de si se aplican a campos materiales o a campos espaciales. Las notaciones utilizadas pueden
verse en la Tabla 1.1.

Operador Campo material | Campo espacial
Derivada de ¢ respecto

de la variable temporal oo %‘f ¢

t

Gradient.e de ¢ resp.ecto Vo erad ¢

de la variable espacial

Divergencia de ¢ respec- Divé dive

to de la variable espacial

Tabla 1.1: Notacién utilizada para los distintos operadores diferenciales

Por ultimo, el gradiente del movimiento sera el tensor F(p,t) := VX(p,t) y v(z,t) :=

X(P(p,t),t) serd la descripcion espacial de la velocidad.
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1.2.2. Mezcla de fluidos reactivos

Consideramos una mezcla de N, especies reactivas F;, 1 < i < N, siendo cada una de
ellas un fluido de Coleman-Noll. La definicion de fluido de Coleman-Noll puede verse en
Bermudez [15]. Cada especie E; tiene un movimiento asociado X; de forma que todas las
especies ocupan el mismo lugar en cada instante de tiempo, es decir Bf = B;,1 < i < N..
Supondremos que en la mezcla tienen lugar L reacciones quimicas que escribiremos de la
siguiente forma:

o By + ..+ a\ En, — BB+ ..+ B En,, 1<I<L.

En esta memoria utilizaremos las siguientes notaciones para las propiedades de la especie
i-ésima

= p; densidad,

= M; masa molecular,

= v; velocidad,

= 7; presion,

= ¢; energia interna especifica,

= h; entalpia especifica,

= ¢, calor especifico a volumen constante,
» cr; calor especifico a presiéon constante.

Nota 1.2.1. Recordemos que para un fluido de Coleman-Noll los calores especificos a volu-
men y presidn constantes se definen como:

861' L ahz
Coi 1= <%>pi Y Crii= (89 )m, (1.4)

siendo 0 la temperatura de la mezcla.

Ademds, la entalpia especifica viene dada por

h; == e; + ﬂ (1.5)

Pi

La concentracion de la especie E; es

(1.6)

Ne
yc= E ¢; es la concentraciéon de la mezcla.
i=1
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La fracciéon maésica de cada especie E; se define como

Pi
Y, = —, (1.7)
o
Ne
donde p = Z p; es la densidad de la mezcla, mientras que la fraccién molar viene dada por
i=1
c:
X; = ?Z (1.8)

Introducimos las siguientes variables para la mezcla:

» Energia especifica:

Ne
e= ZYiei, (1.9)
i=1

Entalpia especifica:

Ne
h=>YYih, (1.10)
=1

Calor especifico a volumen constante:

Ne
ey =Y Yicui, (1.11)
=1
= Calor especifico a presion constante:
Ne
e =Y Yicn, (1.12)
=1
= Presion:
Ne
T=> m, (1.13)
i=1
= Velocidad:
Ne
v=> Y, (1.14)
i=1
= Masa molecular:
1
M= N . (1.15)
~ Y
M;
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Con estas definiciones se puede comprobar que la relacion (1.5) para un fluido vista en la
Nota 1.2.1 se verifica también para la mezcla, es decir
h=e+_. (1.16)
p
Denotaremos por h? la entalpia especifica de formacién de la especie F; a temperatura
Ay, es decir, la entalpia necesaria para formar 1 kg de especie E; a la temperatura 6y, a
partir de los elementos que la componen a la misma temperatura. Esta temperatura 6 se
denomina temperatura de referencia y su valor habitual es 298.15 K, es decir, 25 °C. En
general, en las bases de datos los valores que encontramos son de las entalpias molares de
formacion que denotaremos como AHZQ para cada especie i. La relaciéon entre las entalpias
de formacién masicas y molares es
h) = AH
M,
Si la reaccion [-ésima es una reaccion de combustion, el calor liberado por unidad de masa
de combustible, llamado calor de reaccion, se define a partir de la entalpia de formacién como

(1.17)

N,
1 - l 1,0
— E L — o hIM;, 1.18
ql MEZZ Zzl(ﬁz al) ’ ( )

siendo F;, la especie combustible en la reaccion [-ésima.

Por ultimo, definiremos la velocidad de difusiéon de la especie E; como la diferencia entre
la velocidad de la especie y la de la mezcla,

Vi =V; — V. (119)

1.3. Ecuaciones de conservacion para flujos de gases reactivos

Las variables definidas en la seccién anterior nos permitiran escribir las ecuaciones del
modelo que utilizaremos para mezclas de gases reactivos. En esta seccién resumiremos las
ecuaciones generales para este tipo de flujos, las cuales incluiran fuentes provenientes de una
fase condensada. En nuestro caso particular estas fuentes seran debidas a la masa y a la
energia que liberan las particulas de carbén durante su combustion.

Por tltimo, obtendremos un modelo simplificado realizando un anélisis dimensional, te-
niendo en cuenta el tipo de problemas que resolveremos, e incluiremos las condiciones de
contorno que nos permitiran la descripcién completa del problema.

1.3.1. Ecuaciones de conservacion de la masa

La ecuacién de conservacién de la masa para cada una de las especies de la mezcla es

Op; )
2Lt div(pivi) = f1+ £ (1.20)

donde f; representa la fuente de masa de especie F; debida a las reacciones quimicas homo-

géneas en fase gaseosa y f;" la fuente de masa transferida desde la fase condensada a la fase
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gaseosa a partir de reacciones en las que se produce un cambio de estado (por ejemplo, las
reacciones de gasificacion en la combustion de carbon pulverizado).

La fuente de masa debida a las reacciones se escribe como

L
I =My (8] = ab)n, (1.21)
=1
donde ; es la velocidad de la reaccion [-ésima dada en kmol/m?s. La determinacion de esta
velocidad se hace a través de la ley de accion de masa (ver [5] o [95]) que establece que
Ne
nw=k]]e’ (1.22)
i=1

siendo k; la velocidad o tasa especifica de la reacciéon [-ésima que serd funcién de la tempera-
tura de la mezcla. Esta dependencia de la temperatura viene dada por la ley de Arrhenius,

k = B,g"e /RY. (1.23)

siendo By el factor de frecuencia, & la energia de activacion y v, € [0,1] el exponente pre-
exponencial de la reaccion [-ésima.

Observacion 1.3.1. La velocidad v se refiere a una de las especies, Ej;,, de la reaccion
l-ésima, es decir, son los kilomoles producidos (o consumidos) de la especie E;, por unidad
de volumen y tiempo. Asi, como los coeficientes estequiométricos de la reaccion l-ésima son
unicos salvo traslacion y/o multiplicacion por una constante, estos deben normalizarse para
Il

que B, — oy = 1.

Sumando las ecuaciones (1.20) para todas las especies y teniendo en cuenta que la masa
global se conserva en cada reaccién quimica, es decir,

Ne
Y=o, (1.24)
i=1

se obtiene la ecuaciéon de conservaciéon de la masa para la mezcla de gases

% +div(pv) = f™, (1.25)
siendo
Ne
= (1.26)
=1

La ecuacion (1.25) escrita en forma no conservativa es
p+ pdivv = f™. (1.27)

Escribiremos ahora la ecuacion de conservacién de la masa de cada especie en funcién
de su fraccién masica y de la velocidad de la mezcla. Bastard con utilizar la definiciéon de
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fraccion masica (1.7) y de velocidad de difusion (1.19), en la ecuacion de conservacion (1.20)
para obtener
9(pYi)

ot

donde J; = pY;V; es el flujo mésico de difusion de la especie ¢. Utilizando la ley de Fick,
podemos escribir

+div(pYiv) +divd; = fi + fi°, i=1,..., N, (1.28)

D4
V, = —#grad Yi, (1.29)

)

donde D; es el coeficiente de difusividad maésica de la especie i en la mezcla, resultando la
siguiente expresion para el flujo de difusiéon

J; = —pD;grad Y;. (1.30)

Sustituyendo (1.30) en (1.28) se tiene la ecuacion de conservacion de masa para cada especie

9(pY3)
ot

+ div(pY;v) — div(pDigrad V;) = f7 + fi*, i =1, ..., Ne. (1.31)
Si tenemos en cuenta que se verifica
div(pY;v) = Y;(v - grad p) + p(v - grad Y;) + pYidivv, (1.32)
y sustituimos esta expresion en (1.31) se tiene
Yi(p + pdivv) + pY; — div(pDigrad Y;) = fF + f™, i =1,..., N, (1.33)

de donde, utilizando la ecuaciéon de conservacion de la masa (1.27), llegamos a la ecuacion
de conservacién de la masa de cada especie escrita en forma no conservativa

pY; — div(pDigrad Vi) + fY; = ff+ f™, i=1,...,N.. (1.34)

1.3.2. Ecuacion de la cantidad de movimiento

Supondremos que si hay fase discreta ésta sera dispersa y su fraccion volumétrica pe-
quena. Por lo tanto, sus efectos sobre la cantidad de movimiento de la mezcla gaseosa seran
despreciables. Teniendo esto en cuenta, la ecuacién del movimiento escrita en forma conser-

d(pv)

ot + diV(pV ® V) —divT = pg, (1.35)

donde g es la aceleracion de la gravedad y T es el tensor de tensiones de Cauchy que, en el

vativa es

caso de fluidos de Coleman-Noll, admite la expresion
T=—7l+T,, (1.36)

siendo T, su parte viscosa. Asumiendo que T, tiene una dependencia lineal de grad v (fluido
Newtoniano), el principio de indiferencia material y la isotropia del fluido permiten escribir
T, como

T, = 2pD + £divvl, (1.37)
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donde p es la viscosidad dindmica de la mezcla, £ la segunda viscosidad y

D = - (grad v + grad v') (1.38)

DN |

es el tensor de velocidad de deformacion.

Supondremos valida la hipdtesis de Stokes que establece la siguiente relacion entre los

coeficientes de viscosidad u y &
2

£=—3n (1.39)

Teniendo en cuenta la forma de T (1.36), la ecuacion de conservacion de la cantidad de
movimiento (1.35) queda
I(pv)

T +div(pv @ v) — divT, + grad m = pg, (1.40)

y en forma no conservativa

pv — divT, + grad 7 + f™v = pg. (1.41)

1.3.3. Ecuacion de conservacion de la energia

La ecuacién de la energia en forma conservativa, en funcién de la energia interna especi-
fica, es

0
(8Lte) + div(pev) — T - D = —divq, — divqg, + f, (1.42)

siendo q. el flujo de calor por conduccién, q, el flujo de calor por radiacién y f la fuente
de energia procedente de la fase discreta. Teniendo en cuenta la relacion (1.16), se puede
escribir la ecuacion de la energia en funcién de la entalpia de la forma

9(ph)

o1 +div(phv) — T, - D — @ = —divq, — divqg, + f, (1.43)

La ley constitutiva para el flujo de calor por conduccién nos permite escribir

Ne

qc = —krgrad 6 — Z piVih;, (1.44)
i—1

siendo kr el coeficiente de difusion térmica. Si utilizamos la expresion (1.29) en (1.44) para
reemplazar las velocidades de difusion y, ademas, suponemos que todas las especies tienen
el mismo coeficiente de difusiéon mésica D; = D, i = 1,..., N, y que el nimero de Lewis es
igual a 1, es decir, k7 = pDc;, obtenemos

q. = —pDgrad h. (1.45)

Sustituyendo (1.45) en la ecuacion (1.43) resulta la ecuacion

h
% + div(phv) — div(pDgrad h) — T, - D — 7 = —divq, + f, (1.46)
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que en forma no conservativa quedaria de la forma
ph — div(pDgrad h) — T, -D — 7 + f™h = —divq, + f. (1.47)

Por ultimo, reescribiremos la ecuacién de la energia en términos de la entalpia térmica
especifica hp, también llamada entalpia sensible. La entalpia especifica de la mezcla se puede
descomponer en

Ne
h=hr+ ) Yih. (1.48)
=1

La entalpia térmica se escribe en funciéon de la temperatura y la composiciéon de la mezcla
como

hT:ﬁT(H,W,H,...,YNE ZY/ Cr.i(s)ds. (1.49)
=1

Utilizando la descomposicion de la entalpia especifica (1.48) en la ecuacion de la energia
(1.46) obtenemos

d(ph
(gtT) + div(phyv) — div(pDgrad hy) — T, D — 7
(1.50)
+ Z hY [ iv(pY;v) — div(pDgrad Y;)| = —divq, + f.
Teniendo en cuenta que se verifica la ecuacion (1.31) se llega a
h
8(;:) + div(phyv) — div(pDgrad hr) — T, - D — & = —divaq, + f© + f°, (1.51)
donde

Ne
fo=r=)onpe (1.52)
=1

es la fuente de energia proveniente de las particulas de carboén u otra fase dispersa condensada
y

Ne
=-> Wi (1.53)
i=1

es la fuente de energia debida a las reacciones quimicas entre las especies de la mezcla gaseosa.

La forma no conservativa de la ecuacion (1.51) es
phr — div(pDgrad hy) — T, -D — 7 4+ f®hy = —divq, + f€ + [, (1.54)

la cual se deduce inmediatamente usando la ecuacion (1.27).

Para completar la formulacion de la ecuacién de conservacion de la energia habria que
modelizar el flujo de calor por radiacién. La radiacién es un fenémeno muy importante en
muchas aplicaciones como, por ejemplo, en calderas de carbén pulverizado, pero su estudio
desborda los objetivos de esta tesis y formara parte del trabajo futuro; ademas, en alguno
de los ejemplos que consideraremos en la parte de resultados numéricos la radiaciéon seré un
fenémeno despreciable.
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1.3.4. Ecuacion de estado

Un gas perfecto es un fluido de Coleman-Noll que verifica la ecuaciéon de estado m = p R0,

R
donde R = N siendo R = 8.314472 J/mol K la constante universal de los gases y M, la
g

masa molecular del gas. Si la mezcla es de gases perfectos se tiene,

T = pZ‘RZ‘H, 1= 1, s ,Ne, (1.55)

R .
donde R; = —-. Sumando la ecuacion (1.55) para todas las especies y teniendo en cuenta

i
(1.13) se obtiene la ecuacion de estado para la mezcla

T = pRo, (1.56)

con R = %, siendo M la masa molecular de la mezcla dada en (1.15).

1.4. Analisis dimensional. Modelo simplificado

Considerando las hipétesis:

los coeficientes de difusién son iguales para todos los gases de la mezcla,

el nimero de Lewis es igual a la unidad,

la hipotesis de Stokes sobre los coeficientes de viscosidad,

la ley de Fick,

el flujo de calor por radiacién es despreciable,

hemos obtenido el siguiente modelo para una mezcla de gases perfectos reactivos, escrito en
forma conservativa:

% +div(pv) = fM, (1.57)
% +div(pv @ v) — divT, + grad m = pg, (1.58)
6(52/;) +div(pY;v) — div(pDgrad ;) = fi + fi*, i =1,..., N, (1.59)
% + div(phrv) — div(pDgrad hy) — T, -D — 7 = f° + f°, (1.60)
™= pRo. (1.61)

Podemos hacer una simplificaciéon de este modelo a partir de un anélisis dimensional
del mismo, teniendo en cuenta las magnitudes caracteristicas del tipo de problemas que
trataremos.

En primer lugar descompondremos la presiéon como

mw(x,t) = mp(x, t) + 7(t), (1.62)
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donde T es el promedio espacial de la presién

m(t) :vol(Bt)l/ m(x,t)dx. (1.63)
Bt
Si denotamos con subindice 0 los valores caracteristicos de la magnitudes en nuestro
problema, podemos definir el niimero de Mach como
M=% (1.64)
€o

donde ¢y representa el valor caracteristico de la velocidad del sonido. En el caso de un gas

c=+/vRO = \/g, (1.65)

perfecto se tiene

siendo v = o
Cy
Los flujos que vamos a considerar seran compresibles y su niimero de Mach sera pequeiio;
en concreto, M < 1. Estos flujos se consideran “débilmente” compresibles (ver [85]) ya que
tienen un comportamiento hidrodinAmicamente incompresible, es decir, las variaciones de la
densidad se deben principalmente a los cambios en la temperatura. En estos flujos se tiene

que mp, K Ty, por lo tanto, 7, se puede despreciar en la ecuaciéon de estado.
Reescalamos ahora las variables independientes de la forma

T tvg
= —, tF=

Lo’ Lo’
siendo L la longitud caracteristica del problema. El resto de las variables y los coeficientes
de las ecuaciones se adimensionalizan de la manera siguiente:

* p * Th * M * hr
p = -, T = — 5, Vv = —, h = —_—,
po’ " povd v T ol
D
ot e Desopo
Ho ko

siendo Af = 0. — 0 la diferencia entre la temperatura 6. tipica del flujo de gases, que se suele
tomar como la temperatura de la llama, y 6y la temperatura de referencia considerada para
dichos gases, es decir, 298 K. En el caso de flujos con paredes solidas la adimensionalizaciéon de
la entalpia se hace tomando como salto de temperaturas 6. — 0p, siendo fp la temperatura
de las paredes. Para ver cémo obtener las ecuaciones adimensionales para problemas de
combustion podemos consultar Kuo [63], y Poinsot y Veynante [33].

Definimos los nimeros adimensionales

L 2
Po oUo’ Fr— Uy  Pr— Crofo  p, _ PrRe, Ec— U ’
CW()AH

Re =
o gLo

kro
que son los nimeros de Reynolds, Froude, Prandtl, Peclet y Eckert, respectivamente.

La ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento (1.58) escrita en forma adi-
mensional es

7(';;/ ) +div* (p*v* @ v*) — @diV* (T3) + grad “m, = _ﬁp*e_g’ (1.66)
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donde
Lo
Hovo

T =

v

2
T, = p* | (grad *v* + (grad *v*)") — gdiv*v*}l . (1.67)

El nimero de Reynolds mide la relacién entre los términos de inercia y los viscosos. Asi,
si el nimero de Reynolds es elevado podremos despreciar los términos de la ecuacién debidos
a los esfuerzos viscosos (salvo en las capas limite). El nimero de Froude mide la relacion
entre los términos de inercia y los gravitatorios. Si este ntimero es grande quiere decir que
estos tltimos pueden ser despreciados. Veremos en cada problema concreto cémo son los
numeros de Reynolds y Froude para ver si podemos simplificar la ecuacion de la cantidad de
movimiento.

Analicemos ahora la ecuacion de conservacion de la energia (1.60). Si adimensionalizamos
la ecuacién con los reescalamientos propuestos obtendremos

A(p*hi 1 B
DT(* LQ

- B = ) 1.68

‘D~ pyrenaig T (1.68)

En el caso de gases perfectos se verifica la ecuaciéon de Mayer R = ¢, — ¢, y, por lo tanto,
podemos escribir el namero de Eckert como

0
Ec=M?*(y—1) =. 1.
c (o —1) Ry (1.69)
Asi, tendremos que Ec < 1 si
Af
M?(y—1) < 7 (1.70)

[

lo que ocurrira si el ntimero de Mach es bajo y tenemos saltos de temperatura comparables
con la temperatura caracteristica de la mezcla de gases. Los problemas que simularemos
seran flujos a bajo namero de Mach en los que tienen lugar reacciones de combustion. Estas
reacciones hacen que la mezcla alcance una temperatura media del orden de 1800K de forma
que AB/6. ~ 0.8 y, por lo tanto, Ec < 1. Asi, en general, en flujos reactivos a bajo ntimero
de Mach, podremos despreciar los términos de disipacién de calor por efecto de la viscosidad,
T, - D, si el nimero de Reynolds no es muy pequeno, y de calentamiento por compresibilidad,
7, obteniendo la ecuacién de conservacion de la entalpia térmica simplificada

d(phr)
ot

+ div(phrv) — div(pDgrad hr) = f°+ f7. (1.71)

En resumen, teniendo en cuenta las simplificaciones realizadas, el modelo que conside-
raremos para simular nuestra mezcla de gases reactivos sera
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% + div(pv) = f™, (1.72)
@ +div(pv ® v) — divT, + grad = = pg, (1.73)
% +div(pY;v) — div(pDgrad ;) = fi + fi", i=1,..., Ne, (1.74)
8(27}:[) + div(phpv) — div(pDgrad hy) = f¢+ f7, (1.75)
™= pho. (1.76)

Debemos tener en cuenta que se verifica la relacion

Ne
dvi=1, (1.77)
=1

con lo que podemos evitar resolver una ecuaciéon para una especie, y que la temperatura se
relaciona con la entalpia térmica y la composicién mediante la ecuacion (1.49).

Para la resolucion del modelo propuesto sera necesario conocer las fuentes de masa y e-
nergfa provenientes de la fase condensada. Como hemos mencionado, estas fuentes en nuestros
problemas serédn debidas a la combustiéon de particulas de carbén y se calcularan resolviendo
un modelo de combustién para las mismas. El modelo elegido sera descrito en el Capitulo 2.
Este modelo nos permitird, ademés, simplificar el calculo de la composicién y la entalpia de
la mezcla de gases, bajo ciertas hipétesis sobre las reacciones quimicas.

1.5. Modelizacion de la turbulencia

Como vimos en la secciéon anterior, el nimero de Reynolds mide la relacién entre los
términos viscosos, con efecto estabilizante, y los términos de conveccién, con efecto desesta-
bilizante. Si el ntimero de Reynolds es pequetio los términos difusiéon suavizarén las pequenas
perturbaciones que haya en el flujo, obteniendo un régimen ordenado o laminar. A medida
que el nimero de Reynolds crece, el flujo laminar se va complicando hasta llegar a un com-
portamiento cadtico. Se dice entonces que el flujo es turbulento. En este tipo de flujos se
producen variaciones muy rapidas de sus propiedades, siendo imposible determinar su valor
instantaneo en una determinada posicion. Asi, serd necesario realizar un estudio estadistico
de las variables y ecuaciones que determinan el flujo.

La turbulencia es uno de los fenémenos més complejos en la mecanica de fluidos y, cuando
el flujo es una mezcla de gases reactivos, hay que modelizar ademas la interaccion entre la
turbulencia y la cinética quimica. Es por esto que el estudio de los flujos turbulentos de
fluidos reactivos es uno de los campos méas complejos para la modelizacién matematica y
la simulaciéon numérica. Pero este tipo de flujos son los que encontramos en la mayoria de
aplicaciones practicas como calderas industriales o motores.

Hay numerosas referencias en la literatura sobre este campo como, por ejemplo, Kuo [63],
Williams [95], Libby y Williams [68] y, méas recientemente, Poinsot y Veynante [33]. En estos
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libros se hace una revision de los diferentes modelos para flujos turbulentos reactivos, discu-
tiendo las aplicaciones, limitaciones y dificultades de los mismos con vistas a su resolucién
numeérica.

En esta seccién se pretenden dar unas nociones basicas sobre la obtencion de las ecuacio-
nes para un flujo turbulento de gases reactivos, teniendo en cuenta los modelos que vamos a
utilizar en nuestro codigo.

1.5.1. Conceptos elementales sobre turbulencia

En la modelizacién de flujos turbulentos se utilizan tres tipos de enfoque para el trata-
miento de las diferentes escalas de estos flujos:

» DNS (Direct Numerical Simulations): se resuelven las ecuaciones sin utilizar ningin
modelo de turbulencia. Es necesario realizar una malla lo bastante fina para capturar
todos los remolinos hasta los més pequenos. Por ejemplo, para resolver una llama

3 se necesita una malla de 1 a 2 millones de

turbulenta en 3D en un recinto de 5*mm
elementos (ver [33]). Es por esto por lo que este tipo de simulaciones han empezado a
tener importancia en los tultimos anos por el desarrollo de los ordenadores, aunque, de

momento, se limitan a problemas casi académicos.

» RANS (Reynolds Averaged Navier Stokes): se calculan los valores medios de las varia-
bles del problema resolviendo las ecuaciones promediadas temporalmente. Al realizar
el promedio de las ecuaciones aparecen algunos términos que deben ser aproximados
utilizando modelos de turbulencia para completar el sistema de ecuaciones (cierre).

» LES (Large Eddy Simulations): se simulan las escalas o estructuras turbulentas mas
grandes, generalmente de tamano mayor que la malla computacional, mientras que la
influencia de las mas pequenias, las llamadas escalas submalla, se representa utilizando
modelos de turbulencia. Las ecuaciones se obtienen filtrando las de partida.

En el c6digo que hemos desarrollado hemos considerado dos elecciones para modelizar la
turbulencia: por un lado una aproximacion tipo RANS utilizando el modelo de turbulencia
k — € estandar y, por otro lado, hemos implementado la resolucién de las ecuaciones filtradas
junto con el modelo de Smagorinsky.

1.5.2. Ecuaciones promediadas

Como vimos, al realizar una simulacién tipo RANS obtenemos los valores medios de
las variables que definen nuestro flujo. Para obtener las ecuaciones de estos valores medios
de las variables, se promedian las ecuaciones del modelo (1.72)-(1.77). Existen dos tipos
de procedimientos: utilizar un promedio temporal, llamado promedio de Reynolds, o un
promedio temporal ponderado por la masa, llamado promedio de Favre.

Definicion 1.5.1. Dada una variable del problema ¢, se definen los siguientes valores me-
dios:
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= ¢l promedio de Reynolds:
o 1 t+T/2
¢(x,t) = lim —/ o(x, s)ds, 1.78
@)= Jim 7 [ o (1.79)
» ¢l promedio de Favre:
- p_ 1 1 t+T/2
o(x,t) = —=— = = lim —/ po(x, s)ds, 1.79
)= =2 pim g [ bt (1.79)

donde p es el promedio temporal de la densidad.

Las fluctuaciones en torno a estos promedios las denotaremos como ¢’ para la media

de Reynolds y como ¢” para la media de Favre. De esta forma podemos descomponer una

variable como suma de su valor medio y de su fluctuacién en torno a la media:

para la media de Reynolds, y
¢=0+9¢"

para la de Favre.

(1.80)

(1.81)

A la hora de obtener las ecuaciones promediadas, tendremos en cuenta que se verifican

las siguientes propiedades (ver Kuo [63]):
b =9
¢’ =0,
o+ =0+v, ad=agp,
=0 b+
¢ =0, ¢ #0,
P = 79,
pd" =0

Los promedios de Reynolds se utilizan en caso de flujos con densidad constante, mientras que

si la densidad es variable se utilizaran promedios de Favre. La relacién entre los promedios

de Favre y de Reynolds no es simple

P =76+ 0¢

(1.89)

Si aplicamos la descomposicion (1.81) a las ecuaciones del modelo para un flujo de gases

reactivos (1.72)-(1.77) y las promediamos temporalmente, obtenemos
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% +div(py) = ™, (1.90)
6(??) + div(pvY;) — div (FDgrad Vi = vV, ) = T+ %, i = 1,00, Ne, (191)
@ (¥ @ ¥) —div (To ~ v © ") +grad 7, = 7, (1.92)
6@57?) + div(pVhy) — div (ﬁ@grad hr — ﬁ\%) = —divqg, + fe+ fe,  (1.93)
mo = pRY, (1.94)

siendo
1 t+T/2 1 d d
= lim — _ . 1.95
o TE%oT/tT/Q (vol(Bs) /Sw(x,s) x> ° (1.95)

Las ecuaciones (1.90)-(1.94) tienen nuevas incégnitas que pueden ser expresadas en fun-
cién de variables ya conocidas utilizando modelos de turbulencia. Asi, los flujos turbulentos
de masa de especies y entalpia se modelarédn usando la hipotesis clasica del gradiente

VY & —S”—;grad Y, (1.96)
i Ht 7
pv/ Rl = —S—Ctgrad hr, (1.97)

donde S¢; es el niimero de Schmidt turbulento, cuyo valor mas habitual es 0.7.

—
F = _Zv" @ v, se conoce como tensor de esfuerzos aparentes de Favre. Los

El término 7
modelos RANS de primer orden consideran valida la hipotesis de Boussinesq, que relaciona

este tensor con los gradientes de las velocidades medias de la forma
F = S\t 2. = 2_
™ &~ | (grad v 4 (grad v)) — gdlvv]I - gpk]l. (1.98)

La ventaja de esta hipo6tesis es su escaso coste computacional debido a que solo sera necesario
un modelo para obtener k y u;. La desventaja es la consideraciéon de py como una variable
escalar is6tropa, lo cual en general no es cierto. Otra alternativa seria utilizar modelos RANS
de segundo orden que consisten en resolver las ecuaciones que verifican las componentes
de 7, pero estos modelos son mucho méas complejos y presentan problemas en flujos con
recirculacion (ver [63]).

La modelizacién de las fuentes de masa y energia debidas a las reacciones f_l-r, fe es mas
compleja y requiere un anélisis detallado del problema, comparando las escalas de la quimica
y de la turbulencia, y dependendera del tipo de combustién que ocurre. Entre los numerosos
modelos desarrollados se encuentran, por ejemplo, los del tipo modelo de mezcla turbulenta.
La hipétesis fundamental de estos modelos es que los tiempos de la quimica son mas pequenos
que los de la mezcla turbulenta. A este grupo pertenecen modelos como el Eddy-Break-Up o
Eddy-Dissipation-Concept (también conocido como modelo Magnussen). Para ver con més
profundidad estos y otros modelos se puede consultar cualquiera de las referencias citadas
al inicio de la seccion.
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En el Capitulo 2 describiremos el modelo de combustion BFL laminar en el que, bajo
ciertas hipotesis, los términos f;, ff desaparecen. Pero cuando el flujo es turbulento este
modelo debera ser modificado para tener en cuenta la influencia de la turbulencia en la
quimica.

1.5.3. Modelo k — € estandar

El modelo que utilizaremos para calcular la viscosidad turbulenta, pi;, y la energfa cinética
turbulenta, k, es el modelo k£ — ¢ estandar. Este modelo es el méas utilizado debido a su
simplicidad y a su razonable precision en flujos complejos. Un motivo més para la elecciéon de
este modelo es que los modelos de dispersiéon de particulas disponibles en la literatura utilizan
siempre k y €, asi que necesitamos estos valores. Sin embargo tiene algunas desventajas
notables, entre las que destacan: la imposibilidad de describir flujos anisétropos, derivada
de la suposicién de la hipétesis de Boussinesq, que no simula bien flujos con nimero de
Reynolds bajo y que necesita utilizar leyes de pared para predecir el comportamiento del
flujo cercano de las paredes. A estas desventajas le sumaremos otras encontradas durante su
implementacion con métodos de elementos finitos, que describiremos en la tercera parte de
esta memoria, y que han sido objeto de numerosos estudios.

En el modelo k& — € estandar la viscosidad turbulenta se define como

k‘2
pe = pCu—, (1.99)

siendo C), una constante del modelo.

Las ecuaciones para la energia cinética turbulenta y la tasa de disipacién turbulenta son

(ver, por ejemplo, [71]):
M + div(pvk) — div [(u + ﬂ) grad k} = P, — pe, (1.100)
ot Ok
d(pe) . . Hi . € e
ot + div(pve) —div | | p+ o grad €| = CleEPk - C’gez, (1.101)

donde Py representa la produccién de energia cinética turbulenta debida a los gradientes de
la velocidad media, C1. y Coe son constantes y o y 0. son los numeros de Prandtl para k y
€, respectivamente. Las constantes del modelo se determinan experimentalmente, siendo sus
valores més comunes:

Cie =144, Coc =192, 0, =10, 0. =13y C, = 0.09. (1.102)
La produccién de la energia cinética turbulenta viene dada por
P, = —pv" @ v'grad ¥, (1.103)

F

donde para los esfuerzos de Favre 7% se supone de nuevo la expresion (1.98). Asi

2, o 2_ .
Py, = 2u||D|)? — 5(cuvv)2 — 3pdivy, (1.104)
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siendo
ID|?> =D - D. (1.105)

Si llamamos w = E, podemos escribir las ecuaciones (1.100) y (1.101) de la siguiente

forma, lo que facilitard su implementacion:

_a((;)tk) + div(pvk) — div Ku + ﬁ) grad k} +pwk = P, (1.106)
Ok
9(pe)

ot + div(pve) — div [(,u + ﬂ) grad e] + pCoewe = Crew Py, (1.107)
Oc

1.5.4. Modelo general para flujos turbulentos de gases reactivos

Si tenemos en cuenta la hipotesis de Boussinesq sobre el tensor de esfuerzos aparentes
de Favre (1.98), la forma asumida para los flujos de especies (1.96) y entalpia (1.97), y la
viscosidad turbulenta dada por el modelo k — €, obtendremos, a partir de las ecuaciones
promediadas (1.90)-(1.94), el modelo completo para un flujo turbulento de gases reactivos:

% + div(pv) = fm, (1.108)
_f/i e . ~ .
00X | Giv(pets) — div ( (7D + L2 ) grad V3 ) = FF 4 TF, i = 1, .., No(1.109)
8t SCt
%tv) + div(pv ® v) + grad 7,
_ - 2 - 2
— div (TU + e (grad v + (grad V)t) - gﬂtdiVVH - gﬁkl> =pg, (1.110)
d(ph -~ — = e Fe
(gtT) + div(pvhr) — div (<ﬁD + ;—;) grad hT) = —divg, + f°+ f¢, (1.111)
t
o = PR, (1.112)
k2
b=, (1.113)
%tk) + div(pvk) — div Ku + ﬁ) grad k‘] + pwk = Py, (1.114)
Ok
Oc

1.6. Condiciones de contorno utilizadas

Para completar la formulacion del modelo laminar, (1.72)-(1.77) debemos introducir las
condiciones de contorno para cada una de las ecuaciones en derivadas parciales que forman
el mismo. Como veremos con més detalle en el capitulo dedicado a la resolucién numérica del
modelo, la ecuacion (1.76) servird para calcular la densidad de la mezcla, cuya composicion
y temperatura se obtendran resolviendo (1.74) y (1.75), respectivamente. Por otra parte, de
las ecuaciones (1.72) y (1.73) obtendremos la velocidad y la presion. De hecho, la ecuacion
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(1.72) sera utilizada como restriccion para la ecuacion (1.73), resolviéndose el problema de
manera similar a las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles.

Teniendo esto en cuenta, para resolver el modelo propuesto necesitaremos condiciones de
contorno para las ecuaciones (1.73)-(1.75).

Denotaremos el dominio por €2 y su frontera por I'. Podemos dividir la frontera en tres
partes ' =T'g UT's UT'p, donde I'g son las entradas de flujo de masa, I'g las salidas y I'p
es la parte de la frontera correspondiente a las paredes impermeables para el flujo mésico.

Sea T la longitud del intervalo temporal para la simulaciéon. Para el movimiento consi-
deraremos las condiciones de contorno

v=vg, enl'g x[0,7T], (1.116)
v=0, enlpx]0,T], (1.117)
Tn=0, enLg x [0,7], (1.118)

siendo vg : I'g x [0, 7] — V una funcion dada. En problemas de “flujo abierto”, como el caso
de las llamas que vamos a simular, podemos sustituir la condicién de pared prescribiendo la
velocidad del flujo lejos de la llama, es decir,

V= Ve, en I'p x [0,7T]. (1.119)

Para la ecuacion de conservacion de las especies consideraremos las condiciones de con-

torno
Y;=YF i=1,..,N,—1, en T x [0,7], (1.120)
oY;
3 ‘=0,i=1,..,N.—1, en ([sUTp) x [0,T], (1.121)
n

con YZE :Ipx[0,T] = R,i=1,..., No—1, funciones dadas, es decir, se conoce la composiciéon
en la entrada y se supone flujo nulo en las paredes y en la salida.

Las condiciones de contorno para la ecuacién de conservaciéon de la energia son analogas
a las de las especies. Asi,

hy = hE, en Tp x 0,7, (1.122)

oh

a—nT =0, enTgx][0,7], (1.123)

oh

a_nT =gq, enTp x[0,7], (1.124)
(1.125)

siendo hE : T x [0,7] = Ry ¢ :'p x [0,T] — R dadas, con ¢ representando el flujo de
calor a través de las paredes por conduccién. El flujo de calor por conduccion a las paredes
es de la forma

q=hy(0p —60%), (1.126)

siendo 0} la temperatura de los gases cerca de la pared, 6% la temperatura de la pared
solida, o del flujo exterior a la misma, y h,, el coeficiente de transferencia de calor (W/m?K).
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Este coeficiente se calcula teniendo en cuenta la capa limite térmica y, en el caso de flujos
turbulentos, la capa limite hidrodinamica.

Cuando el flujo es turbulento y utilizamos el modelo k — €, debemos dar condiciones de
contorno para las ecuaciones de k y €. En este trabajo hemos considerado las siguientes:

k=kP e=el enTp x[0,T], (1.127)
Ok Oe

ok _ g€ _ , 12
=0 e (TpUTyg) x [0,7] (1.128)

El modelo £ — € no es valido en las regiones cercanas a las paredes y, por esta razon,
normalmente se usa junto con leyes de pared que evitan el cilculo de k, € y v en estas regiones.
La implementacion de las leyes de pared es una de las mayores dificultades numéricas del
modelo k — € pues involucran un acoplamiento no lineal entre las tres variables anteriores.
Dado que los flujos que vamos a simular en esta tesis son flujos en dominios abiertos, no
serd necesario considerar leyes de pared. Asi, la implementacion de estas leyes de pared o
de modelos vélidos en regiones con bajo ntimero de Reynolds formaré parte del trabajo a
realizar en el futuro.



Capitulo 2

Modelo de combustion

2.1. Introduccion

Los procesos fisico-quimicos que tienen lugar en flujos de gases reactivos que incluyen la
combustiéon de particulas de carbén pulverizado son de una gran complejidad. Esto obliga
a desarrollar modelos simplificados que describan tanto los fenémenos que ocurren en el
interior de las particulas, como los que tienen lugar en la mezcla gaseosa que incluird a
aquellas especies liberadas durante la gasificacion del carbon.

Estos modelos se dividen en dos partes: una para la mezcla de gases y otra para las
particulas de carbon (a la que también nos referiremos como fase discreta, dispersa o con-
densada). La forma general para el modelo de fase gaseosa la hemos visto en el capitulo 1
y debera ser completada indicando un tratamiento para la quimica que tenga en cuenta las
caracteristicas del proceso que se va a modelizar. Para la de fase sélida se suele utilizar una
descripcion Lagrangiana, es decir, se calculara la evolucién de las particulas siguiendo su
trayectoria a lo largo del tiempo.

En los problemas que vamos a considerar tendremos reacciones de combustién, en la
mezcla de gases, que supondremos que ocurren en llamas de difusiéon. El modelo que vamos
a describir en este capitulo ha sido desarrollado en Bermudez et al [19] y nos referiremos a
él como modelo BFL (acrénimo de Bermudez, Ferrin y Linan). En este modelo la hipote-
sis fundamental es la de Burke-Schumann que considera que las reacciones en fase gaseosa
son infinitamente rapidas comparadas con el resto de las escalas temporales del problema.
Asi, las llamas de difusion seran infinitamente delgadas y separaréan zonas con oxigeno y sin
combustibles de zonas con combustibles y sin oxigeno. Estas llamas pueden estar dentro de
las particulas, en el gas de su entorno o lejos de ellas y cada caso se tendrd en cuenta para
la derivacion del modelo de fase solida. La hipotesis de Burke-Schumann para las reaccio-
nes de combustién en fase gaseosa permitirda simplificar las ecuaciones que determinan la
composicion y la energia de la mezcla.

En el modelo BFL se consideraban particulas con alto contenido en cenizas y cuyo radio
permanecia constante durante su gasificacion. En este capitulo completaremos el anélisis rea-
lizado en [19] para tener en cuenta dos casos méas simples: en primer lugar el correspondiente
a particulas con alto contenido en cenizas pero con un tamano suficientemente pequeno que

29
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produzca la extincion de la llama de difusién en su vecindad. En segundo lugar el corres-
pondiente a particulas con bajo contenido en cenizas, que es el habitual en la literatura
sobre combustiéon de carbén. En este caso, la capa de cenizas tiene una gran porosidad y
resulta estructuralmente inestable, produciéndose su fragmentacién. Por lo tanto, el radio
de la particula disminuira durante la gasificacion y la tasa de gasificaciéon del carbén tendra
una forma més simple. Tampoco, en este segundo caso, la llama de difusién se encuentra
en la vecindad de la particula. Ambos casos simplificados se denominaran BFLs1 y BFLs2,
respectivamente.

2.2. Llamas de difusiéon

En un flujo con gases reactivos las llamas de difusién se producen cuando el combustible
y el comburente, no mezclados previamente, entran en contacto por difusion. Asi, al contra-
rio que en la combustién premezclada, el combustible y el comburente entran por lugares
distintos en la cAmara de combustiéon y se mezclan solamente en la zona donde reaccionan.
De esta forma, el dominio quedaré dividido en tres partes: una parte en la que hay oxidante
vy no hay combustibles, otra zona en la que hay combustibles pero no oxidante y la zona de
la llama. En la Figura 2.1 podemos ver el esquema de un prototipo de llama de difusion.
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Figura 2.1: Esquema de una llama de difusién

La anchura de esta llama de difusién, que denotaremos por d,, vendra determinada por
las velocidades de las reacciones quimicas que en ella tienen lugar y por la velocidad de
difusion de las especies. Relacionado con ella, se define el nimero de Damkdhler como el
cociente entre los tiempos caracteristicos del flujo y de la quimica

Da="1L. (2.1)
Te
El tiempo del flujo tiene que ver con el tiempo en el que se mezclan y difunden los gases del
flujo, por lo que dependera del tipo de problema que estemos considerando y sera definido
en cada caso. Si se considera quimica muy rapida, el nimero de Damkdohler tomaré valores
muy grandes comparados con la unidad.
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La hipdtesis de Burke-Schumann supone que las reacciones son infinitamente rapidas e
irreversibles. Esto implica que el nimero de Damkohler es infinito y la llama de difusién
infinitamente delgada, es decir, 6;, — 0, lo que significa que el oxidante y el combustible
no pueden coexistir. Este es el tratamiento mas sencillo para la quimica en una llama de
difusion y seré la hipotesis fundamental para la derivacion del modelo BFL. Cuando el flujo
es turbulento esta hipétesis puede no ser valida ya que la estructura de la llama serd mas
compleja, el tiempo de mezcla disminuird y podran ocupar el mismo lugar comburente y
combustible. En este caso sera necesario modificar el modelo BFL.

2.3. Modelo de combustion

Una particula de carboén estéd formada por carbono fijo (o “char”’), materias volatiles,
humedad y cenizas. En la combustiéon de una particula de carbén se pueden distinguir varias
etapas: en una primera etapa, la particula se calienta por el calor que le aporta la fase
gaseosa. Al alcanzar una determinada temperatura dard comienzo una segunda etapa en la
que se produce la evaporacion de la humedad y la liberacién de las materias volatiles a la fase
gaseosa. Los volatiles liberados se quemaran en la fase gaseosa aumentando la temperatura
de la mezcla de gases y de la propia particula. Cuando la temperatura de la particula alcance
un cierto valor se iniciardn las reacciones de gasificacion del char con algunas especies de
la fase gaseosa. En esta tercera etapa la particula puede seguir liberando los volatiles y
la humedad que todavia contenga. Si el carbén que consideramos tiene un alto contenido
en cenizas, que no pierde durante las etapas segunda y tercera, podemos considerar que el
tamano de cada particula permanece constante. En caso contrario, durante la gasificacion,
la capa de cenizas que rodea al nticleo de carbono se romperé y, por lo tanto, el volumen de
la particula disminuiré.

Una vez que se haya quemado toda la fraccién combustible de la particula ésta seguird
intercambiando calor con la fase gaseosa hasta abandonar el recinto donde se esta produ-
ciendo la combustién. Podemos ver un esquema de las diferentes etapas en la combustiéon de
una particula con alto contenido en cenizas, en la Figura 2.2.

Particula inerte: Primera etapa: Segunda etapa: Particula inerte:
La particula se calienta con: Liberacion de volatiles y Liberacion de volatiles y La particula continua
el calor procedente de la evaporacion de la humedad. intercambiando calor con
fase gaseosa. humedad. Gasificacion del “char”. la fase gaseosa.
V(g) H,0(g) H,0(g) H,

N A Vg

H,0(@) co, O

T>T T>T Y,=Y,,0=Y =0

Figura 2.2: Combustién de una particula de carbén con alto contenido en cenizas
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El modelo cinético simplificado que consideramos consta de los siguientes procesos fisico-
quimicos, expresados por las reacciones heterogéneas:

1 COQ+C(S) —2CO +(q1)

2 502+ C) — CO  +(q2)

3 HyO+C) —» CO+Hy  +(g3)
4 ‘/(s) -V + (Q4)

5 HyO0() — H20()  + (g5)

y por las siguientes reacciones de oxidacién en fase gaseosa:

6 CO+10y—COy  +(go)
7 V+1v1 Oy = vy COy 4 v3 HO + vy SOs +(Q7)
8 Hy+ 3 Oy — HxO  +(gs)

donde los indices s y g denotan la fase solida y gaseosa, respectivamente, g; es el calor de
la reaccion ¢ por unidad de masa gasificada y V| ) denota los volétiles. Por simplicidad,
consideraremos los volatiles equivalentes a una tnica molécula:

Vig) = Crs Hiy Orcy Sy

Los coeficientes k1, Ko, k3 v K4 se obtienen del anéalisis elemental del carbén, mientras que
los coeficientes estequiométricos molares v; vienen dados por

v = (261 + Ko /2 + 2K4 — K3)/2, vy = K1,

125 :/€2/2, V4 = KR4.

Llamaremos My a la masa molecular de los volatiles, que ha de ser calculada para cada

tipo de carboén. La masa molecular del resto de las especies consideradas se puede ver en la
Tabla 2.1.

Especie | Masa molecular (kg/kmol) ‘

COs 44
O, 32
HyO 18
cO 28
H, 2
S0, 64
C(s) 12

Tabla 2.1: Masas moleculares
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Recordemos que se ha denotado por ; la velocidad de la reacciéon [-ésima en kmol/m?3s
mientras que w; sera la velocidad expresada en kg/m3s. La velocidad global de gasificacion
del char, w¢, quedara determinada por la suma de las velocidades de las reacciones 1, 2 y 3:

we = wi + wo + ws. (2.2)

Para que el modelo sea vélido se deben verificar las desigualdades
Lo>1.>1, > ap, (2.3)

donde Lo, I, I, y a, son las longitudes caracteristicas del dominio de célculo, de la celda
computacional, de la distancia entre particulas y del radio de las mismas. Estas desigualdades
nos permitirédn, por ejemplo, considerar la fase sélida como dispersa, es decir, despreciar las
influencias de unas particulas sobre otras y considerar que su movimiento no perturba el
movimiento de la fase gaseosa. Como la fraccion volumétrica de la fase discreta es pequena,
podemos realizar un tratamiento homogeneizado de la mezcla de gases y particulas. Asi, la
influencia de la combustiéon de las particulas en las ecuaciones del modelo de fase gaseosa
vendré dada por fuentes homogeneizadas de masa y energia. El acoplamiento entre los dos
modelos también se producira en el otro sentido pues la fase gaseosa determinaré la atmosfera
en la que se queman las particulas.

En la derivacion de este modelo se aplica la hipotesis de Burke-Schumann para las reac-
ciones en fase gaseosa. En un flujo con combustién de carbén, las llamas de difusion delgadas
donde ocurren estas reacciones pueden encontrarse en el interior de las particulas porosas, en
el gas de su entorno o en el que esté lejos de ellas. El lugar que ocupen las llamas dependeré
de la temperatura y de las concentraciones locales de oxigeno, monéxido de carbono, volatiles
e hidrogeno (en lo que sigue a estas tres ultimas especies se les llamara combustibles). En la
Figura 2.3 se puede ver un esquema de las llamas de difusion (pintadas con una linea negra
gruesa) que se producen en un quemador tipico de carbon pulverizado. En el esquema se
pueden ver los tres tipos de localizaciéon de las llamas de difusiéon en fase gaseosa.

aire secundario

particulas de carbon con aire primario

Figura 2.3: Esquema de llamas de difusién formadas en un inyector de carbén pulverizado

En particular, la hipétesis de Burke-Schumann implica que el oxigeno no puede coexistir
con los combustibles. Por esto, el flujo de gases después de la homogeneizaciéon quedara
divido en dos regiones: una en la que no hay oxigeno, que denotaremos por g, y otra en la
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que si lo hay, que denotaremos por €2p. Estas regiones estaran separadas por una superficie,
I'r, donde se sitia la llama.

Debido a esta divisién del dominio, hay que distinguir dos casos: en primer lugar, cuando
una particula se quema en 2o, los combustibles que se producen durante la gasificaciéon se
consumen completamente, en una llama de difusién, dentro de la particula o pegada a ella.
En este caso las particulas no representan fuentes de combustibles para la fase gaseosa. El
segundo caso, cuando la particula esté en (2, al no haber oxigeno, las reacciones homogéneas
6, 7y 8 no tienen lugar y los combustibles se unen a la fase gaseosa sin quemarse.

2.4. Modelo para la fase gaseosa

En esta seccién veremos como se puede simplificar el modelo (1.72)-(1.77) cuando se
considera valida la hipdtesis de Burke-Schumann.

Si llamamos £, al operador diferencial definido por

Ly(u) = % + div(puv) — div(pDgrad u), (2.4)

podemos escribir las ecuaciones de conservacién de la masa de cada una de las especies
gaseosas (1.74), y de la energia (1.75) como

Ly(Yo,) = [0, + [0, (2.5)
Ly(Yco,) = fco, + fEo,: (2.6)
Ly(Y,0) = fio + fis0: (2.7)
Ly(Ys0,) = f30, + f50, (2.8)
Ly(Yco) = foo + foos (2.9)
Ly(Yv) = v + fv, (2.10)
Ly(Yry) = i, + fhyo (2.11)
Ly(hr) = f°+ ff — divq, (2.12)

Utilizando las definiciones de ff y fI, i = Oz, CO, V, Hy, CO2, SO, H>O, dadas en (1.53)
y (1.21), respectivamente, y las masas moleculares de las especies dadas en la Tabla 2.1
tenemos

15, = — (1676 + 32v177 + 167s) (2.13)
foo, = 4476 + 44varr, (2.14)
[0 = 18rsyr + 1878, (2.15)
fs0, = 64vynr, (2.16)
feo = =28, (2.17)
fv =My, (2.18)
iy = =275 (2.19)
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fi= = (44hco, —28heo — 16hp,) 6
—  (44v2hi o, + 18ushly, o + 64v4h o, — My hy, — 32v1hg,) v (2.20)
—  (18h%,0 — 2hY, — 16h0,) s

Usando la definicion del calor de reaccion dada en (1.18) para las reacciones en fase gaseosa,

deducimos
L o 0 0
g6 = _M—oo(hCOQMCOQ — 0.5k, Mo, — hEoMco),
q7 = ML(VQh%OQMCOQ + v3h, o M0 + vah$o, Mso, — vih,Mo, — hiyMy),
g = Ml (W0 M0 — 0.5h%, Mo, — h M),

Si tenemos en cuenta que se verifican las igualdades

we = Mcoves, wr = Myyry ws = Mpg,7s, (2.21)

podemos escribir las ecuaciones (2.5)-(2.12) en funciéon de las velocidades y de los calores de
reaccion, llegando a

4 321/1
£9(Y0,) = 16, = s = S —wr — Sus, (2.22)
m 11 441/2
Ly(Yco,) = f&o, + — We + My - wr, (2.23)
18v
Ly(Yi,0) = fin,o + 5, =~ w7 + 9w, (2.24)
1%
641/4
Ly(Yso,) = fs0, + M—vw7’ (2.25)
Ly(Yoo) = fco — We, (2.26)
Ly(Yv) = fv — wr, (2.27)
Ly(Yr,) = fH2 (2.28)
ﬁg(hT = f° + qswe + qrw7 + qswg — divq,.. (2.29)

Para el calculo de las fuentes provenientes de la fase dispersa f7y fi, i = O2, CO, V, Ho,
COs, SO2, H>O, necesitamos describir la respuesta de la particula en las condiciones del gas
de su entorno. Este analisis se llevara a cabo en la Seccion 2.5.

Como estamos suponiendo que se verifica la hipotesis de Burke-Schumann de reacciones
en fase gaseosa infinitamente rapidas, lo que implica la no coexistencia de los combustibles
con el Og, no serd necesario dar expresiones para las velocidades de éstas. Si definimos los
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siguientes escalares conservados o combinaciones lineales de Shvab-Zeldovich
4 3211

Zy = Yo,— =Yoo — Yy — 8Y 2.30
1 0> 7 coO My |4 Hgy» ( )
11 44v9
Zy = Y —Y —Yy, 2.31
2 co, + Yoo + Z 7Yy (2.31)
18v
Zsy = Yo+ ——Yy + 9V, (2.32)
My
64v.
Zy = Yso,+ Yy, (2.33)
My
H = hr+qgYco+arYv + asYi,, (2.34)
podemos eliminar los términos de las reacciones gaseosas en las ecuaciones (2.22)-(2.29),
obteniendo
m 4 m 321/1 m m
Ly(Z1) = 6, —=fco - M—va — 8fH,: (2.35)
11 44v9
L,(Z2) = fiu —foo+ —1v 2.36
9(Z2) fo, + —fco + va\m (2.36)
m 181/3 m m
Ly(Z3) = [ho+ M—va + 9/, (2.37)
m 641/4 m
Ly(Zs) = f502+—Mva, (2.38)
Ly(H) = [*+aslco+afv' +asfi, =V -ar (2.39)

Una vez resueltas las ecuaciones (2.35)-(2.39) recuperaremos los valores de la entalpia
térmica y de las fracciones masicas de las especies que componen la mezcla gaseosa. Para ello
deberemos tener en cuenta la regiéon del dominio en la que nos encontramos, la cual vendra
determinada por el valor de Z;. Asi, procederemos de la siguiente forma:

1. Si Z; > 0 estaremos en la region (o, es decir, si habra oxigeno, lo que implica que
Yy = Yu, = Yoo = 0y, usando (2.30)-(2.34), tendremos
Yo, = 71,
Yco, = Za,
Yu,0 = Zs, (2.40)
Yso, = Za,
hr = H.

2. Si Z1 < 0 estaremos en la region Qp, con lo cual wg = wy = wg = 0 al no haber
oxigeno. En este caso, para calcular las fracciones maésicas de la mezcla y su entalpia,
necesitaremos resolver dos ecuaciones adicionales elegidas entre (2.26)-(2.28) pero sin
términos de reacciéon. Podremos elegir, por ejemplo

'Cg(YV) = f‘I/n en QF, (241)
Ly(Yn,) = fi, en QF, (2.42)

que deberan ser integradas usando las condiciones de contorno Yy =0y Yy, = 0 en
la superficie I'r dada por Z; = 0, que separa las regiones Qp y Qp.
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El modelo para la fase gaseosa dado en esta seccion es muy general y serfa valido para
modelos de fase sélida diferentes del que describiremos en la siguiente seccion.

2.5. Modelo para la fase sélida

En esta seccién describiremos el modelo para la fase sélida que proporcionaré las fuentes
de masa y energia procedentes de la combustion de las particulas. Estas fuentes se calcularan
haciendo una descripcién Lagrangiana de la temperatura y de la masa de cada particula a
lo largo de su trayectoria.

Supondremos que las particulas son esféricas y su radio es r,. Por simplicidad, nos res-
tringiremos al caso de bajo ntimero de Peclet, relativo a la velocidad de la particula en
relacion con la velocidad del gas ambiente. De esta forma, los efectos del movimiento de
este gas ambiente relativos a la particula pueden ser despreciados y es posible considerar la
concentracion y la temperatura del gas dentro de la particula y en su entorno como campos
con simetria esférica.

Como vimos en la Secciéon 2.3, una particula de carbén estd compuesta por cenizas,
humedad, volatiles y carbono fijo. Por lo tanto, la masa de una particula de carbon, my, se
puede escribir como

My = MH,0 + My + mc + Meen, (2.43)
donde mpg,0 y my son los valores, dentro de la particula, de la masa de volatiles y de
agua que estan en forma condensada, respectivamente. Denotaremos por p, la densidad de
la particula y por pv, peen, P Y PH,0 las densidades de las sustancias que la componen y

llamaremos v, al volumen de la mismal.

Para facilitar la lectura, introducimos en este punto nueva notacién referente a las reac-
ciones quimicas, que se utilizara posteriormente. Asi, para cada reaccién ¢ consideramos:

» B; factor de frecuencia,

= &, energia de activacion,

= w; masa gasificada por unidad de volumen y de tiempo,
= 77; masa gasificada por unidad de tiempo,

= )\; velocidad de reaccién adimensional.

Las velocidades de reacciéon adimensionales para las reacciones 1, 2 y 3 se definen como la tasa
de masa de “char” gasificado por la reaccién dividida por el flujo de difusion caracteristico

4mrppD, (2.44)

mientras que para las reacciones 4 y 5 se definen como la tasa de masa liberada de volatiles y
humedad, respectivamente, dividida por el flujo (2.44). Por lo tanto, se verifican las siguientes
relaciones:

m; = wivp, = dwprp DA, (2.45)

'Por simplicidad en la notacion solo utilizaremos el indice p en estas y otras variables cuando sea necesario
distinguirlas de las que se refieren a valores en la fase gaseosa.
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cont=1,...,5.

La velocidad adimensional de gasificaciéon global y la masa total gasificada serén

5 5
A=) Niym=Y 1, (2.46)
=1 =1

respectivamente.

Supongamos que la densidad de cenizas de las particulas permanece constante durante
la combustion. La evolucion de mg,0, my y mc, con respecto al tiempo, viene dada por

d d d
mV . mHQO — _m5’ ﬂ — _mc. (2'47)

a ™ T

Cuando escribimos la ecuacion de la temperatura de la particula, podemos considerarla
espacialmente uniforme, es decir, T (t). Esta suposicion se basa en que el tiempo caracteristi-
co de la conduccion de calor en la particula es pequefio comparado con el tiempo de difusion.
Entonces, las reacciones que tienen lugar dentro de la particula generan unas variaciones de
temperatura pequenas comparadas con la temperatura a la que se encuentra la particula.
Si despreciamos las variaciones espaciales de la temperatura en el interior de la particula,
podemos escribir la ecuacién

8
dT, Tp
mpcpd—tp = 47‘1’7‘127((]],7/ +q) + /0 (Zzl qin-) 4rr3dr, (2.48)

donde 47r7“£q1’,’ y 47rr12,q1’f son los flujos de calor que llegan a la particula por conduccién y por
radiacién, respectivamente, siendo

dr 1
n__ " 4
4 = kT%‘T:aJr, q, = ¢&p (Z /52 I(z,w)dw — JTp> , (2.49)
donde I(z,w) es la intensidad de radiaciéon en la direcciéon w en la posicion de la particula,
que denotamos por z, €, es la emisividad de la particula, o = 5.67 X 1078 V\/'/mzK4 es la
constante de Stefan-Boltzmann y S? es la esfera unidad.

Las velocidades de reaccién por unidad de volumen, de las reacciones de gasificacién del
carbono fijo, se podrian modelizar utilizando leyes de tipo Arrhenius de la forma:

wi = Bie” R pY oo, H(pe), (2.50)
wy = Bae /R pYo, H(po), (2.51)
w3 = Bze 5/RTr pyy 0 H (pe), (2.52)

donde Yx,0, Yo, € Yco, son las fracciones mésicas de agua, oxigeno y diéxido de carbono
del gas que llena los poros, p su densidad y H es la funcién de Heaviside. La inclusion de
esta funcion como factor se hace para que estas tres velocidades sean cero cuando el carbono
de la particula se haya consumido completamente.

Para las reacciones de liberaciéon de los volétiles y del vapor de agua usamos las leyes

Wy = B4€_g4/RTppv, (2.53)
wy = B5e_g5/RTppH20, (2.54)
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de primer orden, pero el anélisis podria generalizarse facilmente para otras mas complejas.
De este modo, la evaporaciéon de la humedad se describe, por simplicidad, con un modelo
cinético similar al modelo de pirélisis de generaciéon de volatiles.

Dado que se considera la temperatura de la particula espacialmente homogénea, a partir
de las expresiones (2.53) y (2.54) se deduce que las tasas de generacion de vapor de agua y de
volatiles son uniformes en el interior de la particula y dadas en funcién de dicha temperatura
T,. Asumimos que durante los procesos de liberaciéon de humedad y volatiles el radio de la
particula no varfa y podemos calcular la variaciéon con el tiempo de py v pmg,o de la forma

d B
% = —wy(T,) = —Bae &/RTrpy, (2.55)
dpH,0 _

PO — —ws(Ty) = ~Bse /%Mo pp0. (2.56)

No se puede llegar a una expresion similar a partir de la tercera ecuacion de (2.47) debido
a que wi, wy y ws son funciones de Yco,, Yo, v YH,0 v éstas no son uniformes en el interior
de la particula, debido al fenémeno de difusion interna.

Para llevar a cabo un tratamiento mas simple de los efectos de las reacciones de gasifi-
cacion del char 1, 2 y 3, se tendré en cuenta que todas las energias de activacion de estas
reacciones son grandes. Los nimeros de Damkdhler de estas reacciones, que se definen como

Da; = (Tg/De)Bie_gi/RTpa 1=1,2,3, (2'57)

dependen fuertemente de la temperatura. Como las energias de activacion de las reacciones 1,
2 y 3 son grandes, la etapa de transicion se tiene cuando los niimeros de Damkéhler asociados
a estas reacciones son del orden de la unidad. Asi, los nimeros de Damkohler nos permiten
distinguir dos etapas en la gasificacion del char. En la primera etapa (Da; < 1,7 = 1,2, 3),
las reacciones de gasificacion se pueden considerar congeladas y podremos escribir weo = 0,
mientras que en la segunda etapa (Da; > 1,7 = 1,2, 3), estas reacciones son muy rapidas y
tienen lugar en una llama de difusion. Esta llama se encontrara en r = r.(t), siendo 7.(t) el
radio del ntucleo de carbono fijo de la particula en el instante t. Este radio ird disminuyendo
a medida que el carbono se gasifica, por lo que a este modelo se le conoce con el nombre de
“shrinking core”.

La llama de difusion de las reacciones de gasificacion impide que puedan coexistir en el
interior de la particula el carbono fijo con las especies que lo atacan. Entonces, los términos
wy, we y ws se convierten en deltas de Dirac en r = r.(t), con valores en esta superficie
w, wy y w§ determinados para asegurar que Yoo, = Yo, = Yi,0 = 0 dentro de la llama,
r<re,yque Yo=0enr >r..

Ademas, si suponemos que los cambios en pco durante la primera etapa son despreciables,
podremos considerar

0, sir<r
pc(r,t) = { gC G i TEQ (2.58)

siendo p% el valor inicial de la densidad de carbono en la particula.

Teniendo en cuenta la definicion (2.58) podemos escribir la tercera ecuacion de (2.47) en

la segunda etapa como
odre

= —we. 2.59

3pdr
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Para calcular los valores de wy, we y w3 y obtener la evolucién de r. deberemos resolver las
ecuaciones de conservacion de masa de las especies en el gas del interior de la particula, para
valores dados de T}, y de la composiciéon del gas en la superficie de la misma. Las fracciones
mésicas en la superficie de la particula deberan obtenerse de las ecuaciones de conservacion
de las especies, pero en el entorno gaseoso de la particula. Para resolver todas estas ecuaciones
se utilizaran técnicas similares a las empleadas en la derivacién del modelo de fase gaseosa,
considerando, cuando sea posible, la hipotesis de Burke-Schumann. Para realizar este anéalisis
se debe tener en cuenta la region en la que se esta gasificando la particula, su contenido en
cenizas y su tamano.

2.5.1. Particulas grandes con alto contenido en cenizas

Los modelos obtenidos para este tipo de particulas son los descritos en [19], donde se
puede ver su derivacién con mas detalle.

En el caso de particulas con alto contenido en cenizas se puede suponer que el radio de
la particula y, por lo tanto, su volumen, permanecen constantes a lo largo de todo el proceso
de combustion. Si llamamos a al valor del radio inicial de la particula tendremos que, para
todo instante ¢, 7,(t) = a.

Como vimos en la Seccion 2.3, podemos distinguir varios tipos de combustién segin la
region en la que se encuentre la particula. Si la particula se encuentra en la regién Qp no
habra oxigeno en su interior y, por tanto, las reacciones de combustion en fase gaseosa 6, 7'y
8, asi como la reaccién de gasificacion del char con oxigeno, no tendran lugar. Si la particula
estd en )y tendremos una llama controlada por la difusién que puede estar dentro de la
particula o en su entorno, dependiendo de si hay oxigeno en su superficie o no.

Para poder aplicar la hipdtesis de Burke-Schumann en el gas del interior de los poros de la
particula o en el de su entorno, debe verificarse que los niimeros de Damkdhler sean grandes
comparados con la unidad. Para ello, el tamafio de la particula tiene que ser mayor que el
espesor de una llama formada por la mezcla estequiométrica de CO y Os. Asi, si a > 50um
y la particula estd en Qo existird una llama de difusiéon infinitamente delgada dentro o
en el entorno de la particula, donde el oxigeno consumira los combustibles procedentes de
la gasificaciéon de la particula. La llama estard dentro de la particula en 2o si el escalar
conservado Z7 = Zj,—, > 0y, por lo tanto, hay oxigeno en la superficie de la particula;
mientras que estara fuera si Z7 < 0.

En el caso de una particula grande con alto contenido en cenizas las velocidades adimen-
sionales Ay y A5 se obtienen a partir de las expresiones (2.53) y (2.54), teniendo en cuenta
la relacion (2.45); resulta

2
M= s Bie Ry, (2.60)
g
a’ —&/RT,
A5 = 30 DB5€ 5 PoH50- (261)
g

Para este tipo de particulas tendremos que resolver, en la primera etapa, las ecuaciones (2.55)
y (2.56) junto con la ecuacion de la energia, que dependeréa de la concentracion de oxigeno
en la superficie de la particula:
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» Si Z7 <0, hay una llama de difusiéon fuera de la particula que hace que el oxigeno no
llegue a su superficie y tenemos

4 3
2 7a"PpCy

T
3 L = dma®(qy + q)') + 4wpaD(quds + gsAs). (2.62)

dt

» Si Z7 > 0, los volatiles no pueden abandonar la particula debido a la reaccién con el
oxigeno y, por lo tanto, la ecuacion es

4 dT;
gﬂagppcpd—tp = 47ra2(qg +q) + 4mpaD{(qs + q7) A1 + g5 A5} (2.63)
En ambos casos L L
1 T p T Cp
— hr —hb) = =0 — 2T, 2.64
p acﬂ( T T) a ( Cr 1?)7 ( )

siendo ¢, el calor especifico a presién constante del carboén.

FEl modelo BFL permite que la liberacién de humedad y volatiles ocurra a la vez que
la gasificacion del “char”. Asi, en la segunda etapa, determinada por Da; > 1,i = 1,2, 3,
todavia debemos seguir resolviendo las ecuaciones (2.55) y (2.56). En el caso que la particula
se esté quemando en {)r, no hay oxigeno, mientras que si lo hace en Qo la llama de difusiéon
que rodea la particula, o que se encuentra en su interior, impedira que éste llegue al niicleo
de carbono fijo. Asi, para los tres casos posibles tendremos que ws = 0. Teniendo esto en
cuenta, podremos escribir la ecuacion de evolucion de r., (2.59), de la forma

0
Pc T2@

Para las velocidades adimensionales de las reacciones 1 y 3, asi como para la temperatura
de la particula, tendremos tres modelos distintos dependiendo del caso:

Caso 1 Particula en Qp.
¥
YCO

Yy

2

.

Figura 2.4: Esquema de la combustién de una particula en Qg

Para calcular \;, A3 debemos resolver el sistema

11X\ g TTA | A2 (1—a/re)-A
EDY {Yc@ 37}6 b |

2.66
3A3 A5 _ {Yg 3 )3 &}ex%u—a/rc)—x (2.66)

H20+2)\ A
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La temperatura en este caso se obtiene resolviendo

4 3
37" PpCy

dT,

i Ara®(q) + q!) + dmpaD (g1 M + a3As + @ada + q5)s), (2.67)

donde ¢, esta dada por (2.64) y ¢,/ por (2.49).

Caso 2 Particula en Qo y llama dentro.

i

Y,

; { i Yo,

v
Y i Yeo,
(22 1
\ Ko, ' Yio
Yeo, ;

YHp ! 50,

1

e Ty

Figura 2.5: Esquema de la combustién de una particula en o con Z7 > 0

Si denotamos por 7 el radio donde se encuentra la llama de difusion de las reacciones
en fase gaseosa, tendremos 7. < ry < a. Las ecuaciones obtenidas en esta situacion son

)x%(a/rf—l)—l—)\ — o1, -

LA 1220 s 4 M| A2 (afrs—afro)
A 323 My a

11 (A1 A3 44vo A | AL (1—a/re)—2
_ g _ (AL, A3 2 De c
{Y002 3 ()\ * A) My A }e | (2.68)

3d s _ (§ﬁ 18&&) A (afrs—afre)

(&

)

A5 183 Ay A2 (1—a/re)—A
_Jyy e
—{ H20 MVT}G e

con ¢ dada por

Yg
LS ,\O2 3201 Mg (2.69)
1%
P(3+%)+ Py
La temperatura debe obtenerse de la ecuacién
4 3 dTp 20 1 "
3T = dma®(q, + q;) + 4mpaD(q1 A1 + 33 + quAa + @55
14 7 1
t g aeA t gaehs T arAa + 6%)\3)’ (2.70)

donde g, esta dada por (2.64) y ¢, por (2.49).

Caso 3 Particula en Qo y llama fuera.
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/
A<
RS
=]

r Ty

Figura 2.6: Esquema de la combustién de una particula en o y con Zj < 0

Se tiene que ry > a y las ecuaciones para obtener la evolucién de 7. vienen dadas por

11 )\1 11 )\1 22 )\1 11 )\3 441/2 )\4 Ag(lfa/r )=
—__ =Y —_—— — == — De c
3 {CO?+3)\+<3)\ Sx T My a )P !
3 A 3 A 3X3  18uz A D (2.71)
3 5 3 5 3 U3 Aq AL (1—a/re)—A
22 =YY ——= - = —== — De .
22X N {H20+2)\ A+<2A+MVA>*O}6
La temperatura de la particula verifica la ecuaciéon
4 3 dTp _ 2/ 1 "
§7ra, ppcpﬁ = 4dma (qp +q,) + 4mpaD(qi A1 + g3 s + @ara + g525
14 7 1
et 30eAs +arha + EQS)\?’)v (2.72)
donde
kr A 14N T3 A 1 A3
"= — " —<Shp—hY ——F+ = — - 2.73
P acwe)‘—l{T T+[Q6<3)\+3)\>+Q7)\+qg6)\}@}’ (2.73)

q¢" viene dada por (2.49) y ¢ por (2.69) o, equivalentemente, ¢ = e */7f — 1.

La posicion de la llama de difusion es

\a

= (2.74)

Observacion 2.5.1. En el caso de una particula inerte tendriamos p, = pg, st atin no ha
iniciado la combustion, o p, = peen St €sta ya ha finalizado. Su variacion de temperatura
se debe unicamente al calentamiento o enfriamiento por transferencia de calor entre la fase
gaseosa y la particula, y a la absorcion o emision de radiacion. De esta forma la ecuacion

de la energia se reduce a

4 dT,
_Wagppcpd—tp = 4ma®(qy + q)).

: (2.75)
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2.5.1.1. Continuidad del modelo

En este apartado veremos que se tiene la continuidad del modelo al cambiar la situaciéon
en la que se produce la combustiéon de la particula de carboén.

Proposicion 2.5.1. Las ecuaciones correspondientes al caso en que la llama estd dentro
de la particula (ry < a) coinciden con las ecuaciones del caso en que la llama estd fuera
(ry > a) cuando ¢ = a.

Demostracion: Puesto que la dltima ecuacién en los dos casos es la misma y la expresion
de ¢ cuando 7y = a es idéntica, probaremos que las otras dos ecuaciones coinciden si ry = a.
Si se sustituye el valor de r¢ por a en las ecuaciones (2.68), se obtiene
11 M 22 \q 11 )\3 44v9 Ay Ag(lfa/rc)
- - P N —— — | e De
3 A 3 A 3N My A

11 /A A 44v9 A D q_ _
- {chog__ <_1+—3> ﬂi}e%“ el =A(2.76)

3NN My A
§§ _ & _ §§ + 18v5 g e)‘%(l_a/%)
22 A 2N My A
A5 183 Ay | AL (1-a/re)—A
_Jyos e
= {YHQO — T — M—VT} e De . (277)
Reagrupando los términos en las ecuaciones (2.76) y (2.77) resulta
11 )\1 _ 11 )\1 )\3 441/2 )\4 _ 11 )\1
- Yg A | = (2L o T re e A 1 -t
3 A {0026 [3()\+>\>+Mv)\](e )+3)\}
e (1=afre). (2.78)
3 )\3 )\5 )\5 ) 181/3 )\4 ) 3 )\3 >\£(1_ /re)
Y = Y9, — =2 —(1- -2 D\ T (2.
35X A {<H20 A)e +/\/lv)\< ) +3a e (279)
Si se multiplican y se dividen por e* los segundos términos de las ecuaciones (2.78)-(2.79),
se llega a
11 )\1 11 )\1 )\3 441/2 )\4 A 11 )\1 A
[ — Y4 (=42 = -1 =
3 {CO?+[3<)\+)\>+M‘/)\}(6 )T ERe
GA%(lfa/rc)f/\’ (280)
3A3 s As  18v3 Ay A ;323 Al AR (1—a/re)-A
288 A5 Jyg 25 OBSAL 228 e (1=a/re)=A (981
SN {H20 By /\/lv)\< e>+2)\6 ¢ (2:81)

Si rp = a entonces ¢ = ed — 1y, por lo tanto, las ecuaciones (2.80) y (2.81) coinciden
con las del modelo (2.71).

Proposicion 2.5.2. Las ecuaciones (2.71) tienden a las ecuaciones (2.66), que modelan el
comportamiento de una particula que se quema en la zona sin oxigeno, al hacer el limite
Tf — 00.

Demostracion: Si ry — oo se tiene que ¢ — 0y, por lo tanto, YgQ = 0. Al hacer el limite
@ — 0 en las ecuaciones (2.71) se obtienen de forma inmediata las ecuaciones del modelo

(2.66).



2.5. Modelo para la fase sélida 45

2.5.2. Particulas pequenas con alto contenido en cenizas

Consideramos como particulas pequenas aquéllas cuyo radio es menor de 50pum. Entonces,
tendremos que el nimero de Damkohler basado en el tamano de la particula es pequeno
aunque, por el contrario, el nimero de Damkdéhler asociado con la fase gaseosa homogeneizada
es grande. En este caso las reacciones en fase gaseosa de oxidaciéon de los combustibles, en
el entorno o el interior de la particula, se consideraran congeladas y el oxigeno podra llegar
al interior de la particula y contribuir a su gasificacién. Al considerar que la particula tiene
alto contenido en cenizas podremos seguir suponiendo que su radio es constante, es decir,
rp(t) = a.

En la primera etapa debemos resolver las ecuaciones (2.55) y (2.56) junto con la ecuacion
(2.62) ya que, al no haber llama de difusion en el entorno de la particula, g; no contribuye
al calentamiento de la misma. Las velocidades adimensionales de las reacciones 4 y 5 vienen
de nuevo dadas por (2.60) y (2.61), respectivamente.

En la segunda etapa, ademas de (2.55) y (2.56), tendremos que resolver las ecuaciones
para A1, Ao y Az, que seran distintas segun el caso:
Caso 1 Particula en Qp.

Si la particula estd en Qp el modelo obtenido es independiente de su tamano. Asi,
debemos resolver las ecuaciones (2.66) para las velocidades de gasificacion, (2.65) para
el radio r. y (2.67) para la temperatura de la particula.

Caso 2 Particula en Qo.

En este caso, como el oxigeno contribuye a la gasificacién de la particula, la ecuacion
(2.59) se puede escribir de la forma

0
pc_ 2dre
= —(A1+ A2+ A3). 2.82
paDrc dt (M 2+ %) (282)

Para obtener las velocidades de gasificacion debemos resolver las ecuaciones

11 )\ 11 ) AL (1—a/re)—A

— ==Y/ —— D\ Te

3N { co T3y }e ’

4 Ao 4 Ao A2 (1—a/re)—A

- ==Y i De v~ /Te 2.
3\ {02+3)\}e ’ (2:83)

)

3A3 A {YI%O n g% B %} AR (-a/re) )

mientras que para la temperatura de la particula

4 dT;
gﬂagppcpd—f = 4dna®(q) + ¢) + AmpaD(qi A1 + q2As + @3A3 + @ads + g5)5),  (2.84)

donde ¢, viene dado por (2.64) y ¢, por (2.49).
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2.5.3. Particulas con bajo contenido en cenizas

Si el carbén considerado tiene bajo contenido en cenizas, la capa de cenizas que rodea
el nticleo de carbono fijo durante la gasificacion se rompera y, por tanto, ry,(t) = r.(t). La
principal diferencia con los modelos descritos anteriormente seré que el radio ya no permanece
constante durante la segunda etapa de combustién. El modelo correspondiente a este caso
ha sido introducido en [21].

Al igual que ocurria en el caso de particulas pequenas, no habra una llama de difusion
en el interior ni el entorno de la particula, entre especies en fase gaseosa.

En la primera etapa, las ecuaciones para py y pm,o son, de nuevo, (2.55) y (2.56),
respectivamente, y la ecuacion para T}, obtenida a partir de (2.48), es

dT,
mpcpd—tp = 47r7“127(qg + q.) + 4 prpD(qads + g5 As), (2.85)
donde qg viene dado por
k
¢ ="Lo-2T)) (2.86)
Tp Cr

y ¢ por (2.49). En este caso las velocidades Ay y A5 son

2

r
M = P B —&4/RTp 2.87
4 3p,D 4€ PV, ( )

2

Ap = %Bg,e&"/m’p%o. (2.88)
En la segunda etapa, se sigue considerando valido el modelo de “shrinking core”, pero el
radio del nticleo r. es ahora el radio de la particula y, por lo tanto, po = p%. En este caso, de
la tercera ecuacion en (2.47) y de la igualdad (2.45) se obtiene que la evolucion de ry, viene

dada por
o dr,
pD P dt

En esta etapa, distinguiremos dos casos dependiendo de la regién en la que se encuentre la

= —(\1 + A2+ Ag). (2.89)

particula:

Caso 1 Particula en Qp.

En este caso no hay oxigeno en el entorno de la particula y por ello Ay = 0. Para las
otras dos velocidades de gasificacién tenemos

11 M 11 A -y
AL )y A
3 A { co, T3 )\}e ’

2.90
33 Xs Vo +3)\3 A5l ( )
- — == —— ——rce .
20 A M0 "2 X A
La temperatura se obtiene resolviendo
dT;
mpcpd—tp = 47T7“127(q1/9’ + q;,/) + 47rpgrpD(q1)\1 4+ q3A3 + qurg + q5)\5), (2.91)

donde g, esta dada por (2.86) y g, por (2.49).
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Caso 2 Particula en Qp.

Si la particula esté en la region con oxigeno, a la ecuacion (2.89) debemos anadirle las

siguientes
11N
3 A

11)\1 -\ T
:{YCgOQ+?T}6 s
4 Ao 4 X
—2_1lvY )
3\ { 02+3)\}6

A5
B {Yﬁgo +

para las velocidades de reacciéon y

dT,

mpcpd—tp = 4777“12;((]1/3, +q') + AmprpD(qi A1 + g2 + g3A3 + qada + g5)5)

—A
)

2 A A ’

(2.92)

(2.93)

para la temperatura, donde g, y ¢, estan dados en (2.86) y (2.49), respectivamente.

2.6. Fuentes para la fa

Se gaseosa

En esta seccion escribiremos las expresiones de las fuentes de masa y energia que aporta
una particula a la fase gaseosa. Debemos tener en cuenta que Ay # 0 cuando el oxigeno
llega al niicleo de la particula, debido a que los niimeros de Damkohler basados en el tamano

de la particula son pequenos. Esto ocurre en particulas que verifican que r, < 50pum o en

particulas con bajo contenido en cenizas.

Las fuentes de masa para cada una de las especies debidas a una particula son:

1. En QF,

2. En Qp,

Fp, = Fgp, =0,

Feo, = Amrphr (—%)\1) )
™
Fr,o = dmpkr ()\5 - ;)\3> ;
T
Feo = 47TZ:kT (%4)\1 + g)\:s) ;
P 47T1C“ik:T A
FII}; _ 471'2]4/7% ,

(2.94)

(2.95)
(2.96)
(2.97)

(2.98)

(2.99)
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2.1 Si la particula tiene alto contenido en cenizas y r, > 50um:

F3 = 472]” (—2()\1 ) — 3\2/11/; )\4> , (2.100)
FI, = Amrpky (%(Al +A3) + ji”j )\4) , (2.101)
Fi,o = 47”;]” <)\5 + ﬁ—f&) : (2.102)
Fgo, = 47T2ka iiy‘f As, (2.103)
R = - R =0, (2.104)

2.2 Si la particula tiene bajo contenido en cenizas o 7, < 50um:

Arryk 4
Fp = <—§A2>, (2.105)
Cr
m 4mr k‘T 11
Feo, = C: <—§)\1> : (2.106)
- 4mr,k 3
Fr,o0 = Cp R (A5 - §A3> ; (2.107)
F%, =0, (2.108)
drr,kp (14 7 7
Foy= "7 — A+ A+ oA 2.109
co . (3 1+32+33>, ( )
4
Ll LY (2.110)
Cr
4drryk 1
Fy, = Cpr (E)\g) . (2.111)

En todos los casos, la fuente total de masa de la particula al gas es

N 47 Tka

™ A (2.112)
Cr
v la fuente de energia
c A qs (14 7 q7 gs 1
F°® = dxar,k 2T, -0 1—-9) | =(=M+=A =M+ ==X
WTPT{(CWP )6)\_1+( )[cﬂ<3 1+33>+C7r 4+C7T63
d
—cpr%, (2.113)
donde
@/(e* —1), cuando el carbén tiene alto contenido en cenizas,
9 — rp > 50um, Z{ > 0y Z; < 0 (llama fuera de la particula),

) en el resto de los casos.

Finalmente, las fuentes homogeneizadas en la fase gaseosa por unidad de volumen y
tiempo, en un punto x de la caldera, se obtienen a partir de las fuentes individuales de cada
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particula mediante la expresiéon

Ne P

=Y ]féjo/ )6 (x — i (t))dt (2.114)
Jj=11:=1

donde:

= N, es el numero de entradas del dominio considerado,

= N, es el nimero de tamanos distintos de particulas (también llamados tipos de parti-
culas) que entran por cada entrada j,

» B (t) es la contribucion a « de una particula de tipo i introducida por la entrada j,
en el instante ¢ (dadas por (2.94)-(2.113)),

] xp ( ) denota la posicion ocupada por esa particula en el instante ¢,
» §(x) es la medida de Dirac en el punto 0,

t4 es el tiempo que necesita la particula para quemarse completamente o abandonar
la caldera,

» ¢; es el caudal masico de carbén que entra por j,

= p;; es el porcentaje de particulas de tipo ¢ que entran por j.

2.7. Modelo para el movimiento de las particulas

En esta seccién se presenta el modelo que consideramos para el movimiento de las par-
ticulas de carbén en el interior de la caldera.

La velocidad de las particulas se obtiene resolviendo el problema de valor inicial

dvy
2 _p _
dt Alv=vp)+e (2.115)
vp(0) =V,
donde F4 es la fuerza de arrastre por unidad de masa, dada por
3 p
Fy=——5CpRe. (2.116)

16 ppr
Aqui, v es la velocidad del gas, v, la velocidad de la particula, p la viscosidad del gas, p, la
densidad de la particula, 7, el radio, Re el niimero de Reynolds relativo a la particula,

2rp

Re=p|v—v,| (2.117)

y Cp es el coeficiente de arrastre aerodindmico dado por

14+ 0.15ReV-687
Cp = Re/24 ’

0.44, en caso contrario.

si Re < 1000
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Una vez calculada la velocidad de las particulas, su trayectoria se obtiene resolviendo el

problema:
dz,
at o (2.118)
xp(0) = xpo.

Al elegir el segundo miembro de la primera ecuacion del problema (2.115), se supone
que las tnicas fuerzas que afectan al movimiento de las particulas de carbén son las de
arrastre y de gravedad. Existen otras fuerzas que mueven a las particulas pero que han sido
despreciadas, como generalmente ocurre en la modelizacién de la combustiéon de carbén. Por
ejemplo:

s Fuerza de masa virtual. Es la fuerza necesaria para acelerar la masa de la fase continua
en el entorno de una particula, cuando la velocidad relativa del gas ambiente respecto
a la particula cambia. Esta fuerza se puede expresar de la forma
_1pd

F,=-2% (v— 2.11
s v v (2.119)

y sOlo es importante cuando la densidad de la fase continua es del mismo orden o mayor
que la densidad de la fase discreta, como seria el caso de gotas de agua en aceite. En
nuestro caso la densidad de las particulas de carbén es mucho mayor que la del gas y
por eso el efecto de la masa virtual no se tiene en cuenta.

» Fuerza de flotabilidad. Esta fuerza aparece debido a gradientes de presion en el fluido
y se expresa como
F, = <ﬁ> v, V. (2.120)
Pp
Esta fuerza se puede despreciar cuando la aceleracién de la particula es del mismo
orden que la del gas.

» Efecto Magnus. Es una fuerza de sustentaciéon debida a la rotaciéon de la particula.
Esta rotacién podria ocurrir por impactos con otras particulas o por el gradiente de la
velocidad en una regién de flujo no uniforme.

» Fuerza de sustentacion (“lift") de Saffman. Se debe a los gradientes de velocidades del
gas. A diferencia del efecto Magnus la particula no necesita estar rotando. Esta fuerza
se puede expresar como

KVl/deij

= —(V—Vp), (2.121)
PpTp (dlk;dk;l)l/4

donde K = 2.594, d;; es el tensor de deformacion y v = p/p es la viscosidad cinemaética.
Esta forma de la fuerza de sustentacion es vélida cuando el niimero de Reynolds relativo
a la particula es pequeno. Se recomienda usar esta fuerza solo cuando el didmetro de las
particulas es inferior a 1 um, que no es el caso en la combustiéon de carbén pulverizado.
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2.8. Modelo BFL en flujos turbulentos

El modelo BFL que hemos descrito permite la realizacién de simulaciones numéricas
directas (DNS) de flujos laminares o transicionales, de gases reactivos con combustion de
carbon. Ademas, establece el marco para la obtencién de modelos para la combustion tur-
bulenta. Como la simulacién directa es demasiado costosa, imposible en nuestro caso, vamos
a realizar simulaciones tipo RANS usando el modelo k — €. Asi, en el caso de tener un flujo
turbulento, vamos a promediar, usando promedios de Favre, las ecuaciones de conservacion
de los escalares de Shvab-Zeldovich, de la misma forma que se realizé en la Seccién 1.5 del
Capitulo 1 para las ecuaciones de conservacion de las especies y de la entalpia. De esta forma,
se obtienen las ecuaciones

= — 44— 32v —
La(Dr) =[5, — =180 - Lo T V8T (2.122)
~ Y ) [— 441/
Ll Ze) = T8o,+ 5 I+ 3 0 (2.123)
~ —  18v3— — m
Ly(Z3) = o+ —Bf{,n + 9 m (2.124)
~ ——  64v
Lot(Zs) = fso,+ 4fv, (2.125)
La(H) = Fo+ %fco + @ fP+ asfi - V-, (2.126)
siendo L4 el operador diferencial definido por
_ 0(pu) -\ 3 Mt
Lgi(u) = 5 + div(pvu) —div | | pD + 5 grad u | . (2.127)
Ct

De nuevo, en estas ecuaciones no aparecen los términos debidos a las reacciones en fase
gaseosa wg, wy y wg, pudiendo evitar asi la modelizacién de estos términos. Sin embargo, en
el caso de flujos turbulentos, la resolucion de las ecuaciones (2.122)-(2.126) proporciona los
valores medios de las combinaciones de Shvab-Zeldovich pero no sus valores instantaneos. Si
queremos aplicar la hipo6tesis de Burke-Schumann para recuperar la composicion de la mezcla
y su entalpia térmica, necesitariamos conocer Z; para determinar la regiéon del dominio en la
que nos encontramos. De esta forma, necesitariamos modelizar la interaccién entre la quimica
y la turbulencia para obtener la localizacion de la llama de difusién en cada instante. La
determinacion de ese modelo dara lugar a la formulacién turbulenta del modelo BFL.

Este modelo esta todavia en fase de desarrollo e incluiré funciones de densidad de pro-
babilidad a las que se les supone una forma conocida (“presumed shape Probability Density
Function” o simplemente PDF). Para ver modelos de la iteracion entre quimica y turbulencia
utilizando una PDF se pueden consultar, entre otros, Kuo 63|, Libby y Williams [65] o Naud

[70].

Como primera aproximacion, que supondremos véalida para flujos no muy turbulentos,
se tomaréd Z; = ZZ, 1=1,...,4y H= H. Asi, el calculo de la composicion y de la entalpia
térmica de la mezcla se reahzara, de la misma forma que en el caso laminar, considerando
valida la hipdtesis de Burke-Schumann. Esta aproximacion elemental, aunque no incorpora
un modelo para la interaccién entre quimica y turbulencia, al menos incluye la difusién
turbulenta de los reactantes.
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En cuanto al modelo BFL para la fase solida, supondremos que las particulas ven las
fracciones maésicas y la temperatura del gas promediadas. Sin embargo, para el movimiento
de las particulas ser& necesario introducir un modelo para la dispersién de las mismas debida
a la turbulencia.

2.8.1. Modelo para la dispersion de las particulas

El modelo para el movimiento de una particula (2.115) necesita el valor instantéaneo
de la velocidad de la mezcla de gases. Este valor se puede obtener acoplando este modelo
para el movimiento de las particulas con un modelo estocastico para tener en cuenta la
dispersion de las mismas. El modelo que vamos a considerar es uno de los llamados “Discrete
Random Walk”, que denotaremos de forma abreviada como DRW?2. Este tipo de modelos
calculan la dispersién de las particulas con un muestreo aleatorio para obtener las propiedades
instantaneas del fluido, para un ntimero representativo de trayectorias de particulas. Cada
trayectoria calculada, para cada tamano y posicién inicial, se llama intento.

El modelo seleccionado, e introducido en [21], calcula la velocidad instantanea del fluido
como la suma de la velocidad media y una fluctuacién aleatoria con distribucion Gaussiana,
con media cero y una varianza relacionada con la escala de la velocidad turbulenta, calculada
a partir del modelo k — €. Asi, la velocidad instantanea, vista por la particula, viene dada

vV=v+ <fl\/¥, 52\/%, f3\/¥> (2.128)

donde &;, ¢ = 1,2, 3, son nameros aleatorios con distribucién normal.

por

Los modelos DRW suponen que la particula esta atrapada en un remolino durante el
tiempo de vida del mismo o hasta que lo atraviesa. A lo largo del tiempo que la particula
permanece en el remolino, ésta vera el valor medio de la velocidad del flujo y el valor de las
fluctuaciones de la velocidad sera constante.

El tiempo de vida caracteristico de los remolinos se expresa como

k
Te = —0.15— log(r), (2.129)
€

donde r es un nimero aleatorio entre 0 y 1 con distribucién uniforme. El tiempo que necesita
una particula para atravesar un torbellino viene dado por,

l
Te = —Tplog (1 — m) , (2.130)
donde s
Ty = % (2.131)
es el tiempo de relajacion de la particula y
le = 0'09&: (2.132)

2También se conocen como “Eddy Interaction Model” (EMI).
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es la longitud caracteristica de los torbellinos.

Cuando se alcanza el tiempo minimo entre 7, y 7. se debe calcular una nueva fluctua-
cion de la velocidad. Este modelo se basa en el modelo de interacciéon particula-remolino
introducido por Gosman y Ioannides en [50].

Como la mayoria de modelos DRW, este modelo tiene un comportamiento aceptable
para flujos con turbulencia homogénea. En Zhou y Leschziner |98], por ejemplo, se incluye
el efecto de la anisotropia en el modelo. La idoneidad de otros modelos DRW y de otro tipo
de modelos para el calculo de la dispersiéon de particulas se analiza en Macinnes y Bracco
[70] y Hennick y Lightstone [54].
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Introducciéon

Las ecuaciones de conveccidon-difusion-reaccion aparecen en numerosos modelos matemé-
ticos utilizados en ingenieria o ciencias aplicadas. Estas ecuaciones son de tipo parabdlico
pero, en muchos problemas, la convecciéon es més importante que la difusién apareciendo la
naturaleza hiperbélica de estas ecuaciones. Por ejemplo, en la mayoria de problemas indus-
triales los flujos tienen alto nimero de Reynolds y el término difusivo es despreciable. El
desarrollo de métodos estables y precisos para problemas de convecciéon dominante, al igual
que para los hiperbdlicos, es una tarea mucho méas compleja que para problemas puramente
elipticos o parabélicos, que ha sido objeto de numerosos estudios, muchos de ellos en el marco
de los elementos finitos.

Un método clasico para el tratamiento de problemas hiperbdlicos, que también es ade-
cuado para problemas de conveccion dominante, es el método de las curvas caracteristicas,
introducido por primera vez en Benqué et al [10], Douglas y Rusell [37] y Pironneau [31]
para resolver problemas de conveccidon-difusion, incluyendo las ecuaciones de Navier-Stokes
incompresibles. Este método consiste en la discretizacién de la derivada material a lo largo
de la trayectoria de las particulas fluidas, mediante esquemas de diferencias finitas. Esta
aproximacién es natural desde un punto de vista fisico, pues la derivada material es igual a
la derivada temporal cuando se calcula a lo largo de esas trayectorias. Como la discretiza-
cion de la derivada material se hace hacia atras en tiempo, hay que evaluar las variables del
problema en los puntos movidos a la posicién que ocupaban en un instante anterior. Esta
evaluacion se realiza por interpolaciéon y dependiendo del tipo de interpolacion elegido, el mé-
todo de caracteristicas recibe distintos nombres, aunque generalmente se denomina método
modificado de caracteristicas o semi-Lagrangiano o de Lagrange-Galerkin cuando se combina
con técnicas de elementos finitos. En esta memoria, vamos a usar el método de caracteristi-
cas siempre combinado con el de elementos finitos y vamos a llamar al método clésico, que
hace una proyecciéon de la soluciéon del problema en el espacio de elementos finitos, método
de Lagrange-Galerkin y si se usa interpolaciéon polinémica de la soluciéon compuesta con las
curvas caracteristicas diremos que el método es semi-Lagrangiano. Estos tltimos métodos
han sido muy utilizados en la resoluciéon de las ecuaciones que modelan los flujos atmosféri-
cos para la realizacién de predicciones meteorolégicas, como podemos ver en el articulo de
revision de Staniforth y Coté [92]. El anéalisis de algunos métodos semi-Lagrangianos con
interpolacion de alto orden se puede ver por ejemplo en Falcone y Ferreti [13] o Bermejo

[11].

En este trabajo vamos a considerar métodos de Lagrange-Galerkin aunque algunos resul-
tados numeéricos los compararemos con los obtenidos mediante algtin método semi-Lagrangiano.
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El método clasico de Lagrange-Galerkin introducido en los ochenta es de primer orden en
tiempo (ver, por ejemplo, Douglas y Rusell [37] y Pironneau [21] o Siili [90]). Para obtener
una mayor precisiéon vamos a considerar métodos de mayor orden que aplicaremos a ecua-
ciones de conveccion-difusion-reaccion y a las de Navier-Stokes incompresibles. En Ewing
y Russel [12], Rui y Tabata [37]|, Bermuidez et al [22, 23|, por citar algunos, podemos ver
métodos de Lagrange-Galerkin de segundo orden para ecuaciones de conveccidon-difusion y
en Boukir et al [25] o Notsu y Tabata [75] para las ecuaciones de Navier-Stokes. Del analisis
numérico de métodos de Lagrange-Galerkin realizado por estos y otros autores, podemos
destacar las siguientes ventajas de estos métodos:

= Son incondicionalmente estables, incluso para la ecuaciéon del transporte, siempre que
la proyecciéon de Galerkin se calcule de forma exacta.

= Si el operador de difusion es lineal y simétrico, dan lugar a sistemas lineales simétricos.

= Permiten el uso de pasos de tiempo grandes sin estropear la precision de la solucién
obtenida.

La posibilidad de tener sistemas lineales simétricos junto con pasos de tiempo grandes
hacen que estos métodos sean muy interesantes desde un punto de vista computacional. Sin
embargo, tienen algunas desventajas:

= La necesidad del uso de féormulas de cuadratura para el calculo de algunas integrales
que estropea la estabilidad incondicional de los métodos de Lagrange-Galerkin, como
ha sido analizado, por ejemplo, en Morton et al [75], Bermtdez et al [23] y Fujima y
Tabata |106].

= El calculo de los pies de las caracteristicas en cada iteraciéon que requiere resolver nume-
rosas ecuaciones diferenciales, integrandolas hacia atras en el tiempo. En relacién con
el inconveniente anterior, si tenemos férmulas de cuadratura de alto orden el ntimero de
puntos que hay que mover por elemento de la malla es elevado. Para hacerse una idea
de cuéntos puntos, en este trabajo usaremos férmulas con 31 nodos en mallas que lle-
gan a los 400000 elementos. Asi, en cada instante de tiempo tendremos que resolver del
orden de 107 ecuaciones diferenciales ordinarias en cada instante de tiempo y, ademas,
localizar el elemento en el que se encuentra el pie de la caracteristica calculado.

Las desventajas anteriores motivan la introducciéon de los que llamaremos métodos de
Lagrange-Galerkin modificados. Estos métodos superan, en parte, las desventajas de los es-
tandar y mantienen sus buenas propiedades, como la estabilidad. Ademaés, el orden de con-
vergencia obtenido es el mismo que el de los estandar, cuando se combinan con elementos
finitos lineales o cuadraticos. En los métodos modificados que presentamos se aproximan
las curvas caracteristicas por otras que llamaremos curvas caracteristicas modificadas. Con
estas nuevas curvas solo serd necesario calcular la posiciéon de los vértices de la malla en
los instantes anteriores, para obtener los pies de las caracteristicas de todos los nodos de
cuadratura de la malla. Es facil imaginar que el uso de métodos modificados supone una
ventaja computacional que, dependiendo del caso, puede ser muy significativa frente a los
estandar.
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Los métodos de Lagrange-Galerkin modificados fueron introducidos por primera vez para
la ecuacion del transporte en Bermejo y Carpio |11]. En este articulo, se muestran también
resultados numéricos para problemas de conveccidén-difusion y de Navier-Stokes, aunque no
se describen los métodos para este altimo tipo de ecuaciones. En Bermejo y Saavedra [16] se
proponen métodos de Lagrange-Galerkin modificados, de primero y segundo orden en tiempo,
para ecuaciones de conveccion-difusién y se obtienen las estimaciones de error para estos
métodos que se comprueban con algunos tests numéricos. En esta memoria se incluyen los
resultados que apareceran en este tltimo articulo, ampliados para ecuaciones de conveccion-
difusién-reaccion, y se muestran algunos resultados numéricos adicionales.

Esta parte de la tesis consta de dos capitulos.

En el Capitulo 3, describimos los métodos de Lagrange-Galerkin para ecuaciones de
conveccion-difusién-reacciéon escalares. En primer lugar, presentamos el problema de Cauchy
que vamos a considerar. Para facilitar la comprensiéon de los nuevos métodos, se introducen
antes los métodos estandar con discretizaciones temporales de primero y segundo orden.
Una vez explicados estos métodos, se describe la modificaciéon que haremos sobre las curvas
caracteristicas que permitirdn mover los nodos de cuadratura de un tetraedro a partir de sus
vértices movidos. En segundo lugar, obtendremos estimaciones de error para estos métodos
en la norma [*°(L?(Q)) cuyas constantes permanecen acotadas en el limite hiperbolico. Por
altimo, verificamos los 6rdenes de error obtenidos para los métodos de Lagrange-Galerkin
estandar y modificados, y comparamos sus tiempos de célculo con distintos ejemplos test.

En el Capitulo 4, utilizamos los métodos de Lagrange-Galerkin modificados para la dis-
cretizacion de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles. Estas ecuaciones pueden ser
vistas como ecuaciones de conveccidén-difusion no lineales y, por lo tanto, los métodos de
Lagrange-Galerkin tendran una formulacién parecida a las de estas ultimas. La particulari-
dad es que, en este caso, la velocidad es la incégnita y la hipotesis de que se pueden calcular
las curvas caracteristicas de forma exacta ya no es valida. Asi, presentaremos algunos es-
quemas numéricos para aproximarlas que, con objeto de mantener el orden de error de los
métodos de Lagrange-Galerkin implementados, seran de orden 2. En la tltima seccion de
este capitulo mostraremos los resultados obtenidos para tests con solucién conocida, con
objeto de analizar la convergencia de los métodos propuestos y, ademas, presentaremos la si-
mulacién del flujo tridimensional alrededor de un cilindro. Se estudiara también la eficiencia
computacional de los métodos modificados frente a los estandar, en distintas situaciones.
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Capitulo 3

Métodos de Lagrange-Galerkin
modificados para ecuaciones de
conveccidon-difusién-reaccion

3.1. Introducciéon

En este capitulo introducimos los métodos de Lagrange-Galerkin modificados para ecua-
ciones de conveccidn-difusion-reaccion. Estos métodos se basan el trabajo de Bermejo y
Carpio |13] para ecuaciones de conveccion pura.

En primer lugar, planteamos un problema de Cauchy de conveccién-difusion-reaccion en
un dominio acotado e introducimos los espacios funcionales adecuados para su estudio.

En segundo lugar, describimos el método de las caracteristicas que se utiliza para la
discretizacion temporal del problema. Para la discretizacion espacial se utiliza el método de
elementos finitos. Una vez descritos los métodos de Lagrange-Galerkin estandar, introduci-
mos los modificados que aproximaran las curvas caracteristicas por una modificaciéon de las
mismas.

En tercer lugar, realizamos el analisis numérico de los métodos modificados, obteniéndose
el mismo orden de convergencia que para los estandar cuando se utilizan elementos finitos Py
o Py. Esto se debe a que los métodos modificados anaden a la estimacién de los estdndar un
término del tipo O(h?). La convergencia obtenida para los métodos modificados es de la forma
O(R™+! + h% + At?) en norma [*°(L?(Q2)) cuando el problema est4d dominado por la difusién,
siendo m el grado de los polinomios de los espacios de elementos finitos de Lagrange y ¢ el
orden de la discretizaciéon temporal, que serd 1 o 2. En el caso de problemas de conveccién
dominante, si At es suficientemente grande obtenemos una estimacién del error de la forma
0] (hmH/At + R+ Atq) en norma [*°(L?()) mientras que, para At pequeiio, sera de la
forma O(h™ + h? + At?) en [*°(L?(Q2)), con lo cual la estimacién del error no explota cuando
At — 0y h se mantiene fijo. Ademas, en el caso en que el término difusivo sea pequeno, las
constantes del error permanecen acotadas en el limite hiperbélico.

En Douglas y Russel [37], para las ecuaciones de conveccion-difusion, se obtienen es-
timaciones del error de la forma O(At + h?) en el espacio [*°(L?(f2)), para los métodos
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Lagrange-Galerkin de orden 1 en tiempo y con elementos lineales. El problema de esta es-

~1/2 giendo v la constante de difusion

timacion es que la constante obtenida depende de v
del problema. Por lo tanto, en el limite hiperbdlico est4 constante puede ser muy grande o
no estar acotada. En Bause y Knabner [9] se analiza este mismo método y se llega a una
estimacion uniforme con respecto al parametro de difusién. La estimacion obtenida por Pi-
ronneau [31] es O (At + h™ + R™*!/At) en norma [*°(L?(2)), mientras que en Siili [90],
para las ecuaciones de Navier-Stokes, se muestra el orden de convergencia O(At + h™*1) en
norma [*°(L?(Q2)).

Por lo tanto, las estimaciones de error que hemos obtenido para los métodos de Lagrange-
Galerkin extienden, para métodos de segundo orden en tiempo, las dadas en [9] y, ademés,
establecen el marco de validez de las obtenidas en [31] y [90].

Por ultimo, presentamos los resultados numéricos obtenidos con los métodos de Lagrange-
Galerkin estandar y modificados, que apoyan los resultados teéricos y ponen de manifiesto
que los nuevos métodos son maés eficientes. Ademés, analizamos la influencia de las féormulas
de cuadratura en la estabilidad de los métodos y comprobamos la necesidad de utilizar
formulas de alto orden. Este hecho resalta la mayor eficacia de los métodos modificados
frente a los estandar, sobre todo en problemas tridimensionales.

3.2. Problema de Cauchy y notaciones

Sea Q € R?% d = 2,3 un dominio acotado con frontera I' = 9§ Lipschitziana y T una
constante positiva; consideramos el siguiente problema de condiciones iniciales y de contorno:

Problema fuerte: Encontrar una funcion c: Q x [0,T] — R verificando

% +v(z,t) - grad c(x,t) — div(D(x, t)grad c(z,t)) + l(z,t)c(x,t) = f(x,t),
V(z,t) € Q x (0,T) y sujeta a las condiciones (3.1)
c(x,t) =0, V(z,t) el x(0,7),

c(x,0) = (x), VzeQ.

En este problema v : Q x [0,7] — R? es la descripciéon espacial de la velocidad, D :
Qx [0,T] — Sy es la matriz de difusién, donde Sy es el espacio de las matrices simétricas de
dimension d, [ : Q x [0,T] — R es la funcién de reaccion y f: Q@ x [0,T] =Ry ?: Q - R
son funciones escalares dadas.

Definicion 3.2.1. Sea L el operador diferencial de sequndo orden definido como
Lc = —div(D(z,t)grad c(x,t)) + v(z,t) - grad c(z,t) + l(x,t)c(z, t). (3.2)
Este operador es eliptico si existe un niumero 0 > 0 tal que

ED(z,1)€ > 0)¢|?, Ve € RY, V(x,t) € Q x (0,T). (3.3)

0
Si L es eliptico el operador diferencial — + L se dice parabdlico.

ot
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Sia = (ai,...,aq) € N? escribimos la derivada de orden |a| = a1 + ... 4+ ag de una
funcién f como
olel s
a ag ).
ox{" ... 0z,

0°f = (3.4)

El espacio de funciones continuas en 2 se denotara como C%(Q2) y para cada entero m > 1,
C™(Q) sera el espacio de las funciones m veces continuamente diferenciables. El espacio de
Holder C%1(2) se define como

z,ye |z -y

col(Q) = {f e C%Q) : sup 11@) = Fy)l < —i—oo}.

Este espacio es el de las funciones localmente Lipschitzianas, mientras que C%!(Q) es el
espacio de las funciones globalmente Lipschitzianas. Si m > 1 es un entero, C™!(£2) sera el
espacio de las funciones de clase C™ cuyas derivadas hasta orden m pertenecen a C%1(Q).

Introducimos los espacios de Lebesgue LP(2) y los espacios de Sobolev W"P(€)) con
meNyp=1,2,...,00, definidos por

LP(Q)) = {f:Q — Rmedibles: | fllopa < +oo},
WmP(Q) = {feLP(Q):9%f € LP(Q) Yo e N4, |a| < m},

y dotados con las normas

1/p
T ( /Q |f|p> ,
1/p

Hme,p,Q = Z Haang,p,Q ’

la|<m

si 1 < p < oo, mientras que si p = oo la norma se define como

Il fllo,ce,0 = esss;)lp |f(x)] =mf{M >0:|f(x)] < M c.p.den Q},
s
[ fllm.co.0 = ‘glléi;{naafHO,oo,Q}-

También introducimos en WP (Q) las seminormas

1/p
|f|m,p,§2 = Haafng 0 ,1<p<oo
7p7
|a)l=m
[flmooa = méx{[|0%fllo,00,0}-
|al=m

En particular, cuando p—2, el espacio L%(Q2), o simplemente L2, es un espacio de Hilbert
con el producto escalar habitual (-,-)o que induce la norma || - ||o = | - [lo,2,0 ¥ €l espacio de
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Sobolev W™2()), que se denotara como H™ (), sera también un espacio de Hilbert con el
producto escalar dado por

() ==Y (0%, 0%v)g, (3.5)

|a|<m
que induce la norma || - |, = - [lm,2.0-

En particular, en H!(£2) consideraremos la norma, equivalente a la definida por el pro-
ducto escalar,

= ([ (E1@F + e P dx)%, (36)

donde recordemos que Lg denotaba la longitud caracteristica del dominio. Habitualmente en
la literatura de analisis funcional la longitud caracteristica se toma igual a 1 al definir esta
norma. En nuestro caso, al no considerar las ecuaciones adimensionales, debemos utilizar la
definicion (3.6) para que haya coherencia en las unidades de la norma de H'(f2) como se
indica en Tartar [93].

Se define el espacio Hg(€2), o simplemente H{, como

Hi(Q) =@, (3.7)

y denotamos como H~!(Q) a su espacio dual y por (-, -) al par de dualidad. Se puede probar
(ver [27]) que Hy(Q) = {f € H'(Q) : fir = 0}.

Teniendo en cuenta la desigualdad de Poincaré, en H} tenemos que la seminorma ||grad f/|o
es una norma equivalente a la norma || f||;.

Introducimos ahora los espacios de funciones que involucran al tiempo. Dado un espacio
de Banach B y un entero no negativo m, llamaremos C™(0,T’; B) o abreviadamente C™(B),
al espacio de las funciones de clase C™ de [0,T]| en B dotado con la norma

1 Fllom) = max{ méx Hf<f'><t>HB}, (3.8)

tef0,7] | j=0,....m

. i f
' G .2 s
siendo fY/) .= A 1,...,m.
Denotaremos por LP(0,T’; B) o, simplemente, LP(B) al espacio de las funciones medibles
f:]0,T] — B tales que

T 1/p
o= ([ 15Od) <o 1<p <oy 3.9)
1f 1|z 0,:8) := esssup [[f(£)|[p < oo si p = oo. (3.10)
0<t<T
Los espacios de Sobolev W™P(0,T; B) constan de todas las funciones f € LP(0,T; B) tales

que sus derivadas hasta orden m, fU), j = 1,...,m, existen y pertenecen a LP(0,T; B);
escribiremos H™(B) = H™(0,T; B) = W™2(0,T; B). La norma asociada a estos espacios es

1/2

T m
1 i) = /0 SO0 | de| L si1<p< oo
=0
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Dado un entero m no negativo consideramos el espacio funcional definido por
Z™(Q) = {f € CI/(H™(Q)),7=0,...,m}

dotado con la norma
[fllzm = Ogi%{\\f\\cju{m—f)}-

Por dltimo, para simplificar la escritura, los espacios de funciones que toman valores en
el espacio vectorial los denotaremos utilizando negritas, por ejemplo, C™(Q) = C™(Q).

Supongamos las siguientes hipétesis sobre los datos del problema:
Hipdtesis 3.1. D;j € L>(Q x [0,T]), v € L®(2 x [0,T]), L € L>=(Q x [0,T]), f € L*(Q x
[0,7]), & € L2(9).
Hipotesis 3.2. l(x,t) > 0.
Hipdtesis 3.3. Las matrices D(z,t) verifican que su menor autovalor es positivo. De esta

forma, si

ess ifrzlf {Amin(z,t)} >7 >0, (3.11)
0,11

siendo Amin(z,t) el autovalor minimo de la matriz D(z,t), el operador L serd eliptico.

Si realizamos la formulacion variacional del problema fuerte (3.1) obtenemos el siguiente:

Problema débil: Encontrar una funcion c € L*(0,T; H}(Q)), con ¢ € L*(0,T; H'(Q))
verificando

<c’,v> +b(t;c,v) = (f,v), Yo € Hy(Q) y c.p.d. en [0,T],
. (3.12)
c(0) = ¢,
donde b(t;-,-) : HY(Q) x HY(Q) — R es la forma bilineal definida por
b(t;c,v) = / D(x,t)grad c(x,t) - grad v(z,t)dx
a2 (3.13)

+ /Qv -grad c(z, t)v(x, t)dr + /Q Iz, t)c(z, t)v(x, t)d.

Nota 3.2.1. Sic € L?(0,T; H{(Q)) y € L*(0,T; H 1 (Q)) se tiene que c € CO(0,T; L2(2)).
La demostracion de esta afirmacion se puede ver, por ejemplo, en Evans [/1] y da un sentido
a la sequnda ecuacion de (3.12).

La forma bilineal b no es coercitiva pero verifica la siguiente desigualdad de Garding:
existen dos constantes o > 0y 8 > 0 tales que

b(t;u,u) > allull3p o) — Bllulls, (3.14)

siendo « dependiente de 6, para todo t € [0,7], lo que permite probar un teorema de
existencia y unicidad de solucién del problema débil.
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Teorema 3.2.1. Si los datos verifican las Hipdtesis 3.1, 3.2 y 3.3 existird una unica solucion
del problema débil (3.12).

DEMOSTRACION. La demostracion de este teorema se puede ver, por ejemplo, en Evans [11],
y Ern y Guermond [10]. O

Definicion 3.2.2. Se dice que la solucion ¢ del problema (3.12) es solucion débil del problema
fuerte (3.1).

3.3. Curvas caracteristicas

En esta seccién definiremos las curvas caracteristicas asociadas a la velocidad v y veremos
algunas de sus propiedades.

Definicién 3.3.1. Se llama curva caracteristica por el punto (z,t) € Qx[0,T] a la aplicacion

X(z,t;-) : (0,T) — R? (3.15)
solucion del problema
dX (z,t;s)
————= =v(X(x,t;
ds viX(@,5;9), ), (3.16)
X(z,t;t) = x.

El punto X(x,t;s) representa la posicién que ocupara en el instante s el punto material
que ocupa la posicion z en el instante ¢ y que se mueve con velocidad v. Al punto X' (z,t; s)
se le conoce también como pie, en el instante s, de la caracteristica que pasa por (z,t).

Fijado ¢t € [0,T] si X (-,¢;-) es un movimiento, v la descripcion espacial de su velocidad
y = X(p,t), entonces

X(z,t;s) = X(X(p,t),t;s) = X(p,s). (3.17)

Si se verifica que v € CY(C%'(Q)) y v = 0 en I, utilizando el Teorema de Cauchy-
Lipschitz (también conocido como Teorema de Picard-Lindelof), se tiene que X esta bien
definida en todo el dominio [0, 7], es tinica para cada condicién inicial (x,t) y X (z,t;s) € Q
para todo (x,t,s) € Q2 x [0,7] x [0,T] (ver, por ejemplo, Ern y Guermond [10] o Nogueiras
[77]). Ademés podemos escribir

X(z,t;s) =x — / v(X(z,t;7), T)dT. (3.18)
t
La unicidad nos permite deducir la propiedad (ver [31]),
X(X(x,t;8),8,7) = X(x,t;7), (3.19)

de donde obtenemos, haciendo t = 7,

X(X(z,t;s),s;t) = x. (3.20)
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Teniendo en cuenta esta igualdad, para cada s,t € [0, T se puede definir la aplicacion inversa
de X(-,s;t) : Q — Q, como

Vi, t;s): Q Q
y = Yy ts) =Xy t;s)

1

Denotaremos por F al gradiente de X y por J a su determinante, es decir,
F(x,t;s) :== grad X(z,t;s), J(z,t;s) =detF(x,t;s). (3.21)

Se tiene inmediatamente que F(x,t;t) =1y J(z,t;t) = 1. Sin mas que aplicar gradientes a
las ecuaciones de (3.16) obtenemos el siguiente problema para F,

dF (z,t; s)
———= = L(X(z,t; F(z,t;
" (X2, 1:5), $)F (1, 1:5), oo
F(z,t;t) =1,

siendo L = grad v.

Siv € C°(CHQ)) tenemos que J(z,t;8) > 0y, por lo tanto, existe F~1(x,t; s), V(x,t;5) €
Q x [0,T] x [0,T]. Ademas, como se puede ver en [52] y [77], se obtiene para .J el problema

d t;
% = divv(X(z,t;8), 5)J (2, t; 8), (3.23)
J(z,t;t) =1,
mientras que J ! verifica
dJ ! (z,t;
% = —divv(X(z,t;5),5)J " (x, t; 5), (3.24)
Jﬁl(xut; t) =1

Lema 3.3.1. Sea v € CO(Wh>(Q)), k> 1y vip = 0. Entonces, X € C°(Q1x [0,T] x [0,T])
y es de clase C*~L1 con respecto a la primera variable. Ademds, dados s,t € [0,T] con
|s — t| suficientemente pequerio, la aplicacion X (-,t;s) : Q — Q es un homeomorfismo cuasi-
isométrico'. En particular,

1
Fll’ —y| <|X(x,t;s) — X(y, t;s)| < Kylz —y|, Yo,y € Q (3.25)
u

1Si (My,d1) y (Msz,dz) son dos espacios métricos, una aplicacion f : M; — M> es cuasi-isométrica si
existen tres constantes C1 > 1, C2 > 0 y C3 > 0 tales que

1
o di(z,y) — C2 < da(f(x), f(y)) < Crdi(x,y) + Co2, Va,y € Mi,
1

Yy € My 3z € My : do(f(x),y) < Cs.
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Su jacobiano J € C°([0,T]; L>=(D x [0,T))) y verifica
e~ Culs=tl < J(x, s:1) < eCuls, (3.26)
con Cy, = HdiVV”Loo(QX(O’T)).

DEMOSTRACION. En primer lugar, recordemos que una funciéon de W1>°(Q) es Holder con-
tinua después de ser eventualmente redefinida en un conjunto de medida nula. Ademas, se
verifica W*(Q) ¢ C¥~11(Q). Teniendo esto en cuenta podemos ver la primera parte de la
demostracion en Siili [90].

Para probar la segunda parte debemos tener en cuenta que la solucion de (3.23) viene

dada por '
J(Sﬂ,t; 8) _ ejt diVV(X(:E,t;T),T)dT’ (327)

mientras que la solucion de (3.24) es
J_l(zl?,t; 8) — e N diVV(X(:I?,t;T),T)dT. (328)

O

Teniendo en cuenta las definiciones de las curvas caracteristicas y de la derivada material,
sin mas que aplicar la regla de la cadena, se obtiene

%(A’(m,t; 5),s) = d(X(z,t;8),8) +v(X(x,t;8),5)grad c(X(z,t;5),5)

= &(X(x,t;58),8). (3.29)

3.4. Discretizaciéon temporal: método de las caracteristicas

En primer lugar obtendremos los esquemas semidiscretizados en tiempo. Para ello divi-
dimos el intervalo [0,7] en N subintervalos [t,—1,t,], n = 1,2,..., N, de longitud At, =
tp, — tnh_1 tales que 0 = ty < t1 < ... < ty = T. Por simplicidad, supondremos que
At, = At = T/N. Utilizaremos la notacion ¢"(x) := ¢(x,t,) para cualquier funcion ¢
definida en € x [0, 7.

Recordemos que, para cada instante t,1, X(x,t,41;) es la curva caracteristica solucion
tnica del problema (3.16) con t = t,,41, es decir,

dX (z,t :
dX(x,tny1;8) = v(X(2, tns1; ), ),

ds (3.30)
X(z,tyy15tny1) = .
Definimos las aplicaciones
X X tt) (3.31)
F = F(,t;t), (3.32)

JH = T (s t), (3.33)
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con 1,5 € {0,...,N}.

Podemos escribir una version discreta del Lema 3.3.1 suponiendo que At es suficiente-
mente pequeno.

Lema 3.4.1. Sea v € CO(W*>(Q)), k > 1. Entonces, para cada n € {0,...,.N — 1}, ewis-
te una tnica solucion X (,tni1;) : [tno1,tnt1) C [0,T] — Q del problema (3.16) tal que
X(- tpy1;:) € CLWEX(D)). Asi, Va € N4, 1 < |a| < k, 9°X € CO(L>®(D x (0,T))).
Ademds, existen dos constantes K1 y Ko dependientes de ||divv|co(ze(q)) tales que

1— KiAt < (JV" T 2) ™ <1+ KoAt, 2 € Q. (3.34)

DEMOSTRACION. La demostracion de este lema se puede hacer siguiendo los mismos pasos
del Lema 4.2 en Siili [90], a partir del Lema 3.3.1. O

Si escribimos la ecuacion (3.29) con t = s = t,,41 tenemos
X (@, tnt15tns1), tng1) = E(, tng). (3.35)
Para cada t € [0, 7] sea a(t;-,) : H} () x H}(Q2) — R la forma bilineal definida por

a(t;u,v) := /QD(x,t)grad u(x)-grad v(m)dm—l—/ﬂl(:c,t)u(x)v(:c)d:c, Vu,v € H (). (3.36)

Utilizando esta definicién y teniendo en cuenta que a lo largo de las curvas caracteristicas
se verifica (3.29), si escribimos el problema débil (3.12) en X(x,t,41;t) su solucion en el
instante n + 1 verifica

<c~n+17v> + a(tn+1;cn+17v) _ (fnJrl’U)’ Yv € H&(Q) (3.37)

Discretizaremos el operador derivada total a lo largo de las curvas caracteristicas con dos
formulas BDF (Backward Difference Formulas) de 6rdenes uno (BDF1) y dos (BDF2):

= con BDF1,
) Cn-l—l ) — Xn,n-‘,—l T
(@, tny1) & (=) A(t ( )), (3.38)
= con BDF2,
) 3cn+1 ) — 4c? Xn,nJrl T _i_cnfl anl,nJrl T

2At

Teniendo en cuenta (3.35), tomando ¢ = ¢,4; en el problema débil (3.12) y utilizando la
aproximacion (3.38) obtenemos el problema semidiscretizado.
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Problema semidiscretizado BDF'1:

Dadas ® € L2(Q), {f"}Y_, € (LQ(Q))N encontrar {c"}N_| € (Hé(Q))N
tal que

(CTL+1 — Mo Xn,nJrl’U) + AtanJrl(CnJrl’U) — At(fnJrl’U)’ (340)
Yo e HY(Q), yne{l,..,N -1}
Si utilizamos la aproximacion (3.39) el problema semidiscretizado sera:
Problema semidiscretizado BDF2:
Dadas ® € L2(Q), {f"}Y_, € (LQ(Q))N encontrar {c"}N_| € (Hé(Q))N
tal que
(c' — o X% v) + Atal (', v) = At(f1, ), (3.41)
1
5(36”+1 — 4" o xmntl o en—l g X”_l’”+1, v) + Ata”+1(cn+1, v) = At(f”+1, v),
(Vo € HJ(Q) y ne{2,..,N —1}.

En la definicién de los problemas semidiscretizados hemos utilizado la notaciéon f+!
para la funcion de L2, f(-,tp41), y a™t! para la forma bilineal a(t,1;,-), para todo n €

{0,...., N —1}.
3.4.1. Existencia y unicidad de solucién del problema semidiscretizado

Para probar la existencia y unicidad de solucion de los problema semidiscretizados (3.40)
y (3.41) tendremos en cuenta que la forma bilineal definida en (3.36) tiene las siguientes
propiedades para cada n € {0,..., N — 1}:

1. a"*! es simétrica y continua.

2. Si se verifican las Hipotesis 3.1, 3.2 y 3.3, a"!(-,-) es coercitiva. En particular se
verifica que existe una constante positiva v tal que

a1 (u,u) > 7|grad w3, Yu € HL(Q).

Teorema 3.4.1. Supongamos que se verifican las Hipdtesis 3.1, 3.2 y 3.3, entonces para At

suficientemente pequeno los dos problemas semidiscretizados (3.40) y (3.41) tienen solucion
unica.

DEMOSTRACION. Si introducimos las notaciones

V' (u,v) = e(u,v)o + Ata™ M (u,v),
L) = ()0 + AL v,
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con € una constante positiva y ¢ € H(}(Q), tenemos que b"*! es una forma bilineal simétrica,
continua y coercitiva y que el operador L™t € H~1(Q) y es continuo. Por lo tanto, aplicando
el Teorema de Lax-Milgran, el problema

Encontrar v € H}(Q), tal que
b (u,v) = L™ (v), Vo € HY(Q)

tiene una tnica solucion para todo n € {0,..., N — 1}, de lo que se deduce inmediatamente
el resultado.

g

3.5. Discretizaciéon espacial: método de elementos finitos

Para la discretizacion espacial del problema usaremos el método de elementos finitos. En
primer lugar, recordaremos algunas definiciones y resultados que nos seran de utilidad para
la descripcion y el anélisis numérico de los métodos de Lagrange-Galerkin que describiremos
en secciones posteriores. Para ver con mas profundidad los conceptos que aqui se dan, asi
como las demostraciones de los resultados, se puede consultar, por ejemplo, Ciarlet |32].

Definicion 3.5.1. Se llama malla o triangulacion de un dominio 2 a una division del mismo
en N subconjuntos T, j = 1,..., N, verificando:

1. T;, j =1,...,Ne es cerrado y de interior no vacio.

2. La frontera de cada elemento T} es lipschitciana.

Ne
3. a= 1
j=1

4. Dados T; y T}, con i # j, int(T;) Nint(7;) = @.

5. Las caras de cada elemento o son subconjuntos de la frontera del dominio, I', o son la
cara de otro elemento.

Ademds, la triangulacion es regular si existe una constante o tal que

|y
J -
— S g, J]= 15"'7Ne)
Pj
siendo h; el didmetro de T; y p; el supremo de los didmetros de las d-esferas inscritas en
T;. Diremos que esta triangulacion es cuasi-uniforme si existe una constante « tal que

h
—<a, 7=1,...,N,.
hj —_ ) .7 ) b e
donde h es el tamano caracteristico de la malla:

h:= max T;.
1<j<Ne
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A la triangulacion de € de tamano h la denotaremos por €2;,. En particular, en esta memoria
consideraremos que cada elemento de la triangulacién es un simplex de dimensién d y si la
frontera I' es curva los elementos adyacentes tendrédn al menos una cara curva.

Para cada elemento de la triangulacién T} se define un elemento finito como el triple

(T}, P(T}), ¥r,) donde
1. P(Tj) es un espacio de dimension finita, N,, = dim(P(T})), de aplicaciones p : Tj — R.

2. Y7, es un conjunto de NV, formas lineales ¢; definidas sobre P(T}) que es P(T})—unisol-
vente, es decir, dados N,, nimeros reales «;, 1 < i < N,, existe una tnica p € P(T})
tal que

¢i(p) = oy, 1 <i <N, (3.42)

En particular, existen N,, funciones p; € P(T}), 1 <1i < N,, que verifican
¢j(pi) = 0i5, 1< j< Ny (3.43)

y podemos expresar cada funcion p € P(Tj) como
Np,
p=>Y_ ¢ip)pi (3.44)
i=1

Las formas lineales ¢; se llaman grados de libertad del elemento finito y las funciones p; se
llaman funciones de base o de forma del elemento finito.

Consideremos un elemento de referencia que denotaremos por (QA“ , P(T\ ), X7). Si los ele-
mentos de la triangulacién son rectos, para cada simplex T}, existe una aplicacion I} : T — T;
afin invertible de la forma

F;(Z) = B;Z +b;, Bj € Mg(R) y b; € R% (3.45)

Estas aplicaciones permiten definir una familia de elementos finitos afin-equivalentes (7}

P(T;),%r;) donde

~

1. T; = F;(T).
2. P(Tj))={p: Ty > R:p=poF; ', pe P(I)}
3. S1, = {¢i : P(T}) — R: ¢i(p) = ¢ilp o F)}.

Definicion 3.5.2. Se dice que un elemento Tj de la triangulacion es curvo, de clase m,
m > 0, si existe una aplicacion Fj : T — T; de clase C™! tal que

Fj=F; +0, (3.46)

donde F; es una aplicacion de T' en un elemento de caras rectas T}, definida como

Fj(Z) = B;Z + bj, Bj € My(R) yb; € R, (3.47)
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yO;: T — R? es una aplicacion de clase C™' que verifica

¢; == sup | DO;(Z)B;|| < 1. (3.48)
zeT

Sim =0, DO;(Z) se entenderd como un cociente de diferencias.

Si la particion estd formada por elementos curvos de clase m, con las aplicaciones F}
se puede definir una familia de elementos finitos isoparamétricos de la misma forma que
definimos las familias afin-equivalentes. Estas familias isoparamétricas de elementos finitos
curvos se pueden considerar como perturbaciones de las familias afines construidas con las
aplicaciones Fj.

Definimos los espacios de elementos finitos de Lagrange asociados a la particion

Wi = {vn € C°(Q) : vy7, € P(T)),VT; € U},
Vi = HY(Q)NWy,
con
P(Tj) ={p:T; = R:p=poF; ', p e Pn(T)},
donde Pm(f) es el conjunto de polinomios definidos en T de grado < m.

Para facilitar la lectura de la memoria introducimos las siguientes notaciones:

= N.: nimero de elementos de la triangulacién o malla.

= N,: nimero de nodos o grados de libertad de cada elemento o, lo que es lo mismo, la

~

dimension del espacio P, (T) que viene dada por

N, = <m; d> . (3.49)

= N,4: nimero de nodos o grados de libertad globales, es decir, la dimension del espacio

Wh,.
» N,y: niimero de vértices globales de la malla.
] ag, 1 =1,...,d + 1: vértices de cada simplex j.
s q;,1=1,...,d + 1: vértices del elemento de referencia T.
» ;, 1 =1,..., Ny, vértices de la malla.
. 4 i= 1,...,N,: nodos de cada simplex j.
s d;, i =1,...,N,: nodos del elemento de referencia T.
» B;,i=1,...,Ny4: grados de libertad globales.
= p;,1=1,...,N,: polinomios de base del espacio P(f)

. pg :=p; o ijl, i =1,...,N,: funciones de base de P(Tj}).
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Asi, una funcion vy, € Wp, puede escribirse en cada simplex como

Ny

V| = Z Vipl, (3.50)
i=1

siendo V/ = vy, (d]) o bien expresarla en funcién de la base de W, como

Nng

Vhp = Z Vzﬁbz’ (3.51)
i=1
donde V; = vy (8;). Obviamente, dados ¢ y j, hay un [ tal que §; = d{ y, por lo tanto, Vij =V.

Enunciaremos ahora algunos resultados que utilizaremos para la estimacién de error
de los métodos que presentamos. Los introducimos aqui puesto que son resultados clasicos
de acotaciéon del error del método de elementos finitos y propiedades de los operadores
de interpolacion en los espacios de elementos finitos que hemos definido. Estos resultados
pueden consultarse, por ejemplo, en Ciarlet [32] o en Ern y Guermond [10]. Por simplicidad,
denotaremos por C todas las constantes que aparecen en las estimaciones que presentaremos
a continuacién, entendiendo que aunque sean distintas son siempre independientes de los
pardmetros h y At.

Sea Ij, € L(C°(2); W},) el operador de interpolacion de Lagrange, se verifica que existe
una constante C' > 0 tal que
o — Tnullo + hllerad (u — Tyw)lo < CH*ullguss g, (3.52)
para toda u € H*1(Q) N HL(2), con k un entero verificando m >k > 1y m el grado de
los polinomios del espacio W,

Consideraremos el operador de proyeccion Ry : H&(Q) — V}, definido en relacién con la
forma bilineal a(t;u,v), con t € [0,T]. Asi, para u € H}(Q), Rpu se define casi por doquier
como

a(t; Rpsu,vp) = a(t;u,vp), Yo, € V. (3.53)
Este operador se llama operador de Riesz o de proyeccion eliptica.
Si definimos 7(t) := u(t) — Rppu(t) con w € HY(0,T; HY (Q)NHM1(Q)NCY(0,T; HE (Q)N

H**1(Q)), entonces se verifican las estimaciones (ver, por ejemplo, Ern y Guermond [10])
In(t)llo + hllgrad n(t)llo < CR** {lu(t)]| grer(qy. VE € [0,T] (3.54)
y
7l L2 L2y + Pllgrad mellL2(z2 ) <
ot (3.55)
Ch (||U\|L2(Hk+1(ﬂ)) + ||Ut\|L2(Hk+1(Q))) ;
donde 7y = % y la constante C' en (3.54) y (3.55) es de la forma
D~
o DI ©x01) ¢ (3.56)

14

siendo Cp una constante positiva.

Para tener control del error cuando 7 — 0 consideramos la hipotesis siguiente:
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DIl £oe (2 (0,1))
v

ATTLClm 7t
no > Amarl@t) gy [0, 7). (3.57)

)\min (.%', t)

estd acotada, lo que implica que

Hipotesis 3.4. La relacion

3.6. Meétodos de Lagrange-Galerkin estandar

En esta seccién describiremos los métodos de Lagrange-Galerkin estandar que se obtienen
con las formulas BDF1 y BDF2 para la discretizacion del operador derivada total y que
vimos en la Seccién 3.4. Utilizaremos la notacion cj para la funcion de Vj, aproximacién de
la solucién del problema débil (3.12), ¢ € L?(0,T; H (2))NC(0,T; L3(R)), en el instante t,,,
y R} para el operador de interpolacion Ry, . Definimos entonces los problemas discretizados:

Problema discretizado BDF1 (LG);:

Dada @ € L*(Q) y sea ¢ = RV € Vi, encontrar {cP}N_ € (Vi)Y tal que
(cpth = o X o) + Ata™ (T o) = AL(f" o), (3.58)

para toda vy, € Vj,.

Problema discretizado BDF2 (LG):

( Dada ® € L*(Q) y sea ) = RY € Vi, encontrar {cp 3N € (Vi)Y tal que
(ch — ch o X0 vp) + Ata' (e, vn) = At(f1, vp),

1

5(:scg“ —def o xm Lo ATty b Ata™ T (e vy (3.59)
= At(f"H ), ne{2,..,N -1},

para toda vy, € Vy,.

La resolucién de los problemas discretizados derivados del método de las caracteristicas,
(LG)1 y (LG)2, tienen como principal dificultad el cdlculo de los términos (¢}, o XHH1 up),
conl=i—1,7ei=1,....N — 1.

Para motivar la introduccion de los métodos de Lagrange-Galerkin modificados veamos,
por ejemplo, como se calcula el término (cj o X mntl ) utilizando un método de Lagrange-
Galerkin estandar. Tenemos que

Ne
(cfroX™ ) (2)vy, (x)da :Z/ (CZOX"’"+1)|T],(m)vh‘Tj(a@)dw. (3.60)
@ =177
Si suponemos V|1 = pi, con 1 < k < N, y utilizamos la aplicaciéon biyectiva F) para
hacer un cambio de variable y escribir las integrales en cada elemento Tj de (3.60), en el
tetraedro de referencia, obtenemos

[ o 2n g @y (@)de = [ [aet(TRI(ch o 274 0 F)@R(@)E,  (361)

J
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donde JF) denota la matriz jacobiana de la aplicacion F}.

Para aproximar la integral sobre el tetraedro T utilizamos una regla de cuadratura. Asi

Nq

/|det JF))|(cloX™" o F})(2)pr (2)dZ = Zws croX™ "o ) (25)pk (Zs), (3.62)
s=1

donde p(T}) es la medida del simplex T; y Zs, ws, s = 1,..., Ng son los nodos y pesos de
la formula de cuadratura, respectivamente. Veamos ahora céomo se calcularian los puntos
(¢ o x™m o F)(T).

En la Seccién 3.3 vimos que X™"1(Q)) = Q y, por lo tanto, teniendo en cuenta las
propiedades de la triangulacion, para cada nodo de cuadratura T, € T existird un tnico
simplex, que denotaremos como Ty, tal que z; = xnrtl(zy) € Tj(s), siendo x5 = Fj(Zs).
Para el elemento al que pertenece el punto z; hemos utilizado el subindice I(s), donde la
aplicacion [ : {1,..., Ny} — {1, ..., N.} indica el elemento en el que se encuentra cada punto
Zs.

Como ¢} € Vp, se tiene

Np,
n n l(s)y\ (s
Cm&@z;%@WW%% (3.63)
es decir, para Ts,
il I(s)\ AL
GATTEE) = Y h(d g @), (3.64)
i=1
donde definimos ’gJZ.( ) .= pi(s) o xnrtlo F}. Si consideramos la aplicacion Fl(_sl) : Ty — T\,

para cada Z habra un tnico z = (X™"! o F})(Z) € T} tal que

3 @) = (i o Fih)(2), (3.65)
y, por lo tanto, para Ty tenemos
~N(s) j~ ~ — n.n ~ ~ —
gi( )(xs) = (p;o Fl(sl) o xmntl g F;)(@s) = (pio Fl(sl))(zs). (3.66)

Si sustituimos la expresion (3.66) en (3.64), teniendo en cuenta que z; = (Flzsl))(zs), llegamos
a

Np,
(XY (F Z CARIENY (3.67)

Si volvemos a las expresiones (3.61) y (3.62) y utilizamos (3.67), se verifica para cada tetrae-
dro T}

/T (cp o Xn’"“)m (@)vpr; (z)d Zws <Z l(s))pz(zs)> Pr(Zs). (3.68)

J =1

El algoritmo para calcular numéricamente las integrales (3.68) seria el siguiente:
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BUCLE j =1,.., N,
» BUCLE s =1,..., N,

(1) Calcular x5 = F;(Z5).

(2) Calcular zg = X™""1(z,). Para ello debemos resolver el problema
(3.30) con condiciones iniciales z = x.

(3) Encontrar el elemento Tj(s) que contiene al punto z, = X™" ()
y calcular zZ; = Fl(;l) (2s)-

(4) Calcular cj(zs) utilizando (3.67)
(5) Calcular pg(7s), k=1,..., N,

FIN BUCLE s
= Calcular la integral en T} utilizando la formula (3.68).

» Ensamblar los valores obtenidos en el vector segundo miembro R" :=

(rfs N,

FIN BUCLE j

El algoritmo presentado hay que utilizarlo en cada instante de tiempo y podemos ver que
hay dos pasos que son computacionalmente muy costosos. El primero es el (2), pues debemos
realizarlo para N, x N, puntos. El anélisis teorico, avalado por experimentos numéricos,
muestra que el error del método de LG depende de la precisiéon con que se resuelva el
problema (3.30). Asi, serd necesario utilizar métodos de orden > 2. Ademaés, el nimero de
nodos de cuadratura N, puede ser bastante grande ya que es necesario utilizar férmulas
de alto orden para mantener la estabilidad y la convergencia del método. Por ejemplo, en
algunos resultados numéricos que presentaremos se utilizan férmulas de cuadratura de Gauss-
Legendre de orden 8 para tetraedros, con 31 puntos. Por otro lado, la biisqueda del tetraedro
que contiene a cada uno de los nodos de cuadratura movidos (paso (3)) puede ser costosa
si no estd adecuadamente implementada. Para esta busqueda utilizaremos el algoritmo SL
(Search-Locate) propuesto por Allevi y Bermejo [2]. Este algoritmo es eficiente para mallas
no estructuradas formadas por elementos que pueden ser curvos o rectos. Ademés, utiliza las
aplicaciones F}; del método de elementos finitos, haciendo muy sencilla su implementacién
en un coédigo que utilice este método de discretizacion.

En el caso del método de orden 2, (LG)z, para cada instante de tiempo ¢, tendriamos
que utilizar el algoritmo dos veces, para calcular también los términos (cz_1 o Xntntl ).

3.7. Meétodos de Lagrange-Galerkin modificados

Los métodos de Lagrange-Galerkin modificados, que denotaremos abreviadamente como
MLG, reduciran el coste computacional del calculo de las integrales (¢} o X mntl ) man-
teniendo el orden de error de los métodos LG estédndar; se basan en las ideas introducidas
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en Bermejo y Carpio [13] para la ecuacion de conveccion pura y han sido analizados para
ecuaciones de conveccion-difusion en Bermejo y Saavedra |10].

Definamos en primer lugar la particion ). En virtud del Lema 3.4.1, en cada instante ¢,
podemos construir un elemento T]" C Q asociado al elemento T} de la particion €, de la forma
T = X" HL(Ty). Si tenemos en cuenta el Lema 3.3.1 es facil ver que para cada T} existe un
dnico elemento TJ*" y que el conjunto de estos ultimos forman una nueva triangulacion del
dominio por elementos curvos, que denotaremos por {2}

A partir de la aplicacion Fj : T — T; podemos definir la aplicacion casi-isométrica de
clase CF— 11 an’"ﬂ T — T}, de la forma,

F (@) = (amm o F))(7) (3.69)

Debido a las propiedades de las aplicaciones I} y X nntl existe también la aplicacion inversa

Si consideramos el simplex Tjn’n+1 formado por los vértices { X"+ (a?), ..., X+ (a) 1)}

. L. . . L. . . . —n,n+1
existe una tnica aplicacion afin invertible del elemento de referencia a este simplex, Fj L

~ o~ 1 ]
T — T;”H , definida como

Fri @) = By + o, (3.70)
siendo E?’”H e My(R) y 5?’”“ € R%.

Fn,n+1 n,n+1
Tj Tj

Tenemos que el elemento es una aproximacion lineal del elemento

y que
se verifica

it = TRt (3.71)
donde T denota el interpolante lineal sobre T.

Asi, dado un punto T € T\, para cada instante t,, podemos asociarle tres puntos:

v = F@)eT;,
z = F]n,n-i-l(/.%'\) = (Xn,n-l-l o F})(ff) — Xn,n-l—l(x) c Tv]n,n—i&’

~ ~n7n+1 ~ ~n,n+1
z = Fj () € T; .
Si definimos la aplicacion X™" 1 : T; — Tj"’"Jrl como

- il
Xt () = o B (3.72)

tenemos que z = X mntl(2). En la Figura 3.1 podemos ver un esquema de las aplicaciones
ﬁ@,n+l

j y xnntl para una malla de tetraedros.

Los métodos de Lagrange-Galerkin modificados consistiran en aproximar z = X™"+1(x)

~_ v s 1 . . s . n,n+1 __ 7n,n+1
por z = X™"*1(z) para todo x € T}; o lo que es lo mismo, en suponer que T; ~T; .
Asi, para calcular el término (cj o X mntl ), aproximaremos las integrales en cada elemento
de la forma

[ etto2n g @y (@)de = [ (e o By (@)ony (o) (3.73)
J J
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Xn,n-i—l

n.n+1
iy

Fn,n
T

Figura 3.1: Esquema de las aplicaciones ﬁj"’nJrl y xnntl

En la siguiente secciéon veremos cuél es el coste, en el error del método, de asumir que los

n+1 Fn,n+1
Tj .

m, .
elementos curvos T; se pueden aproximar por los elementos rectos

Veamos ahora como calcular las integrales de la derecha de (3.73) y qué ahorro represen-
tan frente al calculo de las integrales del lado izquierdo realizas con los métodos estandar.

Si suponemos que vp,|7; es una funcion de base pi, hacemos el cambio de variable dado
por la aplicacion Fj y tenemos en cuenta la definicion (3.72), obtenemos que

/ (e o ™) (o, () = [ |det(TF)|(cf o M) @)pu(@)dE. (3.74)
T. T

J

Siguiendo los mismos pasos que en el caso de los métodos LG, utilizamos una férmula de
cuadratura para calcular la integral en 7',

N‘Z
/f | det(JEy)|(cfy o Fj" ) @)Bi(@)dE = n(Ty) Y ws(ch o F" ) (@)Bi(@s).  (3.75)

s=1

donde faltara calcular los puntos (¢} o f‘f’”“)(iﬁs).

Si Tj(s) es el tetraedro de la triangulacion al que pertenece zs y llamamos %s = Fl(;l) (Zs)
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tenemos que, como cj € V},

n/on,n ~ n () U(s), mn,n ~
RENE)) = D (F @)

N,
>
N,
= > GdBESE @)
o
PINCICALZIENN (3.76)
1

Asi, con el método de Lagrange-Galerkin modificado obtenemos una igualdad anéloga a la
(3.68) para los métodos de LG estandar:

J =1

/T (et 0 XM (@) oy, () d = p Zws (Z p(d ))pz(zs)> (@) (3.77)

El algoritmo para el calculo de las integrales de (3.77) seria:

BUCLE j = 1,... N,

» Calcular el elemento f”’”“ resolviendo el problema (3.30) con condicio-

}d—l—l

nes iniciales los vertlces {d] del elemento T}.

» Construir la aplicacion F;“”Jr haciendo

Bnn+1 |:Xnn+1( ) XnnJrl(adJrl)" ‘XnnJrl( ) Xnn+1(ad+1):|

Yy
b;l,n-l-l s ,n+1 (a’d+1)

« BUCLE s = 1,..., N,
(1) Calcular z = ﬁ]."’"ﬂ(ﬂc\s).

(2) Encontrar el elemento Tj,) donde estd 2} y calcular ?s =
F(s)(Z)-

(3) Calcular c}}(2;) utilizando (3.76).

(4) Calcular pg(Zs), k =1,..., Ny.

FIN BUCLE s
= Calcular la integral en Tj por la formula (3.77).

= Ensamblar los valores obtenidos en el vector segundo miembro R" :=
n n
(rfs s T, )-

FIN BUCLE j
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En el algoritmo para el método LG, en los pasos (2) y (3) se movia cada nodo de cuadra-
tura de la malla. Ahora, en el algoritmo para los métodos MLG, estos pasos se sustituyen
por los dos primeros puntos del bucle en elementos y por el punto (1), en los que los pun-
tos de cuadratura movidos se calculan a partir de los vértices movidos con la ayuda de la

n Asi, el ahorro de los métodos MLG consiste en que solamente hay que

aplicacion F jn’
resolver el problema (3.30) para los vértices de la malla en lugar de para los N, x N, nodos

de cuadratura de la misma.

La aproximacion a la solucion c¢ del problema débil (3.12), en el instante t,41, dada por
los métodos de Lagrange-Galerkin modificados se obtiene como soluciéon de los problemas
discretos siguientes, dependiendo de la férmula en diferencias que utilicemos:

Problema discretizado modificado BDF1 (M LG);:

Sea ) = R €V, encontrar funciones {c}N_; € (Vi,)N, tales que
(CZ—H - Cz,n-ﬁ-l ° Xvn,nJrl’vh) + AtanJrl(C?];H-l’vh) — At(fn+1,’l}h), (3.78)

para toda vy, € Vy,.

Problema discretizado modificado BDF2 (M LG)a:

((Sea ) = R) € Vi, encontrar funciones {ci}h_, € (Vi)Y tales que
(e} — Qo &% up) + Atal(ch,vn) = AL(fE,vp),

1 ~ ~
5(362“ — 4 o Xt cz_l o X bl ) + Ata"H(CZ'H, vp) (3.79)

= At(f" ), 2<n <N -1,

| para toda vy € V.

Observacion 3.7.1. La existencia y unicidad de solucion de los problemas discretizados
(LG)1, (LG)2, (MLG); y (MLG)y se obtiene de forma inmediata teniendo en cuenta lo
visto en la Seccion 3.4.1.

Analizaremos en la seccién siguiente qué error anaden los métodos MLG con respecto a
los LG y cémo ese error no estropea el orden de los LG estandar.

3.8. AnaAlisis numérico de los métodos Lagrange-Galerkin mo-
dificados

En esta secciéon veremos resultados sobre la estabilidad y la estimaciéon del error de los
métodos de Lagrange-Galerkin modificados (M LG), y (M LG),, presentados en la seccion
anterior. El analisis realizado en esta seccién se puede aplicar para los métodos estandar
simplemente no teniendo en cuenta ciertos términos.
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En primer lugar, veremos las notaciones que vamos a usar en esta seccién asi como algunos
resultados preliminares que nos permitiran dar una estimaciéon en norma L? de la diferen-

cia entre las curvas caracteristicas exactas X™"*! y las curvas caracteristicas modificadas
‘)?n,nJrl

En segundo lugar haremos el analisis numérico de los métodos, siendo el método de orden
1 el primero en analizar y, basandonos en las mismas técnicas, podremos analizar el método
de orden 2.

3.8.1. Notaciones y resultados preliminares

Dado un espacio de Banach B con norma || - ||p definimos los espacios

0, 7;B) :={f: {to,....tn} C [0, T] — B : ||f||lp(07T;B) < oo}, 1<p< o0, (3.80)

donde
N 1/p
I fllo,rsB)y = (Atz Hf(ti)H%> l1<p<oo (3.81)
i=0
£z = i 17t)ls, p=oco. (352)

Denotaremos estos espacios de forma abreviada como [P(B).

Sea ¢ € C°(H'(€)) introducimos los operadores
Dy = Ml gno yrntl (3.83)
- 1 ~ -
D;L,2(p . 5 (3(pn+l o 4(pn o Xn,nJrl + (pnfl o anl,nJrl) ) (384)

También definimos los operadores EX’;@ € (HY(Q)),i=1,2y Fr, € (H(Q))" como

(Exion) = (Brip.w) + Ata™ (" 0), Y € H'(Q), (3.85)

y
(FRe:0) i= AU(f*, ), Vo € HY(Q). (3.86)
Denotaremos las sucesiones de funciones de forma abreviada como [¢] := {¢"}_;. De

esta forma, si ¢ es una aplicacion definida en [0,7] o en {tg,...,tx} vy con valores en un
espacio de funciones, podemos escribir [p] := {@(t,)}1_,.

Observacion 3.8.1. Como en la definicion de los operadores L'\; solamente se requieren los

N

instantes de tiempo {t,},_o,

o] € (H ().

Con la notacién introducida los problemas (M LG); y (M LG), se pueden escribir como

estos se pueden definir también para una sucesion de funciones

= Método de Lagrange-Galerkin modificado de primer orden en tiempo:
Dado ¢} € V, encontrar [c] € (Vi)Y tal que
Lxplen] = Fips en (Vi)' (3.87)
paran=20,..,N — 1.
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= Método de Lagrange-Galerkin modificado de segundo orden en tiempo:

Dado ¢} € Vi, encontrar [c] € (Vi)Y tal que
Z&i[ch] = ]:gta cn (Vh)/’
Lx/len] = FRpr en (Vi)
yparan=1,...N — 1.

(3.88)

Dado que la solucién exacta del problema (3.12) en cada instante ¢,, verifica (3.37), la sucesion
[c] = {c(tn)}N_, verifica la ecuaciéon
(L"[c],v) = (F",v), Yo € H}(), (3.89)
siendo L"[c] y F™ los operadores de (H'(£2))’ definidos por
(LM, 0) = (L) +a (), (3.90)
(F'0) = ("), (3.91)

para toda v € HE(Q).

Para estudiar la estabilidad y la convergencia de los métodos que presentamos asumimos
las siguientes hipoétesis:

Hipdtesis 3.5. Los pardmetros h y At verifican
0<h<hy<lyO<At<Atz<1,
siendo hg y Aty suficientemente pequenos.

Hipdétesis 3.6. La velocidad pertenece al espacio C°(W1>°(Q)) y ademds v =0 en T.

Veamos algunos resultados auxiliares sobre el paso convectivo que utilizaremos en los
teoremas de convergencia de los métodos.

Lema 3.8.1. Si se verifican las Hipdtesis 3.5 y 5.6 y o € L%*(Q), entonces evisten dos
constantes positivas K1 y Ko dependientes de ||divv| p(ax(0,1)) tales que

n,n 2
(1= K A1) [lg]2 < || 0 ™12 < (1+ Ko o]l2, (3.92)
(1= K128 [lglly < [lp 0 2™, < (1 + Kait) el (3.93)

paran =1,....N.

DEMOSTRACION. Dado que At es suficientemente pequeiio, por el Lema 3.4.1 tenemos que
X)) = Q. Asi podemos hacer el cambio de variable y = X™"*!(z), y tenemos

HWX”’”“Hi=/Qw(?f”’”“(w))de:/Q(w(y))Q(J”’”“)_l(y)dy- (3.94)

Utilizando la acotacion del Lema 3.4.1 obtenemos (3.92).
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Si hacemos la raiz cuadrada de la desigualdad (3.92) y consideramos un desarrollo de
Taylor de las funciones f(x) = /1 + x en torno al cero,

1
Vitor= 1i§x+0(x2),

tenemos que existen constantes K3 y Ky verificando (3.93). Por simplicidad en la notacion,
podemos considerar unas tnicas constantes, que denotaremos de nuevo por K; y Ko, que
verifican las dos desigualdades. O

Lema 3.8.2. Si q es un entero verificando ¢ > 1 y v € CO(WIL2(Q)) y se verifica la
Hipdtesis 3.5, entonces, para todo j € {1,...,N¢} y para todo n € {0,...,N — 1}, an’"Jrl €

Cq’l(T\) y existe una constante Cy independiente de los pardmetros h y At tal que

= X ) < CLR AtV cowos @) (3.95)

DEMOSTRACION. Si tenemos en cuenta la definiciones de X™"*! y X7 +! dadas en (3.31)
y (3.72), respectivamente, podemos escribir para cada elemento Tj

HXn,nJrl _ ‘)?TL,”JrlHLOO(Tj) — HF’JTL’n—H — ]5;17”“ (396)

I )

Veamos primero que Ff’nﬂ € C%Y(T). Utilizando la definicién de Ff’nﬂ dada en (3.69) y
la forma integral de la solucion del problema (3.16) escrita en (3.18), tenemos

tn+1
F]WH(@) = BT +b; — / V(X (BT + bj, tp41;7), T)dT. (3.97)
tn

Como v € CO(W4tL>0())), usando el Lema 3.4.1 deducimos que la aplicacion
X(ytnt1,) : Q2 x[0,T] — Q (3.98)

esta en C1(W9TLe°(0)) y, por lo tanto, se tiene inmediatamente que an,n+1 € Watleo(T),
es decir, an’"H € C%Y(T). Si utilizamos la igualdad (3.71) y dado que T(F]) = Fj, se
obtiene, sin mas que aplicar el Lema de Bramble-Hilbert (ver Ciarlet [32]),

o+l gl ntl I(F
IE = B ey = IO = ) = IO = Fllge

| n,n+1 Ja tn+1 ,\ (399)
< O™ = iy = C| [ VXBa+ ystasirhmiar|
tn W2 (7))
donde C = C(I, T); recordamos que la seminorma | - ]WQ,OO@) se define como
|f|W27oo(f) := mMAax ess sup {ajf(:c)} . (3.100)
lil=2  zeqQ

Teniendo en cuenta la definiciéon de la seminorma que acabamos de dar y que para cada
j€Ll,....Neyt€ [ty tnt1], podemos hacer un cambio de variable utilizando la aplicacion
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X (- tyy1,t) 0 Fj - T — T+l = X(Tj,tn+1,t) C Q. De ese modo, se llega facilmente (ver
Bermejo y Carpio [12]) a

tn+1
/ V(X(E] (/x\),tn+1, T),T)d’i‘ R S CAth?HVHCO(tn’tn+17W2,oo(Tt,n+1))
tn W20 (7))

< ClAthQHVHCO(WQ,oo(Q)).

Consideramos una hipétesis més para la velocidad:
Hipétesis 3.7. La velocidad estd en C°(W°°(Q)) y se anula en la frontera T.

Lema 3.8.3. Supongamos que se verifican las Hipdtesis 3.5y 3.7y que ¢ € HY(Q). Entonces,
para cada instante t,, existe una constante Co independiente de At y h, pero dependiente de

||VHCO(W2,00(Q)), tal que

[ooammtt —godnntt| < contatigrad ¢lya)- (3.101)

DEMOSTRACION. Dado que ¢ € H!(f2), por el teorema fundamental del calculo tendremos
que, para cada x € 2,

Xn,n+1 (1.)

P (@) = (X" (2) + / grad i (s)ds. (3.102)
Xn,n+1(1.)
Definamos para cada « € [0, 1] la aplicacion
H(o,z) = aX™ 1 (2) 4+ (1 — ) X" (2). (3.103)

Como por el Lema 3.3.1 X"+ es un homeomorfismo de 2 en si mismo y, por tanto, xntl
también, la aplicacion H(-,x) también es un homeomorfismo (ver Ern y Guermond [10]) y
podemos aplicar el cambio de variable s = H (o, x) en (3.102). Asi, tendremos

(p(Xn’n+1(.%')) _ (p(‘jgn,n-i-l(x)) _ (Xn,n-i-l(x) _ fn,n—l—l(x)) / grad (p(H(Oé,.%'))dOé, (3.104)

0
y, por tanto,
~ 2
(X1 () — (X (@) <
~ 2 1l
‘X”’”H(:c) - X”’”'H(x)‘ / lgrad (H(a, 2))|? do. (3.105)
0

Si integramos la expresion (3.105) en T y aplicamos el Lema 3.8.2 se obtiene

L (9)

/o1 </T] lgrad ‘P(H(O‘vw))\2dx> da

C%h4At2 ||VH%0 (W2:00(Q)) ngad SOH(%,Q,TJ' .

[ fpammti@) - @@ e < i@ - 2|

IN
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Sumando con respecto a j obtenemos el resultado. U

Lema 3.8.4. Bajo las Hipdtesis 3.5 y 3.7, si o € H'(Q) existen dos constantes C3 y Cy,
independientes de At y h, tales que

(1= Caat)ello < || o | < (1+ Cart)glo (3.106)
(1 - Csnnllgll < oo #0m41|| < (14 Cn)ol, (3.107)
paran=1,...,N.
DEMOSTRACION. Si escribimos ¢ o X"+ como
o XM = o Xnntl  (po xnntl — po Frntl), (3.108)
y aplicamos normas tenemos que, utilizando (3.93) y (3.101),
oo mm1|| < (1 + KAl + ConAtllgrad @lz(o. (3.109)

Dado que consideramos una malla regular podemos aplicar la desigualdad inversa,

lgrad ¢llo < Ch™@llo, (3.110)
y tenemos que
Coh?At|lgrad @l p2(ya < C2ChAH|pllo- (3.111)
Entonces, si consideramos
Cy = Ko + hoCsC, (3.112)
tenemos que
HWXWHHO < (1+ CoAD)|llo. (3.113)

De forma anéloga, escribiendo
@ o pnntl po .)'En,nJrl . (SO o .)?n,nJrl —po Xn,nJrl) (3114)
tenemos que

, (3.115)

H(p o ;}n,nHHO > ||po Xn,nJrlHO _ H‘P o XM _ 4o ;}n,nﬂ‘ )

y, por lo tanto,
oo mmt|| = (1= KiAb)lpllo — Cah®Atllgrad gl 2oy > (1= CsAD)pllo,  (3.116)
siendo
C3 = K1 + hoCyC. (3.117)

El resultado (3.107) se obtiene inmediatamente de (3.106) sin mas que elevar al cuadra-
do. Dado que las constantes obtenidas en este dltimo paso verifican también la desigualdad
(3.106), consideraremos unas tnicas constantes que llamaremos de nuevo C3 y Cj. (]
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3.8.2. Convergencia del método (MLG),

En primer lugar probamos la estabilidad de la solucién del problema discretizado (M LG);.

Recordemos las siguientes igualdades y desigualdades elementales,

1 1
ab < o <ca2 + —b2> , (3.118)
C
1 1 1
(a—ba = §a2 - §b2 + E(a —b)?, (3.119)

para dos nimeros reales a y b cualesquiera y un nimero real positivo c. Estas relaciones
seran utilizadas en muchas de las demostraciones que veremos a continuacion.

Lema 3.8.5. (Estabilidad) Si se verifican las Hipdtesis 3.5 y 3.7 y [cp] es la solucion del
problema (3.87), entonces existe una constante K > 0, independiente de h y At tal que

enlllise(r2e)) < K (lenllo + [1f lizcr2@))) - (3.120)
DEMOSTRACION. Si en la ecuacion (3.87) del problema discreto tomamos v, = ¢}, tenemos
que
(Lxilenl. ") = (Fhuei™).
Utilizando la igualdad elemental (3.119), aplicando el Lema 3.8.4, y teniendo en cuenta la
coercitividad de la forma bilineal a tenemos que

~ 1 1 ~ 1 ~
71 B} B}
(Eatlenl ™y = SIGIB = Sl o M+ et — e o Bt B
+ Ata”“(czﬂ, CZ'H)
1 1112 1 2 1 1 %
> 5 lleh o = 5+ Canrt) el + e ™ — ch o XS
_ 2
+ Atv ngad cZHHO.
Por otro lado, aplicando la desigualdad elemental (3.118),
At At
1 1
(FRo ) < SR+ SR,
Por lo tanto, usando estas desigualdades y multiplicando por 2, se tiene
2 2 2 2
HCZHHO —|leplly < CaAt ey ||g + AtHcZ“H% + At Hf”+1HO. (3.121)

Sumando esta desigualdad desde n = 0 hasta n = ¢ — 1, siendo ¢ > 1 tenemos
q—1 q—1
2 2 2
(1= A [|ehlly < llehllo + (1 +Catrt) > licillg + At >[5,
s=0 s=0

Como At es suficientemente pequeno, existe una constante C' > 0 tal que 1 — At > 1/C.
Multiplicando la desigualdad por C, aplicando el Lema de Gronwall discreto (ver, por ejem-
plo, Quarteroni y Valli [84]) y tomando el maximo para ¢ € {1, ..., N} obtenemos inmedia-

C(1+CyT)

tamente (3.120) con K =Ce™ 2 . O
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Deduciremos ahora una estimacion del error para el método (M LG); en la norma de
[°(L?(Q)). Para ello definimos, para cada n € {1,..., N},

n’n+1 — Cn+1 _ RZ+1cn+1 (3122)
n = gt - et (3.123)

de forma que
eZ'H = - CZ—H =t — fZH. (3.124)

En primer lugar, veremos acotaciones para 7" — 0" o X"+ que seran necesarias para el
teorema de estimacion del error. Para ello probaremos el lema siguiente que es una extension
del Lema 1 de Douglas et al [37].

Lema 3.8.6. Bajo las Hipdtesis 3.5y 3.7, sin € H'(Q) se verifican las siguientes acotacio-
nes:

o= no i, < Kidlalo, (3.125)
[n —mnoxmnmtl|| - < KsAt|grad nllo, (3.126)
[ —mnoxmm [, < Kellnlo, (3.127)

donde las constantes K4, K5 y K¢ son

Ky = |[[vllcowee () + Cpla(l + K2At),
Ks = (1+ KAt)|[vlcowee(a)), (3.128)
K¢ = 2+ KyAt,

con Cp la constante de la desigualdad de Poincaré.

DEMOSTRACION.

a) En primer lugar, tenemos que, por definicién de la norma de H 1!,

[n=moX™™ |, = sup |[(g—noX™" ' g)|. (3.129)
PEH ()
1l 3 (D)=1
Sean x € Q, y = X™" 1 (z) e Y"1 la aplicacion inversa de X"+,

Si tenemos en cuenta la acotacién de (J™"*1)~! obtenida en el Lema 3.4.1 deducimos,
haciendo el cambio de variable z = Y™+ (y),

(=m0 X" 0) = [ (1) (A" @))ola)de <

Q

< / () é(y)dy — (1 + KAl / n(y) S (y))di =
Q Q

- / () (6() — S L())dy — KaAt / n(y) S () dy,
Q Q
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y, por tanto,
[(n—noX™" "1 )| < |I1| + KoAt|Io], (3.130)

donde

I = [ 006 - 60" @)y, = [ awevm ey (3131
Q Q

Veamos como acotar las integrales 17 e Is.

Dado que ¢ € H}(2), por el teorema fundamental del célculo tenemos que

Y

B(y) — S () = / grad ¢(s)ds. (3.132)

yrrti(y)
Siy € Q, para a € (0,1), la aplicacion H(a) = ay + (1 — a)Y™" 1 (y) define un ho-

meomorfismo quasi-isométrico de € en Q (ver [10]) y, por tanto, haciendo el cambio de
variable s = H(«) en la integral de (3.132), tenemos

b(y) — S (y)) = (y — Y (y)) / arad o(H(a))da.  (3.133)

0

Ademaés, por la definicion de X™"*! se sigue que

tnt1
y=y ) == [ V@t (3.134)
tn
y, asi
oY) — o™ (W) llo < At||v]|comes(oy llgrad ¢llo. (3.135)

A partir de esta dltima desigualdad llegamos a

(L] < At]|v| oo @) Il a1 @ Inllo, (3.136)

sin més que aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwartz.

Por otro lado, podemos acotar I, usando de nuevo Cauchy-Schwartz y la acotacion (3.92)
del Lema 3.8.1, de la forma

o] < [Inllollg 0 V™" Hlo < (1 + K288 [n]lo¢llo- (3.137)
Asi, usando la desigualdad de Poincaré en (3.137), existe una constante Cj, > 0 tal que
[T < Cp(1 + K2 AD)[nllo]| ]z 0)- (3.138)

Si en la desigualdad (3.130) utilizamos (3.136) y (3.138) obtenemos inmediatamente
(3.125) siendo

Ky = [[v]lcowee () + K20p(1 + KaAt).
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b) Dado que n € H*(Q2) podemos escribir

[0 i)
tn ar (3.139)

tn+1
= / grad n(X(x,tp41;7) - v(X (2, tpg1; 1), 7)dT,
tn

n(z) — (X" (2)) =

y, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, deducimos

tn+1
2
[n(z) = (X" H(2)]” < At/ lgrad (X (2, tn1137)) - V(X (@, tys157),7)|* dr.
tn
Si integramos en {2 la desigualdad anterior tenemos

I —n o 21|12

IN

tn+1
At/ / lgrad (X (x,tyn41;7)) -V(X(x,th;T),T)\Qdex
QJt,

IN

tn+1
AtV oo e o) /t /Q larad (X (2 tnsr: 7)) dadr. (3.140)

Si hacemos el cambio de variable y = X (z,t;41;7) y tenemos en cuenta que por el Lema
3.4.1

(J"“(y,T))_1 =det F Y X (2, tny1;7), i1 7) <1+ Koty — 7) (3.141)
de (3.140) llegamos a

In =m0 &g

tnt1

< Ay [ lerad o) (7 ) g

o (3.142)
< Adlvvpeey [ 0+ Kaltrn =) [ lerad w)P dy) ar

ln
< (L4 Ko A)AL|V][Eo g, lerad nlf5,

obteniéndose inmediatamente (3.126) para
K5 = (14 K2A8) 2| v]| co o () - (3.143)

c) La desigualdad (3.127) se obtiene sin mas que hacer ¢ = 7 en el Lema 3.8.1 y para
}{6 =2 +>}<213t

Lema 3.8.7. Supongamos que se verifican las Hipdtesis 3.5y 3.7y que ademds v € CH(L>®(Q))
y c € Z2. Introducimos la funcion ¢"T1 definida por

@) — (A @)

¢n+1(x) = é(x, tpg1) — At

(3.144)
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Entonces ¢"1 € L?(Q2) y se verifica la siguiente estimacion:
67 g < b1 Atell 22, (3.145)
con gl una constante positiva independiente de At.
DEMOSTRACION. Usando el desarrollo de Taylor de grado uno de la funciéon
G(1):=c(X(x,tps1;7),T),

en torno al punto t,41, llegamos a

G(tn-i-l) - G(tn) o 1 bt 1"
) ) + 5 /t (7 — t)G"()dr.

Ahora escribimos esta expresion en funcién de ¢ y tenemos

1 tn+1 .
o @) = -5 / (T = tn)E(X (@, tni1;7), 7).
tn

Dado que ¢ € CY(L2(f2)), y que estamos en condiciones de aplicar el Lema 3.4.1, se tiene
que ¢"*t! € L?(Q). Ademas, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, llegamos a
2

n+1 2 1 tnt1 .
‘gb (x)‘ = Ap (T — tn)é(X(zytys1;7), 7)dT
tn
At [in+1
< 5 E(X (, tagr; 7), 7)) dr,
tn

Integrando esta expresion en €2 se obtiene

2 At [t
ol < 5 [ [ e i), P an
tn Q
de donde, haciendo el cambio de variable y = X (x,tp+1;7) y aplicando el Lema 3.4.1 se
sigue (3.145), con by dependiente de las normas [|v{[cowec()) ¥ [[VIer @me(@))- O

Veamos ahora el teorema que nos da la estimacion de error para el método que presentamos.
Para ello haremos primero una hipétesis més sobre la regularidad de la velocidad.

Hipétesis 3.8. La velocidad verifica que v € CH(L>®(2))NCY(W2>(Q)) y ademds se anula
en la frontera de €.

Teorema 3.8.1. (Estimacion de error) Supongamos que se verifican las Hipdtesis 3.1, 3.2,
3.3, 3.4, 3.5y 3.8 y sea

ce Z2NnHY(H™(Q)n HY(Q) N CO(H™ T (Q) n HE(Q)), (3.146)

siendo ¢ solucion del problema débil (3.12) y [cn) € (Vi)N solucion de (3.87) sujeta a la
condicion inicial ¢ = R)c® € L*(Q). Entonces se verifica la estimacion de error:

H[C] - [Ch]Hl"O(LQ(Q)) < FHCHZ?(Q)At + Fh2||c||CO(Hm+1(Q))

/ herl
+ Fmin(DiAL DoAt, Ds)elloogrme o) =17~ (3.147)
+ F (lellzzm@y + 1€ 2 ay) B

+  Cllellcogmr @y ™,
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donde

Cy+3
F = (1+KyAt)eye’ <4+ I >max{b1T1/ C,Cy(1 + ChiTV?, CT1/2}

3 _
ey = méx{siﬂ,( 61+422)}

e1 (Ivllcomwee @y

Dy = R (L S 22 K

! v( 1+ KyAt + Kz )
[vllco@es )

Dy = Mletr=)

2 h )

Dy = 14—~

3= 1+K2At7

€1 es una constante positiva independiente de U, Ko, Cy, C4 ygl son las constantes de los
Lemas 3.8.1, 3.8.3, 3.8.4 y 3.8.7, respectivamente, C), es la constante de la desigualdad de
Poincaré y C es la constante genérica de las acotaciones del error .

DEMOSTRACION. Por (3.54) tenemos que 1! esta acotado, asi que para obtener la estima-

€n+1

cion del error seréd necesario acotar Si tenemos en cuenta que, por definicion,

é-nJrl n +1 n+1+ n+1

)

aplicando el operador ENZ’tl € (H'(Q)) definido en (3.85) tenemos

< AtSnJrl h>: <[’Zt177n+1 h>_<E~Z,tlcn+1’vh>+<Eztlcz+1’vh>

_ (nn+1 —o X~"’n+1,’uh) _ (anrl — Mo X"’"+1,vh) (3.148)

+ At ( TL+1 Uh) ,
ya que a(n™t vy,) = 0 por la definicién de la proyeccién V-eliptica RZH, [c] verifica (3.89)
y [cn] es solucion del problema (3.87).

Asi, haciendo vy, = "H en (3.148) y sumando y restando 5™ o X" o xnntl g pn
obtenemos que

(LY = I 4 I + I + I, (3.149)

siendo
L = At <c'”+1 - (CW — CZ; XWH) ; Z+1>7 (3.150)
L o= (gt - nn’g;lz+1> ’ (3.151)
L - <nn o XTIHL i o ol | n o ol _ n o gl g,’;+1> . (3.152)
) 153

Por otro lado, si utilizamos la desigualdad (3.107) del Lema 3.8.4, tenemos que

(e gty = Hf"“uo——ufh A+ 5 Hs"“ & o XM
+ Ata(ﬁ”“, é-n—l—l)
14+ C4At
2 5\\52“\\0 7\\5h\\o+AtVngad§”+1Ho- (3.154)
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El siguiente paso sera acotar superiormente los términos I;, ¢ = 1,..,4. Para I; utiliza-
mos la desigualdad de Cauchy-Schwartz, la desigualdad elemental (3.118) y el Lema 3.8.7,
obteniendo

n+1l _ n Xn,nJrl
e e v i
At ||t — ¢no xmontl 2 Ate 2
< BIRITE Xl B g @15)
At At
< B lellge + S5l

siendo € una constante p081tlva que tendra dimension ¢~! y sera independiente de 7.

Para acotar Iy utilizamos de nuevo la desigualdad de Cauchy-Schwartz y la desigualdad
elemental (3.118). Tenemos que

+1
n+1 "t —n Ate |\ ny1)2
| I <AtH H Hf Ho = At HO Hf HO
Utilizando la regla de Barrow llegamos a
2 t 2 t
nnJrl _ 77” 1 / /n+1 677 1 /n+1 877
— | = — dr| dx < — d
' A ||,T aefol), a@TI| drs g at()OT
= At Iz HLQ(tn,thrl;LQ(Q)) ’
donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwartz.
Por lo tanto, deducimos que
At&t 11
2| < o H” HL2(tn tns1;L2(Q)) —- |l Ho (3.156)
Utilizando el Lema 3.95 podemos acotar I3 de la forma
‘ —n”oﬁ?n’”"'lHO < Cgh2At||g1"ad n" Mo
Mo xmntl _ g ‘j('vn,nJrlH < Cgtht ngad CnH07
0
y, utilizando la desigualdad elemental (3.118),
|I3] < ‘ — o Xl Loyt g ??”’n+1H Hf}fHHO
0
< Con2At (grad oo + llgrad ¢ lo) ||, (3.157)
C2hAAt Ate 2
< = (llgrad 1"}y + llgrad "llg)* + == [|&: o -

Por ltimo nos queda estimar I para lo cual utilizaremos el Lema 3.8.6, que nos proporcio-
naré tres acotaciones distintas. En primer lugar, utilizando la cota (3.125) tenemos

[l = (™o X = G < | 0 XM =] o) 1607 ]y )
< Kat il 1657y o (3.158)
K2At VAt
< BB 2 720 ara g0+ + oz 167 o
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donde recordamos que Lg es la longitud caracteristica del problema.

Si utilizasemos la desigualdad (3.126) tendriamos la siguiente cota superior

|I4| — |(,,7n o Xn,n-‘rl ,,7 é-nJrl | < H,r}n o Xn,n—i—l _nnHO Hé—}TLLJﬂHO
K At (3.159)
< KAt oIty < 3+ 5l
y de (3.127) deduciriamos
L= 6o X =g g < o 2 =
K? At At (3.160)
< Ko lln"lo ll€7 ]y < ” + 5 llg 1l -

Si utilizamos las cotas superiores (3.155), (3.156), (3.157) y (3.158) en (3.154) y hacemos
€ = &1 obtenemos

1 3eq nal nt1 1 +C4At
(5-2¢ (5t +3m) ) I3+ Slemad 7115 < 0

b% 3 2 1 2

+ 5o APl + 5 1220, 220 (3.161)
C3h* At KAt

+ =5 (larad n"llo + llarad ¢"l0)* + === "5,

251

para n € {0,...,N}.

Sea ¢ > 1; sumamos la desigualdad (3.161) desde n = 0 hasta n = ¢ — 1. Teniendo en
cuenta que 52 = R%cO — c% =0, llegamos a

1 3e1 v
(ﬁ_At (7+2L2)> Hfhuo<At (C4+3€1+ >ZH5hH0
b
- AtQZAtHcHZQ + 5 Z 17113200 011:22(2) (3.162)
C2h4 a1 2 qg—1
T 2 OAt(Ilgradn lo + llgrad ¢"[|o)* ZAtlln 12,

después de haber eliminado algunos términos positivos del lado izquierdo de la desigualdad.
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Algunos de los términos del lado derecho de la desigualdad pueden acotarse. Asi, tenemos

q—1
S Ately: < Tllelle, (3.163)
n=0
q—1
D0 e tppizzey S I F2gpay < (CHTY?
n=0
, 2
(HCHLQ(HW‘H(Q)) + HC HLQ(H"H‘I(Q))) s (3164)
q—1
S At (lgrad 7o+ lgrad o) < T(L+ CH™)2 el Zugsrns ey (3.165)
n=0
q—1
STAtE < TCR™? ellZogm gy - (3.166)
n=0
N
gracias a que Z At =T y a que se verifican las estimaciones (3.54) y (3.55).
n=0

Como At es suficientemente pequefio podemos suponer que

v 1
<€1+L3>—0’

siendo C' un nt@imero real positivo. Por simplicidad en la escritura, tomaremos C = 2 y,
ademas, seguiremos denotando igual a las constantes que aparecen en las desigualdades
aunque estas estén multiplicadas por 2 o por 4. Asi, multiplicando (3.162) por 4 obtenemos

MMKA(@+%+ )me

2 . 2 3.167
+ AT el + =€ (el @y + €] agrmes oy ) (3.167)
C2pt - K .
+ 22— (1+ CH™)T el Zo gm0y + —(Ch T el Zoggme1(qy) -
€1
Podemos aplicar ahora el Lema de Gronwall en su version discreta (ver [31]) y, tomando el
méximo en g € {1, ..., N}, obtendriamos,
lénliezay < Faey T2 Atlle] 22
~1/2 vy m
+ e Penm (el gy + 1N g )
(3.168)

+ Fuey PTPCR L+ O™ el o oy

+ F15;1/2T1/2K4’ / %Chm+1 HC||CO(Hm+1(Q)) )

_ T
siendo [} = e(Cat3e147/L3) 5

Si utilizamos ahora las cotas superiores (3.155), (3.156), (3.157) y (3.159), en lugar de
(3.158), en (3.154), tomamos € = €3 y sumamos desde n = 0 hasta n = ¢ — 1, obtenemos
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1 -
(5_2&62) 6013 < At (Cy +4e2) Y1713
n=1
1
b1 2N
A Ml + 5 ZH (P (3:169
02 4 91

h N K2 &
A (levad 73 + flsrad 1)+ 32 ZAt lgrad o[-
=0
65),

Empleando de nuevo las acotaciones (3.163), (3.164) y (3.1 junto con
q—1
> Atllgrad n™|[5 < (CB™)T|lcllcogrm+1(q)).» (3.170)
n=0
llegamos a
1 i
(5 - 202 ) gt < Av (Ca+ 422) Y kI3
n=1
b1 mt1 2 (3.171)
+ 5 APT el +—<0h ) (lell aarmrri@) + 1€l g grevss e )
C3nt m K2
+ 22€2 (1 +Ch )2THCHCO(H’"+1(Q)) + ﬁ(Ch )2THCHCO(HWL+1(Q)).

De nuevo, al ser At suficientemente pequenio podemos considerar, por simplicidad, que
1
1-— 4At62 > 5,

y seguir llamando igual a todas las constantes que aparecen en la desigualdad, aunque estén
multiplicadas por 2 o por 4.

Si multiplicamos la ecuacién por 4, aplicamos el Lema de Gronwall discreto y tomamos
el maximo en ¢ € {1,..., N} obtendremos la siguiente estimacion del error:

—1/2
lenlli(r2iy < Foey 20 TY2 At e 22

~1/2 ~pm
T R / Cpmtl (HCHLQ(HmH(Q)) + HCtHLQ(Hm“(Q))) (3.172)
+ By PTV20,R2(1 4+ CR™Y llellco(m+r ()
n F252_1/2T1/2K50hm HCHCo(Hm+1(Q)) )
Catdeg

siendo Fp = ¢~ 2
Por ultimo si usasemos (3.155), (3.156), (3.157) y (3.160) en (3.154), siguiendo los mismos
pasos que para obtener la estimacién de error anterior, deduciriamos

I€nllier2iy < Foey P T2At e 22

—1/2 ~1m
+ By PPOW™ (Jlel ey + el agamin )
_ 3.173
+ FE 1/2T1/2C h2(1 +Chm) HCHCo(Hm+1(Q)) ( )
—1217/7 1/2
At

_l’_

Fae, KeCh™ el goggm+1(g)) -
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Si ahora tomamos g9 = %51 + # tenemos que
0

BT

Fr=F=¢c2,

con B=Cy+ 3¢ + & = Oy + 4ey. Ademss, si ey = méx{e,’*,e;/*} y
0

se verifica que

G = Fiep max {'ElTl/?, O, Cy(1 + ChMTY?, CT1/2} ,

[€nllice 2y < GAEt[cll 22

+ Gh™ (HCHLQ(H’”“(Q)) + HCtHLQ(Hm“(m))

+ Gh?lellgoggm+1 ()

1 , €1 K5 m
+ GKt min <K4\ / EAt’ TN’K6> R el gogrme(qy) -

(3.174)

En (3.128) tenemos las expresiones de las constantes Ky, K5y Kg obtenidas en el Lema 3.8.6.

Sin méas que sustituir estas expresiones en la desigualdad obtenida y teniendo en cuenta la
estimacion del error de interpolacion dada en (3.54) se deduce el resultado.

g

Observacion 3.8.2. Si observamos la estimacion del error del teorema anterior podemos ver
en qué casos perdemos un orden de error espacial, analizando el término de la desigualdad

herl

A= F“C“CO(Hm+1(Q)) min(DlAt, DgAt, Dg) At

St el nimero de Peclet local, o relativo a la malla, es

h
Pe == @7
v
siendo Uy = ||V||co(re(q)), podemos escribir Dy como

con

U 1/2
D1 = CP€1/2 <70) y

_1)2 1 CpK2
0—51 (1+K2At+ Uo )

Entonces, podemos distinguir dos situaciones:

lo tanto,

U
1. Si Pe > % o0, lo que es lo mismo, s1 0 < U <

212

2

min(D;At, DyAt, D3) = min (1 n 1 UoAt>

1+K2At7 h

, tendremos que Dy > Dy y, por
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UgAt
El nimero de Courant local es justamente C'u = 0 de manera que i
Cu<l+ !
U= 1+ KgAf
tenemos que
A=o0hm),

Y, en caso contrario,

hm+1
A=0 .
En cualquier caso las constantes del error no tienden a infinito en el limite hiperbdlico
ya que la unica dependencia de la viscosidad aparece en F y ésta mo estd en mingin

denominador.
. Uo . L 2p?
2. 81 Pe < 702 o0, lo que es lo mismo, si U > —5 tendremos que D1 < Do y, por lo
tanto,

1 U 1/2
in(D;At, DyAt, D) =min [ 1+ ———— CPe/? ( Z2)  At]).
min(D;At, DyAt, D3) mm( +1—|—K2At’c e <h t

D
En este caso, si At < D—3 el término de error A es de la forma
1

A= 0™,
y, en el caso contrario, tendriamos que
herl
A=0 .
(')

En esta dltima situacion, dado que Dy depende de 7—1/2, la constante del error también pero
como estamos en un caso en que la difusion no es demasiado pequeria, no habria problema.

Observacion 3.8.3. En la expresion del error, el término procedente del error cometido al
aprorimar X por X es O(h?). Por lo tanto, la estimacion de error seria vdlida para el caso
del método de Lagrange-Galerkin estindar sin mds que suprimir este término y extenderia
las estimaciones hechas por Pironneau [51] y Sili [90]. La observacion anterior también se
puede hacer para los métodos estdndar y, de esta forma, establecemos el régimen de validez
para las estimaciones de esos articulos.

3.8.3. Convergencia del método (M LG),

En esta seccién presentaremos el andlisis numérico del método de Lagrange Galerkin
modificado, de orden 2 en tiempo, dado en (3.88).
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Para simplificar la escritura, en la obtencién de los resultados introducimos algunas

notaciones. Asf, para una sucesién funcional [¢] := {¢"})_, definimos
Rilel = ¢"" =",
Rilpl = " -
por lo tanto, para la sucesion [||¢l|o] := {||¢" [0}, podemos escribir
Rillello] = lle" o = [l llo,
Rillello] = lle" o = Il lo.

Dada una funcién ¢ € C°(H'(£2)) utilizaremos las siguientes notaciones:

= e,
SR
Y
@n’Q = gpnoX"’nJrz.

Lema 3.8.8. Supongamos que se verifican las Hipdtesis 8.5 y 3.7 y sea [pp] € Vi)V, en-
tonces, para todo n € {1,....N — 1}, se veriﬁca

~ 1 —nil
(D22lpnl, o) = ZR”[H%H%] 7 [I2ei — 23 — li2ck — 713

+ HSO"H—?% + o2

- (3.175)
- (Zm + Cao) &t (115 + )
—  2C3hoAt[ep 5,
siendo Ko = Ko(1 + AtK3) y Ky la constante del Lema 3.8.1.

DEMOSTRACION. En primer lugar, reescribiremos Dn’Q[goh] utilizando la nueva notacion, asi:

D2[pn] = <3s0”“ 1E" + G ) = (3s0"“ 2™ + 1)
1 (3.176)
—_ 9 (S'O\}/ln,l . @nJ) + 5 (S'O\}/ln,Q . @nz)
y, por lo tanto, tenemos que
mn,2 1 12 4 1 112
(Br2le ™) = et + g2 — 7|
+ _HSOTLJrl + sOhn 1, 2”2
. _H—n 1H2 o _||2ﬁn,1 o sOhn 1, 2H2 (3177)

N 1,
- 2 (sOh"’l - o™ ,sOZ“) +3 (%"’2 — " ,sOZH)

= Lh+DLh+L3+ 14+ 15+ I+ I,
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donde hemos utilizado la igualdad,
1 1 1 1 1 1
5(30, —4b+c,a) = ZHaHz + 1H2a —b|* + ZHa —2b+¢|? - ZHbHQ — ZH% —c|®. (3.178)

Estableceremos ahora cotas inferiores para I;, ¢ = 4,7. Para I4, si tenemos en cuenta
(3.92), llegamos a

_ 1 1
= ——H RS = = lenlls — KA G (3.179)

Haciendo el cambio de variable y = X™"*!(z), teniendo en cuenta que X" bntl(z) =
X(x,tnt1;tn) = X(y, tn;tn—1), utilizando el Lema 3.4.1 y (3.92) se tiene

HQWn,l o @R_LQH(Q) — /Q (2()02 o Xn,n-l—l(x) _ (pz—l o Xn—l,n-l—l(x))Q da

/Q (207 (y) — o o XTI (y))? (T (y)) T dy

(1+ K2A)[120h — 21" I3

<
< 20k =" UG + 4K Atl9R1IE + KAt eI,

donde Ky = Ko(1 + KoAt) y, por lo tanto, obtenemos para I la cota siguiente:

1 _ 1— _
Is > =7 1120 —@n"" BHIE = KaAtler g — 1At M- (3.180)
Para Ig se tiene
—~n,1
Is> —21@"" =z olleit llo > —2ChAtlerloleit o (3.181)
> — CohoAt]| 0} 1§ — CahoAtlle I3,

donde se ha utilizado la desigualdad de Cauchy-Schwartz, el Lema 3.8.3 y la desigualdad
inversa (3.110). Aplicando estas técnicas de nuevo, podemos acotar I7 como

1 _ — —
B= =5 (E = a2 gt 2 @ - ol o

(3.182)
> — CohAt]op Hollehlo = —CahoAt|lop I3 — CohoAt|lp ™ |3

Si sustituimos las acotaciones (3.179), (3.180), (3.181) y (3.182) en (3.177), y utilizamos
la desigualdad elemental (3.118), obtenemos el resultado.

O

Gracias al lema previo podemos probar un resultado de estabilidad del método de
Lagrange-Galerkin modificado, de orden 2 en tiempo, que hemos presentado.

Teorema 3.8.2. (Estabilidad) Si se verifican las Hipdtesis 3.1, 3.2, 3.3, 8.5 y 3.7, entonces
existe una constante K independiente de At y h tal que [cp] € (Vh)N, solucion del problema
(3.88), verifica

lenlllie ey < K (Iehllo + 1" llz(zay) - (3.183)
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DEMOSTRACION. Como [¢p] es solucion del problema (3.88), si usamos la acotacion obtenida

en el Lema 3.8.8 para [pp] = [cp] llegamos a
1 —n,1 —
TR llen3] + (\\20”“ I3~ ll2ck — a7
Hc”“ 2en™! + 7" G + P A grad ¢y G < At G (3.184)

5= — n
- (ZKQ +Cato ) At (I3 + 1 18) + (] + 2Caho ) At 3

paran = 1,..., N — 1, donde hemos utilizado la coercitividad de la forma bilineal a"*! y la

desigualdad elemental (3.118) para acotar el término At(f"+!, CZH)

Dado un entero ¢ > 1 sumamos los términos de la desigualdad (3.184) desde n = 1 hasta
n = ¢ — 1. Los dos primeros términos de la izquierda de la desigualdad quedan de la forma,

-1

Q

1 1
Rilllenlls] = Zllhll6 = 3 lleal, (3.185)

1 =

S
I
—

1 n1 _ 1 _g-1,1 —
gZ(\?c”“—cZ I3~ ll2ch — "R = Fll2el — M - Tl2eh — a3
n=1 (3.186)

1 _g—1,1 1 1
> l2ch e NE — I — IR — TRa Al

utilizando el Lema 3.8.1 para la tultima desigualdad.

Si sustituimos (3.185) y 3.186 en (3.184), y eliminamos algunos términos positivos a la
izquierda de la desigualdad resultante tenemos,

1 (1 5 L.
<Z - (Z + 2C'zh0) At) g 11§ < ZHC}LH(Q) + (Z + ZK2A75) Ik 13

—1 q—2
b— NI n
+ <ZK2 + Czho) At (Z I3+ \ICMI%) (3.187)

n=1 n=0

1 q—1 q—1
b (7+200m0) AL IR+ A 1R

n=2 n=1

Podemos acotar algunos términos de la derecha de la desigualdad anterior. Asi,

—1 q—2
5 S (o "
(ZKQ + 02h0> At (Z k115 + Z HChHg>

n=1 n=0

Ao . (3.188)
i ( n 202h0> AT R < RarsT ez,

n=2 n=1

~ 10— 1
con K = ZKQ + 4C5hg + Z
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Ademas, como [cp] verifica la primera ecuacién del problema (3.88) con vy, = ¢}, siguiendo
los mismos pasos que para obtener la ecuaciéon (3.121) en el Lema 3.8.5 (estabilidad del
método (M LG)p) llegamos a

At
(1= A)enlls = (1 + Cad)lepllg+ < 1 £115- (3.189)

Si tenemos en cuenta las acotaciones (3.188) y (3.189) en (3.187) y suponemos que

At < mi 1 1 1 1
mn—, — — ——
B 2’04’1+802h0’K2 ’

llegamos a
1 11 5o Kk
gIICZH% < 7H62H3 + §Atz LFHHE + KA 13-
n=0 n=1

Multiplicando (3.8.3) por 8, aplicando el Lema de Gronwall discreto, y tomando el maximo

para q € {1,..., N} obtenemos inmediatamente el resultado con K = 7AKT.

O

Veremos a continuacién un teorema de estimaciéon de error para el método; para ello
tenemos que probar un lema previo.

Lema 3.8.9. Asumamos que c € Z3 y que v € C*(L>®(Q2))NCHWH*(0)) N CO(W?2>(Q))

y se anula en I'. Entonces la funcion ¢ definida por

3c T (z) — devl(x) + e b2 ()
2At ’

" () = (@, tns) — (3.190)

estd en L*(Q) y verifica N
I¢llo < b2 Al 22, (3.191)

siendo gg una constante que depende del campo de velocidad.
DEMOSTRACION. Definimos la funcion
G(T) = C(X(:C’ tTL+1 ) 7—)) 7—)5

y haciendo el desarrollo de Taylor de orden 2 centrado en el instante t, 1 para t, y t,—1 se

tiene
3G(tnt1) — 4G(ty) + G(ty— 2 [int
( TL+1) QA(tn) ( n 1) _ G/(tn+1)+ @/t G/”(T)(tn+1 _ 7_) dr
: / e )%d
- T 1—T)%dr
12At /| "*
Escribiendo esta expresion en funcion de ¢ tenemos
+1 2 tn+1 2
o) = = [ Rt 7)) b — 7V
tn

1 tn+1
+ m /tn—1 ¢ (X(xv tn+17 T), T)(tn+1 _ T)Qd'r.
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Si escribimos ¢ (X (x,t,41,7),7T) y tenemos en cuenta las hipotesis del enunciado se verifica
que ¢" 1 € L?(Q) y, elevando al cuadrado la expresién anterior y aplicando Cauchy-Schwartz
llegamos a

|¢n+1(.’1,')|2§ Atg/n+l('é'()((.%',tn+177_)’7—))2d7—7

tn—1

(S0 )

de donde se obtiene inmediatamente el resultado, sin méas que integrar en el dominio €2 y
tener en cuenta el Lema 3.4.1.

g

Hipdotesis 3.9. La velocidad pertenece al espacio C2(L>®(Q))NCH(WL>(Q))NCY(W?2>(Q))
y se anula en la frontera.

Teorema 3.8.3. (Estimacion de error) Supongamos que se verifican las Hipdtesis 3.1, 3.2,
3.3, 8.4, 3.5y 3.9y sea

ce Z2NnH (H™M Q)N HY(Q) N CO(H™ T (Q) N H(Q)), (3.192)
siendo c la solucion del problema débil (3.12) y [cr] € (Vi)Y la solucion del problema discreto
(3.88) sujeta a la condicion inicial ¢, = R € L*(Q). Entonces, se verifica la estimacion

del error siguiente:

Ile] = lenlllie o z2()) < F (lellzz + llell z2) At + Fllcllgogrm+1a))h?

) L - herl
+  Fliellcoms o) min (D1, DaAt, DsAt) (3.193)
+ F (llellzagme ) + 1€l 2 @) A7
+ Clellcoamsiapyh™,
siendo
F o= Kexpld(20+ 2Ry + 2 +4Coho | T
= eXp €1 4 2 2L(2) 2740 I
_ 5 K
D, _ 6__1<“V||0<—L<ﬂ>>> 1y G )
7\ 14 2K,At [Vl cowee )
— [v]lcowee @
D, — %
— 51+§K2At
3 T 314 2K,AtY

con K y e constantes positivas independientes de los pardmetros At y h, y de la viscosidad
U, y con Ko la constante del Lema 3.8.1; Ko = Ka(1 + AtK>) y C es la constante genérica
de las acotaciones del error n.

DEMOSTRACION. Recordemos que [ep] = [c] — [en] = [7] — [€n] v, por lo tanto, como el error
[n] esta acotado (véase 3.54), debemos obtener una estimacion del error para [£,]. En primer
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lugar, veamos qué ecuacion verifica [{,]. Dado que podemos escribir [,] = [n] — [¢] + [cp]
llegamos a

<Ez7t2[§h]’vh> = <1~7?’277,vh> - <E~Z’t2[c],vh> + (FRsvn)
= <53’2n,vh> + <(At£” - EX’?)[c],vh> :

teniendo en cuenta que [c] verifica la ecuamon (3.89) v [cn] es solucion de (3.88). Si utilizamos
la descomposmlon dada en (3.176) para Dy *[n] y Di"*[c] y tomamos v, = &l en (3.194),
n € {1,...,N — 1} obtenemos

<£A7t €n], h+1> <At <C +1_ OAL ) h+1

(3.194)

N 3ttt —dpt gt €n+1>
2 b
~n,1 __ -n1\ __ (~n1  —n1\ ¢n+l
+ 2@t =) — @t -, gt (3.195)
L e AR E L RCas)
1
(20— - o - g

= Il—|-12+13+[4+15.

Acotemos superiormente cada uno de los términos I;, ¢ = 1, ..., 5. Para I; podemos hacer uso

del Lema 3.8.9 y de la desigualdad elemental (3.118) y asi obtener

bQAt5

L] < lells + 5 Atugnﬂuo. (3.196)

Para acotar Iy podemos proceder de forma similar a la empleada en el Teorema 3.8.1 para la
acotacion del término Iy definido en el mismo. Asi, haciendo desarrollos de Taylor de grado
1 y usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, tenemos que

tn+1 tn 2
3/ n’(x,T)dT—/ 0 (x,T)dr
tn

tn—1

3,,7n+1 . 4,,771 + nn—l 2

1
2AL ()

VAN

9 tnt1 / 2d
< -
< axi ) 0w
e integrando esta expresion en ) y usando la desigualdad elemental (3.118) llegamos a

|12 < H77 172 2t 1 tes,L2(Q) T 5 AtanHHo,

de donde, teniendo en cuenta (3.55), obtenemos

] < ’

(Chmﬂ) (el L2ty tnpr 1)) + 1 WLzt 4 1(0))

(3.197)
+ AtHfS”“Ho-
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Para acotar I3 e I, seguimos los mismos pasos que para acotar el término I3 del Teorema
3.8.1; asf llegamos a

< 2002 At ([lgrad "[lo + [lgrad n"[lo) €5 llo
+ Coh®At (|lgrad o + [lgrad 7"~ o) 1€ [lo
< 2C3h* At (|lgrad ¢"lo + [lgrad 7" lo)?

1 _ -
+ 5022h4At (llgrad ¢* o + ||lgrad n™ lHo) + eAt| 3.
Si utilizamos la acotacion dada en (3.54) se tiene

C ht
[I3] + |14] <

(L+ CH™ At el 2o sy + AT (3.198)

Finalmente, para I5 podemos utilizar las tres acotaciones distintas dadas en el Lema 3.8.6,
repitiendo los célculos de éste para obtener las cotas del término ||n?~! —nn~toxn=Lntl||g
De esta forma, llegamos a

_ 1 1
|15] < <2H77n — 7" -1 + §H77n L 1’2HH1(Q)> Hﬁﬁ“”ﬂg(ﬂ)

< (2Ka A" llo + KaAtfn™ o) 167 2 o)
< BELALHCR™ ) |[ellcorm+1 q) IISZ“HHW (3.199)
9K
< o HCRTEA el o grma oy + Atngad &G
+1
s
usando la primera cota; con la segunda obtenemos
15| < KAt coz2@nl€h o
K? o o " (3.200)
< gAt(Chm) HCHCO(Hm+1( oyt AtHf” ||0a
siendo K7 = 3|[v|[co(pe(q)) (1 + 2K2At), y con la tercera tenemos
15| < Kslinllcorz@pllEr o
K2 1 n+1
< 2L oy + SAHEG I3 (3.201)
K3

IN

5 (Ch™ ) HCIICO (Em1Q) T At”f”“”o’

donde Kg =5 (1 + gKgAt).

Por otro lado, si en el Lema 3.8.8 hacemos ¢ = &, y tenemos en cuenta la coercitividad
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de a"*! llegamos a

n 1,1
[

1
(el ) > TRINGIR) + 5 [l2gr™ ~ €13 - 2gg -

—n—1,2

1
+ IIS"+1 2, + & l5+ Atrlgrad &3

: (3.202)
. (—i?24—6&ho>zﬁt(HéﬁH%—%Hfﬁ‘lHﬁ)
— 202h0At”§n+1Ho-

Si ahora utilizamos las acotaciones (3.196), (3.197), (3.198) y (3.199) y (3.202) en (3.195)
y hacemos ¢ = &1 tenemos

1 n _’I’L,l TL 1 1
TRAE3] + 7 (12— €13 — gk — &3]
n 5= n n—

< <251 + L2 + 202h0> Atllep I3 + <—K2 + Czho> At (llEplg + llgn="118)

4C3n m BAL
T 51 (1 + Ch™PAtle]|Zogmer gy + THCst (3:203)

m 2

8—€1(Ch 02 (el 2t 1 ten,mmrr@y) + 1N L2 1 tner,Hm 1))

OK?
+ = o5 (Ch +1) AtHCH%’O(HmH(Q)),

después de haber eliminado algunos términos positivos a la izquierda de la desigualdad.
Dado un entero ¢ > 1, si sumamos la desigualdad anterior desde n =1 hastan =q¢—1

y tenemos en cuenta que Z At =T, obtenemos

n=1

1
1 q—
(4 <2€1 + 573 212 + 2C2ho> At) €215 < BlAth:l €115
1 1 o,
+ 7168 + 1268 - &3
402p* B2A (3.204)

- (1+Chm)2T||C||%v0(Hm+1(Q))+ %, THCHZ3

+

9 hm+1 2

2
+ )2 (llell 2o, mm+1(0)) + el 20,1, mm+10))

8 (
9K2 m
1 (Ch +1) THCHcO (Hm+1(Q))

+2y

10—
do B1 =2 —K
siendo By e1+ — 1 2+2L2

Podemos acotar algunos términos de la derecha de la desigualdad; asi, dado que 52 =0,

+ 4C5hg.

podemos escribir

1 1 —o0,1 )
163 + 126l ~ &8 < SR,
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Como At es suficientemente pequenio podemos considerar que

1
At < (3.205)

8 (261 + ng + 202h0> .

De esta forma, multiplicando por 8 la desigualdad (3.204) podemos aplicar el Lema de
Gronwall discreto, tomar el méaximo para ¢ € {1,..,N — 1} y, calcular raices cuadradas;
obtenemos

lenllie 2y < Fillébllo + Frer o A2TY? | e 45
(L2(2))

F1€Il/202(1 + Chan)Tl/QhQ||C||CO(Hm+1(Q))

_ . 3.206
Fiey 200 (el ooy + 1€ lonmmn@y) 20

Ky

v

+ o+ o+

Fi—=Ch"™ T2 le co gm0,

con Fj = 6etBiT,

Si en lugar de considerar la cota (3.199) utilizamos (3.200) junto con (3.196), (3.197),
(3.198) y (3.202) en (3.195), hacemos & = e5 y repetimos los pasos realizados hasta llegar a
(3.206) obtenemos

l€nlliez2iay < FollEbllo + Faey 0T c]| 25
(L3(

+ Foey o1+ CREYTY2R2 | el| o (o) (3207
+ Foey O™ (|lell 2o mmi @) F 1€ | 2oz mm @)
+ F2€;1/2K7ChmT1/2||C||CO(Hm+1(Q)),

5 10—
con Fy = 6e*P2T y By = <§62 + ZKQ + 402h0> suponiendo en este caso, antes de aplicar

el Lema de Gronwall discreto, que

1
At < . 3.208
8 (262 + 2CQh0) ( )

Por dltimo, si en lugar de considerar la cota (3.200) utilizamos (3.201) junto con (3.196),
(3.197), (3.198) y (3.202) en (3.195) y hacemos € = &5 llegamos a

lenlli 2y < Follebllo + Faey oA T2 c)| 25
(L2(2))

Foey 2 Co(1 + CRET Y22 cl| co (s ()
~ . 3.209
Fyey ' POnmH! (llell 20,7, mm+1 @)y + 1€ 20,7, 5m+1(02))) ( )

—1/2 T2
Fyey "TKg(Ch™H) At [ellcorrm+1(a))s

+ o+ o+

suponiendo de nuevo que se cumple (3.208).
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— eABiT.

Elegimos ahora es de forma que By = Bs y, por lo tanto, F} = Fj ; sea
€)M = MAX {61 1/2, 5;1/2}, entonces se verifica
I€nllio(z2gay < FLlRllo + Frearb2 AT 2| ¢ 5o
+  FienCo(1 + Chi) T 212 |c)| gopm+1 (o)
+  Fen O™ (llell o mmr @) + 1€ 2 01,541 (2))) (3.210)

T'/2 [e1 K
+ F1€MChm+1 AL mln( K4At }:At Kg) HCHCO (H™+1(Q))-

Por altimo, veamos cémo acotar el término ||€}||o. Para ello tendremos en cuenta que, por
) h q , P
verificar c,l1 la primera ecuacion del problema (3.88), 5,11 verifica

(Ll &) = (Drtn &) + {(Ate — £x1)1d &) (3:211)

Asi, como 52 =" =0, tenemos que

1 .ot - _
SlIEnlls < (', k) + At <c— ,€h> F (@@ P =+ L+ I3 (3.212)

Utilizando los lemas y la acotaciéon del término I; en el Teorema 3.8.1, es féacil ver que

1< S B + 5 I3 (3.213)
A T 2 112

Bl < kbl + 2ol (3:214)
1 Ath

I < S-Can*Atlgrad |3 + =2 bR, (3.215)

2ks

con k1 y ke dos nimeros positivos cualesquiera. Si tomamos k1 = 2At y ko = At llegamos a

At? 1 om 2
<— - > I1Eal15 < SCh T (llelz2o,r,mm+1(0) + 1 I 20.7,mm41.(0)) )

+ A% + 3|l Zo (gm0

(3.216)

Si suponemos que

e e (3.217)

multiplicamos (3.216) por 8 y extraemos raices cuadradas se tiene la acotacion

1€hllo < 3CR™ ! (llell 20,7, mm+1()) + €] L20,7,mm+1(0)))

o 9 (3.218)
+  3At b1HCHZQ +3Cgh HCHCO(Hm-{»l(Q)).

Si utilizamos esta ultima acotacion en (3.210) y definimos

F = 3(1 + 2K At)Fie ) méx {52T1/2 +enby, Colens + (14 CRINTY? . C(1 + ), CTW}
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llegamos a
1€nlliez20)) < FAE(|lell 2 + llell z3) + Fh?(lell oo rm+1(a))

+ PR (llellzz oz, mm ) + 1€ p20,r,5m+1 (0) (3.219)
m+1

e~ — ]
+ Fmin (DlAt,DQAt,Dg) At ||C||CO(Hm+1(Q)).

con D;, i = 1,2,3, definidas en el enunciado del teorema. Utilizando esta acotacion junto
con (3.54) se obtiene el resultado.

g

Observacion 3.8.4. Las observaciones hechas para el Teorema 3.8.1 donde se daba una
estimacion del error del método (M LQG)y siguen siendo vdlidas para el teorema del error del
método (M LG)y que acabamos de ver.

3.9. Resultados numéricos

En esta secciéon presentamos algunos resultados obtenidos con los métodos que hemos
analizado para dos problemas muy utilizados para la validacién de esquemas numéricos
para ecuaciones de conveccion-difusion. En primer lugar, mostraremos el test de la esfera de

2 con un movimiento giratorio y, en segundo lugar, consideraremos un cilindro con una

Gauss
ranura con el mismo movimiento. La diferencia entre los dos test radica en la continuidad de
la solucion exacta. La falta de continuidad de la funciéon de Heaviside que define el cilindro
originara la aparicién de oscilaciones en la solucién aproximada con los métodos LG, en el
entorno de las zonas de la solucién con fuertes gradientes. Para evitar estas oscilaciones, en
el caso de tener soluciones con fuertes gradientes, proponemos un método de los llamados
semi-Lagrangianos, introducido por Bermejo et al. en [17] y analizado por Bermejo en [11]
para ecuaciones de conveccién pura, que suprime las oscilaciones que aparecen al emplear
métodos de alto orden.

3.9.1. Un método semi-Lagrangiano cuasi-monétono

La diferencia entre los métodos Lagrange-Galerkin presentados en esta seccion (modifi-
cados 0 no) con respecto a los métodos semi-Lagrangianos (SL) radica en el céalculo de las
integrales

(o X ), vy € V. (3.220)

En el método SL que proponemos consideraremos la aproximacion
Ao XM & IR o XM, (3.221)

siendo I? € L(C°(£2),W},) el operador de interpolacién de Lagrange de grado 2y, en este
caso,

P(T))={p:T; > R:p=poF; ' pe P(I)}

2Este es el test clasico de la campana de Gauss pero en 3 dimensiones.
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Si llamamos

Cy = I3 (c} o xmmtl) (3.222)
tenemos que
Nn
Chyr, () = ) Cr(a))p](x),VT; € Qu,
=1
y, por lo tanto, si vy, = pi,
Nn,
o . .
(0 xm ) = Y Chd) [ pltw(a)ds, (3.223)
i=1 J

donde recordemos que por d{ se denotan los nodos de cada simplex. Teniendo en cuenta la
definicion (3.222) y que ¢ € Vj, llegamos a

Ny, ) )
Th(d]) = e o ™ (d]) = 3~ i (dD)p (A7 (), (3.224)
s=1

con [(i) denotando el indice del tetraedro al que pertenece el punto X "’"H(dg ).

El método cuasi-monétono propuesto en |1 7] anade una modificacion en el célculo hecho
en (3.224). Asi, si para cada instante t,, llamamos

Cf = max(cp(d]), ... (d) ),
C; = min(cy (d}), ..., ¢ (dy ),
calculamos 62(6[{) como
C;f sicpo X”’”‘H(dg) > C;»r,
Chd)=14 C7 si ¢jf o XM (d)) < CF (3.225)

dlo X”’”H(dg) en otro caso.

El algoritmo para calcular numéricamente las integrales (3.220) seria el siguiente:
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BUCLE j =1,.., N,
« BUCLEi=1,..,N,

(1) Calcular zzj = X"’"H(dg ). Para ello debemos resolver el problema
(3.30) con condiciones iniciales z = dJ.

2) Encontrar el elemento Tj; que contiene al punto 2
(4) i
(3) Calcular GZ(Z’Z]) utilizando (3.225)
FIN BUCLE i

= Calcular la integral en T utilizando la formula (3.223). Para ello tendremos
las matriz de masa calculada previamente.

» Ensamblar los valores obtenidos en el vector segundo miembro R" :=

(r, ..., r]’{,ng).

FIN BUCLE j

Observacion 3.9.1. Como podemos observar, para este método no serd necesario utilizar
formulas de cuadratura para el cilculo de las integrales (3.220). La cuadratura se utilizard,
st se quiere, solamente en el cdlculo de las matrices de masa y Tigidez.

Como podemos ver en [ 1], este método para la ecuacion de convecciéon pura es monétono,
mantiene el mismo orden de convergencia que los esquemas SL convencionales en las regiones
donde la solucién es suficientemente regular y es conservativo si la velocidad tiene divergencia
nula. Hemos probado también este método pero con la férmula BDF2 y como podremos ver
por los resultados ya no es monétono.

En los test que presentamos en esta seccién, veremos que el error cometido por este
método es mayor que el de los métodos LG o MLG. Como ventaja frente a éstos, elimina las
oscilaciones que aparecen cuando la solucién no es continua.

Computacionalmente, el método SL es algo méas costoso que el método MLG pues en
el primero tenemos que mover todos los nodos de la malla, mientras que en el tltimo solo
tenemos que mover y localizar los vértices. Sin embargo, es més rapido que el método LG,
pues los nodos de cuadratura suelen ser méas que los nodos de la malla.

3.9.2. Integracién numérica

En las Secciones 3.6 y 3.7 vimos que tenemos que calcular las integrales

/ (A o XN (1) uy, () da (3.226)
T;
para el método estandar, y las integrales

/T (&} o X (z)y, (@) de, (3.227)

J
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para el método modificado, en cada uno de los tetraedros de la malla.

En general, estas integrales no se pueden calcular de forma exacta; por lo tanto, en ambos
casos necesitamos utilizar formulas de cuadratura. Como consecuencia de la integracién
numérica aparecen términos adicionales en la estimaciéon de error, que pueden hacer perder
la estabilidad incondicional del método. Podemos encontrar algunos articulos, como por
ejemplo Morton et al [75], y, més recientemente, Bermudez et al [23] y Fujima y Tabata [10],
donde se estudia el efecto de la integracion numeérica en la estabilidad de algunos métodos
de Lagrange-Galerkin.

Hemos visto con nuestro coédigo 3D que, cuando se integran de forma exacta las matri-
ces de masa y rigidez, se hace necesario utilizar féormulas de alto orden para mantener la
estabilidad del método.

En nuestro caso hemos utilizado, ademéas de férmulas clasicas como la de los puntos
medios o los vértices, diferentes formulas de tipo Gauss-Legendre que integran exactamente
polinomios de grado 4 hasta grado 8 con las que hemos obtenido los mejores resultados.
Estas formulas vienen dadas en Keast [01] y Rathod et al [30] y las que usamos tienen pesos

positivos, salvo la de grado 8 cuyo primer peso es negativo 3.

Mostraremos coémo mejora la estabilidad del método al utilizar férmulas de mayor orden
en el test de la campana de Gauss.

Para la integracion exacta en un tetraedro utilizamos la férmula siguiente

041!042!043!044!
(1 + g+ ag + ag + 3)!

/ AT XS AZSAM g — 6vol(T). (3.228)
T

En el calculo de los distintos errores cometidos en los test que veremos a continuacion,
tendremos que aproximar la norma ||-||¢ utilizando integraciéon numérica. A esta aproximacion
de la norma en el espacio L?(f2) la denotaremos por || - || 12 () Para que el error cometido al
realizar esta aproximacion sea despreciable utilizaremos la férmula de cuadratura de orden
més alto. En el espacio [°°(L?(f2)), para calcular la norma de una sucesién [c] utilizaremos
la aproximacion

el (22 ) = ognnégXN 1™ 1 22 (o) - (3.229)

3.9.3. Test de la esfera Gaussiana

Este test ha sido desarrollado a partir del que aparece en el articulo [60]. Se considera una
funcion de distribucion normal en un dominio tridimensional 2 = (—0.9,0.9) x (—0.9,0.9) x
(—0.3,0.3) cuya desviacion tipica y media iniciales son og = 0.08 y x. = (0.25,0,0), respec-
tivamente. Suponemos que la velocidad es de la forma v(z,t) = (—z2,21,0) y la matriz de
difusion es D(x,t) = vI con v tomando los valores 1072 y 1072, Imponemos condiciones de
contorno Dirichlet adecuadas para que la solucién exacta del problema con f = 0 sea

Vs + 2ut 2(02 + 2vt)

3Esta formula en el articulo de Keast [61] tiene un error pues el primer peso aparece como positivo.

ol 1) = (LYexp (- romP+ @O+ @OF)
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donde
Tl(t) = x1cost + x9sint, Tg(f) = —xysint 4+ xo cost, Tg(t) = I3.

En este caso es facil calcular la expresion exacta de las curvas caracteristicas. En efecto,
la solucion del problema (3.30) es

cos(t” — ") —sin(t" — ") 0 1
X () = | sin(em — ¢t cos(tt — T 0 zy |- (3:230)
0 0 1 T3

El tiempo final considerado es el necesario para que la esfera de Gauss complete una vuelta,
es decir, T' = 2.

En este caso, para la discretizacion espacial utilizaremos elementos finitos IPo. Para poder
ver el orden del error obtenido mallamos el dominio espacial con diferentes tamanos y consi-
deramos diferentes pasos de tiempo. Las mallas son estructuradas, formadas por tetraedros
de igual volumen, resultantes de dividir cubos de tamano h. Las caracteristicas de las mallas
pueden verse en la Tabla 3.1.

‘ Malla ‘ Elementos | Vértices | Nodos ‘ h ‘

1 11664 2527 17797 0.1
2 18522 3872 27735 | 0.0857
3 54000 10571 78141 0.06
4 93312 17797 | 133225 | 0.05
) 182250 33856 | 256711 | 0.04
6 432000 78141 | 600281 | 0.03

Tabla 3.1: Mallas utilizadas

Calcularemos el error relativo

IIle] = lenlllioe (22 (2

Err, = (3.231)

H[C]HlOO(Li(Q))
En la Figura 3.2 podemos ver el orden del error para los métodos (MLG)s y (LG)2 que
se obtiene fijando el paso de tiempo a At = 27/1000 y variando el tamano de la malla,
para el caso de v = 1072 y usando la formula de cuadratura de orden 6. En este caso, se
tiene que el error es O(h3), como cabe esperar, y, ademas, se obtiene el mismo error para
el método estandar y el modificado. Aunque conocemos la expresion exacta de las curvas
caracteristicas, dada por (3.230), para comparar el tiempo de célculo de ambos métodos
calculamos el pie de las caracteristicas utilizando un método de Runge-Kutta de orden 4. En
este caso, puesto que la velocidad es independiente del tiempo, podriamos mover una tnica
vez los nodos de cuadratura pero, con el fin de obtener una comparacion realista entre los
dos métodos, repetimos el calculo en cada iteracién. Para la resolucion del sistema lineal del
problema discreto utilizamos un método directo, factorizando la matriz una tGnica vez ya que
sus coeficientes son constantes. Los tiempos son, para la malla més fina,

= Método Lagrange-Galerkin estandar: 4 horas y 54 minutos.
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= Método Lagrange-Galerkin modificado: 2 horas y 38 minutos.

En este ejemplo la reduccion de tiempo de célculo obtenida con el método modificado es de
un 44 %. En la Secciéon 4.7.5 estudiaremos con mas detalle la eficiencia de los métodos MLG
y veremos algunas condiciones en la que ésta se puede ver reducida.

10 [ T
L ——(MLG),, v=107?
|| ——(LG),v=10" I
|- - -y=ch? -7 o
—vy=ch® -
107°F
L‘.2
m
107
L L L L
0.03 0.04 0.05 0.06 0.086 0.1

h: Tamafio de la malla

Figura 3.2: Error obtenido para diferentes mallas en escala logaritmica con At = 27/1000 y
v=10"2

En la Figura 3.3 podemos ver la curva del error temporal obtenida para los métodos
(MLG); y (MLG)s utilizando la malla de tamafio h = 0.03 y para la viscosidad v = 1072.
Esta curva se obtuvo utilizando la férmula de cuadratura que integra exactamente polinomios
de hasta grado 6. En esta figura se puede observar orden 1 en tiempo para el método con
la formula BDF1 y orden 2 en tiempo con la formula BDF2, como predicen los teoremas
de estimacién de error 3.8.1 y 3.8.3. A partir de cierto paso de tiempo el error permanece
constante a medida que At se hace pequenio y ambos métodos dan el mismo error. Esto
indica que el error temporal es tan pequeno que queda enmascarado por los errores debidos
a la discretizacion espacial.
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10" ¢ R I
i —o—(MLG),, v=10"2]
! —— (MLG),, v=10"2]
-1
10 * - = =y=C/N ’
; —y=CIN?

Err

S~
S~
~

) . . L

10

10 10° 10
N: NUmero de pasos de tiempo

Figura 3.3: Error obtenido para diferentes pasos de tiempo en escala logaritmica con A = 0.03
y v =102

En el caso de viscosidad ¥ = 1073, la curva del error temporal que podemos ver en
la parte superior de la Figura 3.4 presenta oscilaciones cuando At esta entre determinados
valores menores que 1.5 x 1072, aunque recupera su monotonia para pasos de tiempo més
pequenos. Atribuimos estas irregularidades al uso de féormulas de cuadratura para el célculo
de las integrales del tipo (3.227), en el caso de los métodos modificados, y (3.226), en el caso
de los métodos estdndar. Como se mencion6 en el apartado anterior, hay numerosos articulos
en la literatura que estudian las inestabilidades que la integracién numérica introduce en los
métodos de Lagrange-Galerkin, que son incondicionalmente estables si se supone integracion
exacta. Para probar que estas irregularidades tienen que ver con la férmula de cuadratura,
repetimos los célculos para los métodos (M LG); y (M LG)2 utilizando una férmula de orden
8 en lugar de la de orden 6. Como se puede observar en la grafica inferior de la Figura
3.4, estas irregularidades desaparecen para el método de orden 1 y se suavizan para el
método de orden 2. Si la viscosidad es més alta, como vimos en el caso v = 1072 (Figura
3.3), las irregularidades desaparecen. Estas pruebas ponen de manifiesto la necesidad de
utilizar férmulas de cuadratura de alto orden cuando la viscosidad y los pasos de tiempo son
pequenos, lo que justifica atin mas la necesidad de los métodos modificados en lugar de los
estandar para reducir el coste computacional que conlleva mover mas nodos de cuadratura.
En la Figura 3.5 podemos ver el error obtenido para las diferentes mallas al fijar el paso
de tiempo At = 27/400. Para obtener la solucién aproximada se ha utilizado la féormula de
cuadratura de orden 8. Como puede verse se obtiene el orden de error que predice el teorema
para los dos métodos.
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10" ‘ — 3
i ——(MLG),, v=10"/]
— —— (MLG),,, v=10"°{

-1
10 3 - = =y=CIN E
' —y=CIN? ]

&
-6
10 L L L L Ll L L L L L Ll L
10 10° 10° 10*
N: Numero de pasos de tiempo
10° ———————y
——(MLG),, v=10"]]
—— (MLG),,, v=10"°|{
-1
10 - - -y=CIN E
i —y=CIN’ ]
l—o ]
u’j ®

-6 " " P R S| " " PR P

10

-t
o

10 10° 10°
N: Numero de pasos de tiempo

Figura 3.4: Error obtenido para diferentes pasos de tiempo en escala logaritmica, con h = 0.03
y v = 1073, usando la férmula de cuadratura de orden 6 (arriba) y de orden 8 (abajo)
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10 T
L | —e—(MLG), v=10"
—— (MLG),v=10"°

e —y—R2 -
y=Ch )
—y=ch?

-2

102}

Err

-3

107

| | | |
0.03 0.04 0.05 0.06 0.086 0.1
h: Tamafio de la malla

Figura 3.5: Error obtenido para diferentes mallas en escala logaritmica con At = 27/400 y
v=10"3

Por tltimo compararemos los métodos propuestos con los métodos semi-Lagrangianos
descritos en la Seccién 3.9.1, para el caso de v = 1073, En la Tabla 3.2 podemos ver los
resultados obtenidos para el test de la campana con la malla de tamano h = 0.04 y con
un paso de tiempo At = 27/200, para los métodos (M LG); y (SLG);. En esta tabla Cp,,
representa la conservacion de la masa y viene dada por

HchNH%i ()

m N ||2
1 s 0

En la Figura 3.6 podemos ver la solucién exacta y la obtenida con los dos métodos men-
cionados, en el plano x3 = 0.02. Se puede observar que el método semi-Lagrangiano es mas
disipativo, lo que se aprecia con méas detalle en la Figura 3.7 donde se han representado los
perfiles de las distintas soluciones en la recta zo = 0 del plano x3 = 0.02.

‘ Método ‘ Cm ‘ Error ‘ Crmaz ‘ Crnin. Tiempo
(MLG); | 1.001 | 2.14 x 1073 | 0.1962 | —3.73 x 10712 | 13m 39s
(SLG)1 |0.993 | 1.58 x 1072 | 0.1906 | —6.46 x 10713 | 18m 47s

Tabla 3.2: Comparacion de los resultados del test de la campana con distintos métodos, para
v =1073, At = 27/200 y h = 0.04. El valor maximo de la solucién exacta es 0.1955 y el
minimo es 0
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Figura 3.6: Solucién exacta (arriba) y aproximada por el método (SLG); (centro) y por el

= 0.02, con viscosidad v = 1073, At = 27/200 y

todo (M LG), (abajo) en el plano 3
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0.2

T T 0.2 T T T
— Exacta — Exacta

0.18F Lo, 4
- - (MLG), 0.19F

016 g
0.14f i 018
0.12F

017f
01f

016
0.08f
0.06]- : 015k
0.04f

0.14f
0.02f
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 013 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

07 -06 -05 -04 -03 -02 -01 O 01 02 = ~035 ~03 ~0.25 0.2 -0.15 “01
X X

Figura 3.7: Comparacion de los perfiles en la recta x5 = 0 del plano z3 = 0.02 de la solucion
exacta y aproximadas con los métodos (M LG); y (SLG); para h = 0.04 y At = 27/200

3.9.4. El cilindro con ranura

El test del cilindro con ranura “slotted cylinder” fue propuesto por primera vez en 97| para
dos dimensiones. En nuestro caso lo modificaremos para probar el codigo en tres dimensiones.
Es uno de los test mas duros para la ecuaciéon de convecciéon pura. Utilizaremos este test para
ver las diferencias entre los métodos Lagrangianos y semi-Lagrangianos propuestos, cuando
la solucién exacta no es regular.

Consideramos el dominio 2 = (—0.5,0.5) x (—0.5,0.5) x (0,0.03). La condicién inicial
del problema viene dada por

D) = { 1 si z € D x [0.01,0.02]

0 en otro caso,
siendo D el conjunto
D={zeR?: (x; +0.25)2 + 23 < 0.15*}\ {z € R?: 21 € [-0.28,-0.22], 25 < 0}.
Se puede ver la condicién inicial en el plano 3 = 0.015, en la Figura 3.8. La velocidad seréa
v(z,t) = (—2mxy, 2wx1,0),
de forma que la solucién exacta es

=] si 7(t) € D x [0.01,0.02]
’ 0 en otro caso,

= 7 cos(2nt) + xosin(2mt),
= g cos(2nt) — xy sin(27t),

= I3.
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Utilizaremos una malla con h = 0.01 constante en las tres direcciones, que estaréa formada,
por 180.000 elementos y 282.807 nodos, y un paso de tiempo At = 0.05 de forma que en
N = 20 pasos recorra una vuelta completa. Calcularemos el error

N HChN - CNHL%(Q)

r =

N )
le HL%(Q)
para cada uno de los métodos y evaluaremos la “conservaciéon de la masa” que mediremos
por
N2
c
el 122 g

m= TNz
1T,

Compararemos los métodos semi-Lagrangianos propuestos con los métodos Lagrangianos
modificados, cada uno de ellos con las férmulas BDF de érdenes 1 y 2. En este ejemplo
hemos comprobado que los métodos LG y MLG dan los mismos resultados, por lo tanto
mostraremos soélo los obtenidos con los MLG. En la Tabla 3.3 resumimos los resultados
obtenidos para este test con los diferentes métodos. La Figura 3.9 muestra, en un corte con
el plano x3 = 0.015, la solucién obtenida con los distintos métodos después de una vuelta,
mientras que la Figura 3.10 muestra los resultados después de cinco vueltas. Por ultimo,
en la Figura 3.11 representamos los perfiles en la recta o = —0.0111 para cada uno de
los métodos, después de una y cinco vueltas. En esas figuras se puede ver como con los
métodos de Lagrange-Galerkin aparecen oscilaciones espurias, conocidas como “overshoots”
en inglés, en torno a la discontinuidad de la funcién exacta. Este fen6meno, que se conoce
con el nombre de fendmeno de Gibbs, suele aparecer en métodos basados en la proyeccion
de Galerkin, como los de elementos finitos. Como se puede observar, el filtro definido en el
método SL usado, elimina estas oscilaciones pero, a cambio, es mucho més disipativo.

‘ Método H N© vueltas ‘ Cmaz ‘ Crmin ‘ EN ‘ Cm ‘ Tiempo
(SL), 1 1.000 | —6 x 107 | 0.544 | 0.974 | 1m 46s
(SL) 5 1.000 | —1x10=7 | 0.573 | 0.946 | 4m 52s
(SL)y 1 1.071 -0.132 0.550 | 0.968 | 2m 38 s
(SL)y 5 1.059 -0.180 0.599 | 0.920 | 9m 36s
(MLG), 1 1.180 -0.147 0.530 | 0.992 | 1m 37s
(MLG), 5 1.121 -0.201 0.537 | 0.981 | 4m 29s
(MLG), 1 1.229 -0.204 0.533 1 0.992 | 2m 0 s
(MLG), 5 1.117 -0.206 0.540 | 0.979 | 7m 28 s

Tabla 3.3: Resultados del test del cilindro para cada uno de los métodos
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(SL): (SL)2

(MLG), (MLG)y

Figura 3.9: Cilindro después de una vuelta
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(MLG), (MLG)2

Figura 3.10: Cilindro después de cinco vueltas
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Figura 3.11: Perfiles de la solucién exacta y la aproximada en o = —0.0111 después de una

y cinco vueltas
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Capitulo 4

Métodos de Lagrange-Galerkin
modificados para las ecuaciones de
Navier-Stokes

4.1. Introducciéon

En este capitulo vamos a describir los métodos de Lagrange-Galerkin modificados para
la integracién de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles.

En primer lugar, planteamos el problema de Cauchy en un dominio acotado y establece-
mos el marco funcional del problema de Navier-Stokes que vamos a aproximar.

En segundo lugar, discretizamos el problema utilizando métodos LG estdndar de prime-
ro y segundo orden en tiempo. A diferencia de lo que ocurria en el Capitulo 3, en el que
suponiamos que la ecuacién de las curvas caracteristicas se podia resolver exactamente, en
el problema de Navier-Stokes la velocidad es la incognita y, por lo tanto, esta hipétesis ya
no sera valida. Asi, las curvas caracteristicas asociadas a la velocidad exacta v seran apro-
ximadas por las trayectorias de la velocidad vj, calculada en el espacio de elementos finitos
correspondiente. Planteamos el problema de Cauchy que verifican estas curvas caracteristi-
cas asociadas a la velocidad calculada numéricamente y distintas féormulas numéricas para
la integracién del mismo.

Los métodos modificados para el problema de Navier-Stokes se basan en el calculo de
curvas caracteristicas modificadas que aproximaran a las de los métodos estandar calculadas
con la velocidad vy, definidas de manera anéloga a las de los métodos MLG en ecuaciones
de conveccién-difusion-conveccion. Al igual que ocurria para estas ecuaciones, los métodos
MLG presentan el mismo orden de convergencia que los estandar, siempre que se utilicen
elementos finitos de tipo Lagrange de orden < 2 como, por ejemplo, el MINI-elemento o el
elemento de Taylor-Hood.

Por ultimo, presentamos algunos resultados numeéricos con los diferentes métodos con
los que verificamos el orden de error esperado. Para estas ecuaciones, estos métodos no su-
ponen una mejora tan clara sobre los métodos estandar como en el caso de las ecuaciones
de conveccién-difusion-reaccion. Esto se debe a que gran parte del coste computacional de
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resolver las ecuaciones de Navier-Stokes se encuentra en la resoluciéon de un problema de
tipo Stokes donde ambos métodos tardarfan el mismo tiempo. Como cabe esperar, los mé-
todos modificados son tanto més eficientes cuanto menor coste computacional recaiga en la
resolucién del sistema lineal y més peso tenga la parte convectiva del problema.

4.2. Problema de Cauchy

Sea © un dominio acotado de R?, d = 2,3 con frontera I" Lipschitziana y 7' una constante
positiva, consideramos el problema con condiciones iniciales y de contorno siguiente:

Problema fuerte: Encontrar dos funciones (v, ) : Q x [0,T] — R verificando

0
a—‘t, + (grad V)V —vAv+grad m=£f, en QX (O,T),
divv =0, en Qx (0,7), (4.1)
v=0, enD x(0,7T),
v(0)=vY,  en Q.

Este es el problema que verifica el flujo no estacionario de un fluido Newtoniano con visco-
sidad cinematica v constante, siendo la primera ecuacién la de conservacién de la cantidad
de movimiento y la segunda la condiciéon de incompresibilidad.

La funcién v : 2 x [0, T] — R? representa la descripcion espacial de la velocidad del flujo,
7:Qx[0,T] — R la presion y £ : Q x [0,7] — R? la densidad de fuerzas volimicas (en
general, la gravedad).

Nota 4.2.1. Por simplicidad hemos supuesto que el fluido es incompresible y que las con-
diciones de contorno son de tipo Dirichlet homogéneas en toda la frontera, pero este caso se
puede extender con facilidad al caso de un flujo compresible con divergencia conocida y con
condiciones de contorno Dirichlet no homogéneas y de tipo salida libre. En el Apéndice A se
muestran los cdlculos para la implementacion de los métodos MLG en un caso mds general.

Definimos los espacios funcionales

V = {veH}Q): divv =0 en Q},
W = {(vel?(Q): divv=0enQyv-n=0enT},

{feLz(Q):/Qf=0},

y denotaremos por H71() el espacio dual de H}(Q2) y por (-,-) al par de dualidad entre

L3 ()

estos dos espacios.

Para obtener una solucién numérica del Problema 4.1 vamos a utilizar la formulacién
débil mixta siguiente:

Problema débil: Dadas £ € L>(H™1(Q)) y vo € W, encontrar dos funciones v €
L2HL(Q)) N CUL2(Q)) y m € L*(LE(Y)) tales que para toda w € HY(Q) y q € L3(Q)
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verifiquen:

d

—(v,w) + ((grad v)v,w) + v(grad v, grad w) — (m,divw) = (f, w),
dt

(4.2)
(divv,q) = 0,

y con v(0) = v°.

Nota 4.2.2. Si (v,m) es solucion del Problema 4.1, el par (v,m + ¢), con ¢ una constante,
también lo serda. Por ello, elegiremos las presiones pertenecientes al espacio Lg(Q). Otra
opcion seria haber elegido el espacio cociente L?(Q)/R. Esto es necesario cuando tenemos
condiciones Dirichlet para la velocidad en todo el dominio. En el caso de que la presion se
determine en alguna region de la frontera o que se de una condicion de tipo salida libre, la
unicidad de la presion estd asegurada. La unicidad de la presion para distintas condiciones
de contorno se puede ver en Ern y Guermond [/0)].

Siguiendo los mismos pasos que para el caso de ecuaciones de conveccion-difusion-reaccion
en el Capitulo 3 y utilizando las notaciones definidas en el mismo, vamos a utilizar métodos
de Lagrange-Galerkin modificados para aproximar la solucién del problema débil.

4.3. Discretizaciéon temporal: método de las caracteristicas

Para la aproximaciéon del operador derivada material vamos a utilizar el método de las
caracteristicas. Si tenemos en cuenta la definicién de curva caracteristica dada en 3.3.1 po-
demos escribir la derivada total a lo largo de la trayectoria de las particulas fluidas como

d
V(X(@,t5),5) = VI(X(2,t;s),5) +grad v(X(z, 1), 5)V(X (2, 1; 5), 5)
s
= v(X(z,t;5),5). (4.3)
Consideramos el intervalo [0, 7] dividido en N subintervalos de igual tamano At =T/N

y aproximamos la derivada material de la velocidad a lo largo de las curvas caracteristicas
utilizando las formulas BDF1 y BDF2:

= con BDF1,
Vn+1(x) _ Vn(;(n,nJrl(x))
v(x,t ~ 4.4
V(.%', TL+1) At ) ( )
= con BDF2,
] 3Vn+1 ) — 4v™? Xn,nJrl T _i_vnfl anl,nJrl T
bty B AV @) v @) s

2At

Introducimos ahora algunas notaciones para simplificar la escritura de los métodos nu-
méricos. Si u € CY(HY(Q)) definimos

Dlu = u"t - u o xmt (4.6)

DM2u =

N = S

(3un+1 —4u” o Xn,nJrl + unfl o anl,nJrl) 7 (47)
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y los operadores A™'u € (HY(Q)),i=1,2 y F* € (H'(Q))" dados por

(A", w) = Ait (D"'u, w) + v(grad u"!, grad w), Yw € H'(Q), (4.8)
(F',w) = (f"1,w), ¥w e HY(Q). (4.9)

Si w € HY(Q) definimos el operador Bw € L?(2) de la forma

(Bw,q) = — (divw, q), Yq € L*(Q). (4.10)

Utilizando estas notaciones podemos escribir los siguientes problemas semidiscretizados
en tiempo:

» Problema semidiscretizado BDF1: Dadas v' € W, [f] € (L2(Q))N encontrar
[v] € (Hé(Q))N y [7] € (L3(Q))N tales que

(AP, w) + (Bw, 7" ) = (F",w),Vw € H{(Q), (4.11)
(Bv'"t q) = 0,Yq € L}(Q), (4.12)

para todo n € {1,...,N — 1}.

» Problema semidiscretizado BDF2: Dadas v' € W, [f] € (Lz(Q))N encontrar
[v] € (Hé(Q))N y [7] € (LE(Q)N tales que

<A1’1V,W> + <BW,7T1> = <.7-"1,w> ,Yw € HY(Q), (4.13)
<BV1, q> = 0,Vq€ L%(Q), (4.14)

para el primer paso de tiempo y

(A" v, w) + (Bw,7"t1) = (F" w) vw € Hj(Q), (4.15)
<BV”+1, q) = 0,Vge LE(Q), (4.16)

paran € {2,...,N —1}.

4.4. Discretizaciéon espacial: método de elementos finitos

Consideramos una triangulacion del espacio regular y cuasi-uniforme de tamafio caracte-
ristico h, que denotaremos por 2, formada for N, simplices de dimensién d. Por simplicidad
supondremos que el dominio es poliédrico, asi, para cada elemento de la triangulacién, T3,
existira una aplicacion afin invertible F; definida como vimos en (3.45).

Asociados a la particion €y, construimos los espacios de elementos finitos H!-conformes
V;, € HY(Q), Vo, = V, NH(Q) v M), C L3(Q). Aproximaremos los espacios V y L(€2)
por los espacios de dimension finita Vg v M}, respectivamente.

Como ejemplos de espacios de elementos finitos V, y M}, tenemos:
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1. Elemento Py/P; (Taylor-Hood): Se definen los espacios

Vi = {wp e C'Q): wyr, € Po(Ty), VI, € U}, (4.17)
M, = {Qh S Co(ﬁ) qn|T; € Pl( ) VT S Qh}ﬂLQ( ) (418)
siendo
Pn(T;) = {p: p: R% — R? polinomio de grado < m}, (4.19)
Pu(Ty) = {pz;: p: R% — R polinomio de grado < m}, (4.20)
con m € N.

2. Elemento P; — burbuja/P; (MINI-elemento): La funcién burbuja se define en cada

elemento T} como
d+1

¢i(z) = (d+1)* T[ M (@), (4.21)
i=1

siendo {)\j )}d+1 las coordenadas baricéntricas del punto x en el elemento. Si llamamos
P, (Tj) al espacio

Py(Ty) = {p: p € Pi(T)) @ (¢;)"}, (4.22)

podemos definir
Vy, = {w), € C°(Q) : wir; € Po(Tj), VI € Qp}. (4.23)
El espacio al que perteneceran las presiones aproximadas sera el dado en (4.18).
Los espacios V, v M}, que se elijan deben verificar las siguientes propiedades:

1. Condicién inf-sup o de Babuska-Brezzi discreta: Existe una constante [ tal que

inf  sup _BWh, ) > 3>0. (4.24)
€My w,ev, [Wallillgnllo
2. Sea m el grado de los polinomios de Vj y k un entero verificando m > k > 1, si
v € HF1(Q) N HY(Q), entonces existe una constante positiva C, independiente de h
tal que
oif (v =vallo +Allv = vall) < Col* [ vlk11, (4.25)
3. Sea [ el grado de los polinomios de M}y y s un entero tal que | > s > 1, si m €
HTH(Q) N LE(2), entonces existe una constante positiva C, independiente de h tal
que
fuf (7 — mallo + hllr — mally) < Cph™* 1. (4.26)
v EMp,
Nota 4.4.1. Los espacios de elementos finitos que hemos utilizado como ejemplo (Taylor-
Hood y MINI-elemento) verifican las tres propiedades que acabamos de ver (ver, por ejemplo,

Ciarlet [32], Ern y Germond [/0] o Parés [79]).
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En el capitulo anterior utilizdbamos los métodos de caracteristicas para las ecuaciones de
conveccidn-difusién-reaccion y suponiamos conocidas la velocidad y las curvas caracteristicas
solucion del Problema 3.30 en cada instante de tiempo ¢,11. Para las ecuaciones de Navier-
Stokes esta hipétesis no es valida, pues la velocidad v € CO(H}(£2)) es una incognita. Esta
velocidad es aproximada en cada instante de tiempo por una funcién VZ+1 € Vo entonces,
la curva caracteristica X (z,t,41;-) se aproximard por Xp(x,t,41;) solucion del problema
de valor inicial

dX(x,thiq;t
B0y, (2 .23 ).,

Xh(:t?, tnyt; tn+1) =x.

(4.27)

Como vy, € [°°(V},), en el problema anterior v, (-, t) puede no existir si t ¢ {tg,...,tn}; en
este caso serd una aproximacion calculada generalmente con alguna férmula de extrapola-
cion utilizando algunos de los valores del conjunto {v};*}” _,. En nuestro caso, necesitamos
calcular los puntos X" (z) y X7V (2) y veremos como hacerlo en la siguiente seccion.

El Problema 4.27 tiene solucién y esti serd tnica siempre que V;, C C%(Q), propie-
dad que verifican los espacios de elementos finitos de Lagrange H'-conformes como los que
acabamos de definir.

Utilizando las curvas caracteristicas aproximadas A}, podemos definir, para [u] € (H'(Q))",
los operadores

Dy = "t —ut o x (4.28)

2
Dyu =

[ NSRS

y Ay'u e (HY(Q)), i = 1,2 dados por
4 1
(A w) = 57 (Dptuw) + v(erad wgrad w), vw e HI(@). (430)

At

Con estas notaciones podemos escribir los problemas totalmente discretizados:

Problema discretizado (LG)i:

Sea v9) = Rpv° € Vo, encontrar [vi] € (Vor)Y y [7] € (Mp)N tales que
<AZ’1Vh,Wh> + (Bwy, Tt = (F", wy) , Vwy, € Vg,

(Bvitt qn) = 0,Yq € My,
para todon € {1,...,N — 1}.

(4.31)
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Problema discretizado (LG)s:

( Sea v = Rpv® € Vi, encontrar [vi] € (Vo)™ y [7] € (My)N tales que
<A}L’lvz+1,wh> + <Bwh,7r}1L> = <.7-"1,w> ,Ywp, € Vo,
(Bv},qn) = 0,Yq, € My,
para el primer paso de tiempo vy (4.32)
<AZ’2VZ+1,W;L> + (Bwp, ) = (F'"H w)  Ywy, € Vg,
(Bvit! qn) = 0,Yq, € My,
paran € {2,...,N —1}.

4.5. Curvas caracteristicas aproximadas

En esta seccién describiremos los esquemas que utilizamos para calcular la solucién del
Problema 4.27ent =t, yt = t,_1, es decir, veremos cémo calcular los puntos X,i’nﬂ(x), con
Il =n,n— 1. En algin ejemplo del Capitulo 3 se mencionaba que estos puntos se calculaban
utilizando un esquema de Runge-Kutta de orden 4. El inconveniente de utilizar este método
cuando se resuelven las ecuaciones de Navier-Stokes es que hay que extrapolar la velocidad en
los instantes t,,41 y ¢,11/2. Para mantener la precision del método, hay que usar férmulas de
extrapolaciéon de, al menos, orden 4, lo que implica la necesidad de almacenar la velocidad en
mas de dos pasos de tiempo, que son los necesarios para los métodos que vamos a describir.

Los esquemas que veremos a continuacién son los méas eficientes, en nuestra experiencia,
y tienen una precisiéon suficiente para mantener el orden de error de los métodos de Lagrange-
Galerkin utilizados. El primero de ellos es de orden 1 y es el tinico de los propuestos valido
para aproximar X,?’l(x) porque los otros métodos no se podrian utilizar, pues la velocidad
no esté definida en ¢_;.

Consideramos los siguientes esquemas:
Esquema de Euler explicito de orden 1:
Xp' ) = oz — Atvi(x), (4.33)
Xp () =z — 208 (x). (4.34)
Esquema explicito de dos pasos de orden 2:
Xpithz) =z — At2vi(z) — v (2)), (4.35)
Xps P @) = = 282V (x) — v (2). (4.36)

Esquema implicito multipaso de punto fijo de orden 2:
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Este algoritmo fue inicialmente propuesto en Allievi y Bermejo [3] para un paso de tiempo
fijo y modificado en Galan [17] con la introducciéon de un paso de tiempo que se modifica para
obtener la convergencia del punto fijo. Por completitud vamos a describirlo aqui aunque para
consultar resultados de existencia de solucién y de orden de convergencia se puede recurrir
a las referencias citadas.

Si v € C%C%(Q)) entonces el Problema 3.16 tiene solucién tnica e integrando este
problema en [t,, t,+1] podemos escribir

z— X"V (2) = /tn+l v(X(z,thi1;8), s)ds. (4.37)
tn
Si aproximamos la integral de esta expresion utilizando la regla del punto medio tenemos
z— XV (1) = Atv(X (2, s tnt1/2) tnt1/2) + O(At%). (4.38)
Si sustituimos en esta expresion X por X}, y v por vy, tenemos
x = X" (@)~ Ay (Xn (@, g1 o) s Enst ) (4.39)
Calculamos Xj, (7, ty41;tp41/2) de la forma

T+ X,f’”“(x)

Xn(@, tny1itngry) = 5 +0(A) (4.40)
y obtenemos VZ+1/ % con la formula de Adams-Bashforth
n 3 1 .
V2 - Vi -5V +O(Ar). (4.41)

De esta forma, el punto Xﬁ’gf“(a@) que aproxima a X'

(1) se caleula como
Xpith (@) =z — a, (4.42)

siendo « solucién de la ecuacion
3 1 «
N <__>. 44
a t <2vh 5Vh ) r =3 (4.43)

Para resolver esta ecuaciéon podemos utilizar el método de punto fijo definiendo el ope-
rador G : 2 — € como

Gla) == At (;vg _ %vg—l) («-5). (4.44)

Para que el método de punto fijo converja a la solucion « de la ecuacion (4.43), el ope-
rador G debe ser contractivo, lo que s6lo ocurre si el paso de tiempo es suficientemente
pequeno.

La generalizacion de este algoritmo propuesta por Galan |17] consiste en dividir el paso
de tiempo At por 2 hasta que el operador G™ : 2 — €, definido como

G () = % ((2 - 2”%) i — (1 - 2ml+1> v;;—1> (+-2). (4.45)
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sea contractivo para algin m € N. Si utilizamos las aproximaciones de orden 2

—

Xp (@, tpg1styy1 o-m-1) & 5( + X (2, tpg1styy1_9-m)), Vm € N, (4.46)
Vit (2 - 2%) vy — (1 — 2%) vl ¥m e N, (4.47)

se verifica que
T — X (2, tng 15 by g-m) & G (@ — Xn(@, tng1i b1 2-m)). (4.48)

Por lo tanto, si utilizamos un algoritmo iterativo de punto fijo para la ecuacion G™(«) = a,
tenemos el punto

Xpp(x,thi1ityi1 o0-m) =2 — a. (4.49)

A partir de este punto, podemos calcular

XPF(:C, trn+1; tn+1_27i) = z—27'At (2 - 2_i_1) VZ(XPF(x, tn+1; tn+1—2*i*1))

Q*iAt 1 _271'71 n—1 X " 4 ' (450)
( )Vh (Xpp(z,thy; n+1,2—z—1)),

parai=m —1,m — 2,...,0. Como podemos observar, si m = 0 tenemos el esquema inicial.

Por lo tanto, para cada paso de tiempo t,41, €l algoritmo que deberemos utilizar es:

» BUCLE m =1, ..., Mpx

1. Calculamos un punto fijo, «, para el operador G™.

2. Si converge hacemos Xpp(x,tni15t, 11 9-m) = @ — o y calculamos los puntos
Xpp(x,tyy1;typ1_2-i) parai =m—1,m —2,...,0, utilizando la formula (4.50) y
acabamos.

= FIN BUCLE

El namero M,,,; es el nimero maximo de refinamientos del paso de tiempo que permi-
timos.

Observacion 4.5.1. El método que acabamos de describir tiene la desventaja de que debemos
evaluar las funciones vy y VZfl en los puntos obtenidos en cada iteracion del algoritmo de
punto fijo, para lo que serd mecesario conocer el tetraedro en el que se encuentra cada uno

de estos puntos.

Puede ocurrir que, debido a errores numéricos, en alguna iteracién n del algoritmo de
n

o
punto fijo z — -5 ¢ Q. Si suponemos que las velocidades v} y VZ_l se pueden extender

continuamente por cero, bastaré con igualar las velocidades a cero en ese punto. Si conside-
rasemos un problema con condiciones de contorno de tipo Dirichlet no homogéneas, es decir,
v|r = vq # 0, habria que modificar el algoritmo propuesto para tener en cuenta la posibilidad
de que los puntos calculados en alguna iteracién salgan del dominio. Si estamos resolviendo
un ejemplo test podemos usar la velocidad exacta conocida para sustituir los valores de v}
y VZ_I cuando sea necesario. En caso contrario, planteamos la siguiente modificacién del
algoritmo:
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] BUCLE m = 1, ---,Mm(w

1. Calculamos un punto fijo del operador G™ dado por (4.45):
e BUCLE n=1,..., Npax
a) Buscamos ™.
b) Si esta fuera del dominio m = m + 1 y vamos al Paso 1. Si no hacemos
a"tl = Gman,
¢) Si | — a"| < € vamos al Paso 3
e FIN BUCLE n
2. Hacemos m = m + 1 y vamos al Paso 1.
3. Hacemos Xp(z,tni15t, 11 9-m) =T —ay
e BUCLEi=m—-1,m—2,...,0
a) Buscamos X, (2, tpq15t, 01 o-i+1).
b) Si esté fuera, m = m+ 1 y vamos al Paso 1.
c¢) Calculamos X, (x,tp41;t,1_o-:) utilizando (4.50).
e FIN BUCLE 1

= FIN BUCLE m

Hay dos motivos por los que este algoritmo puede no converger: que, para todo m €
{0, ..., M4 } con el que encontramos un punto fijo de G™, el punto Xpp(z, tp41;t,41_2-m)

o los que se calculan a partir de él no estén en el dominio, o que el algoritmo de punto fijo
n

o
nunca converja porque para todo m hay algin n tal que x — - ¢ Q. En cualquiera de los
casos, consideraremos que Xpp(z,tyy1;t,) & .

Sil = n—1 planteamos dos opciones: en primer lugar, utilizar la férmula del punto medio
y asi
XpE " (@) = 2 — 28tV (A" (2)), (4.51)

o, teniendo en cuenta que para las curvas caracteristicas exactas se verifica X ”_1’”“(3:) =
xn=bn(xmntl(z)) hacer

—1,n+1 -1, n+1
Xpp " @) = AR (A (), (4.52)

donde el punto Xg;l’n(X ;}?H(x)) se aproxima siguiendo los mismos pasos que vimos pa-
ra obtener Xﬁ’}lﬂ(x), teniendo en cuenta que para calcular los valores de la velocidad en
t € (tp—1,t,) usamos formulas de interpolacion de orden 2. Aunque esta tltima opcion
implica més coste computacional, la primera da lugar a errores mayores, segin nuestra ex-
periencia. Ademas, en los test numéricos que veremos en la Seccién 4.7, en los que se estudia
el comportamiento del error cuando la viscosidad se hace pequena, las inestabilidades de los
métodos aparecian para pasos de tiempos mayores con la primera opcién.

Una vez aproximados los puntos X}’ () y X “bntlg), con cualquiera de los tres
métodos, tendremos que calcular VZ(X;?’TH_I(.’E)) y VZ_l(X;:_l’nH(x)). El problema apare-
ce si alguno de estos puntos aproximados estd fuera del dominio algo que puede ocurrir
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si no tenemos condiciones de Dirichlet homogéneas en toda la frontera o, incluso en caso

. . L . 1

contrario, debido a errores numéricos. Cuando esto ocurra aproximaremos vj (X' ) y
— —1,n+1 , - :

vy 1(X£ ot (x)) a partir de los valores de v}l y v} ! respectivamente, en la frontera por

la que el punto ha abandonado el dominio.

Observacion 4.5.2. El algoritmo de bisqueda implementado (ver [2]) a partir de un elemen-
to de la malla dado (que normalmente serd en el que estd el punto x) va recorriendo distintos
elementos siguiendo la direccion del punto movido. Asi, consideraremos que X;_l’nﬂ(aﬂ),
[ = 0,1, ha salido del dominio cuando, para salir del elemento en el que estamos, el algo-
ritmo nos dice que hay que atravesar una cara o una arista de la frontera. De este modo,
dependiendo del paso de tiempo y de la precision del esquema numérico usado para aproximar
X, podemos saber con suficiente fiabilidad la cara o arista de la frontera por la que el punto
ha abandonado el dominio.

Observacion 4.5.3. Cuando utilizamos el esquema de punto fijo, cada vez que en una
iteracion el punto calculado sale del dominio, el paso de tiempo se divide por dos. Por este
motivo, este algoritmo es mucho mds preciso para aproximar la trayectoria de los puntos
cercanos a las fronteras y, ast, el nimero de puntos que abandonan debido a errores numéricos
el dominio por las paredes o salidas, es mucho mds pequeno que con los otros dos métodos.

4.6. Meétodos de Lagrange-Galerkin modificados

En esta seccion veremos como aplicar los métodos de Lagrange-Galerkin modificados,
descritos inicialmente para las ecuaciones de conveccion-difusion-reaccion en la Seccion 3.7,
para la discretizacion de las ecuaciones de Navier-Stokes. Recordemos que estos métodos
son una modificacion de los estandar que consiste en aproximar las curvas caracteristicas
X por curvas caracterfsticas modificadas X definidas en (3.72). En el caso de un problema
de Navier-Stokes las curvas caracteristicas son aproximadas, A}, y tendremos que construir
unas curvas caracteristicas aproximadas modificadas, que denotaremos como /’?h.

En los métodos MLG para las ecuaciones de conveccion-difusiéon se consideraba una
particién del dominio formada por los elementos T = X”’nH(Tj)a j € {l,..,N.}, y, de
forma anéloga, podemos definir los elementos curvos

Tt = N (Ty), 1< 5 < N (4.53)

Por simplicidad, utilizaremos una tnica notacién Xj, para las curvas caracteristicas aproxi-
madas, entendiendo que podemos haberlas aproximado con cualquiera de los métodos vistos
en la seccién anterior. Por el Lema 4.6.1, que veremos a continuacién, se tiene que el con-
junto de los elementos T,;l]?”Jrl forman una nueva particion del dominio que llamaremos ;.

A partir de la aplicacion F; : T — Tj definimos la aplicacion casi-isométrica de clase Co1,
n,nt+l .
th : T'— T}, como

Frl@) = x0T (F (@), va e T (4.54)

Dado un elemento T; podemos construir el simplex formado por los vértices movidos de
Tn,nJrl
h,

éste, X;’n+1(a7), 1 =1,...,d + 1, que denotaremos como PR Estos elementos de caras

1
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rectas forman una nueva triangulacion del dominio (ver Lema 4.6.1) y, ademas, se verifica
que, para cada j € {1,..., N}, existe una tnica aplicaciéon afin invertible

ﬁ;fj?m_l T — f;fj?n'i_l, (4.55)

definida como

Eprti@) = Bt E + bt (4.56)
siendo EZJ’."H € My(R?) y EZ}HH c R

Tn,n+1
Th

El simplex ; es una aproximacion lineal del elemento curvo T;L‘j y, por lo tanto,

rn,n+l _ 7Trnn+l
Fp = TE, (4.57)

donde recordemos que Tesel interpolante lineal en el elemento de referencia T.

Definicion 4.6.1. Para cada instante de tiempo t,, definimos la curva caracteristica apro-
zimada modificada como la funcion X;Ll’”ﬂ 1 — Q tal que

XN @) = (B o B (@), e €T3, (4.58)

para cada T elemento de la triangulacion 2, con 1 < j < N, y siendo E@nﬂ la aplicacion
afin dada por (4.56).

Teniendo en cuenta la definicién anterior es inmediato ver que se verifica
yn,n+1 _ mn+1
X, (T;) = Thj . (4.59)

Observacion 4.6.1. St suponemos que €0 es un poligono o un poliedro y que T; es un

n,n+1 Tn,nJrl Tn,nJrl Tn,nJrl

“elemento de la frontera™, entonces T hj son también “elementos

J ] ? “hy
de la frontera”. En particular, dado que la velocidad en la frontera es nula, si I'j :=T; N T,
se verifica que

LN =T Nl =" nT =Ty,

1 o~ 1 raY
1<j<Ne 1<j<N.

Los métodos de Lagrange-Galerkin modificados consisten en utilizar las curvas /?h en
lugar de X}, y asi, las integrales (v} o X}ZL ’n+1, Ww},) se aproximan en cada tetraedro Tj de la
forma

/ (Vi o XY () - wiy(x)d ~ / (Vi o X" () - w () da. (4.60)
j T;

Como es habitual en los métodos de elementos finitos, para calcular una integral en un
tetraedro T} usamos la aplicacién afin F); para hacer un cambio de variable y hacer la integral
sobre T. De esta forma, si suponemos que wj, = ﬁi;, ke {l,...,N,}, se tiene

/T j(vﬁofg’nﬂ)(x)-pi;(x)dx: /f [det B|(v] o FI"1)(@) - B (7). (4.61)

!Decimos que T € Qj, es un elemento de la frontera, si al menos una de sus caras es un subconjunto de
la frontera del dominio T'.
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El calculo de estas integrales sobre el elemento de referencia suele hacerse mediante una
formula de cuadratura de alto orden, con el fin de mantener la estabilidad y la precisiéon que
tendria el método si estas integrales se pudiesen calcular de forma exacta. Por lo tanto,

Ng

/|detB|<vhoF” "(@)-pr(@)dE ~ ()| det By| > wy (Vo Fy T (F:)Br(F5), (4.62)
s=1

siendo {ws}i\gl y {@}i\gl los pesos y nodos, respectivamente, de la formula de cuadratura
para la integraciéon sobre el simplex 7.

Veamos ahora como calcular los valores v} (F) }:L "*1(£,)). Dado que v, € V, se tiene

vh|T ZU” )pZ ),Va € Q, (4.63)

siendo pj los polinomios de base del espacio P(7}) y U" € RNn9 son los coeficientes de vy
en la base de Vy, e i(j) el indice global del nodo ¢ del tetraedro T;. Asi, tenemos que

VRS = v (@ ZUZ(S P (Em )
(4.64)

- ZUZ(S (o (X" (@),

donde hemos denotado por [(s) el indice del tetraedro en el que se encuentra el punto

f}ZTLJrl (xs) .

Entonces, teniendo en cuenta (4.61) y sustituyendo la expresion (4.64) en (4.62), llegamos
/ (Vi o X" ) (@) - pr()de
j
1 ~
Zws (ZU sy P Fy (B (%)))) Pk () (4.65)

q n
)Y ws |- Ul (pio B (Bry 2 +bnn+1)] Pr(Es),
s=1 i=1

» n+1 se puede calcular de la forma

donde la matriz B

1 1/, 7 1,3 1, 7
(At a]) = 20w | | A a) - A ad,) ) (4.66)
nn+1 _ Xn n+1( j

y el punto b, al )

Nota 4.6.1. Para el método de orden 2 debemos calcular ademds las integrales (v)~ Lo

Xn 1n+1 vn—1n+1

,Wp), donde las curvas modificadas X, se calculan de la misma forma que

X” n+l Asz
{ /’?}771’7#1 Q-0

X"];z—l,n-i—l( )_ (F;:j 1,n+1 Fj—l)(x)’ Vo c Tja 1 S] S Ne’

(4.67)
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. ~n—lnt+l . A An—lntl o
siendo F,?] b T;:j " la aplicacion afin dada por

ﬁ}?:j—lyn‘f'l — I(X}Tll—l,n‘i‘l o E])

. Tn—1n+1 . g n—1n+1l, 3 n—1n+1l, j
y stendo T, el simplex formado por los vértices X, (a1),..., X, (ag, 1)

El algoritmo para el calculo de estas integrales seguiria los mismos pasos que el visto
en la Seccién 3.7 para ecuaciones de conveccidn-difusion-reaccion. Asi, como ocurria en ese

— yn—1 1 . .
to Xy o ,Wp,), si utilizamos

caso, para calcular las integrales (v} o /'?,?’nﬂ,wh) y (vi
el método de orden 2 en tiempo, se necesita calcular el pie de las caracteristicas sélo de los
vértices de la malla; es decir, X;Ll’nﬂ(ai) y Xﬁ_l’nﬂ(ai) ,con 1 < i < N,. Como vimos,
en los métodos estandar hay que calcular el pie de los IV, x N, nodos de cuadratura de la
malla, que suelen ser muchos méas que los vértices de la malla si la formula de cuadratura es
de orden alto y més atn en problemas en 3D. Como el calculo y localizacién de estos puntos
movidos es una parte costosa de los métodos de Lagrange-Galerkin, los modificados serédn
més eficientes que los estandar, tal y como veremos en los resultados numéricos de la Seccion

4.7.

Utilizando las curvas caracteristicas modificadas X}, podemos definir, para [u] € (HY(Q))V,
los operadores

Dylu = ut!l—u"o X" (4.68)
~ 1 ~ -
DPu = 3 (3u”+1 —4u" o X w0 A 17”“) , (4.69)

Y -’ZZZU € (H(©)), i = 1,2 dados por
<AZvZU,W> = Kt <DZvlu’W> + y(grad un+1’grad W), Yw € Hl(Q) (470)
Con estas notaciones podemos escribir los problemas totalmente discretizados:

Problema discretizado (M LG);:

Sea v9 = Ryv® € Vo, encontrar [vi,] € (Vor)" v [] € (My)N tales que
(At wn) + (Bwi, w0 = (F7, W) Yy € Vi,

(Bvitt qn) = 0,Yq € My,
para todon € {1,.... N — 1}.

(4.71)

Problema discretizado (M LG)s:

Sea v = Rpv° € Vo, encontrar [vi] € (Vor)Y y [7] € (Mp)N tales que
(Bv},qn) = 0,Yq, € My,

para el primer paso de tiempo y (4.72)
<AVZ’2VZ+1, Wh> + <Bwh, 7TZ+1> = <.7Cn+1, W> ,VYwy, € Vop,
(Bvi ™ an) = 0.Ygy € My,

paran € {2,...,N —1}.
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El siguiente resultado indica que los métodos modificados estan bien definidos.

Lema 4.6.1. Si Q) es un dominio poligonal o poliédrico, At y h son suficientemente pequerios
yn € {0,...,N — 1}, entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

1. La aplicacion X,:L’"H 1 Q — Q es un homeomorfismo cuasi-isométrico.
Y (3 . o2l TL,’I’LJrl 0,1
2. La funcion Fpj: T — T),; es de clase C°*(Q).

n+1

. .. >Sn -~ =~ .. L, .
3. La aplicacion X,° : 2 — Q es un homeomorfismo cuasi-isométrico.

Este resultado, asi como otros relativos al orden de convergencia de estos métodos apare-
ceran en el articulo Bermejo et al [15]. En este articulo se prueba que, bajo ciertas condiciones
de regularidad, suponiendo At y h suficientemente pequenos y usando un método de orden
mayor que 2 para el calculo de las trayectorias de los puntos de la malla, el orden de conver-
gencia del método (M LG)z es de la forma

KAt KAt pmtl
IV = Wal o) < Co <hm+1+h2+At2+min( )

4,
KAt KAt )hl“

NCAR At), (4.74)

siendo € = €(T'), K = ||[v||co(z=()) ¥ Cv y Cp dos constantes positivas que dependen de T,
v~1 y de distintas normas de v y 7.

7] = [mallliz2@) < O <hl + h% 4+ At? + min (

4.7. Resultados numeéricos

En esta seccién vamos a mostrar los resultados obtenidos con los métodos de Lagrange-
Galerkin modificados para algunos problemas de Navier-Stokes en dominios bidimensionales
y tridimensionales. En primer lugar, resolveremos un test académico bidimensional con solu-
cién exacta conocida con el que comprobaremos los érdenes de convergencia de los métodos
(MLG); y (MLG)2 con los elementos finitos Pi-burbuja/P; y Py /Py, para diferentes valores
de la viscosidad. Ademas, estudiaremos la estabilidad de estos métodos en funcion de la
formula de cuadratura empleada para la aproximaciéon de las integrales que no pueden ser
calculadas de forma exacta.

Para el caso tridimensional, hemos disenado un test no lineal para analizar el orden de
error de estos métodos y su comportamiento cuando disminuimos la viscosidad del problema.
Hemos optado por un test propio por la dificultad de encontrar en la literatura un test de
referencia con solucién analitica conocida para validar métodos en dominios tridimensionales.
Para la discretizacién de los problemas tridimensionales utilizaremos el elemento finito Pq-
burbuja/P;.

Por ultimo, mostraremos los resultados obtenidos con el método (M LG)s para el pro-
blema de referencia del flujo alrededor de un cilindro. Compararemos los coeficientes aero-
dindmicos calculados con los que aparecen en la literatura y con los que calculamos utilizando
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el codigo comercial FLUENT. Estos coeficientes de arrastre y sustentacion se pueden calcular
de dos formas distintas que seran vélidas sobre cualquier superficie.

4.7.1. Integracién numérica

En los métodos de Lagrange-Galerkin modificados hay que calcular, usando féormulas de
cuadratura, las integrales

/Q (vﬁ o 2?;:’”“) (x) - pr(z)dx, /Q (VZ_I o f;_l’”ﬂ) (x) - pr(x)de, Yk € {1,...,Npg},

en cada instante de tiempo. Para los test que vamos a mostrar a continuaciéon hemos utilizado
formulas de cuadratura de tipo Gauss-Legendre. Para el caso bidimensional consideraremos
formulas de orden 4, 10 y 14 con 6, 25 y 42 nodos de cuadratura, respectivamente, y para
para aproximar las integrales sobre tetraedros usaremos una férmula que integra exactamente
polinomios de hasta grado 6 con 24 nodos. Para el resto de las integrales utilizamos la féormula

l..ageq)d!
A0 NG gy — O] ), 475
/T 1 d+1 4F (a1+...+ad+1+d)!'u( ) (4.75)

para la integracion exacta de las funciones de base sobre triangulos (d=2) y tetraedros (d=3).

Al igual que ocurria para los problemas de conveccion-difusién-reaccion, el uso de formu-
las de cuadratura puede hacer perder la estabilidad incondicional de los métodos. Por esto,
es necesario utilizar féormulas de cuadratura de alto orden.

Para reducir el tiempo de calculo en problemas tridimensionales, en Parés [79] se propone
el uso de férmulas de cuadratura menos exactas. Como esta opcidon da esquemas inestables,
en [79] se considera la utilizar la descomposicion

/Q (vg o )?;;v"“) (z) - pr(z)ds = /Q ((v;; o )?;;v"“) (z) — vg(x))  pi(x)de

(4.76)
+ /Q Vi(@) - pu(x)da,

en la cual la primera integral de la derecha se calcula usando una férmula de cuadratura y la
segunda de forma exacta. Esta descomposicion permite mantener la estabilidad en muchos
casos. El uso de los métodos MLG permite considerar formulas de cuadratura de alto orden
con bajo coste computacional con la ventaja de que los errores obtenidos son mas pequenos
que con la descomposicion (4.76), como mostraremos mas adelante en alguno de los ejemplos.

Observacion 4.7.1. Si en la expresion (4.76) usamos formulas que integran de forma exacta
polinomios de grado 4, el resultado serd igual a usar esa férmula en la integral de la izquierda
de la igualdad. En el caso de que las integrales no incluyan al polinomio burbuja bastard con
que la férmula sea de orden 2.

En los test que veremos a continuacién, calcularemos los errores para la velocidad y la
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presién como

N 1/2
E’I"’I"V = HV_VhHZQ(L%(Q) = {Atz:luvn —VZH%}QI(Q)} s (477)
n=
N 1/2
Errp = |lp = pullz2 ) = {Atz:l | p" —PZH%%(Q))} ; (4.78)
n=
donde estamos utilizando una aproximacion de las normas || - |12y ¥ || - [[22() mediante

integracién numeérica, de la misma forma que lo hicimos en la Secciéon 3.9.2. Para que el
error cometido en esta aproximacion sea pequeno, vamos a utilizar la formula de orden 14,
en el caso bidimensional, y una féormula de cuadratura de tipo Gauss-Legendre que integra
de forma exacta polinomios de hasta grado 8, para los problemas en tres dimensiones.

4.7.2. Un test académico bidimensional

Para comprobar el orden de error de nuestros métodos vamos a realizar el test propuesto
en Notsu y Tabata [78]. Consideramos el dominio £ = (0,1)2, el intervalo temporal [0,1] y
tres valores diferentes para la viscosidad,

v=1 v=10"2 v=10"%

Imponemos la condicién inicial y condiciones de contorno Dirichlet adecuadas y elegimos
el segundo miembro de forma que la solucién exacta del problema (4.1), (v,p)?, sea

vi(z,t) = (1 + sin(nt)) sin? (72 ) sin(272s), (4.79)
va(z,t) = (1 + sin(nt)) sin® (7o) sin(27z1 ), (4.80)
p(z,t) = (1 4 sin(wt)) cos(mxy) cos(mxs). (4.81)

Para la discretizaciéon espacial usamos mallas estructuradas, cuyas caracteristicas po-
demos ver en la Tabla 4.1 y utilizaremos dos tipos de elementos finitos, Py-burbuja/P; y
Py /P;. Estudiaremos la convergencia de los métodos (M LG); y (MLG)2 con cada uno de
los elementos y veremos como se obtienen los 6rdenes de error que predice el anélisis teodrico.

‘ Malla ‘ Elementos | Vértices ‘ Nodos ‘ h ‘

1 128 81 289 | 1/8

2 512 289 1089 | 1/16
3 2048 1089 | 4225 | 1/32
4 8192 4225 | 16641 | 1/64
5 32768 16641 | 66049 | 1/128

Tabla 4.1: Mallas utilizadas para el test 2D

2En esta seccién utilizaremos la notacién p para la presion para distinguirla del namero 7.
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Para tener la unicidad de la presiéon y ademas obtener un mejor condicionamiento del
sistema lineal, sobre todo en el caso del elemento Py /Py, vamos a utilizar el método descrito
en Gunzburger [51]. Este método consiste en la resolucion del siguiente sistema iterativo

1. Hacemos P° =0

2. Resolvemos hasta convergencia:

A Bt i+l Sn+l
< B C—el > < p1 | =\ gt pr P12 (4.82)
p

3. Hacemos P+l = pltl y yntl = i+l

En el Apéndice A podemos ver la implementacion detallada del método (LG); utilizando el
elemento P1-burbuja/IP; y, en particular, la obtencion de la matriz C a partir de la elimina-
cion de los grados de libertad relativos a las burbujas. Para el elemento de Taylor-Hood la
implementacion serfa similar pero la matriz C seria nula y, en este test, también desapareceria
el segundo miembro relativo a la presion. En [51] se afirma que la sucesion U’ definida en el
paso 2 del algoritmo converge a la soluciéon U™ del problema discreto de la forma

HUn-H . ﬁl—l—lHO < CEHUn—I—l _ ﬁlHOa

siendo C una constante positiva. Por lo tanto, la convergencia del algoritmo serd mas rapida
cuanto méas pequeiio sea el valor de e. En este problema, tomamos € = 1078, porque la matriz
sigue estando bien condicionada para ese valor y el algoritmo propuesto converge en 3 o 4
iteraciones, dependiendo de la malla que estemos considerando.

Para la aproximaciéon de las curvas caracteristicas hemos usado el método explicito de
orden 2 de dos pasos, propuesto en la Seccion 4.5. Salvo que se indique lo contrario, la
férmula de cuadratura utilizada en todos los calculos es la de orden 10.

En primer lugar mostraremos los resultados obtenidos con el elemento Py /Py de Taylor-
Hood. En la Figura 4.1 representamos los errores obtenidos con el método (M LG),, fijado
el paso temporal At = 107 y variando la malla espacial, para cada uno de los valores de
la viscosidad considerados. Para este elemento finito, la teoria predice un orden espacial de
2 o 3 para la velocidad y de 1 o 2 para la presion, como se puede ver en (4.73) y (4.74),
respectivamente. En esas ecuaciones se puede ver que el orden del error que se tiene en cada
caso depende de ciertas relaciones entre la viscosidad, el tamano de la malla y la velocidad
media del problema. En la Figura 4.1 podemos ver que el orden de error de la velocidad es
O(h?) cuando v = 1 y O(h?) cuando v = 1072 y que si la viscosidad es 107* el orden es 2
o 3 dependiendo del tamaifio de la malla. Por otro lado, para la presion se observa un orden
O(h?) independientemente del valor que tome la viscosidad.

En la Figura 4.2 representamos los errores obtenidos para la velocidad fijando la malla
espacial, h = 1/128, y variando el nimero de pasos de tiempo, para los distintos valores
de v. En esta figura podemos ver los errores para los métodos (MLG); y (MLG)y cuando
se usa una féormula de cuadratura de orden 10 para calcular las integrales que involucran a
las curvas caracteristicas. Para los dos métodos se obtienen los 6rdenes esperados aunque,
como podemos ver en la curva obtenida para v = 1074, el método de orden 2 es inestable
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para pasos de tiempo pequenos. Para analizar la influencia de la integraciéon numérica en la
estabilidad del método (M LG)2, hemos calculado las curvas de error temporal con diferentes
formulas de cuadratura, para el caso v = 107%. En la Figura 4.3 podemos ver los errores
obtenidos para la velocidad y para la presiéon. En ambos casos se observa que con la tinica
formula de cuadratura que tenemos un método estable es con la de orden 14. Con las demés
formulas existen ciertos pasos de tiempo donde el método se hace inestable, aunque vuelve
a dar errores pequefios al incrementar suficientemente el nimero de divisiones temporales.
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10 T T T 3
F| —o—(MLG),, v=1 ]
, L, ]
10° Ll ——MLa),v=10 ]
| ——MLG), v=10"* _3
107} = - -y=ch?
| —y=ch®

-7

10
.008 0.016 0.031 0.062
h: Tamafo de la malla
101 3 T T T 3
t| —o—(MLG),, v=1 1
[ a2 i
ol —— (MLG), v=10 ]
[|——(MLG),v=10""
1: - - —y=Ch? -]
10 g —y=Ch3 .

Err

10

10

-5

-6

|

o
il
N
a1

!

0.008 0.016

0.031
h: Tamafio de la malla

0.062

0.125

Figura 4.1: Errores en escala logaritmica para la velocidad (arriba) y para la presion (abajo)
obtenidos con el elemento Py /P;. Fijamos el paso de tiempo, At = 107°, variamos el niimero
de divisiones de la malla
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Figura 4.2: Error obtenido para la velocidad con el elemento Py /Py para diferentes pasos de
tiempo en escala logaritmica con h = 1/128
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Figura 4.3: Errores en escala logaritmica obtenidos para la velocidad (arriba) y la presion
(abajo) con el elemento Py /Py para diferentes pasos de tiempo fijado h = 1/128

A continuacién veremos los resultados calculados usando el MINI-elemento. En la Figura
4.4 podemos ver los errores Erry y Err, obtenidos con el método (M LG) fijado el nimero
de pasos de tiempo N = 10°, con las distintas mallas, para cada uno de los valores de la
viscosidad. Se puede observar que se tiene orden O(h?) tanto para la velocidad como para la
presion, cuando v =1 o v = 1072 y que el orden de error varia entre 1 y 2, para velocidad
y presion, si v = 1074, Para este tltimo valor, vemos que hay casos en los que el orden es
incluso algo mayor que 2.

En la Figura 4.2 se pueden ver las curvas de error obtenidas para la velocidad fijando
la malla espacial, h = 1/128, y variando el ntimero de pasos de tiempo, para los distintos
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valores de v. Al igual que en el caso del elemento Py /P; (Figura 4.2) se puede observar como
el método se hace inestable para pasos de tiempo pequenos cuando la viscosidad disminuye.
Aligual que en el caso anterior, comparamos la estabilidad del método con distintas formulas
de cuadratura. Como muestra la Figura 4.6, cuanto mayor es el orden de la férmula maés
estable es el método, aunque con todas las férmulas tenemos inestabilidades para los pasos
de tiempo mas pequenos. Hemos probado a utilizar la descomposicion dada en (4.76) junto
con féormulas de cuadratura de bajo orden como la de los vértices, para la malla de tamano
h = 1/128, con los distintos valores de la viscosidad. Si v = 1 el método es estable, pero
los errores obtenidos son aproximadamente 4 veces mayores que si usamos la féormula de
orden 10. Ademas, si la viscosidad es mas pequena el método se hace inestable a partir de
At = 0.0625, es decir, con pasos de tiempo mucho mayores que con las formulas de mas alto
orden. Por lo tanto, la tinica forma de que los métodos de Lagrange-Galerkin propuestos
sean estables es utilizando férmulas de cuadratura de alto orden, lo que hace necesario el uso
de los métodos MLG con el fin de ahorrar tiempo de célculo.

Ademas de que los errores son més pequenos con el elemento de Taylor-Hood, utilizando
este elemento tenemos un método mas estable para valores pequenos de la viscosidad. Sin
embargo, el coste computacional es mucho mayor que si usamos el MINI-elemento, sobre
todo en dominios tridimensionales. Por este motivo, este dltimo elemento sera el elegido
para nuestro codigo de simulacion 3D.

Por tltimo, comparamos los métodos estandar y modificado de orden 2 en tiempo. En la
Figura 4.7 podemos ver los errores Erry y Err, obtenidos con los dos métodos en diferentes
mallas, fijando N = 1000, para el caso v = 1072. Los errores obtenidos con ambos métodos
son similares pero, como veremos en la Seccién 4.7.5, el ahorro de tiempo computacional es
de aproximadamente un 45 % con todas las mallas.
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Figura 4.4: Errores en escala logaritmica para la velocidad (arriba) y para la presion (abajo)

obtenidos con el elemento Py — burbuja/Py. Fijamos el paso de tiempo, At = 1075, variamos

el nimero de divisiones de la malla
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Figura 4.6: Errores en escala logaritmica de la velocidad (arriba) y la presiéon (abajo) obte-
nidos con el elemento Py — burbuja/Py variando el ntumero de pasos de tiempo y la formula
de cuadratura, fijando h = 1/128
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Figura 4.7: Errores en escala logaritmica de la velocidad (arriba) y la presion (abajo) obte-
nidos con los métodos (LG)e vy (MLG)2 y el elemento Py — burbuja/P;. Variamos la malla
espacial y fijamos el ntimero de pasos de tiempo N = 1000, para el caso v = 1072
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4.7.3. Un test académico tridimensional

Construimos un test académico para ver el orden de error de los métodos de Lagrange-
Galerkin modificados en un ejemplo en tres dimensiones. El dominio considerado es €} =
(—0.5,0.5)% y el tiempo final T = 1. La viscosidad tomara los valores v = 1, 1072, 1074,
1076, Consideramos el segundo miembro f, la condicion inicial v y condiciones de contorno
Dirichlet adecuadas para que la solucion exacta del problema (4.1) sea

vi(x,t) = sin(mxat), (4.83)
vo(x,t) = — cos(mast), (4.84)
v3(w,t) = e T, (4.85)
p = cos(m(z1 + x2 + x3)1t). (4.86)

Para conseguir unicidad de la presion realizamos el bloqueo de la misma a su valor exacto
en un punto.

Para este test vamos a considerar el elemento Py — burbuja/P; y mallas estructuradas de
tetraedros de tamano h = 1/Ng, siendo Nq el numero de divisiones de cada lado de 2. Las
caracteristicas de estas mallas las podemos ver en la Tabla 4.2. Hemos utilizado el método
explicito de dos pasos de orden 2 para el calculo del pie de las caracteristicas. Para analizar

‘Malla ‘ Elementos | Nodos Vértices‘ h ‘

1 384 729 125 1/4
2 3072 4913 729 1/8
3 24576 | 35937 | 4913 | 1/16
4 196608 | 274625 | 35937 | 1/32

Tabla 4.2: Mallas utilizadas para el test 3D

el orden del error del método (M LG), tomamos At = h y calculamos los errores obtenidos
para cada valor de los parametros h y v. Si hacemos At = h en la ecuacion (4.73) tenemos
que si

h max (HVHCO(Loo(Q)), 1) > \/€_I/,

el orden del error en la velocidad es de la forma O(h? 4+ h) y, en caso contrario, el orden es
O(h?). Asi, para valores pequenos de la viscosidad el orden de convergencia obtenido para
la velocidad puede ser 1. En el caso de la presion, si tomamos At = h en (4.74) vemos como
la estimacion del error en la presion es siempre de la forma O(h + h?). En la Figura 4.8
podemos ver los 6rdenes del error obtenidos para la presién y la velocidad, respectivamente,
para las diferentes viscosidades consideradas. En esta figura, se puede observar el cambio de
orden de error mencionado para la velocidad cuando la viscosidad disminuye.
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Figura 4.8: Errores Erry (arriba) y Err, (abajo) en funcién del ntmero de divisiones de la
malla
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4.7.4. Flujo alrededor de un cilindro

Mostraremos en esta seccién los resultados obtenidos con los métodos de Lagrange-
Galerkin descritos en esta memoria para un flujo estacionario 3D en torno a un cilindro
definido en John [59]. El dominio computacional es un canal con un cilindro en su interior
cuyo esquema y dimensiones podemos ver en la Figura 4.9.

La malla empleada para obtener la soluciéon numérica esta formada por 491415 elementos
y 86674 vértices. El tamano caracteristico de la malla alrededor del cilindro es h = 0.008.
En la Figura 4.10 se puede ver una seccién de la malla en el entorno del cilindro.

Entrada - .
H=0.41m| |y
\

(0,0,0) z

Figura 4.9: Esquema del dominio computacional

Figura 4.10: Malla cerca del cilindro

La viscosidad cinematica del fluido es v = 1073 m?/s y la velocidad en la entrada viene
dada por el perfil parabdlico

16U$1£C3(H - xl)(H - xg)/H4
V= 0 , (4.87)
0

con U = 0.45 m/s. El numero de Reynolds del flujo es 20, calculado a partir de v, del
diametro del cilindro D y de la velocidad media de entrada vy = 0.2 m/s.

Los coeficientes que vamos a calcular son los coeficientes de arrastre y sustentacion en el
cilindro, ¢q4 y ¢;, respectivamente, y la diferencia de presiones entre los puntos (0.45, 0.2, 0.205)
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y (0.55,0.2,0.205), que denotaremos por Ap.
Los coeficientes de arrastre y sustentacion se definen en este caso como

2 500 2 500

= — = — = F =
= oRDH T 041" 7T pZDH' T 041

F, (4.88)

donde Fy y Fj son las fuerzas de arrastre y sustentacion, respectivamente. Sea C' la superficie
del cilindro, n = (ng, ny, 0)” su vector normal unitario apuntando al interior del dominio  y
T1 = (Ny, —Na, 0)" y 75 = (0,0,1)T sus vectores tangentes. Entonces, las fuerzas de arrastre
y sustentacién se pueden escribir como

ov - 1 ov - 1
F = — F = — e . 4
u /O (1/ o an> , B /O (1/ o + Wny> (4.89)

Hay dos formas de calcular estas integrales en un c6digo de elementos finitos: una primera

(la habitual) aproximando las integrales de superficie y una segunda como integrales de

volumen. Esta ultima forma es la que se describe en [59] y nos lleva a las formulas
F;H = — [(Z/VVZJrl, Vvg) + ((VVZH)VZJrl,vd) — (71'2“, V- vd)] , (4.90)
Fl”+1 =— [(I/VVZ'H, Vvi) + ((VVZH)VZ'H,Vl) — (WZH, V. Vl)] , (4.91)

donde vg4,v; € ‘7h y
va(r) = (1,0,0)", vi(z) = (0,1,0)", siz € C, (4.92)

y son cero para el resto de los nodos de la malla. El espacio ‘~/h es una extension de Vj
formada por todas las funciones del mismo espacio de elementos finitos y anadiéndole los
grados de libertad sobre C.

Esta forma de calcular las integrales nos permite una implementacién muy sencilla. La
formulaciéon matricial del problema de Navier-Stokes para el espacio de elementos finitos
considerado es®

AnJrlUnJrl + (BnJrl)tPnJrl — Sn+1
v b

Bn+1Un+1 + Cn+1pn+1 _ Sngl’ (4.93)

donde hemos utilizado la notacién del Apéndice A. Entonces, si (vY,7) es la solucién final

estacionaria, para obtener las fuerzas de arrastre y sustentacién debemos calcular
F;=RN .Uy, F,=RY .U, (4.94)

donde RN = ANUN + (BN)IPN — SN v Uy v U; son los vectores de los valores de vq y vy
en los vértices de la malla. Por supuesto, las matrices A" y BY y el vector S no incluyen
el bloqueo en los vértices Dirichlet. Asi, calcular las fuerzas de arrastre y sustentaciéon se
reduce a la realizaciéon de cuatro productos de una matriz dispersa por un vector y de dos
productos escalares.

3Podemos ver la implementacién de método de Lagrange-Galerkin para el elemento Py — burbuja/P; en
el Apéndice A.
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Para realizar la simulacion, utilizamos el paso de tiempo At = 0.001 y el algoritmo de
punto fijo para el calculo del pie de las caracteristicas. Como test de parada, consideramos
que el flujo alcanza el estado estacionario cuando se verifican las dos desigualdades

i = il

At

v = villo

<107°.
At -

<1075,

En la Tabla 4.3 se muestran los resultados obtenidos con nuestros métodos (LG)a y
(MLG)2 y los intervalos de referencia para esos coeficientes. Ademas, comparamos nuestros
resultados con los obtenidos con el software FLUENT, con la misma malla, y eligiendo los
esquemas de voltiimenes finitos de orden 2.

i 6.05 6.25 6.43046 6.10563 6.47928 6.10534 6.40239
o 0.008 0.01 0.00971 0.01240 0.00974 0.01241 0.01406
p(b}-pla) 0.165 0.175 0.17953 0.17948 0.16224

Tabla 4.3: Valores obtenidos para los coeficientes aerodinamicos

En la Figura 4.11 se puede ver la evolucién de los coeficientes de arrastre y sustenta-
cion calculados de las dos formas posibles con el método de Lagrange-Galerkin modificado.
Ademas, en la Figura 4.12 se compara la evolucion de la diferencia de presiones Ap con los
métodos (LG)2 y (M LG)s. Por ultimo, en las Figuras 4.13-4.16 se pueden ver los cortes en el
plano z = 0 de cada una de las componentes de la velocidad y de la presion, respectivamente,
calculados con el método (M LG)s.

0.05~ T T T

20 T T T

_Cd superficie _CI superficie

181 - - .Cd volumen || 0.04 - - .CI volumen H

0.03
16 1

0.02

O 1ol 1 o

10f 1
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6 \‘__________--"'"""'_""_'_'_'_'_'—" -0.03

I . . . —0.04 . . . .
1000 2000 3000 4000 5000 00 0 1000 2000 3000 4000 5000

N: nimero de pasos de tiempo N: nimero de pasos de tiempo

ol

Figura 4.11: Evoluciéon de los coeficientes de arrastre (derecha) y sustentacion (izquierda)
con el método MLG



4.7. Resultados numéricos 157

0.35~
—ApMLG
---ApLG
0.3- 1
0.25¢ 1
o
<
0.2¢ i
0.15¢ 1
0.1k

0 1000 2000 3000 4000 5000
N: nimero de pasos de tiempo

Figura 4.12: Evolucién de la diferencia de presiones con los métodos LG y MLG
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Figura 4.13: Componente v, de la velocidad en el plano z =0
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Figura 4.14: Componente v, de la velocidad en el plano z = 0
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Figura 4.15: Componente v, de la velocidad en el plano z =0
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Figura 4.16: Presion en el plano z =0
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Figura 4.17: Lineas de corriente a la altura y = 0.2 m coloreadas por v,
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4.7.5. Eficiencia de los métodos modificados

Como se puede observar en el ejemplo del flujo alrededor de un cilindro, los resultados
numeéricos obtenidos con los métodos LG y MLG son muy parecidos. La diferencia la encon-
tramos en el tiempo de CPU que requiere cada método. El método de LG estandar necesita
28 horas y 48 minutos para completar 5000 pasos de tiempo, mientras que el método MLG
necesita 18 horas y 37 minutos. Esta gran reduccion del tiempo de calculo, aproximadamente
un 35 %, se debe a que la matriz del sistema solo se calcula una vez, dado que la densidad y
viscosidad del problema son constantes. De esta forma, como usamos un método directo para
resolver el sistema, factorizamos una sola vez la matriz y la mayoria de tiempo de célculo
del problema se emplea en el movimiento de los nodos de cuadratura de la malla. El uso del
algoritmo de punto fijo para integrar la ecuacion de las caracteristicas y de una férmula de
cuadratura con 25 puntos, hace que este coste sea atin mayor. Por lo tanto, en problemas
de este tipo es en los que se observa una mayor eficiencia de los métodos MLG frente a los
estandar.

En 3.9.3 comparabamos los tiempos de calculo obtenidos con los métodos Lagrange-
Galerkin estandar y modificados para el test de la esfera de Gauss. En este caso, el ahorro de
tiempo que suponia usar los métodos modificados era aproximadamente de un 46 %. Aunque,
en el ejemplo del flujo alrededor de un cilindro, las simplificaciones realizadas han reducido
el coste de la resolucion del sistema lineal, se observa que los métodos MLG son menos
eficientes cuando se usan para un problema de Navier-Stokes.

Para analizar la diferencia de los métodos estandar y los modificados en un caso menos
favorable, comparamos los tiempos de calculo obtenidos al resolver el test de la Seccion 4.7.3,
calculando y factorizando la matriz en cada iteracién, aunque, de nuevo, sélo seria necesario
hacerlo una vez. Ademaés, vamos a utilizar el método explicito de dos pasos de tiempo, visto
en la Seccion 4.5, para mover los nodos de cuadratura, que es mucho menos costoso que el de
punto fijo. La formula de cuadratura para las integrales que no se calculan de forma exacta
es la de 25 puntos. En la Tabla 4.4 podemos observar los tiempos de céalculo al realizar 100
iteraciones con un paso de tiempo At = 0.01, con dos mallas distintas. Las caracteristicas de
las dos mallas utilizadas se pueden ver en la Tabla 4.2. En la malla mas gruesa el ahorro que
obtenemos al utilizar el método modificado es de casi un 22 %, aproximadamente, mientras
que en la malla mas fina el ahorro es de un 9%. Asi, en este caso, el coste de la resoluciéon
del sistema lineal aumenta méas que el de mover los puntos a medida que la malla es mas
fina. Por lo tanto, los métodos seran menos efectivos cada vez. Si en lugar de usar un método
directo para la resolucién del sistema usésemos uno iterativo, probablemente la eficiencia de
los métodos modificados no disminuiria tanto.

Malla,
Método 3 4
(LG)2 2m 3.022s | 34m 54.743s
(MLG)2 1m 36.412s | 29m 52.041s
Reduccion 21.62% 9.25%

Tabla 4.4: Tiempos de calculo de los métodos LG y M LG para un problema de conveccion-
difusiéon-reaccion
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En el caso de un c6digo bidimensional la eficiencia de los métodos modificados se ve
incrementada, incluso si resolvemos el problema de Navier-Stokes. En la Tabla 4.5 tenemos
los tiempos de calculo obtenidos para el test de la Seccién 4.7.2 con las distintas mallas
consideradas, cuando el nimero de pasos de tiempo es N = 1000. En este ejemplo estamos
usando un método directo para la resoluciéon del sistema lineal, factorizando la matriz una
dnica vez, y una férmula de cuadratura con 42 nodos. En este caso se observa que el tamano
de la malla no influye en la eficiencia del método, esto se debe a que en dos dimensiones el
coste de resolver el sistema lineal es mucho menor que en el caso tridimensional, pasando
a ser la etapa convectiva (movimiento y localizacion de los nodos de cuadratura) la que
determina el tiempo de calculo del método.

Malla,
Método 1 2 3 1 g
(LG)s 7.34s 29.98s 2m 8.05s 8m 54.64s 37m 50.75s
(MLG) 4.05s 15.60s 1m 5.76s 5m 4.93s 20m 26.16s
Reduccion 44.73% 47.98% 48.65% 42.99 % 46.00 %

Tabla 4.5: Tiempos de calculo de los métodos LG y M LG para un problema de Navier-Stokes

Los resultados que acabamos de ver nos permiten concluir que los métodos modificados
son tanto maés eficientes cuanto maés eficiente sea la resolucion del sistema lineal y més costosa
sea la resolucién de la parte convectiva del problema.
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Introducciéon

En la actualidad, la utilizacién de cédigos para la simulacién de procesos industriales
tiene una gran importancia, sobre todo con el fin de abaratar los costes que supondrian la
realizacion de ensayos en laboratorios, para el disefio y desarrollo de nuevos productos y
procesos.

La tecnologia para la combustiéon de carbén pulverizado en calderas industriales historica-
mente se ha basado en la experiencia acumulada y en los datos obtenidos con test a pequena
escala. Es complicado analizar los fendmenos que tienen lugar en el interior de una caldera
industrial por la dificultad de realizar medidas. Los tinicos datos que se pueden extraer son
relativos a los productos que salen de la misma como, por ejemplo, la cantidad de carbén
sin quemar o la temperatura del gas en la salida de la caldera. Por lo tanto, la realizacién
de simulaciones numéricas juega un papel fundamental en la compresion de los procesos que
ocurren, aportando informacién que no se puede obtener de forma experimental. Para que
estas simulaciones sean fiables es necesario, por un lado, utilizar modelos que estén validados
y, por otro lado, métodos numéricos precisos para la resolucién numérica de estos modelos.

La validacién de un modelo para la combustiéon de carbén pulverizado suele realizarse
comparando los resultados de simulaciones con medidas experimentales en llamas obtenidas
en inyectores construidos en laboratorios. Los experimentos elegidos para realizar la compa-
racion, deben incluir distintos aspectos de la combustién turbulenta de carboén. La eleccion
de experimentos a escala de laboratorio se debe a la facilidad de obtener medidas utilizando
instrumentos como laseres o pirébmetros 6pticos, y, ademas, por la posibilidad de controlar las
condiciones de funcionamiento de los test realizados. Podemos encontrar numerosos articulos
para validar modelos de combustion, por ejemplo, Barlow et al |7, 6] donde se dan medidas
de una llama turbulenta formada por la combustion de C'O y Hs con aire, o Peters y Weber
[30] donde se dan datos y se modeliza una llama de combustion de carbén pulverizado en un
horno de laboratorio de la fundacion IFRF (International Flame Research Foundation).

En cuanto a la eleccién de los métodos numéricos, debemos tener en cuenta que los
modelos para flujos de gases con combustién de carbén pulverizado estan formados por un
conjunto de ecuaciones en derivadas parciales, ecuaciones diferenciales ordinarias y ecua-
ciones algebraicas acopladas entre si. La complejidad de la resoluciéon numérica del modelo
propuesto reside, por un lado, en encontrar métodos numéricos estables y precisos para la
resoluciéon de cada una de las ecuaciones y, por otro lado, en encontrar un tratamiento ade-
cuado para el acoplamiento de las mismas. Este acoplamiento es atin méas complicado en el
caso de ecuaciones no lineales como, por ejemplo, las ecuaciones del modelo k — e.

Por otro lado, aunque la capacidad de los ordenadores en los tltimos anos ha crecido
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enormemente, no es suficiente en muchos casos para la resolucién de problemas industriales en
3D. Por este motivo es importante el desarrollo de nuevos métodos numéricos més eficientes,
como los de Lagrange-Galerkin modificados propuestos en la Parte II de esta memoria.

Esta parte de la tesis estd compuesta por dos capitulos.

En el Capitulo 5, describimos los métodos numéricos empleados para la resolucion del
modelo propuesto en la Parte I de este trabajo. Este modelo se divide en uno para el flujo
de gases reactivos formado por ecuaciones en derivadas parciales y algebraicas, y otro para
la combustiéon de las particulas de carbén, que se compone de ecuaciones diferenciales ordi-
narias y algebraicas. Se proponen métodos de resoluciéon numérica para cada uno de ellos.
Aunque en el co6digo desarrollado se ha implementado més de un método para cada ecuacion,
en este capitulo mencionaremos los més precisos y eficientes. Por tltimo, escribiremos los
algoritmos implementados para la resolucién del modelo completo. En el Apéndice B se hace
una descripcién més detallada del programa de simulacién que hemos desarrollado.

En el Capitulo 6, mostramos los resultados obtenidos en la simulacién de un chorro de
carbon pulverizado. Los objetivos de este capitulo son,por un lado, analizar las posibilidades
que ofrece la el modelo mateméatico para la combustion de particulas de carbon pulverizado
descrito en el Capitulo 2 y, por otro lado, comprobar la aplicabilidad y fiabilidad de la
herramienta de simulacién numérica desarrollada. Para conseguir estos objetivos se considerd
el experimento realizado por Hwang et al en las referencias |55, 56, 57]. La eleccion de este
experimento se debe a que se trata de un flujo en un dominio abierto, lo que nos permite
despreciar el transporte de energia por radiacion y evita el uso de leyes de pared; ademas,
no es muy turbulento, pudiendo asi considerar valido el modelo laminar de combustion
desarrollado.



Capitulo 5

Métodos numeéricos y algoritmos

5.1. Introduccion

En este capitulo haremos una descripcién de los métodos numéricos utilizados y de los
algoritmos implementados en el codigo que hemos desarrollado para la simulacién de flujos de
gases reactivos, incluyendo la combustiéon de carbén pulverizado. Los modelos mateméticos
utilizados para este tipo de flujos fueron descritos en la primera parte de este trabajo.

En la primera seccién se proponen los esquemas numéricos para la resoluciéon de las
ecuaciones del modelo de la fase gaseosa. Para la discretizacién de las ecuaciones en de-
rivadas parciales de ese modelo utilizamos métodos de Lagrange-Galerkin que podran ser
de primero o segundo orden en tiempo. La ventaja de los métodos de segundo orden en
tiempo es que permiten considerar pasos de tiempo mayores y, como el objetivo del cédigo
es resolver problemas tridimensionales, se hace necesario prestar especial atencion al coste
computacional. Por esta razoén, hemos incluido los métodos de Lagrange-Galerkin modifica-
dos con los que, como hemos visto, se tiene la misma precisiéon que con los estandar pero
con menor tiempo de calculo. Ademas, es imprescindible que algunas de las variables del
problema, como k y €, estén acotadas y, por lo tanto, hemos implementado, para las ecua-
ciones de conveccion-difusidon-reacciéon del modelo, los métodos semi-Lagrangianos descritos
en el Capitulo 3. Estos métodos son menos precisos pero, a cambio, mantienen la solucion
acotada. Por simplicidad, Gnicamente mostraremos, para cada ecuacién, el método que me-
jores resultados ha proporcionado con menor coste computacional, para la mayoria de los
problemas.

En la segunda seccién se describe la resoluciéon numérica de las ecuaciones del modelo de
fase solida. Este modelo estd compuesto por ecuaciones diferenciales ordinarias, para las que
utilizaremos métodos de Euler, y por ecuaciones algebraicas que se resolverdn con métodos
de Newton. Para la integracién de las ecuaciones diferenciales se va a considerar un paso
de tiempo variable que dependera de tiempos caracteristicos relativos al movimiento y a la
gasificacion de la particula. Ademaés, describiremos los diferentes comportamientos que consi-
deramos que puede tener una particula al alcanzar una frontera del dominio computacional.

La discretizacién temporal que proponemos en las dos secciones previas nos llevara al
disenio de los algoritmos que hemos implementado en nuestro c6digo y que se describiran en
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la tercera seccion. En primer lugar, se propone un algoritmo general para el modelo de fase
gaseosa y su acoplamiento con el correspondiente de fase sélida. Posteriormente se describe el
algoritmo para calcular la evolucién seguida por cada particula, en cada instante de tiempo.

5.2. Resolucién numérica de la fase gaseosa

Utilizando la notacién introducida en el Capitulo 1, consideramos €2, un dominio en R?
cuya frontera I' estd divida en tres partes ' = TI'gp UT'p UT'g, siendo ' las entradas, I'g las
salidas y I'p las paredes.

Consideramos un flujo turbulento de gases reactivos que incluye una fase dispersa formada
por particulas de carbén pulverizado. Para simplificar la escritura, denotaremos las variables
promediadas sin la barra o la tilde (por ejemplo, v serd denotada por v).

Como vimos en la primera parte de esta memoria, el modelo completo que queremos
resolver, escrito en forma no conservativa, es

. k
pZ; — div ((—T + ﬁ) grad Zz) + fZ, = f;, i=1,...,4, (51)
cr  Sc
. . kT /’Lt m _
pH—div| | —+ = |grad H | + f""H = fqu, (5.2)
cr  Sc
pk — div (<,u + %) grad k:> + Mk = Py — pe, (5.3)
k
2
pé — div (<u + ﬂ) grad e) + fMe= C’leng — Cgep%, (5.4)
Oe
p+ pdivv = f™ (5.5)
pv —div (T, + Ty) + grad © + f™'v = pg, (5.6)
T = pRO (5.7)
donde
k.2
e = PC;L?, (5.8)
2 . 2
Ty = 2uD — g,utdlvv]l - gpkﬂl, (5.9)

Cie, Cae, 0p, 0c y C son las constantes del modelo k — € estdndar, Py es la produccion de
energia cinética turbulenta dada por

2 2
Py = 2u |D|)? — g(onvv)2 — g pkdivy, (5.10)

Scy es el niimero de Schmidt turbulento, k7 la conductividad térmica y, por simplicidad,
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hemos definido las fuentes
oA 321/1 .

bil J0, — ;fco fv 8/, (5.11)
11 441/2

f2 féo, +—fdo + 3 fv, (5.12)
181/3

I3 fio + vav + 9f i, (5.13)
641/4

Ja fs0, + fva (5.14)

fH fe‘f‘%fco‘f'(ﬁfv + as fH,- (5.15)

Recordemos que las combinaciones de Shvab-Zeldovich eran

A
Zo
Z3

Zy
H

4 321/1

Yo, — ?YCO - My Yy — 8Yh,,

441/2
Hy Y,
- co+MV 1%

181/3
YHQO + M—VYV + 9YH2,
64vy
My
hr + qsYco + ¢7Yv + qsYh,,

YCOQ +

YSOQ + YV7

v que, a partir de éstas, se podia recuperar la composicién y la entalpia térmica de la mezcla.

Para obtener la fraccién mésica de Ny usaremos la relacién

Por dltimo, debemos tener en cuenta que la temperatura se relaciona con la entalpia térmica

y la composicién mediante la ecuaciéon

hT—ZY/ cri(s)ds.
=1

Las condiciones de contorno para las ecuaciones (5.1)-(5.6) del modelo implementado en

nuestro codigo son:

s En las entradas:

siendo vg : 'y — R3, ZZE :I'g = R, i =1,...,

vV = Vg,
Z; = ZF,
H = Hg,
k = kg,
€ = €g,

eg : I'r — R funciones dadas.

4, Hp : Tgp - R, kg : T'g
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s En las salidas:

(T+T,)n =0, (5.21)
= En las paredes:
V= "Ve (5.23)
o ok _ox_, 521
o hutop—0), (5.25)

siendo Vo : 'y — R? un campo vectorial dado, que sera nulo salvo en problemas de
“flujo abierto”, 0p : I'p — R una funcién dada representando la temperatura de las
paredes del dominio y h,, el coeficiente de transferencia de calor a las paredes.

Las condiciones de contorno que acabamos de ver para los escalares de Shvab-Zeldovich se
deducen inmediatamente de las condiciones de contorno establecidas en el Capitulo 1 para
las especies y la entalpia térmica. En el codigo se pediran los valores de la composicion y la
temperatura en las entradas y se calcularan las condiciones de contorno para los escalares
conservados.

Para resolver numéricamente cada una de las ecuaciones vamos a considerar el intervalo
de tiempo divido en N subintervalos con la misma longitud At = T'/N y una malla del domi-
nio {2, formado por N, tetraedros T de tamano medio h. Para las ecuaciones en derivadas
parciales hemos implementado métodos de Lagrange-Galerkin, tanto estidndar como modi-
ficados, que han sido descritos en la Parte II de esta memoria. La eleccion de métodos de
Lagrange-Galerkin modificados se aconseja por su menor coste computacional, excepto cuan-
do la divergencia de la velocidad del fluido sea muy alta, lo que invalidaria la aproximacion
realizada en ellos.

Si ¢ es una variable cualquiera del modelo (escalar o vectorial), la aproximaciéon de su
derivada material se haré de la forma
" (z) — "o A ()
At ’

(@, t) = (5.26)

si elegimos el método de orden 1, mientras que si se elige el método de orden 2 se utilizara

38071—1—1(:6) . 49071 o X}:L’nJrl(.’E) + SOn—l o X}:Lfl,nJrl(x)
2At ’

O(x, tne1) =~ (5.27)
excepto para el primer paso de tiempo, en el que se utiliza (5.26). Recordemos que, como
vimos en el Capitulo 4, A}, denota la curva caracteristica solucién del problema (4.27).
Supondremos que, para cada instante de tiempo t,4+1, n € {0,..., N — 1}, conocemos los
valores aproximados de la velocidad Vz_l y Vi (veremos mas adelante como se calculan).
Si en lugar del método LG estandar utilizamos el modificado, bastara con sustituir A} por
X, en (5.26) y (5.27). Para simplificar la escritura escribiremos siempre X}, entendiendo que
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cuando hablemos de los modificados sera A?h. Para aproximar las curvas A} utilizaremos
los métodos descritos en la Seccién 4.5. En esa seccidon vimos que al calcular la posicion de
un punto en un instante anterior al presente, aquél podia salir del dominio. Si esto ocurria
aproximébamos el valor de la variable en ese punto exterior utilizando los valores de esa
variable en la frontera. Sea x un punto del dominio, que serd un nodo de cuadratura si
el método usado para la discretizacion es de Lagrange-Galerkin estandar, un vértice si es
de Lagrange-Galerkin modificado o un nodo si es un semi-Lagrangiano, y ¢ la variable del
problema que queremos evaluar en el punto z movido; si A" " (2) (o X ~LH () no estan
en el dominio, haremos

1
() ¢ <§(a1 +az + ag)) , si X;’nJrl(:C) salio por I'g,

(X" (x (5.28)

o(x), en caso contrario .

siendo a;, i = 1,...,3, los vértices de la cara del tetraedro de la frontera I'g por la que ha
salido el punto. Recordemos que el algoritmo de busqueda implementado nos dice, ademés
de si el punto que buscamos ha salido, la cara de la frontera por la que lo hace.

De los métodos descritos en la Seccidon 4.5 para aproximar A}, se recomienda el uso del
esquema de punto fijo. Aunque es algo més costoso que los demads, es mucho més preciso,
sobre todo cerca de las fronteras del domino, evitando que los puntos salgan del mismo por
una frontera distinta de I'g.

5.2.1. Conservacion de la masa de las especies y de la energia

Para obtener la composicién de la mezcla y su temperatura resolveremos las ecuacio-
nes para las variables de Shvab-Zeldovich y después, utilizaremos la hipdtesis de Burke-
Schumann.

Supondremos que conocemos los escalares conservados en el instante inicial

Zi(x,0) = Z(x), Ve € Q, i =1,....4, (5.29)
H(z,0) = H(z), Yz € Q. (5.30)

Definimos el espacio funcional
Wo={2€HY(Q):2=0enTg}. (5.31)

Si multiplicamos las ecuaciones (5.1) y (5.2) por una funcién test z € W)y, integramos en
el dominio €2, aplicamos la féormula de Green y consideramos las condiciones de contorno
(5.22), (5.24) y (5.25), obtenemos una formulacion débil para las ecuaciones de las variables
conservadas. Consideramos el siguiente problema:

Problema 5.1. Encontrar funciones Z; - Q@ x [0,T] - R, i =1,...,4, H: Qx [0,T] - R
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verificando Z;(-,t) = ZF(-,t), H(-,t) = Hg(-,t) en Tg, y

. k
/ pZizdx +/ (—T + ﬁ) grad Z; - grad zdx +/ [ Zizdx = / fizdx,
Q o\ Sa Q )
VzeWy, Ve (0,T), i=1,..,4, (5.32)
/ pH zdx +/ <k—T + ﬁ) grad H - grad zdz +/ M Hzdx = / fHzdx
Q a\cr  Sq Q Q
+ / he (00 — 0)2dA, V= € Wy, Ve € (0,T),  (5.33)
Cp

con
Zi(x,0) = Z%x), Ve, i=1,..,4, (5.34)
H(x,0) = H%x), Va € Q. (5.35)

Para obtener el problema discreto utilizamos un método de Lagrange-Galerkin de segundo
orden en espacio y tiempo. Asi, las derivadas materiales se aproximan con la formula (5.26)
para el primer paso de tiempo y con (5.27) para los restantes. Para la discretizacion espacial
hemos elegido el elemento finito de Lagrange cuadratico. Se define el espacio de polinomios

B(Ty) ={p; :p: R?® — R polinomio de grado < 2}, (5.36)

con el cual se construyen los espacios funcionales
Wi = {2 €C%Q): 21, € Po(T))}, (5.37)
Wg = {zmeW?:z,=0enTg}, (5.38)

que usaremos para aproximar H!(f2) y Wy, respectivamente. Los nodos de la malla, en este
caso, son los vértices y puntos medios de las aristas de cada tetraedro, como se muestra en
la Figura 5.1.

O Punto medio de aristas

® Vértice

Figura 5.1: Elemento finito P

Las ecuaciones del Problema 5.1 estan acopladas ya que p, ps y ¢; dependen de la
concentraciéon y de la temperatura de la mezcla. Para poder desacoplarlas evaluaremos las
ecuaciones del problema en t = t¢,,41, salvo esas tres variables y la temperatura 6 que las
consideraremos en el instante anterior. Asi, si definimos las formas bilineales

1 k :
aly(u,v) = Kt/ﬂpguvdx +/Q (CO—T + %) grad u - grad vdz + /Q(fm)luvdx, (5.39)
7,h
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paran=1y

—1
n _ 3 n=1,.d kr_, Fin d d vd
a%y(u,v) = AL Qph uvdx + o\ + 5S¢, grad u - grad vdz

CTl',h

(5.40)
v [y

para n > 1, con u,v € H'(Q), tendremos los siguientes problemas discretos desacoplados:

Paran =1:

Problema 5.2. Encontrar funciones Z},h € Wﬁ, 1=1,...,4, tales que

1
a’lZl(Zil,h’Zh) = /inlzhdx oy /Qp?lZgh o X,?’lzhdx, Vzy, € W02h, i=1,...,4, (5.41)

sujetas a las condiciones de contorno
Z’il,h = Z’ilE,h’ en FE) = 15 "'745 (542)

donde Z}E nY Zzoh se han obtenido a partir de Z}E y Zio, respectivamente, por interpolacion.

Problema 5.3. Encontrar una funcion H}L € W}% tal que

1
a%l(Hﬁ,zh):/Qf}{zhdx — Kt/ﬂngghoX}?’lzhdx
+ / hw(ep - Ho)zhdA, Vzy € W()2h’ (5.43)
T'p

sujeta a la condicion de contorno
Hy=Hp, enTg, (5.44)

donde H}; Y H}? se han obtenido por interpolacion a partir de H}E y HC, respectivamente.
Para n > 1:

Problema 5.4. Dadas ZZ;l, Zl, € W2, encontrar funciones ZZ;l € W72, coni=1,..,4,

tales que

2
ayd (Z ) = / i ande + / PRI 0 X2 da
Q Q

1

——/ PRI 0 XTIy e oy € W, i = 1,4, (5.45)
QAt Q b

y verificando las condiciones de contorno

ZM =200 enTg, i=1,..,4. (5.46)
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Problema 5.5. Dadas H,’Z_l, H}' € W,f, encontrar una funcion HZH € W,f tal que

aTZL;rl H"Jrl 2h /fZJrlzhd:c—i— Al / H}L‘oX}?’"thd:c

1

—— / prH o Xy dae - / hw(0p — ™)z dA, Yz, € WE,  (5.47)
2AL Jq p

y ademds
H = HEAL en T (5.48)

Una vez resueltos estos problemas en cada instante, se tienen que calcular las fracciones
mésicas y la entalpia térmica de la mezcla.

Si suponemos cierta la hipétesis de Burke-Schumann; una vez calculado Z; podemos
determinar las regiones 0o y Qp, asi como la zona que ocupa la llama de difusién que las
separa I'p. Como vimos en el Capitulo 2, si nos encontramos en la region 2o, se tiene que
Yv =Yy, = Yoo = 0y, por lo tanto,

YOQ — Zla YCOQ - Z2) YHQO - Z3a YSOQ — Z4) hT - Ha (549)

mientras que si estamos en Qp tendremos que resolver, ademas, dos de las tres ecuaciones
de conservacion de la masa de los combustibles. Asi, por ejemplo, tendremos que resolver
numéricamente el problema continuo siguiente:

Problema 5.6. Encontrar funciones Yy,Ym, : Q x [0,T] — R tales que

. kr
pYy — div ((c + S_) grad Yv> + MYy = i, en Qp (5.50)
: . k et m _ rm
pY, — div p —+ 56 grad Yy, | + f"Yu, = fh,, en Qp, (5.51)
YV = YH2 = 0, en Qo, (552)

Junto con las condiciones de contorno

YV = YH2 =0enTp X [O,T], (553)
Yy =Y, Yy, =Y} enTg x (0,7, (5.54)
oYy  0Ypq,
—— = = I'pul T .
on on 0 en ( pU S) X [0’ ]a (5 55)
y las condiciones iniciales
Yy(2,0) = Y¥(z), Vo€ Q, (5.56)
Vi, (2,0) = Yj (z), Vz € Q. (5.57)

En este caso, como los volatiles y el Hs son nulos en 2o, vamos a considerar como dominio
computacional Q. La frontera de este dominio viene dada por la llama de difusion I'p y por
las partes de la frontera I' que intersecan con la clausura Qp. Por ejemplo, consideremos un
caso simple como el esquematizado en la Figura 5.2. En ese ejemplo suponemos que entran
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I'p
2
r.| Qr o Qo s
r

I'p

Figura 5.2: Ejemplo de una configuracion de Qg

combustibles por I‘}E y oxigeno por I‘2E. De esta forma, se tendria una llama de difusién
anclada a la entrada F}E, siendo la frontera de Qp igual a I'p U F}E. Para simplificar la
escritura introducimos las siguientes definiciones

rt .= Qpnrg, (5.58)
rf = Qpnrg, (5.59)
It = Qpnrp. (5.60)

Las fracciones masicas Yy e Yy, verifican las siguientes condiciones de contorno

Yy =Y, Yy, =Y, enT'} x 0,77, (5.61)
oYy  OYm

e 8n2 =0, en (P UTE) x 0,77, (5.62)
YV = YH2 = 0, en I'p x [O,T] (563)

Utilizando estas notaciones podemos definir los espacios
LY = {z€H'(QF): 2=0enTp}, (5.64)
Ly = {zc¢ H'(Qp): z=0enTLUTp}. (5.65)

Si multiplicamos las ecuaciones del Problema 5.6 por una funcién test z € Lg, integramos
en (1, aplicamos Green y tenemos en cuenta las condiciones de contorno (5.61)-(5.63) ob-
tenemos el problema débil siguiente:

Problema 5.7. Encontrar Yy (-,t),Yu, (-, t) € LY verificando (5.61) y tales que

: k
/ pYyzdx + / (—T + ﬁ) grad Yy - grad zdx + ™Yy zdx = frzde,
Qp Qp Cr Sct Qp Qp

Vz € Ly, Yt € (0,T), (5.66)

meHQZdﬂC:/ [, zdzx,
Qp

Vz € Lo, Vt € (0,T). (5.67)

. k
/ pYm,zdx + / (—T + ﬁ) grad Yy, - grad zdz +
QF QF

Cr SCt Qp
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Sean € {0,..., N — 1} y supongamos que hemos obtenido Zﬁ;l resolviendo el Problema
5.2, sin = 0, o el Problema 5.4, si n > 1. Dada la dificultad de definir la geometria de la
llama I‘%H a partir de la funcion Zﬁgl y, por lo tanto, del dominio Q%H, vamos a emplear
la siguiente metodologia:

1. Definimos el subconjunto de los nodos de la malla
syt = {8 205 (8) > 0} (5.68)

2. Construimos los espacios discretos

Ly = e e WE i z(x) = 0, Vo € SptY, (5.69)

Lot = (e LG z(x) = 0, Vo e TEY, (5.70)

para intentar aproximar Lg y Lo, respectivamente, en cada instante de tiempo ¢,41.
Aunque estos espacios estan formados por funciones definidas en €2, se anulan en los

nodos de la malla que estan en Qp.

3. Definimos los siguientes problemas:

Para n = 1:

Problema 5.8. Encontrar Y&h € Lg,’ll tal que

1
aly (Y, 21) = /Q(f“/“)lzhdx - % /ngyv({h o X zpdx, Yz, € LYy, (5.71)

sujeta a la condicion de contorno
Yon=Yipy, en TL, (5.72)
con Y\}E,h obtenida por interpolacion a partir de Y{¥ (-, t1).

Problema 5.9. Encontrar YIEI2 n € Lg,;l tal que

1
aly (Y, pr2n) = /Q(f;,g)lzhdx— E/ngygmox,?vlzhdx, Yz, € Ly, (5.73)
sujeta a la condicion de contorno
Yi,n=Yi,pn enTh (5.74)

con YﬁbE’h obtenida por interpolacion a partir de Yli(-, t1).

Para n > 1:
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Problema 5.10. Dadas Y/}, ' € Lg;l”_l y Y7, € L@f} encontrar Y € L&”‘H tal
que

2
ayy (Y, 2n) = /Q(f\r/n)"ﬂzhﬂ + E/QPZY\% o X"y da

1 _
— / PRyt o X0 gy dae, W2y, € L (5.75)
2At (¢} ’
y verificando
Yot = I p, (WP ( taga)) en T, (5.76)
n—1 Fn—1 n Fn n+1 Fn+1
Problema 5.11. Dadas Yy, € Ly, y Yy, n € Lgj, , encontrar Yy 'y € L tal
que
2
eVt = [UBY ande+ 2 [ V0 %0 ande
Q Q
- / pZYIT}_i o X;:_l’nﬂzhdx, Vzy, € Lg}':'l (5.77)
2At QO 25
y verificando
Vi = Tirg (YA, (- tar1)) en T (5.78)

Observacion 5.2.1. En los problemas que acabamos de definir, las condiciones iniciales

Y\(/)h e YI(}Q n se obtienen con el interpolante I,% y, por lo tanto, estdn definidas en todo €.

De forma andloga, en cada instante de tiempo, las condiciones de contorno I,?L FE(Y‘}E) Y

I}QL FE(YI?Q) estan definidas en toda la frontera I'g aunque sélo vamos a utilizar sus valores
en los nodos de T'gp NT'p dado que en T'g \ (T NT'r) valen 0.

Una vez que resolvemos estos problemas, podemos recuperar el valor de las fracciones

mésicas y de la entalpia térmica en la regiéon Q’FFI. Asi, dado un nodo de la malla 3;, si
Z'(B;) < 0, tendremos

Y5 (8:) =0, (5.79)
n+1 7 n+1 321/1 n+1 n+1
Yoou(B) = =7 \ 20" + 5o Yon + 8V ) (5.80)
14
11 44v
1 1 1 2 1
Y0,1(80) = 255" = =Yoo 0 — M—VY&L,Z : (5.81)
181/3
Vitson () = 2537 = g, Yo = Vi (582
hih (B) = Hy™ = asY sy, — anYvn — asYii s, (5.83)
y, en caso contrario,
Yort(B) = Y (6) = Y855,(8:) = 0, (5.84)
Yo (8:) = 275 (B), (5.85)
Yab (8i) = Z54(B), (5.86)
Yiion(B) = ZEH (8, (5.87)
Yio, (B:) = Zy3 1 (Bi), (5.88)
hh (B:) = Hy7H(5:). (5.89)
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5.2.2. Conservacion de k y ¢

Suponemos conocidas las funciones p, v, u y f™. Entonces, para obtener la energia
cinética turbulenta y la tasa de disipacién turbulenta debemos resolver el problema continuo:

Problema 5.12. Encontrar funciones k: Q x [0,T] =R ye:Q x [0,T] — R tales que

pk — div (<u + ?) grad k> + "k = P, — pe, (5.90)
k
2

pé — div <(,u + 'ut) grad €> + fMe= CleiPk — C’ng6

— — 5.91
O k k’ (5.91)

Junto con las condiciones de contorno (5.19), (5.20), (5.22) y (5.24) y las condiciones iniciales

k(z,0) = k'(z), Va2 €Q (5.92)
e(x,0) = (z), Ve Q (5.93)

conk?: Q@ —R ye:Q— R funciones dadas.

Ademas de las limitaciones del modelo k& — € para simular cierto tipo de flujos como,
por ejemplo, en regiones con nimero de Reynolds pequeno, la resolucién numérica de las
ecuaciones de este modelo presenta dificultades que han sido objeto de numerosos estudios
que podemos encontrar en la literatura. Los principales problemas son la preservacion de la
positividad de k y €, algo esencial por razones fisicas y matemaéticas, y la posible inestabilidad
del método debida a la no linealidad de las ecuaciones. En Mohammadi y Pironneau [71]
encontramos un anéalisis de estas dificultades cuando se utilizan métodos de tipo Lagrange-
Galerkin y el planteamiento de algunos métodos para solventarlas.

Si consideramos de nuevo el espacio Wy definido en (5.31) y seguimos un procedimiento
analogo al realizado para obtener el Problema 5.1, obtenemos el problema débil siguiente:

Problema 5.13. Encontrar k(-,t),e(-,t) € H'(Q) tales que kir, = kg, €r, = €g ¥y

/ pkzdz + / <u + ﬂ) grad k - grad zdx +/ fMkzdx
Q Q Ok Q

= /sz—/pezdx, Vze Wy, Vte (0,T), (5.94)
Q Q

/ pézdr  + / (u + ﬂ) grad € - grad zdx —i—/ fMezdx
Q Q Oe Q

2
= 016/ Eszdx—Cge/ pe—zd:c, Vz e Wy, Vt € (0,T), (5.95)
ok o k

con

k(x,0) = k%(z), €(z,0) = (z), Yz € Q. (5.96)

Para la discretizacion de este problema hemos elegido un método de Lagrange-Galerkin de
primer orden en tiempo y segundo orden en espacio. Para la aproximacion de las derivadas
materiales de las ecuaciones utilizamos la formula (5.26) y para la discretizacion espacial
de las ecuaciones (5.94) y (5.95) utilizaremos, como en el caso anterior, elementos finitos
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cuadraticos. Si denotamos las aproximaciones de k™ = k(-,t,) y €" = €(+,t,) en el espacio
Wh por kv €p, la viscosidad turbulenta obtenida con estos valores serd

k:n
i = o, S (5.97)
€h
y el pardmetro w serd aproximado por
n
Wl = Z—’;L (5.98)
h
Definimos, ademas, las formas bilineales a} "', a2+t : HY(Q) x H'(€2) — R como
”+1(u v) = 1 / ”+1uvdx +/ pp g Hen grad u - grad vdx
k ’ ) At Q h O
+ / (™" + pp ) wvd, (5.99)
Q
n+1 1 n+1 n+1 “n
al(u,v) = ph wvdz + pp" "+ —— | grad u - grad vdx
At Q Oc
+ /Q ((f™)"* + Coepp ™ w) uvd, (5.100)

con u,v € HY(Q), para cada n € {0,..., N — 1}.

Nota 5.2.1. La densidad y la viscosidad laminar se obtienen a partir de los valores apro-
ximados de las fracciones mdsicas y de la temperatura de la mezcla. Si para calcular k y
€ en tyhy1, resolvemos antes las ecuaciones de las especies y de la energia, tendremos las
aprorimaciones de la densidad y de la viscosidad laminar en ese instante, que hemos denotado

como pZH Yy ,uZH, respectivamente.

Para resolver las ecuaciones del modelo k — €, proponemos una discretizacién semi-
implicita que nos permite resolver de forma desacoplada las ecuaciones del Problema 5.13.
Asi, para cada n € {0,..., N — 1}, resolveremos los dos problemas siguientes:

Problema 5.14. Dada k} € W2, encontrar una funcion k,’:“ € WE con kZ'H = k%tll en
I'g, tal que
ap T kRt 2n) = (s 2n), Yan € W, (5.101)

siendo

f= P+ ok o (5.102)

At

Problema 5.15. Dada €' € W2, encontrar eZ'H € W7 verificando e”+1 = e%ﬁ} enTpy
a?“(ezﬂ,zh) = (f™, z1), Yz € W3, (5.103)
con
n n pn 1 n+l_n n,n+1
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En cada instante ¢,1, las condiciones de contorno k‘zﬂt} y G%Jrhl son polinomios de grado

2 cuando se restringen a cada cara de la frontera I'g y se obtienen interpolando las funciones

k:%+1 y e%“, respectivamente, que supondremos continuas sobre I'p.

Si estos problemas se resuelven para n = 0, debemos tener en cuenta que k:g y 62,
se obtienen a partir de las funciones dadas k° € C°(Q) y ¥ € C%Q), respectivamente,
utilizando interpolacién de Lagrange.

Observacion 5.2.2. En Mohammadi y Pironneau [7/] proponen esta misma discretizacion
temporal, pero con elementos finitos lineales, y se dice que ese método no es muy estable.
Ademds, se propone un método combinado de elementos y volumenes finitos, en el que se
resuelven las ecuaciones en dos etapas: una convectiva y otra difusiva. La etapa de transporte
convectivo la resuelven utilizando el método de caracteristicas. En Codina y Soto [7/] se da
otra discretizacion temporal que necesita de la realizacion de dos bucles internos en cada
paso de tiempo, lo que implica un elevado coste computacional inviable para un método LG
tridimensional.

Dado que hemos decidido emplear métodos de elementos finitos de segundo orden pa-
ra todas las ecuaciones de tipo conveccién-difusién-reaccién que aparecen en la memoria,
también empleamos el mismo método para estos problemas. El inconveniente con el que nos
encontramos para estas ecuaciones es que ese método no garantiza la positividad de k y €, por
lo que proponemos algunas estrategias para conseguirla, asi como para evitar inestabilidades
debidas a los términos de reaccion:

= Acotamos inferiormente k por 1073 y € por 2 x 1073,

= Calculamos ', como

n __ 7 z TLC (k%)Q n n 5 105
Mt,h = max (Imin { pp Me—nﬂu’max y Bmin ( : )
h
y w™ de la forma
n < n kz -5
w" = max | ppCu——,10 . (5.106)
M p,

Los valores fiy,,. ¥ My, S€ definen en funcién de la viscosidad laminar. Por ejemplo,
como valores habituales tomaremos ... = 104,u2 Y Honin = 10_2,u2. La idea para
estas acotaciones se ha tomado de las propuestas dadas en Kuzmin et al [65] y Lew et

al [66] para flujos incompresibles.
» Limitaciéon de la produccion de k. En Han et al |[53] se propone una cota superior para

la produccién de la energia cinética turbulenta en flujos compresibles dada por

1
Pkflim = \/gpk‘ HD — gdiVV]I

En FLUENT se propone calcular la producciéon de k de la forma

2
— gpkdivv. (5.107)

Py, = 2(p + ) D], (5.108)
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en el caso de usar el modelo k — ¢ estandar.

Los resultados obtenidos con estas dos propuestas y con la produccién de la turbulencia
calculada por la formula (5.10) fueron muy diferentes en las pruebas realizadas. En el
caso de flujos transicionales o poco turbulentos hemos obtenido mejores resultados con
la producciéon dada por (5.108).

= Si utilizamos la féormula de cuadratura de los vértices para aproximar todas las inte-
grales del problema discreto, hemos visto que el método es més estable, y que k y €
son siempre positivos sin necesidad de acotaciones. Este mismo resultado se obtiene
si utilizamos, con el mismo elemento finito, el método semi-Lagrangiano propuesto en
3.9.1. Para la resolucién de las ecuaciones del modelo k& — ¢ hemos implementado el
método de Lagrange-Galerkin de segundo orden en tiempo, resultado de utilizar la
férmula BDF2, pero los resultados obtenidos en los problemas resueltos no fueron sa-
tisfactorios porque, para estas ecuaciones, la precisién no era mucho mayor y aparecian
inestabilidades en muchos casos.

Estas técnicas han funcionado en diversos test académicos pero se hace necesario un
estudio més profundo de la resoluciéon numérica de estas ecuaciones para desarrollar un
método mas robusto. Ademas, como comentamos antes, es necesario la modificacién del
modelo para zonas con bajo niimero de Reynolds, utilizando leyes de pared o con variaciones
del modelo como, por ejemplo, el modelo k — € para bajo nimero de Reynolds de Chien [30)]
probado por Kuzmin et al en [65] para el test del flujo en un escalon.

5.2.3. Conservacion de la masa y cantidad de movimiento

Supongamos conocidas las funciones p, k, u: v f™. Resolveremos de forma acoplada la
ecuacion del movimiento junto con la ecuacién de conservaciéon de la masa, que se utilizara
como una restriccion para la velocidad. Asi, teniendo en cuenta que p(z,t) > 0, V(x,t) €
Q2 x [0, T, si escribimos la ecuaciéon (5.5) como

1
divv = = (f™ - p), (5.109)
)
para obtener la velocidad y la presién resolveremos el problema acoplado siguiente:

Problema 5.16. Encontrar dos funciones v : Qx [0,T] — R3 y 7 : Qx [0,T] — R tales que

pv —div (T, + Ty) + grad 7 + f™v = pg,

1 5.110
diVV:—(fm—p)’ ( )
p
Junto con las condiciones de contorno (5.16), (5.21), (5.23) y la condicidn inicial
v(z,0) =v(z), Vz € Q, (5.111)

con v? : Q — R? dada.
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Como se puede observar, las ecuaciones (5.110) son las ecuaciones de Navier-Stokes
generalizadas para fluidos compresibles con divergencia conocida y, como veremos, su re-
solucién sera similar a la de las ecuaciones para un flujo incompresible vista en el Capitulo
4.

Si definimos el espacio funcional

Vo={wecHY(Q):w=0enTpUTp}, (5.112)
y tenemos en cuenta las formulas de Green (ver Gurtin [52]):
/ divSwdx = —/ S - grad wdz + / Snwdl’, (5.113)
Q Q r
/ grad pwdx = —/ edivwdx + / ew - ndl, (5.114)
Q Q r

siendo S un campo tensorial, w un campo vectorial y ¢ un campo escalar, podemos obtener
la formulacion variacional de las ecuaciones del Problema 5.16, resultando el siguiente:

Problema 5.17. Encontrar funciones v € HY(Q) y m € HY(Q) tales que
/ pv - wdx+ /(,u + 1) (grad v + grad Vt) - grad wdzx
Q Q

2 2
- 3 / (1 + py)divvdivwdr — / <7T + gpk:) divwdzx
Q

@ (5.115)
+ /fmv-wdx:/pg-wdx, Yw € Vg,
Q Q
1
/ divvgdr = / —(f™ = p) qdx, Vq € L*(Q),
Q QP
sujetas a las condiciones de contorno
v(,t) =vg(,t) en T, v(-,t) = veo (-, t) en I'p, (5.116)
y verificando la condicion inicial
v(z,0) = v(z),Vz € Q. (5.117)

Para la resolucion numérica del problema débil obtenido utilizaremos un método de
Lagrange-Galerkin de segundo orden en tiempo.

En primer lugar, para calcular la divergencia de la velocidad, discretizaremos p(z, ty+1)
con la formula BDF1, de forma que divv™t! ~ fg“, con

1 n+l _ n Xn,n—i—l
re ) (5.118)

n+1 __ my\n+1 P
fd - pn+1 <(f ) - At

Los elementos finitos elegidos, que podemos ver en la Figura 5.3, son los Py — burbuja
para la velocidad y P; para la presion (elemento Pl-burbuja/P1 o MINI-elemento). Asi,
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aproximaremos H!(2), Vo y H(Q) por sus subespacios de dimension finita Vj,, Vo y Wi,
respectivamente, definidos como

Vi, = {wn € [C°Q)® : wyr, € Py(T))* VT € O}, (5.119)
Vo = {wheXh:wh:Oen FEUFP}, (5.120)
Wi = {an € C°(Q) : quyr, € PL(T))}, (5.121)

donde Py (T}) y Py(Tj) son los espacios

P(T;) = {pr,:p: R? — R polinomio de grado <1}, (5.122)
Py(T;) = {p+aX:peP(T}),acR}, (5.123)
4

siendo M = 256H)\g la funcion burbuja asociada al elemento T} con )\g , ¢t =1,...,4 deno-

tando las coordenadas baricéntricas respecto a los vértices del elemento T}.

O Baricentro

® Virtice

Figura 5.3: Elementos finitos P, y Py

Si la condicién inicial dada v? € C°(Q), definimos v como su interpolacion sobre el

espacio Vj. Suponemos que, para cada n € {0,..., N — 1}, las funciones V%-H y vl son

funciones continuas sobre I'p y I'p, respectivamente, y definimos V%Jrhl y vgjé como sus

interpolaciones de tipo Lagrange. Estas interpolaciones, restringidas a los tetraedros de la
frontera, seran polinomios de grado 1 que estdn univocamente determinadas por los valo-

n+1 n+1

res de v y v en los vértices de la malla que pertenecen a las fronteras I'g y I'p,

respectivamente.
Para poder desacoplar las ecuaciones del Problema 5.17 del resto de las ecuaciones del
modelo vamos a suponer que conocemos pZ'H y HZ—H cuando vamos a calcular (VZ'H, 7TZ+1),

para n € {0,...,N —1}.
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Si definimos las formas bilineales a’f“(-, ), a?“(-, )y (-, -) como

1
at (v, w) = A /szﬂv -wdz + /Q(fm)"Jrlv -wdz
+ /Q,uzJrl (grad v + (grad v)") - grad wdz

2
- g/Quzﬂdivvdivwd:c (5.124)

g vew) = g [+ [y ws
+ / ,uZH (grad v + (grad v)") - grad wdz
Q
2

- g/Quzﬂdivvdivwd:c (5.125)

v tl(v,q) = —/quivvdx, (5.126)

tenemos los siguientes problemas discretizados:

Paran =1:

Problema 5.18. Encontrar dos funciones V}L eV, y f}L € Wﬁ tales que

ai (v, wn) +b' (Wi, ) = (£, Wn), YWn € Vo, (5.127)
B (Visan) = —(fin-an), Yan € Wi, (5.128)
donde
fon = Pr8— i/}}ﬂ% 0 X", (5.129)
0,1

fin = p—l}L ((fm)1 - %) : (5.130)

verificando las condiciones de contorno
V}1L|FE = V1E|7h, V}1L|FP = V})OJL. (5.131)

Paran > 1:

Problema 5.19. Dadas Vz_l, vy € Vy, encontrar VZ'H EVyuy fZ'H € W,% tales que

ag T vt w) A 00w, T = (B W), Yws € Vi, (5.132)

VI qn) = (5 an), Van € Wi, (5.133)
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donde
2 1 _
fl’}thl = pitlg+ ~ nlyn OX}TLl,n-‘rl B Q—Atpzﬂvz_l o X L1 (5.134)
1 pn-i-l _ pn o Xn,n—i—l
1 h
fa 't = P <(fm)"+1 v : (5.135)
h

verificando las condiciones de contorno

n+l _ n+l n+l _ . n+l
Viarg = VER Varp = Voo,h (5.136)

Una vez calculada ﬁZH, si el flujo es turbulento, recuperamos el valor de la presién de
la forma, )
it =l ngJrlk‘ZJrl, vn € {0,...,N —1}. (5.137)

Observacion 5.2.3. Si se quiere resolver el problema del movimiento con un método de
orden 1 en tiempo basta considerar el Problema 5.18 para todos los pasos de tiempo.

La formulacion matricial de los Problemas 5.18 y 5.19 asi como la eliminacion (condensa-
cion estatica) del grado de libertad asociado a las burbujas para reducir el almacenamiento
en este caso', pueden verse en el Apéndice A.

5.3. Resoluciéon numérica de la fase sélida

En esta seccién se presentan los métodos numéricos para la resolucion de las ecuaciones
de los modelos para la fase sélida, obtenidos en el Capitulo 2. En ese capitulo se propo-
nian tres modelos diferentes segin el tipo de carbén y el tamafio de la particula. El primer
modelo era valido para particulas grandes con alto contenido en cenizas, el segundo para
particulas pequenas con alto contenido en cenizas y el tercero para particulas pequenas y
con bajo contenido en cenizas. Denotaremos estos modelos como BFL, BFLsl y BFLs2,
respectivamente. Los tres modelos estan formados por un conjunto de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias y, ademés, por ecuaciones numéricas no lineales para la obtencién de las
velocidades de gasificacion del “char”.

Como vimos, en los tres modelos de combustion considerados se hace una descripcion
Lagrangiana de la fase solida. Asi, las particulas de carbén se consideran un medio discreto
y para cada una de ellas se caracteriza la velocidad, temperatura, composicién y tamano a lo
largo de su trayectoria. Estas particulas se tratan como fuentes o sumideros de masa y energia
dentro de cada uno de los elementos de la malla por los que pasan. Los modelos que realizan
este tratamiento para una mezcla de gases (medio continuo) y particulas (medio discreto)
se conocen como PSlI-cell (“Particle Source In Cell”). Asi, en primer lugar calcularemos la
velocidad y la posicién en la que se encuentra la particula. Para obtener la velocidad de la
particula podemos resolver de forma exacta la ecuacion diferencial (2.115). Para ello, basta
suponer que la velocidad del gas es constante en el corto periodo de tiempo de la integracién

Ver Pironneau [82] para el caso incompresible y con viscosidad constante.
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de la ecuacién. De esta forma, la ecuacién puede ser integrada formalmente para dar

Atg

=v" - (V" —V;L) e

n+1
Vp

T _ Ats

+g? (1 —e ™ ) , (5.138)
!

siendo Aty el paso de tiempo utilizado para integrar las ecuaciones de la fase solida, v” la

n

velocidad del gas en la posicion xy,

(2.131) y

7p el tiempo de relajacion de la particula definido en

f _ CDRe )
24
Este esquema analitico es muy eficiente aunque puede ser impreciso si se utilizan pasos de

(5.139)

tiempo grandes; por ello, tendremos en cuenta el tiempo de relajacién de la particula para
calcular Atg.

Nota 5.3.1. El radio de la particula, vy, solo varia en el caso del modelo BFLs2 aunque por
sitmplicidad en la escritura lo escribiremos siempre como dependiente del tiempo, teniendo

en cuenta que en los otros dos modelos r) = a.

La posiciéon de la particula se obtiene discretizando la ecuacion (2.118) utilizando un
método de diferencias finitas de un paso (Euler implicito). Asi,

apth = a2 + Aty (5.140)

Los valores de las densidades de los volatiles y del agua obtenidos a partir de las ecuaciones
(2.55) y (2.56), respectivamente, se aproximaran en cada paso por

1

n+l _ n
VTV AL Bye PARTE (5.141)
|
Pito = Plio (5.142)

1+ AtsB5€_E5/RTz;L ’
y, a continuaciéon podemos calcular )\ZH y Ag“ de la forma

n+l _ n (7“”)2

= D (5.143)
S
+1
)\n-l—l _ P?]zo—/)?ﬁo (TIT?Z)Q 5.144
5o At 3pD (5.144)

En el caso de que particula se encuentre en la segunda etapa hay que obtener los valores de
)\’fH, )\SH, )\QH, ritly r?“, segin el modelo y el tipo de combustion que esté ocurriendo.
En el caso del modelo BFL hay que resolver (2.66) si estamos en Qp, (2.68) si estamos en
Qo y hay una llama de difusion en el interior de la particula, y (2.71) estando en Qo y
con la llama de difusion en la vecindad, pero fuera, de la particula. Si estamos considerando
el modelo BFLs1 tendremos de nuevo el sistema (2.66) si estamos en Qp, mientras que si
estamos en la region con oxigeno resolveremos (2.83). Por tltimo, si el modelo es el BFLs2
tendremos (2.90), si la particula se encuentra en una regiéon en la que no hay oxigeno, y
(2.92) en caso contrario.

Conocidas las velocidades )\ZH y )\g"'l y las fracciones mésicas de oxigeno, diéxido de
Ry 1 . ) n+1 n+1
carbono y agua en la posicién xg+ de la particula, que denotaremos como Y™, Y5, e
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Yﬁjol, respectivamente, y tomando r. = r7, podemos suponer que todos los sistemas de

ecuaciones tienen la forma general
G(A1, A2, A3, 7p) =0, (5.145)

aunque para algunos modelos se eliminen algunas dependencias. Para obtener una solucién
de (5.145) utilizamos el método de Newton discretizado.

n+1

27" usamos la formula

Para calcular r

1/3
)\nJrl + )\nJrl + )\nJrl At n+1,rnD
rtl = | ()3 — i 2 2 JALp" Ty , (5.146)
e
tomando como condicién inicial r? = a. Si el modelo es el BFLs2 haremos r;”rl = pntl

La ecuacion de la energia tiene la forma general (2.48) y se diferencia en cada situacion
por el aporte o consumo de calor debido a las distintas reacciones que tienen lugar. Para la
discretizacién de cada una de las ecuaciones se utiliza el método de Euler implicito. Debido
al término de calor por radiaciéon, representado por la ley de Stefan-Boltzmann, queda una
ecuacion no lineal de la forma

a(Ty ) + 0T + e =0, (5.147)

que se resuelve mediante el método de Newton.

El paso de tiempo utilizado para la integracion de las ecuaciones diferenciales de la fase
solida se calcula de la siguiente forma

Aty = min (1, 7, 7¢, Tq, At , (5.148)

siendo 7, el tiempo que tarda la particula en atravesar el tetraedro en el que se encuentra,

que definiremos como

(VT)1/3
Ivpll

con Vr el volumen del tetraedro y C el nimero de Courant-Friedrichs-Levy, 7 el tiempo

dado por

(5.149)

Ty =

7“26 1%
p-pPFp
= —, 5.150
Tt 3k ( )
Y Tq
= mf = = (5.151)
Tq = 1111 B4€7€4/RTP ) B56755/RTP ) .

que representa el minimo de los tiempos caracteristicos para la liberacién de volatiles y
humedad. Por ultimo, At,, es el paso de tiempo méaximo que se definiré teniendo en cuenta
las escalas de cada problema particular.

El paso de tiempo varia en cada instante ya que se calcula a partir de la temperatura de
la particula, de su densidad, de su tamano y del tamaiio del tetraedro en el que se encuentra.
Para cada particula se calculara su trayectoria hasta un niimero maximo de pasos de tiempo
o hasta que abandone el dominio computacional.
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5.3.1. Condiciones de contorno para la fase s6lida

Cuando calculamos la trayectoria de una particula es necesario determinar su comporta-
miento en caso de que se alcance una de las fronteras del dominio. En nuestro cédigo se han
implementado las siguientes condiciones de contorno:

1. Particula que entra: si una superficie de la frontera se define como entrada de carb6on
se considera que las particulas entran de manera uniforme a través de ésta. Esto quiere
decir que por cada uno de los tridngulos que forman la superficie entraran particulas,
a la misma velocidad, cuya posicién inicial sera el baricentro del mismo. En la Figura
5.4 se puede ver un esquema de una superficie definida como entrada de particulas.
El ntimero de particulas que atraviesa cada tridngulo seré igual al niimero de tamanos

0
P

Yo
Yo
8

Figura 5.4: Esquema de la condicién de contorno de entrada.

considerado multiplicado por el ntimero de intentos que se definen para el modelo de
dispersiéon. Para tener en cuenta la granulometria del carbén, el ntimero de particulas
real al que representa cada una de las particulas calculadas, se determinard a partir
de la distribucién de masa considerada para el carbén, aproximada con una funcién de
Rosin-Rammler que describiremos con detalle en el Capitulo 6.

2. Particula que rebota: si definimos esta condicién en una frontera, todas las particulas
que llegan hasta ella rebotaran. Cuando esto ocurre la velocidad de la particula se
determina de la forma

Vit = —ou(vp - n) 4 0u(v -1 4V - s2), (5.152)

siendo n el vector normal a la frontera y si, so los vectores tangentes en el punto de
colision de la particula (que sera la nueva posicion de la particula xg“). Los coeficientes
on y 05 determinan la cantidad de movimiento que pierde la particula en el choque

con la frontera en las direcciones normal y tangencial, respectivamente. Este es el

An

Figura 5.5: Esquema de la condicién de contorno de rebote.

tipo de condiciéon de contorno habitual en las paredes. Podemos ver un esquema del
comportamiento de la particula en este caso en la Figura 5.5.
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3. Particula que queda atrapada: cuando ponemos esta condicién la particula se queda
parada en la frontera, es decir V;H—l = 0, aunque continuarfa gasificando hasta quedar
reducida a cenizas (ver esquema en la Figura 5.6). Este tipo de condiciéon de contorno

se pone en la parrilla de una caldera industrial.

n
xp Fm_Fe
)
n
VP
Ty, 4 >n+1
Parrilla

Figura 5.6: Esquema de la condicién de contorno de particula atrapada.

4. Particula que sale: si la condicién de contorno es de este tipo la particula abandona el
dominio. En ese caso se deja de calcular la trayectoria de la particula y la evolucién de
su masa y su temperatura, dando lugar a los correspondientes inquemados.

5.4. Algoritmos utilizados

Hemos visto en las secciones anteriores los métodos numéricos para la resolucién de las
ecuaciones del modelo que vamos a resolver. Teniendo en cuenta la discretizacién temporal
de las ecuaciones, hemos disenado algoritmos para su implementaciéon. Dado que el modelo
consta de dos fases que estédn acopladas, éstas se resolveran alternativamente hasta que se
alcance la convergencia deseada, tal y como se muestra en la Figura 5.7. En cada simulacién
se podré establecer la frecuencia con la que se resuelve la fase dispersa en el calculo global.
Recordamos que el acoplamiento de los dos modelos viene dado porque la fase gaseosa de-
termina la atmosfera en la que se queman las particulas y éstas, al gasificarse, seran fuentes
de masa y energia para aquélla.

Fase sélida

Actualizacién de la
atmosfera

Actualizacién de las
fuentes

Fase gaseosa

Figura 5.7: Algoritmo para el acoplamiento de las dos fases

Para facilitar la escritura, en esta secciéon omitiremos el subindice h en las funciones,
entendiendo que todas las que mencionemos seran aproximaciones en los espacios discretos
de elementos finitos correspondientes.

Teniendo en cuenta la discretizaciéon de las ecuaciones en fase gaseosa, hemos disenado
el siguiente algoritmo (véase el esquema en la Figura 5.8):
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. Resolucién de los Problemas 5.14 y 5.15 para obtener k"t €

. Inicializacion de las variables principales: k%, €0, 6%, v0, Y0 i =1,...,8 y calculo de las

K]
secundarias: ug, A2, 0, h%, HY, ZZQ, i=1,..,4.

T

. Calculo de las variables de Shvab-Zeldovich H"*! y Z?H, i = 1,...,4. Para ello, si

estamos en el primer paso de tiempo se resuelven los Problemas 5.2 y 5.3 con los valores
v0 p% 2 dados. Para el resto de los pasos de tiempo consideraremos los Problemas
5.4 y 5.5 utilizando los valores v*~1 v pm 2.

. Obtencion de las variables Y‘;LH e YH";rl a partir de Z{LH, mediante los Problemas 5.8

v 5.9 en el primer paso de tiempo y mediante los Problemas 5.10 y 5.11, para el resto
de los pasos de tiempo.

. Célculo de la temperatura 6”1, Se usa un método de Newton en la ecuacion (5.2).
. Obtencién de p"*! de la ecuacién de estado (5.7).

. Célculo de la divergencia divv™*! con la formula (5.118).

n+l v por lo tanto,

M?H utilizando (5.97). Para obtener k"*! y ¢! necesitamos conocer los valores de
la velocidad en t, y t,—1, la densidad en t,41, y el gradiente y la divergencia de la

velocidad en el instante t,, para el calculo de P}’

En este punto proponemos el siguiente algoritmo interno, opcional, para calcular k"*1,

"1 con v y p" fijadas:

= DESDE ¢ =1, Np:

a) Calcular k*! y €1 como el limite de dos sucesiones k™ y €™ que resultan
de resolver los Problemas 5.14 y 5.15.

b) Actualizar el valor de la viscosidad pi™!, de w'™! = €1 /k"*1! y de la produc-
cion Pé“.

c) Calcgl/llar la longitud caracteristica L+ para el modelo k — € dada por L =
C.E=.

d) Si |[L**! — L] < C FIN
» FIN DESDE

Obtencién de la velocidad vt y la presion 7"+,

Relajacion de las variables principales:

vt — a, v 4 (1 — )V,

7" a4 (1 - ag)n”,

7 e o 2P (1 — )20, i =1, .., 4,
H"W — a, H" M+ (1 — oy H™,

con ay, Qr, aq, g, a3, g y oy numeros reales en [0, 1] llamados pardmetros de rela-
jacion.
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10. Comprobacién del test de parada:

V" = vy < Co,

7" — 7|20y < Cp,
1227 = ZP ) < Gy i =1,...,4,

IH"* — H"| 120y < Ch,

con Cy, Cp, C1, Oy, C3, Cy y Cy, constantes dadas. Si no se verifican simultdneamente
todas esas desigualdades se vuelve al paso 2. Si el problema incluye fase sélida, se
calcularan las fuentes procedentes de ésta antes de volver al paso 2.

Observacion 5.4.1. Algunos coeficientes y términos fuente de las ecuaciones del modelo
dependen de otras variables que han sido obtenidas previamente. Por esta razon, para tener
un método estable es necesario controlar los cambios en las variables principales del problema
en cada instante de tiempo. Para ello se relajan las variables como se indica en el paso 9
del algoritmo para la resolucion del modelo de fase gaseosa que acabamos de describir. La
eleccion de los pardmetros de relajacion se realiza de forma empirica, teniendo en cuenta que
cuanto mds pequenos sean estos parametros mds lenta serd la convergencia del método pero
mayor su estabilidad. En el algoritmo desarrollado para la fase sdlida relajaremos también
las fuentes de masa y energia homogeneizadas en cada iteracion. En nuestra experiencia, es
especialmente importante la relajacion de la velocidad de la mezcla gaseosa y de las fuentes
provenientes de la fase solida, siendo conveniente utilizar pardmetros pequenios, sobre todo
en las primeras iteraciones.

Observacion 5.4.2. Ademds de la relajacion de las variables del problema, otra estrategia
para favorecer la estabilidad es la realizacion de iteraciones internas en las ecuaciones en
derivadas parciales del modelo. Si se elige esta técnica en una de estas ecuaciones, se fijardn
sus coeficientes y sus términos fuente en cada instante de tiempo, de forma que la matriz
correspondiente permanece constante durante el proceso iterativo interno, y se realizardn
iteracitones hasta alcanzar cierta convergencia.

5.4.1. Algoritmo para la fase sélida

FEn esta seccion se describe el algoritmo empleado para la resolucién numeérica del modelo
de fase soélida. El algoritmo se caracteriza por su capacidad para distinguir la etapa de
combustién en la que se encuentra la particula en cada instante de tiempo.

Para cada particula se siguen los siguientes pasos (que podemos ver de forma esquemética
en la Figura 5.9):

1. Inicializaciéon de las variables: las densidades p(‘)/, ,0%,20, pOC, la temperatura TI?, los
radios de las dos llamas de difusion r?, r?, las velocidades de reaccion {)\?}?:1, la
posicion xg, la velocidad Vg y el paso de tiempo AtY. Se inicia también el contador
e = AtY que permitira saber cuando calcular de nuevo la fluctuacion de la velocidad
en el modelo de dispersion.
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Inicializacion:
0 10 .0 ,0
v, k s €7y Ntv
0 70 O ; _
P, T°, Y, i=1,...,N,

Modelo BFL para la fase gaseosa

e Ecuaciones de conservacién de las variables S-Z:
. n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Célculo de X1, X377, X3, X"y H

e Hipdtesis de Burke-Schumann:
Obtencién de i, Y/ i =1,..,N, y, por lo

tanto, 77!

Ecuacién de estado:
Caélculo de p™*!

l

Ecuacién de conservacién de la masa:
Obtencién de divv™*!

l

Ecuaciones de k — e:
Calculo de k™1, entl y yntt

Ecuaciones de Navier-Stokes:
Célculo de v+, mptt

NO

A

Modelo BFL para la fase sélida:
NO Obtencién de fo vy fim

Resolucién
fase sélida,

Figura 5.8: Algoritmo global del programa
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2. Obtencion de v/"*! a partir de (5.138) y de z"*! con (5.140).

3. Localizacion del tetraedro en el que esté la particula (x;”“). Para este paso se utiliza el
algoritmo de busqueda-localizacion desarrollado por Allievi y Bermejo [2] que permite
localizar de manera eficiente puntos en mallas no estructuradas®. Si la particula ha
salido del dominio se aplica una de las condiciones de contorno vistas en 5.3.1. Si la
frontera con la que se encuentra la particula es una salida, se finaliza el calculo. La masa
que todavia contenga la particula se contabiliza para saber la cantidad de combustible
que ha quedado sin quemar al final de la iteracion de fase sélida.

4. Interpolacion de las fracciones masicas Yo,, Yu,0 € Yco,, la temperatura 0, los paré-
metros de la turbulencia k y e, el calor especifico ¢, y la velocidad v de la fase gaseosa

m+1

en la posicion x,""" en la que se encuentra la particula.

5. Calculo de p’{}“, pTHnjol, )\TH y )\?H con las expresiones (5.141)-(5.144).

6. Si T" < T, las reacciones de gasificacion del carbono fijo estan congeladas. Entonces
hacemos

)\’il%l*l _ )\S’LJrl — )\gl+1 =0

)

m+1 _ .m
Tc _Tc’
m+1l _ .m
rf —Tf,

y vamos al Paso 9.

7. Sir!" =0, se ha consumido todo el carbono fijo y, por lo tanto, no tendran lugar las
reacciones de gasificacion del char, lo que implica que

)\gnJrl — )\gnJrl — )\gnJrl gn—f—l — ,rerl = 0.

f

=

Ademas, si estamos en el caso del submodelo BF Ls2, como 7" = r* = 0, finaliza el

P c
céalculo de la trayectoria de la particula.

8. Si r” > 0 (lo que equivale a decir que todavia hay carbono fijo en la particula) se
calculan 71 T}”H y {AT13 ) de la forma:

8.1. Si el carbén tiene alto contenido en cenizas y a > 50 pm resolvemos el modelo
BFL:
= )\;nJrl =0.
= Si YOT';Jrl = 0 la particula esta en la region Qp y se resuelve el sistema (2.66).
= Si Yg?rl > 0 la particula estd en la region 2p. Se resuelve en primer lugar
el sistema (2.71) correspondiente a la situacion en la que la llama esta fuera
de la particula (r}”+1 > a). Si al resolver este sistema resulta que 7“}”“ < a,
es que nos encontramos en la situaciéon en la que la llama esta dentro de la
particula y se resolveria el sistema (2.68), comprobando que, efectivamente,

7“}’3”1 < a (y, por tanto, la consistencia del modelo).

2 Este algoritmo es el mismo que hemos usado para buscar los nodos de cuadratura movidos por las curvas
caracteristicas en los métodos de Lagrange-Galerkin.
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8.2. Si el carbén tiene alto contenido en cenizas y a < 50 um resolveremos el modelo
BFLsl:

» Si Yg;“ = 0 se resuelve de nuevo el sistema (2.66) y A5""! = 0.
= Si Yg;“ > 0 se calcula la solucion del sistema (2.83).

8.3. Si el carbon tiene bajo contenido en cenizas, se considera el modelo BFLs2:
= Si Yg;“ =0, )\g”rl = 0 y para obtener )\TJrl y Ag”l se resuelve (2.90).
= Si Y(S’;'H > 0 se calcula la solucion de (2.92).

8.4. Se calcula r™! utilizando (5.146).

c

9. Se resuelve la ecuacion de la energfa.

10. Se calculan las fuentes para la fase gaseosa segun el modelo y la region del dominio en
la que se encuentra la particula, utilizando las expresiones dadas en 2.6.

11. Calculo de la velocidad instantanea usando el siguiente algoritmo:

11.1. Si 1%, < 0, calculamos de nuevo tres nimeros aleatorios fiwrl, ;”Jrl y g”“ y

un nuevo tiempo de actualizaciéon de la fluctuacion de la forma
¢t = min (77 7L (5.161)
Para calcular los valores de los tiempos 7m*! y 7+l evaluamos las férmulas

(2.129) y (2.130), respectivamente, dadas en el Apartado 2.8.1, en el instante
tm+1, calculando previamente un ntimero aleatorio r.

112, Si 17, >0, 0 =g — Aty gt =g gt =gy et =,

11.3. Actualizamos el valor de la velocidad instantanea con la formula (2.128) evaluada
en el instante ¢,,41.

12. Si se supera el ntmero maximo de pasos de tiempo, m > N, se finaliza el calculo,
pasando la particula a contar como incompleta. Antes de que m = N, la particula
deberia haber salido del dominio o gasificarse por completo. Si el niimero de particulas
incompletas es elevado debe aumentarse Ny hasta que se complete el calculo en la
mayoria de particulas.

13. Calculo del paso de tiempo At™! mediante la formula (5.148).

Observacion 5.4.3. Para obtener las fuentes que la fase sdlida aporta a la gaseosa en
el instante 141, se sigue la trayectoria de todas las particulas hasta que éstas abandonan
el dominio computacional o se gasifican completamente. Como vimos en la Seccion 5.3, las
ecuaciones del modelo para la fase sélida, incluyendo la que nos permite obtener la trayectoria
de una particula, se discretizan utilizando pasos de tiempo At]* y, por lo tanto, tenemos las
variables asociadas a una particula en los instantes ty,+1 = to + At', 0 < m < Ng. De
esta forma, en cada instante t,,+1 conocemos la posicion de la particula y su contribucion
de masa y energia a las fuentes homogeneizadas que estamos calculando en t,41.
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Una vez obtenidas las fuentes de masa y energia homogeneizadas en un instante 1,
calculamos las fuentes para los escalares de Schvab-Zeldovich dadas en (5.11)-(5.15) y hace-

mos
e ap (M U —ap ) fl i =1, .04, (5.162)
W= apn T+ (U= apn) fi (5.163)

siendo a1, afo, a3, afa y afp, los pardmetros de relajacion elegidos para las fuentes
procedentes de la fase sélida.
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Calculo de la velocidad y
la posicién de la particula

A\

Caélculo de las atmésfera
que rodea la particula.

A/

Primera etapa.
Obtencién de \j 1t y Azt

i Reacciones
Reacciones Si No 3 S
controladas de gasificacion

ifusié del “char”

por la difusién
congeladas

\

D

n+l _ .n
TP+1 =T
n _n
Te =T

BFLs1

BFLs2

!I ! w
=
=

y

Célculo de las fuentes de masa |
y energia que aporta la
particula y su contribucién a
las fuentes homogeneizadas

Célculo de la velocidad
instantanea del gas

Célculo del paso de tiempo

Figura 5.9: Algoritmo para la fase solida



Capitulo 6

Simulacién de un chorro de carbon
pulverizado

6.1. Introduccion

Uno de los objetivos de este trabajo era el desarrollo de un coédigo para la simulaciéon
de flujos de gases reactivos que podrian incluir la combustién de particulas de carbén pul-
verizado. En este capitulo mostraremos las capacidades de la herramienta desarrollada y
estudiaremos la aplicabilidad y el comportamiento de los modelos de combustién introduci-
dos en el Capitulo 2, asi como las ventajas que estos modelos tienen frente a otros que se
pueden encontrar en la literatura. Con este objetivo vamos a simular el experimento llevado
a cabo por Hwang et al [56, 57|, en el que se realiza un estudio de la estructura de una
llama de carbén pulverizado. Los autores de estos articulos presentan medidas obtenidas
utilizando herramientas Opticas que ayudan a clarificar los procesos involucrados, asi como
la estructura de la llama formada en el experimento. Para obtener esta llama se considera
un chorro de carbén pulverizado arrastrado por aire a temperatura ambiente que se inyecta
en una regién con aire casi estancado también a temperatura ambiente. El chorro de carbén
estd rodeado a la salida del inyector por una corriente de metano. Después de que la llama
de metano y aire se inicie los productos de la combustién calientan el gas inyectado y, por lo
tanto, las particulas. Estas, cuando se calientan, acttian como fuentes distribuidas de masa
de volatiles, CO y Hsy. En nuestras simulaciones, estas especies se queman con el oxigeno
del aire calentado, tan pronto como son liberadas al gas. Las reacciones de oxidacién en fase
gaseosa, que inicialmente tienen lugar de forma distribuida, consumen todo el oxigeno en una
region Qp por la que pasaran las particulas que se estan gasificando. Las especies liberadas
durante esta gasificacion de las particulas en Qg se queman en una llama de difusiéon I'p,
que rodea a esta regién, cuando se encuentran con el oxigeno procedente del aire ambiente
exterior.

La simulacién de esta llama se trata de un problema sencillo pero real, que incluye los
fenémenos mas importantes que tienen lugar en flujos con combustiéon de carbén, y que nos
permitira analizar el comportamiento y fiabilidad del modelo BFL y sus dos variantes. El
experimento realizado por Hwang et al es transicional, lo que nos permite considerar valida
la formulacién laminar empleada en los tres modelos, aunque cabria esperar resultados algo

195
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mejores con una formulaciéon completamente turbulenta. Ademas, al tratarse de un problema
de flujo abierto no es necesario incluir leyes de pared y, debido a los tamanos caracteristicos,
también se puede despreciar la transferencia de energia por radiacion.

Este capitulo se estructura de la siguiente forma: en la primera seccién se hace una des-
cripcién del experimento y se dan los datos del mismo; en la segunda se explica la metodologia
usada para la realizacion de las simulaciones; en la tltima seccién se mostraran los resultados
obtenidos para los distintos modelos de combustiéon de carbén y se comparardn con las
medidas experimentales.

6.2. Descripciéon y datos del experimento

Para la realizacion de este experimento se utiliza un quemador disenado especificamente
para la obtencién de una llama de carbén pulverizado en el laboratorio. Este quemador,
cuyo esquema se puede ver en la Figura 6.1, tiene una estructura coaxial formada por un
quemador principal y otro, con forma anular, que lo rodea.

Entrada de metano
Anchura: 0.5 mm

Entrada de carbén y aire
Diametro: 6 mm

Figura 6.1: Esquema del quemador de carbén pulverizado

Cuando se realizan este tipo de experimentos en un laboratorio, el problema principal es
conseguir la estabilizacion de la llama, para lo cual se utilizan diversas técnicas. Una de ellas
consiste en formar un remolino en el flujo mediante la introduccién del combustible con un
movimiento rotatorio (“swirl”). Esta estabilizacion de la llama es muy frecuente en calderas
y quemadores industriales. Uno de los problemas que aparece al simular este tipo de flujos es
que el modelo k-¢, el méas extendido, no los predice bien. En Edge et al [39] se comparan los
resultados obtenidos con los modelos k£ — € y de Smagorinsky para tres quemadores, pudién-
dose observar cémo las simulaciones LES predicen mucho mejor las medidas experimentales.
Otra posibilidad es el uso de una llama piloto, que es la técnica elegida en este experimento.

Asi, en este experimento se introduce metano a través del anillo circular que rodea al
quemador para formar una llama de difusién producida por la combustiéon del metano con
el oxigeno del aire. El caudal de carbén pulverizado introducido es muy pequefio y sin la
utilizacion del metano seria imposible estabilizar la llama. La cantidad de metano introducida
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es la minima para conseguir esta estabilizacién. Por todo esto, el experimento se puede
descomponer en dos etapas: una primera en la que se inyecta aire por el quemador principal
y el metano por el anillo que lo rodea, formédndose una llama de difusién y, una segunda
etapa, cuando la llama del metano ya se ha estabilizado, en la que comienzan a lanzarse las
particulas de carbon.

En la Tabla 6.1 se muestran los caudales y temperaturas de entrada consideradas en el
experimento; mientras, en la Tabla 6.2 se pueden ver los analisis inmediato y elemental, y
otras propiedades como densidad, calor especifico o poder calorifico, del carbén bituminoso
de la mina de Newlands utilizado en el experimento.

Compuesto Caudal ‘ Temperatura
Aire 1.80 x 107% m?/s 300 K
CH4 2.33 x 107° m3/s 300 K
Carbon pulverizado | 1.49 x 107% kg/s 300 K

Tabla 6.1: Condiciones de contorno en el inyector

Poder calorifico superior 29.1 MJ/kg
Poder calorifico inferior 28.1 MJ/kg
Analisis inmediato (base seca) | % masico
Cenizas 15.20
Materias volatiles 26.90
Carbono fijo 57.90
Analisis elemental (base seca) | % masico
C 71.90

H 4.40

N 1.58

O 6.53

S 0.39
Densidad 1000 kg/m?
Calor especifico 1000 J/kgK

Tabla 6.2: Propiedades del carbén

De los articulos de Hwang et al sabemos que la mediana de los didmetros de particulas
medidos en el experimento es 33 pum y la media de la distribucién de diametros, basada
en el nimero de particulas, es 25 ym. Para obtener la media de 25 pum, hemos considerado
la distribuciéon de tamanos de particulas que se puede ver en la Figura 6.2, en la que se
representan los porcentajes de particulas que hay de cada diametro. En ella se observa que
el rango de tamanos utilizado es de 5 — 61 pum, en consonancia con los valores mostrados
en los experimentos. Teniendo en cuenta la masa que tiene una particula de cada didmetro,
obtenemos la distribucién en masa de las particulas, es decir, la fraccién mésica de las
particulas de un determinado didmetro. En la Figura 6.3 podemos ver la distribucién en masa
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de las particulas. Para aproximar esta distribucién en masa utilizamos una funcién de Rosin-
Rammler, que establece una relacion exponencial entre el didmetro de una particula, dp, y
la fraccion mésica que suman las particulas con tamano mayor que ésta. Asi, si denotamos
por Y la fraccién masica de las particulas con didametro mayor que d, se tiene

yd = ¢ (4/d)" (6.1)

siendo d el diametro medio y n el factor de dispersion. El didametro medio y el factor de
dispersion que nos permiten ajustar la curva a la granulometria elegida es d = 33.3 ym y
n = 4.02, respectivamente. En la Figura 6.4 podemos ver el ajuste de la curva de Rosin-

Rammler a la distribucién de tamanos.
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Figura 6.2: Distribucién de tamanos de particulas
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Figura 6.3: Distribuciéon de masa de particulas
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——Rosin—-Rammler
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Figura 6.4: Ajuste de la curva de Rosin-Rammler a la granulometria

6.3. Descripcion y datos de las simulaciones

En primer lugar definimos la geometria que vamos a considerar para las simulaciones.
Como estamos interesados en la llama, la cual se encuentra en las cercanfas del eje del
inyector, si bien en la realidad la combustién ocurre en una camara con seccién octogonal,
simplificaremos esa geometria por una de seccién circular. Dado que la altura maxima a la
que se muestran los resultados experimentales es 195 mm, consideramos que la altura del
dominio es igual a 200 mm. Aunque no se proporcionan datos de la distancia a la que se
encuentra la pared con respecto al eje del quemador, suponemos que esté lo bastante lejos
como para no distorsionar la llama. Asi, hemos situado las paredes laterales del dominio a
una distancia de 60 mm del eje del quemador, de forma que las condiciones de contorno
elegidas no afecten a la llama.

Para mallar el dominio elegido usamos el programa GAMBIT, propiedad de ANSYS, Inc.
La malla es no estructurada y se hizo maés fina por la zona central cercana al quemador, con
un tamaifio medio en esa regién de h = 5.6 x 10~*mm. Esta formada por 126268 tetraedros
y tiene 23240 vértices y 176992 nodos'. En la Figura 6.5 podemos ver la malla en un plano
axial con los elementos de la misma coloreados por su volumen.

En el experimento, ademas de la gasificacion del carbén y de la combustion de los gases
producidos, tiene lugar la combustiéon del metano utilizado para la estabilizacién de la lla-
ma. En ninguno de los tres modelos desarrollados se tiene en cuenta esta especie y, por lo
tanto, habria que modificarlos. Para evitar hacerlo, se realizé una simulaciéon de la primera
etapa del experimento, con la que se obtuvo la composiciéon y temperatura de la mezcla de
gases producida por la combustiéon del metano, asi como la velocidad y la energia cinética
turbulenta y la tasa de disipacién turbulenta.

Para hacer esta simulacion se utilizo el codigo comercial FLUENT (version 12.1.4). Se

'Recordemos que para resolver las ecuaciones de convecciéon-difusion escalares del modelo utilizamos
elementos finitos de tipo Lagrange de orden 2. Asi, cada tetraedro tendra 10 nodos que seran sus vértices y
los puntos medios de sus aristas.
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Figura 6.5: Malla en un plano axial con los tetraedros coloreados por su volumen

eligi6 un dominio 2D, para hacer un calculo axisimétrico, partiendo de 60 mm antes de la
salida del inyector y hasta 40 mm después de dicha salida, de forma que se tiene un flujo
desarrollado en la salida del inyector. Como el flujo de aire alrededor del quemador (también
llamado coflujo) no ha sido proporcionado, hemos obtenido un perfil de velocidad, utilizando
una condicion de contorno con presion conocida, en el que la velocidad media es 0.3 m/s. Los
modelos utilizados fueron: para la turbulencia el modelo k£ — e estandar y para la conservacién
de la masa de las especies y de la energia el método de la fracciéon de mezcla con una tabla
PDF para el tratamiento de la interaccién entre turbulencia y quimica. En la Figura 6.6
podemos ver la fracciéon mésica del metano y la temperatura que resultan de la simulacion.
Se puede ver que el metano se consume rapidamente al entrar en contacto con el oxigeno y,
por lo tanto, a la altura h=20 mm de la salida del inyector su contenido ser& despreciable.
Por esta razon, definimos los perfiles de entrada para las simulaciones 3D como aquellos
obtenidos a esa altura en la simulaciéon 2D axisimétrica. Estos perfiles se muestran en la
Figura 6.7, para las especies y la temperatura, y en la Figura 6.8, para las velocidades axial
y radial, para k y €.

Una vez definidas las condiciones de entrada en el dominio 3D, elegimos para la salida una
condicién de tipo salida libre y para la pared, junto con la condicién de flujo difusivo de espe-
cies y entalpia nulo, consideramos, por simplicidad y dado que la pared esta suficientemente
lejos de la llama,

vV =vVy = (0,0,0.3). (6.2)

En cuanto a los métodos numéricos, para la resolucion de las ecuaciones de la fase gaseosa
hemos utilizado los métodos de Lagrange-Galerkin modificados de orden 2 en tiempo con
At =2 x 107 s. El test de parada elegido para alcanzar el estado estacionario fue

HVZH — Vil

At
siendo el nimero minimo de iteraciones N = 6000, con lo cual el tiempo final sera, al menos,
1.2 s.

< 0.02, (6.3)
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Figura 6.6: Resultados de la simulacion 2D axisimétrica
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Figura 6.7: Perfiles radiales de fracciones mésicas y temperatura a 20 mm del quemador
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La resoluciéon del modelo de fase solida se hace cada 50 iteraciones de fase gaseosa y los
parametros de relajacion se fijan para todas las ecuaciones y para las fuentes procedentes de
la fase solida a 0.6.

6.3.1. Datos sobre el carbén

Para realizar las simulaciones, ademas de los anélisis elemental e inmediato del carbon,
dados en la Tabla 6.2, y de la granulometria, mostrada en la Figura 6.3, necesitamos pro-
porcionar los parametros cinéticos de las reacciones de liberaciéon de humedad y volatiles y
los correspondientes al modelo de gasificacién del “char”.

Los coeficientes de la molécula de volatiles y los coeficientes estequiométricos de la reac-
cién de combustion de los volatiles con oxigeno, calculados a partir de los analisis inmediato
y elemental del carbén, se pueden ver en las Tablas 6.3 y 6.4, respectivamente. Utilizando
los valores de las masas moleculares dados en la Tabla 2.1, los coeficientes de la molécula de
volatiles calculados se escalan para que My = 30. Una vez conocida la molécula de volatiles
y los coeficientes estequiométricos de su reaccién de combustion, podemos calcular todos los
calores de las reacciones de la siguiente forma: suponiendo que la humedad de las particulas
ya se ha evaporado antes de entrar en el dominio, la energia que tiene el carbén se debe a
los volatiles y al carbono fijo. Para tener en cuenta esta energia calculamos el calor de la
reaccién 7 a partir del poder calorifico del carbén, de la forma

100 Dey
=—(P.— —= ) , 6.4
qr oy ( c 100 qcf ( )

siendo P, el poder calorifico inferior, py el porcentaje masico de volatiles, p.; el porcentaje
de carbono fijo del carbon (cuyos valores podemos ver en la Tabla 6.2) y ¢.r el calor de la
reacciéon global de combustion del carbono con el oxigeno para producir diéxido de carbono.

Este calor se calcula como
. AhCOQ

qcf = MC
En ese proceso se ha supuesto que g4 = 0. El resto de los calores de reaccién, calculados

(6.5)

mediante la formula 1.18, los mostramos en la Tabla 6.5.

Elemento | Coeficiente

1.3823
5.2133
0.4836
0.0144

»® O @ Q

Tabla 6.3: Coeficientes de la molécula de volatiles

Podemos considerar, sin cometer un gran error, que la humedad de las particulas se eva-
pora antes de dejar el quemador. Para la devolatilizacion utilizamos los parametros cinéticos
Ey = 3.11 x 107 J/kgmol y By = 2021 s~!. Estos parametros se han elegido a partir de la
informaciéon mostrada en Kurose et al [61].

Llevaremos a cabo las simulaciones con cada uno de los tres modelos BFL para la fase
solida, dados en el Capitulo 2. Recordemos que el primer modelo era valido para particulas
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Especie | Coeficiente estequiométrico

|4 1

O2 2.4583
CO, 1.3823
HyO 2.6066
SOs 0.0144

Tabla 6.4: Coeficientes estequiométricos molares de la reaccién de oxidaciéon de los volatiles

T 1.43711 x 10" J/kg de C
g2 | —9.21163 x 10°  J/kg de C
gz | 1.09414 x 107 J/kg de C
g6 | —1.01069 x 107 J/kg de CO
qr | —1.88479 x 107 J/kg de V
gz | —1.20918 x 10%  J/kg de Ho

Tabla 6.5: Calores de reacciéon

grandes con alto contenido en cenizas, el segundo para particulas pequefias con alto conteni-
do en cenizas, en el que se produce la extincion de la llama de difusién en la vecindad de la
particula, y el tercero para particulas pequenias y con bajo contenido en cenizas, en el cual
tampoco se puede anclar una llama de difusion y la capa porosa de cenizas se desprende del
ntcleo de “char”. Recordemos que denotabamos estos modelos como BFL, BFLs1 y BFLs2,
respectivamente. Teniendo en cuenta los tamafios de las particulas y su contenido en ceni-
zas, el modelo que mejor se ajustaré al experimento que pretendemos simular es el BFLs1.
Ajustaremos los pardametros 1. y D, para este modelo, a partir de los resultados obtenidos
en la Seccion 6.4.1, y los utilizaremos para los otros dos.

6.4. Resultados obtenidos

En esta seccién mostraremos tres tipos de resultados: en primer lugar haremos un analisis
de la sensibilidad del modelo BFLs1 a los parametros D, y T.. En segundo lugar mostrare-
mos los resultados de los tres modelos para unos valores determinados de estos pardmetros.
Por ultimo, compararemos los resultados obtenidos con el modelo BFLs1, con los datos
experimentales.

6.4.1. Sensibilidad de los modelos

La temperatura critica T, establece el punto a partir del cual las reacciones de gasificacion
del “char” empiezan. Asi, cuando la temperatura de la particula es menor que este valor
critico, las tres reacciones estdn congeladas; mientras que, si la particula supera este valor,
esas reacciones seran muy rapidas y controladas por la difusion. El coeficiente de difusion del
gas en el interior de los poros determinara la velocidad con la que ocurren las reacciones de
gasificacion del “char” y la temperatura que alcanza la particula. Este coeficiente se ha elegido
proporcional al coeficiente de difusién de la mezcla de gases en el entorno de la particula, de
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la forma

D. = (6.6)

C’
con C' una constante positiva. Esta constante C' tomaré los valores 5, 50, 500, 5000, 50000 y
500000 y la temperatura 7T, sera 400 K, 600 K, 800 K y 1100 K.

Para realizar las pruebas fijaremos unos valores para la condiciéon inicial del flujo, para
la energia de activacion y para el prefactor de Arrhenius de la reacciéon de liberacion de los
volatiles, y haremos una iteracion de fase soélida con cada una de las diferentes combinaciones
de los parametros del modelo de gasificacion.

En primer lugar veremos resultados sobre una particula de didmetro 29 pm que sale de
la celda por la que pasa el eje. En la Figura 6.9 podemos ver la trayectoria que sigue la
particula elegida. Dado que la semilla para la generaciéon de nimeros aleatorios utilizada
para la dispersiéon de la particula es siempre la misma, si fijamos el paso de tiempo, la
particula elegida pasara por los mismos puntos del dominio en todas las pruebas y, por lo
tanto, siempre tendra la misma atmoésfera, lo que hace valida la comparacion.

-

Figura 6.9: Trayectoria de la particula elegida para mostrar los resultados del analisis

En la Figura 6.10 se pueden ver los valores de la temperatura, 7}, de la masa de carbono
fijo, m¢, y de las velocidades de reaccion adimensionales A;, ¢ = 1,...,4, de la particula en
funcién del tiempo para los distintos valores del coeficiente de difusiéon D, siendo T, = 1100K.
Si analizamos las graficas de esa figura, vemos cémo las velocidades de las tres reacciones de
gasificacion del “char” empiezan en el mismo instante de tiempo y que su valor es menor a
medida que disminuye el pardmetro D.. Asi, el valor de la masa de carbono fijo serd4 menor
cuanto mayor sea el pardmetro D.. Podemos ver también cémo, al bajar ese parametro,
la temperatura alcanzada por la particula disminuye y, por lo tanto, el tiempo durante el
que ésta se esta gasificando se acorta. Es por esto que en las gréficas de las velocidades de
gasificacion podemos ver como éstas se anulan antes en los casos con difusiéon més pequena.
Ademas, debido a que la temperatura es mayor cuando D, crece, vemos que también A4 seréd
mayor.
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Otro detalle que podemos observar es que para todos los valores de D,
AL <Az < Ag, (6.7)

lo que pone de manifiesto que, en este caso en que la particula pasa siempre por una region
con 09, ésta es la especie que més influye en la gasificaciéon del carbono fijo.

En la Figura 6.11 se mostraran de nuevo 1}, mc y A;, ¢ = 1,...,4, pero para los distintos
valores de T, y con D, = 0.002D. Viendo las graficas de las velocidades de gasificacion, es
claro que, al disminuir 7, éstas empiezan antes y, ademés, sus valores maximos son mas
pequerios, salvo para T, = 800 K y T, = 1100 K donde ya son parecidos. Ademés, si T,
es pequena, la particula se continda gasificando hasta abandonar el dominio, puesto que la
temperatura de la particula siempre es mayor que 500 K. La razén para que A3 y A1 se hagan
0 antes que A2 es que siempre hay O2 en el dominio. Esto no sucede con el COy y el HO.
Por 1ltimo, como cabe esperar, la masa de carbono gasificada aumentara si hacemos que las
reacciones que consumen al carbono empiecen antes, tal y como podemos ver en la grafica
de mc.

Por tltimo, mostraremos los porcentajes de volatiles liberados y “char” gasificado para
las distintas pruebas. En la Tabla 6.6 podemos ver los distintos porcentajes obtenidos al
variar el coeficiente D,, con T, = 1100 K. De forma anéloga, en la Tabla 6.7 podemos ver
estos porcentajes al variar la temperatura critica T, siendo D, = 0.002D. En esas tablas se
observa como al disminuir el coeficiente D, se reduce el porcentaje de carbono fijo gasificado,
mientras que al disminuir la temperatura 7T, este porcentaje aumenta, dado que la gasificaciéon
empezara antes.

‘ D/D, ‘ Volatiles liberados ( %)

“Char” gasificado (%) ‘

5 x 10° 86.78 65.65
5 x 10! 80.99 24.90
5 x 10° 78.62 7.88
5 x 103 77.84 2.19
5 x 10% 7771 0.52
5 x 10° 77.65 0.12

Tabla 6.6: Masa gasificada en funcién del coeficiente D, con T, = 1100 K

| T. (K) | Volatiles liberados (%) | Char gasificado (%) |

400 81.56 33.12
600 81.19 27.58
800 79.91 15.98
1100 78.62 7.88

Tabla 6.7: Masa gasificada en funcién del coeficiente T, con D, = 0.002D
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Figura 6.10: Sensibilidad del modelo de combustiéon BFLs1 al coeficiente de difusiéon D,
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Figura 6.11: Sensibilidad del modelo de combustiéon BFLs1 a la temperatura T,
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6.4.2. Comparacion de los modelos de combustion

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la seccién anterior y dado que el porcen-
taje de carbono fijo gasificado en el experimento es 11.3 %, elegimos

T, =1100 K y D, = (6.8)

3000
Asi, cuando la temperatura de las particulas cae por debajo de 1100 K, debido al enfriamiento
producido por la entrada de aire ambiente, las reacciones de gasificaciéon del “char” se extin-
guiran. Resolvemos el problema con los tres modelos, considerando en todas las simulaciones
20 intentos para el modelo de dispersién turbulenta.

Como mencionamos antes, el “char” gasificado en el experimento es el 11.3% mientras
que los volatiles liberados son el 44.6 % (todos los porcentajes en términos de masa). Los
volétiles que permanecen en la particula se unen a las cenizas y, probablemente, facilitaran la
estabilidad estructural de la cascara de cenizas. En la Tabla 6.8 podemos ver los porcentajes
obtenidos con cada uno de los modelos. Como se puede observar en esa tabla, los porcentajes
de volatiles liberados son mucho mayores que en el experimento. Esto nos indicaria que
nuestros modelos deben extenderse para tener en cuenta la presencia de dos tipos de volatiles
con diferentes tasas de volatilizacion.

Modelo | Volatiles liberados ‘ Char gasificado ‘

BFL 99.99 % 11.87%
BFLsl 99.99 % 11.51 %
BFLs2 99.99 % 98.49 %

Tabla 6.8: Porcentajes de masa liberada

A continuacién mostramos en un plano axial algunas de las variables del problema,
obtenidas con los tres modelos. En primer lugar, en la Figura 6.12 podemos ver los contornos
de las dos llamas de difusién I'» que encontramos con cada uno de los modelos, que encierran
dos regiones 2 en las que no hay oxigeno, pues las llamas de difusiéon que las rodean impiden
que éste entre y solo se encuentre en el exterior, en el dominio 2p. Una de estas llamas de
difusiéon corresponde a la llama anular de metano utilizada en el experimento, debido a la
ausencia de efectos significativos de la radiacién para calentar el aire inyectado y, de esta
forma, calentar las particulas y facilitar la liberacion de sus volatiles y la gasificacién de su
carbono fijo. Las reacciones de oxidacion en fase gaseosa de los combustibles (volatiles, Hy
y CO) generados por la gasificacion de las particulas, consideradas infinitamente rapidas,
tienen lugar de dos formas: en forma de llama de difusién en la segunda de las llamas I'r que
encontramos aguas abajo, o en el dominio 2o, bien de forma distribuida, como se contempla
en los modelos BFLs1 y BFLs2, o bien en forma de llamas de difusiéon cerradas, en el interior
o en el entorno de las particulas, como se predice en el modelo BFL. Las concentraciones
de combustibles son despreciables en el dominio 2o como podemos ver, por ejemplo, en la
Figura 6.13 y también en la Figura 6.22, en la que se muestran las fracciones masicas de CO
obtenidas con los tres modelos. En esas figuras se puede ver que los valores distintos de cero
estan confinados en los dominios 2z y cémo esos valores decrecen hasta valer cero a medida
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que se aproximan a la llama de difusion I'r. En la Figura 6.14 y, como veremos, también en
la Figura 6.22 observamos el comportamiento contrario para el Os.

i i

Modelo BFL Modelo BFLs1 Modelo BFLs2

Figura 6.12: Posicion de la llama de difusion I'p
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Figura 6.13: Fracciéon mésica de CO
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Figura 6.14: Fraccion masica de Oq
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Las fuentes de masa y energia homogeneizadas provenientes de la fase solida, calculadas
con cada modelo, se pueden ver en las Figuras 6.15 y 6.16, respectivamente.

] fin [kg/(m3s)]

{ 18.00
05 17.05
X 16.11
3. 15.16
. 14.21
3. 13.20
i3 12.32
i 11.37
X 1042
947

.S 8.53
3 7.58
.63 6.63
5. 5.68
: 4.74
. 3.79
: 284
i ’ 1.89
5 0.95
0.00

Modelo BFL Modelo BFLs1 Modelo BFLs2
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Figura 6.15: Fuente de masa homogeneizada (kg/m3s)
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Figura 6.16: Fuente de energia homogeneizada (J/m?s)

Las fracciones masicas de SOz obtenidas con los tres modelos se muestran en la Figura
6.17. La fracciéon mésica de SOy (un importante contaminante) se debe, en nuestros modelos,
a la cantidad de S dada en el anélisis elemental del carbon que incorporamos a las materias
volétiles que serdn oxidadas en fase gaseosa. En la Figura 6.18 se comparan las fracciones
mésicas de C'Os que se predicen con cada uno de los modelos. Esta especie aparece aguas
abajo debido a la combustion en fase gaseosa del CO y de los volatiles producidos por la
gasificacion de las particulas y, ademés, encontramos C'Os aguas arriba por la oxidacion del
CO procedente de la combustion del C'Hy. En el caso del HoO, cuya fraccion mésica se puede
ver en la Figura 6.19, ocurre algo similar: por un lado, se produce por la oxidacién del Hsy y
de los volétiles que se producen al gasificarse las particulas y, por otro lado, aparece aguas
arriba como producto de la combustion del C'Hy.
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Figura 6.17: Fracciéon maésica de SOs
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Figura 6.18: Fraccion maésica de C'Oq
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Figura 6.19: Fraccion mésica de HoO

La temperatura del gas obtenida con nuestros modelos se muestra en la Figura 6.20,
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con algunas isotermas indicadas en la escala de colores. Las irregularidades que se observan
en la llama de difusiéon y la falta de simetria axial se debe a imprecisiones de la resolucién
numérica. En la Figura 6.21 pintamos la distribucién axial de la temperatura del gas. La
Figura 6.22 muestra la distribuciéon radial, a la altura z=90 mm, de las fracciones maésicas
de Oz y C'O obtenidas con el modelo BFLs1 y la temperatura del gas calculada con los tres
modelos. El primer pico de temperatura en la distribucién axial de la misma corresponde a
la aparicién de la llama de difusién aguas arriba y el segundo pico al corte de la llama de
difusién aguas abajo. Este segundo pico no aparece en el modelo BFLs2 por la interrupcion
del dominio computacional. Estos dos picos en la temperatura media del gas no son suaves,
debido a que no usamos un modelo completamente turbulento que incluya una PDF para
modelizar las fluctuaciones turbulentas de los escalares conservados.
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2240
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1513 1513 1513
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Figura 6.20: Temperatura (K) de la mezcla de gases
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Figura 6.21: Distribucién de la temperatura del gas en el eje
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Figura 6.22: Distribucién radial de la temperatura del gas y de Yo, € Yoo en z = 90mm

Por ltimo, en la Figura 6.23 se pueden ver las velocidades medias y en la Figura 6.24

las presiones obtenidas para los distintos modelos.
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Figura 6.23: Modulo de la velocidad (m/s) de la mezcla de gases
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Modelo BFLs2

Figura 6.24: Presion (Pa) de la mezcla de gases
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La resolucién de los tres modelos de combustion, utilizando los mismos parédmetros, nos
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permite observar que los dos primeros producen resultados muy parecidos, a diferencia de
lo que ocurre con el tercero. Recordemos que la diferencia entre los dos primeros modelos es
que el BFLsl supone que las particulas son tan pequenas que no pueden alojar una llama
de difusion en fase gaseosa en el interior de sus poros ni en su vecindad. Esto se traduce
en que la temperatura de las particulas, alcanzada durante la liberaciéon de volétiles y la
gasificacion, es menor en este modelo y, como consecuencia, estas reacciones seran algo mas
lentas. Que el coeficiente de difusion D, sea tan pequenio hace que, comparado con el modelo
BFL, la diferencia no sea muy importante, ya que impide que en este ultimo la particula se
caliente demasiado y las reacciones de gasificacion del “char” sean demasiado réapidas. En la
Figura 6.15 vemos que, efectivamente, la fuente de masa liberada por las particulas estd méas
concentrada en el modelo BFL, lo que se refleja también en una mayor cantidad de “char”
gasificado, como podemos ver en la Tabla 6.8. En ambos modelos, la cascara de cenizas tiene
un efecto inhibitorio sobre la llegada por difusion de las especies gasificantes del “char” y,
por lo tanto, ralentiza la generacién de CO y Hs y el calentamiento de la particula debido
a la oxidacion de estas especies. Asi, el aire ambiente que entra en la llama pronto enfria
el gas y, en consecuencia, baja la temperatura de las particulas. Por esto, ambos modelos
proporcionan una gran cantidad de carbono fijo sin quemar, ya que, cuando la temperatura
de las particulas cae por debajo de la temperatura critica de transiciéon 7T, las reacciones de
gasificacion del “char” se consideran congeladas. Si ahora observamos la Figura 6.12; vemos
que la regién sin oxigeno es mayor, y empieza antes en el modelo BFL que en el BFLsl1. Esto
tiene que ver, de nuevo, con la posibilidad de que la llama de difusion esté en la vecindad de
la particula y, en consecuencia afectando a su gasificaciéon, lo que hace que se acabe antes el
oxigeno y en mayor cantidad.

Por otro lado, el modelo BFLs2 supone que el contenido en cenizas de las particulas
es pequeno y, por lo tanto, éstas disminuyen su tamano a medida que se gasifican. Esta
hipétesis no es valida para el tipo de carbén que estamos considerando, ya que el porcentaje
de cenizas es aproximadamente el 15 %; de ahi los malos resultados obtenidos. Si suponemos
que la particula pierde su tamano al gasificarse, aunque no pueda tener la llama de difusiéon
en su vecindad, ésta se calentard mas riapido. Como consecuencia, una vez iniciada esta
segunda etapa, su temperatura dificilmente bajara de T, y, por lo tanto, la mayoria de las
particulas se gasifican completamente antes de abandonar el dominio. Esto se refleja en los
resultados obtenidos en la fase gaseosa. Asi, podemos ver en la Figura 6.15 que con el tercer
modelo la fuente de masa estéd més extendida que en los otros dos. Dado que en este modelo
el oxigeno ataca al “char” y la gasificacién dura més que en los otros dos, la regién Qp es
més extensa (ver Figura 6.12).

6.4.3. Comparacion con los resultados experimentales

En esta seccién compararemos algunos resultados sobre particulas obtenidos con el mo-
delo BFLs1, con las medidas experimentales.

En primer lugar mostraremos resultados relativos a la temperatura. En los articulos
[55]-[57] se explica que, como las medidas de la temperatura se realizan con un pirémetro
optico de radiacion, éstas son imprecisas. Como dicen los autores: mds que la temperatura
de las particulas en un punto concreto, representan la temperatura de las particulas y del gas
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en una region relativamente grande en torno al eje. Por esta razén, nosotros hacemos un
promedio de la temperatura de las particulas que pasan un cilindro de radio 3 mm centrado
en el eje. En la Figura 6.25 podemos ver este promedio pintado con una linea continua y
las medidas experimentales representadas con puntos. En esa figura se puede ver como la
temperatura obtenida con la simulaciéon muestra dos picos: uno se alcanza en z = 30 mm,
que coincide con el valor méas alto de las medidas experimentales, y otro en z = 120 mm.
El primer pico de temperatura se debe a la llama de difusiéon del metano que hace que la
temperatura del gas y de las particulas sea muy alta cerca de la salida del inyector. Sin
embargo, el segundo pico no se refleja en las medidas experimentales, porque en ese punto el
valor de la temperatura del gas no es tan alto como en la llama de metano (podemos ver en
la Figura 6.21 que T = 1200 K) lo que baja el promedio de temperatura de gas y particulas
de la medida. En [55] se muestra una fotografia de la llama en la que se puede ver que en
z = 30 mm la combustion de las particulas acaba de empezar y la temperatura mas alta
aparece, aproximadamente, en z = 120 mm. En la Figura 6.21, en la que se representaban
las temperaturas de la mezcla de gases en el eje obtenidas con los tres modelos, podemos

ver que el pico de temperatura obtenido con el modelo BFLs1 coincide también con el de la
fotografia.
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Figura 6.25: Temperatura promedio de las particulas que pasan por el eje central

En segundo lugar, mostraremos resultados relativos a la dispersién y tamanos de las
particulas. En la Figura 6.26 se pueden ver las trayectorias de las particulas de los diferentes
radios considerados que salen de la celda situada en el eje del inyector. En esa figura se
observa como las particulas se dispersan mas cuanto menor es su tamano. Para ilustrar
el comportamiento de las particulas segiin su tamafio, pintamos la trayectoria de las mas
pequenas y de las mas grandes coloreadas por su velocidad, temperatura y densidad. Asi, en
la Figura 6.27 podemos ver, ademés de que las particulas pequeiias se dispersan més, que
éstas alcanzan una mayor temperatura y se gasifican més. Si observamos en esa figura las
graficas de las temperaturas de las particulas vemos como las pequenas, al dispersarse maés,
alcanzan una temperatura muy alta debido a la llama de metano.
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Figura 6.26: Trayectorias de particulas coloreadas por su tamano
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Figura 6.27: Trayectoria de particulas de carbon coloreadas por v, T, y pp
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Calculamos el didmetro medio de las particulas en cada elemento de la malla como

1 it
di =+ > dj, (6.9)
p j=1

siendo N;; el niimero de particulas que pasan por el tetraedro ¢ y d; el didmetro de la particula
j-ésima. La Figura 6.28 muestra la distribuciéon de diametros de las particulas que pasan por
el eje, es decir, el didmetro medio dado por (6.9) en los elementos por los que pasa el eje.
Podemos ver que éste es mayor cuanto mas lejos se encuentre de la salida del quemador
hasta z ~ 120 mm. Esto se debe a que las particulas més pequenas son las que mas se
dispersan y tienden a alejarse de la zona central. La simulaciéon predice que el diametro
medio vuelve a descender a partir de z ~ 120 mm, al contrario de lo que ocurre en las
medidas experimentales. Esto se explica si tenemos en cuenta que nuestro modelo supone
constante el radio de las particulas durante el proceso de gasificacién y ademas que, a partir
de esa altura, las particulas grandes comienzan también a dispersarse, como podemos ver en
la Figura 6.27. Este comportamiento se refleja también en la Figura 6.29 en la que se puede
ver la distribucién radial de los didmetros medios en z = 60 mm, z = 120 mm y z = 180 mm.
Como podemos ver en estas figuras, el tamafno medio de las particulas es mayor en el centro
de la llama mientras que, a medida que nos movemos hacia el exterior, éste desciende. Se
puede ver que la simulacién predice una mayor dispersion de las particulas, sobre todo a
partir de cierta altura. Esto se debe a que utilizamos el modelo k — € estandar para resolver
un problema transicional y, por lo tanto, la simulacién es algo méas difusa que la realidad.

Por dltimo, en la Figura 6.30 se tienen las distribuciones de tamanos de particulas en
el eje a las distancias z = 60 mm, z = 120 mm y z = 180 mm del quemador, las cuales se
comparan con los valores mostrados en [55]|. Para calcular estas distribuciones tenemos en
cuenta las particulas que pasan por el cilindro

Co = {(z,y,2) € R¥/2% + y* <0.002, a — 0.001 < z < a+0.001},

con a la altura en m a la que calculamos la distribucién. De esta forma, se tiene en z = 60 mm
un didmetro medio de 23.60 pm, en z = 120 mm de 25.04 pm y en z = 180 mm de 22.62 pm.
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Figura 6.28: Diametro promedio de las particulas que pasan por el eje central
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Figura 6.30: Distribuciéon de masa de particulas en el eje central a distintas alturas

Por dltimo, los articulos [56] y [57] dan una descripcion detallada de la estructura de la
llama, incluyendo algunas imagenes. Puede verse que en la regién aguas arriba, las reacciones
de combustién 6-8 se producen sélo en la periferia del grupo de particulas, donde el gas a
alta temperatura procedente de la llama piloto de metano es arrastrado y el suministro de
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oxigeno es suficiente, mientras que en la regiéon aguas abajo las reacciones de combustion
entran en el grupo de particulas, debido a la mezcla de los combustibles procedentes de
la gasificacién de las particulas con el oxigeno. Este comportamiento se refleja en nuestros
resultados, como puede verse, por ejemplo, en la Figura 6.12 de la regiéon 'y obtenida con
el modelo BFLs1.

Los resultados obtenidos muestran un buen ajuste con los resultados experimentales, a
pesar de la incertidumbre en algunas de las medidas realizadas. Podemos observar una mayor
dispersién que la observada en las medidas experimentales que, como hemos mencionado,
creemos que puede deberse al uso del modelo k — € para simular un flujo no muy turbulento.
Para obtener una comparacién ain mejor necesitariamos conocer méas datos (velocidad del
coflujo, granulometria, etc.) y deberiamos utilizar técnicas de alta precision como simulacio-
nes DNS o LES. Ademaés, en caso de no realizar simulaciones DNS, habria que desarrollar
una formulacién completamente turbulenta para el modelo BFL con el fin de obtener el va-
lor instantaneo de Z; y, por lo tanto, de la llama I'p, teniendo en cuenta las fluctuaciones
debidas a la turbulencia.



Conclusiones

En este trabajo hemos realizado un estudio de diferentes aspectos involucrados en la
simulaciéon de problemas de carbén pulverizado.

En primer lugar, describimos los modelos mateméticos para flujos de gases reactivos
con combustion de carbén. El modelo de combustioén propuesto en Bermidez et al [19] fue
extendido para tener en cuenta particulas de carbon con bajo contenido en cenizas. Ademas,
se escribi6é una primera version de este modelo para flujos turbulentos.

En la segunda parte, analizamos los nuevos métodos de Lagrange-Galerkin modificados
que, como vimos, tienen la misma precision que los estandar pero son més eficientes. Ademas,
esta afirmacion se probd con varios resultados que dan una idea del tiempo de céalculo que
permiten ahorrar estos nuevos métodos.

Utilizando estos y otros métodos numeéricos para la resolucién del modelo, hemos desarro-
llado un programa para la simulaciéon de flujos de combustién de carbén pulverizado. En la
altima parte de esta memoria, se describieron los métodos numéricos y algoritmos utilizados
en el programa. Ademaés, en el Apéndice B se muestra una descripcion detallada del codi-
go. El lenguaje de programacion utilizado fue FORTRAN 95 y se realizé una programacion
de tipo “orientada a objeto”, aunque debido a las limitaciones del lenguaje se conservaron
algunos programas en forma secuencial.

Por tltimo validamos el modelo de combustién y el programa haciendo la simulacién de
un chorro de carbén pulverizado. En primer lugar, estudiamos la sensibilidad a los parametros
del modelo de combustion para la fase sélida y, en segundo lugar, comparamos los resultados
obtenidos con los tres modelos desarrollados. Esta comparaciéon nos permitié concluir que
el modelo BFLs2 (considera particulas pequenas con alto contenido en cenizas) es el méas
adecuado para simular ese experimento, como cabia esperar por las caracteristicas del carbén
utilizado en el mismo. Con el modelo BFLs2, obtuvimos una buena coincidencia entre los
resultados obtenidos y los datos experimentales.

Como trabajo futuro tendriamos, entre otras, las siguientes tareas:

s Realizar la formulacion turbulenta del modelo de combustién.

= Incorporar al cédigo leyes de pared o bien modelos de turbulencia para regiones con
bajo nimero de Reynolds.

» Implementar un modelo para la radiacién que nos permita simular flujos en dominios
cerrados.
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= Simular una caldera industrial de carb6n pulverizado. Una primera simulacion, en la
que solo se resolvia el modelo de combustiéon para la fase sélida, fue realizada con una
primera version de nuestro codigo en Saavedra [35].

= Desarrollar la interface grafica para el programa de simulacién que hemos desarrollado.

» Paralelizar el c6digo para disminuir el tiempo de calculo.



Apéndice A

Implementacion de un método MLG
para Navier-Stokes

En este apéndice mostraremos la formulaciéon matricial obtenida para la implementa-
cion del método de Lagrange-Galerkin (estandar o modificado) descrito en el Capitulo 5
para la resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes. Este método utiliza la formula BDF2
para la discretizacion de la derivada material y el elemento finito Pi-burbuja/P; para la
discretizacion espacial. La motivacién para escribir este apéndice es mostrar los calculos de-
tallados para la formulacién més general de las ecuaciones y la metodologia seguida para la
eliminacion de los grados de libertad asociados a las burbujas en el sistema lineal obtenido.

A.1. Formulacién del problema

En primer lugar vamos a escribir la forma general del problema de Navier-Stokes que
vamos a resolver, en el que se enmarcaria el Problema 5.16 visto en 5.2.3.

Sea 2 C R? un dominio cuya frontera I' est4 dividida en dos partes: I'p, donde se conoce
el valor de la velocidad, y I'y, donde se impone una condicién natural de tipo salida libre.
Consideramos el siguiente problema de Cauchy:

Problema A.1. Encontrar dos funciones v : Q2 x (0,T) =V y7:Qx(0,T) — R tales que

2
pv — div (u(grad v + grad v') — 5udivv]1> +gradm+1Ilv = f, (A.1)
divv = g, (A.2)

en Q x (0,T), y verificando las condiciones de contorno e iniciales

v = vp, en'px(0,T), (A.3)

2
—mn + 2p (grad v + grad v') n — g,udivvn = 0, en 'y x (0,7), (A.4)
v(z,0) = v%x), Vo €. (A.5)
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En este problema g : Q% (0,7) — R es una funcion que representa la viscosidad del gas y
que no podremos considerar constante si el flujo es turbulento, g : 2 x (0,7') — R representa
la conservacion de la masa, y g # 0 si el flujo es compresible, p : Q x (0,7) — R sera la
densidad, f : Q x (0,T) — R? seran las fuerzas volimicas, [ : Q x (0,7) — R el término
de reaccion, vp : I'p — R3 la velocidad definida en la frontera Dirichlet y v¥ : Q@ — R3,
la condicion inicial dada. Debemos tener en cuenta que, en caso de un flujo turbulento que
haya sido modelizado con una aproximacion de tipo RANS, la presion 7 es, en realidad,

Ti=m+ -k.
3
A continuacion, introducimos algunas notaciones que vamos a utilizar en este apéndice
y recordaremos otras ya definidas a lo largo de la memoria. Definimos el espacio funcional

Vp={wecH(Q): wr, = 0}. (A.6)

Dividimos el intervalo [0,7] en N subintervalos de tamano At = T'/N y denotamos por
t, = nAt y Qp la malla regular de tetraedros, de tamano caracteristico h, del dominio 2.
Para la discretizacion espacial del problema consideramos los espacios de elementos finitos
Vor v My, que se definen como

V, = {w, € C°Q) : wyr € B(T)?, VT € Oy}, (A7)
Vo = VpNVp, (A.8)
My = {qn € COQ) : qur € Pu(T), VT € 4}, (A.9)

donde Pi(T') y Py(T) son los espacios

P(T) = {p:T—R:p=poF ' pe (D)} (A.10)
P(T) = {p+aX :pecP(T),acR}, (A.11)

siendo )\g = 256A{A§Ag)&; la funcién burbuja asociada al elemento T' y )\iT,i =1,..,4 las
coordenadas baricéntricas con respecto a los vértices del elemento T

Observacion A.1.1. Si definimos el espacio funcional
By ={veC’Q):vp=arAl, VT € Qy, ar € R}, (A.12)

se tiene

vV, = (Mh S Bh)g. (A.l?))

El elemento finito asociado a los espacios P, y P; se conoce con el nombre de elemento [P;-
burbuja/P; o MINI-elemento. Es el elemento finito con menor nimero de grados de libertad
que verifica la condicién de Babuska-Brezzi (ver [10]).

Por simplicidad en los célculos, para la discretizacién de la derivada material conside-
ramos la formula BDF1; los calculos para la implementaciéon de la férmula BDF2 serian
analogos. Siguiendo los mismos pasos que en 5.2.3 obtenemos el problema discretizado si-
guiente:



A.2. Escritura matricial del problema discretizado. Eliminacién de las burbujas 225

Problema A.2. Sea V) = I}vy, encontrar sucesiones [vy] € (V)N y [m] € (My)N verifi-
cando para cada n € {0,....,N — 1} que VZH = I;’LV%H Yy

a" T (vt wy) 0" (wy, T = (BT wy,), Yw€ X (A.14)
V(v g = —(g" T an), Yan € M, (A.15)

siendo 1
Pl = 1 4 w0 (A.16)

y las formas bilineales a™t' y "+ definidas como

1
a"lu,w) = —/ P u - wdz +/ p"tt (grad u + grad u') grad wdz
+ /z"“u.wdx, vu,w € H'(Q) (A.17)
Q
v'(w,q) = —/ qdivwdz, Yw € H'(Q), q € L*(Q). (A.18)
)

A.2. Escritura matricial del problema discretizado. Elimina-
ciéon de las burbujas

Para hacer la formulacion matricial del Problema A.2, utilizaremos la siguiente notacion:

= N, nimero de vértices de la malla,
= N, namero de tetraedros de la malla,
= a;,1=1,.., N, vértices de la malla,

s b, i =1,..., N, baricentros de los tetraedros de la malla,

» w;, t=1,..., N, funciones de base del espacio M},

o1, k=1,..., N, funciones de base del espacio Bjy,.

Tenemos entonces que una base del espacio V), es

w; 0 0\ or 0 0\
B= 0 |.[ w |, 0 U 0 |.[ o |.[ O . (A.19)
0 0 w; i—1 0 0 Pk k=1
Como VZH = (v{”rl, v;”rl, vgﬂ)t € V}, podemos escribir cada una de sus componentes como
NU Ne
ot = " UTw + Y Uydp, 7= 1,2,3, (A.20)

j=1 k=1
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siendo los vectores U” € RMv | los grados de libertad en los vértices y U € RN, los grados
de libertad en las burbujas, de cada componente 7 = 1,2, 3.

De forma anéloga, 7TZ+1 € V}, se puede expresar de la forma

Ny
=" Py, (A.21)
Jj=1

donde P € R™ es el vector de los grados de libertad de la presion en los vértices de la malla.

Las funciones burbuja verifican las siguientes propiedades:

sop(¢y) = int(Ty), Vk € {1,..., N}, (A.22)
8¢k 6’[1)]' .
—J — 1.2 1,....N, 1,....,N, A2
Q axr 61‘1 07 r7l e{ Y 73}7 vke{ b Y 6}7 v] 6{ 5 3 U}7 ( 3)
/ PkPm = 01 Odm. _ 0, sik#m, rle€{1,2,3}, Vk,m € {1,..., N.}.(A.24)
Q q 0z, Ox

Para obtener la formulaciéon matricial del problema vamos a suponer que la viscosidad es
constante por tetraedro. De esta forma, podemos simplificar las cuentas pues las integrales
en las que aparece, y que incluyen las derivadas de las funciones burbujas con funciones de
base del espacio M}, seran nulas.

Si sustituimos en el Problema A.2 wy, por cada uno de los elementos de la base B de Vy,
obtenemos el sistema lineal por bloques siguiente:

Al 12 B Nt 0 (Bl)t Ul ja
L' A2 LB| 0 Nt 0 |(BY) U? 2
I3l 132 43 0 0 Nt|( B3)t U3 F3
N 0 0 |D' T2 18| (Q T =] F (A.25)
0 N 0 |7 D2 T%|(Q%! T F
0 0 N |73 732 D3| (@3 e 7
Bl B2 B3 Ql QQ Q3 0 P H

donde, para r,1 € {1,2,3}, las matrices A", L, B" € My, xn,(R), se definen de la forma

1
(A")i5 = Kt/ p”“ijidx —|—/ " Harad wj - grad widx + (L™ );;,  (A.26)
Q Q
ow; Ow; 2 ow; Ow;
Llr = n+1 J_Zd __/ n+1 ]_Zd A27
(L) /QM Ox, Ox; T3 Q'u Ox; Ox, “ ( )
Ows
(B =~ | L wyde, (A.28)
las matrices N, Q" € My, xn, (R), son
1 (1
(N = 5 / o e, (A.29)
Tk
0
@) =— [ e, (A.30)

T 8:67«
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D", T € M. «n.(R) son matrices diagonales cuyos elementos de la diagonal principal son

1
(D" ) = Nl / P 2dr +/ " (grad ¢p)?de + (T ), (A.31)
T T
1 0¢r, Oy,
7l _ n+1 A.32

v los segundos miembros vienen dados por

(F"); —/ it wde + — /p"Jrl "o X hwgde, (A.33)
" n 1 n n n,n
(F )k_/ f Hgbkdx—i—At/ P 0 X (A.34)
Ty,
(H); = — / G L. (A.35)
Q

Observaciéon A.2.1. Las matrices L', verifican L™ = (L"), r,1 € {1,2,3}. Asi, la matriz
del sistema (A.25) serd simétrica.
Para ahorrar coste computacional y memoria vamos a eliminar del sistema lineal los

grados de libertad en las burbujas. A partir de las ecuaciones presentes en los bloques 4-6
del sistema (A.25) se tiene

pl T2 713 ﬁl Fl ~NU! - (Ql)tP
T2l p2 23 T | = F-nNvz-(@>)pr |. (A.36)
T3 32 3 UB 73 _ NU3 — (QB)tP

Dado que la matriz de este sistema esté formada por matrices diagonales, invertirla se reduce
a invertir las matrices 3 x 3

Dl T12 T13

T]?ﬁ Dlgég Tkgk (A.37)

en cada elemento k.

Nota A.2.1. Silos elementos de las matrices definidas en (A.37) se calculan con integracion
exacta, entonces estas matrices son invertibles. Si se quieren usar formulas de cuadratura,
habrd que tener cuidado con su eleccion.

Si denotamos por I € Msy3(R) la matriz inversa de la dada en (A.37) para cada
elemento T} y definimos las matrices diagonales R"™ € My, xn, (R) de la forma

(R = (It (A.38)
tenemos que
Tt Rl RI12 p13 7 _ NU! — Q)P
72 | = R R22 R T _ NU? — Qe |- (A.39)

ﬁ3 R31 R32 R33 F3 . NU3 . (Q3)tP
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Sustituyendo la igualdad (A.39) en el sistema (A.25), éste se puede escribir como

AU + B'P = S,,
BU +CP =S,

(A.40)

siendo A una matriz por bloques 3 x 3, B una matriz por bloques 1 x 3 y S, un vector por

bloques de la forma

Al 712 713
A = 721 A2 123 ’
I3l 132 43
B = ( B! B2 B3 ) ,
Sl
S, = Sg ,
S3
donde
2{1" — A+ Err’
Z’r‘l — LTl _ NtRT'lN’
3
ET - B _ZQerle
=1
_ 3 3
C=— Z Z QlRlS(Qs)t’
=1 s=1
3

Sy =F — > N'R'F,
=1

3
Sp=H-> Y QR‘F

=1 s=1

(A.41)

(A.42)

(A.43)

(A.44)
(A.45)

(A.46)

(A.47)

(A.48)

(A.49)

En cada instante de tiempo t,,11, una vez resuelto el sistema (A.40) se obtienen los grados

de libertad de VZ'H en las burbujas utilizando (A.39) que, de nuevo, pueden calcularse como

el producto de una matriz 3 x 3 por un vector en cada tetraedro de la malla.

Nota A.2.2. Siguiendo la metodologia habitual en los métodos de elementos finitos, una vez
construido el sistema se procederia a su bloqueo en los vértices de la frontera I'p. Se debe
tener en cuenta que, si 'y # (), la presidn es tinica, como se puede ver, por ejemplo, en Ern

y Guermond [/0] o Bernardi et al [58]. En caso contrario seria necesario utilizar estrategias
como el bloqueo de la presidn en un punto de la frontera, el método de penalizacion, que
podemos ver en Shen [59] y que también hemos implementado, o la construccion de un

sistema orlado como se describe en Bochev y Lehoucq [2/].



Apéndice B

Descripcion del programa de
simulaciéon

Utilizando los métodos numeéricos y algoritmos descritos en el Capitulo 5 hemos desarro-
llado un paquete de simulacién en 3D de flujos para gases reactivos con combustion de
carbon pulverizado. Este es el caso més general pero el programa se puede utilizar para la
simulacién de flujos més simples; bastara con no tener en cuenta las ecuaciones que describen
los fenémenos que no forman parte del problema que se quiera resolver.

El lenguaje de programacion utilizado para el codigo es FORTRAN 90/95 y se ha rea-
lizado, siempre que ha sido posible, una programacion orientada a objeto (OOP) para facilitar
la incorporaciéon de nuevos modelos 0 métodos numéricos. Asi, hay un programa principal
programado de forma secuencial que realiza un bucle en tiempo y llama de manera ordenada
a los distintos objetos que integran en cédigo.

La estructura principal del programa (ver Figura B.1) es: introduccion de datos, resolu-
cién y postproceso.

B.1. Datos del programa

Los datos que debemos introducir en el programa se estructuran de la siguiente forma
(ver Figura B.2):

Geometria. Como dato referente a la geometria debemos introducir el fichero con la malla
del dominio. La malla se admite en dos formatos: el formato neutral de Gambit o el
formato Modulef.

Modelos. Se eligen los modelos que se van a resolver. En este punto se puede activar uno de
los modelos o todos. Como modelos de turbulencia podemos elegir k-¢ o Smagorinsky:.
Si elegimos este ultimo, no podremos utilizar el modelo de dispersion de las particulas.
Si los modelos permiten la definicién de sus parametros también se introducen en este
punto. Por ejemplo, en el modelo de fase sblida elegiremos el niimero de intentos, su
frecuencia de resolucion, parametro de difusién, temperatura critica, etc.
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Introduccién de

datos
Postproceso
Resolucién fase particulas
gaseosa
o Continuidad Eﬁsfgtl,zs de masa y
L. - - - — - Resolucion fase
e Movimiento e
sélida
e Turbulencia | Temperatwra. com- >
Ten.1p.<?1ratu1ra7 c.om- ° Trayectorias
B , posicién y velocidad
e Energia . oz
g local del gas e Dispersion
e Masa de especies
P e Masa
Convergencia de las No ® Temperatura
variables principalcs\\
No - Fase Si
W
Escritura solucién
Postproceso
e Balances
S{ e Coeficientes aerodindmicos

Postproceso

Integrales

Flujos en superficies

Resultados gréficos

Figura B.1: Esquema del programa de simulacién con todos los modelos activados

Materiales. Hay dos tipos de materiales: gas y carbén. Para el gas debemos definir las
masas moleculares y los calores especificos. Para el carbéon se necesitan mas datos;
entre ellos el calor especifico, la densidad, el anéalisis inmediato o el poder calorifico.
Ademas hay que definir la molécula de volatiles, los coeficientes estequiométricos de su
reacciéon con el oxigeno y los calores de reaccién del resto de las reacciones homogéneas
v heterogéneas.

Condiciones de contorno. Se distinguen condiciones de contorno para la fase gaseosa y
para el comportamiento de las particulas sélidas al llegar a una frontera. Las de la fase
gaseosa se pueden determinar dando un valor constante o un perfil radial. Para las
particulas debemos definir si rebotan, quedan atrapadas o salen, en cada una de las
fronteras del dominio.

Algoritmo. Se determinaréd el algoritmo que vamos a utilizar dando el ntimero de itera-
ciones y el paso de tiempo globales para la fase gaseosa, asi como las iteraciones y
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el paso de tiempo locales para cada una de las ecuaciones en derivadas parciales del
modelo. Ademaés, se puede elegir la frecuencia con la que se resuelven algunas de estas
ecuaciones. De igual modo, también se elige la frecuencia con la que se resuelve la fase
solida, asf como el niimero maximo de pasos de tiempo por particula calculada.

Métodos numéricos. Para cada una de las ecuaciones en derivadas parciales del modelo
de fase gaseosa se piden los siguientes datos:

= Elegir entre los métodos de LG, MLG o SL.

= Seleccionar, para cada término de las ecuaciones, la formula de cuadratura para la
integracién numérica o, si se puede, la posibilidad de hacer la integracién exacta.

= Seleccionar el esquema para aproximar la curva caracteristica.

Resoluciéon. Los datos necesarios son los pardmetros de relajacion, el test de parada para
cada ecuacion y la frecuencia con la que queremos hacer una copia de seguridad de los
resultados. Ademas, se pide un parametro de impresion, de forma que se mostraran méas
datos por pantalla cuanto més alto sea su valor. Para inicializar la solucién se puede
empezar de cero, dando unos valores para cada variable que pueden venir dados por
funciones de las variables independientes z y t, o bien a partir de soluciones anteriores.
En este ultimo caso se puede dar un archivo de solucién procedente de un céalculo
anterior, o interpolar una soluciéon obtenida con el c6digo comercial FLUENT) la cual
puede corresponder a otra malla.

Postproceso. Antes de iniciar la simulacién es necesario definir qué tipo de resultados
vamos a querer extraer para las particulas y la frecuencia con la queremos almacenar
los resultados generales.
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Geometria > Malla
Quimica > BFL
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>»| F.gaseosa Smagorinsky
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»
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Postproceso
Visualizacion
- Resultados
[ para f. solida

Figura B.2: Esquema de los datos para el programa
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B.2. Resolucion

Una vez definidos todos los datos del problema podemos iniciar su resoluciéon. La progra-
macién del codigo para la simulacién es un hibrido entre programacién secuencial y orientada
a objeto. La programacion secuencial se mantiene principalmente por ser el cédigo una he-
rencia de otro existente (en Fortran 77), pero también por ciertas limitaciones del lenguaje
de programacion. Asi, el programa principal es secuencial y realiza la llamada a los diferentes
objetos dentro de un bucle en tiempo. Por esto, son necesarios los diagramas de flujo del
Capitulo 5 o el de la Figura B.1.

Para entender mejor la organizacion e implementacion del programa vamos a mostrar dos
diagramas de clases, cada uno relativo a una de las dos fases, en los que veremos las clases
principales y sus asociaciones. En primer lugar, en la Figura B.3 podemos ver el diagrama
de clases para la fase gaseosa.

1 » L.
Malla Problema EDP
-lista_elementos: Elemento finito -malla: Malla
-nele -matriz: Matriz
-nver +solu
-nnod -val_matriz
-coor_ver -seg_miembro
-coor_nod -resol_sis_lin
-matriz: Matriz -resol_LG
-resol_carac
-f_cuad: Cuadratura
+resol_problema(out solu)
>
<
1 1.

Matriz Elemento finito 16
-punt_filas -nver _
-punt_columnas -nnod Cuadratura

-coor_ver “hnod
-coor_nod -coor
-num_glo_ver Apl. Afin -pesos
-num_glo_nod

-ref_ver -B

-ref_caras -b

-ref_aristas -invB

-polinomios -det_B

-aplica: Apl. Afin

Figura B.3: Diagrama de clases para la fase gaseosa

En este diagrama aparecen las siguientes clases:

Elemento finito: cada uno de los objetos de esta clase va a definir un elemento finito de la
malla; asi, tienen los siguientes atributos privados (es decir, solo accesibles por ellos):

= nver, coor_ver, num_glo very ref ver: el nimero, las coordenadas, la numeracion
global y el ntimero de la referencia de los vértices, respectivamente. Llamamos
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nimero de referencia al ntiimero natural, distinto de cero, que asociamos a cada
una de las fronteras del dominio. Si el vértice estd en el interior del dominio su
numero de referencia ser4 el 0.

= nnod, coor _nod y num_glo nod: el namero, las coordenadas y la numeracion
global de los grados de libertad, respectivamente.

» ref caras y ref aristas: estos atributos asignan un ntmero de referencia a cada
una de las caras, respectivamente aristas, del elemento.

= polinomios: hace referencia a los polinomios de base de cada elemento finito. Asi,
la implementacién solo permite la utilizacién de elementos de tipo Lagrange.

= aplica: es un objeto de la clase Aplicacién Afin que definimos a continuacion.

Aplicacion afin: esta clase definira los objetos relativos a las aplicaciones afines entre los
tetraedros de la malla y el elemento de referencia. Asi, su atributos seran:

= B, invB y detB: la matriz de la aplicacion, su inversa y su determinante, respecti-
vamente.

= b: la constante de la aplicacion.

La inclusién de la inversa y el determinante de la matriz se hace para ahorrar el
tiempo que supondria calcularlos cada vez que se utilizan. La asociacién entre las clases
Aplicacién afin y Elemento finito es inmediata; asi, cada elemento conoce la aplicacion
afin de la que es imagen. Debido a las limitaciones del lenguaje, las relaciones entre
clases no pueden ser bidireccionales. Por lo tanto, una aplicacién afin no sabe a qué
elemento finito esté asociada, algo que no es estrictamente necesario.

Malla: a esta clase perteneceran las distintas mallas del problema. En principio, conside-
ramos la misma malla del dominio para todas las ecuaciones pero la implementaciéon
realizada podria permitirnos utilizar una malla distinta para cada uno de los proble-
mas que resolvemos. Esta clase estd asociada a la clase Elemento finito mediante una
asociacion de tipo agregacion. Esto quiere decir que la malla esta formada por una lista
de objetos de la clase Elemento finito. Debido a la relacion de esta tultima con la clase
Aplicacién Afin cada elemento de la lista estara relacionado con un objeto de Aplicacién
Afin. La clase Malla tiene los siguientes atributos:

= lista elementos: es el array de objetos de la clase Elemento finito que forman la
malla del dominio.

= nele: es el namero de elementos que forman la malla (es decir, la dimension de
lista_elementos).

= nver y coor ver: el nimero global de vértices y sus coordenadas.
= nnod y coor nod: el niimero global de nodos de la malla y sus coordenadas.
Matriz: los objetos de esta clase tienen que ver con el almacenamiento, que veremos mas
adelante, para las matrices de los sistemas lineales que se obtienen en la resoluciéon de

una ecuacién en derivadas parciales, utilizando un método de elementos finitos. Todos
los elementos de esta clase tendran los atributos privados:
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= punt_filas: array de enteros que indica la posicion en el vector de valores del primer
elemento no nulo de cada fila de la matriz a la que hace referencia el objeto.

= punt_columnas: array de enteros que determina la columna en la que se encuentra
un elemento no nulo de la matriz.

Como podemos ver en el diagrama, las clases Malla y Matriz estan relacionadas, pues las
posiciones de los elementos no nulos en las matriz de un problema estdn determinadas
por la malla del mismo. Asi, si utilizamos la misma malla para todos los problemas,
todas las matrices tendran la misma estructura. Esta relacién deberia ser bidireccional
pero, por las limitaciones de Fortran, se limitaré a que la malla conozca la matriz a la
que esta asociada.

Cuadratura: cada objeto de esta clase definird una férmula de cuadratura que sera utilizada
para integrar alguno de los elementos de la ecuacién variacional del problema discreto
que vamos a resolver. Asi, estos objetos quedaran determinados por los atributos:

= nnod: nimero de nodos de la férmula.

m coor: coordenadas baricéntricas de los nodos de cuadratura en el tetraedro de
referencia.

= pesos: pesos asociados a cada uno de los nodos de cuadratura.

Problema EDP: los objetos de esta clase seran cada uno de los problemas asociados a una
ecuacion en derivadas parciales de los modelos que vamos a resolver. Asi, esta clase esta
asociada a la clase Malla, de forma que cada problema tiene una unica malla aunque
una malla puede estar asociada a varios problemas. Aunque en principio esta relacion
deberia ser bidireccional, s6lo nos va a interesar que cada objeto de Problema conozca
el elemento de Malla sobre el que va a ser resuelto. Como existe una asociacién entre
Malla y Matriz, un objeto de Problema estara asociado a un elemento de cada una de
estas clases. Ademas cada objeto de Problema tendra asociados de 1 a 6 objetos de
la clase Cuadratura. Esto se debe a que se puede integrar utilizando una férmula de
cuadratura distinta (o de forma exacta si se puede) cada uno de los términos de la
ecuacion.

Los atributos de esta clase son los siguientes:

= malla: serd la malla sobre la que se resuelve el problema.
= matriz: punteros de almacenamiento de la matriz asociados a la malla.

= val _matriz: es un array que contendréa todos los valores no nulos de la matriz del
sistema lineal del problema.

= solu: es el tnico atributo publico y sera un array con los valores de la solucion del
problema en los grados de libertad de la malla.

= seg_miembro: este atributo almacenara los valores del segundo miembro del pro-
blema.

= resol sis_lin: con este atributo se determina la forma en la que se va a resolver el
sistema lineal. Las distintas posibilidades se pueden ver en B.2.1.
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= resol LG: este atributo determinaré el tipo de método numérico elegido para la
resolucion del problema. Asi, como vimos a lo largo de esta memoria, esta eleccion
determinara el calculo de las integrales de los términos de la ecuacién del problema
que incluyen las curvas caracteristicas.

= resol carac: determinara el método numérico para resolver la ecuacion diferencial
que verifican las curvas caracteristicas.

» f cuad: array con las formulas de cuadratura para cada término de la ecuacion.

El método publico resol problema se llama desde el programa principal para cada una
de las ecuaciones en derivadas parciales del modelo. Esta subrutina proporciona la
solucién del problema y para ello utilizara otros métodos privados de la clase que, por
simplicidad, no hemos escrito en el diagrama, por ejemplo el constructor de la matriz o
del segundo miembro. En el programa principal, la llamada al método resol problema
de cada objeto de la clase Problema EDP se hara de forma secuencial, tal y como se
indicaba en el diagrama de flujo de la Figura 5.8 del Capitulo 5.

Observacion B.2.1. Como se puede ver, algunos atributos de las diferentes clases tienen
el mismo nombre, sin que esto dé lugar a incompatibilidades. Esta caracteristica se conoce
en OOP como polimorfismo.

En la Figura B.4 podemos ver el diagrama de clases relativo a la resoluciéon de la fase
solida.

Fase solida

-num_part

-distribucién
-lista_particulas: Particula
+fuentes_fgas

+fuentes_homogeneizadas(in lista_particulas,
out fuentes_fgas)

1.*
" * > 1

Particula Modelo
“radio -part: Particula
-pos -param
-velo -vol_agua(in param,inout part)
-masa -char(in param,inout part)
-temperatura -temperatura(in param,inout part)
-composicion -fuentes(in param,inout part)
-etapa
-paso_tiempo
-atmésfera
-fuentes
-modelo: Modelo

Figura B.4: Diagrama de clases para la fase solida

En este diagrama se incluyen las siguientes clases:
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Particula: Los objetos de esta clase representaran a cada una de las particulas para las que

se calcula su trayectoria. Cada objeto de la clase tendra como atributos privados todas

las variables que se asocian a una particula:

radio: es el radio de la particula.

pos: la posicién que ocupa la particula en cada instante. Ademaés, incluye la in-
formacion sobre el tetraedro de la malla en el que se encuentra.

velo: la velocidad de la particula.

masa: define la masa total de la particula asi como la masa de cada una de las
especies que la componen.

temperatura: temperatura de la particula.
composicién: son las densidades de volatiles, agua, cenizas y carbono fijo.

etapa: indica la etapa de la combustion en la que se encuentra la particula. Si estéa
en la segunda etapa se indica la posicion, en relacién a la particula, de la llama
de difusion de las reacciones en fase gaseosa.

paso_tiempo: es el paso de integracion para las ecuaciones del modelo de la fase
solida con el que esta asociado el objeto.

atmosfera: valores locales de la composicion, temperatura y velocidad del gas.
fuentes: fuentes de masa y energia de la particula a la fase gaseosa.

modelo: este atributo proviene de la asociacion entre las clases Particula y Modelo.

Modelo: los ejemplares de esta clase van a tener un conjunto de métodos que modificaran

la particula a la que estan asociados. Cada objeto de esta clase tendra como atributos:

part: el objeto de la clase Particula al que esta asociado.

param: una serie de parametros que definen el modelo como, por ejemplo, la
temperatura critica T, para el modelo de gasificacion.

Todos los objetos de Modelo deben incluir los métodos:

vol agua: calcula las velocidades de las reacciones de liberacion de volatiles y
humedad y las densidades de volatiles y agua de la particula.

char: devuelve las velocidades de gasificacion, la densidad del carbono fijo y el
radio de la particula.

temperatura: donde se calculara la temperatura de la particula asociada.

fuentes: proporciona la contribucién de la particula a las fuentes de masa y energia.

La asociacion entre la clase Particula y la clase Modelo es bidireccional. De nuevo, el

lenguaje de programacion no lo permite pero, a diferencia de otras asociaciones vistas,

en este caso si es necesaria. Para solventar este problema, en la clase Particula definimos

el atributo modelo como un ntmero entero en lugar de un objeto de Modelo. Asi, este

numero se correspondera con el inico objeto de Modelo con el que puede estar asociado

un objeto de Particula.
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Aunque en nuestro codigo solo existen 3 objetos de esta clase correspondientes a ca-
da uno de los modelos para la fase so6lida, la implementacién realizada permitira la
incorporaciéon de mas objetos de esta clase que podrén ir asociados a los objetos de
Particula.

Fase so6lida: esta clase, de la que solo debera existir un objeto, es una agregaciéon de objetos
de Particula. Los atributos que definiran este objeto son:

= lista particulas: es un array con todos los objetos de Particula.

= distribucion: tiene los datos de la distribucion de masa de las particulas de carbon
que estan representadas por cada objeto de Particula.

= fuentes fgas: es una matriz con los valores en los vértices de la malla de las
distintas fuentes para la fase gaseosa. Este atributo es publico para que pueda ser
accesible desde el programa principal que los usaréd como argumentos de entrada
para los objetos de Problema EDP.

El método publico de esta clase fuentes homogeneizadas controlara todos los objetos
de Particula creados para tener en cuenta su contribucion a las fuentes de masa y
energia homogeneizadas para la fase gaseosa. Como el método de esta clase es piblico,
puede ser llamado desde el programa principal que implementa el algoritmo general del
programa. La subrutina fuentes homogeneizadas esta programada de forma secuencial,
realizando un bucle en particulas, de forma que cada objeto de Particula esperara a que
acabe el anterior para iniciar sus calculos. Si tenemos en cuenta que lo que ocurre en
una particula de carbén no influye en las demés, lo que se traduce en que no hay una
asociacion entre dos elementos de la clase Particula, el método fuentes homogeneizadas
serd facilmente paralelizable.

B.2.1. Sistemas lineales y tiempos de calculo

Una de las partes méas problematicas, en cuanto al tiempo de calculo, es la resolucion
de los sistemas lineales. También el movimiento de los nodos de cuadratura de la malla
puede consumir un tiempo similar, si éste se hace con un método de varios pasos (como,
por ejemplo, el algoritmo de paso adaptativo) y si la formula de cuadratura tiene muchos
puntos. Sin embargo, este problema ha sido solventado, al menos para la mayoria de casos,
con la introduccion de los métodos de Lagrange-Galerkin modificados. Asi, el cuello de
botella de nuestro cédigo de elementos finitos es la resoluciéon de los sistemas lineales. Si
resolvemos un flujo con todos los modelos disponibles tendremos que resolver 10 sistemas
lineales en cada iteracién del algoritmo global, por lo que es muy importante utilizar un
método eficiente; de hecho, ésta es la tinica parte paralelizada del codigo. Para resolver
los sistemas lineales utilizamos las librerfas MKL (“Math Kernel Library”) de Intel® y, en
concreto, la subrutina PARDISO para matrices dispersas almacenadas en un formato que es
una variacion del “Compressed Sparse Row” (ver |35]). La eleccion de estas librerias se debe
a que en la actualidad estamos ejecutando el coédigo en el nodo de un claster equipado con

!La utilizaciéon de estas librerfas impide que la totalidad del codigo desarrollado sea libre.
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dos procesadores Intel Xeon X5570, con lo que esta subrutina esta especialmente disenada
para aprovechar esa arquitectura.

La subrutina de Intel nos da la posibilidad de utilizar un método directo que utiliza
una factorizacién LU para matrices no simétricas o estructuralmente simétricas, LDL” para
matrices simétricas, o de Cholesky LLT para matrices simétricas definidas positivas. Por otro
lado, nos permite utilizar un método directo/iterativo para matrices generales. Este método
consiste en realizar, en primer lugar, una factorizacién LU y resolver el sistema de forma
directa para, posteriormente, utilizar un método iterativo que usa como precondicionador la
factorizacion calculada anteriormente. Si en algtin momento el método iterativo no converge
o supera el nimero maximo de iteraciones, se realiza una nueva factorizacion de la matriz.
Si tenemos en cuenta que las matrices que tenemos cambian en cada paso debido a que
lo hacen los coeficientes (que suelen ser la densidad, la fuente de masa y la difusiéon), nos
damos cuenta de que este método es el mas adecuado para nuestro caso porque, a medida
que la solucién converge, la matriz serd muy parecida y el método iterativo converge en muy
pocas iteraciones. Una ventaja del modelo desarrollado para la fase gaseosa y del método
que hemos implementado para su resolucion, es que la matriz que se obtiene para todas las
combinaciones de Shvab-Zeldovih es la misma, de forma que en realidad factorizaremos 5
matrices.

En lo que respecta al tiempo de calculo conviene mencionar que el tiempo de resolucion del
modelo de fase solida es similar al empleado en FLUENT, a pesar de su mayor complejidad.

B.3. Postproceso

Una de las ventajas del disefio de un c6digo propio es la posibilidad de personalizar el
tipo de resultados que se pueden mostrar. Es por esto que en nuestro cédigo se ofrece una
amplia gama de opciones, que no siempre se encuentran en los cédigos comerciales, sobre
todo en lo relativo a las particulas de carbon.

Como resultados alfanuméricos de la fase gaseosa podemos calcular:

= Los balances de masa y energia dados por

/F pv-ndA = /Q ™, (B.1)
/thTv-ndA:/Qfe. (B.2)

= Las fuerzas y coeficientes de arrastre y sustentacién sobre una superficie, de las dos
formas que vimos en el Capitulo 4 para el test del flujo alrededor de un cilindro.

La integral de volumen de una variable cualquiera.

= Kl flujo mésico a través de una superficie de una variable :

/F ppv - ndA. (B.3)
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La integral de una variable en una superficie de la frontera:

El valor medio de una variable en una frontera dividido por el area:

El valor medio de una variable en el dominio dividido por el volumen:

/godA. (B.4)
T

% /F PdA. (B.5)
#(Q)/Qgpdx. (B.6)

El volumen del dominio y el area de su frontera.

Se pueden calcular perfiles axiales y radiales a determinadas alturas.

Para la visualizacion de resultados, el software que vamos a utilizar es Ensight. Por

lo tanto, usaremos un conversor de nuestros resultados en el formato adecuado para este

visualizador. En los datos sobre el postproceso habremos elegido la frecuencia con la que

guardamos los archivos de resultados; asi, tendremos un nimero de ficheros que podremos

reproducir como un video visualizando cualquier variable por vértices o por tetraedro.

En cuanto a resultados referentes a particulas tenemos las siguientes posibilidades:

= Resultados alfanuméricos: cada vez que se hace una iteracion de fase solida se escriben

una serie de resultados como los que podemos ver en la Figura B.5. En primer lugar, se

muestra el nimero de particulas que se han calculado y el tiempo de calculo empleado

(en segundos) y, en segundo lugar, se pueden ver los porcentajes de volatiles liberados

y de carbono fijo gasificado y un balance de masa de carbén, en el que se muestra la

integral de la fuente de masa.

.07031

Tiempo

Numero de particulas calculadas
Numero de particulas que salen:

Referencia de la salida
Referencia de la salida

Numero de particulas incompletas:
Numero de particulas que se gasifican completas:
Numero de particulas pintadas:

MASA VOLATILES
Masa de volatiles que entra
Masa de volatiles que sale
Porcentaje liberado

MASA CARBONO FIJO

Masa de carbono fijo que entra

Masa de carbono que sale
Porcentaje gasIFicado

MASA
Masa de carbén_que entra
Masa combustible que entra

Integral de la fuente de masa:

Masa que sale sin quemar:
Masa incompleta:
Balance de masa:

21600

23 0
3 21600

oo

3.772637646754893E-005
3.113559421843750E-009
99.9917469958332 %

8.627003149569838E-005
7.633778966297628E-005
11.5129688265123 %

1.489983272809989E-004
1.239964079632473E-004
4.766172228159342E-005
7.634090322239804E-005
0.000000000000000E+000
-6.217540744166443E-009

Figura B.5: Ejemplo de un fichero de particulas
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Por otro lado, se calculan las distribuciones de tamanos, el diametro medio y la tempe-
ratura media de las particulas que pasan por cada elemento de la malla. De esta forma,
se podran conocer estos mismos valores en regiones mas amplias del dominio, con los
que obtener, por ejemplo, perfiles radiales o axiales si estamos resolviendo un problema
con simetria axial.

= Resultados graficos: se dibujan las trayectorias de las particulas coloreadas por cual-
quiera de sus variables asociadas (1), v;, etc.). Se pueden elegir todas o algunas par-
ticulas de una determinada celda de una entrada, o todas las de un tamano concreto.
Ademas, hay la posibilidad de escribir todas las variables asociadas a una particula
concreta en funcion del tiempo.



242 Apéndice B. Descripcién del programa de simulacién




Nomenclatura

A continuacion daremos una lista de las notaciones utilizadas en esta memoria para las
principales variables, con el fin de facilitar la lectura de la misma.

1. Notaciones relativas a la mezcla de gases:

Notacién Descripcién Unidades

v velocidad m/s

p densidad kg/m?

0 temperatura K

s presion Pa

hr entalpia térmica J/kg

h entalpia especifica J/kg

Cr calor especifico de la mezcla de gases a presion constante J/kgK
Cy calor especifico de la mezcla de gases a volumen constante J/kgK
D coeficiente de difusion de la mezcla de gases m?/s

! viscosidad molecular kg/ms
v viscosidad cinematica m?/s
M masa molecular g/mol
fe fuente de energia homogeneizada en la fase gaseosa J/m3s
m fuente de masa homogeneizada procedente de las particulas  kg/m3s
kr conductividad térmica W/mK
Iy coeficiente de transferencia de calor a las paredes W /m2K
R constante universal de los gases J/molK
k energia cinética turbulenta m? /s?

€ tasa de disipacion turbulenta m?/s3
e viscosidad turbulenta kg/ms
P produccién de la energia cinética turbulenta kg/ms?
g gravedad m/s?
Qp region del flujo sin oxigeno -
Qo region del flujo con oxigeno -
I'r llama de difusién que separa las regiones con y sin oxigeno -

Zn,m=1,..,4 combinaciones de Shvab-Zeldovich para las especies -
H combinacién de Shvab-Zeldovich para la entalpia térmica J/kg
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Y, fraccion maésica de la especie i-ésima, -
X;  fraccion molar de la especie i-ésima

R entalpia especifica de formacién de la especie i-ésima J/kg

AH? entalpia molar de formacién de la especie i-ésima J/kg

dente de las particulas

2. Notaciones para la reaccién quimica [-ésima:

f™  fuente de masa de la especie i-ésima homogeneizada proce- kg/m3s

Notaciéon Descripcién Unidades
By factor de frecuencia de la reaccion ! 1/s
& energia de activacion de la reaccion J/mol
qQ calor de la reaccion ( J/kg
by, velocidad de reaccién adimensional para la reaccién i-ésima -
Y velocidad de reaccion kmol/m?>s
wy masa de combustible gasificada por unidad de volumen y de  kg/m3s
tiempo
my masa gasificada por unidad de tiempo kg/s
Daqy; ntmero de Damkohler -
3. Simbolos relativos a las particulas:
Notaciéon Descripcién Unidades
Up velocidad m/s
Tp posiciéon ocupada por la particula -
p calor especifico J/kgK
Pp densidad kg/m3
my masa kg
my masa de volatiles en la particula kg
MH,0 masa de agua en la particula kg
mc masa de carbono fijo en la particula kg
Meen masa de cenizas en la particula kg
v densidad de volatiles en la particula kg/m3
PH>0 densidad de agua en la particula kg/m3
pC densidad de carbono fijo en la particula kg/m3
Pcen densidad de cenizas en la particula kg/ m?
Tp radio m
a radio inicial m
T, temperatura K
Ep coeficiente de emisividad -
qI’?’ flujo de calor que llega a la particula por conducciéon J/m?s
q’ flujo de calor que llega a la particulas por radiacién J/m?s
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D

Te

Ty
T:
Fe
Fm

(2

coeficiente de difusion efectiva a través de los poros de la
particula

radio del ntcleo de carbono fijo de la particula “shrinking
core”

radio de la llama de difusion relativa a la particula
temperatura de cambio de la particula

fuente de energia aportada por la particula a la fase gaseosa
fuente de masa de especie E; aportada por la particula

4. Notaciones para los métodos Lagrange-Galerkin:

kg/ms

J/m3s
kg/m?s

Notacion Descripciéon

X curva caracteristica

X curva caracteristica modificada

T} elemento de la malla

T elemento de referencia

N, ntmero de elementos de la triangulacién o malla
N, ntmero de nodos o grados de libertad de cada elemento
Npg ntmero de nodos o grados de libertad globales
Nyg nimero de vértices globales de la malla

ag vértices de cada simplex j

a; vértices del elemento de referencia T

o vértices de la malla

dg nodos de cada simplex j

c@ nodos del elemento de referencia

Bi grados de libertad globales

Di polinomios de base del espacio P(T)

pg funciones de base de P(Tj)

F; aplicacion afin de T en T;

h tamano caracteristico de la malla

At paso de tiempo

L interpolador de Lagrange de grado m

Ry, operador interpolacién eliptica

(9] sucesion de funciones {¢"}_,
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