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Introduccion

El mundo en que vivimos, esta civilizacion de sociedades desarrolladas, in-
dustrializadas y tecnologicas a la que pertenecemos, no seria concebible sin
el inmenso progreso realizado en ingenieria mecénica y estructural en las ul-
timas décadas. Los avances en estas areas de conocimiento han posibilitado
edificaciones e infraestructuras cada vez mas audaces, maquinaria mas eficaz

y resistente y medios de transporte mas rapidos y seguros.

A pesar de los logros ya obtenidos, la investigacion en ingenieria mecanica y
estructural, lejos de haberse estancado, es hoy en dia uno de los campos con
mayor actividad, inversion y perspectivas de futuro. En particular, el estudio
de la resistencia de los materiales es uno de los aspectos a los que se dedican
mayores esfuerzos. La historia nos proporciona numerosos ejemplos de grandes
proyectos de ingenieria que se han venido abajo (en ocasiones literalmente)
debido a célculos poco minuciosos en la fase de diseno, en muchos casos rela-

cionados con la resistencia de los materiales utilizados.

En efecto, los fallos estructurales han sido un problema asociado a la actividad
humana desde la construcciéon de las primeras grandes estructuras, tales como
templos, fortificaciones, puentes o acueductos. Por supuesto, existen estructu-
ras antiguas que han sobrevivido al paso del tiempo y son claro ejemplo de
disenos exitosos. Pero sin duda hubo muchos maéas disenos que tuvieron una
corta vida. Posiblemente, estas construcciones que atn hoy perviven se con-
siguieron después de muchos intentos ensayo-error. Por ejemplo, se cree que
los Romanos probaban cada nuevo puente que se construia exigiendo que el

disenador /ingeniero permaneciese bajo el puente mientras los carros pasaban

XXI
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sobre el mismo. De este modo, no sélo se incentivaba el cuidadoso desarrollo
de los disenos, sino que se llevaba a cabo una especie de seleccion natural;

aquellos ingenieros menos aptos eran eliminados del gremio.

Sin embargo, es con el desarrollo industrial cuando el problema se agrava con-
siderablemente debido a la construccion de estructuras cada vez mas complejas
y la produccion (y por ende, utilizacién) masiva de nuevos materiales como el
hierro o el acero cuyo comportamiento era practicamente desconocido y que en

sus primeros usos daban lugar en ocasiones a fallos aparentemente aleatorios.

Existen registros de fallos estructurales en todas las épocas y en una amplia

variedad de &mbitos: arquitectura, ingenieria civil, ferrocarriles, aeronautica,...

Cabe citar como ejemplo el accidente ferroviario ocurrido en 1842, cuando la
ruptura de un eje de la locomotora del convoy que hacia el trayecto Versailles-
Paris caus6 un descarrilamiento que se cobr6 més de 55 muertes. Otro caso
famoso es el accidente naval acaecido en 1943, cuando un carguero atracado
en el puerto de Portland, y con el mar en calma, se partié6 en dos. No menos
conocido es el hundimiento del puente Tacoma Narrows, que colapsé tan solo 4

meses después de su inauguracion en julio de 1940 debido a los fuertes vientos.

Otros sucesos son mucho mas recientes, como el hundimiento en Minneapolis
en 2007 del puente I-35W sobre el rio Mississippi, con el agravante de que
sucedio a la hora de mayor trafico, arrojando vehiculos a las aguas y causando

varias muertos y numerosos heridos.

En aeronautica se encuentran también multitud de ejemplos, como los acci-
dentes en 1953 y 1954 de los aviones De Havilland Comet, cuya destruccion
en pleno vuelo obligd a que toda la flota de Comet quedara inmovilizada en
tierra para ser investigada. Tras la recuperacion y el analisis de fragmentos de

los aviones siniestrados se encontré que la causa era la fatiga del metal.

Mas recientemente, en mayo de 2004 una secciéon de 36 metros del techo de
la terminal 2E del aeropuerto Charles de Gaulle de Paris se desplom¢é sobre
un pasillo de embarque, debido a fuertes tensiones que la estructura no estaba

disenada para soportar. El hundimiento de edificaciones mas modestas puede
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Figura I.1: Tlustracion del accidente ferroviario de Versailles e imagen del carguero partido

en Portland.

tener consecuencias mas luctuosas, como es el caso del pabellon de deportes

de Sant Boi, en 2009, cuyo hundimiento caus6 la muerte de cuatro ninos.

También en la industria energética se encuentran numerosos ejemplos de fallo
estructural. En noviembre de 1965, tres de las ocho torres de refrigeracion
de la central eléctrica de Ferrybridge en Inglaterra se derrumbaron debido
a las vibraciones producidas por vientos de 137 km/h. Las otras cinco torres

quedaron seriamente danadas. En febrero de 2008, el engranaje de una turbina

Figura I.2: Imagenes de los puentes Tacoma Narrows e I-35W después del colapso.
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Figura I1.3: Imagenes de los restos de un Comet y del aeropuerto CDG tras el colapso.

edlica en Hornslet, Dinamarca, fallo, lo que combinado con fuertes vientos

produjo el desprendimiento de las palas y posterior derribo de la torre.

Figura [.4: Imagenes de las torres de Ferrybridge y de la turbina eolica de Hornslet.

Como se ha visto, la rotura de una pieza o el colapso de una estructura pueden
tener un elevado coste econémico, cuando no un coste atun mayor en vidas
humanas. Evitar estos fallos es una tarea que comienza con un minucioso y
cuidadoso diseno. Para ello, la mecéanica de medios continuos ha demostrado ser
una herramienta de lo més eficaz, aplicindose tanto para el disenio de pequenas

piezas como para el de los mayores rascacielos de la historia.
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No obstante, con un buen diseno inicial puede no ser suficiente. En la ma-
yor parte de los casos es muy recomendable, cuando no imprescindible, llevar
a cabo tareas de mantenimiento que aseguren la integridad tanto de piezas

mecanicas como de estructuras mayores.

Esto es debido a que cuando se somete un cuerpo a cargas externas, las tensio-
nes resultantes pueden llegar a exceder el umbral de resistencia del material,
dando lugar a fallos que se inician a menudo en forma de grietas superficiales
o cercanas a la superficie. Es por esto que la deteccion de defectos y grietas

antes de que den lugar a fallo estructural es primordial.

En ingenieria se denominan Técnicas de Evaluacion No Destructivas (NDE,
por sus siglas en inglés) a un conjunto de métodos y procedimientos usados
para la deteccion y analisis de defectos en piezas, sin comprometer para ello la

propia integridad de la pieza en si.

Por ejemplo existen métodos que estan basados en aplicar ondas electromag-
néticas, acusticas o elasticas y, en particular, los basados en ondas guiadas,
como por ejemplo las ondas de Lamb o de Rayleigh. Estas tltimas se usan
habitualmente para probar estructuras de geometrias simples, tales como vi-
gas y placas. La descripcion y propiedades de estos tipos de ondas pueden

encontrarse, por ejemplo, en [60, 81].

Podemos considerar que hay dos tipos de imperfecciones. Por un lado, las
penetrantes, que tienen una profundidad significativa con respecto del espesor
de la pieza, e influyen en gran medida en la seguridad de la estructura, y por
otra parte, las no penetrantes que afectan tinicamente a la zona superficial de
chapa y estan mas relacionadas con la proteccion de la estructura frente a un

deterioro ambiental que con su seguridad.

Nuestro objetivo en este trabajo es el estudio y simulaciéon numérica del com-
portamiento, bajo excitaciéon por ondas superficiales, de estructuras con y sin
grietas, suponiendo que éstas son imperfecciones superficiales o no penetrantes.
La comparacion de estos dos problemas (con y sin grietas) permite determinar
mediante tests no destructivos la existencia de imperfecciones en una estruc-

tura.



XXVI Introduccién

Para ello analizaremos la propagacion de ondas de Rayleigh en estructuras
no danadas y realizaremos la correspondiente simulaciéon de su propagacion
sobre una estructura con grieta. Técnicamente, modelizaremos esta situacion
mediante un problema de contacto entre los labios de la grieta, que se suponen

inicialmente en contacto.

En la practica, la presencia de una superficie fisurada introduce notables difi-
cultades en la simulacién numérica del fenémeno en estudio. Durante décadas
se ha usado el Método de Elementos Finitos (FEM, por sus siglas en inglés)
para implementar la resolucién numérica de numerosos problemas. Sin embar-
go, para aplicar este método en problemas evolutivos en los que la geometria
presenta discontinuidades o singularidades, se necesita modificar la malla y/o
utilizar mallas muy finas, con el consiguiente coste computacional. Es por esto
que el método FEM no es el mas eficiente para simular el comportamiento

dinamico de estructuras con grietas.

Por el contrario, el Método de Elementos Finitos Extendido (XFEM, por sus
siglas en inglés) esta especialmente concebido para permitir discontinuidades
en el espacio de aproximacion asociado. En él, el espacio de funciones del
FEM clésico es enriquecido con funciones especiales que ayudan a capturar las
particularidades del problema. Estas pueden ser funciones discontinuas, con
derivadas discontinuas, que incorporan caracteristicas conocidas de la solucion
tales como singularidades, o combinaciones de las anteriores, y siempre uti-
lizando la nocién de particion de la unidad. Asi, la implementaciéon de este
método nos permitira mallar el dominio de forma independiente de la grieta,
y capturar con mayor precision la singularidad de las tensiones en el vértice de

la grieta.

I.1. Estado del arte

El presente trabajo es una continuacion del realizado en el trabajo de investi-
gacion tutelado [19], inspirado a su vez por el articulo de Samartin y Moreno

[82], donde se simula numéricamente el desplazamiento de las ondas de Ray-
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leigh suponiendo que hay una distancia inicial h > 0 entre los labios de la
fisura y sin modelar el posible contacto entre ellos; esto en ocasiones lleva a no
respetar la no interpenetrabilidad de la materia. Las estructuras consideradas
son placas de espesor delgado, lo cual permite tratar el problema como bidi-
mensional.

En este trabajo se hace un repaso al comportamiento de las ondas de Rayleigh
desde un punto de vista analitico y numérico en placas no danadas, y se trasla-
da dicho analisis al problema con fisura suponiendo que la distancia h es nula
y que por tanto, en un principio, ambos labios de la fisura estdn en contacto
y que no existe friccion entre ellos. Dicho contacto se modeliza imponiendo en
la grieta condiciones de Signorini. Este tipo de condiciones han sido utilizadas
por otros autores en diversos problemas de la mecénica de medios continuos,
ver por ejemplo [30, 46, 48, 57, 80, 95, 96].

En las dltimas décadas, muchos autores han estudiado un amplio rango de pro-
blemas de contacto dindmicos con varios materiales y condiciones de frontera.
Por ejemplo, Duvaut y Lions [30] consideraron problemas de contacto cuasies-
tatico y dinamico con friccion para cuerpos elasticos lineales y viscoelésticos.
Para cuerpos viscoelasticos encontramos los trabajos de: Martins y Oden [66]
en el caso de respuesta normal; Cocou [26] para condiciones de Signorini y
friccion no local, resultado que posteriormente extendieron Cocou y Scarella
[27] a un cuerpo con grieta. El problema de contacto de Signorini sin friccion
para materiales con memoria singular fue considerado por Jaruseck [55] quien
también estudio el caso con friccion conocida en [53|; En Jarusek y Eck [54] se
estudiaron problemas con friccion local de Coulomb. En relacién a problemas
de contacto termoviscoelasticos, Eck [31] estudi6 un problema con friccion de
Coulomb. También Figueiredo y Trabucho [34], quienes extendieron los resul-
tados dados en [66] a este tipo de materiales.

Para otros problemas como la ecuaciéon de ondas con condiciones de contorno
unilaterales, Lebeau y Schatzman [61] establecieron la existencia y unicidad
de solucién para dominios semi-infinitos. Sin embargo, como los propios auto-
res explican, su método no puede extenderse a dominios generales. Kim [56]
demostré la existencia de solucién para dominios regulares acotados pero su
metodologia no puede aplicarse a problemas elasticos, salvo en casos muy con-

cretos, como por ejemplo, problemas con simetria esférica, como se recoge en
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el trabajo de y Munoz- Rivera y Racke [71], quienes demostraron la existencia
de solucion para el problema de contacto de Signorini termoelastico sobre un
dominio con simetria esférica. Hasta donde nosotros sabemos, el problema di-
namico de contacto sin fricciéon en elasticidad lineal sobre un dominio acotado
general sigue siendo un problema abierto. En esta memoria se establece un
resultado de existencia de soluciéon para dicho problema en un sentido toda-
via “débil”. Aunque no es un resultado completamente satisfactorio, si supone
un avance muy importante, ya que la metodologia de su demostracion define
completamente un algoritmo numérico en tiempo que en otros capitulos de la

memoria se revelard como muy eficiente.

Como se coment6 anteriormente, para la discretizacion numérica en espacio se
utilizaran los métodos de elementos finitos clasicos y de elementos finitos exten-
didos. El método de elementos finitos (FEM) es uno de los métodos numeéricos
més populares para la aproximacion de soluciones de ecuaciones diferenciales.
Desarrollado en la segunda mitad del siglo XX, ha sido aplicado con éxito a la
resolucion de problemas en mecénica estructural, dinamica de fluidos, acistica,
electromagnetismo, biomecanica, entre otros, y es utilizado por una gran va-
riedad de paquetes de software, tanto comercial como de cédigo abierto, como
por ejemplo, COMSOL, NASTRAN, MARC, ACTRAN, FLUX2D/3D, Code
Aster, FEBio y un largo etcétera. A pesar de ser un método muy desarrollado
y robusto, no es muy adecuado para el estudio de discontinuidades evolutivas,
pues depende de una estructura de pequenos elementos para construir el es-
pacio de aproximacién. Por tanto, para construir un espacio de aproximacion
discontinuo, es necesario alinear la topologia de los elementos con la geometria
de la discontinuidad. Ello requiere, en particular, la regeneracion de la malla
de elementos a medida que la discontinuidad evoluciona, lo que implica un ele-
vado coste computacional. Para solventar estos problemas se han desarrollado
en los tltimos anos diversos tipos de métodos que no requieren una malla para
la construccion de la solucion, los denominados métodos “mesh-free” o “mesh-
less” y han sido aplicados a problemas de mecéanica para los cuales el método
de elementos finitos presenta importantes dificultades, como el modelado de

problemas de fractura, flujos y grandes deformaciones en sélidos. Sin embar-
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go, estos métodos requieren unos recursos computacionales significativamente
mayores que los del método de elementos finitos. El coste adicional se asocia
con la construccion de las funciones de base y la cuadratura adicional nece-
saria para la construccion adecuada de la forma bilineal. Una alternativa a
los métodos sin malla son los elementos finitos extendidos, que son capaces de
representar discontinuidades en el interior de los elementos. Estos elementos
se utilizan localmente en la zona donde se localiza la grieta para representar
la discontinuidad. El método de Elementos Finitos Extendido fue introducido
por Moés, Dolbow y Belytscho en [67]. En él, los campos singulares y disconti-
nuos se simulan sobre una malla de elementos finitos gracias a la introduccion
de un conjunto especial de funciones de forma enriquecidas, que permiten una
aproximacion adecuada del campo de desplazamientos. Dichas funciones de
forma se multiplican por las funciones de forma nodales de modo que se man-
tienen en el marco de los métodos de particiéon de la unidad. La presencia de
la grieta no se modela geométricamente y la malla es independiente de la mis-
ma. Los grados de libertad del método clésico relativos a los elementos de la
malla cortados por la grieta se enriquecen con una funcién de tipo Heaviside,
mientras que los del elemento que contiene al vértice de la grieta se enriquecen
con funciones singulares que generan la tension asintotica exacta.

Desde su introduccion, muchos trabajos han estudiado el XFEM, mejorado su
rendimiento y explorado sus habilidades. Trabajos de Moés, Dolbow y Belyts-
cho trataron problemas elasticos bidimensionales y considerando contacto con
friccion [28]. Sukumar et al. estudiaron la extension del XFEM a problemas
tridimensionales con grietas [90]. En los trabajos de Belytschko et al.[11], Moés
et al. [68] y Gravouil et al. [40] se usan conjuntos de nivel para localizar la grie-
ta. En el trabajo de Laborde et al. [59] se introduce una mejora que permite
obtener convergencia 6ptima para las aproximaciones XFEM. En [9] se presen-
ta una técnica de precondicionamiento para mejorar el condicionamiento de la
matriz de rigidez resultante del XFEM. Laborde [59] y Ventura [94] estudiaron
aspectos relacionados con la integracion numeérica de las funciones de enrique-
cimiento singulares. El analisis matemético de varios métodos de tipo XFEM
se realizo en [21] y [22].

Los métodos XFEM no soélo se aplican en mecanica de la fractura, sino tam-

bién a otro tipo de problemas en mecéanica de fluidos [38], optimizacion [93],
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transporte [74], solidificacion [23| y transferencia de calor [73] entre otros.

En esta memoria se detalla la metodologia para la implementacion del método
XFEM vy se presentan ciertas técnicas innovadoras que permiten su implemen-
tacion evitando la casuistica que surge a la hora de realizar la integracion sobre

elementos enriquecidos.

El marco teodrico de la mecanica de la fractura estéd bastante bien establecido.
El trabajo de Griffith [41] publicado en 1920 relacionando la tension de ruptura
con el tamano de los defectos sent6 las bases para los posteriores estudios. Se-
gun el modelo de Griffith, la fractura ocurre cuando la energia de deformacion
supera la energia de superficie del material. Sin embargo, su trabajo solamente
se aplicaba a piezas de cristal. No fue hasta 1948 que el modelo se modificd
para aplicarlo a metales. Las fracturas sufridas por unos 400 de los 2700 barcos
Liberty construidos durante la Segunda Guerra Mundial impulso el interés en
la mecénica de la fractura. Irwin [50] extendio el trabajo de Griffith a metales
incluyendo la energia disipada por los flujos plasticos locales y Mott [70] lo
hizo para grietas que se propagan rapidamente. En 1956 Irwin [51] desarrolld
el concepto de tasa de liberacion de energia, y en 1957 [52] us6 el trabajo de
Westergaard [98|, quien habia analizado las tensiones y desplazamientos en el
frente de grieta, para demostrar que se podian caracterizar por un parame-
tro relacionado con la tasa de liberacion de energia, al que posteriormente se
denominé "factor de intensidad de esfuerzos". La utilidad de la mecanica de
la fractura se vio pronto respaldada por su exitosa aplicaciéon a casos como
las fracturas del fuselaje de los aviones Comet que, como Wells [97] demostro,
eran debidas al insuficiente refuerzo y las esquinas cuadradas de las ventani-
llas. Hacia 1960 las bases de la mecénica de fractura lineal eléstica estaban
bastante bien establecidas y entre 1960 y 1980 aparecieron estudios en meca-
nica de fractura no lineal, en los que se tienen en cuenta las deformaciones
plasticas que sufre el material. Es en este periodo cuando se introducen con-
ceptos como “crack-tip-opening displacement” (CTOD) y la J-integral de Rice
[78] que expresa la tasa de liberacion de energia para materiales no lineales co-

mo una integral de linea evaluada en un contorno arbitrario en torno al vértice
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de la grieta. En [79] se relacioné la J-integral con los campos de tensiones en
el vértice de la grieta en materiales no lineales y por tanto puede entenderse
como un parametro de intensidad de tensiones no lineal, asi como una tasa
de liberacion de energia. La aplicacion de la J-integral al anélisis de diseno no
fue posible hasta el trabajo de Shih y Hutchinson [85] que proporcionaron el
marco tedrico para dichas aplicaciones.

Es también entre 1960 y 1980 cuando se desarroll6 buena parte de la base teo-
rica de la mecanica de fractura dindmica. Se han publicado varios trabajos en
este &mbito asi como trabajos generalizando la J-integral para tener en cuenta

los efectos de la inercia y visco-plasticidad, ver por ejemplo, [4, 5, 69, 86].

1.2. Estructura

La memoria se estructura en seis capitulos.
En el Capitulo 1 se introducen las notaciones y los conceptos basicos de la
mecanica del continuo y de la fractura que se utilizaran a lo largo de esta

memoria.

En primer lugar, se describen las ecuaciones que modelan el movimiento de
un cuerpo en formulaciéon euleriana y lagrangiana, las leyes constitutivas, que
se particularizarédn para cuerpos hiperelasticos, asi como resultados clasicos de

transporte y energia.

A continuacién, se presentan los conceptos de fuerzas configuracionales, que
realizan trabajo sobre los cambios posicionales en la configuracion de referen-
cia, como pueden ser los crecimientos de grietas o transferencia de material a
través de una interfase. Estas fuerzas fueron introducidas por Gurtin en [44]
y |45], donde se realiza un estudio detallado de sus balances de fuerzas y mo-
mento, y se deduce la expresion de la tasa de liberacion de energia a través del
vértice de una grieta para materiales hiperelasticos, resultados que recogemos

aqui por completitud.

Seguidamente, obtendremos el modelo linealizado y la energia libre asociada a

materiales de Hooke y demostraremos que al linealizar la expresion de la tasa
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de liberacion de energia obtenida a partir de las fuerzas configuracionales, se
recupera la expresion clasica de la J-integral tanto para el caso dindmico como

para el caso estatico.

Posteriormente, se presentan las condiciones de contorno y de contacto que
modelan el contacto sin friccion de un soélido eléstico lineal con un obstéaculo
rigido, que se particularizaran en el Capitulo 4 al contacto sin friccion entre los
labios de una grieta. Se exponen también las condiciones que deben cumplir
un dominio y los datos de un problema para posibilitar la formulaciéon de un

problema tridimensional como un problema de deformaciones planas.

Finalmente, se estudian las propiedades de las ondas progresivas sinusoidales,
que constituyen una importante clase de soluciones de la elastodinamica li-
neal. En particular, se caracterizaran las ondas longitudinales y transversales,
sus velocidades caracteristicas, dependientes tnicamente de las propiedades
del material, y se relacionaran con la existencia de unos potenciales escala-
res y vectoriales a partir de los cuales se puede descomponer un campo de

desplazamientos en la suma de un vector irrotacional y uno solenoidal.

Dicha descomposiciéon nos permitira, por una parte, obtener en el Capitulo 3
la expresion de una onda de Rayleigh, que utilizaremos posteriormente para
imponer las condiciones de contorno en la simulacién de la propagacion de un
tren de ondas de Rayleigh y por otra, deducir las expresiones de las tensiones
que se producen cerca del vértice de una grieta que se propaga con una cierta

velocidad, estudio que se realizara en el Capitulo 5.

En el Capitulo 2 se realiza el anélisis matematico del problema dindmico de
contacto con solido rigido sin fricciéon, considerando las condiciones de Signorini
presentadas en el Capitulo 1. Se presenta el modelo y el marco funcional,
estableciendo los espacios y resultados de trazas que se utilizaran a lo largo
del capitulo y definiendo el modo en que han de cumplirse las condiciones de

frontera.

A continuacion, el problema es discretizado en tiempo, siguiendo un esquema
de tipo Newmark, inspirado en la resolucién numérica del problema. Se ob-

tienen un numero finito de problemas estaticos para los cuales se establece la
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existencia y unicidad de solucién. A partir de dichas soluciones continuas en
espacio y discretas en tiempo se construyen varias aproximaciones de la solu-
cion del problema dinamico, con diferentes propiedades; algunas son funciones

escalonadas, otras son funciones lineales a trozos y otras de clase 2 a trozos.

Para estas funciones se obtienen estimaciones “a priori” consiguiendo acotacio-
nes en tiempo para las distintas aproximaciones, y en consecuencia resultados
de convergencia débil. Ademas se demuestra la unicidad del limite de las dis-

tintas aproximaciones consideradas.

Se estudia la conservacion de la energia del método de Newmark considerado,
obteniéndose disipaciéon de la energia en el caso en que se produzca contacto

efectivo, y conservacion de la energia en otro caso.

Finalmente se recuperan las ecuaciones que verifica el limite, obteniéndose que
es solucion del problema en el sentido de las distribuciones, que verifica las
condiciones de contorno clasicas, aunque verificando la condiciéon de compa-
tibilidad de manera ¢-débil; el desplazamiento limite respeta la no interpene-
trabilidad de la materia, las fuerzas de apoyo también respetan el principio
de accion-reaccion, y en la zona donde el apoyo no es efectivo se ha podido

establecer que las tensiones son (casi) nulas.

Una vez realizado el analisis matematico del problema dindmico de contacto,
el resto del capitulo se dedica a su resoluciéon numérica. Para ello, se obtiene su
formulacion variacional como inecuacion y se discretiza en espacio mediante el
método de elementos finitos estandar. Para el tratamiento de las condiciones
de Signorini se introduce un multiplicador de Lagrange que permite obtener
una formulacién como ecuaciéon variacional mediante técnicas de subdiferen-

ciabilidad y operadores maximales mondtonos analogas a las utilizadas en [13].

Para acelerar la convergencia del algoritmo se utiliza una técnica de Newton
generalizada, y la discretizacion en tiempo estda basada en el mismo método
implicito de la familia de los métodos de Newmark considerado en el anélisis

matemético del problema.

Por ultimo, para probar la eficiencia del algoritmo, se considera un problema
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simple con solucién conocida, al cual se aplica el algoritmo descrito en las
secciones previas y cuyo comportamiento se analiza con diversas condiciones
de contorno, y variando los valores de los pardmetros caracteristicos de las

discretizaciones en espacio y tiempo.

En el Capitulo 3 se plantean los modelos mateméticos que rigen la vibracion
por ondas de Rayleigh de un so6lido elastico tridimensional semi-infinito sin
fisura. Se trata de un caso particular del modelo elastodinamico lineal presen-
tado en el Capitulo 1 al que hay que anadir las condiciones en el infinito y
de periodicidad de la solucion. Las primeras secciones del capitulo se dedican
a la obtencion de los datos del modelo asociado a una onda de Rayleigh. En
particular, partiendo de las ecuaciones que verifican las ondas longitudinales
y transversales obtenidas en el Capitulo 1 se buscara una soluciéon monocro-
mética, superficial, que presente un comportamiento sinusoidal unidireccional,
compatible con las hipotesis de deformaciones planas también presentadas en

el Capitulo 1.

A continuacién, se utilizan las expresiones calculadas de los desplazamientos
de una onda de Rayleigh para imponer la condicién de contorno del problema
sobre un dominio acotado. Debido a la incompatibilidad de dicha condicién
de contorno con una condicién inicial de reposo se presenta una técnica de
descomposicion del problema que permite la simulacion de la propagacion de
la onda de Rayleigh. Asi, se resuelve un problema pseudoestatico con fuerzas de
volumen nulas y condicién de contorno Dirichlet no homogénea que carga con
la condicion de la onda de Rayleigh, y un problema dinamico con condiciones
de contorno e iniciales homogéneas, y fuerzas de volumen no nulas. De este
modo, tenemos compatibilidad entre las condiciones iniciales y la condiciéon de
contorno, sin necesidad de que toda la placa esté vibrando desde el instante
inicial. Podria decirse que la condicién inicial del problema es un impulso que

viene determinado por la solucién del problema pseudoestatico.

En la siguiente seccion, se realiza la simulaciéon numeérica de diversos problemas;
para comprobar la precision de los métodos utilizados se realiza la simulacion
numeérica de un ejemplo académico y se comparan los resultados obtenidos con

la solucion tedrica. Asimismo, se resuelve el caso de una placa que ya en el
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instante inicial esta vibrando con una onda de Rayleigh con la solucién tedrica
obtenida en este capitulo. Para este caso se realiza también una comparacion
de las trayectorias de un punto cercano a la superficie con la trayectoria eliptica
tedrica. Dicho estudio de las trayectorias permite determinar si una placa tiene

danos o no.

También se simula la propagacién de un ciclo de onda de Rayleigh, asi como la
propagacion de un tren de ondas. En este ultimo caso se observa un fenémeno
de dispersion cuando el problema se resuelve considerando la condiciéon de
contorno Dirichlet en x = 0 frente a una condicién de contorno en x # 0 debido
a que la condiciéon de contorno presenta un punto critico en dicho punto, y se

produce una pérdida de informacion.

Finalmente, se realiza la comparacion de la simulaciéon numérica de la pro-
pagacion de cinco ciclos de onda de Rayleigh con amplitud variable con las
mediciones experimentales proporcionadas por el grupo de Metrologia Optica
del Departamento de Fisica Aplicada de la Universidad de Vigo, procedimien-
to que sirve también para la determinacién de los pardmetros de Lamé del
material. La variaciéon de la amplitud que presentan las ondas experimenta-
les se aproxima por una envolvente gaussiana cuyos parametros se extraen
de los datos experimentales. Se consideran distintas variantes de las condicio-
nes iniciales, y los resultados obtenidos con todas ellas reproducen las mismas

soluciones.

En el Capitulo 4 se considera un dominio bidimensional con una fisura su-
perficial y se resuelve el problema de propagacién de una onda de Rayleigh
suponiendo una condiciéon de contacto unilateral sin rozamiento (condiciones
de Signorini) entre los labios de la fisura; la perturbacion que aparece en la
onda de Rayleigh permitiré detectar la existencia de grietas y, en el futuro, al

estudiar el problema inverso, identificar la posicion de la grieta.

Se plantea el modelo con especial atenciéon a las condiciones de contacto que,
aunque son similares a las utilizadas en el problema de contacto con soélido
rigido del Capitulo 2, han de ser adaptadas al contacto entre los dos labios de

la grieta. Se utiliza la misma técnica de descomposicion de la solucién mostrada
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en el Capitulo 3 que permite plantear un problema dindmico con condiciones

de contorno homogéneas.

Se realiza una discretizacién en tiempo del problema dinamico utilizando el
método de Newmark expuesto en el Capitulo 2 y se obtendra la formulaciéon
variacional del problema que se resuelve numéricamente utilizando el mismo
algoritmo presentado en el Capitulo 2, adaptado al contacto entre los labios de
una grieta. La discretizacion en espacio se lleva a cabo mediante el método de
elementos finitos clésico, para lo cual es necesario adaptar la malla del dominio
a la geometria de la grieta. Esta restriccion se eliminaré posteriormente en el
Capitulo 6, donde se utilizara el método de elementos finitos extendidos XFEM
para enriquecer el espacio de aproximacion de forma local en el entorno de la
grieta anadiendo funciones discontinuas en el interior de los elementos cortados

por la grieta.

Para comprobar el funcionamiento del algoritmo de contacto, se presentan
los resultados numeéricos sobre un ejemplo académico. Asimismo, se recuperan
los datos de las trayectorias de un punto cerca de la superficie obtenidos en
el Capitulo 3 para la onda teérica y la placa sin grieta y se comparan con
las trayectorias obtenidas en el caso con grieta. Se aprecia la perturbacion de
la forma eliptica en la trayectoria. Ademas, se comparan los desplazamientos
experimentados por los puntos de la superficie en distintos instantes de tiempo
tanto en el caso tedrico, como en los casos con y sin grieta. Se aprecia que
antes de que la onda alcance la grieta no hay diferencias sustanciales, mientras
que una vez que la onda ha superado la grieta los efectos de la reflexion y la

refraccion son evidentes en la amplitud de las ondas.

El Capitulo 5 se dedica al estudio del comportamiento de una grieta. En él se
repasan los conceptos de modos de fractura, factores de intensidad de esfuerzos,
integral de interacciéon y criterios de crecimiento de grietas. Se obtendra la
expresion de las tensiones cerca del vértice de la grieta en el caso de una grieta

que avanza con velocidad no nula utilizando un método directo de resolucién.

Se probard que dicho método no conduce a una solucién no trivial para el

caso de una grieta estatica, por lo que en ese caso se utilizard un método
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inverso mediante la funciéon de Airy para obtener la expresion de las tensiones.
Esto nos permitira determinar una base para el espacio al que pertenece el
desplazamiento. Con las funciones que forman dicha base enriqueceremos el
espacio de elementos finitos de forma local cerca del vértice de la grieta, lo que

nos permitird mejorar la aproximaciéon de la tension.

En el sexto y ultimo capitulo se introduce el método de elementos finitos
extendidos (XFEM), que permite mallar el dominio independientemente de
la grieta y enriquecer los nodos cercanos al vértice de la grieta para tener en
cuenta la singularidad que presentan las tensiones en esa zona. Para representar
la discontinuidad de los desplazamientos en la grieta se consideran funciones de
salto de Heaviside que se anaden a la base estdndar en los elementos cortados
por la grieta. En un entorno del vértice de la grieta se enriquece el espacio de
elementos finitos con las funciones calculadas en el Capitulo 5, que permiten

mejorar la aproximacion de la singularidad de las tensiones cerca del vértice.

Se expone el procedimiento utilizado para la implementacion del método, se
describe el proceso de bisqueda y clasificacién de los elementos cortados por
la grieta, los distintos tipos de nodos y elementos enriquecidos, asi como la
generaciéon de los punteros de destino de los grados de libertad. Se realiza
una representaciéon baricéntrica de los puntos de corte de la grieta con las
aristas de los elementos lo que permite evitar la casuistica que se presenta en la
integracién numérica sobre los elementos cortados por la grieta. Ademas, para
los elementos enriquecidos con las funciones singulares en el vértice, se utiliza
una regla de cuadratura especial, conocida como “almost polar integration” que
transforma una regla de cuadratura sobre un cuadrilatero en una cuadratura
sobre un tridngulo, de modo que la densidad de puntos de integracion es mayor
cerca del vértice de la grieta, mejorando asi la aproximaciéon con respecto a una

regla de triangulos estandar.

En el apartado de resultados numéricos, se simulan los modos de fractura
I y II presentados en el Capitulo 5 y se comparan los resultados obtenidos
utilizando XFEM con los elementos finitos estandar. Se comprueba que el orden
de aproximacion en desplazamientos es el mismo, mientras que las tensiones

se aproximan mucho mejor con los XFEM, como era de esperar.



XXXVIII Introduccién

Finalmente, se incluye un apartado de conclusiones, un Anexo dedicado al
cambio de base de coordenadas cartesianas a cilindricas asi como una lista
de referencias bibliograficas que han sido utilizadas en la realizacién de esta

memoria o que estan directamente relacionadas con los contenidos de la misma.



Capitulo 1

Elastodinamica lineal

En este capitulo estableceremos una serie de conceptos basicos en elasticidad
lineal y mecénica de la fractura que se utilizaran a lo largo de esta memoria. En
las tres primeras secciones se introducira la notaciéon y obtendremos la formu-
lacion Lagrangiana de la ecuacion del movimiento y la energia del sistema asi
como varias propiedades de los materiales hiperelasticos. Posteriormente, en la
Seccion 1.4 se estudiaran los equilibrios de fuerzas para las fuerzas configura-
cionales, que realizan trabajo sobre cambios posicionales en la configuracion de
referencia, como los producidos durante los crecimientos de grietas. A partir
de estos equilibrios obtendremos la tasa de liberacién de energia a través del
vértice de una grieta, y deduciremos la expresion de la J-integral para materia-
les hiperelasticos. En la Seccién 1.5 se enuncian las propiedades del tensor de
elasticidad y en la Secciéon 1.6 se obtienen las ecuaciones de la elastodinamica
lineal asi como la expresion de la J-integral para un material elastico lineal.
En la Secciéon 1.7 se presentan las condiciones de contorno, iniciales y de con-
tacto que modelan el problema de contacto sin friccién con sélido rigido. En
la Seccién 1.8 se enuncian las hipotesis necesarias para formular un problema
tridimensional como un estado elastico plano, tanto para deformaciones pla-
nas como para tensiones planas y se plantean los problemas correspondientes.
En la Seccién 1.9 se estudian las propiedades y caracteristicas de las ondas
progresivas sinusoidales y los potenciales de Love, que permitiran deducir la

expresion analitica de las ondas de Rayleigh.
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En general seguiremos la notacion introducida por Gurtin [44]. Excepto que
se mencione lo contrario, los resultados que se introducen en las primeras sec-
ciones de este capitulo estan recogidos en el texto de Bermudez [12]; cuando
no sea asi se daré la referencia concreta o se hara la demostracion.

Como es habitual en mecéanica de solidos, utilizaremos en esta memoria la con-
vencion de Einstein de suma sobre indices repetidos. Como regla general, los
indices griegos «, [3... toman valores en el conjunto {1, 2} y los latinos i, j...,
en {1, 2, 3}.

1.1. Conceptos basicos de la mecanica de los me-

dios continuos

En este apartado introducimos la notaciéon bésica utilizada a lo largo del ca-
pitulo asi como las leyes de conservaciéon de masa, momentos y energia.

Sea & un espacio afin euclidiano sobre un espacio vectorial V' y sea B un cuer-
po que ocupa una regiéon cerrada de &. En esta memoria se considerard que
Y = R" conn = 2 o 3. Se denomina deformacion de B a una aplicacion
regular biyectiva f que relaciona B con otra region cerrada del espacio afin
& verificando que detV f > 0. Un movimiento de B es una funcion de clase
C3, y : Bx R — & tal que para cada t fijo, y(-,t) es una deformacion de
B. Se llama configuracion deformada en el instante ¢ a B, = y(B,t) y nos
referiremos a B = By como la configuracion de referencia. El conjunto 7,
T ={(x,t)/ x € Bi,t € R} es la trayectoria del movimiento y. Los puntos
X € B se llaman puntos materiales mientras que los puntos & € B; se llaman
puntos espaciales. Una parte P es una subregion regular acotada de B.

Se denomina aplicacion de referencia del movimiento a la aplicacion Y : 7 —

B tal que
y(Y(x,t),t) =x, e Y(y(X,t),t) = X. (1.1.1)

Se define la descripcion espacial ¢s de un campo material ¢ como

os(x,t) = o(Y(x,t),t), (x,t)€ T, (1.1.2)
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Campo Material ¢(X,t) | Campo espacial ¢(z,t)

Dominio B xR T
Argumentos Punto material X Punto espacial x
y tiempo ¢ y tiempo ¢
Gradiente con respecto
al primer argumento Vo grady)
Derivada con respecto
al segundo argumento b (7
Divergencia Divg dive)

Tabla 1.1.1: Notaciones

v la descripcion material 1, de un campo espacial 1 como
Un(X,1) = ¢(y(X,1),1), X eB. (1.1.3)
En la Tabla 1.1.1 se resumen las notaciones usadas para campos materiales y
espaciales. Denotamos por:
» u(X,t) = y(X,t) — X al desplazamiento que sufre una particula X en el

instante t,

» F(X,t) = Vy(X,t) = (I+ Vu)(X,t) al campo material gradiente del

movimiento y,
» v(x,t) =u(Y(x,t),t) ala descripcion espacial de la velocidad,
s L(z,t)=gradv(x,t),
» D(x,t) a la parte simétrica de L(z, t),
= Lin el espacio lineal de los endomorfismos de V,

s Lin" el subconjunto de los endomorfismos de V cuyo determinante es

positivo,
= Sym el subespacio de Lin de los endomorfismos simétricos, y

= Skw el subespacio de Lin de los endomorfismos anti simétricos.
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A lo largo de esta memoria se supone la existencia de:

= una distribucion de masa para B definida por una densidad en la confi-
guracion de referencia pg : B — R*.
La ley de conservacion de la masa implica que la densidad en el movi-

miento y, p(x,t), debe satisfacer la ecuacion

po(X) = p(x, t)detF(X,t), con x=1y(X,t), (1.1.4)

» un sistema de fuerzas (s,b), donde s(m,x,t) : N x J — V es una
funcion regular de « en B; para cada m y cada t, siendo m el vector
normal a B; en & y b(x,t) : 7 — V es continua de & en B; para cada
t. s(m,x,t) representa la densidad de fuerza superficial que cuantifica
la fuerza por unidad de area que se ejerce desde la parte positiva sobre
la parte negativa a lo largo de una superficie orientada S en By, b(x,t)
representa la densidad de fuerza por unidad de volumen ejercida en el
punto « en el instante ¢, y N es el conjunto de los vectores unitarios del

espacio vectorial V.
Se verifican los siguientes resultados:

Teorema 1.1.1 Sea (s, b) un sistema de fuerzas para B durante un movimien-
to. Una condicion necesaria y suficiente para que los principios de conservacion
de los momentos lineal y angular se satisfagan es que exista un campo tensorial
espacial T, llamado tensor de tensiones de Cauchy, verificando:

= para cada vector unitario m,
s(m,xz,t) =T(x,t)m, V (x,t)e 7. (1.1.5)
» T es simétrico.
= T satisface la ecuacion del movimiento
plx, t)o(x, t) = divT(x, t) + b(x, t), (1.1.6)

siendo p la densidad y v = v' + (grad v)v.
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Demostracion. Véase Gurtin [43] pagina 101. O

Teorema 1.1.2 (de la Potencia Consumida). Para cada parte P de B y

cada tiempo t se verifica

d 2
_/ pﬂdvﬁ/ T:dex:/ S(m).fudAx—i—/ b-vdV,, (1.1.7)
dt Jp,” 2 P, P, P

siendo Py = y(P,t), m el vector normal exterior unitario en cada punto de
OP; y : denota el producto interior del espacio de tensores definido como
T:D = tr (T'D).

Demostracion. Véase Gurtin [43| pagina 110. O

1.1.1. Ley constitutiva

Las ecuaciones (1.1.4) y (1.1.6) son insuficientes para caracterizar por com-
pleto el comportamiento de un cuerpo, pues no permiten distinguir entre los
diferentes tipos de materiales. Por ello se introducen las llamadas hipotesis

constitutivas.

Definiciéon 1.1.3 Un cuerpo material es un cuerpo B junto con una distribu-
cion de masa py y una familia C de procesos dindmicos consistentes con las

hipotesis constitutivas del cuerpo. C se denomina clase constitutiva del cuerpo.

Definicion 1.1.4 Un cuerpo eldstico es un cuerpo material cuya clase cons-
titutiva C estd definida por una funcion de respuesta reqular

T : Lin* x B — Sym, (1.1.8)

de forma que, conocido el gradiente del movimiento F(X,t), las tensiones

T(x,t) en x = y(X,t) vienen dadas por
T(x,t) = T(F(X,t),X), (1.1.9)

para todo X € B yt > 0.
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Definicion 1.1.5 Llamaremos tension residual en X al valor de las tensiones

en el punto X cuando el cuerpo no estd deformado, es decir
Tr=T(I). (1.1.10)

Definicion 1.1.6 Se dice que la configuracion de referencia es un estado na-

tural si Tp = 0.

1.2. Paso a la configuracién de referencia

Las ecuaciones planteadas en la seccion anterior tienen lugar en el espacio de
las trayectorias 7. Las escribiremos ahora sobre la configuracion de referencia

B. Para ello, utilizaremos el siguiente resultado:

Proposicion 1.2.1 Sea f una deformacion de B y sean ¢, v y T campos con-
tinuos, escalar, vectorial y tensorial, respectivamente, sobre f(B). Entonces,

dada cualquier parte P de B,

o o(x)dV, —/qu(f(X))detF(X) dVx, (1.2.1)

/8f<7>> Pa)m(@)dA; = o o(f (X)) detF (X)F(X)n(X) dAx, (1.2.2)

/ v(x) - m(x)dA, :/ detF(X)v(f(X)) - (F_t(X)n(X)) dAx, (1.2.3)
af P) ap

/Bf(P) T(z)m(z)dA, = - detF(X)T(£(X))F{(X)n(X) dAx, (1.2.4)

siendo m y m los vectores normales unitarios exteriores a Of(P) y OP, res-
pectivamente y F(X) = Vx f(X).

Definicion 1.2.2 Se define el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff
S como
S(X,t) = detF (X, t) Ty (X, t)F (X, t). (1.2.5)
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Definiciéon 1.2.3 Si b es la fuerza por unidad de volumen correspondiente a

(x,t), se define la fuerza de volumen de referencia, by, como

bo(X, 1) = by (X, t)detF(X, t). (1.2.6)

Proposicion 1.2.4 El tensor S satisface la ecuacion

Demostracion. Integrando la ecuacion del movimiento (1.1.6) sobre una parte

P, v aplicando el teorema de la divergencia se tiene
/ plx, t)o(x,t)dV, = / T(x,t)m(xz,t)dA, + / b(xz,t)dV,, (1.2.8)
Py P Py

siendo m el vector normal unitario exterior a P;. Cambiando de la variable

espacial x a la variable material X,
/ P (X) 0, (X, t)detF (X, t) dVx =
P
/ T, (X, )detF(X, t)F (X, t)n(X) dAx + / bn(X, t)det F(X, £) dVy.
oP P

Entonces, por la ley de conservacion de la masa (1.1.4) y las Definiciones 1.2.2

y 1.2.3 se deduce que para cada parte P
/ po(X)u(X,t) dVx = / S(X,t)n(X)dAx + / bo(X,t)dVx. (1.2.9)
P oP P

Aplicando de nuevo el teorema de la divergencia y el teorema de localizacion,
([12], pag. 179) se obtiene el resultado. O

Teorema 1.2.5 (de la Potencia Consumida). Para cada parte P C B se

satisface la relacion

. 2 .
dt Jp'~ 2 P ap P

Demostracion. Véase Gurtin [43], pagina 180. O
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1.3. Cuerpos hiperelasticos

Supongamos ahora que el cuerpo es elastico. Entonces de (1.1.9) y (1.2.5) se

deduce que S estd dado por una ecuaciéon constitutiva de la forma

S =S(F,X), con S(F,X) = (detF)T(F,X)F". (1.3.1)

Observacion 1.3.1 Si la configuracion de referencia es un estado natural,
entonces S(I) = 0. En efecto, por (1.2.5), S(I) = (detI)T(L, X)I™* = Ty = 0.

Definiciéon 1.3.2 Un cuerpo eldstico se dice hipereldstico si el tensor de Piola-
Kirchhoff S(F,X) es la derivada de una funcion escalar U(F,X), es decir,

S(F,X) = DU(F,X)

donde la derivada se toma con respecto a F, manteniendo X fijo. La funcion

escalar

U:Lint xB—R

se denomina densidad de energia de deformacion (strain-energy density) por

unidad de volumen, o energia libre.

Observacion 1.3.3 La derivada DV es un tensor de sequndo orden cuyas

componentes SONn:

0
ij_a.Fij

(D@(F,X)) ¥(F, X).

Observacion 1.3.4 Una aplicacion sencilla de la regla de la cadena permite

probar:



1.4. Flujo de energia. 9

1.4. Flujo de energia a través de una superficie

en un sélido hiperelastico

En esta secciéon realizamos un repaso formal de dos conceptos bésicos en me-
canica de la fractura, la tasa de liberacion de energia y la J-integral para
materiales hiperelasticos. Para simplificar la exposicion, en lo que resta del
capitulo supondremos regularidad suficiente sobre todas las funciones y domi-
nios implicados y, salvo que se indique lo contrario, tomaremos n = 2. Para
una demostracion detallada de los resultados de esta seccion, véase [44] y [45].
Trabajaremos en el marco desarrollado en dichos trabajos, en los que se in-
troduce el concepto de fuerzas configuracionales. Las fuerzas configuracionales
o microfuerzas estan relacionadas con la estructura del material que forma el
cuerpo y producen trabajo debido a la evolucion de ésta y a la transferencia de
material. En mecénica de la fractura estas fuerzas aparecen por la evolucion
de los defectos estructurales que obligan a un reagrupamiento de los atomos.
Las fuerzas configuracionales actiian de manera anéloga a las fuerzas estandar
o Newtonianas, pero mientras las segundas representan fuerzas ejercidas en el
cuerpo desde el exterior al mismo, los sistemas de fuerzas configuracionales
surgen desde el interior de B;. Gurtin, [44], propone un equilibrio de fuerzas
configuracionales, por separado de las fuerzas Newtonianas, y por ello, no afec-
tan al equilibrio de momentos convencional.

En primer lugar introduciremos los conceptos de volumen de control, derivadas
siguiendo al vértice de la grieta e integrales en torno al vértice de la grieta;
presentaremos varios teoremas de transporte para volimenes de control y de-
finiremos los movimientos de cuerpos con grietas. A continuacion, se define el
sistema de fuerzas configuracionales y se enuncian los equilibrios de fuerzas y
momentos a partir de los cuales se obtiene una expresion general para la tasa
de liberacion de energia como integral sobre un camino alejado del vértice de

la grieta.

Definiciéon 1.4.1 Para cada t en un intervalo de tiempo abierto, llamaremos

grieta evolutiva a una curva orientada, conexa y reqular € (t) en B tal que uno
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de sus extremos, Zg, estd fijo en la frontera de B, 0B, y el resto de la curva,
incluyendo el otro extremo, Z(t), que denominaremos vértice de la grieta o tip,

estd contenido en el interior de B y tal que € (t1) C € (t2) para todo ty > t;.

Utilizaremos la expresion “en bulk” para referirnos a campos “lejos de la grieta”.

Figura 1.4.1: Grieta en un sélido B

La longitud de arco de la curva % (t) hasta X € %(t), medida desde Z, se
denota por «(X) y t(X) sera el vector unitario tangente a la curva €'(t) en X en
la direccion de crecimiento de «. Puesto que t(Z(t)) representa la direccion de
posible propagacion de la grieta, la velocidad vectorial del vértice, v(t) = dzd#
se puede expresar como

u(t) = V(DHZ(2)), (1.4.1)

siendo V() > 0 la velocidad escalar del vértice. Denotaremos en este apartado
por ng(X) el vector normal unitario a € (t) orientado de forma que quede a
la izquierda de %'(t) recorrida en el sentido de crecimiento de o.

Puesto que € (t1) C € (ts), para todo ty > t1, la grieta permanece estacionaria

excepto en el tip.

Definicion 1.4.2 Llamaremos volumen de control migratorio, ¥ (t), a una
region cerrada de B para la cual su frontera, 0V (t), evoluciona de forma regular

con t, y tal que la grieta €(t) no interseca a 0¥ (t) en mds de dos puntos, y

Z(t) ¢ 07 (1).
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Distinguimos tres tipos de volumen de control:

s Volumen de control bulk, el cual no interseca a la grieta; estos volimenes

se indicaran con el superindice, b, 7.

s Volumen de control crack, que contiene una parte de la grieta pero no al
vértice, y por tanto su frontera interseca a la grieta en dos puntos; estos

voliimenes seran denotados por #%.

= Volumen de control tip, que contiene al vértice en su interior, y, por tanto,
su frontera interseca a la grieta en un solo punto; identificaremos estos

voltimenes por ¥4P.

Observacion 1.4.3 No debe confundirse el concepto de volumen de control
migratorio ¥ (t) con el concepto de parte P. Una parte es una region fija de
B cuya evolucion en tiempo se refiere al movimiento de la parte deformada
P;, mientras que un volumen de control no es una region fija de B si no que

“migra” en B.

Figura 1.4.2: Ejemplos de voltimenes de control

Para 7 = ¥/(t) un volumen de control migratorio, n(X,¢) denota el vector
normal unitario exterior en cada punto de 0% (t) mientras que Usy (X, ) de-
nota la velocidad normal de 07 en la direcciéon de la normal unitaria exterior
n(X,t).
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Para un volumen de control tip o crack, la grieta interseca a 0%(t) en uno
o dos puntos X4(t), Xp(t), v las velocidades de esos puntos, va(t), vp(t) se

definen por
Xa(t) = va(Dt(Xa(t), Xp(t) = vp(H)t(Xps(1)). (1.4.2)

Un ejemplo particular de un volumen de control tip es un disco tip, Ds(t), que
es un disco de radio 4 y de centro Z(t) el vértice de la grieta. En este caso,

cuando § — 0 la velocidad del punto de corte v(t) — V().

1.4.1. Derivadas siguiendo al tip

Definicion 1.4.4 Diremos que un campo ®(X,t) es reqular en B excepto en el
vértice de la grieta € (t), si ®(X,t) estd definido en X € B\ €(t) y si, excepto
en el vértice Z(t), ®(X,t) y sus derivadas tienen limites hasta la grieta desde

cada lado.

Para que este documento resulte mas legible, usaremos la expresion ¢ es regu-
lar “fuera” del vértice para indicar que ¢ es regular en B excepto en el vértice

de la grieta.

vacid 4. o debe confundirse el concepto de campos requlares “en
Observacion 1.4.5 No deb d [ to d [ “
bulk” con campos requlares “fuera del vértice”. Entre las varias diferencias estd

que los primeros no tienen por qué tener limites hasta la grieta.

El salto de la funcion en la grieta, para cada X € €(t) se expresa como

(DX, )] =0T -0, OF(X,t) = lim d(X £ eng (X, 1),1). (1.4.3)

e—0

Dado ®(X, ) un campo regular en B “fuera” del vértice de € (t), consideramos

el campo @(P, t) definido por

A

dP,t)=d(X,t), P=X-1Z(t), XeB\%E@), (1.4.4)
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donde P representa la posicion del punto material X relativa al vértice Z(t).
La derivada parcial
m 0

d(X,t) = E@(P,t), (1.4.5)

con respecto a t manteniendo P fijo, pero considerada como funcion de (X, t),
representa la derivada temporal de ®(X,¢) siguiendo al vértice Z(t); por la
regla de la cadena,

] .

O(X,t) =d(X,t) + VO(X,t) - v(t), XeB\7F(), (1.4.6)
donde
d(X,t) = w, (1.4.7)

y v(t), dado por (1.4.1), es la velocidad vectorial del vértice.

1.4.2. Integrales tip. Teoremas de transporte

Introducimos a continuacion alguna notacién para un tipo particular de inte-

grales que son esenciales en lo que sigue.

Definicion 1.4.6 Sea ® un campo escalar, vectorial o tensorial reqular en B
“fuera” del vértice de € (t). Llamaremos integral tip en el instante t del campo
®, al limite cuando 6 — 0 de la integral sobre 0Ds(t) del campo (X, t)n(X, 1),
siendo Dg(t) el disco tip en el instante t de radio 6. Dichas integrales se escri-
birdn como
7{ dndAyxy = lim dndAy. (1.4.8)
tip

6—0 8D5

Teorema 1.4.7 (del transporte de Reynolds para volimenes de con-
trol crack). Sea ®(X,t) un campo escalar o vectorial, reqular en B “fuera” del
vértice de la grieta € (t). Entonces, para cada volumen de control migratorio

crack, V%, se verifica:

d .
— {/ @dVX} = / d dVy +/ DUy dAx. (1.4.9)
dt vE vE oY €

Vad ‘daVad

Ve 0
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Demostracion. Veéase Gurtin [44], pag. 178. a

Figura 1.4.3: Voltimenes de control crack y tip.

Sea ahora #'P(t) un volumen de control tip y consideremos la region
() = 7 (0) \ Di(t), (1.4.11)
con ¢ > 0 suficientemente pequeno, tal que
Ve (t) = 0V (t) U OD;(t). (1.4.12)

Es claro que %4 es un volumen de control crack (ver Figura 1.4.3). Denotemos
por €5(t) la parte de grieta contenida en %%, esto es, €5(t) = € (t) N7 (t). La

aplicacion del Teorema 1.4.7 sobre %4 (t) permite escribir el siguiente corolario.

Corolario 1.4.8 Sea ®(X,t) un campo escalar o vectorial, reqular en B “fue-
ra” del vértice de la grieta € (t). Entonces, para cada volumen de control mi-

gratorio tip, V' (t), se verifica:

d .
— / (I)dVX = / CDCZVX—F/ @Uadf/tip dAx—/ (I>(un) dAx,
dt 1//(;5‘ 1/639” oy'tip (9D5

(1.4.13)

/ vq>dVX:/ cbndAX—/ [@]ngdAX—/ dndAy,  (1.4.14)
4//(;5 oy'tip s 8Dy

donde n denota tanto la normal exterior a OV como a ODs, y § > 0 es un

nimero suficientemente pequeno verificando (1.4.12).
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Corolario 1.4.9 Bajo las hipdtesis del Corolario 1.4.8 se verifica:

d
—_ / (I)dVX :/ %dVX—f—/ @(Uay/tip—ll-’n) dAx+/ [(I)]’I’chll dAX
dt «,/5‘6 «y;g oy tip €s

(1.4.15)

Demostracion. Basta con aplicar (1.4.14) al campo ®r, sumar la igualdad

resultante con (1.4.13) y aplicar la relacion (1.4.6). O

Definicion 1.4.10 Diremos que un campo ® es reqular en el cuerpo B que

contiene una grieta € (t) si, ademds de ser reqular “fuera” del vértice, verifica

» O es integrable sobre B y, dado cualquier volumen de control ¥ (t), la

aplicacion t — fy/(t) ® dVx es diferenciable,

]
» O es integrable sobre B y [P|ng - v es integrable sobre € (t), ambas uni-

formemente con respecto a t, y

» la integral ﬂgm’p dndAx existe.

Teorema 1.4.11 (del transporte de Reynolds para volimenes de con-
trol tip). Sean ®(X,t) un campo escalar o vectorial, reqular en el cuerpo B
que contiene una grieta € (t) y V' (t) un volumen de control que contiene al

vértice. Entonces

d .
—{/ @dvx} :/ <I>dVX+/ @Ua,mdAX—f (v -n)dAyx,
dt YHip(t) Vtip(t) oytir(t) tip

(1.4.16)
PP (t) oOV'tip(t) E(t)NYtp(t) tip
Demostracion. Véase Gurtin [45], pag. 178. U

Corolario 1.4.12 Bajo las hipdtesis del Teorema 1.4.11 se verifica

d

—_ {/ CI)dVX} = / %dVX +/ (P(Ua'y/tip — V- n) dAX +/ [CID]ng/ : I/dAx.

dt Vi (t) Ytip(t) oY'tip(t) E)NYtir(t)
(1.4.18)

O
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Escribiendo la ecuaciéon (1.4.17) componente a componente se deduce el si-

guiente corolario.

Corolario 1.4.13 Para una funcion escalar ® regular en el cuerpo B, que

contiene a la grieta € (t), se verifica:

80@ dVX = / @na dAX - / [(I)] (n(g)a dAX - % Cbna dAx, (1419)
PP (t) aYip(t) E()NYtr(t) tip

cona=1, 2. O

Corolario 1.4.14 Sea ® una funcion tensorial reqular en el cuerpo B, que

contiene a la grieta € (t). Se verifica:

p

/ Div® dVy = / PndAx — / [®|ny dAx — 7{ dndAx. (1.4.20)
PP (t) oYt (t) C(t)NYtp(t) t

Demostracion.

/ (DIV q))@ dVX = Gaéﬁa dVX
Yt (¢) Yt (t)

:/ CI)ﬁana dAX —/ [@ﬁa](’l’kg‘)a dAX—f (I)gana dAx,
0 E(t)

Vtin (1) Ny ti(i)

tip

con =1, 2, sin més que aplicar (1.4.19) a ®g,, lo que concluye el resultado.
([l

1.4.3. Movimientos de cuerpos con grietas

Sea B un cuerpo que contiene una grieta €(t). Sea y(X,t) un movimiento de
B. Por tanto, y(X,t) es regular en B “fuera” del vértice de la grieta, biyectiva
y acotada en cada punto X de B\ €(t) y para cada t. Entonces, el gradiente
de la deformacion

F = Vy, (1.4.21)

y la velocidad material y son regulares “fuera” del vértice. La velocidad del

movimiento siguiendo el vértice de la grieta, gD/, se obtiene de (1.4.6)

y(X,t) = y(X,t) + F(X, t)v(t). (1.4.22)
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Por tanto, gD; también es un campo regular “fuera” del vértice. Se supone, ade-
mas, que el campo (X, ) tiene un valor limite en el vértice, (t), de modo
que

y(X,t) — o(t) cuando X — Z(t), (1.4.23)

siendo, por tanto, ¥ la velocidad del vértice deformado.

Observacion 1.4.15 Obsérvese que para una grieta estacionaria, v = 0 vy,
por tanto,
y(X,t) = v(t) cuando X — Z(t). (1.4.24)

1.4.4. Equilibrio de fuerzas configuracionales

Ademas del sistema de fuerzas Newtonianas estandar consistente con las leyes
de equilibrio para los momentos lineal y angular, consideramos un sistema de
fuerzas configuracionales intimamente relacionado con los defectos de la estruc-
tura. Asi, mientras que las fuerzas estandar realizan trabajo sobre cambios de
posicion de los puntos materiales en el espacio, las fuerzas configuracionales lo
realizan sobre la adicién o eliminaciéon de material por defectos estructurales
y por la evolucion de estos defectos. El sistema de fuerzas configuracional que
tiene en cuenta estos efectos en mecéanica de fractura ha sido propuesto por

Gurtin [44] en un trabajo pionero. Este autor propone introducir:

= un tensor de tensiones bulk C(X,t),
» una densidad de fuerzas de volumen configuracionales g(X,t) vy,

» una fuerza inercial externa e = pF'q,
todas ellas distribuidas sobre B. Estas fuerzas se complementan con:

» una fuerza g“ distribuida sobre la grieta %'(t),

= un vector de tension superficial ¢ que actia sobre las superficies libres

de la grieta,
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y tres fuerzas concentradas en el vértice,

» b'"P que serd una fuerza de inercia estdndar,
» e"? fuerza de inercia configuracional y

s g'"P fuerza configuracional interna.

Estas dos tltimas mantienen la integridad del vértice cuando la grieta es esta-
cionaria y actian en respuesta a la ruptura de uniones de atomos durante su
propagacion.

Resumimos a continuacion algunas propiedades relativas a las fuerzas configu-
racionales y su relacion con las estdndar. Para una demostracion detallada de

las mismas puede consultarse Gurtin [44], capitulos 5 y 6.

= De la invariancia del trabajo bajo cambios de un observador material se
obtiene el equilibrio local de fuerzas configuracionales (Gurtin [44], pag.

37)
DivC(X,t) +g(X,t) +e=0. (1.4.25)

» Dado un volumen de control #(¢), de la invariancia a cambios en el
campo de velocidades prescrito sobre 0¥%(t), se obtiene la relacion de

tensiones (Gurtin [44], pag. 38)
C(X,t) =7l - F'S, (1.4.26)

donde 7 representa la tension bulk. Esta relacion se conoce como relacion

de Eshelby.

= De la invariancia con respecto a cambios del observador material se de-
duce la ecuacion de Eshelby modificada (Gurtin [44], pag. 84):

C(X,t) = 71 — Vu'S, (1.4.27)

siendo C(X,t) = C(X,t) +S.
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= De la invariancia bajo cambios dependientes del tiempo en la configura-

cion de referencia se obtiene la relacion de fuerzas internas, (Gurtin [44],
péag. 39):

g=-V1+S:VF, (1.4.28)

e = —F'by. (1.4.29)

» La segunda ley de la termodinamica permite concluir que
T=V, (1.4.30)

siendo W la energia libre y, en consecuencia, la relacion de Eshelby puede

escribirse en funcion de ésta (Gurtin [44], pag. 43)

C(X,t) = VI - F'S. (1.4.31)

Observacion 1.4.16 Para un material hipereldstico, g = 0 como consecuen-
cia de (1.4.30), (1.4.28) y (1.5.3).

Los equilibrios de momento de las fuerzas que surgen como consecuencia de
la presencia de una grieta se obtienen de la condiciéon de que el trabajo sea
invariante bajo cambios en el observador material y espacial. Dichos equilibrios
para las fuerzas estandar y configuracionales son los siguientes (Gurtin [44],
pag. 187):

» Equilibrio de momentos para fuerzas estandar.

e Para un volumen de control crack o bulk, 7%,

/ SndAy + / by dVy — 0, (1.4.32)
oY €b

W E,b

/%<y—0)><SndAX+/ (y — o) x bydVx = 0. (1.4.33)
oY'e

Y E b
e Para un volumen de control tip, ¥,
/ SndAx + / by dVyx + b = 0, (1.4.34)
oy 'tip Y tip

/ (y—o)xSndAX+/ (y — o) x bydVy
oy tiv o tip

+ (y"" — 0) x b'"? = 0, (1.4.35)
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donde y'P = y(Z(t),t).
» Equilibrio de fuerzas configuracionales.

e Para un volumen de control crack, 7%,

/ CndAX+/ gde+/ g% dAx +cp—cy =0,
oyl Ve Et)NY e
(1.4.36)

siendo c4, cp los vectores de tension superficial en el extremo iz-

quierdo y derecho de €' (t) N ¥, respectivamente.

e Para un volumen de control tip, ¥,

/ CndAx+ / g dVx+ / g% dAx+g'"+e'"—cy = 0.
oytip ytip E()NYtp(t)
(1.4.37)

Puesto que by, g v g° se consideran integrables, las ecuaciones (1.4.34) y
(1.4.37) aplicadas a un disco tip Ds(#) conducen, tras pasar al limite cuando

0 — 0, a los siguientes equilibrios en el vértice:

f SndAx + b =0, (1.4.38)

tip

% CndAx + g'* + €™ — ' = 0. (1.4.39)
tip

Sea po(X) > 0 la densidad de masa en la configuracion de referencia. Supon-

dremos que pq es regular. Sean

. I .
P=py, k= §P0|’y|27 (1.4.40)
las densidades de momento y energia cinética, respectivamente. Se supone que

k vy p son regulares.

Definicion 1.4.17 Se definen las variaciones de momento y energia cinética

en un volumen de control migratorio ¥ = ¥ (t) por

d
v oY

H (V) = % {//deX} - /W kUyy dAx . (1.4.42)
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Proposicion 1.4.18 Las fuerzas de inercia en el vértice se caracterizan me-

diante las siguientes dos relaciones para un volumen de control tip arbitrario
(Gurtin [44], pdg. 188):

/ by dVx + b'"? = — P (y'P), (1.4.43)
Y tip

/ by-ydVy + b .0+ €.y = — (V). (1.4.44)
Y tip

Como consecuencia de los equilibrios (1.4.43) y (1.4.44) se obtiene el siguiente

corolario.

Corolario 1.4.19 Se verifican las relaciones

b'P = f{ p(v-n)dAy, (1.4.45)
tip
tip

Ademds, la fuerza de inercia configuracional €'’? puede calcularse como:

, 1
e’ = 7{ krandAyx, siendo kpeq = §p0|y — | (1.4.47)
tip

Demostracion. Véase Gurtin [44], pags. 188, 189.

Observacion 1.4.20 Ndtese que para una grieta estacionaria, de (1.4.24) se

deduce que kyeq — 0 cuando X — Z(t).

1.4.5. Tasa de liberacién de energia. Fuerza conductora.

Traccién tip

Dado un volumen de control ¥, denotamos por I'(¥) la energia disipada en

¥ por unidad de tiempo y por I'*P al limite

P = 1im T'(Ds).

6—0
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Se puede probar que I'*? toma el valor
[ = —g'"" .y =—g"". Vt, (1.4.48)
siendo t(t) = t(Z(t)) y V la velocidad escalar del vértice definida en (1.4.1),

(Véase Gurtin [44], pag. 192).

Definicion 1.4.21 Se define la fuerza conductora en el tip, denotada por f,
Ftip
T

como f =

Definicion 1.4.22 Se define la energia libre superficial en el tip como

PP = " . ¢t (1.4.49)

Definicion 1.4.23 Se define la tasa de liberacion de energia, J, como la suma

de la fuerza conductora en el tip y la energia libre superficial, esto es,

J=f+r, (1.4.50)

Proposicion 1.4.24 La tasa de liberacion de energia admite la expresion

J—t. f (U + k)T — F'S}ndAy. (1.4.51)
tip

Demostracion. Por definicion,

N . . . ‘ .
J= [+ =27+ = =gt Tt = (T —g") -t (1452)

Ahora bien, de (1.4.39),

ctiv _ gtiv _ ]{ CrdAy + €', (1.4.53)
tip
y por (1.4.31) y (1.4.47)
P — g = ¢ {(U+ k)T — F'SIndAy. (1.4.54)
tip

Finalmente, multiplicando por el vector tangente a la grieta en el tip, se con-

cluye el resultado. O
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Proposicion 1.4.25 Supongamos que se wverifica la condicion de momento

estdndar, esto es,
j{ pRndAx =0, (1.4.55)
y

ip
siendo @ el producto tensorial definido por (p @ m);; = pin;, y que py es

constante en un entorno del tip. Entonces:

J—t. i{ (U + )T — Vu'Shn dAy. (1.4.56)
tip

Demostracion. En efecto, si ftipp@)ndAX = 0, entonces ﬂip pinjds = 0, para

todo 7, j, y por tanto
tip
Al multiplicar por el vector velocidad,

]{ pn-vdAx =0, vy f p(n-v)dAx = 0.
tip tip
De donde se deduce, por (1.4.45), que by, = 0, y por tanto, de la relacién
(1.4.38) se deduce que

]{ SndAy = 0. (1.4.58)
ti
Por otra parte, de (1.4.40) y (1.41.347),
bt = ool — o = k= + ol (1459
Puesto que en 0Ds(t) se cumple que n(r,) = —n(r,—m +6) con 0 € [—7, 7],
entonces
f;ipndAX =0, y por tanto ]ip %pojuﬁn dAx = 0. (1.4.60)

Entonces, teniendo en cuenta (1.4.57), se deduce que

% krelndAX:% kndAX (1461)
tip i

ip
De la expresion de J (1.4.51) y de las igualdades (1.4.58) y (1.4.61) se concluye

el resultado. U

La expresion (1.4.56) se conoce en la literatura como J-integral asociada al tip.
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Lema 1.4.26 Si |y(X,t)] = O(r=®), con s < 1, siendo r(t) = |X — Z(t)],
entonces

7{ p®ndAy = 0. (1.4.62)
;

wp

Demostracion. Escribiendo ﬁip p®n dAx componente a componente se tiene

(% P ® ndAx> = % pin; dAX = % poymj dAX = lim poymj dAX
ti ; ti ti 0=0 Japs(t)

ip ij ip ip

Considerando una parametrizacion de la frontera del disco Dy la integral an-

terior se expresa como
tim [ i (6)n;0)63.
Ahora bien, puesto que [|y;(0)| = O(r—*),

5§—0
22200.

'/W poyi(e)nj(e)édé" < 50(57)

—T

| nlnso)ide

—T

Proposicion 1.4.27 Sea B un cuerpo hipereldstico y homogéneo que contie-
ne una grieta €(t). Si €(t) es una grieta recta cuyos labios estdn libres de
traccion, las fuerzas de volumen estindar, by(t), son nulas, y se desprecian los
efectos de la inercia, entonces, la tasa de liberacion de energia puede expresarse

como una integral sobre un camino alejado del tip en la forma
J=t- / {UI - F'S}ndAy, (1.4.63)
dytin(t)

siendo V'(t) cualquier volumen de control tip.

Demostracion. En primer lugar, veamos qué significan las hipotesis. Que la
grieta sea recta implica que el vector tangente t es constante. Que el cuerpo
sea hiperelastico supone que la densidad de fuerzas de volumen configuracio-
nales es nula, g = 0 (ver Observacion 1.4.16). Que los efectos de inercia sean
despreciables, implica que e ~ 0 y e!? ~ 0. Por tanto, de (1.4.25) podemos

concluir que DivC = 0.
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Por otra parte, que los labios de la grieta estén libres de traccién supone que
S*ng = 0y, por tanto, de (1.4.26) y (1.4.30) se puede escribir [Clng = Ung.

Asi, bajo estas hipotesis y, teniendo en cuenta (1.4.26), se deduce

tip

J=t- }'{ {UI-F'S}ndAx =t- }[ CndAx. (1.4.64)
tip

Aplicando la ecuacion (1.4.20) con ® = C se obtiene

J:t-{—/ DideVX+/ CndAX—/ [C]n(gdAx},
Vin(t) atin(t) C(H)NVtie(t)
(1.4.65)

para cualquier volumen de control V().
Teniendo en cuenta que DivC =0y que t - [Clng = Ut - ny =0, (1.4.65) se

reduce a

J=t- / CndAx =t- / {UI - F'S}ndAx. (1.4.66)
oYt (t) oVip(t)

O

1.5. El tensor de elasticidad

Para simplificar la notacién, omitiremos en este apartado la dependencia res-
pecto de la variable material X. El comportamiento de la ecuacion constitutiva
de un material elastico (1.3.1) cerca de F = I esta gobernado por la transfor-
macion lineal

C: Lin — Lin, (1.5.1)

definida por
C = DS(I). (1.5.2)

C se denomina tensor de elasticidad en el punto material X.

Proposicion 1.5.1 (Propiedades del tensor de elasticidad) Supongamos

que la configuracion de referencia es un estado natural. Entonces:

= C=DT().
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» C[H] € Sym para todo H € Lin.
» C[W] =0 para todo W € Skw.

= 51 el material es isotropo en X, entonces existen escalares p y A tales
que
CIE] = 2pE + A(trE)I, (1.5.3)

para todo tensor simétrico K. Los escalares p = u(X) y A = AN(X) se

denominan mddulos de Lamé del material.

» 51 el material es hipereldstico en X, para todos los tensores H y G, el

tensor de elasticidad verifica que

H.C[G] =G - C[H]. (1.5.4)

Demostracion. Ver Gurtin [43], paginas 195-197. O

1.6. Modelo linealizado

En la practica, en muchas situaciones podemos suponer que sobre un cuerpo B
solo se producen pequenas deformaciones y, por tanto, podemos aproximar la
ecuacion (1.2.7) por una lineal. En concreto, en esta seccién supondremos que
el gradiente de la deformacion es una pequena perturbacion de su estado inicial.
Esto significa que Vu = O(¢) siendo € un parametro pequeno, y(X,0) = X,
F(X,0) =1y, por tanto,

~ ~

S(I,X) = T(L,X). (1.6.1)

En primer lugar linealizaremos la ecuacion constitutiva del tensor de tensiones
de Piola-Kirchhoff,
S = S(F). (1.6.2)

Consideraremos S(F) como funcién de Vu usando la relacion F = I 4 V.

Proposicion 1.6.1 Supongamos que la tension residual es nula. Entonces

S(F) = Cle] 4 o(Vu) (1.6.3)
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cuando Vu — 0, siendo C el tensor de elasticidad definido en (1.5.2) y
1
s:§Wu+VM) (1.6.4)

el tensor de deformacion infinitesimal.

Demostracion. Desarrollando el polinomio de Taylor para S en torno a I se
tiene que

A~

S(F) = S(I) + DS(I)[Vu] + o(Vu). (1.6.5)

Ahora bien, teniendo en cuenta que la tension residual es nula, y la definicion

del tensor de elasticidad (1.5.2), podemos escribir

S(F) = C[Vu] + o(Vu). (1.6.6)
Descomponiendo el gradiente en su parte simétrica y antisimétrica, y teniendo

en cuenta la propiedad 3 de la Proposiciéon 1.5.1, se concluye el resultado. O

Como consecuencia de la proposicion anterior, podemos escribir la ecuaciéon

constitutiva del tensor de Piola-Kirchhoff como:
S = Cle] + o(Vu). (1.6.7)

Por tanto, si la tension residual en la configuracion de referencia es nula, el
tensor de tensiones S es una funcién lineal de la deformacion infinitesimal
e salvo términos de o(Vu). En la teoria de elasticidad lineal se desprecia el
término o(Vu) de (1.6.7) y se define el tensor de tensiones linealizado o como
o = Cle]. Puesto que C toma valores simétricos, o es simétrico.

Asi, las ecuaciones béasicas de la elastodinamica lineal son:

po’ltl, — Dive = b(), (168)
1

€= Q(Vu + Vu'), (1.6.9)

o = Cle]. (1.6.10)

Cuando el cuerpo es iso6tropo, por la Proposicion (1.5.1), el tensor de tensiones

o se puede expresar como:

o =A"e:=2ue+ \tre)L. (1.6.11)
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Esta ley de comportamiento se conoce como ley de Hooke.
Ademas, si el cuerpo es homogéneo py, A y i son constantes y el sistema
formado por las ecuaciones (1.6.8), (1.6.9) y (1.6.11) es un sistema lineal de

ecuaciones en derivadas parciales para los campos u, € y o.

1.6.1. Energia de materiales de Hooke.

Proposicion 1.6.2 Los materiales de Hooke son materiales hipereldsticos pa-

ra los cuales la funcion densidad de energia viene dada por:

o(Vu) = g(m" (e(u))>2 + pe(u) : e(u). (1.6.12)

Demostracion. Consideremos

H(F) = o(F — 1) :% <tr (%((F D)4 (F— 1))))2 (1.6.13)
+u<%((F D'+ (F - I))) : G((F — D)+ (F— 1))).

Veamos que
Dy(F) =o(F —1). (1.6.14)

En efecto:

DH(F)[G] _22 fr (%((F “D' 4 (F 1)) G(Gt + @)

vou(S((F -1+ (F-1)): (5(6' +Q)).

Ahora bien, si denotamos por H(G) = $(G'+ G) y W(G) = 1(G' — G), se

verifica que si A es un tensor simétrico,
A:G=A:(HG)+W(G)) =A: HG),
y, por tanto,

1 1
D@(F)[G] = A tr (5((F—I)t+(F—I))>I : G+2u<§((F—I)t+(F—I))) .G,
(1.6.15)
lo que demuestra la igualdad (1.6.14) al tener en cuenta que F — I = Vu. O
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Corolario 1.6.3 La densidad de energia asociada a materiales de Hooke es:

1
p=50:€ (1.6.16)

O

En el siguiente resultado demostramos que en pequenas deformaciones, la ener-
gia asociada a los materiales de Hooke es una buena aproximacion de la energia
libre.

Proposicién 1.6.4 Se supone que la configuracion de referencia es un estado
natural y que el tensor de tensiones bulk en t = 0, C, es nulo. Entonces, la

energia libre en torno a ¥ =1 verifica:

A

U(F) = ¢(F) + o((F — 1)), (1.6.17)

siendo ¢ el funcional definido por (1.6.13).

Demostracion. Desarrollando el polinomio de Taylor para ¥ en torno a I,

A A ~ 1 A
U(F) = \I/(I)+D\II(I)[F—I]+§D2\I/(I)[F—I] S (F=T)+o((F—1)%). (1.6.18)
Ahora bien, de la relacion de Eshelby (1.4.31) se tiene que,

C(X,0) = ¥(I)I — I'S(I),

y puesto que por hipodtesis, C(X,0) =0y S(I) = 0, se deduce que \i/(I) =0.
Por otra parte, DU(F) = S(F), que se anula en F = I En consecuencia,
(1.6.18) se reduce a:

(F) =5 DSM[F 1] (F 1) + o(F ~ 1)%) = SC[Vau] - Va4 of (F ~ 1))

S0 e(u) +o(F 1)),

sin mas que tener en cuenta las definiciones (1.5.2) y (1.6.10). O

Con vistas a aproximar la J-integral para los materiales de Hooke, se demuestra

la siguiente proposicion:
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Proposicion 1.6.5 Bajo las hipdtesis de la Proposicion 1.6.4 y si |y| = O(r—),
con s < 1, entonces la J-integral (1.4.56) para materiales eldsticos sometidos

a pequenas deformaciones toma la forma

J=t ?{ {%w e+ pola)I — ValolndAx +o(Vu)?).  (1.6.19)

Demostracion. Consideramos el tensor de Eshelby modificado en (1.4.56) y
calculamos el desarrollo de Taylor de orden dos del término Vu!'S(F) en torno

a F =1y en la direccion Vu.
Vu'S(F) = Vu! (S(I) + DS(I)[Vu] + 0(Vu)> = Vaulo (Va) + o (Vu)?).
Finalmente, de (1.4.56) y (1.6.17) se obtiene el resultado. O

Puesto que en elasticidad lineal |§| = O(r~*), (véase Freund [36]) es natural

la siguiente definicion:

Definicién 1.6.6 La J-integral asociada a un material de Hooke se define

como

1
J_t-]{ {30+ pl)T— ValondAx. (1.6.20)
tip

1.6.2. Procesos elasticos.

Consideremos ahora que estamos sobre un cuerpo B sin grieta, B C R”, para
n=2o03.

Definicién 1.6.7 Sean [u, e, o] campos sobre B x [0,00) con u, € y o sufi-
cientemente requlares, y supongamos que cumplen (1.6.8)-(1.6.10) con by un
campo de fuerzas sobre B x [0,00) conocido. Entonces |u, €, o] se denomina

proceso eldstico correspondiente a by.

Teorema 1.6.8 (de la Potencia Consumida para materiales de Hoo-

ke). Sea [u,e, o] un proceso eldstico correspondiente a la fuerza de volumen
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by. Entonces

OB B dt
donde .
U{e} = 5 / o:edVy, (1.6.22)
B

es la energia eldstica de deformacion, y

1
K{u} = 5 /B pott® dVx, (1.6.23)

es la energia cinética.

Los términos en el primer miembro de (1.6.21) representan los cambios instan-
taneos del trabajo realizado por las fuerzas externas de traccién y volumen,
respectivamente, mientras que los términos en el segundo miembro representan
el trabajo instantaneo realizado por las tensiones de Cauchy y por la energia

cinética, respectivamente.

Demostracion. Por ser un proceso elastico, se cumple la igualdad (1.6.8).

Multiplicando por u e integrando sobre B se obtiene

1d 1d
/p0§au2 dVX+/ éa(a(u) ce(uw)) dVy :/bo-udvx—i-/ o(u)niadAx.
B B B OB

En consecuencia,

d 1 1
— (/ po~u? dVx +/—a’(u) ce(u) dVX> :/bo-udVX—i-/ o(u)niadAx.
dt \Jsg 2 B2 B oB

U

1.7. Condiciones de contorno y de contacto para
materiales elasticos lineales

En este apartado consideraremos de nuevo que B C R", n = 2,3, que no con-

tiene grietas, y escribiremos las condiciones de contorno que usaremos sobre
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su frontera a lo largo de esta memoria.

Supondremos que B es una region cerrada cuyo interior, 2, es un dominio, y tal
que su frontera, 0€2, esta formada por una union finita de superficies regulares,
y que globalmente es Lipschitziana. Supondremos que la frontera de €2 consta
de tres regiones abiertas, I'p, I'n v I'c, tales que I' = 0Q = Tp Uy UT¢
y disjuntas dos a dos; sobre I'p, de medida (n — 1)-dimensional no nula, el
cuerpo esta sometido a una excitaciéon externa conocida; sobre I'y el cuerpo
estd sometido a tracciones superficiales que eventualmente pueden ser nulas y,
por ultimo, ' es la parte de la frontera susceptible de entrar en contacto con
un obstaculo. Las partes I'y o I'¢ pueden ser vacias. Consideraremos que I'p,
'y y I'c son independientes del tiempo.

Supondremos ademés que el material es de Hooke correspondiente a la relacion
(1.6.11). Si el solido se encuentra sometido a un bloqueo de los desplazamien-
tos dado por u? = (uP) sobre la frontera I'p y a la accién de unas fuerzas
superficiales de densidad sy = (sg); sobre I'y, las condiciones de contorno se

escriben:

u; = u’, sobre T'p, (1.7.1)

7

oijn; = (sg)i;, sobre Iy, (1.7.2)

para todo instante de tiempo ¢ € [0, T], siendo T un valor real positivo fijado,
n = (n;) es el vector unitario normal exterior a €2 en cada punto de su fronte-
ra, y u(X,t), o(X,t) representan el desplazamiento y la tension en cada punto

X € By en cada instante ¢ € [0, 7.

1.7.1. Condicién de contacto de Signorini

En esta seccidn se presentan las ecuaciones que modelan el contacto sin fricciéon
de un solido elastico lineal con un obstaculo rigido.

Denotamos por g : I'c — R™ a la funcién que mide, en la direccion de la normal
n, la distancia inicial de la frontera ['c, en su configuracion de referencia, al

obstaculo. La condiciéon de no interpenetrabilidad se expresa entonces como:

u, <g sobre T'¢ x[0,T], (1.7.3)
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siendo u,, = u - n la componente normal del desplazamiento. En el caso parti-
cular en que el cuerpo y el obstaculo se encuentren inicialmente en contacto,

la condicion se reduce a:
u, <0 sobre I'cx[0,7]. (1.7.4)

Cuando u, < 0 no hay contacto y entonces la superficie ['c queda libre, o lo
que es lo mismo, om = 0 y, en particular, la tensiéon normal, o, = en - n, es
nula.

Cuando u,, = 0 hay contacto efectivo y, por el principio de acciéon-reaccion, la
base rigida ejerce sobre el cuerpo una presion en el sentido opuesto a la normal
n, por lo que o, < 0.

Ademas, se considera que no hay rozamiento, es decir, que las fuerzas tangen-
ciales a la superficie de contacto son nulas, esto es, o7 = on — o,n = 0.

En consecuencia, las condiciones de contacto se expresan como:
u, <0; 0,<0; w,0,=0; or=0 sobre I'cx[0,T]. (1.7.5)

Las tres primeras relaciones se pueden agrupar en una tnica ecuacion no lineal.
Para ello utilizaremos una funcion NCP (Nonlinear Complementary Problem),

esto es, una funciéon ¥ no negativa verificando
Y(a,b) =0 <= ab=0, a>0, b>0. (1.7.6)

Algunos ejemplos relevantes de este tipo de funciones son

Y(a,b) =a+b—Va®+b> Fischer-Burmeister, (1.7.7)
d(a,b) = a— (a—\b)" para A > 0 arbitrario. (1.7.8)

En nuestro caso, consideraremos ¢ como en (1.7.8) y las condiciones de contacto

vistas en (1.7.5) pueden expresarse como
9 (—ttn, —0) = 0, (1.7.9)

junto con la condicién de tensiones tangenciales nulas.
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1.8. Deformaciones planas

Consideraremos en este apartado que el cuerpo B C R? y que su interior, €,

es un dominio de la forma
Q =0, x(0,13),

es decir, 2 es un dominio cilindrico de seccion €2, contenida en el plano O X, X5
y de espesor I3, siendo /3 un nimero real estrictamente positivo.

En la frontera de € se distinguen las tapas, 'y, correspondientes a X3 =I5y
X3 = 0, respectivamente. Sobre la frontera lateral, I'; distinguimos dos partes,
I'p y 'y tales que ambas son abiertas, independientes de X3y I'; = (['pUT'y)°.

Denotamos por
FDSZFDQ8Q57 y FNs:FNﬂﬁﬁs.

Supondremos que el s6lido esta sometido a un campo de fuerzas de volumen by,
que su densidad pg es constante y que las fuerzas de volumen, las de superficie y
los desplazamientos impuestos sobre la frontera Dirichlet I'p son independien-
tes de X3 y paralelos al plano OX;X5. Como consecuencia de estas hipotesis
el campo de fuerzas, by, verifica que (by)s = 0y (bo)a = (bo)a(X1, Xo,t) v el
desplazamiento u = 0, u? = u? (X, X5, t). Consideramos sobre las tapas de

la placa una condiciéon de desplazamiento normal nulo
u, =0 sobre I'y. (1.8.1)

En resumen, consideraremos el modelo dindmico (1.6.8)—(1.6.10) asociado a un

material de Hooke que con estas hipotesis sobre las cargas, se escribe como:

( . ao‘a.
Pollq — Q_X]] = (bo)a(X1, Xo,t), en Q,
90w
p0u3 - a?] = 07 en QJ
j
o = Cle], (1.8.2)

Uq = u? (X1, Xo,t), us=0, sobre I'p.,
Tapp = (50)a(X1, Xo,t), o3sns =0, sobre I'y,,
U3(X1,X2,0,t) :u3(X17X27l37t) = 07 sobre 1—‘:I:a
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junto con las condiciones iniciales
u(X,0) = up(X), u(X,0)=u;(X), XeQ, (1.8.3)
siendo ugy y uw; independientes de X3 y tales que

(uo)s = (u1)s = 0. (1.8.4)

Entonces, es bien conocido que gracias a la geometria del dominio, a las hipo-
tesis sobre las fuerzas aplicadas y a las condiciones de contorno e iniciales, el
problema de elastodindmica tridimensional se puede formular como un estado

elastico de deformaciones planas.

Definicion 1.8.1 FEl estado eldstico (u, o) es un estado de deformaciones pla-
nas con respecto al plano OX1 Xy si
Uy = Ua(Xl, XQ, t), us = 0. (185)

Un estado de deformaciones planas verifica automaticamente la relacion (1.8.1).

El tensor de deformaciones y el de tensiones asociados toman la forma:

511(’11,) 612(11,) 0 all(u) 0’12(11,)
e(u) =| ea(u) exn(u) 0 y o(u)=| opu) oun(u)
0 0 0 0 0 O'33(’LL>
(1.8.6)
En este caso, la ley de Hooke (1.6.11) implica:
Oap = )\(877)(5065 + Q,U,Z-faﬁ, (X,ﬁ = 17 2, (187)
o33 =0, B=1,2, (1.8.8)
033 = )\(S,y,y>. (189)
Es sencillo ver, utilizando (1.8.7), que (1.8.9) admite la expresion:
033 = ’/(Uw)a
siendo v = m el coeficiente de Poisson del material. Obsérvese que la

hipotesis de deformaciones planas garantiza que el tensor de tensiones es in-

dependiente de X3.
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El sistema completo de deformaciones planas se escribe en la forma siguiente:
PROBLEMA (DP): Hallar (u, o) verificando:

(

0
—Poiia + U— (bO)a = O, en QS)

af
+
0Xz
OaB = 2UEap + Aeqylap, Oaz =0, 033 =v0,, en Q,
Ug = Ua (X7, Xo,t), u3 =0 en Qy,

ua(Xl,X2,t):(uD)a(Xl,Xg,t), sobre T'p,,

(1.8.10)

\ TapNg = (S0)a, sobre T'n,,

gunto con las condiciones iniciales (1.8.3) y verificando (1.8.4).
Es sencillo probar que el estado eléstico (u, o) de deformaciones planas es so-

lucion del problema elastodindmico tridimensional (1.8.2) definido sobre €.

1.9. Ondas progresivas y potenciales de Love

En esta seccion estudiaremos una clase particular de soluciones de las ecuacio-
nes de la elastodinamica lineal, como son las ondas progresivas sinusoidales.
Realizaremos una caracterizacion de las conocidas como ondas longitudinales y
transversales, obtendremos las velocidades para las cuales las ondas correspon-
dientes son soluciéon de la ecuacion de Lamé-Navier evolutiva y descompondre-
mos el desplazamiento por medio de unos potenciales escalares y vectoriales.
Esta descomposiciéon nos permitira, por una parte, obtener la expresion de
las ondas de Rayleigh que estudiaremos en el Capitulo 3 y por otra, deducir
la expresion asintontica de las tensiones cerca del vértice de una grieta, que

obtendremos en el Capitulo 5.

Realizaremos el estudio bajo las hipotesis de homogeneidad e isotropia y en
ausencia de fuerzas de volumen.

Consideramos un material elastico de Hooke y escribimos la ecuacién del mo-
vimiento en términos del desplazamiento, a partir de las relaciones (1.6.8)—
(1.6.10), de las que se deduce:

pott —Dive =0, en (),
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siendo {2 :lc’;’.
(Dive), = 0;0i; =0; (Aewr(w)dij + 2uei;(u)) = 0; (Ayurdi; + p(Oiu; + dju;))
:Aajkuk&j + ,uﬁjiuj + ,uajjui = M(A’U,)z + ()\ + ,u)@lev u,

es decir,
pAu + (A + p)VDivu = pote. (1.9.1)

Esta ecuacioén se conoce como ecuacion de Lamé-Navier evolutiva.

Definicion 1.9.1 Un campo vectorial w de la forma
u(X,t) =asen(r-m—ct), r=X-o, (1.9.2)

donde l[m| = 1, se denomina onda sinusoidal progresiva con amplitud a, direc-
cion m y velocidad c. Diremos que u es longitudinal st a y m son paralelos y

transversal si a y m son perpendiculares.

Proposicion 1.9.2 (Caracterizacion de ondas longitudinales y trans-
versales.)
Una onda sinusoidal progresiva serd longitudinal si y solo si Rotu = 0 y

transversal si y solo st Divu = 0.

Demostracion. Por la regla de la cadena,

Vu = (a ® m)cos(r - m — ct). (1.9.3)
Anélogamente,
Divu = (a - m)cos(r - m — ct), (1.9.4)
Rotu = (m x a) cos(r - m — ct), (1.9.5)
de donde se concluye el resultado. 0

Teorema 1.9.3 Una onda sinusoidal progresiva con velocidad ¢ serd solucion
de (1.9.1) si y solo si
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2u+A

n O = =, €N Cuyo caso la onda es longitudinal, o bien

n = pﬂo, siendo en este caso la onda transversal.

Demostracion. De las relaciones (1.9.3)—(1.9.5) se deduce que:

Au = —asen(r - m — ct),
VDivu = —(a - m)msen(r - m — ct),
it = —clasen(r -m — ct).

Por tanto, w satisface la ecuacion (1.9.1) si y solo si
pa + (A + p)(a-m)m = pyca. (1.9.6)

Consideremos el tensor acustico

A(m) = 2 [uI+(\+p)ymem] = (

o

A+2
J; “)m®m+ﬂ(1—m®m). (1.9.7)
0

Po

Con esta notacion, la ecuacion (1.9.6) toma la forma
A(m)a = ca. (1.9.8)

En consecuencia, una condiciéon necesaria y suficiente para que u satisfaga la
ecuacion (1.9.1) es que ¢? sea un autovalor del tensor actistico A. Dado que A
es un tensor simétrico y admite la descomposicion (1.9.7), entonces los tnicos
autovalores son % y £ (Véase Gurtin [43], pag. 11).

’\+02“, el autovector a asociado es multiplo de m y

Para el primer autovalor,
por tanto @ x m = 0 y Rotu = 0 por lo que es una onda longitudinal. Para
el segundo autovalor, pﬂo, el autovector asociado @ € m™*, lo que implica que

a-m = (0 y, por tanto, la onda es transversal. a

Definicion 1.9.4 Se definen las velocidades longitudinal y transversal como

[A+2
c = *on Yy o= ﬂ, (1.9.9)
Po Po

respectivamente.
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1.9.1. Potenciales de Love

Para encontrar una solucion de la ecuacion de Lamé-Navier (1.9.1) conside-
raremos que el desplazamiento toma una forma particular que nos permitira
resolver la ecuacion de una forma mas simple. Para ello escribiremos el despla-

zamiento en funciéon de unos potenciales escalares y vectoriales.

Teorema 1.9.5 (de descomposicion de Helmholtz)
Sea u acotado, continuo y tal que decrece a cero al menos con orden u =

O(r=2). Entonces existe un campo escalar ¢ y un campo vectorial B tal que:

u = V¢ + Rot B. (1.9.10)
Demostracion. Véase [84], pag. 67 o [1], pag. 89. O

Notese que V¢ es un vector irrotacional y Rot B es solenoidal.

Teorema 1.9.6 Sean ¢ un campo escalar y B un campo vectorial, verificando

2 2
10% .,  1O°B

Ap = 55— = S— 1.9.11
¢ ct o2’ c? o2’ ( )

siendo ¢; y ¢; las velocidades definidas en (1.9.9), entonces
u = V¢ + Rot B, (1.9.12)

es solucion de la ecuacion de Lamé-Navier evolutiva.

Demostracion. Puesto que VA¢ = AVe¢, Div(Rot B) = 0 y el rotacional y

el laplaciano conmutan, se puede escribir

pAu + (A + p)VDivu =(A + 2u)VA¢ + pRot AB

A +2u_ (0% ,u 0°B
o v(aﬁ 27 e

)\+2u82 u82
—DRotB
2 o 0T 2t
A+ 2u 02 A+ 2u 02 p 02
= — —RotB RotB
2 et @ e P T aae

=pou,
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lo que permite concluir que u verifica la ecuacion de Lamé-Navier. 0

En lo que sigue, para simplificar la notacion escribiremos la ecuacion (1.9.10)

Ccomo

u = u; + uy, (1.9.13)

donde u; = V¢ representara la onda dilatacional, llamada frecuentemente
onda longitudinal o irrotacional y u; = Rot B representara la onda rotacional,

transversal o cortante.

Supongamos ahora que el cuerpo esta sometido a la acciéon de fuerzas de volu-

men de densidad by y recordemos la ecuacion de Lamé-Navier evolutiva (1.9.1):
pott — (A + p) V(Divau) + pAu) = by. (1.9.14)

Si consideramos la velocidad de propagacion dilatacional ¢; y la velocidad cor-
tante o transversal ¢; definidas en (1.9.9), la ecuacion (1.9.14) es equivalente a
la ecuacion general:
1
—t+ (¢f — ¢) V(Diva) + ¢ Au = ——b. (1.9.15)
Po
Veamos, a continuacion como, partiendo de esta relacion, se deducen las ecua-

ciones de las ondas tridimensionales longitudinales y transversales asociadas.

Teorema 1.9.7 Sea u un campo de desplazamientos suficientemente regular
verificando la ecuacion (1.9.15) y by un campo de fuerzas de divergencia nu-
la. Sean w; y u; una descomposicion longitudinal y transversal dada por la
ecuacion (1.9.13). Entonces verifican:
1
Au; — ity + —by = G(t), (1.9.16)
Po
C%A’U;l — ’dl

I

|
0
—~
~
~

(1.9.17)

siendo G una funcion real independiente de X.
Reciprocamente, si tenemos un campo u; tal que Rotu, = 0, cumpliendo la
ecuacion (1.9.17), y un campo w; tal que Divu, = 0, verificando la ecuacion

(1.9.16), entonces el campo de desplazamientos u = w;+uy verifica la ecuacion
(1.9.15).
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Demostracion.
“=" Consideremos la descomposicion de u dada por (1.9.13) y sustituyamos

en la ecuacion (1.9.15). Obtenemos entonces la expresion:
. . 2 2 2 . ]-
— iy — iy + ¢ (A(w +wy)) + (¢ — ) V(Divay) = —p—bo. (1.9.18)
0

Tomando la divergencia en esta ecuacion, teniendo en cuenta que Div Au; =

ADivuy, y que by tiene divergencia nula, se deduce:
Div [l + ¢fAw] = 0.

Por otra parte, puesto que Rotu; = 0, y que el laplaciano y el rotacional se

pueden conmutar, se tiene:
Rot [~y + ¢fAw] = 0.

Tenemos entonces que la divergencia y el rotacional del campo ¢ Au; — 4 son

nulos y, en consecuencia, se tiene que cumplir:
—ity + cfAuy = G(t). (1.9.19)

Para obtener la ecuacion (1.9.16), tomemos ahora rotacionales en (1.9.18), ten-

gamos en cuenta que Rot u; = 0 y que el laplaciano conmuta con el rotacional:

1
—Rot @, + ¢;ARotu; + (¢ — ¢) Rot (V (Divay)) = —p—Rot (by).
0

Por tanto,

1
Rot <—1”Lt + ctzAut + —b0> =0.
Po

Finalmente, como Divu; = 0, y por hipdtesis Divby = 0, se tiene:

1
2 Auy — ity + %bo = Gy(t). (1.9.20)

Ahora, sumando las ecuaciones (1.9.19) y (1.9.20), se obtiene:

1
—it + Ay 4+ Auy = —p—bo + G1(t) + Gaoft). (1.9.21)
0
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Puesto que Rotu; = 0, se cumple que Au; = V(Divy); sustituyendo esta
expresion en (1.9.21), sumando y restando ¢?V(Divuy;) y teniendo en cuenta

que Divu; = 0, obtenemos:

— i + ;Auwt+c Auy + (¢ — ¢7)V(Divuy)

: ) 1
— V(Divay) + ¢ V(Divay) = _p_bo + G1(t) + Ga(1).
0
Agrupando los términos de manera conveniente, se obtiene la expresion:

1
—it + c;Au + (¢ — 2)V(Div (u)) = _p_bo + G (t) + Ga(t),
0

y, como por hipotesis u es solucion de (1.9.15), deducimos que Gy(t) = —Gq (1),
concluyéndose que (1.9.16) y (1.9.17) son ciertas.

Para ver que se verifica el reciproco s6lo tenemos que sumar las dos ecuaciones
(1.9.16) y (1.9.17) y calculos anélogos a los mostrados mas arriba permiten
deducir (1.9.15). O

Corolario 1.9.8 Sea u un campo de desplazamientos suficientemente reqular
verificando la ecuacion (1.9.15) y by un campo de fuerzas de divergencia nula;

entonces, existe una descomposicion de w = u; + w; para la cual se cumplen:

- Ecuacion de ondas transversales

P |
AU, — Uy + %bo =0. (1.9.22)

- Fcuacion de ondas longitudinales

Demostracion. Dados u; y u; una descomposicion de u dada por (1.9.13), y

verificando las relaciones (1.9.16)—(1.9.17), consideramos:

ﬁl:ul—/ot(/oTG(s)dAX)dr, ﬁtzutJr/ot(/OTG(s)dAX)dr,
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siendo G(¢) la funcion dada por el Teorema 1.9.7.

Se verifica:
AT = Ay, U =iy — G(t), ATy =Auy, Uy =i + G(t).

Entonces, se comprueba facilmente que u; y u; verifican (1.9.23)-(1.9.22) sin
mas que tener en cuenta que u; y w; son solucion de las ecuaciones (1.9.16) y

(1.9.17) respectivamente. O

Observacion 1.9.9 Las ecuaciones asociadas a las ondas longitudinales y
transversales indican que ambas se propagan independientemente con wveloci-

dades ¢; y ¢; respectivamente.
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Capitulo 2

Problema de contacto dinamico

con condiciones de Signorini

En este capitulo se realiza el analisis matematico de un problema dindmico de
contacto entre un cuerpo elastico lineal deformable y una base rigida. Dicho
contacto se modela usando las condiciones de Signorini presentadas en la Sec-
cion 1.7.

El capitulo se estructura como sigue: en la Seccion 2.1 describiremos el modelo
y el marco funcional considerado. En la Seccién 2.2 se discretizara el problema
en tiempo usando un método de Newmark para obtener una familia de pro-
blemas en desplazamientos para los cuales se establece la existencia y unicidad
de soluciéon débil. En la Seccién 2.3 se construyen funciones “aproximando”
una solucién del problema, se obtienen estimaciones a priori y se muestran
algunos resultados de convergencia de las sucesiones de aproximantes. Tam-
bién se incluyen algunos resultados relativos a la conservacion de la energia.
En la Seccion 2.4 se estableceré la existencia de una solucion d-débil del pro-
blema pasando al limite en las aproximaciones previas. La nocién d-débil, que
se introduce al final de la Seccién 2.1, hace referencia a una debilitacion de la
condicion de complementariedad. En la Seccion 2.5 se establece una acotacion
para la energia de la solucion §-débil. Finalmente, en la Seccion 2.6 se abordaré
la resoluciéon numérica del problema y en la Secciéon 2.7 se presentaran algunos

resultados numéricos obtenidos con la resolucién de un ejemplo test.
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2.1. El modelo y marco funcional

Consideraremos un solido eléstico con densidad constante py, que ocupa ini-
cialmente el dominio acotado Q C R”, n = 2,3 de clase €!. Se supone que
el cuerpo esta sometido a fuerzas de volumen de densidad by. La frontera del
cuerpo, I' esta dividida en tres partes disjuntas dos a dos: I'c, 'y v I'p, esta
tltima con medida de Lebesgue (n — 1)-dimensional positiva, med,,_1(I'p) > 0
y tales que todas ellas son abiertas, = Tp U« ULy y IpNTe = 0. El
cuerpo esta sujeto a tracciones de densidad s( sobre I'y, los desplazamientos
son conocidos sobre I'p, v I'¢ es la superficie de potencial contacto, donde
consideraremos condiciones de contacto de Signorini. Denotaremos por n el
vector normal unitario exterior a I' y por ¥ = I'\ T'p. Ademés, L2(Q2) y H}(Q)
representaran a [L?(Q)]" y [H'(2)]" respectivamente. Bajo estas condiciones,
el problema de contacto se plantea como sigue:

PROBLEMA (P): Hallar (u, o) verificando:

pot — Dive(u) =by en Qx(0,7), (
on=s, sobre I'y x(0,7T), (
u=0 sobre T'px(0,T), (
or=0; 0,<0 sobre I'cx(0,T), (2.1.4
U, <0; opu, =0 sobre T'c x (0,7), (
u(X,0) =uy; u(X,0)=u; en (

donde sy € W2>(0,T;L*(Tx)), by € W2>(0,T;L3(Q)) y o(u), verificando

(1.6.11). Las condiciones iniciales ug y uy se suponen en H'(Q) y tales que
Div A~ 'e(ug) € LA(Q),

y (wo, o(wg)) verifican las condiciones de contacto.
Sea x € W2>(0,T;L2  (Q)) una funcién que verifica

sym

—Divx =by en Qx(0,7), (2.1.7)
xn =8y sobre T'y x (0,7), (2.1.8)
xn =0 sobre I'cx (0,7). (2.1.9)
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El cambio de variable n = o — x, con x fija de aqui en adelante y verificando
(2.1.7)-(2.1.9), transforma el Problema (P) en el siguiente problema homogé-
neo:

PROBLEMA (HP): Hallar (u, o) verificando:

po —Divn(u) =0 en Qx(0,7), (2.1.10)

nm =0 sobre 'y x (0,7), (2.1.11)

u=0 sobre I'px(0,7), (2.1.12)

nr=0; 10, <0 sobre T'cx(0,T), (2.1.13)

up <0;  nuu, =0 sobre T'e x (0,7), (2.1.14)

u(X,0) =up; u(X,0)=u; en €. (2.1.15)

Ademas, la ley constitutiva se convierte en

n(u) = A""e(u) — x.

2.1.1. Marco funcional

Los resultados de esta Seccién pueden encontrarse en Kikuchi-Oden [57]| o

Geymonat-Suquet [39].

Sea v el operador lineal continuo, denominado operador de traza, de H'(Q) en
H'/2(T') tal que:
v(v) = v, siv € [CP(Q)]".

Es bien conocido que, si el dominio 2 € ¢!, existen aplicaciones lineales
determinadas de forma tnica v, de H'(Q) en H'/?(T) y y7 de H'(Q2) en H;/Q(F)
tales que

(W) = mw)n +yr(v) Vo eH(Q),
donde HY*(T) = {¢ € HY2(I'); y,(¢) = 0}. Ademas, si v € [C(Q)]", 7, (v) =
vir-n y yr(v) = vr — 7a(v)n. Las aplicaciones 7, y yr son sobreyectivas.
En lo que sigue, para simplificar la escritura, v, y vr denotarén las trazas

normales de v, v,(v) y yr(v), respectivamente.
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Sea V' el espacio definido por

V = {v € H(Q);v(v) = 0 sobre I'p},

Vaa = {v € Vv, <0 sobre I'c},

el subconjunto convexo y cerrado de desplazamientos admisibles.
Denotamos por 7% : V — H'Y2(X) al operador traza que relaciona v € V con
la restriccion de y(v) a 3. Este operador, que lleva V' en Héé2(2) es lineal,

continuo y sobreyectivo para fronteras 0% que son €.

Lema 2.1.1 Si el dominio Q es €Y' existen aplicaciones lineales, continuas

y sobreyectivas
18,V = Hf* (%), 1+ V = Hygo(2),
con H;/OQO(E) ={¢pc H(1)62(E); on = 0} y tales que

7 (v) =%, (V)R +y, (v), veEV.

Consideramos el espacio de campos de tensiones
X = {7 = (Tup) € [LX(Q)]"™; Tup = Toa}s (2.1.16)
que dotado con la norma
1/2
|mlx = (/T : Tde) : (2.1.17)
Q

es un espacio de Hilbert.

Sea FE el subespacio de X definido por
E={rc X;Div(r) € L*(Q)}, (2.1.18)
que también es un espacio de Hilbert con la norma

Iz = lI7llx + IDiv (7)]lL2 (). (2.1.19)
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Lema 2.1.2 Sea Q € €. Existe una unica aplicacion, m, lineal continua de
E en H™Y2(T) tal que

m(T)=TIrm, siTE [CI(Q)]"Q.

Ademds, la siguiente formula de Green generalizada se verifica para cada T € E
y cada v € HY(Q):

/ T:e(v)dVx + / Div (1) - vdVx =< n(7),7(v) >r, (2.1.20)

donde < -,- >p denota el producto de dualidad en H-Y/2(T") x HY2(T). O
Lema 2.1.3 Si Q € €%, existen aplicaciones determinadas de modo tinico
T de E en H-Y2(T) y 7y de E en Hy/*(T) tales que
<7(7),y(v) >r=< 7, (T), Uy >pnr + < 7p(T),vr >7r,
para cada T € E yv € HY(Q), y
m(T)=T™-n y 7wp(T)=TNn—T1,N,

para T € CY(QY), donde 7, = 7,(T). En lo que sigue, denotaremos simplemente

T = mp(T) si no hay lugar a confusion. O

Estos resultados pueden extenderse al espacio V usando la aplicacion traza m%

en lugar de 7, del siguiente modo:
Teorema 2.1.4 Sea ) € €%'. Entonces existe una aplicacion lineal determi-
nada de forma tnica ™% de E en (Hé{f(E))’ tal que
o (T) =T si T € CH(Q),
y la formula de Green generalizada se cumple para cada T € E y cada v € V

/T : 8(’0) dVX + / DivT - ’UdVX = o< W%(T),’V%(’U) >y, (2121)
Q Q

donde o< -, >x, denota el producto de dualidad en (H&?(E))’ X HS(?(E).
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Ademds, si Q € €Y, 1% puede descomponerse en operadores ™%, y T, tales

que
0 0 _ 0 0 0 0
00< T52(7), 75, (v) >5= 00< T3, (T), Y50 (V) S5 +00< Tp(T), Yor (V) >3,
para cada T € Eyv eV, y

W%n(’T) = T‘En 'n Yy W%T(T) = T|E'I’L - Tn,Zna

para T € C1(Q), donde 7,5 = 7%, (T). O

Este resultado también es cierto considerando un subconjunto abierto Scy

~

con propiedades similares a ¥ y v tal que v(v) € HgéQ(Z).

Proposicién 2.1.5 (Fernandes y Gilardi [33]) Sean ¢ € H™V2(T) y Ty, Ty
dos subconjuntos de I' abiertos, no vacios, con frontera €° en la dimension
n — 1y tales que T = 'y UTy. Entonces Y|, pertenece a HY2(T'y) si y solo

st Y, pertenece a H~'/2(Ty). Ademds, si se cumple lo anterior, tenemos

< 'l/)’ ¢ >F:< ¢|F17 ¢‘F1 >F1 + < ¢|F27 ¢‘F2 >F27 v¢ e HI/Q(F)

Como consecuencia de la Proposiciéon anterior, obtenemos el siguiente resulta-
do.

Corolario 2.1.6 Si7(7)r, € HY2(Ty) entonces n(7)rpur. € HY*(pU
I'c). Ademds, si TpNTc =0, n(T)r, € HV3('p), 7(7)r., € H V3 (T¢) y

se cumple la siguiente descomposicion.:

<w(7), ¢ >r= < 7(T)ry. Pry >ry + < (v, dre >re (2.1.22)
+ <7 (T)rp, by, >1p. Vo € HYZ(D).
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2.1.1.1. Condiciones de frontera

Sea so € L?*(T'y), entonces consideraremos las siguientes definiciones:

Dado 7 € E, diremos que Tn = sg sobre I'y si

< 7(7), ¢ >r= / so- pdAx, Vo € HY (D), (2.1.23)

INY
siendo (;Nb la extension trivial de ¢ a I'.

Dado T € FE, diremos que 77 = 0 sobre ['¢ si

<7(1), ¢ >r=0, Vo € HYZ (T¢). (2.1.24)

Dada ¢ € HgéQ(E), diremos que ¢ es negativa sobre I'c en el sentido de
Hégz(Z) o simplemente ¢ < 0 sobre I'¢ si existe una sucesion {@,, bmen

de funciones Lipschitz continuas tales que

om(X) <0 VX €ETe, v ¢m—0¢ débilmenteen HY*(X).

Dado T € FE, diremos que 7, < 0 sobre ['¢ si

< 7(r), ;73 >r>0 Vo€ H(l)éQ(Fc) tal que ¢ =0y ¢, < 0 sobre I'c.
(2.1.25)

Dada ¢ € HSéQ(E) tal que ¢ < 0 en I'¢, diremos que ¢(Xg) < 0, Xy € '
si existen a € CH(Q) y r > 0 tales que B(xg,2r) NT'p =0, a > 0 sobre
Q, a > 0 sobre B(xg,7)NQ, a = 0 sobre Q\ B(zg,2r) y a+ ¢ < 0 sobre
I'c.

Dado 7 € E, tal que 7,, < 0 sobre I'¢, diremos que 7,, < 0 sobre un

conjunto B C I'c con med,,_1(B) > 0 si

< (1), ¢ >r>0, Voe Hééz(Fc) tal que ¢ = 0, ¢, < 0 sobre I'¢
y ¢n < 0 sobre un subconjunto D C B, med,_1(D) > 0.
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» Dada cualquier funcion sy € L*(T'y), E,q(so) denotara el conjunto de

tensiones admisibles

Eua(so) ={T7 € E;7r =0y 7, <0 sobre ['c; ™n = sg sobre 'y }.

= Dado 7 € F tal que m,,(7)r. € H V*(T'¢), y dado w € V, diremos que

Tnll, = 0 débilmente sobre I'¢ si

< (T e Yo (W) re >re= 0. (2.1.26)

Observacion 2.1.7 Puesto que sp € H™Y/*(I'y), 7l (7) es un funcional li-
neal continuo sobre Héé2(FN) dotado con la norma de HY/*(T'y). Y, puesto que
HééQ(FN) es denso en HY*(I'y), entonces nf. (1) € H™/2(T'y). Por tanto, la
definicion (2.1.23) implica que 70 _(7) = sy en H™/2(T'y) (de hecho, puesto
que sg € L*('y) podemos afirmar que 7. (T) = so para casi todo X € I'y) y

entonces, mp\p (T) € HV2(D\Ty) y (2.1.22) se verifica.

A continuacién, extenderemos estas definiciones para funciones dependientes

del tiempo. Para ello, denotamos por

Q=Qx(0,7), yv T=Ix(0,T). (2.1.27)

Definicién 2.1.8 Dado 7 € D'(0,T; E), diremos que 7 € D'(0,T; E,q(S0))
si se verifican las relaciones (2.1.23), (2.1.24) y (2.1.25) en el sentido de
D'(0,T).

Definicién 2.1.9 Dada ¢ € HééQ(E x (0,7)) tal que ¢ <0 sobre I'c x [0,T],
diremos que ¢(Xo,ty) < 0 en (Xo,t9) € T'e x (0,T) si evisten a € CHQ) y
r > 0 tales que:

« B((Xo,t0),2r) N (Tp x (0,T)) = 0,
» o> 0 sobre Q,

» a> 0 sobre B((Xo,t0),7) N Q,
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» o =0 sobre Q\ B((Xo,t),2r),

» o+ ¢ <0 sobre I'c x (0,7).

Proposicion 2.1.10 Dada ¢ € H(l)(/)z(Ex [0,T7) tal que ¢ < 0 sobre I'c:x[0,T7,
el conjunto K = {(X,t) € T'c x (0,T)/p(X,t) < 0} es un conjunto abierto.

Demostracion. Sea (Xo,tp) € K. Veremos que existe un radio rg > 0 tal que
B((Xo, to),10) C K.

Puesto que (Xo,ty) € K, existe r > 0y a € CHQ) tal que: B((Xo,to),2r) N
(Tp x (0,T)) =0, a > 0 sobre Q, a > 0 sobre B((Xy,t),r) N Q, a = 0 sobre
Q\ B((Xo,t0),2r) y a+ ¢ < 0 sobre I'c x (0,T).

Sea 7 = r vy sea (X,1) € B((Xo,to),70). Vamos a probar que (X,7) € K. En

efecto, sean
1 -
d= 5(12575(( ,t),aB((Xo,to),To)) y o= Oéf,

con f € C®(Q) tal que 1 > f > 0 sobre Q, f = 1 sobre B((X,7),d)y f =0
sobre Q \ B((X,f),Qd). Se tiene que @ + ¢ < a+ ¢ < 0 sobre I'c x (0,T) y &
y d estan en las condiciones de la Definicién 2.1.9. Por tanto,

$(X,1) <0 V(X,f) € B((Xo,t),70))

y en consecuencia, K es abierto. 0

A partir de la Definicion (2.1.9), podemos diferenciar los siguientes dos con-

juntos sobre I'c x [0, 7.

Sea I el conjunto cerrado de I'c x (0,7") donde v, (u)(X,t) < 0 no se verifica,
siendo 7, la aplicaciéon traza normal sobre T. Entonces, diremos que u, = 0
sobre I¢. El conjunto Io representa la superficie de apoyo efectivo en la zona

de posible contacto, y sea .47 su complementario en I'c x (0,7):
N ={(X,t) €Te x (0,T);7,(u)(X,t) <0} (2.1.28)

A7 representa la zona de I'c x (0,7') donde hay una separacion entre el cuerpo

y la base rigida.
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Definicién 2.1.11 Diremos que (u,0) es una solucion 6-débil del problema
(P) si:

s FEl desplazamiento, w, verifica

w € L°(0,T; Vog) NWH(0,T; L2()), (2.1.29)

» el tensor de tensiones, o(u) es tal que

o(u) € D'(0,T; E.q(s0)), (2.1.30)

» y la condicion de compatibilidad se verifica en el sentido 6-débil siguiente:

Para todo 6 > 0 existe un conjunto Ds C Y tal que med(Y \ Ds) <6 y

o,.(u) =0, sobre A7, = (A7 N Dy)°. (2.1.31)

2.2. Discretizaciéon en tiempo

Sea I un numero natural. Consideremos una particiéon regular del intervalo de
tiempo [0, 7] en 2! subintervalos de longitud At! = T'/2! y denotemos por ¢!
el instante de tiempo iAt!, siendo i € {0,1,2,...,2!}. De ahora en adelante,
dada cualquier funcion h denotaremos por h’ su aproximacion en el instante
t!. En los casos en que no haya lugar a confusion, se omitira el superindice I
en At! y en t!.

Observacion 2.2.1 Notese que dadas dos particiones I e I +m, se cumple

que
{t]Yo<icor C{tI " Yocjcorem, AT =27 A" ¢l =357 V0 <i <2

(2.2.1)

Conocidos u*, w*, @*, k = 0,1,...,i — 1, aproximamos el desplazamiento

solucion del Problema (HP) en el instante ¢; por la solucion del siguiente
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problema:

Hallar u! € V,; tal que

i | il iy i1
/ Po (&) (v —u')dVyx + / A e (&) ce(v—u')dVy
Q 2 ) 2

> / X:e(v—u')dVx, Vv eV, (2.2.2)
Q

siendo x* = x(t;) y donde la relacion entre los campos discretos de desplaza-
miento, velocidad y aceleracion se enmarcan en el método de Newmark (ver

Huges [49]) con parametros 3 = 1/4, v = 1/2 como sigue:

' ‘ ‘ A2 it - i1
ul = w4+ Ata 7% (2.2.3)
i+ !

' =u"t+ At (2.2.4)

2

De (2.2.3), puede obtenerse la expresion de la aceleracion en el instante ¢; como

Al — il — Attt — A ginl
i — A < 4 ], (2.2.5)

lo que nos permite escribir la inecuacion variacional (2.2.2) solo en términos

del desplazamiento. Asi, consideramos el siguiente algoritmo:

» En el instante inicial, u® = u(0) = up y @’ = 4(0) = u;, mientras que

0

la aceleracion w” se calcula a partir de la ecuacion de equilibrio como

1
i’ = —(by + DivA~'e(u)), (2.2.6)
Po

con b) = by(0). Obsérvese que i’ € L2(Q).

» Para cada paso de tiempo t;, dados u'~!, 4~ y 4'~! obtenemos u’ como

la solucion del siguiente problema variacional obtenido reemplazando en
(2.2.2) el valor @' dado por (2.2.5):
PROBLEMA (DHP?): Hallar ' € V,y tal que:

. . At? . 4
/ pou' - (v —u')dVyx + o Ale(u') i e(v —u')dVx
0

0
i1 Cie1 i At i i
> [ polu'™" + Atu ]-(v—u)dvx+7 X' re(v—u")dVy
Q Q
At 1, i1 ;
AT A e Y o — ) dVy, Yo € Via (2.2.7)

4 Ja
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» A continuacion, dado u'~!, u'~ !, 4’

1y u!, obtenemos %' y %’ usando
primero (2.2.5) y después (2.2.4). De nuevo, conocemos u’, u', &' en t;

y repetimos el proceso para el siguiente paso de tiempo.

Teorema 2.2.2 Sea u'™' € Vo4, 4! € HY(Q) y &'' € L*(Q). Entonces,
existe una tinica solucion u' del Problema (DHP?). Ademds, 4’ y @' construi-

das a partir de las relaciones (2.2.4) y (2.2.5) verifican:
' e H(Q), a'cL*(Q), yu'+ 4" ¢ H(Q). (2.2.8)

Demostracion. Considerando la forma bilineal, continua y coerciva definida

sobre V' x V' como,

At?
b(u, ’U) = /on’u, . 'vdVX + T QAilé‘(u) . 8(’0) dVX, (229)

y la aplicacion lineal definida sobre V/,

At? , , )
L(”) :T / XZ : 6('0) dVX + / po[ul’l + At’l:l,lil] . 'UdVX
Q Q
2
_AT [ A te(uiY) - e(v) V.
4 Q

el resultado de existencia y unicidad se obtiene aplicando el teorema de Stam-
pacchia (ver Brézis|[15]). Ahora, puesto que u’, u'~! y 4'~! pertenecen a H'(2),
de (2.2.3) obtenemos que @' + @'~ € H'(Q2). Asi, puesto que u'~! € L?(),
deducimos que @' € L?(Q). Ademas, de (2.2.4) tenemos u' € H'(Q). O

Observacion 2.2.3 Las hipotesis consideradas sobre las condiciones iniciales
garantizan que u’ € Vg, u® € HY(Q) y u° € L*(Q). Por tanto, el Teorema
2.2.2 garantiza que los campos de desplazamientos, velocidades y aceleraciones
calculados con el algoritmo disenado verifican propiedades andlogas, para todo
0<iqi<?2l

Para escribir el problema discreto con una estructura similar a la del problema

continuo (HP) definimos
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PROBLEMA (ADHP?): Hallar u' € Vo4, ' € HY(Q) y 4’ € L%(Q) verifi-
cando (2.2.4), (2.2.5) y la desigualdad:

/ Po (u) (v — u) dVx + / Ale (u> Ce(v — ul) dVy
> / X' e(v—u')dVx, Vv e V. (2.2.10)
Q

Se verifica el siguiente corolario.

Corolario 2.2.4 Sean u'™! € V4, =t € H(Q) y ! € L*(Q) conocidos.
Siul, 4t y ' son solucion del Problema (ADHP?) entonces, u es la solucion
del Problema (DHP?).

Reciprocamente, si u' es la solucion del Problema (DHPY) y w' y @' estdn
definidas por (2.2.4) y (2.2.5), entonces u', 4’ y 4’ son la solucion del Pro-
blema (ADHP?).

2.2.1. Propiedades de u’

En primer lugar, para simplificar la notacién, denotaremos

iy el
ot (2.2.11)

2
Proposicién 2.2.5 Seau' la solucion del Problema (DHP?) yn(h') = A~'e(h")—

x'. Entonces, se verifica la siguiente ecuacion:
’l_l,l + ,l':llz'fl
2

donde ' se calcula usando la ecuacion (2.2.5). Ademds, n(h') € E,4(0).

Po —Divp(h') =0 en Q, (2.2.12)

Demostracion. Sea u' la solucién del Problema (DHP?). Del Corolario 2.2.4,

u'® verifica (2.2.10). Tomando v = u' £ ¢, con ¢ € D(), en (2.2.10) tenemos
i+ ! o
/po (T) - pdVy + / A'e(h') s e(¢p) dVx
Q Q

:/ﬂxi;s(qs)dvx, o € D(Q),
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y en consecuencia, (2.2.12) es cierta en el sentido de las distribuciones.
Puesto que i1’ + 4'~' € H'(Q) deducimos que Divn(h') € H'(Q) y, en conse-
cuencia, n(h') € E.

Ahora, veremos que n(h’) € E,4(0).

Tomando v = u’ + ¢ en (2.2.10) con ¢ € V,q y aplicando la féormula de Green
(2.1.20), podemos escribir

/ Po <%> L pdVy — / Divn(h') - ¢ dVy
Q Q

> — < 7(n(h)). /() >r, Y € Vi (2.2.13)

Ademas, si —¢ también pertenece a V,4 se cumple la siguiente igualdad:

o
/p()(%) -¢de—/Divn(hi)-¢de
Q Q

= — <a(n(h), (@) >r, Vo € Vg, talque —o € Vg (2.2.14)

En primer lugar, sea ¢ € Hé{f(l“ N)Y ¢ su extension por cero. Entonces, existe
é € V,q tal que 7(97)) = ¢ y se cumple (2.2.14). Multiplicando (2.2.12) por ¢

e integrando sobre ) obtenemos

/,00 <%> - ddVy —/Divn(hl)-qbdvx —0.
Q Q

Comparando esta igualdad con (2.2.14) se tiene que
<m(n(h), ¢ >r=0. Ve € Hyf(T).

y, en consecuencia, n(h")n = 0 sobre T'y.
A continuacion, eligiendo ¢ € Hélp/()zo(Fc), de nuevo se cumple(2.2.14). Siguiendo

el mismo procedimiento anterior,
< m(n(h')), ¢ >r=0, V¢ € Hyy(To).

de lo que obtenemos que n,(h') = 0 sobre I'c.
Finalmente, tomando ¢ € HééQ(Fc), ¢ =0y ¢, <0 se puede probar facil-

mente que
<m(n(h')), ¢ >r>0,

de donde, 7, (k") < 0 sobre I'¢, y podemos concluir que (k') € E,q(0). O
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Corolario 2.2.6 Sea u’ la solucion de (DHP?) y a(h') = A~'e(h"). Enton-

ces,

R
2

donde ' se calcula usando las relaciones (2.2.3) y (2.2.4), bl = by(t;) y h'

viene dada por (2.2.11). Ademds, o(h') € Eqq(s}).

Po —Dive(h') =b), en Q, (2.2.15)

Demostracion. El resultado es consecuencia directa de la relacion n(h') =
a(h') — x'y de que X' = x(t;) sea solucion de (2.1.7)(2.1.9) en el instante
7 O

Proposicién 2.2.7 Seau’, u', &' la solucion del Problema (ADHPY) yn(h') =
A'e(h) — x'. Entonces se verifica (2.2.12), n(h') € E.4(0) y

Ta(m(h"))ul =0 débilmente sobre T, (2.2.16)

en el sentido dado por (2.1.26).

Demostracion. Gracias a la Proposicion 2.2.5, es evidente que la ecuaciéon
(2.2.12) se cumple y n(h') € E,4(0). Queda por comprobar que (2.2.16) es
cierta. Multiplicando (2.2.12) por v—u?, integrando en  y aplicando la férmula

de Green se tiene

/on <u’—i—Tuﬁ_1> (v —u')dVy + / n(h') : e(v —u')dVx

Q

=< n(n(h")),y(v —u') >p, YveV. (2.2.17)

Ademés, como u' es solucion, verifica (2.2.10) y por tanto,
-.i . 171
/ Po (%) (v —u)dVy + / n(h") :e(v —u')dVx >0, Yv € V.
Q Q
(2.2.18)

de donde
<m(n(h")),y(v —u’) >p>0, Yo e V. (2.2.19)
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Por el Lema 2.1.3,

< m(n(h"),y(v — u') >p= < T, (n(h")), (v — u'), >r
+ < mp(n(h)), (v —u')p >r, Yo V.

Ahora bien, puesto que 7, y yr son sobreyectivas, dados (h,q) € HY*(T) x
HIT/Q(F), existe v € H(Q) tal que v, = h y vy = q. Tomemos en particular
hy = 2u’, hy = 1/2u!, y q; = @5 = u}.. Sustituyendo en la ecuacién anterior y

teniendo en cuenta (2.2.19) se tiene

0 << w(n(h")),v(vi —u") >pr=< T, (n(h")), u’, >r, (2.2.20)
) . ) 1 .
0 << (n(h'),y(vs = u') >r=< m(n(h)), —5u; >r. (2.2.21)
y, por tanto,
< m(n(hY)),ul, >r= 0. (2.2.22)

Ahora, como 7,(n(h")) € H/?(I'y), por el Corolario 2.1.6,
< m(n(h")), ul, >r=< m(N(h")) 0y, Unjry STy
+ < m(N(h)res Unre >re + < Tn(n(R))iry, e, >rp,

y, en consecuencia,

< (n(h))ire, tyre >re= 0, (2.2.23)
lo que implica (2.2.16) en el sentido dado por (2.1.26), ya que ﬂn(n(hi))wN =0
en HV2(y) yul . =0en HY/?(Tp). 0

T'p
Corolario 2.2.8 Sea u', %', 4’ la solucion de (ADHP?) y o(h') = A'e(h').
Entonces se cumple (2.2.15), o(h') € E.q(s}) y

< (o (h')re, Upjr, >1re= 0. (2.2.24)

Demostracion. La demostracion es trivial, usando la Proposicion 2.2.7 y te-
niendo en cuenta que o (h’) = n(h') + x, siendo x' una solucién de (2.1.7)~
(2.1.9) en el instante ¢; y por tanto

< Wn(n(hi))\f‘cvufmﬁ‘c >re=< Wn(a(hi»\FC’ u;\f‘c >Te

— < Wn(Xi))wc»Ufﬂrc >pe= 0,

y por la construcciéon de x se obtiene el resultado. O
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Corolario 2.2.9 Si existe A C T'c con med,_1(A) > 0 tal que u', < 0 sobre
A, entonces m,(n(h')) = 0 sobre A.

Demostracion. Supongamos que existe un subconjunto B C A con med,,_1(B) >
0 tal que 7, (n(h")) < 0 sobre B. Entonces, para todo D C B con med,,_(D) >
0,y ¢ € H(lj(/f(l“c) tales que ¢, = 0, ¢, < 0 sobre I'c y ¢, < 0 sobre D, tene-
mos

< mu(m(h)), ¢, >r> 0. (2.2.25)

Sea r = med,_1(B). Definimos E5 = {X € Q : dist(X,0¢) < &} con
0 tal que med,_1(Es NT'¢) < r/2. Entonces, med,_1(Es N B) < r/2 y sea
D = B\ (EsN B). Esta claro que D € By 0 < r/2 < med,—(D) < r.
Escogemos ahora una funcion &5(X) € CH(Q) tal que 0 < &(X) < 1 para todo
X € Q, & = 1sobre T'e \ Es y supp(&) N {Es/2 UT'y UT'p} = (. Entonces,
consideramos ¢ = &sulm de modo que ¢, verifica (2.2.25). Ademas, ¢, > ul

sobre T'¢, y puesto que 7,(n(h')) < 0 sobre I'¢,
< m(m(h)), ¢ >r<< Ta(n(R')), ul, >r=0, (2.2.26)

lo que contradice (2.2.25). O

Corolario 2.2.10 Si existe A C ' con med,,_1(A) > 0 tal que 7,,(n(h")) < 0

sobre A, entonces u', = 0 sobre A.

Demostracion. Puesto que m,(n(h')) < 0 sobre A, para todo D C B con
med,_1(D) > 0,y ¢ € HIL(Tc) tales que ¢y = 0, ¢, < 0 sobre T v ¢, < 0
sobre D, tenemos

< mu(m(h)), ¢, >r> 0. (2.2.27)

Supongamos que existe un subconjunto B C A con med,_1(B) > 0 tal que
u!, < 0 sobre B. Por el corolario anterior, 7,(n(h")) = 0 sobre B. Entonces,
para todo D C B con med,,_1(D) >0,y ¢ € Hééz(Fc) tales que ¢ = 0, ¢, <

0 sobre I'c v ¢, < 0 sobre D, tenemos
< m(n(hY)), ¢p >r=10, (2.2.28)

lo que contradice (2.2.27). O
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Corolario 2.2.11 Sea u' la solucion de (ADHP?) y o(h') = A~'e(h’), 1 <

i <28, Entonces, si no hay contacto, se cumple la siquiente iqualdad:

[ (u> o) vy - [ A<u> e(o - u) dVy
Q 2 Q 2

= / X' ie(v—u')dVyx, Yv € V. (2.2.29)
Q

Demostracion.  El resultado se obtiene de forma inmediata de (2.2.15) mul-
tiplicando por v — u’, integrando sobre 2, aplicando la férmula de Green
(2.1.20), y teniendo en cuenta que, si no hay contacto, u, < 0 sobre ['¢ y, en

consecuencia, m,(n(h")) = 0.

2.3. Aproximacién de una soluciéon del Proble-
ma (P).

El objetivo de las siguientes secciones es obtener una soluciéon del Problema
(P) como el limite de varias sucesiones de funciones construidas a partir de
la solucién de los problemas aproximados (ADHP?), 1 < i < 2!, cuando
I — +o0.

2.3.1. Una primera aproximacién

En esta subseccion construimos a partir de {u’,w’, %'} i = 0,1,...,27, una
funcion h'(t) definida en [0, 7] tal que h' es C! sobre [0,7] y h' es C? en cada
subintervalo (¢;_1,t;), i = 1,2, ...,2L. Para ello, tomaremos la siguiente funcion
como h':

@il 4 g

h'(t) = u ™t + a4t —ti_y) + I

(t — ti—1)27 Vite [ti—la tz) (231)

En el instante t = T, h!(T) = u*, h'(T) = 42". Esta eleccion garantiza
la compatibilidad de h’ () con la discretizacion de Newmark propuesta en la

Secciéon 2.2. La funcion h'(t) verifica las siguientes propiedades:
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= hI(t) e HY(Q), Vt €]0,T].
En efecto, puesto que ug y u; se suponen en H!(Q), el Teorema 2.2.2 y

la relacion (2.2.6) garantizan el resultado.

hl({;) = ui—l + %(t — ti—l)a te [ti—hti)a (232)

por tanto, b/ (t;)) = 4’ i =0,...,2".

= h' € L>(0,T; H'(Q)), siendo
h'(t) = ———, teti,t). (2.3.3)

= En el instante t;, gracias a (2.2.3) y (2.2.4), obtenemos para 1 < i < 2!

-.l' .. 171
limh! (1) = u'™ + AL+ %At? —wi = R(t),  (2.34)
. i1 uz+uz—1 » Y
i B (1) =i~ + S A= = R (), (2.3.5)

asi, h'(t) € C1(0, T; HY(Q)).

Observacion 2.3.1 Notese que hl(tk) € Via, pero no hay ninguna garantia
de que h'(t) € Vg para todo t € [0, T).

2.3.2. [Estimaciones a priori

Lema 2.3.2 Sean u', 1’ y @' la solucion del Problema (ADHPY), 1 < i < 2!
y h' definida por (2.3.1). Entonces, para cada subintervalo (t;_y,t;) de (0,T),
se verifica que:
[ o Olfsadis [ 3 Satnl 0,0 @)
[ — 9 ——qQ ,
) 2t L@ [ 9

< / X' e(u' —u't)dVy, (2.3.6)
Q
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con a(-,-) dada por

a(u,v) = /QA_ls(u) ce(v)dVx.

Demostracion. Tomando v = u'~! en (2.2.10) obtenemos

i—1

i el , , i
/po(w' I | A / Ale(ul +ui™ly s(—“’ v )de
0 2 Q 2
< / X' e(u' —u') dVy. (2.3.7)
Q

En primer lugar, reescribimos el primer miembro de la ecuacion (2.3.7) en

términos de h’(t). Usando (2.2.3) podemos demostrar que los desplazamientos

verifican
u —ut At AW +at?
v Sy otwrw 2.3.8
2 2 i 2 (2:38)
- . N F
w' +ut =20 At 4 7% (2.3.9)

Sustituyendo estas expresiones en el primer miembro de la ecuacion (2.3.7)

obtenemos
At [ i ity g N
po— [ (@ +a"h) - dVx ‘l‘ﬂo—/(uZ + a7 <_’u, u )dVX
2 Jo Q 2
. AtQ ) - i
+At/A te(u'h) e(a 1)dvx+7 Ale(u™") €<—u +2u >dVX
At2 At?) 1 i
/A (™) e (ZldVXJF_/A e ™) e (‘ +2u )dVX
At4 1 —|—u7:_1 +ul 1
+T QA 6(—4 ) .6(—2 )dVX
At3

..Z‘ ..Z_l
A (l) Ce(w ) dVy g/ X't e(w’ —ui) dVy. (2.3.10)
Q Q

4 2

Ahora bien, el primer miembro de esta expresion se corresponde con
“1d . “1d
——||h ()32 dt / ——a(h'(t), h'(t))dt.
w [ W Ol [5Gk @), ()

En efecto, de la definicion de h'(t), t € [t;_,t;), se deduce:

1—1

i—1 u+u

] cie1, U +u i
||h1(t)||i2(9):/9(u 1+T(t_ti—l>)'(u - (t—ti_1)> dVy,



2.3. Aproximacién de una solucién. 65

y
a+a~t oo+ at!
i @ = [ (e B ) v
Asi,
[ I Ol = a0 [ S e SE (B2
2 dt L2(©) 0 2 X, 2 X

(2.3.11)
Ademas, en [t;_1,t;):

5 0.1 0) = [ Aol 0) el (1) Vi

e B ),

1—1
s(u“ ANt + %(t - tH)2) Vi

/A le(a'™ 1):s(ui_1)dVX+/A le(a™ 1) re(d™Y)(t —timy) dVy
Q

Q

+ / Ate(a ) s () - v
Q

™

/ ( (W) (t — t;_1) dVy
Q e g —

* /Q A—%(%) ce(w (= tim1)? dVx
e

T> : e(%)(zﬁ —t;i1)* dVx.

Por tanto,

/tl %%a(hl() hf(t))dtzAt/A le(w' ™) s e(u™") dVx

i—1 Q
At? i1 i1 At i1 'l + it
A le(i' ™) s (@) dV + = A le(q ).€<T>dvx
2 )
At A1€<u + ' ): e(ui 1) dVy
0
At3 u1+u ,
A e ce(u' ™) av:
3 Jo ( ) e(a) dvx
At4 1 ' + u' u' + it
. 2.3.12
EUA () 25.12)

Y de (2.3.10)—(2.3.12) concluimos el resultado. O
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Corolario 2.3.3 Sean u’, 4’ y 4’ solucion del Problema (ADHP?), 1 <i <

21 en las condiciones del Corolario 2.2.11, y h! definida por (2.3.1). Entonces,
se cumple la siguiente igualdad:

[ p Ol [ ot 0.0 0
) 2t L@ L 2dt" ’

:/Xi:s(u"—u“)dvx, (2.3.13)
Q

Demostracion. La demostracion se hace considerando la ecuacion (2.2.29)

siguiendo los mismos pasos que en el lema anterior.

Proposicion 2.3.4 Sea h'(t) definido por (2.3.1). Entonces,

= 1A (t) e (o)

estd acotado por una constante independiente de I y k
0<k<2.,

= h! yh! estin acotadas en C(0,T;L2(Q)) por una constante independiente
de 1.

Demostracion. Para todo k tal que 1 < k < 2! se tienen las siguientes

expresiones:

k ti

‘1d P . .
Zpo/ 2dtllh’( )20y dt = 30(||hf(tk)||iz(m - ||hf<0)||i2(m),
=1

Z/ ‘—a (R'(t), h'(t))dt = ( (R'(t), h' (th)) —a(hI(O),hI(O)))
Entonces, por el Lema 2.3.2 deducimos que para 1 < k < 21
%(Plo (1) a0 + ol (1), hf<tk>>) < %(POHBI( e +a<hf<o>,hf<o>>)
—l—Z/ e(u’ —u't)dVy.

(2.3.14)
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Ahora obtendremos una cota superior para el segundo término en el segundo

miembro de (2.3.14). Teniendo en cuenta que

’U,i — ’U,i_l = hl(tl) - hl(ti_l), (2315)

deducimos

Z/ e(u’ —u'~ dVX_Z/ —h'(t;-1)) dVx

= /Q (Z(X — X re(h () + xF e(h (th) — x* e(hf(o))) dVy.

i=1
(2.3.16)
Ademas,
HXiH[B(Q)}n? < SUPte[O,T}||X<t>H[L2(Q)}n2 = HX||L°°(0,T;[L2(Q)]R2)7 (2.3.17)
y
Ix" — XZHH[LQ(Q)]TL? < AtHX||Loo(o7T;[L2(Q)]n2)- (2.3.18)

Entonces, tomando valor absoluto en (2.3.16), usando (2.3.17) y (2.3.18), y

aplicando la desigualdad de Hoélder se tiene que

k-1
‘Z/ e(u' —u'1)dVx| < CHX”LOO(O,T;[LQ(Q)]"Q‘)AtZl‘E:(h’I(ti))H[LQ(Q)]”Q
=1

+ HXHLoo(o,T;[B(Q)]n?)(Hg(hl(tk))H[m(Q)]nQ + Hs(hl(o))u[m(g)]n?)’

donde C' es una constante positiva. Asi, de (2.3.14) se infiere que

(Hﬁl(tk)l\izm) + ia(hl(tk%hl(tk))) < <HhI(O)Hi2(Q> + ia(hI(O)vhl(O))>

k—1
.2 (cuxnmﬂm o S e (B (1))

=1

+ X Lo 22y (e (B! ()l p2gypme + ||€(h1(0))||[Lz<Q)]n2)>~ (2.3.19)

Ahora bien, puesto que la forma bilineal a es coerciva, de la ecuacién anterior

deducimos que existen constantes positivas C, Cs, C3 que no dependen de [
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ni de k, tales que:

k—1

[ (1) oy < Co+ Call (61 s+ Gt 11T (1) ey, (2:3.20)

i=1
para 1 < k < 2.
Y si suponemos que C; > 1, lo que no supone ninguna restriccion, la desigual-

dad anterior implica que

k—1
IR (t) e @) < C1 + Co + C3AL > ||B! (t) e ) (2.3.21)
=1

Aplicando el lema de Gronwall discreto (ver Lions|63]), se obtiene que
R ()l < Ce’, C eRY. (2.3.22)

Por lo tanto, h'(t;) esta acotada en H'(Q) por una constante independiente
de I y k.

De (2.3.19) se obtiene facilmente que A’(t) es acotado en L?(Q) por una
constante independiente de I y k. En consecuencia, puesto que h! es lineal a

trozos,
1R (D)[1E2) < max{[[R! (ti-)[E2(), IR () T2} V¢ € Lo, il

Entonces, h! (t) esta acotada en L%(Q) y puesto que es continua, esta acotada
en C(0,T;L*(Q)). Ahora,

h'(t) = h'(0) + /t h!(s)ds

Por tanto, h'(t) estd acotada en C(0,7;L3(Q)) por una constante que no
depende de I para todo t € (0, 7). O

Corolario 2.3.5 Sea h' definida por (2.3. 1). Ezisten subsucesiones, que se-
guiremos denotando con el indice I, tales que cuando I — 400, se obtienen

las siguientes convergencias:

hI

h débil * en L>=(0,T;L*(Q)), (2.3.23)

h! h débil * en L=(0,T;L*(Q)). (2.3.24)
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Demostracion. Puesto que el espacio L>=(0,T;L*(Q)) = [L'(0,T;L*(Q))] v
LY0,T;L*(9)) es un espacio de Banach separable, el resultado es directo (ver
Brézis [15]). Notese que el limite de h' es h debido a la unicidad del limite en
D'(0,T; L2 .(Q)]) (ver Lions [64]). O

weak

2.3.3. Otras aproximaciones

Ahora, escogemos otras tres “aproximaciones” de una soluciéon del Problema

(P) que también son convergentes cuando I — oo. Definimos

I i—1 u' —u'!
l (t) =Uu + T(t — tifl), YVt € {tifl,ti), (2325)
7 i—1
hl(t) = hi = % Vit € [tir, ti), (2.3.26)
hi(t) =4', Vte€ [t 1, t), (2.3.27)
y
ul(t) =u', Yttt (2.3.28)

Observacion 2.3.6 Notese que en este caso U'(t), hl(t) yul(t) pertenecen a
Vaa para todo t € [0,T7].

2.3.3.1. Otras estimaciones a priori

Proposicién 2.3.7 Sean U'(t), hl(t) y ul(t) definidas por (2.3.25), (2.3.26)
y (2.3.28), respectivamente. Entonces,

o ||RL()| i) v ||ul(t)]|mq) estdn acotadas por una constante indepen-
diente de I para todo t € [0,T].

o (1) () Hil<t>HL2(Q) Yy Hhé(t)HLZ(Q) estdn acotadas por una constan-
te independiente de I para todo t € [0,T].

= h' estd acotado en L0, T; H(Q)).
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Demostracién. De la definicion de h' tenemos u’ = hl(ti) para todo 0 < i <

27 Entonces, hi puede expresarse como

hi(t) = (1) Zhl(ti‘l), te [tiii,ty), (2.3.29)

ul(t) = h'(t;), t€ [tii1,ts). (2.3.30)
Ademas, h! € L>=(0,T; H'(Q)) puesto que u’ € H'(Q) para todo i, y

"(t:) + h'(ti1)
2

1
< Q(th(tz’)HHl(Q) + R (tic)| ), tE [tiot,ti) (2.3.31)

h
[ () e (0 = | [l ()

Por lo tanto, por la Proposition 2.3.4, hl(t) esta acotada en L>(0,T; H'(Q))
por una constante independiente de I.

Analogamente, u!(t) esta acotada en L>(0,7;H'(2)) por una constante in-
dependiente de I.

Ahora bien, puesto que I’ es lineal a trozos,

117(8) [[er) < max{||[U' (tim) [, 1T )l Yt € [timi, t],

y, dado que I’ (ty) = h'(t) v ||h'(t)||m1 () estd acotada por una constante

independiente de I y k, ||U'(¢)||m () estd acotada por una constante indepen-

diente de I.

Para demostrar que I esta acotada, la escribimos en términos de h':

' i _ i1

Ut)= ————
0=

lo que, por (2.3.8) y (2.3.2), puede reescribirse como

Atal+ 4t h/(t1) + /(%)

2 2 2

)=+ Vt € [ti1,t;).

Entonces,
; h!(ti 1) + h'(t)
1 ()2 = || - 5

Por tanto, de nuevo por la Proposicion 2.3.4, [|I1(t)| |12 esté acotado por una

[|L2(0)- (2.3.32)

constante independiente de I para todo ¢ € (0,7).

Anéalogamente,

||h§(t)||L2(Q) = ||hl(tz‘)||L2(Q) Vt € [tio1, ty).
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Finalmente, la acotacion de h! en L*°(0,7;H'(Q2)) se obtiene como conse-
cuencia directa de las acotaciones anteriores y la ecuacion (2.2.15) que puede

escribirse en términos de h' y h! como:
poh! —Dive(hl)=bl in Q, (2.3.33)

siendo b} () = b}, para todo t € [t;_1,1;). O

Corolario 2.3.8 Sean ', h! y ul definidas por (2.3.25), (2.3.26) y (2.3.28),
respectivamente. Entonces, existen subsucesiones, igualmente denotadas con el

indice I, tales que cuando I — +00, se obtienen las siguientes convergencias:
1" — 1 débil * en L=(0,T; H(Q)), (2.3.34)

1" — 1 débil * en L=(0,T;L*(Q)), 2.3.35

hl — h, débil * en L°°(0,T; H'(Q 2.3.36

( )
x ) ( )
ul — u, débil * en L0, T; H'(Q)). (2.3.37)
( )
( )

*

hi — hy débil * en L®(0, T;L*(Q)), 2.3.38

h! — h débil * en L®(0,T; H 1(Q)). 2.3.39

Demostracion. La demostracion es analoga a la del Corolario 2.3.5. 0

Definicion 2.3.9 Si X e Y son dos espacios de Banach, X C Y con em-
bebimiento continuo, se define el espacio Cs([0,T], X) como el espacio de las

funciones v : [0,T] — X tales que la funcion real de variable real
t—< h,U(t) >X X,

es continua sobre [0, T] para cualquier h € X'.

Lema 2.3.10 Sean X e Y en las condiciones de la Definicion 2.3.9.

i) Si, ademds, X es un espacio de Banach reflexivo, entonces

L=(0,T; X)NC([0,T]:Y) c C,([0,T]; X).
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i1) Sea U otro espacio de Banach tal que X C U CY y sea el embebimiento
X CY es compacto. Si F es acotado en L>*(0,T; X) y dF |0t = {f; f €
F} es acotado en L™(0,T;Y), con r > 1, entonces F es relativamente
compacto en C([0,T];U).

Demostracion. 1) Este resultado puede consultarse en [65], Lema 8.1, pag 297.

i1) Este resultado puede encontrarse en [87], Corolario 4, pag. 85.

Corolario 2.3.11 Sean h' y1' definidas por (2.3.2) y (2.3.25) respectivamen-
te. Entonces, existen subsucesiones, igualmente denotada con el indice I, tales

que cuando I — +oo
' —1 en C(0,T;H(Q)NC,([0,T];HY(Q), 0<B8<1, (2.3.40)
h' — h en C(0,T;H*(Q))NC,([0,T);L*(Q)), —-1<a<0, (2.3.41)

posiblemente después de una modificacion sobre un conjunto de medida nula.

Demostracion. La demostracion de estos resultados es consecuencia de las
acotaciones de h', h!, 1! v 1!, y el Lema 2.3.10. O

2.3.4. Disipacién de la energia

Definicion 2.3.12 Dado u € HY(Q) y v € L*(Q), definimos el funcional de

energia total como

1
£(u,v) = —/(,00|'u|2—|—A1s(u):e(u))dVX—/b0~udVX—/ so-wdAy,
2 Ja Q Iy
(2.3.42)
donde el primer término es la energia cinética si v = w, el sequndo es la
energia eldstica y los dos ultimos términos representan la energia potencial

que proviene de las fuerzas de volumen y superficie, respectivamente.

Lema 2.3.13 Sea u® la solucion del Problema (ADHP'), 1 < i < 21, FI
funcional de energia total £ estd bien definido sobre Vg x L*(Q2) y

E(u™h ) < E(u' i) — / (™ = x) () dVx, (2.3.43)
Q
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donde el iltimo término representa el trabajo realizado por las fuerzas sobre la

solucion en el instante t;.

Demostracion. La energia en el paso de tiempo t;,, viene dada por

) . 1 . . ) .
g(uz-i—l’uz—i—l) :E /(pouz+l . ,uz—i—l +A—1€(uz+1) . E(’U;H_l)) dVX
Q
— / byt dVy — / syt u' T dAx. (2.3.44)
Q Ty
Reemplazando los valores para u'™! y 4™ definidos en (2.2.3) y (2.2.4) obte-
nemos
' ' 1 4 i il ‘ i il
gt wth) = / ol + AFE ) - (0 + Ar ) avy
Q
1 4 AL+ it ‘ N F s
+— / A_le(uZ + Atd + —u) : s(u’ + Atd + —u) dVyx
2 Jq 2 2 2 2
—/ by utt dVy — / sptt utt dAy,
Q Ty
entonces
E(u™ 4™ = E(u’,u’) + Atpg / u' - — dVx
Q
N ; At? U y
+ At | A e(u’) :s(u)dVX—l—T A e(u') :e(uw') dVy
o) Q
A3 ' iy il A2 iy il '
+ o [ At e () vk + —/ Ae(BE) et avi
2 Jq 2 2 Jo 2
A i@l 4 it il it A2 i+ it 2
il A*1< )( )dv —/<—>dv
+ A € 5 € 1 x + 5 P ; 5 X
—/bg“-fuf‘+1 dVX—/ sptt 't dAX+/bg-uide+/ sh-u'dAy.
Q FN Q FN

Usando ahora (2.3.11) y (2.3.12) tenemos
E(u™ ) =€ (u', 4t

! / L) gt + / L), w0
ol 2 2@ f g g
_ / béJrl . (ui+1 o uz) dVX _ / S’(i]Jrl . (,ui+1 o ul) dAX
Q Q

o[ ) s [ (o) wdax,
Q Q
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o lo que es lo mismo

(Wt a ) =gt i) +po [ 5 B 0 s
t;

tit1 1d ) ) )
+ / §Ea(h1(t),hl(t))dt— / X' re(ut —uf) dVy
t; Q

—l—/Q (x' —x') : e(u’) dVx.

Finalmente de (2.3.6) obtenemos el resultado. O

Corolario 2.3.14 La energia en un instante t;,, puede expresarse en térmi-

nos de la energia inicial como sique:

g(ui—i-l ui—i—l) :g(uo u0)+/ti+1 11
’ ’ o 2dt

N

poll B (Dl + alh! (1), B (1)) )t
—/bg+1 ™ dVy + | by u’dVy,
Q Q
y ademdas,

) ) tit1
E(u™t 4 gs(uo,u°)+/ /xf:e(ui) dVx.
0 Q

Corolario 2.3.15 Supongamos que las fuerzas by y sg no dependen del tiempo

t. Entonces

5(ui+l,’di+l) < 8(u’,u’) < ..

< E ), 1<i<2l—1.  (2.3.45)

O

Corolario 2.3.16 Supongamos que las fuerzas by y sg no dependen del tiempo

t, y que u', u' yu' estdn en las condiciones del Corolario 2.2.11. Entonces

E(u ™ uth) = E(u’, 4). (2.3.46)

Demostracion. El resultado se deduce siguiendo los mismos pasos que en el
Lema 2.3.13 y usando el Corolario 2.3.3. O
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2.3.5. Unicidad del limite

En esta subseccion demostraremos que todos los limites definidos en (2.3.23),
(2.3.36), (2.3.37) y (2.3.40) son iguales: h =1 = h, = u,.

En efecto, para cada t € (0,T), existe 0 < i < 2 tal que t € [t;_1,t;).
Entonces, de (2.3.26) y usando la formula de Barrow para funciones C' en

[ti_1,t;], tenemos

h'(t) N Ri(t)  h(tiy)  h(t) e
2 2 2 g P

1 t y 1 t; y 1 t Y

ti

1R () = B ()2 = |l

1 t; .
+ H§/ h! (s)ds||ra() < Atl[R|| < 0r12(0)) — 0, (2.3.47)
t

cuando I — +oo. Por tanto, h y h, son iguales en L>(0,T;L*(2)) y puesto
que h, € L*>(0,T; H'(Q)), también h € L>(0,T; H!(Q)).

Anéalogamente, se demuestra que b y u, son iguales en H'((2).

También, puesto que I esta acotada en L>(0,T; L)),

() — i)z = [11(8) = V() ||eaqo)

tl . .
= H/ l1(8>dSHL2(Q) < AtHllHLm(O,T;LQ(Q)) — 0, (2348)
t

cuando | — +o0.
Analogamente, se demuestra que b y h; coinciden en L*(Q2).
Asi, I = u, = h, = h. De aqui en adelante denotaremos este limite por u.

En resumen, hemos demostrado las siguientes convergencias.

Teorema 2.3.17 Sih', I', h! yu! estin dadas por (2.3.1), (2.5.25), (2.3.26)
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y (2.5.28), existe u tal que

hl ———  w débil Fen L(0,T;LA(Q)),
Rl ——— @ débil Fen L(0,T;LA()),
U ———  w débil Fen L(0,T;HNQ)),

(
(
(
v — débil * en  L>(0,T;L%(Q)),
(
(
(
(

hl  ———  w débil *en L®(0,T;HN(Q)),
ul  ———  w débil *en L(0,T;HY(Q)),
hi ——— @ débil “en L®(0,T;L3(Q)),
o(hl) ——— o(u)  débil *en L®(0,T;L*(Q)).

Ademds, se tienen los siguientes limites

. I_ply _

IEI:I—rloo(h h,) =0, (2.3.49)
. I .1y

IEI—POO(h u,) =0, (2.3.50)
el o Ty

Il~1>1+noo(l u,) =0, (2.3.51)

en L>(0,T;L*(Q)) fuerte.

Corolario 2.3.18 Si h' y ' estin dadas por (2.3.1) y (2.8.25), existe u tal
que
h' — 4 en C(0,T;H*(Q))NC([0,T];L*Q)), —-1<a<0, (2.3.52)
U'—wu en C(0,T;H(Q)NC(0,T);HY(Q), 0<8<1.(23.53)

Teorema 2.3.19 Sean I’ y ul dadas por (2.3.25) y (2.3.28) respectivamente.
Entonces,

' —u

' —u

———0 en D(0,T;HYQ)), (2.3.54)
———0 en L®0,T;H'(Q), 0<r<l, (2.3.55)

* o~k o~

cuando I — +o00.
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A

Figura 2.3.1: Funcién en dientes de sierra 6;

Demostracion.  Sea ¢ € D(0,T) y 07 la funcion en dientes de sierra disconti-
nua en cada t; y afin decreciente de 1 a 0 en cada intervalo (¢;, ;1 1) representada
en la Figura 2.3.1. Sea I > I, donde [ es tal que el soporte de ¢ esta conte-
nido en [0y, T — g con &y = T'/2, de forma que supp(p) C [§,T — 4], siendo
§ =T/2!. Entonces,

| —abete =Y [ a0 - wlopettya

21 211

=Y [ - weena =X [ wie— s

i=0 Vi

siendo ¢s(t) = @(t — d) v, por tanto, |p — ¢s| < cd, siendo ¢ = méx|%|. En

consecuencia,

1/2
2l 1 2l 1 /

T
H/O (U —w)edtlly <e6® Y [lullly < e | (2" = 1) Y 'l
=1 =1

<ed((2" —1)20)2 < e0%2! = é0°T /s = edT =% o,
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donde ¢, C'y ¢ son constantes positivas.

Para probar (2.3.55) utilizaremos las convergencias
I! ———wu débil *en L*®(0,T;H(Q)),
I" ——— @ débil * en L=(0,T;L*(Q)),.

Sea 0 <1 =60a+(1—-0)3 <1, r+# 1/2. Existe un conjunto A C [0, 7] tal que
med(A) = 0y para todos tq, t2 € [0,7]\ A, con t; < t5 se cumple:

[87(02) = F (0l ) < MollE (1) — V(1) |y I8 02) — ()i
< My ( / ) Hl’(t)Hm(mdt)@ < My(ts — 1) (2.3.56)
t1
En particular, para cada t € [t;_1,t;) \ A, se tiene que
[ul(t) = U ()|l = [T(8:) = U ()|l < My(t; — )" — 0,

cuando I — oo. O

2.4. Comprobacién de que u es solucién J-débil
del Problema (P)

En esta secciéon comprobaremos que el limite obtenido en la secciéon anterior
es una solucion §-débil de nuestro problema inicial (P) en el sentido de la
Definicion 2.1.11.

Teorema 2.4.1 Sea uw el limite presentado en el Teorema 2.3.17 y n(u) =

A 'e(u) — x. Entonces,

(i) (u,m(w)) verifica (2.1.10) en el sentido de las distribuciones.

(i) w e L0, T; HY(Q)), u(t) € Via, @ € L(0,T;L2()), @ € D'(0, T; L2(Q))
yn(u) € D'(0,T; E) N L>(0,T;L*(Q)).

(iii) w € Cs([0, T]; HY())NC([0, T]; H"(2)), 0 <7 < 1, % € C,([0, T]; L2(2))N
C([0,T];H*(Q)), —1 < a < 0, posiblemente después de una modificacion

sobre un conjunto de medida nula en [0, 7).
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Demostracion. FEn primer lugar, obtendremos una inecuacién variacional en
términos de h' y h!. Para ello, consideramos w’, @', &' solucion del Problema
(ADHP!Y) en [t;_1,t;), 1 <i < 2! que, por tanto, verifica:

/ng <UZ+TUZ_1> ~vdVy +/QA_15(#> ce(v)dVy

>/Xi;s(v) AV, VveVi 1<i<2l. (2.4.1)
Q

Entonces, tenemos

/poiil ~v(t)dVyx + / Ate(hl) : e(v)(t) dVx > / X! e(v)(t) dVy,
Q Q Q
Vv € L*(0,T;V) tal que v(t) € Vg c.p.d. ent € (0,T),
(2.4.2)

con xL(t) =x* Vt € [ti_1,t;). Integrando en tiempo, obtenemos

T T T
/ /pohl-vdVth—i—/ /Als(hﬁ):e(v)dvxdtz/ /Xize(v)dvxdt.
0 Q 0 Q 0 Q
(2.4.3)

(i) Sea v € D(Q). Integrando en tiempo por partes en el primer término del

primer miembro de (2.4.3) tenemos

T T T
—/ /p0h1~i;dVth+/ /Als(hi):e(v) dVth:/ /Xﬁze(v) dVxdt.
0 Q 0 Q 0 Q

Usando la convergencia obtenida en el Teorema 2.3.17 podemos pasar al limite

cuando I — +o00 y asi obtener

T T T
—/ / pot - ¥ dVxdt +/ / A'e(u) : e(v) dVydt = / / X : €(v) dVxdt.
o Ja o Ja o Ja

Deducimos entonces que
pott — Divn(u) = 0, (2.4.4)

en el sentido de las distribuciones. Ademaés, puesto que @ € L>(0, T; H™1(Q)),
la ecuacion (2.4.4) se cumple c.p.d. en [0, T]. (ver, por ejemplo, [66], pag 417).
(ii) Por el Teorema 2.3.17, w pertenece a L>®(0,T;H'(Q2)) y @ pertenece a
L>(0,T;L*(R)). Por tanto, n(u) € L>*(0,T;L*(Q)) y & € D'(0,T;L*(Q)). En



80 Cap. 2: Contacto de Signorini

particular, de (2.4.4) se deduce que Divn(u) € D'(0,T;L%*(Q2)) ast que n(u) €
D'(0,T; E) N L>=(0,T; L?(2)). Finalmente, puesto que ul € L>(0,T; H'(Q)),
y ul € V4 para todo I, entonces w € L>(0,T; HY(Q)) y u(t) € Voq.

(iii) Se deduce del Lema 2.3.10. O]

Puesto que Divn(u) € D'(0,T;L%*(f)), daremos a continuaciéon una interpre-
tacion de las condiciones de contorno Neumann, para lo cual utilizaremos el

siguiente resultado:

Lema 2.4.2 Sea V(Q) el espacio de las funciones de [L*(Q)]"™! tales que
su divergencia es una funcion de L*(Q). Sea ¢ una funcion de V(Q) tal que
Cos1 € Co([0,T]; L3(R)), entonces existe una tnica forma lineal s € H—/2(T)
tal que

< /YV(C)a q >3Q:< S, q >r +(Cn+1(T>7 q(T))L2(Q) - (<n+1(0)7 Q(O))L2(Q)a
para cada g € HY/*(0Q), siendo 7,(¢) la aplicacion traza normal sobre 0Q de
¢ y v € R el vector unitario normal exterior a Q dado por
(n,0) st (X,t) e,
v(X,t) =14 (0,-1) si. XeQ, yt=0, (2.4.5)
(0,1) si. XeQ, yt=T.

Demostracion. La demostracion puede hacerse de forma similar a la dada en
[20], Lema 14.9. Cabe resaltar que en dicha demostracion se exige la hipotesis
Car1 € C([0,T); L*(2)) que tnicamente es necesaria para garantizar que las

funciones
t
t—>/€n+1<X,t)h(X) dVX, y t—>/ /Cn+1(X,t)h(X> dVX,
Q 0 Ja

sean continuas para toda h € L?(2), para lo que es suficiente que (1 €
Cs([0,T); L*(€)) como se exige en las hipotesis del lema. O

Definiciéon 2.4.3 Denotamos por w(X,t) € [L*(Q)]"*"*V el tensor de orden
dos definido como

wi; (X, t) = m;(w(X,t)) para 1=1,..,n, j=1,..,n, (2.4.6)

wanrl(X?t) = _pOul<Xat)7 para l= 17 ey Ty (247)
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y para cada | = 1,...,n denotamos w;(X,t) € V(Q) el vector definido por
(w));(X,t) = wj(X,t), para j = 1,...,n+1. Ademds, denotaremos por wy+1(X,t) €
[L2(Q)]™ el vector de componentes (W 1)i(X,t) = wins1(X, 1), i =1,....,n.

Corolario 2.4.4 Sea w(X,t) definido por (2.4.6)-(2.4.7). Entonces existe una
inica forma lineal, € H™Y2(Y) tal que

< m (W), q >90=< @,q >y +(Wns1(T), q(T))120) — (Wn11(0), q(0))r2(0),

para cada q € HY?(0Q), siendo 7, la aplicacion traza sobre 0Q cuyas n
componentes se corresponden con la traza normal de los vectores wy, 7, (w;),

[=1,...,n.

Demostracion. En efecto, por el apartado iii) del Teorema 2.4.1 se tiene que
u e CY0,T; H () y w e Cs(0,T; L3(£2) vy, en consecuencia, cada w; esta en

las condiciones del lema anterior. O

Definicion 2.4.5 Definimos n(u)n sobre Y como la forma lineal w asociada
al tensor w dado por (2.4.6)-(2.4.7).

Teorema 2.4.6 Sea w el limite presentado en el Teorema 2.3.17 y n(u) =
Ate(u) — x. Entonces, (u,n(u)) verifica

< n(u)n,y(v) >x> 0, (2.4.8)
para todo v(X,t) € HY Q) tal que v(t) € Vg, c.p.d. en [0,T], v(X,0) =

v(X,T) =0, y donde n(u)n se entiende en el sentido de la Definicion 2.4.5.

Demostracion. Sea v en las condiciones del enunciado. Entonces, la ecuacion

(2.4.3) se cumple e, integrando por partes, tenemos,
T ) T

—/ /poh](X,t)-fb(X,t) dVth+/ /Ale(hi(x,t)) e(v(X, 1)) dVxdt
o Jao 0o Ja

> /O ! /Q XX, 1) - e(0(X, 1)) dVydt.
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Pasando al limite cuando I — 400, obtenemos

- /0 ' /Q poin(X, 1) - 6(X, 1) dVidt + /O ' /Q Ae(u(X, 1)) : e(v(X, 1)) dVidt
2/OT/QX(X,t):s(v(X,t))dVth,

o lo que es lo mismo

- /T/ pou(X,t) - v(X,t) dVxdt + /T/ n(u(X,t)) : e(v(X,t)) dVxdt > 0.
o Ja o Ja
(2.4.9)

Ahora, sea 1 <[ < n y consideremos el tensor de orden dos w(X,t) dado en la
Definicion 2.4.3 y el vector correspondiente w;. De (2.4.4) se puede demostrar
facilmente que Div(, 4 (wi(X,t)) = 0, que trivialmente pertenece a [L*(Q)],
donde se entiende Div(,y la divergencia con respecto a las variables (z,t).

Asi, puesto que w; € V(Q), podemos demostrar que

T
0= / / Div yywy(X, 1) - (X, £) dVigdt
0 Q
T
= —/ / wl(X,t) . V(M)vl(X, t) dVxdt+ < vy(wl), v >80
0 Q

T T
= —/ /(wl(X, t))lgjsn . VxUl (X, t) dVth — / /(wl>n+1 . i)l(X, t) dVth
0 Q 0 Q
+ < l(wi), v >aq,

donde (w;(X,t))1<j<n denota las n primeras componentes de w;.

Ahora, sumando en [ = 1, ..., n, teniendo en cuenta la definiciéon de w; y apli-

cando el Corolario 2.4.4 se tiene

- /0 ' /Q poie(X, 1) - 6(X, 1) Vi dt + /O ' /Q n(u(X, 1)) : e(w(X. 1)) dVidt

=< n(u)n,v >y +/ pou(X,0) - v(X,0)dVy — / pou(X,T) - v(X,T)dVx.
0 0

(2.4.10)

Por ultimo, de (2.4.9) y (2.4.10), y teniendo en cuenta que v(X,0) = v(X,T) =

0, obtenemos

< n(u)n,v(v) >rxomn)> 0. (2.4.11)
O
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Corolario 2.4.7 Siv y —v € V4 c.p.d. t € [0,T], (2.4.8) se transforma en
una igualdad. O

Teorema 2.4.8 Sea u el limite presentado en el Teorema 2.5.17 y n(u) =
A 'e(u) — x. Entonces, n(u) € D'(0,T; E.q(0)) N L>(0, T; L%(Q)).

Demostracion. Veamos que n(u) € D'(0,7T; E,4(0)).

Empezaremos probando que n(u)n = 0 en el sentido de D’'(0, T (Héé2(FN))’).
Para ello, tomamos una funcion test ¢ € HééZ(F ), consideramos ¢ su exten-
sién por cero a I, y sea ¢ € H!(Q) tal que v(qAb) = ¢. Tomamos v(X,t) =
&(X)@(t) con 6(t) € D(0,T). Dado que ¢ = 0 sobre I'c, ¢y —p € V,g: por
tanto, del Corolario 2.4.7 obtenemos

< < n(u)n, ¢ >r, 9(t)> —0. (2.4.12)

D'D

Ahora, sea ¢ € HIT/OQO(FC), y sea ¢ su extension por cero a I, y s H'(Q) tal
que v(¢) = ¢. Entonces, puesto que —¢ € V,q y obtenemos (2.4.12) de nuevo,
de lo que se concluye que np(u) = 0 en el sentido de D'(0, T’; HlT/()2O(FC)’).
Probaremos, a continuacién, que 7, (%) < 0 en el sentido de D’'(0, T; HY,*(T'c)').
Consideramos ¢ € HééQ(Fc) tal que ¢ = 0y ¢, < 0 sobre I'c. Entonces,
su extension por cero a I'g, ¢ € H/2(I') y ¢ € Vig. En la ecuacion (2.4.8)
consideramos 6(t) € D(0,T) tal que #(t) > 0 en (0,7). Puesto que (u,n(u))
esté en las condiciones del Teorema 2.4.6, se cumple

( < n(u)n, ¢ >p,9(t)> > 0.

DD

En consecuencia, n(u) € D'(0,T; E,4(0)). O

Teorema 2.4.9 Sea u el limite presentado en el Teorema 2.53.17. Entonces,

w verifica las condiciones iniciales (2.1.15).

Demostracion. Del Corolario 2.3.18 tenemos

' —u en C([0,T];L*Q)).
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Entonces, como I (0) = ug para todo I, podemos pasar al limite y obtener que

’U,(O) = Uyp.
Ademés, puesto que
’:LI —u en Cs([OaT]vLQ(Q))7

entonces

/th(()) v dVy /Qu(()) v dVy, Vv € D(Q).

Dado que h’(0) = u; para todo I, se concluye que

/u(O).ude:/u1~vdVX,weD(Q),
Q

Q

y las condiciones iniciales se cumplen. O

Hemos visto que (u,n) verifican las condiciones (2.1.29) y (2.1.30) para el pro-
blema (HP). Veremos a continuacion que la condicion de complementariedad
se cumple en el sentido d-débil dado en (2.1.31).

Proposicion 2.4.10 Sea é > 0 cualquiera. Entonces, existe un conjunto Ds C
T tal que med, (Y \ Ds) < y

Y (l') = 7 (u) (2.4.13)

uniformemente en Ds.

En particular,

(1) = () (2.4.14)

uniformemente en Ds N (I'c x (0,T)), es decir, para todo € > 0 existe Iy tal

que para todo I > I
7, (D) (X, 1) — 7, (w) (X, 1)] < ZEL’ V(X,t) € DsnN (Te x (0,7)).  (2.4.15)

O
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Demostracion. Sea d > 0 fijo. Puesto que {I'} esté acotada en L>(0, 7; H'(Q))
y {I'} esta acotada en L°(0,T;L23(Q)), se tiene que {I'} estd acotada en
H'(Q). Dado que la aplicacion traza es compacta de H(Q) en L?(9Q), existe

una subsucesion de 1/, que seguiremos denotando por 17, tal que:
' -u en L3Q), (2.4.16)
y casi por doquier en J@), y en particular,
Y (') = v, (u) c.p.d. sobre T'¢x (0,7). (2.4.17)

Ahora, por el teorema de Egorov (ver Brézis [15], pag 75), existe un conjunto
Ds C Y tal que med, (T \ Ds) <dy

Y, (1") = v,(u) uniformemente en  Ds. (2.4.18)
En particular,
Y, (1") — 4, (u) uniformemente en  DsN (To x (0,T)), (2.4.19)
es decir, para todo § > 0 existe un indice I tal que para todo I > I, se cumple
)

.
Proposicion 2.4.11 Sea A;, = (A7 N Ds)°. Entonces, para todo (Xo, 1) €

N, existe un radio vy, Y un indice L, 4, tales que

Y (ul)(X,t) <0 V (X,t) € B(Xo,t0), Twoto) Y VI > Loyt

Demostracion. Por la Proposicion 2.1.10, .47, es un conjunto abierto. Conside-
ramos (Xo, tg) € A7,. Por una parte, existe ry > 0 tal que B((Xy,%s),70)NT C
N1s. Por otra parte, puesto que 7,(u)(Xo,%) < 0 existen 7 > 0 y « en las

condiciones de la Definicion 2.1.9. Tomamos entonces r = min{ry/2,7/2} y

Agoto = B((Xo,10),7) y construimos & = 5 f siendo f una funcién que toma



86 Cap. 2: Contacto de Signorini

el valor 1 en A, ;,, se anula en el complementario de B((Xo, to),2r) y es ma-
yor o igual que cero sobre I'c x (0,7"). Entonces, & es tal que & = 0 sobre
Q \ B((Xo,to), 27”), a > (0 sobre B((Xo,to)ﬂ”) N Q y

a+ v (u) <0 sobre TI'c x (0,7).

Sea

€roto = . min  a(X,t).
(Xt €Azg 10

Entonces, existe I, ,

tal que para todo I > I,

z0,to

o (I)(X, 1) — v (w)(X, )] < ETt V(X,t) € Ds N (Te x (0,T)), (2.4.21)

en particular, para todo (X,t) € Ay -
Veremos ahora que 7, (I')(Xo, to) < 0. Por la ecuacion (2.4.21) se tiene

(I (X, 1)+ (X, 1) — (1 (w) (X, 1) +a(X, 1)) < GTt V(X,t) € Dsn(Tex(0,T)),
Ahora bien, puesto que 7,(u) + & < 0 sobre I'c x (0,7,
WA (X, 1) +a(X,t) < %Tto V(X,t) € DsN (Te x (0,T)),

y puesto que 6,4, < &(X,t) para todo (X,t) € Ay 4,

GXH) _ iy A1)

e

<0 V(X,t) € Az to
y para todo [ > I, , . En consecuencia, se cumple que

7, (1) (X, t) < 0 para todo (X,t) € Ay, v para todo I > I, (2.4.22)

zQ,to Y
pues A, ¢+, es abierto, y se puede construir una funcién & con soporte contenido
en Auy 4 para (X,t) a partir de § verificando todas las condiciones de la

Definicion 2.1.9. En particular, 7, (I")(Xo, to) < 0.

Veamos ahora que existe un radio 7,4, y un indice I, tales que

0,to
’YV(Ui)(X,t) <0 Vv (X7t) € B((X0>t0)77ﬂ$07t0) y vI Z ]xo,t()'

T
2Tr

En efecto, conocido r, existe un indice I, tal que At/ = < 5. Sea Iy 4 =

max{/, I.}. Entonces, existe 0 < i < 2%=00 tal que

z0,t0?

A Loy, . . .
to € (875,671 v (20,5,"°) € Apgto, l=1—2,0—1,4.
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Consideramos 75, 4, = tilmo’to —to < 5. Entonces, para todo (X, t) € B((Xo,%0), Tzo,t0)
los puntos
(2,8,°7) € Agyyyr l=i—2,i—1i

y por tanto
'}/V(Uixo,to)(X’t) — W/V(llzo,to)(x’tl]xo,to) < O’

siendo [ tal que t € (t;_1,t]. Ademas, por las propiedades de las particiones
en tiempo consideradas, para todo J de la forma J = I, ,, + k, con k > 0, se
verifica que los puntos (x,t]) con j € {2"(i — 2),..., 2%} pertenecen a Ay, y

por tanto v, (1) (z, t7) < 0 de donde se deduce que

Y (ul)(X,t) <0 V¥V (X,t) € B((Xo,t0),Ta00) ¥ VI > Ligio;

Corolario 2.4.12 Para cada punto (Xo,tg) € A7, exvisten un indice L1, v

un radio 14, +,, tales que
Ta(n(h) =0 sobre B((Xo,t0),Teoto) ¥ VI > Luoio-

Demostracion. Dado un punto (Xo,tg) € 47, por la Proposicion 2.4.11

existen un indice I, y un radio r4,+,, tales que

Y (ul)(X,t) <0 V (X,t) € B((Xo,t0), Twoto) ¥ VI > Ligtos
Entonces, aplicando el Corolario 2.2.4 se obtiene el resultado. O
A continuacién, necesitaremos el siguiente resultado.
Teorema 2.4.13 Sea A un subconjunto arbitrario de R"™ y sea € una coleccion
de subconjuntos abiertos en R™, que recubre A, es decir, tales que A = Uy co .

Entonces, existe una coleccion © de funciones ¥ € C°(R™) con las siguientes

propiedades:

i) Para cada 9 € © y cada X € R", 0 < ¢¥(X) < 1.
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ii) Si Ay CC A, todas salvo a lo sumo un nimero finito de ¥ € © se anulan

en Aj.
iii) Para cada ¥ € O, existe % € O tal que suppd C U .

w) Para cada X € A, > .0 (X) = 1.

Dicha coleccion © se denomina particion de la unidad C* para A subordinada

a 0.

Demostracion. Véase Adams [3| pag. 51. O

Teorema 2.4.14 Sea u el limite presentado en el Teorema 2.3.17 y n(u) =
A 'e(u) — x. Entonces, (u,n) es solucion §-débil del problema (HP).

Demostracion. Por los Teoremas 2.4.1 y 2.4.8, tenemos que w y 1 verifican
(2.1.29) y (2.1.30) respectivamente. Resta tnicamente demostrar que la condi-
cién de complementariedad se verifica en el sentido d-débil dado por (2.1.31).
Sea ¢ € HééQ(JV[&) tal que ¢ =0y ¢, < 0 sobre I'c x (0,7). Sea v € H'(Q)
tal que v(t) € Vg c.p.d. t € [0,7], v(0) =v(T) =0y v, (v) = ¢. Ahora bien

¢ = lim ., B, €ColN;,). (2.4.23)

Sea 0 = {B((Xo,t0), Tz.to)/(Xo,t0) € A1, } la coleccion de bolas obtenidas
en la Proposicion 2.4.11 que, por definicion, es una colecciéon de subconjuntos
abiertos en R" que recubre .47,. Entonces, por el Teorema 2.4.13 existe O,
particion de la unidad C* para .47, subordinada a &.

Entonces,

<n(u)n,d >y=<n(u nq’)Zﬂ >y= hm <n(u Z@?
) 9eO
(2.4.24)

Puesto que las funciones ¢,, tienen soporte compacto contenido en .47,, por la
propiedad ii) de la particion de la unidad, la suma se reduce a una suma finita

de indices j,, € {Nm1, Nma2, .., N} de modo que

<n(un,¢ >r= lim <n(un, ¢, Zﬁjm . (2.4.25)
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Para cada ¢,,9;, tenemos v, € H(Q) tal que v;,(t) € V,q c.p.d. t € [0,T],
Vim(0) = 0 (1) =0y 7 (Vjm) = ¢n?,,, ¥ por tanto, de (2.4.10) se deduce

lim < n(u)n, cbm(z Vj,.) >

m—0o0 jm
T T

= lim | — / / pott(D | Vjm)dVidt + / / n(w) : e vjm)dVydt

m—oo 0 JQ i 0 JQ i

T . T

= lim | lim [ — / / poh (D>~ 0jm)dVixdt + / / n(hl) : e vjm)dVydt

m—oo \ [—o0 0 Q i 0 9] i

T

= lim | lim < mu(n(hh)), qﬁm(z Yj,.) >re dt) .
jm

m—oo \ I—o0 0

Ahora bien, el soporte de cada ¥;,, esta contenido en una bola del recubrimiento
B.

Jm

= B((Xo,t0), Tx0,to) ¥ Para cada bola hay un indice, I, = I,,, a partir del
cual hemos demostrado que 7,(n(h’)) = 0 sobre ese entorno. Y como la suma
es finita para cada m, existe un indice I,, = mz;, I tal que m,(n(hl)) =0

para todo I > I, y por tanto,

T

lim < mu(n(hl)), ¢, _0;,) >ro dt =0, Vm. (2.4.26)
—00 0 -
Jm

En consecuencia,
<n(u)n,¢d >x=0,Y¢p € H(%Q(,/VI&) tal que ¢ = 0y ¢, < Osobrel'¢ x (0,7).

(2.4.27)
0

Corolario 2.4.15 Sea u el limite presentado en el Teorema 2.3.17 y o(u) =

A 'e(u). Entonces, (u, o) es solucion §-débil del problema (P).

Demostracion. Es consecuencia directa del teorema anterior y la relacion

entre oy n. U
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2.5. Acotacion de la energia asociada a la solu-
cién o-débil

Definicion 2.5.1 Dados u € L>*(0,T; H(Q)) y v € L=(0,T;L*(2)), defini-

mos el funcional de energia total como

/OT E(u,v)dt = /OT % /Q<’00|v|2 + A 'e(u) : e(u)) dVy dt

T T
—/ /bo-udVth—/ / So - udAx dt, (2.5.1)
o Ja 0o Jry

donde el primer término del sequndo miembro es la energia cinética si v = u, el
sequndo es la energia eldstica y los dos ultimos términos representan la energia

potencial que proviene de las fuerzas de volumen y superficie, respectivamente.

Proposicion 2.5.2 (Desigualdad de la energia para la solucién /-débil.)
Sea w el limite presentado en el Teorema 2.3.17 y n(u) = Ale(u) — x. En-

tonces,

T T Tt
/ E(u,u)dt < / E(u’, u’) dt —i—/ / / X : €(u) dVy dsdt.
0 0 o Jo Jo

Demostracion. Por el Corolario 2.3.14, se tiene que

tit1 ) ]
/ g(urH, uz+1> dt

t;
tit1 tit1 tit1

g/ E(u’, 4" dt+/ / /xf;s(ui) dV ds dt, (2.5.2)
t; t; 0 Q

donde, por definicién,

i) =3 [ (R0 + A~ e(ul (1) - el () Vi
- / BL(t) - ! (t) dVy — / sl(t)-ul(t)dAy,  (253)
Q I'n

o lo que es lo mismo:

E(u™ u™h) = E(ul(t), hi(t), VtE [t ti). (2.5.4)
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Sumando desde i = 0 hasta i = 2/ — 1 en la inecuacion (2.5.2) se deduce:

/0 (), B (0) dt

Blt%+1]%
/ u, i’ dt—i—// / s e(ul) dVy ds dt. (2.5.5)

Ahora bien, por las convergencias débiles del Teorema 2.3.17 y la semiconti-
nuidad inferior, se tiene:

1mﬁ/5 (1)) dt

~tiint [ / (pola(0)? + A~ e(ul (1)) e(ul (1)) dVy d

[ s [ o)
([ finr ) o )
etimant (11 [ A etul(): stwl o) avcar
([ [ o)

/ /ﬁo M&ﬁ+/ /ﬁ e(u(t)) : e(u(t) dVy dt

/ /bo dVth—/ /rN so(t t) dAx dt,

esto es,
T T
1@m/5mmmmmﬁz/5w@mmﬁ (2.5.6)
Por otra parte,
2IN T 2! T 2! T
por tanto,

, 2! T
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En consecuencia,

T T E[t%ﬂ}zll
lim / 5(u0,u0)dt~|—/ / /xf:e(ui)dvxdsdt
0 0 0 Q

I—o00

:/OTg(uﬂ,uO) dt+/0T/0t/Qx:e(u) dVx dsdt. (2.5.8)

Teniendo en cuenta (2.5.5), (2.5.6) y (2.5.8) se concluye el resultado. O

2.6. Resoluciéon numérica del problema

El objetivo de esta secciéon es la resolucion numérica del problema bidimen-
sional de contacto. Se propone un algoritmo para la resoluciéon inspirado en la
demostracion anterior. El codigo se ha probado con la resoluciéon de un caso
académico para el que se presentan resultados de convergencia. Para simplifi-
car la notacion, omitiremos los superindices ¢, pero ha de tenerse presente que

estamos resolviendo los problemas discretos en tiempo.

2.6.1. Formulacion variacional

Mediante técnicas variacionales clasicas obtenemos la formulacién del Proble-
ma (DHP) como inecuacion variacional dada por:
PROBLEMA (VP): Hallar u € V4 y o € E verificando,

/on'ii'('v—u) dVX—i-/QO'(u) re(v—u)dVy > L(v—u), Yv eV, (2.6.1)

y las condiciones iniciales (2.1.6), donde u se relaciona con los desplazamien-
tos, w mediante la relacion (2.2.5). El tensor de tensiones se relaciona con el

tensor de deformacion por medio de la ley constitutiva o(u) = A e(u), y

L(v—u):/Qbo-('u—'u,)dVX—l—/r So- (v —u)dAx. (2.6.2)

N
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2.6.2. Discretizacion en espacio

Sea 7, una malla de triangulos del dominio bidimensional, compatible con la
particiéon de la frontera. Sea h el maximo de los diametros de los elementos de
7T,. Dada una arista e de la malla inducida por 7;, en la frontera, denotamos
por n. al vector unitario normal exterior a €2 en el punto medio de e.

Sea S, = {e;, 1 <i < my} el conjunto de aristas en I'¢.

Consideramos el espacio discreto

Vh = {’Uh € [CO(Q)]Q;’UMTk c [Pl(Tk)]Q,\V/Tk c ﬂ;'l)h =0 sobre FD},
(2.6.3)
donde P;(T}) denota el espacio de las funciones lineales a trozos definidas sobre

el elemento T}, y el subconjunto de desplazamientos admisibles
‘/adh = {’Uh € Vh;vh|ei * N, < 0, 1< < mh}, (264)

donde vy, representa el valor de v, en el punto medio de e;.

El espacio discreto considerado para las tensiones seréa:
By = {ononm, € [P(T)]", (dn)as = (o4)sa YTk € Tn}, (2.6.5)

siendo Py(T}) el espacio de las funciones constantes sobre 7.
La formulacion variacional (2.6.1) puede expresarse de forma discreta como:
PROBLEMA (VHP): Hallar uy, € Vo4, y o, € Ej, verificando,

/ pgzlh-(vh—uh) dVX+/ ah(uh) . €h(’Uh—’U,h) dVX Z Lh('vh—uh), \V/’Uh S V:tha
Q Q
(2.6.6)

stendo

Li(vn — ) — /Q (bo)n - (vn — wn) dVix + /F (5o)n - (00 — wn) dAy, (2.6.7)

N

donde (bo)n, y (So)n son las funciones lineales a trozos que aproziman by y so
respectivamente, y w, se relaciona con los desplazamientos, wy, mediante la
relacion (2.2.5).

La ley constitutiva discreta se expresa como

ah(uh) = A_IEh('U,h) = Mr th(’u,h) + 2,u sh(uh), (268)
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donde €p,(uy,) es una funcion constante por elemento calculada como el tensor
de deformacion linealizado asociado a w7, y A y p son los pardmetros de

Lamé del material.

2.6.3. Tratamiento de las condiciones de contacto

En esta subseccion obtendremos una formulacion del problema como ecuaciéon
variacional introduciendo un multiplicador de contacto py, el cual es un punto
fijo de una ecuaciéon no lineal. Para aproximar este multiplicador se utilizan
argumentos de subdiferenciabilidad y teoria de operadores maximales monéto-
nos. Referencias adecuadas acerca de estos temas son, por ejemplo, [8, 13, 99].

Definimos el conjunto
Py, ={pn € L=(L¢);pne, € Poles), 1<i<my},
y denotamos por (), el subconjunto convexo:
Qn=1{pn € Pu;Dje; <0, 1 <0< my}.

Sea B el operador:
B Vh — Ph

v, +—— B(vp) = p,
definido como:

ph\ei = ’Uh|eq; : nel‘u 1 S Z S mh7

y B* su operador adjunto.
Sean Iy,, e I, las funciones indicatrices de Viq, y @n respectivamente. Por

definicion de Iy,, vy Ig, se tiene:
Iy,, =1g, o B, (2.6.9)
y, de la regla de la cadena del célculo subdiferencial, se deduce:
a(IVadh)('Uh) = B*(0Ig,)(B(vy)), Yo, € Vy, (2.6.10)

puesto que (Qp)° # 0.
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Proposicién 2.6.1 Sean uy, € Vg4, y o1, € Ej. Se verifica que
—potsy, — €1, (o) + L€ B*(0lg,)(B(us)), (2.6.11)

si y solo si (up, o) son solucion de la inecuacion variacional (2.6.6), siendo

L el elemento de V, definido por:

Lh(’Uh) = /(b(])h *Up dVX +/ (SO)h *Up dAx,
Q r

N

siendo €}, el operador adjunto de €y,

Demostracion. Por definicion de e}, la inecuacion (2.6.6) se expresa como:

/ po’i.lh . (’Uh — 'U,h) dVX + / €Z(Uh> . (’Uh — uh) dVX
Q Q

> /(bo)h . (’Uh — Uh) dVX —|—/ (So)h . (’Uh — uh) dAX, Vvh € Vadh-
Q T

N
Por definicion de la funcién Iy, g la inecuaciéon anterior se puede reescribir
como:

/ potiy, - (v, — up) dVy + / en(on) - (v —up) dVx — Iy, (un) + Iv,, (vn)
Q Q

> /(bo)h . (’Uh — ’U,h) dVX + / (SO)h . (’Uh — ’U,h) dAx, \V/’Uh c Vh,
Q Iy

N

que, en notacién subdiferencial, es equivalente a:
—po’u,h — 82(0’}1) +L e 8]Vadh (’U,h).

Por la regla de la cadena (2.6.10), se concluye que esta relacion es equivalente
a:
—pop, — 62(0’h) +L e B*(@IQh)(B(uh)) (2612)

Proposicién 2.6.2 Si u;, € Voq, y o € Ej, son solucion de la ecuacion
(2.6.12) entonces verifican:

/ po'i,lh . ’UthX + / gy . Eh(’l)h) dVX + / ’}/CB(’U,h)B(’Uh) dAX
Q Q

Pe

= L(’Uh) — / phB(Uh) dAx, V’Uh € Vh,
e
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donde

1
pn = — | B(un) + Aepr — g, (

B(up) + Aep
L h h)]

1-— )‘0'7c

stendo Ilg, la proyeccion ortogonal sobre Qp y Ac y Y. nimeros reales positivos

tales que 0 < Ay < 1. El reciproco también se verifica.

Demostracion.  Si uy, € Vig, v o, € Ej, verifican (2.6.12), entonces existe
pn € (0Ig,)(B(uy)) tal que:

—potty, — €5 (o) + L = B*(pn). (2.6.13)
Dado 4. € R, 7. > 0, definimos el elemento de P,
Pr = Dn — YB(up) € (01g,)"(B(us)), (2.6.14)
siendo (0Ig, )" el operador perturbado de 0, de valor 7. definido por:
(0Ig,)" = 0lg, — el (2.6.15)

Puesto que el operador subdiferencial de la funcién indicatriz de un conjunto
convexo es maximal monétono, por las propiedades de este tipo de operadores

se tiene:

pr € (01g,)"(B(un)) & pr = (91g, ). (B(un) + Acpn),

donde (01g, ), es la aproximacion de Yosida de parametro A. del operador
(0Ig, )", siendo Ay, < 1.
De (2.6.13) y (2.6.14) y utilizando la linealidad de B*, deducimos

—pott, — €(0y) + L= B*(pn) + 7B*(B(uy)),
o equivalentemente,

poti, + €5,(0n) + e B*(B(un)) = L — B*(pn).
Entonces:

/ po'i,lh . ’UthX + / oy . Eh(’l)h) dVX —+ / ’}/CB(’U,h)B(’Uh) dAX
Q Q

Pe

= L(’Uh) — / phB(Uh) dAx, V’Uh < Vh,
e
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I-Tg,
Ac

donde py, = (01lg, ) (B(un) + Acpn). Puesto que (91, ), =

que:

, obtenemos

1 B(uy) + A,
Ph = ~ B(up) + Aepr, — g, (u) ]

1 — Aeve

El reciproco se demuestra facilmente teniendo en cuenta las propiedades de los

operadores subdiferenciales.

Tenemos que resolver entonces el siguiente problema variacional:
PROBLEMA (DVP): Hallar u, € Ve, y o € Ej verificando casi por
doquier en (0,T):

/ po’l.:l,h . ’UthX + / [0 27 €h<vh> dVX + / ’}/CB(’U,}L)B(’U}L) dAX
Q Q

= L(’Uh) — / phB<’Uh) dAx, Yoy, € Vh, (2616)
Ph = % B(uy) + Aepn — g, (W) ] , (2.6.17)
up(X,0) = (ug(X))p, wp(X,0) = (u1(X))n en Q, (2.6.18)

Junto con la ley constitutiva (2.6.8).

Supongamos ahora que 7. = 0 y denotemos por

1
G (B(un) 4+ Aepn) = x

B(up) + Aepn — g, (B(un) + )\cph)] :

Entonces, la formulaciéon variacional (2.6.16)—(2.6.17), para 7. = 0, toma la

forma

/ po’ilh . UthX + / oy . th(’vh) dVX
Q Q

= L(’Uh) — / phB(’Uh) dAx, Yy, € Vh, (2619)
I'c
siendo py, la solucién de la ecuaciéon no lineal
Ph = G)\C(B(’U,h) + /\cph). (2.6.20)

Para resolver la ecuacion (2.6.20) seguiremos el trabajo [7], donde se usa un

método de Newton generalizado basdndose en las propiedades Lipschitzianas
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de G)\C.

Fijado un instante de tiempo t € [0, 7], y dados los valores iniciales (upg, o po,
Pho), se utilizara un algoritmo iterativo para calcular sucesivas aproximaciones
(Wnk, Ok, Pri), k > 1, de la solucion (up, o, py) en el instante t. Para una
aproximacion de la solucién en la iteracion k consideraremos los siguientes

conjuntos de aristas en la frontera:

0%, ={a € Su; Bluni) + Aepni > 03, (2.6.21)
Iey ={a € Sp: B(unk) + Acpre < 0}, (2.6.22)

los cuales aproximan la zona de contacto efectivo y su complementario en I',
respectivamente.
Denotando por sy = B(unk) + AePrk Y Pri—1/2 = G (Snk—1) podemos aproxi-

mar ppr como (ver |7]):

0, sobre ') 4,
Pri. = Jr7
Prk—1/2 + (Snk — She—1)/Ac,  sobre Loyt

Entonces, el multiplicador p, se aproxima por cero sobre I',, | y por

1
Dhk = )\_B(uhk) + Pk,

sobre Fg x_1- Pero esta igualdad solo se obtiene si se verifica que

B(upi) = 0 sobre ', ;.

Asi, sobre I';,_, no hay tensiones normales y sobre I'f,, | el desplazamiento
normal total debe ser nulo. Calcularemos entonces el multiplicador pp; sobre
Fg’ x_1 en dos pasos con el siguiente algoritmo:

Algoritmo en espacio

» Dados (upk—_1,0hk—1, Pri—1), calculamos (upk, opi) tal que:

/ po’llhk . 'UthX + / Ohnk - €h(’0h> dVX
Q Q

=L(vn) Yo, € Vi, B(v) =0sobre T, |, (2.6.23)
B(u*") =0 sobre I'f,, 4, (2.6.24)
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junto con la ley constitutiva (2.6.8).
Puesto que la condicion (2.6.24) puede acoplar las componentes del des-
plazamiento, para imponer esta condicién usamos un método de penali-

zacion; asi la ecuacion (2.6.23) queda:

.. 1
/ PoUpL * ’UthX + / Ohnk - eh(vh) dVX+—/ B(Uhk>B(’Uh) dAX
o o €Jré,
:L(’Uh) Vv, € V},, (2625)

donde € es un parametro positivo pequeno.

» Conocidos (upk, i) v dado que pp, = 0 sobre ', _;, calculamos pp

sobre Fakfr Teniendo en cuenta la relacion (2.6.19) obtenemos que:

1
/+ pth(vh) dAX = —/ B(uhk)B('vh) dAX V’Uh € Vh,
N T

€ Jrr
C,k—1 Ck—1
(2.6.26)
de donde se deduce que podemos calcular py, como:
1
Pk =~ B(unr), (2.6.27)

y actualizamos los conjuntos Fg ,i

2.6.4. Resolucién en aceleraciones

Para calcular una soluciéon numérica del problema, consideramos la formulacion

matricial de la ecuacion (2.6.25)
Mii}, + (K + P)ul, = b}, i=1,..,2" (2.6.28)

donde M es la matriz de masa, K la matriz de rigidez, P la matriz de pe-
nalizaciéon debida al término integral sobre Fak_l y by el vector de fuerzas
aplicadas. El vector de desplazamientos sera wy, u; el de velocidades y w,, el
de aceleraciones. M, K y P son simétricas, M es definida positiva ya que la
densidad se supone constante y mayor que cero y K es definida positiva, puesto
que los coeficientes de Lamé del material son positivos. Se omite el subindice &

correspondiente al algoritmo de contacto para simplificar la notaciéon. Como ya
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se dijo en la Secciéon 2.2, la discretizacion en tiempo se ha realizado utilizando
un método de la familia Newmark, que en su forma més general, consiste en
usar las siguientes aproximaciones de los desplazamientos y las velocidades:
Dados ui, 4}, i y i, calculamos

. A A "y i
i =+ At + = [(1 - 20)d, + 20,7, (2.6.29)

wt = g, + AL[(1 = )iy, +yayt, (2.6.30)

donde u}, !, y @} son las aproximaciones de uy(t;), wp(;), y sy (t;) respecti-
vamente. El método que nosotros hemos considerado se corresponde con tomar

para 3y v los valores:
5= 1 1
- 47 7_ 2a

para los cuales el método es implicito e incondicionalmente estable. La imple-

(2.6.31)

mentacion se efectia en aceleraciones, y para ello se llevan a cabo los siguientes

pasos:

= Definimos los predictores:

A , VAN ;
" = uj + At + (1 - 28, (2.6.32)

Wit =l + (1 — ) At} (2.6.33)

= Sustituyendo los valores de u}fl y u;’jl en la ecuacion (2.6.28) para el

instante t¢,, 1, obtenemos la expresion de la aceleracion en funciéon de los

predictores:

(M + BA(K + P))i,™ = bt — (K + P)a . (2.6.34)

= Calculado i)™, de (2.6.29), (2.6.30), (2.6.32) y (2.6.33) podemos calcular
los desplazamientos y velocidades en el paso n + 1, que vendran dados

por

i+1 _ ~i+l 2401+1
u,” =, + fAt,,

pitl it i1
w, =y A+ yAta .
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2.7. Resultados Numéricos

Para probar la eficiencia del algoritmo, consideramos un problema test simple
con soluciéon conocida y calculamos su soluciéon numérica usando el método
descrito en las secciones previas.

Consideramos el dominio bidimensional Q = [0,0.5] x [0,0.5] m? y el intervalo
de tiempo [0, 7], siendo T' = 2.E—06 segundos.

Las propiedades del material son las siguientes:

» Modulo de Young E = 7.41E+10N/m?.
s Coeficiente de Poisson: v = 0.3302.

» Densidad py = 2.7E+03 kg/m3.

i X,
J7V77TTTTTT7777 77

Configuracion de referencia Condicion inicial

Figura 2.7.1: Configuracion de referencia y condicién inicial para el ejemplo académico

Se considera que la frontera de contacto I'c es una linea recta [z = 0], 'y =
[zo = 0.5] es la frontera superior, y I'p =T'\ (I'c UT'y). En la Figura 2.7.1 se

muestran la configuracion de referencia y la condicion inicial correspondientes
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a este ejemplo. El problema a resolver es

pott — Dive(u) =by, en € x[0,7], (2.7.1)

on = sy, sobre D'y x[0,7], (2.7.2)

u=u, sobre I'px[0,T], (2.7.3)

or=h, o0,<0, sobre I'cx]0,T], (2.7.4)

U, < g(z1), onlu, —g(xy)) =0, sobre T'g x [0,7], (2.7.5)
(2.7.6)

u(z,0) = uo(X), u(X,0)=u;(X), en €

donde g(z1) es la distancia inicial entre el cuerpo deformable y la base rigida,

y viene dada por

(0.3 — )3 si 0<x <0.3,
g(z1) = 0 si 0.3<z <04,
(r1 —0.4)3 si 0.4 <z <0.5.

Sea {e1,e,} la base canénica de R2. Denotaremos por A = (k2py — p), | =
0.3 — Kkt —x1yl =21+ Kkt —0.4 siendo k una constante real. Consideramos

las fuerzas de volumen y superficie vienen dadas por

6AlA€2 si O S I S ry + Z,
—(\ + p)BI2(3] — 4l)ey

by = o R .
T 46w AR — Al 4+ 2%)e;  si @i +l<a <a—|,
6Ale, sio 1 —1 <z <0.5,
y
—3ul%e; si 0<az, <a1+1, x9=05
ux253l2(3i— 4[)61
So = . .
0 +(A +2u)* Pey sio o +l<ax <x1—-1 29=0.5,
—3ul%e siox —1<x <05, 29=0.5,

para todo t € [0,T], siendo pu y A los parametros de Lamé del material re-
lacionados con el moédulo de Young y el coeficiente de Poisson mediante las

relaciones
Ev FE

A= 1-20)1+v) "2+
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La fuerza de friccidén considerada es

3p[2el si 0< o2 <z1+ i,
h=< 0 si x1+Z§x1§xl—l,
—3ul’e; si x —1<a <0.5,

y las condiciones iniciales vienen dadas por

(0.3 — 21)%es si 0<z <0.3,
Uy = xo(xy — 0.4)%(0.3 — 1) %ey si 0.3<x; <04,
(r1 — 0.4)3e, si 0.4 <z <0.5,
—3k(0.3 — x1)%ey si 0<2;<0.3,
up = kr2(0.3 —21)3 (21 — 0.4)%(2.5 — Tz1)ey si 0.3<xz; <04,
3k(xy — 0.4)%e, si 04 <z <0.5.

Con estos datos, la solucién del problema (2.7.1)—(2.7.6) para los desplaza-
mientos impuestos en I'p dados por:
w(0,79,t) = (0.3 — Kt)®eq, x5 €[0,0.5], te€][0,T],
@(0.5,19,1) = (kt —0.4)%eq, w5 €[0,0.5], tel0,T],

es A .
l3€2 si O S T S 1+ l,
u=1{ 1l'Bey si m+l<a <z —I,
BBey sior—1<x<0.5.

La solucion calculada para x = 1.E + 5 se muestra en la Figura 2.7.2 en los

instantes inicial y final respectivamente.

2.7.1. Convergencia Numérica

En esta seccion mostramos la convergencia del algoritmo propuesto para el pro-
blema test anterior. En primer lugar, para mostrar la eficacia del algoritmo de
contacto, presentamos en la Figura 2.7.3 los errores relativos en desplazamien-

tos considerando tres tipos distintos de condiciones de frontera; condiciones
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stress { stress
126264010 | 126264010
946264009 |' 946204009
6.3090+009 B 6.3090+009
3.1560+009 E 3.1560+009
341704006 341704006

Figura 2.7.2: Tensiones de la solucién calculada sobre la malla deformada en los instantes

inicial y final

Dirichlet sobre toda la frontera, condiciones Dirichlet sobre I'p y Neumann so-
bre I'y UT'¢ y finalmente sustituimos la condiciéon Neumann sobre I'¢ por las
condiciones de contacto en (2.7.4)—(2.7.5). Los errores considerando el contacto

son muy similares a los obtenidos con las condiciones Dirichlet y Neumann.

1,00E-04

1,00E-05

1,00E-06

1,00E-07

0,0011  0,0023  0,0046 00092 0,183 00366 0,732
Tamarfio de la malla (h)

=4 Dirichlet ==fll==Dirichlet y Neumann A Dirichlet, Neumann y Contacto

Figura 2.7.3: Error relativo en desplazamientos en el instante final para k = 1.E + 3,

At = 2.FE — 08 y varias condiciones de contorno.

A continuacién se presentan varias tablas que muestran la evolucién de los
errores relativos para cada variable mecanica a medida que disminuyen el ta-

mano de los elementos de la malla o el paso de tiempo.

Como puede verse en las Tablas 2.7.1-2.7.4, a medida que el tamafio de los
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h

t =4.E-07

t = 8.E-07

t =1.2E-07

t = 1.6E-07

t = 2.E-06

0.0732

5.4414E-09

5.4491E-07

2.1830E-06

8.7591E-06

5.5252E-05

0.0366

3.7910E-09

3.7980E-07

1.5223E-06

6.1139E-06

3.8674E-05

0.0183

2.0619E-09

2.0659E-07

8.2813E-07

3.3261E-06

2.1018E-05

0.0046

4.7356E-10

4.7429E-08

1.8995E-07

7.6045E-07

4.7067E-06

0.0011

1.1838E-10

1.1810E-08

4.6747E-08

1.7872E-07

9.3406E-07

Tabla 2.7.1: Evolucioén del error relativo en desplazamientos con At = 2. F —08.

h

t =4.E-07

t = 8.E-07

t =1.2E-07

t = 1.6E-07

t = 2.E-06

0.0732

5.4410E-05

5.4443E-04

1.0896E-03

2.1819E-03

5.4752E-03

0.0366

3.7908E-05

3.7955E-04

7.6015E-04

1.5244E-03

3.8410E-03

0.0183

2.0618E-05

2.0647E-04

4.1355E-04

8.2928E-04

2.0844E-03

0.0046

4.7353E-06

4.7385E-05

9.4748E-05

1.8881E-04

4.5545E-04

0.0011

1.1837E-06

1.1753E-05

2.2956E-05

4.1675E-05

8.0119E-05

Tabla 2.7.2: Evolucion del error relativo en velocidades con At = 2. F — 08.

elementos de la malla, A, disminuye, también lo hace el error relativo en despla-
zamientos, velocidades, aceleraciones y tensiones, respectivamente. Esta con-
vergencia se aprecia también en la Figura 2.7.4, donde el grafico muestra la
tasa de convergencia del algoritmo con respecto al tamano de la malla. Todas
estas simulaciones se realizaron considerando At = 2.F — 08y k = 1.FE + 3.
Dicho comportamiento del algoritmo se presenta igualmente con mayor acele-
racion, esto es, para valores mayores de 2, como puede verse en la Tabla 2.7.5,

para kK = 1./ + 5.

Asimismo, en la Tabla 2.7.6 se muestra que cuando el paso de tiempo dismi-
nuye, también lo hace el error relativo en desplazamientos.

Finalmente, la Figura 2.7.5 ilustra la influencia del parametro s sobre los
errores para varios valores del paso de tiempo At. El algoritmo ha sido imple-
mentado en un paquete de software propio denominado Xcracks elaborado en
codigo MATLAB y ejecutado sobre un Pentium(R) 4, 3.00 GHz. Usando una
malla de 32 elementos (h = 0.0366) y un paso de tiempo de 1.E—08 el tiempo
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h

t =4.E-07

t =8.E-07

t =1.2E-07

t =1.6E-07

t = 2.E-06

0.0732

4.0802E-01

4.0777E-01

4.0748E-01

4.0688E-01

4.0490E-01

0.0366

2.8429E-01

2.8449E-01

2.8470E-01

2.8508E-01

2.8593E-01

0.0183

1.5463E-01

1.5478E-01

1.5490E-01

1.5500E-01

1.5412E-01

0.0046

3.5512E-02

3.5478E-02

3.5335E-02

3.4718E-02

3.0496E-02

0.0011

8.8759E-03

8.6621E-03

8.0236E-03

7.0398E-03

5.0352E-03

Tabla 2.7.3: Evolucion del error relativo en aceleraciones con At = 2.E — 08.

h

t =4.E-07

t =8.E-07

t =1.2E-07

t =1.6E-07

t = 2.E-06

0.0732

5.4699E-01

5.4721E-01

5.4745E-01

5.4793E-01

5.4938E-01

0.0366

3.1676E-01

3.1693E-01

3.1711E-01

3.1748E-01

3.1860E-01

0.0183

1.6807E-01

1.6817E-01

1.6827E-01

1.6849E-01

1.6913E-01

0.0046

4.3723E-02

4.3749E-02

4.3777E-02

4.3836E-02

4.4013E-02

0.0011

1.1034E-02

1.1040E-02

1.1048E-02

1.1063E-02

1.1109E-02

Tabla 2.7.4: Evolucion del error relativo en tensiones con k = 1.E + 3y At =

2. —08.

h

= 2.E-08

t =2.E-07

= 4.E-07

t =1.2E-06

t = 2.E-06

0.0732

5.4938E-01

5.7166E-01

5.9735E-01

5.6776E-01

4.7492E-01

0.0366

3.1860E-01

3.3628E-01

3.5826E-01

3.7799E-01

3.0112E-01

0.0183

1.6912E-01

1.7935E-01

1.9225E-01

2.1811E-01

1.6490E-01

0.0046

4.4009E-02

4.6800E-02

5.0348E-02

5.9031E-02

4.3563E-02

0.0011

1.1107E-02

1.1818E-02

1.2724E-02

1.5014E-02

1.1026E-02

Tabla 2.7.5: Evolucion del error relativo en tensiones con k = 1.E + 5y At =
2.F —08.

de CPU necesario fue de 0.4062 segundos y usando una malla de 512 elementos
(h = 0.0092) y el mismo paso de tiempo, el tiempo de CPU necesario fue de
1.2031 segundos.



2.7. Resultados numéricos.

107

1,00E+00

1,00E-01
1,00E-02
1,00E-03
1,00E-04
1,00E-05
1,00E-06
1,00E-07
1,00E-08

1,00E-09

__'—-'.

M

0,0011

1.00E-10 QMI—‘

0,0023  0,0046  0,0092 0,0183  0,0366 0,0732

Tamafio de la malla (h)

—e— Despl.
—# = \eloc.
= & = Acel.
—e— Tens.

Figura 2.7.4: Tasa de convergencia en desplazamientos, velocidades, aceleraciones y ten-

siones en el primer paso de tiempo con k = 1.E + 3, At = 2.E — 08.

At t=4E-07 | t =8.E-07 |t =1.2E-07 | t = 1.6E-07 | t = 2.E-06
4.E-07 || 2.5628E-03 | 1.1447E-02 | 1.8863E-02 | 1.5915E-02 | 1.3277E-02
2.E-07 || 8.6191E-04 | 3.2942E-03 | 5.1606E-03 | 4.2522E-03 | 3.6377E-03
1.E-07 || 2.4517E-04 | 8.6564E-04 | 1.3150E-03 | 1.0585E-03 | 8.5075E-04
4.E-08 || 4.2211E-05 | 1.4166E-04 | 2.1195E-04 | 1.7058E-04 | 1.4065E-04
2.E-08 || 8.9112E-06 | 3.0627E-05 | 4.8089E-05 | 4.0961E-05 | 3.8752E-05

Tabla 2.7.6: Evolucion del error relativo en desplazamientos con tamano de
malla h = 0.0011 y x = 1.E405.

—— =100 - & = =10000

—0— <=100000 —-m-— K =1000
1,00E+00
1,00E-01
1,00E-02
1,00E-03
1,00E-04
1,00E-05
1,00E-06 A A
1,00E-07 & P ‘ - o o
1,00E-08

2,00E-08 4,00E-08 1,00E-07 200E-07  4,00E-07

Figura 2.7.5: Influencia de At para diferentes valores de .

Paso de tiempo At
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Capitulo 3

Vibracion de un cuerpo elastico

sin fisura

En este capitulo presentamos la simulacién numérica de la vibraciéon de un
solido elastico excitado con ondas de Rayleigh. Se trata de un caso particular
del modelo elastodinamico lineal presentado en el Capitulo 1, cuando la vibra-
cion se produce por la aplicacion mediante un material piezoeléctrico de ondas
superficiales como son las ondas de Rayleigh. Nuestro objetivo sera utilizar di-
chas ondas para ser capaces de detectar imperfecciones en la superficie de una
estructura; para ello es necesario conocer perfectamente cémo es la vibracion
de la estructura sometida a ondas de Rayleigh cuando no tiene defectos.

En la Seccion 3.1 recordamos el modelo que rige el comportamiento de un
cuerpo elastico tridimensional sometido a vibraciéon. Las Secciones 3.2 y 3.3
estdn dedicadas a la deduccion de los datos del modelo asociado a una onda
de Rayleigh cuando el dominio no esta danado. En particular, en la Seccion
3.2, partiendo de las ecuaciones de las correspondientes ondas longitudinales y
transversales obtenidas en el Capitulo 1 obtendremos las expresiones explicitas
de los desplazamientos longitudinales y transversales para ondas de Rayleigh.
En la Seccién 3.3, gracias a la geometria del dominio y al tipo de fuerzas
aplicadas expresaremos el problema sobre una secciéon transversal utilizando
deformaciones planas. En la Secciéon 3.4 obtenemos la formulacion variacional

del problema tridimensional asociado y, en la Seccién 3.5, enunciamos un re-

109
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sultado de existencia y unicidad de solucién. En la Seccion 3.6, con vistas a la
resoluciéon numeérica, se descompondra el problema como suma de uno pseudo-
estatico y otro dindmico, siguiendo la metodologia de Samartin y Moreno [82].
En la Seccién 3.7 se presentaran varios resultados numéricos: en primer lugar,
se valida la metodologia de descomposicion y la implementacion del algoritmo
sobre un test académico; posteriormente, se simula la vibraciéon producida por
un ciclo de onda de Rayleigh o por un tren de ondas. Finalmente, en la Seccion
3.8 se presentan los resultados obtenidos de la comparacion de la simulacion
numérica de la propagaciéon de un tren de ondas de Rayleigh con los datos
experimentales obtenidos por el grupo de Metrologia Optica de la Universidad
de Vigo.

3.1. Modelo matematico

Supondremos un sélido elastico tridimensional que ocupa una regiéon B no
acotada y cuyo interior es un dominio . A lo largo de todo este capitulo
supondremos que € es regular. En particular, tomaremos Q = Q, x (0,13), y
consideramos Q; = (ly, +00) X (—00, 0), siendo Iy y I3 ntmeros reales positivos.
Por tanto, {2 es un dominio tipo placa de secciéon Qg y espesor [3 (ver Figura
3.1.1).

Figura 3.1.1: Dominio tridimensional no acotado
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Denotaremos por I' la frontera de €2, que suponemos formada por una unién
finita de superficies regulares, y que globalmente es lipschitziana. Supondremos
que I' consta de cuatro regiones abiertas tales que ' = I_ UT,. UTp Uy,
y disjuntas dos a dos: .= {X € I; X3 = 0}, [, = {X € ;X3 = I3},
Iy ={X el X, =0} yI'p ={X €T;X; = Iy} Sobre I'p el cuerpo se
somete a excitacion por ondas de Rayleigh, sobre 'y a una densidad de fuer-
zas de superficie, y sobre las tapas, I'y se suponen nulos los desplazamientos
normales.

En este capitulo, nos centraremos en la caracterizacién de ondas de Rayleigh
que avanzan en la direccion X;. Sea u (X, t) el desplazamiento, €;;(u) las com-
ponentes del tensor linealizado de deformacion definido en (1.6.9), y oy;(u)
el tensor de tensiones relacionado con el desplazamiento a través de la ley de
Hooke (1.6.10), donde C es el tensor de elasticidad. Nuestro primer objetivo
es determinar las fuerzas de volumen con densidad by = (by);, las fuerzas de
superficie de densidad sy = (s;) sobre I'y y el campo de desplazamientos u”
sobre I'p, tales que induzcan sobre B ondas de Rayleigh, es decir, ondas pro-
gresivas sinusoidales, monocrométicas y unidireccionales que sean solucion del

siguiente problema:

PROBLEMA (P3Dy): Sea k € R. Hallar (u, o) tales que:

pot —Dive = by, en €, (3.1.1)
u=u"  sobre Tp, (3.1.2)
on =38y, sobre Iy, (3.1.3)
u-n=0, sobre Iy, (3.1.4)
u(X,0) = u(X), u(X,0)=u1(X), XeQ, (3.1.5)

Jgunto con la ley de comportamiento
o(u) =2ue(u) + A(tre(u))l, (3.1.6)

la condicion en el infinito:

lfm =0, (3.1.7)

Xo——00

y u periddica con respecto a la variable Xy con periodo 27 /[k.
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3.2. Ondas elasticas de Rayleigh

En esta seccién obtendremos la expresion de los datos by, u”, sg, ug, uq en el

problema (P3Dy) de forma que admita como solucién una onda de Rayleigh.

Asi, consideramos el problema (P3Dy) suponiendo que la densidad p, es cons-
tante y que las cargas aplicadas son consistentes con una hipotesis de defor-

maciones planas, esto es,

bo(X,t) = bo(X1, X2,1), (bo)s =0, (3.2.1)
so(X, 1) = so(X1, X2,1),  f3=0, (3.2.2)
uP (X, t) = uP(Xs,t), u¥ =0, (3.2.3)
uo(X) = uo(X1,X3), (ug)3 =0, (3.2.4)
uy(X) = ui (X1, X)), (u1)s =0, (3.2.5)

para casi todo t € [0, 7], siendo

Im  u”(X5,t) = 0. (3.2.6)

X2—>—oo

Con estas hipotesis, el problema (P3Dy) puede resolverse sobre la superficie
media de la placa utilizando una formulacion andloga a la dada en la Seccion
1.8.

3.2.1. Ondas monocromaticas

Buscaremos soluciones de (P3Dy) que sean ondas progresivas sinusoidales,
que de acuerdo con la metodologia desarrollada en la Seccién 1.9, son ondas
que se descomponen como:

U= U+ Uy, (3.2.7)

donde u; = V¢ representa la onda longitudinal y u; = Rot B la onda trans-
versal.
Gracias al Corolario 1.9.8, ambas ondas verifican la expresiéon general de la

ecuacion de ondas:

1
2 —c*Az = —h, (3.2.8)
Po



3.2. Ondas elésticas. 113

donde h = b, para las ondas transversales y h = 0 en las longitudinales. La
constante ¢, que se define en funcién de los pardmetros de Lamé del material,
es positiva y su valor para las ondas longitudinales y transversales esta dado
en (1.9.9).

Consideremos una onda monocromatica, es decir, la que se produce al consi-
derar una fuente, que puede ser una fuerza de volumen o una superficial, cuya
frecuencia es constante e independiente de X y cuya amplitud es independiente
de t:

h = Re(h(X)e Y.

En este caso, es natural la buisqueda de soluciones sinusoidales con respecto al

tiempo, de frecuencia w/2m, esto es,
2(X,t) = Re(2(X)e™™"),

donde w se supone que es una constante real positiva. Para z de esta forma
z = —w?z.

Consideremos la descomposicion de u dada por el Corolario 1.9.8. Bajo la hi-
potesis de ondas monocromaticas, si las fuerzas de volumen son de la forma
bo(X, 1) = by(X)e ™!, las ecuaciones transversales (1.9.22) y longitudinales

(1.9.23) se expresan como sigue:

~ ~ 1~
v, + cfAut + —by =0,
Po
2~ e
w u; + ¢; Au; =0,

o también

Denotando por

Kl=— v K'=—, (3.2.9)
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los ntiimeros de onda de las ondas transversales y longitudinales, respectiva-
mente, se tiene:

. ~ I~
A’U,t + KtQ’U,t + 2—b0 207
€t Po

A, + K4, =0.

3.2.2. Ondas de Rayleigh

Entre las ondas monocrométicas, consideraremos aquellas que se propagan
cerca de la superficie del cuerpo sin penetrar en él. Estas ondas aparecen cuando

las fuerzas aplicadas en (3.2.8) son de la forma:

h(X) = Re <ei<k1X1+k3X3>ﬁ(X2)), (3.2.10)
siendo
lim h(X;) = 0. (3.2.11)
Xo——00

En particular, estamos interesados en analizar para qué valores de w, ki y k3

se puede construir una solucion de (3.2.8) de la forma
~ = Re (ei(k1X1+k3X37wt)t<X2)> — Re (ei(k1X1+k3X3)efiwtt(X2)) :

y tal que lejos de la superficie del cuerpo sea nula, siendo ¢ una funciéon de-

pendiente s6lo de X5.

Teorema 3.2.1 Sea h = Re <ei(k1X1+k3X3)e_i‘”tI~1(X2)) y sean w, ky, k3 y c tales

que
2

w
= < k2 + k3. (3.2.12)
Entonces eziste una solucion de la ecuacion (3.2.8) de la forma:
2(X,t) = Re (ei(k1X1+k3X3‘“’t)t(X2)) = Re <ei(k1X1+k3X3)e_i“tt(X2)), (3.2.13)

donde

1 .
t(XQ) _ emXQ (/e—mXQ (e—sz ( / emXQh(XQ)dXQ + C1)>dX2 + Cg) ,

Poc?

siendo C; y Cy vectores constantes arbitrarios y m = +4/ k3 + k3 — ‘;’—22
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Demostracion. Para simplificar, trabajaremos con la funciéon de variable com-
pleja

> = €Z(k1X1+k3X3)6_Zth<X2),

y una vez calculada, tomaremos su parte real. Para este desplazamiento, se

tiene que:

3=—wlz y Az=e WWMXthaXa) 12 LX) + £7(Xy)).

Entonces, gracias a la expresion (3.2.10) de las fuerzas y a que el término
e!(h1X1+ksX3) 116 se anula nunca, encontramos que la ecuaciéon de ondas (3.2.8)
se verifica siempre que t(X3) sea solucion de:

2

£(Xs) + (“;—2 — (k4 H3) ) H(Xa) = p;—;ﬁ(xg). (3.2.14)

La ecuacion caracteristica asociada a esta ecuacidon diferencial ordinaria de

segundo orden es:
2

m? — ((k%+k§) . “’—) — 0,

C2
' im o=k k2 — 2
cuyas railces son: m = 1 3 2

w?

Obsérvese que si kf+k3—% < 0 tenemos una solucion ¢(X5) de tipo sinusoidal,
pero la onda periddica no se amortigua dentro del sélido en la direccion Xy —
—o00 y no seria una onda superficial; tampoco se amortigua la solucién si el
radicando se anula. Entonces, la hipotesis (3.2.12) es necesaria para determinar
ondas superficiales, en cuyo caso, la soluciéon del problema homogéneo asociado
a (3.2.14) es

t(Xy) = Cre ™ + Cye™™,

siendo m = y/k} + ks — ‘;’—22 y C;, Cy constantes arbitrarias. Como la onda

debe amortiguarse en el interior del cuerpo de acuerdo con la ecuacion (3.1.7),

se toma C; = 0 y, por tanto,
t(XQ) = CQ@mXQ.

En consecuencia, el desplazamiento de la onda solucion de la ecuacion (3.2.8)

en ausencia de fuerzas de volumen es:

2(X,t) = Cye!hrXithaawt) mXs (3.2.15)
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La solucién del problema no homogéneo (3.2.14) se puede obtener utilizando
el método operacional (ver Quintela [76]) en la forma siguiente:
Consideramos el operador diferencial D que, aplicado a una funcién diferen-

ciable y(X3), se define por:
Dy(X3) = y'(Xa).
Representamos las derivadas sucesivas de y(X3) por potencias del operador D:
D"y(X,) = y"(Xy),
y, por tanto, la ecuacion (3.2.14) puede escribirse como:

—1 ~
2 2

o bien,

(D2 . m2)t(X2) - %ZB(XQ). (3.2.16)

Denotamos por p(D) = D? —m?. Este polinomio se puede descomponer como
producto de dos de grado 1, p(D) = (D —m)(D + m). Entonces, formalmente,

podemos escribir la ecuacion (3.2.16) como:

1 -1\~
HX2) = 5 D) (pocg)mxz), (3.2.17)

que se puede resolver por integraciones sucesivas al ser m un nimero real.

Puesto que la solucion general de una ecuacion de la forma:
(D —m)y(Xa) =r(Xy),

€S

y(Xs) = emX2</e_mX2r(X2)dX2 + C),

se aplica esta formula a (3.2.17) de manera recursiva, encontrando que la so-

lucion general de la ecuacion no homogénea seré:

poc?

~1 -
t(XQ) — _esz (/eng (esz(/emXQh(Xg)dXz + Cl)>dX2 + CQ) s
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siendo C; y Cy constantes arbitrarias, lo que concluye la demostracion U

Ejemplo: Como ejemplo consideraremos fuerzas de volumen en la forma del

Teorema 3.2.1 con

h(X;) = X2, con s > 0.
De acuerdo con el Teorema 3.2.1 la solucién sera
2(X,t) = Re(e!kXithaXs) gmiwtyp (X ), (3.2.18)

siendo t(X3) la funcion:

—1
t<X2) _ _eng (/esz <€mX2 ( / emX2€SX2dX2 4 Cl))dX2 + C2> )

Poc?

Integrando esta expresion se obtiene que

t(Xy) =

-1 1 1
€SX2 - —Cl€_mX2 + CQ@mX2 7
poc® \ (s +m)(s —m) 2m

cualesquiera que sean los vectores constantes C; y Cs.

Podemos observar que basta tomar C; = 0, para que se verifique

lim t(XQ) = 0,

Xo——00

y que la onda sea superficial.

Corolario 3.2.2 Bajo las condiciones del Teorema 3.2.1, si h(X3) = 0, en-

tonces existe una solucion de (3.2.8) con h =0 de la forma:
2(X,t) = Re (ei(klxl+k3x3)e_i°"tt(Xg)), (3.2.19)
donde

t(Xy) = — [ — e ™2 4 Cpe™¥2 |
(2) p002< 2m6 2€

siendo C; y Cq vectores constantes arbitrarios y m = +/k3 + k3 — ‘;’—22 O
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Corolario 3.2.3 Bajo las condiciones del Corolario 3.2.2, existe una solucion

de (3.2.8) correspondiente a una onda superficial de la forma:

2(X,) = Re (ei<klxl+k3x3>e—iwtt(x2)) , (3.2.20)
donde
e
t(X,) = — ™2
(X2) POC26 ’

siendo C un vector constante arbitrario y m = +4/k? + k3 — “C’—j O

3.2.3. Ondas de Rayleigh unidireccionales

Supondremos ahora que no hay fuerzas de volumen, by = 0, y que las fuerzas
de superficie son también nulas, sy = 0. Estamos interesados en calcular una
solucion del problema (P3Dy) que tenga un comportamiento sinusoidal uni-
direccional compatible con las hipétesis de deformaciones planas en el plano
X1 X, mostradas al inicio de la Seccion 3.2. En particular, buscamos soluciones

sinusoidales de las ecuaciones

Auy —it; = 0, (3.2.21)
cAu — iy = 0, (3.2.22)

de la forma (3.2.10) con k; = k > 0y k3 = 0. Esto da lugar a ondas superficiales

que se propagan en la direccion Xj.

Con estas hipotesis, el Corolario 3.2.3 garantiza que si k > max{ K}, K,}, siendo

K, y K; los nimeros de onda definidos en (3.2.9), los campos definidos por

u; =Ce'kXri—wt) gmXz (3.2.23)
up =CetkX1—wt) gnXe, (3.2.24)

verifican las ecuaciones (3.2.21)—(3.2.22) respectivamente, con k ntmero de

onda, donde

(3.2.25)
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Ademés, u; y u; son ondas superficiales que se propagan en la direccion Xj.

Como ademas, la onda transversal debe ser de divergencia nula, se cumple que:

(9(ut)1 i 8(ut)2
0X1 0X>

=0, y por tanto, ik(u); + n(ui)2 =0,

o equivalentemente,
(ut)1 _ (Ot)l _ — M
(Ut>2 (Ct)g ’Ll{? ’

siendo C; el vector constante definido en (3.2.24). La expresion (3.2.27) permite

(3.2.27)

deducir los desplazamientos transversales, salvo una constante A:

(u)y = ApgetHmenimie, (3.2.28)
(ur)y = —iAke"Xi-wimXa (3.2.29)

Analogamente, se tiene que la parte longitudinal del vector desplazamiento de
la onda de Rayleigh cumple que Rot u; = 0, de donde
a(ul)l 8(ul)2

_ = 2.
X, IX, 0, (3.2.30)

y por tanto, utilizando (3.2.23)
m(w)1 — th(w)2 = 0,

es decir,
(w)i _ (G _ ik

(W) (G2

lo que nos permite obtener las expresiones de los desplazamientos longitudina-

(3.2.31)

les, salvo una constante B:

(Ul)l _ Bk’ei(le_Wt)+an27 (3232)
(w)y = —iBye'FXimetmXe, (3.2.33)
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Entonces, las componentes del campo de desplazamientos u seran:

u = (ug)r+ (w) = Anyet*Xai—wtineXe 4 preihXi—wt)tm Xz (3.2.34)
Uy = (uy)g + (w)g = —i(Ake! kX1 tmXz o gy pilkXai—wt)tmXa) (3 9 35)

Al considerar la parte real de este campo, obtenemos la solucion:

u; = (An,e™™* + Bke™X?) cos(kX, — wt), (3.2.36)
uy = (Ake™™2 + Bye™*2)sen(kX, — wt). (3.2.37)

El vector uw = (uq, ug, 0) verifica la ecuacion de Lamé-Navier (1.9.1) y, por con-
siguiente, también la ecuaciéon (3.1.1) con by = 0. Ademas, por construccion,
limx, . o u = 0.

Calculamos ahora los coeficientes A y B a partir de la condicién de contorno
(3.1.3) sobre Xy = 0, considerando sy = 0. Teniendo en cuenta la hipotesis
de deformaciones planas, la condicion on = 0 sobre Xy, = 0, se escribe en

términos del tensor de deformacién como:

on — (O’lg, J99, O'32)t = (2,&612(’11;), )\(511(’1]1) + 522(’11,)) + 2M€22(U), O)t
Asi en X5 = 0 debe verificarse:
012 = 2#612 = O, (3238)
099 = )\(811 + 522) + 2#622 = 0. (3239)

La condicion (3.2.38) se puede escribir como:

6U1 0uz
S S Xy =0. 3.2.40
Por otro lado, teniendo en cuenta las definiciones de ¢; y ¢; dadas en (1.9.9),

la condicion (3.2.39) se escribe en funcion del desplazamiento como:

8U2 aul
C?a_XQ + (¢ — 2c§)8—X1 =0, en X,=0. (3.2.41)
Sustituyendo los valores de g;‘(? , calculados a partir de las expresiones (3.2.36)—

(3.2.37), en las ecuaciones (3.2.40)—(3.2.41), se obtiene el sistema:

(nf +k*)A+2knB = 0, (3.2.42)
27k A + (¢} — k*) +2¢k*)B = 0. (3.2.43)
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Dividiendo por ¢? la segunda ecuacion, se tiene:
2

2k A + (Z—;(nf — %)+ 2*) B = 0. (3.2.44)

t

Ahora, teniendo en cuenta las definiciones de n? y n? dadas en (3.2.25) y
(3.2.26), se verifica que:

= -t

Reemplazando este valor en la expresion de n? se deduce

(nf — k*) =nj — k2,

Q{\Dl“‘ﬁl\')

y sustituyendo en (3.2.44)
2k, A+ (7 + k*)B = 0.

En consecuencia, las constantes A y B deben ser solucion del sistema:

k2 + 77152 2/-{?77[ A - 0 (3 9 45)
ok, M4k )\ B 0/ -

En definitiva, consideradas las condiciones iniciales

(uih)1(X) =(Ane™** 4 Bke™ ?) cos(kX,), (3.2.46)
(uOR)g(X) :(AkentXZ + Bnle’”XQ) sen(kX7), (3.2.47)
(uf)(X) =w(An,e™™* + Bke™*2)sen(kX,), (3.2.48)
(uf)9(X) = — w(Ake™™ + Bme™*2) cos(kX)), (3.2.49)

y la condicién de borde
(uP!) (X, t) =(Ane™™ + Bke™*2) cos(kly — wt), (3.2.50)
(uPM)o( X2, t) =(Ake™ ™ + Be™*2) sen(kly — wt), (3.2.51)

siendo A y B tales que verifican el sistema (3.2.45), hemos demostrado que:

Teorema 3.2.4 Sea k > 0 tal que k* > max{K}? K?}. Siby =0, 50 =0y

ademds A y B verifican el sistema (3.2.45), entonces existe una solucion del
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Problema (P3Dy) de la forma

ul (X, t) = (An,e™*2 + Bke™*?) cos(kX| — wt), (3.2.52)
uf (X, t) = (Ake™> 4+ Bpe™*?) sen(k X, — wt), (3.2.53)
uf (X, t) =0, (3.2.54)
con uP = uP? uy = ull yu; = uf. O

Veremos ahora qué condiciones deben cumplir las constantes w,c;, y k para

que el sistema (3.2.45) tenga solucion no trivial.

Lema 3.2.5 El sistema (3.2.45) tiene solucion no trivial si y solo si la variable

§ definida por § = 5 es solucion de

56—8§4+8(3—2§)§2—16<1—§):0 (3.2.55)
> > . 2.

l l

Demostracion. Para que el sistema (3.2.45) tenga solucion no trivial, se tiene
que cumplir:

(K% +0)* = k.
Elevando al cuadrado y sustituyendo las expresiones para n? y n? definidas en

(3.2.25) y (3.2.26) se obtiene:

24 2
<2k2 . “—2) — 16k4<k2 . “—2) <k2 . “—2>

que desarrollada es:

8 2 4 6 2 4
Y 16RO 4 24kt — 8RS = 16K 4 16k .

Consideramos ahora & = —% ¥ sustituyendo en la expresion anterior obtenemos
la ecuacion:

2 2
kBe® — 850 4 skt (3 - 22—;;) - 16k8§2(1 - i—%) —0.

Dividiendo esta igualdad por k®¢? se obtiene:
2

£° —8§4+8<3 — 22—?)52 _ 16(1 _ C_g> —0

G
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2
Vemos entonces, que & depende solamente del cociente z—g, que es una constante
1

« caracteristica de cada material.

C.

Lema 3.2.6 FEl cociente « = =% depende tan sdlo del coeficiente de Poisson v,

~nw|<~> ™

a través de la expresion
c; 1—-2v

e (3.2.56)

y es menor que 1/2.

Demostracion. Tal y como se definieron en el Teorema 1.9.3, ¢ y ¢? son:

A+2
C? = ﬂ7 Cl2 pry + ILL'
Po Po
Entonces,
_Gq_
o = -5 = s
;.  A+2u
y como
(1-v)E
Moy AT T U=
se obtiene:
1—-2v
oO=_—-:.
2(1—v)
Y al ser 0 < v < 1/2, es claro que 0 < aw < 1/2. O

Ademaés, para que los valores 7, y 1, definidos por (3.2.25)—(3.2.26) sean reales,
¢ debe ser real, positivo y menor que 1, dado que 1, = k/1—-&>y n =
k+/1 — a&?. Probaremos en el siguiente lema que la ecuacion (3.2.55) tiene

una unica solucién en esas condiciones.

Lema 3.2.7 La ecuacion
6 4 C? 2 C%

tiene una unica raiz real en el intervalo (0,1).
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Demostracion. Consideremos z = £2. La ecuacion (3.2.57) tiene una soluciéon
en las condiciones anteriores si y solo si existe una unica z € (0,1) raiz del

polinomio:
2 2

p(z) =2° — 8x2+8<3—26—%)x - 16( - C—g)

C &

Veremos que tal soluciéon x existe y es tnica. En primer lugar,

p(0) = —16(1 — a),
p(1) =1,

siendo « el cociente definido en (3.2.56). Como 0 < « < 1/2, se cumple que
p(0) < 0y, por la continuidad de p(x), existe al menos un z* € (0,1) tal que
p(z*) = 0. Veamos que es tnico. Para ello probaremos que p’ no tiene ceros en
el intervalo (0,1).

P (z) = 322 — 162 + 24 — 160,

cuyas raices, dependiendo de «, son:

. _ 164321920

Sabemos por el lema anterior que a € (0,1/2). Vamos a ver que para ningin

valor de a se cumple que z, € [0, 1].

» Paraa € (0,1/6) el radicando es negativo, asi que las raices del polinomio

p’ no son reales.

» Para a € [1/6,1/2) se cumple que /—32+ 192 € [0,8) y por tanto
x, € [4/3,4], es decir, las raices del polinomio derivado son estrictamente

superiores a la unidad.

En consecuencia, p’ no se anula en el intervalo (0, 1) sea cual sea el valor de a y,
por tanto, existe un unico x* € (0,1) tal que p(z*) = 0 y un tnico £* = ++/z*

solucion de la ecuaciéon (3.2.57), real, positivo y menor que 1. O

Teorema 3.2.8 Dados w > 0 y ¢; y ¢; constantes positivas caracteristicas del

material definidas en (1.9.9), sea & la correspondiente solucion de (3.2.57)
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en el intervalo (0,1). La funcion u® dada por (3.2.52)-(5.2.58) con A y B

cumpliendo la relacion

A 2 — ¢

- = 3.2.58

e (3.2.58)
es solucion del problema (P3Dy) con k = 5.

Demostracion. Consideramos la segunda ecuacion del sistema (3.2.45):
2k A+ (nf + k*)B = 0. (3.2.59)
Por la definicion de 7, dada en (3.2.26) deducimos que
=k \/1—752 .

Entonces la ecuacion (3.2.59) se reescribe como:

k> (2\/1—75214 +(2— §2)3> =0,

de donde se deduce la expresion (3.2.58). Finalmente, es facil demostrar que

k* > max{K?, K?} y aplicando el Teorema 3.2.4 se concluye el resultado. O

Observacion 3.2.9 Podemos considerar entonces que, salvo un factor cons-

tante C, A y B toman los valores:

A=—-(2-¢&), B=2y1-¢& (3.2.60)
Con estos valores para A y B, se considera la siguiente definicion:

Definicion 3.2.10 Se definen los desplazamientos asociados a una onda de

Rayleigh monocromdtica, superficial y unidireccional en la direccion Xo como:
u (X, t) = (t1(Xy) cos(kX] — wt), —to(X5) sen(kX; — wt),0). (3.2.61)
con

t(X3) = — (2 = E)k\/1 — £2e™MX2 4 2/1 — £2ke™X2, (3.2.62)
to(X5) =(2 — ke X2 — 24/1 — £2k/1 — a2£2emX2, (3.2.63)

donde £ es la tnica raiz de la ecuacion (3.2.57) en el intervalo (0,1) y k = .
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Asociados a la onda se tienen los siguientes parametros:

k es el nimero de onda,

L= %’T es la longitud de onda,

w es la frecuencia angular,

F = 2= la frecuencia central,

Ty = + el periodo, y

crp = LF la velocidad de fase.

Corolario 3.2.11 Sea k > 0 tal que k* > max{K?, K?}. Siby =0y so =0,
entonces (3.2.61)-(5.2.63) es solucion del Problema (P3Dy) con uP = uPk,

ug = ull y u; = ulldefinidas por

(u)(X) = (t1(Xy) cos(kX1), —t2(Xs) sen(kX}),0) , (3.2.64)
(wf)(X) =w (t1(X3) sen(k X)), t2(X5) cos(kX,),0), (3.2.65)
(uPT)( Xy, t) = (t1(Xy) cos(kly — wt), —to(Xo) sen(kly — wt),0).  (3.2.66)

O

3.3. Excitaciéon de so6lidos en reposo con ondas
de Rayleigh.

En este apartado consideraremos que la placa es excitada mediante un material
piezoeléctrico que produce una onda de Rayleigh sobre I'p de la forma uP%,
con uP® definida por (3.2.66). Supondremos que, inicialmente, antes de aplicar
el piezoeléctrico, la placa esta en reposo y el objetivo serd simular como se

transmite la onda de Rayleigh a través de la placa.

En adelante, puesto que la onda es superficial, consideraremos que el dominio

2 es acotado (véase Figura 3.3.1), de la forma Q = Qg x (0,l3), siendo Qg =
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(lo,11) % (—l2,0) y supondremos que [ es lo suficientemente grande para poder
considerar sobre la frontera { Xy = I3} una condicion de desplazamientos nulos.
Denotamos por I'}, la nueva frontera Dirichlet {Xs = 5} y por I'y la nueva
frontera Neumann correspondiente a {X; = [;}.

A

NN v

Figura 3.3.1: Dominio tridimensional acotado

Consideraremos, al igual que en la secciéon anterior, que las fuerzas de volumen
son nulas, que u?(Xs,t) = uPF( Xy, t) con uPH (X5, t) definida por (3.2.66).

Sean s§, ug y w1 funciones independientes de X3 y tales que su tercera compo-
nente es nula. Nos planteamos el siguiente problema de deformaciones planas:
PROBLEMA (DPR®): Hallar (u, o) verificando:

— Dol + gi?s —0, en Q. (3.3.1)

Top = 2UEap + Aeqn0ap, Oaz =0, 033 =v0,, en Q, 3.3.2
Ug = Ue (X1, Xo,t), ug =0 en §y, 3.3.3

g = (uPf),, sobre Tp,, 3.3.4

3.3.5
3.3.6
3.3.7

ue =0, sobre I,

oagng =0, sobre I'ny,

(3.3.2)

(3.3.3)

(3.3.4)

(3.3.5)

(3.3.6)
Tapnp = Sy, sobre Ty, ( )
Junto con las condiciones iniciales

u(X,0) = up(X), 4(X,0)=u(X), Xe€Q,. (3.3.8)

En la practica, las condiciones iniciales impuestas se determinaran en funcién

del tipo de simulacién que se pretenda realizar.
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Ademés, como se ha mostrado en la Seccién 1.8, la solucién de este proble-
ma de deformaciones planas es solucién del problema tridimensional; debido a
ello, realizaremos el analisis matematico del correspondiente problema 3D que
denotaremos (ﬁ;spf))

3.4. Formulacién variacional

En esta seccion nos planteamos analizar mateméaticamente un problema anéalo-
go al definido en (P3Dy) pero sobre un dominio tridimensional acotado, que es
el tipo de problema que resolveremos numéricamente. Sea I' = 92 = I p U T N
siendo I'p de medida estrictamente positiva.

Consideramos entonces el siguiente problema:

PROBLEMA (ﬁi’:[/)) Hallar (uw, o) tales que verifiquen las ecuaciones (3.1.1),
(8.1.4)-(8.1.6) y las condiciones de borde:

aP, sobre Tp (3.4.1)

u
o(u)n =y, sobre Ty. (3.4.2)

Procederemos por el momento a nivel formal y posteriormente explicitaremos
el marco funcional. Para establecer la formulaciéon variacional del problema,

consideraremos la forma bilineal

a(u,v) = /Qaijkhekh(u)aij (v) dVx, (3.4.3)
con a;jiy, definidos por

ijeh = NOijOn + 1(0i0n + O5x0in), (3.4.4)

donde A y p son los coeficientes de Lamé del material. Teniendo en cuenta la

relacion (3.1.6), a(u, v) se escribe también como

a(u,v) :/Qaij(u)sij(v) dVy.

Aplicando la férmula de Green (2.1.21) podemos escribir la igualdad:

0crij

ofuw) =~ [ S avi + /F (o55(w)ny)or dAy. (3.4.5)
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Sea v una funcion test tal que v = @ sobre I'p. Multiplicando la ecuacion

(3.1.1) por v — u(t) se tiene:

< pots(t), v—u(t) > —/

Dive(u(t)) (v—u(t)) dVyx = / bo(t)-(v—u(t)) dVx,
Q Q

siendo < -,- > un producto de dualidad adecuado.

Teniendo en cuenta que v y wu verifican la condicion de contorno (3.4.1) y que
o verifica la condicién (3.4.2), la formula de Green (3.4.5) permite escribir:
80'2']'

alu,v —u) = — e
J

(w)(v; — u(t)) dVx + A filvi — uy(t)) dAx.

En consecuencia, se propone la siguiente formulacion variacional del Problema
(P3D).
PROBLEMA (\//'g/D) Hallar u tal que w = @ sobre T'p verificando:

< pour(t),v —u(t) >+ a(u(t),v — u(t)) (3.4.6)

= /Qbo(t) (v —u(t)dVx —l—/f So- (v —ul(t))dAy,

para todo v tal que v = 4P sobre T'p y para casi todo instante t € [0,T7], junto
con las condiciones iniciales (3.1.5).

La ecuacion (3.4.6) representa la relacion de trabajos virtuales asociada al
problema. El término < poii, v — u(t) > representa el trabajo virtual de las
fuerzas de inercia, a(u(t),v — u(t)) el de las fuerzas elasticas, y el segundo
miembro de la igualdad el trabajo de las fuerzas exteriores. Reciprocamente,
si w es una solucién suficientemente regular del problema variacional, entonces
es solucion del problema (1551/:)) En efecto, si u verifica (3.4.6), aplicando la

formula de Green, se tiene:
< ()0 = u(t) > = [ S )(ui = (e) aVi
+ [ - w(©)aas = [ bufe)- (0 - ue) dvi
+ /fN G0 - (v — u(t)) dAyx, (3.4.7)

para todo v.

Tomando en (3.4.7) como funcion test v + u(t) con v € [D(Q)]?, entonces
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D se

u cumple la ecuacion de equilibrio (3.1.1). Como por hipotesis u = u
verifica la condicion Dirichlet (3.4.1) sobre I'p.

Finalmente, tomando v tal que v = u sobre I'p y, teniendo en cuenta que u
verifica la ecuacion de equilibrio, de la igualdad (3.4.7) deducimos que:

/f (o(u)n) - (v —wu(t))dAx = / So - (v —wu(t)) dAx, para todo v,

r

y, por tanto, o;;(u)n; = f; sobre T'y.

3.5. Existencia y unicidad de solucién

Definimos en primer lugar el marco funcional en el que consideraremos la

formulacion variacional (\7?:5) Sea t € [0,T]; se definen

V(t) = {v;v € [HY(Q)?,v = aP(t) sobre Tp}, (3.5.1)
y en particular,
Vo = {viv € [H ()% v5, = O}, (3.5.2)
y el espacio
H = [L*(Q)]?, (3.5.3)

equipado con el producto escalar habitual en L?. Si w” es suficientemente
regular, V (t) y V; son espacios de Hilbert para la norma inducida por [H*(2)]?
(notese que son subespacios cerrados de [H'(€)]?). Ademas, la forma bilineal
a definida en (3.4.3) es simétrica en V' x V' y acotada al considerar que los
coeficientes A\ y u son constantes.

Puesto que H se identifica con su dual, se verifica que
Vo CH C V),

siendo Vj el dual de V4. Ademas, Vj C H es un embebimiento denso y com-
pacto.

Sean @) y T los conjuntos definidos en (2.1.27).

Supondremos las siguientes hipotesis sobre los datos del problema variacional
(V3D):
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(H1) bo y bo € [L(Q)),

(H2) so ¥y S0 € [L2(0)]?,

= (H3) @P es la restriccion a I'p x (0,7) de una funcion U verificando:

U, U, Uy Ue L0, T;[H/*T)}). (3.5.4)

(H4) las condiciones iniciales verifican que:

Uy € V(O) y u; € H.

(H5) la densidad del material py es constante y estrictamente positiva,

(H6) los coeficientes del tensor C, denotados por a;jxs, son constantes en

todo 2 y verifican las propiedades de simetria y positividad:
Qijkh = Qjikh = Qkhij, (3-5-5)

aijkh&jfkh 2 Oé&j&j para todo f = (élj> € 83, (356)

donde o > 0 y 83 es el espacio de los tensores simétricos de orden dos

sobre R3.

Para probar la existencia de solucién del Problema (\7§f)) realizamos un cam-
bio de variable que permite considerar el problema homogéneo asociado.

Como consecuencia de la hipotesis (H3) podemos elegir una funcion ®(t) €
[H'(Q)]* (ver Duvaut-Lions [30]) tal que:

®,(t) = uP(t) sobre I'p,

(2

d, &, b De L0,T;[H(Q)]) (3.5.7)

Entonces, realizando el cambio de variable u(t) por w(t) = w(t) —®(t), sustitu-
yendo en la ecuacion (3.4.6) y conservando para @(t) la notacion u(t), tenemos

un problema con condiciones de contorno Dirichlet homogéneas, y el Problema
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(\//'g/D) se reduce al problema siguiente:
PROBLEMA (@) Hallar u(t) € V(t) tal que para casi todo t € [0,T]

< pot(t), v >vry, ta(u(t),v) = (¥(t),v), para todov € Vj, (3.5.8)
con las condiciones iniciales
u(0) = ug, (0) = uy, (3.5.9)
donde

(T(t), ) :/Qbo(t)-'vdVX+/f So(t) - vdAy (3.5.10)

N

— < po®(t),v >yrve —a(®(t),v), para todo v € Vg,

y siendo @y = ug — ®(0) y @y = uy — ®(0).

Teorema 3.5.1 Sea ¥ verificando (3.5.10), con los datos en las hipdtesis
(H1)-(H6), y tal que:
W, e L*0,T; V),

Y, ademds

Go €V, @ €H.

Entonces existe una unica funcion w tal que:

u €L>(0,T;Vp),
w €L™(0,T;H),
w eL>(0,T;Vy),

solucion del problema (\735)

Demostracion. Véase Duvaut-Lions [30]. O

Corolario 3.5.2 Bajo las hipdtesis (H1)-(H6), existe una unica solucion del
Problema (\/fj")]/)) O
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Demostracion. La hipotesis (H3) garantiza que ® cumple (3.5.7), y entonces
¥ definida por (3.5.10) esta en las hipotesis del Teorema 3.5.1, gracias a (H1)-
(H2). Finalmente, gracias a las hipotesis (H3), (H4) y (H6), concluimos el
resultado. U

Sean I'p = I'p U 'y, Iy =y U Iy, so = s8], sobre I'y,, nula sobre 'y, v

u” = uP* sobre I'p, y nula sobre I'%,,. Se verifica:

Corolario 3.5.3 Bajo las hipdtesis (H1)-(HG), existe una unica solucion débil
del Problema (53\]/3) O

DR

Demostracion. Es suficiente demostrar que @” dada por uP® verifica la hipo-

D

tesis (H3), lo cual se deduce trivialmente del hecho de que u”% es la restriccion

a X1 = lp de la funcién

(u™)(X1, Xa, 1) = (t1(Xy) cos(kX) — wt), —to(Xy) sen(kX; — wt),0).

3.6. Descomposiciéon del problema

Para facilitar la resoluciéon numeérica del problema de deformaciones planas
(DPR) planteado en la Seccién 3.3, correspondiente a aplicar una onda de
Rayleigh sobre X; = [y, descomponemos el problema a resolver en dos; uno
que llamaremos pseudoestatico que no incorpora los efectos de inercia pero
que si da cuenta de la condicién de contorno no homogénea y dependiente del
tiempo (3.3.4), y otro dindmico homogéneo. Para ello, se introduce el siguiente

cambio de variable:
U(Xl,XQ,t) = uP(X17X27t> +'U,T(X1,X2,t), (361)

donde u” y u” seran la solucion del problema pseudoestatico y dindmico

homogéneo respectivamente. Asi:



134 Cap. 3: Vibracién de un cuerpo elastico sin fisura.

= u® es la solucion del problema plano pseudoestatico:
PROBLEMA (DPRS): Hallar (u”, o) verificando

ot
9%ap
X5 =0 en S,

0Ly = 2uels + Ael dap, oly =0, o3 =vol en Q,

uf = ul (X1, Xo,t),ul =0 en Q,

uf (X1, Xo,t) = (uPh) (X2, ) sobre Tps,
uP (X1, Xo,t) =0 sobre T3,

05571520 sobre  T'nyg,

P — o* *
Oognp = S sobre 'y,

donde €t denota el tensor eldstico de deformacion asociado a u”.
En lo que sigue, se supone que s§ = s1(X) cos(wt) + s2(X) sen(wt). En
particular, se considerard que sj = 0. Si ademaés se tiene en cuenta que

uP® definido por (3.2.66) se puede escribir como:

(uP) (X, ) = (t1(X3) cos(kly), —ta(Xs) sen(kly)) cos(wt) (3.6.2)
+ (t1(X2) sen(kly), to(X2) cos(kly)) sen(wt), (3.6.3)

y dado el caracter lineal del Problema (DPRS), podemos aplicar el prin-

P resolviendo los dos problemas de

cipio de superposicion y calcular
deformaciones planas estaticos e independientes siguientes:

PROBLEMA (DPRS!): Hallar (u”?, o) verificando

8O.Pz

Pap _
oXs = 0 en Q,

_ Pi Pi _( ,Pi _ , Pi
= 2uelly + Aeli0up, obi = 0,05 =vall en Q,

ul = ul(X, Xo),ul? =0 en Qy,
uP (X1, Xo) = (t1(X3) cos(kly), —t2(Xs) sen(kly)) sobre T'py,
uP?( X1, Xo) = (t1(Xy) sen(kly), to(X5) cos(kly))  sobre T'p,
uP (X1, X5) =0 sobre %,
oling =0 sobre Ty U TRy,
para i=1, 2 donde € denota el tensor eldstico de deformacion asociado

a u’’.
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La parte pseudoestacionaria u! de la solucién débil w del problema
(DPR) se obtiene entonces por la superposicion de las dos anteriores,
siendo:

u” = u cos(wt) + u"? sen(wt). (3.6.4)

Observacion 3.6.1 : Ndotese que si lg = 0, las condiciones de contorno

para los problemas pseudoestdticos se reducen a:

u (X1, Xo) = (t1(X5),0) sobre T'p, (3.6.5)

’U,P2(X1,XQ) = (O,tQ(XQ)) sobre FDs- (366)

Sin embargo, como se verd en la Seccion 3.7, hemos observado en las si-
mulaciones numéricas que imponer estas condiciones considerando lo = 0
produce una pérdida de informacion que proporciona peores aprorimacio-
nes de la solucion que si consideramos ly # 0,27 /k, .... Creemos que esta
pérdida numérica es debida a considerar la condicion Dirichlet justo en

el instante en que la grdafica de la onda de Rayleigh tiene un punto critico.

» La parte dindmica, u”, de la solucién u del problema (DP®R), se define
de forma que u = u”’ +u’, siendo u” la solucién del Problema (D PES);

en consecuencia:

T_
“ X,

dol
of = _pOaaP en QS)

potl

y teniendo en cuenta la expresion (3.6.4) de u”, la funcion u” debe ser
soluciéon del siguiente problema dindmico con condiciones de contorno

homogéneas:
PROBLEMA (DPRD): Hallar (u”, ™) verificando:

Ly 90k, 2, P 0
poiia — 5xo = pow’uy en

T T

Ugﬁ - 2'U/€£ﬁ + )\8’1}:’750‘57 0-53 = 07 033 = VO',Y,Y en Qs7

ul = ul(Xy, Xo,t), vl =0 enQ,,

ul (X1, Xo,t) =0 sobre Tp,UT%,,

olgng =0 sobre DIy, UTR,,
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con las condiciones tniciales dadas por

u'(X,0) = up(X) — u(X), (3.6.7)
a'(X,0) = uy(X) — wu?(X). (3.6.8)

En la practica, las condiciones iniciales (3.3.8) consideradas para simular,
por ejemplo, un tren de ondas de Rayleigh, son las correspondientes al

impulso dado por la solucién pseudoestatica, de modo que
wp(X) = u"H(X), w(X) =wu?(X).

Esta eleccion deja patente otra de las ventajas de la descomposicion del
problema. En efecto, para simular la propagaciéon de una onda de Ray-
leigh sobre una placa en reposo, la condicién inicial debe ser compatible
con las condiciones Dirichlet que estamos considerando. Por ello, la con-
dicion inicial del problema completo sera el impulso que proporcione la
soluciéon pseudoestatica; y, en consecuencia, las condiciones iniciales para

el subproblema dindmico son homogéneas:
u'(X,0) =0, 4" (X,0)=0.

En la Seccion 3.8.3 se detallaran otro tipo de condiciones de contorno
e iniciales a considerar segin se quiera simular un tren de ondas de
Rayleigh con amplitud constante, un cierto ntimero de ciclos o un tren

de ondas con amplitud variable.

3.7. Resultados numéricos

En esta seccion se muestran los resultados numéricos obtenidos para ejemplos
académicos que permiten validar la metodologia de descomposiciéon expuesta
en la secciéon anterior. También se presentan los resultados obtenidos en la
simulaciéon de la propagaciéon de uno o varios ciclos de ondas de Rayleigh. La
resoluciéon numérica se realiza mediante el método de elementos finitos y el
método de Newmark propuesto en la Seccion 2.6.4. Puesto que la formulacion
discreta de los problemas (DPRS) y (DPRD) es estandar, no las detallaremos
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en esta memoria. Los espacios discretos de tensiones y desplazamientos utili-
zados son los definidos en (2.6.3) y (2.6.5) considerando las correspondientes

funciones en el caso de los problemas no homogéneos.

3.7.1. Validaciéon de la descomposicion

Para validar la técnica de descomposicion presentada en la Secciéon 3.6, resolve-
mos un problema académico con dicha metodologia. Consideramos una placa
sin grieta cuya seccion media ) es el dominio acotado Qg = (lg, l;) X (—I3,0),
siendo lp =0, [y = 7/24m y Iy = /48 m. Sobre {2, consideramos un problema

similar al (DP®R) con s§ = 0 y fuerzas de volumen no nulas:

pot — Dive(u) = by, en Q x[0,T], (3.7.1)

on =0, sobre I'nsUI'y, x[0,7], (3.7.2)

u=u", sobre I'p,UT}, x[0,T], (3.7.3)

u(X,0) = uo(X), w(X,0)=ui(X), en €, (3.7.4)

donde T'= 2. — 06 y by tiene por componentes

(bo)1(X,t) = — (X + ) (sen Xo(Xy + 1) + Xy cos Xo)( cos & + sen ¥) sen(wt)
+ 9 (X sen Xo((pow” — )T sen & + 2 sen  cos X»)) cos(wt)
+9((A+2u)(2cos T — Tsen)) cos(wt),

(bo)2(X,t) =9(\ + p)(sen Xy + X5 cos Xs)(sen & + Z cos ) cos(wt)

— (2(X + 2p1)7 sen F(sen Xy + cos Xa(Xa + 1)) e*? sen(wt)

X2

— (Xysen X5(2cos T + (pow” — p)Z sen z)) e sen(wt),

(bo)s(X,t) =0,

siendo T = X1 —l; y Ay u los parametros de Lamé del material que se supone
elastico lineal. La condicién de contorno Dirichlet sera de comportamiento

trigonométrico similar al de una onda de Rayleigh

I Xy sen Xy sen l1(—9cos(wt), eX2sen(wt),0)  sobre I'p,

Tlysen Iy sen 7(—9 cos(wt), e 2 sen(wt),0)  sobre I'%,

a” (X, t) = {
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y los datos para las condiciones iniciales vienen dados por

u(X,0) = (—97X,senFsen X5,0,0) u(X,0) = (0,we*27 X,y sen i sen X5, 0).

En consecuencia, la solucion analitica de (3.7.1)—(3.7.4) es:

w(X,t) = 7 X5 sen Xy sen 7(—9 cos(wt), e sen(wt), 0).

Esta solucion, al contrario de las ondas de Rayleigh, representa una deforma-

cion en la parte inferior de la placa, por lo que se considera una malla mas fina

en esta zona, como se muestra en la Figura 3.7.1.

Aplicando la metodologia propuesta en la Seccién 3.6, descomponemos las

fuerzas de volumen en dos:

donde

by = b +b" = b cos(wt) + b sen(wt) + b’

(V") 1(X) = — 10(\ + 2u) Xy sen X, (2 cos & — ¥ sen &)
— 10pz sen & (2 cos Xo — X sen Xs)
(b71)2(X) = — 10(\ + p)(& cos T + sen F)(sen X, + X, cos X5)

—-0.002

T
/

1
L .

—0.008

-0.012 ;5é

-0.014 Z

R R R R S S e |
I S S S R L |

-0.018

-0.018

—-0.02

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Figura 3.7.1: Malla para el test (3.7.1)—(3.7.4).
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bl = — (A + p)(sen & + 7 cos #)eX2(Xy[sen X, + cos X + sen Xy) sen(wt)
+ (A + 3p — pow?) Xy sen X, cos(wt)F sen &
— (2(A 4 2u) Xa sen Xy cos T + 2u sen T cos X2> cos(wt),
bl = — (A + p)(cos(wt)(sen Xy + X5 cos Xo)(sen & + & cos 7))
— e*2sen(wt) <X2 sen Xo(2pcos T — (p — pow?)¥ sen T
+ 2(A + 2u)Z sen Z(cos Xo(Xo + 1) + sen X2)>,
b3 =0.

Consideramos los problemas analogos a (DPRS!) y (DPED). En concreto, la

formulacion de los problemas estaticos y dinamico a resolver es la siguiente:
Problemas estaticos Problema dindmico

—Dive?" = b" en Q, porl — Dive?l = b’ + pow?u? en €,
oPin =0 i=1, 2 sobre I'ys;, oTn =0 sobre [y,
uf! = uP! sobre T'ps, ul = uPT sobre I'p,,
uf? =0 sobre T'p,, u?(X,0) = (ZXysenZsen X5,0,0) en
u? (X, 0) = (0,we*27 Xy sen T sen X5,0) en U,

respectivamente, donde

uPV(X, 1) = { (—10l1 X9 sen Xosenly,0,0)  sobre I'pg,

(—10Zlysenlysen,0,0)  sobre I'y,,,
uPT(X. 1) = I Xy sen [y sen Xy (cos(wt), eX2 sen(wt),0)  sobre I'p
Tlysen 7 sen ly(cos(wt), e 2 sen(wt),0)  sobre I'%,.

Finalmente, considerando las siguientes caracteristicas para el material
A = 5.4164E + 10N/m?, pu = 2.7853E + 10N/m? y py = 2.7E + 3kg/m?,

y la frecuencia
w = 6269791.88 rad /s,

probamos el algoritmo implementado usando una malla estructurada de 4277

nodos y 8280 elementos, como se muestra en la Figura 3.7.1. En la Tabla 3.7.1
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se muestra la evolucion de los errores relativos para el desplazamiento en varios
instantes de tiempo, considerando distintos incrementos de tiempo, At, para
la discretizacion.

Como puede verse, los errores decrecen a medida que el paso de tiempo se

At=2.E-08 | At=1.E-08 | At=5.E-09 | At=2.5E-09
t=2.E-07 | 1.2038E-04 | 4.2469E-05 | 3.4444E-05 | 3.2187E-05
t=2.E-06 | 8.2244E-04 | 3.0598E-04 | 2.6663E-04 | 2.5767E-04
t=4.8E-06 | 2.2219E-03 | 5.5634E-04 | 3.6373E-04 | 3.3737E-04
t=1.E-05 | 4.1430E-03 | 1.0369E-03 | 4.1895E-04 | 3.7259E-04

Tabla 3.7.1: Evolucién de los errores relativos para el desplazamiento.

hace més pequeiio, aunque cuando At es del orden de 107 el error disminuye
mas lentamente, por lo que se concluye que utilizar un paso de tiempo de
ese orden ya no supone una mejora lo suficientemente significativa como para
que el incremento en el coste computacional (derivado del mayor nimero de

iteraciones) compense.

3.7.2. Simulaciéon de las ondas de Rayleigh

Para probar la precision del algoritmo en tiempo y conocer la propiedades cua-

litativas de estructuras no danadas cuando estdn sometidas a una vibracién

Figura 3.7.2: Malla para simular ondas de Rayleigh.
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por ondas de Rayleigh, simulamos el comportamiento de una placa sin defec-
tos. Consideraremos dos escenarios: en primer lugar, se supone que la placa
estd sometida a excitacion por ondas de Rayleigh en todo el dominio; en este
caso podremos evaluar los errores con la expresion analitica de las ondas de
Rayleigh. En el segundo caso se supone una placa inicialmente en reposo y
se simula la propagacion de uno o varios ciclos; estas simulaciones permitiran
conocer la respuesta a estas ondas en placas no danadas.

Consideramos una placa cuya secciéon vertical se representa por el dominio
acotado (lp,l1) x (=l2,0) con lyp = w/4m, I} = 7/4+0.0lm y [, = 0.011m.

Las condiciones iniciales y de contorno dependeran del caso considerado.

3.7.2.1. Excitaciéon sobre el dominio completo

En este caso, se supone que la frontera Dirichlet, I'p = T'p, U T%, U I,
con Iy, = Ty, esta sujeta a la vibracién de una onda de Rayleigh u”, con
k= (27/3)E+03m™" y w = 6269791.88rad/s; la frontera I'y, = I'y, esta
libre de fuerzas. Asimismo, las condiciones iniciales consideradas se correspon-
den con el valor de la onda de Rayleigh, wt, en el instante ¢ = 0, esto es,

— R — R

con ufl y ult definidos por (3.2.64) y (3.2.65) respectiva-
mente.

Para estos datos, consideramos dos mallas de elementos triangulares: una de
ellas compuesta por 1189 nodos y 2240 elementos, mientras que la otra tiene
3321 nodos y 6400 elementos. Puesto que las ondas de Rayleigh son superfi-
ciales, ambas mallas son mas finas en la parte superior de la placa que en la
inferior, como se muestra en la Figura 3.7.2. El paso de tiempo considerado
fue At = 5.E — 09s. La evolucién en tiempo de los errores relativos para el

desplazamiento obtenido se muestra en la Tabla 3.7.2.

t=5.E-09 t=5.E-07 t=3.E-06 t=6.E-06
1189 nodos | 1.6154E-04 | 2.1142E-02 | 3.5664E-02 | 7.6964E-02
3321 nodos | 2.6291E-05 | 2.1739E-03 | 7.6225E-03 | 7.8724E-03

Tabla 3.7.2: Evolucion de los errores relativos para el desplazamiento.
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En la Figura 3.7.3 se muestra la trayectoria de un nodo cercano a la superficie
superior de la placa, de coordenadas (0.79018,—0.0011). La linea azul se co-
rresponde con la solucion exacta que, como se puede ver, traza una elipse, y
la linea roja se corresponde con la soluciéon calculada numéricamente para ese
nodo, que presenta una buena aproximacion de la curva exacta. En el siguiente
capitulo veremos que, en el caso de una placa con grieta, la forma eliptica de

la solucion calculada se pierde.

-2

-4 stress
4.148e+010

-6
3.111e+010
2.074e+010

1.037¢+010

3.164e+005

—14
0.7901 0.7901 0.7901 0.7901 07902 0.7902 0.7902

Figura 3.7.3: Trayectoria de un no- Figura 3.7.4: Excitacién sobre el dominio

do cerca de la superficie. completo.

Observacion 3.7.1 Si consideramos ly = 0, el dominio €2, es de la forma
s = (0,0.01) x (—0.011,0), y la condicion de contorno Dirichlet sobre la par-
te de Tp correspondiente a [X; = 0] toma la forma (3.6.5)(3.6.6). Como
ya se anuncio en la Observacion 3.6.1, la simulacion muestra una pérdida de
iformacion, que da lugar a una dispersion de la onda. En la Tabla 3.7.3, se
muestran los errores relativos obtenidos para el desplazamiento considerando
lo =0 yly = 4 para la malla de 1189 nodos. Este efecto se aprecia visual-
mente en las imdgenes de la Figura 3.7.7, que representan el desplazamiento
asociado a la propagacion de una onda de Rayleigh sobre una placa inicialmen-
te en reposo para el caso lo =0 y lo = J. En consecuencia, proponemos una

traslacion del dominio en la variable X;.
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t=5.E-09 t=5.E-07 | t=3.E-06 t=6.E-06
lo =77 | 1.6154E-04 | 2.1142E-02 | 3.5664E-02 | 7.6964E-02
lo=0 | 1.4075E-04 | 2.0900E-02 | 1.0166E-01 | 9.6116E-02

Tabla 3.7.3: Errores relativos para el desplazamiento tomando lo = 0y lp = .

3.7.2.2. Ondas de Rayleigh sobre una placa en reposo.

En este caso, simulamos la propagacion de una onda de Rayleigh aplicada
mediante un piezoeléctrico que actiia sobre I'p, en una placa en reposo. El
intervalo de tiempo y la longitud de la placa se eligen de forma que la onda no
alcance la frontera I'},, tomando en esta zona una condiciéon homogénea sobre
el vector de esfuerzos.

Para simular solamente un ciclo de la onda, la condicién Dirichlet u”* para el
problema (DPRS) se impone solamente durante el subintervalo [0,#,] de [0, T']
con t; = 2m/w. A continuacion, durante el intervalo (¢;,7] la frontera I'ps se

supone libre. Entonces, la solucién se calcula como

uP (X)) +u(X,t), 0<t<t,
u’(X,t), t<t<T.

u(X,t) = {

079 0.795 08 0.805 0.81 0.79 0.795 08 0.805 0.81

Figura 3.7.5: Norma de Von Mises sobre la malla deformada correspondiente a las solu-

ciones pseudoestaticas u”? y u’2.

Debido a la descomposiciéon de la solucién en una pseudoestatica y una di-
namica, las condiciones iniciales para el Problema (DPRD) tienen que tener

en cuenta la solucién pseudoestatica u’. Asi, las condiciones iniciales (3.6.7)—
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(3.6.8) son las correspondientes al impulso generado por la solucién pseudoes-

tatica, representada graficamente en la Figura 3.7.5 esto es,

up(X) = u"(X) y w(X) =wu?X) en Q.. (3.7.5)

En consecuencia, las condiciones iniciales para el problema dindmico son

\J
displ
6.056e-004 |
4.542¢-004
3.028¢-004
1.514e-004
0.000e+000

Figura 3.7.6: Propagaciéon de un ciclo de onda de Rayleigh.

u'(X,00=0 y 4"(X,0)=0 en Q,.

Sin embargo, como a partir del instante t = t; la pseudoestatica u® ya no
se tiene en cuenta para el calculo de la soluciéon w, a la hora de calcular
u?(X,t; + At) es necesario utilizar u(X,t;) = u”(X,t;) + u? (X, ;) como

nueva “condicién inicial” en el instante t = t;, esto es,
uw' (X, t) =u(X,t) v a'(X,t) =a(X,t;) t]t.

Es evidente que para simular un tren de ondas simplemente hay que considerar
tl - T

En la Figura 3.7.6 se muestra la propagacion de un tnico ciclo de onda de Ray-
leigh mientras que en la Figura 3.7.7 se muestra la propagacion de un tren de
ondas considerando, en el primer caso, que la frontera I'pg se sittia en ly = .,
y en el segundo caso, [ = 0. Como se aprecia en las imégenes de la figura, en el
caso [y = 0, se produce una dispersion en el frente de onda, obteniéndose una

onda menos definida y unos desplazamientos mayores que en el caso lp = ;.
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VR4 4 M

7‘011:3?: 1,096:';;?;
5.258¢-004 8.2200-004
3.5056-004 5.4800-004
1.753¢-004 2.7406-004
0.000¢4000 1.0736-010

s

Figura 3.7.7: Propagacion de un tren de ondas con lg = 7 (izquierda) y lp = 0 (derecha).

Este fenémeno es debido a la pérdida de informacién en las condiciones de

contorno al considerarlas en un punto critico.

3.8. Comparacién con datos experimentales. De-

terminacién numérica del médulo de Young

En esta seccion presentaremos los resultados obtenidos mediante la compara-
cion de la simulacion numérica de la propagaciéon de una onda de Rayleigh
con mediciones experimentales realizadas por el grupo de Metrologia Optica
del Departamento de Fisica Aplicada de la Universidad de Vigo. El objetivo
es no s6lo reproducir numéricamente los resultados medidos en laboratorio,
sino también determinar los parametros fisicos de la placa cuando ésta no estéa
danada.

En la Subseccion 3.8.1 se detalla el procedimiento de obtenciéon de la envolven-
te gaussiana que reproduce la variacion de amplitud que presentan las ondas
experimentales. Una vez obtenida, en las Subsecciones 3.8.2 y 3.8.3 se pre-
sentan las distintas variantes de las condiciones iniciales y de contorno que se
pueden utilizar para aproximar numéricamente la propagacion de la onda. Las
caracteristicas fisicas de la onda se darén en la Subsecciéon 3.8.4 y, finalmente,
se presentaran los resultados obtenidos con los datos del material proporcio-

nados y las conclusiones extraidas del trabajo.



146 Cap. 3: Vibracién de un cuerpo elastico sin fisura.

Por simplicidad en la exposicién, consideraremos que [y = 0, aunque en la

practica se lleve a cabo la traslaciéon del dominio explicada anteriormente.

3.8.1. Calculo de las condiciones de contorno.
La placa objeto de estudio tiene por dimensiones:

= Largo: 0.1107 m.

= Ancho (espesor): 0.02m.

Los datos experimentales recibidos se corresponden con una onda de Rayleigh
plana multiplicada por una envolvente gaussiana. Para reproducir esta onda
numéricamente, la condicion de contorno en X; = 0, correspondiente a la
expresion analitica de una onda de Rayleigh, se multiplica por un valor que
modifique su amplitud en cada instante de tiempo. Se asume que dicho valor
en el instante ¢ sera:
—(X1-Cpt-b)?

glt)y=e 22, (3.8.1)
que se corresponde con el valor de una campana de Gauss, donde Cj es la
velocidad de fase de Rayleigh, b es la media y s la desviacion tipica. Denota-
remos por L la longitud de onda y Ty = %’T el periodo de la onda de Rayleigh
considerada. La velocidad de fase viene dada por Cgr = L/Tj. Para aproximar
la campana utilizaremos los méaximos relativos de los datos experimentales,
medidos en 135 instantes de tiempo: £, = 2.E—7xn, 1 < n < 135. A la vista
de los datos experimentales, se considera como tren de ondas significativo el
correspondiente a 7 ciclos, como se muestra en la Figura 3.8.1. Las vibraciones
que aparecen en la imagen antes y después de los ciclos de la onda son producto

del tratamiento de la imagen y el ruido en las mediciones.

La longitud de la placa es 0.1107m y tenemos datos experimentales sobre
1024 puntos equidistantes. Asi, la distancia entre dos puntos consecutivos es
h = 1.0811E — 04 y el punto i-ésimo representa la posicion X; = i¢h en la

placa. A partir de los datos en varios instantes de tiempo se concluye que los
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Figura 3.8.1: Detalle de los datos recibidos para el instante de tiempo to5 = 5.E — 6.

méaximos relativos se producen cada 28 puntos, por lo que la longitud de onda
es L = 0.0030 m.

Dado un instante ¢, = 2.E — 7 X n, y conocida la posiciéon del méximo ab-
soluto correspondiente a la onda media o maxima, conocemos la posiciéon de
los restantes 6 valores. Denotaremos por d,, el vector que contiene los valores
experimentales del desplazamiento en el instante n para los 1024 puntos, p,(j)
el puntero que nos da la posicion en d,, de los méaximos relativos y m,,(j) los
correspondientes valores, donde 1 < j < 7.

La muestra esta formada por los valores jL, 7 = 1...7, y sus pesos correspon-
dientes m,(j) (ver Tabla 3.8.1).

JL | p2s(j) | mas())

L 187 | 172.6364
2L | 215 | 210.0000
3L | 243 | 237.1818
4L | 271 | 250.3636
5L | 299 | 233.0000
6L | 327 | 201.0000
7L | 355 | 158.4545

Tabla 3.8.1: Muestra y posiciéon de los datos en el paso 25.
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El tamano de la muestra serda N = 237':1 m(j), v la media

_ %Zmn(j)j[,_ (38.2)

Se observa que, debido a que los valores experimentales no presentan una sime-
tria perfecta respecto de la onda media, el valor de la media no es exactamente
4L, asi por ejemplo para n = 25 b, = 3.9557L.

La varianza es -
1
2 — 2 2
s, = N g_ L?) bn (3.8.3)

Calculadas la media y la varianza para cada instante, se calcula la media de
todas ellas para la expresion definitiva:

135 135

1 oK —CRrt—b)2
- x 8.4
b 138 gz b, s° 135 E Sn, g(z,t) , (3.8.4)

donde K = % Para los datos experimentales utilizados se ha obtenido que
b= 3.9642L, s> = 3.4665L% y K = 0.14425/L?. La Figura 3.8.2 muestra una
representacion de los valores de la onda experimental en los puntos de la su-
perficie de la placa junto con la campana resultante al considerar los valores
anteriores. Como puede apreciarse la aproximacion no es totalmente exacta, lo
cual era de esperar pues los datos experimentales no son completamente simé-
tricos. Por ello, a la hora de calcular los errores, tomaremos como referencia el

punto donde la onda experimental alcanza el maximo en cada instante.

Por tanto, la condicion de contorno en X; = 0 para cada instante ¢ sera la de

un tren de ondas de Rayleigh que se multiplicara por

L2
gt) = "I con O = Ko = 144258 + 11, (3.8.5)
0

3.8.2. Condiciones iniciales y de contorno
Puesto que la amplitud de la condiciéon de contorno Dirichlet varia en cada

instante de tiempo, en este caso no utilizaremos la metodologia de descompo-

sicién de la solucidn expuesta en las secciones anteriores. Por ello, el problema
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Figura 3.8.2: Representacion grafica de los datos en el instante n = 25, to5 =5.E—6y la

envolvente calculada.

dindmico que resolvemos tiene condiciones de contorno no homogéneas. En
esta seccion se detallan las condiciones de contorno e iniciales consideradas en
la simulaciéon numérica. Consideraremos que tnicamente la frontera superior
I'yvs es libre, mientras que los otros tres lados de la placa estan sometidos a

condiciones Dirichlet (véase Figura 3.8.3).

s

'S
'S

r,

S

Figura 3.8.3: Dominio bidimensional y fronteras.

Conocida la expresion de la onda plana en cada instante dada por (3.2.61), la

condiciéon de contorno Dirichlet sobre I'p, se modifica multiplicandola por una
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envolvente gaussiana, de modo que

(X, 1) =uPP(Xy, t)e~Cat=510)"  gobre  I'p,, (3.8.6)
(X, t) =ubP (X, t)e=Cat=510)°  gobre T'p,, (3.8.7)

mientras que sobre I'}}; se considera una onda de amplitud constante inde-
pendiente del tiempo, que en el instante inicial coincide con la amplitud de la

condiciéon de contorno en I'p,, es decir

@9(Xa, ) =ufl(Iy, Xo, t)e- Co710), (3.8.8)
(X, t) =ull (1}, Xy, t)e=Ce =310, (3.8.9)

con [; = 0.1107. Esta elecciéon de la condiciéon de contorno permite considerar
que, inicialmente, la placa esta vibrando con una onda de amplitud muy pe-
quena, de modo que los efectos de la onda reflejada son insignificantes. Sobre

Ts la condicion de contorno se considera nula, pues la onda es superficial. La
condicién inicial se toma compatible con la condicién de contorno, de modo

que se han elegido como desplazamientos iniciales,

(u)1(X) = 1(Xy) cos(kX;)e Cet=5T0)* (3.8.10)
(u0)2(X) = ta(X,)sen(kX;)e Ce-5T0)* (3.8.11)

y como velocidades

(Ul)l(X) = wt1 (XQ) Sen(le)e_CG(_5T°)2 -+ 2<Cg(5T0))<UQ)1(X), (3812)
(11)2(X) = —wia(Xz) cos(kXp)e 0 4 2(Cu(5Th)) (uo)o(X).  (3.8.13)
Aunque hemos considerado que la media se sittia en 4L, y por tanto llegaria

al X; = 0 en el instante 47, en la practica retrasamos la campana un periodo

Ty a mayores para considerar una condiciéon inicial de menor amplitud.

3.8.3. Otras variantes de las condiciones de contorno.

En las secciones anteriores, se detall6 el procedimiento para la obtencion de la
envolvente gaussiana que, multiplicada por la expresion de la onda de Rayleigh,

aproxima los resultados experimentales y las condiciones de contorno e iniciales
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resultantes de la multiplicaciéon. Dicha envolvente queda caracterizada por su
media y su desviacion tipica. Para dar la condiciéon de contorno sobre I'pg

utilizamos el valor de dicha envolvente para cada t, esto es,
u(0, X5,t) = u%(Xy,t) sobre I'p,, (3.8.14)
donde ¢ es la funcién definida en (3.8.6)—(3.8.9).

La expresion espacial de la envolvente en un instante de tiempo %, sera:

o~ Ca T3 /L2 (X1—Crto—b)* (3.8.15)

09-

08

0.7-

0.6-

0.4-

0.3-

0.2-

01-

7&04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 01 0.12

Figura 3.8.4: Representacion grafica de la envolvente en el instante ¢ = 0.

En la préctica, en el instante inicial tomamos b = —5L en la expresion anterior,
de modo que el maximo de la campana se sitiia a la izquierda del origen de
coordenadas y la envolvente en el instante t = 0 representada en X seria (ver

Figura 3.8.4)
e—CG.TO?/LQ(Xl +0.015)?

Y

ya que 5L = 0.0015 y se consideraria el tramo correspondiente a X; > 0 (ver
Figura 3.8.5).
Efectivamente, el valor en X; = 0 de esta funciéon es 0.0272, que se corresponde

—Cg(—t—5Tp)?

con el valor de e para t = 0.

Se han llevado a cabo tres ensayos numéricos distintos para reproducir los re-

sultados experimentales:
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0.025(

0.015-

0.011

0.005-

Figura 3.8.5: Detalle del tramo positivo de la envolvente en el instante ¢ = 0.

Ensayo 1. En un primer ensayo, la condicién inicial considerada se correspon-
de con la onda de Rayleigh w multiplicada por un valor constante para todo
X en la placa. En particular, se considera el valor de la exponencial en ¢t = 0
y en X7 = 0. El resultado es una onda con amplitud constante sobre toda la
placa en t = 0. Esta condicién inicial esta representada, para los puntos de la

superficie, por la linea azul en la Figura 3.8.6.

——constante
0.02- ——envolvente

Figura 3.8.6: Representacion grafica de las condiciones iniciales correspondientes a los

ensayos 1 y 2 consideradas en X5 = 0.

Ensayo 2. Una segunda opcién considerada es la de multiplicar el valor de la
onda de Rayleigh por el valor de la envolvente gaussiana en ¢ = 0 para cada X;.
En este caso, la amplitud de la condicién inicial no sera independiente de X3

sino que decaera exponencialmente a medida que X; aumenta. Las condiciones
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de contorno seran

0d( Xy, t) =ul(0, Xy, t)e Cet=5T0"  gobre  Ip,,

ad(X,, 1) =ul(0, X5, t)e~Cett=5T0)" gobre  T'p,,
T2
@(Xa,t) =ul(ly, Xy, t)e Conz (K400 gopre x|

T2
~d _..R —Cg+%(X140.015)2 ok
(X, t) =uli(ly, Xy, t)e o2 " sobre T,
y las condiciones iniciales en €2

T2 )
(u0)1(X) zuf(X,O)@—Ccf%(Xwo.ms) ’
72
(0)2(X) :ug(X7 0)6—CGL%(X1+0.015)27
T2 T
(u1)1(X) =wull(X, 0)eCozz (X1+0015)7 | Q(CGIO(Xl +0.015)) () (X0

(1)2(X) = — wuff (X, 0)e 5 4 9(C 0 (X, +0.015)%) (ug)a(X).

Esta condicién inicial, para los puntos de la superficie, esta representada por

la linea roja en la Figura 3.8.6.

Ensayo 3. Una tercera opcién, que en un primer momento parece la mas rea-
lista fisicamente, es la de considerar una condicion inicial nula, dado que antes
de recibir el impulso del piezoeléctrico la placa no esta vibrando. El incon-
veniente de esta opcion es que para que el problema esté bien planteado, es
necesaria la compatibilidad entre las condiciones de contorno y las condiciones
iniciales. Sin embargo, el reposo se puede aproximar tomando valores practi-
camente nulos, pero que mantengan la compatibilidad con la expresion de las
condiciones de contorno. Para ello, seria suficiente retrasar la onda media de la
envolvente 3 o mas perfodos a la izquierda, de forma que, por ejemplo, retra-
sando 3 perfodos, b = —8L y la onda se multiplicaria por e~CeT6/L*(X1+0.024)2
(va que 8L.=0.024), que toma el valor 9.7857E — 005 en X; = 0 y valores aun
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menores para X; mayores. En este caso, las condiciones de contorno seran

A4 X, 1) =uPR(Xy, t)e Cet=8T"  sobre Ty,

W( X, t) =ub B (Xy, 1)e"Cel=80°  sobre  Tp,,
@f(Xo, ) =up (I, Xa, t)e OO0 .,
Uy (Xo, t) =uy (I, Xo, t)e” GTF (0027 ope s,

y las condiciones iniciales en €2, seran
(1)1 (X) =t(Xa) cos(kX, )e~Ce HH (X002
(10)2(X) =t2(X3) Sen(k;Xl)e_CG?i(X1+0.024)2’
(1)1 (X) =wts (X5) sen(k Xy )™ Cc T x+00247
+ 2((1@%()(1 +0.024)?) ()1 (X),
(12)s(X) = — why(Xs) cos( X, )e~Co 1 (Xr+0.0207

2(00%0(1 +0.024)%) (u)2(X).

Sin embargo, esta tercera opcién incrementa el nimero de iteraciones en tiem-
po de forma artificial ya que los resultados numeéricos sélo serian ttiles cuando
la onda media se sitiia mas o menos en el instante 57}. Teniendo en cuenta que
por cada periodo hacemos 50 iteraciones en tiempo, At = 2.E — 8, significa
que harfamos 150 iteraciones mas no tiles, en total unas 650. Por esto, esta
tercera opcion no se ha considerado en las simulaciones.

Los resultados obtenidos con los dos primeros ensayos no presentaron diferen-

cias significativas.

3.8.4. Datos de la onda.

Sean k el numero de onda, y ¢, ¢; las velocidades de propagacion longitudinal
y transversal definidas en Teorema 1.9.3. El ntimero de onda k, la frecuencia
angular w y la longitud de onda L se relacionan como sigue:

27
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siendo ¢ la tnica solucién en el intervalo (0, 1) de la ecuacion (3.2.57). Asi, co-
nocida w quedan determinadas k£ y L o bien, conocida L quedan determinadas

kyw.

3.8.5. Datos del problema y resultados

Para la simulacion numérica por elementos finitos se utiliza una malla de tridn-
gulos estructurada que consta de 99425 nodos, 196608 elementos y 1025 puntos
en la superficie de la placa.

La discretizaciéon en tiempo utiliza un método implicito de la familia de los
métodos de Newmark. El tiempo total de interés es T' = 2.0E — 5, el paso de
tiempo At = 2.E — 8 y los parametros del método de Newmark son 7 = 0.25

y v = 0.5. Inicialmente, los datos proporcionados por el grupo de Metrologia

|

Figura 3.8.7: Imagen de la onda experimental en el instante n = 25, to5 = 5.E — 6.

Optica fueron:

» Densidad py = 2790 kg/m?.

= Modulo de Young F = 7.263E + 10 Pa.
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s Coeficiente de Poisson v = 0.34. Y por tanto £ = 0.9335.

= Frecuencia central f = 1MHz. Y por tanto la frecuencia angular sera
w = 6283185.31 rad/seg.

Con estos datos, las velocidades y la longitud de onda son:
¢ = 3.2136E + 03m/s, ¢ = 6.5269E + 03m/s L = 0.002909 m.

El incremento de tiempo entre dos imagenes consecutivas es de 200 nanosegun-
dos, el campo de vision 0.05535 x 0.1107 m? y el tamano de imagen 512 x 1024
pixeles. Asi, para cada instante de tiempo disponemos de una matriz de 512
filas y 1024 columnas con el desplazamiento en cada pixel de la imagen. En

las Figuras (3.8.7) y (3.8.8) se muestran dos de las iméagenes captadas por el

grupo de Vigo, a partir de las cuales se extraen los datos para la comparacion.

|

Figura 3.8.8: Imagen de la onda experimental en el instante n = 100, t190 = 2.E — 5.

Puesto que las imégenes que se obtienen son de la superficie de la placa y la
simulacion numérica se realiza de una seccion vertical, la comparacion ha de
realizarse sobre una linea de puntos. Para ello se realiza un promedio de los
valores de las 11 filas centrales para cada instante de tiempo. Este promedio
se comparara con los valores obtenidos para los puntos de la superficie de la

seccion vertical sobre la que se realiza la simulacién numérica.
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Ahora bien, con estos datos se comprobd que la onda experimental viajaba
més rapido que la tedrica y la numérica y con el paso de las iteraciones se
producia un desfase significativo. Se concluy6 que esto podria producirse por

dos causas:

1. la més sencilla serfa que el incremento de tiempo entre dos imagenes con-
secutivas fuese mayor de 200 ns. Eso haria que los instantes de tiempo
en que se realiza la comparacion no coincidiesen. Sin embargo la pre-
cision del equipo de fotografia utilizado para tomar las imagenes hacia

improbable esta via.

2. La segunda posibilidad seria que las velocidades reales de la onda expe-

rimental fuesen menores a las calculadas a partir de los datos.

Estudiando esta segunda via, se comprob6 cada cuantos puntos se producia
un maximo en la onda experimental, y conocida la distancia entre puntos, se
concluy6 que la longitud de onda parecia ser L = 0.003 m. Se calcul6 el médulo
de Young que con esta longitud de onda y una frecuencia de 1 MHz cumpliese
las relaciones (3.8.16), siendo éste E = 7.722E + 10 Pa, a partir del cual se

obtienen las velocidades:

¢t = 3.2159E +03m/s, ¢ = 6.5316E + 03 m/s.

Al utilizar estos datos en la simulacion numeérica, se observo que las ondas ex-
perimental y numérica viajan todas a la misma velocidad. Consultado el grupo
de Metrologfa Optica por las discrepancias con los datos revisan su experimen-
to y encuentran que, en efecto, el Modulo de Young del material utilizado es
E = 7.6835E + 10 Pa medido con un margen de error del 5% lo cual valida el
valor obtenido numéricamente, y la metodologia utilizada para su célculo.

Una vez que tenemos los datos que proporcionan una aproximacion visualmen-
te aceptable, se calculan los errores relativos entre los valores experimentales
y los numéricos. En particular, en la Figura 3.8.9 se muestra una grafica de los
errores relativos para cada instante de tiempo en el punto donde los valores ex-
perimentales alcanzan el maximo. La eleccion de este punto no es aleatoria, sino

que esta motivada por la precisiéon que proporciona el ajuste de la campana de
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Figura 3.8.9: Error relativo calculado en cada instante de tiempo en el punto méaximo de

la onda experimental.

Gauss en dicho punto. Como se comentd anteriormente, los datos experimen-
tales no son completamente simétricos mientras que los resultados numéricos
heredan la simetria de la campana de Gauss por lo que lo més razonable es rea-
lizar la comparacion en el punto donde los resultados experimentales alcanzan
el maximo y comprobar que se realiza una buena aproximacion en ese punto.
En efecto, como puede verse en la Figura 3.8.9, el error relativo es a lo sumo
5.E — 2, siendo en el 90 % de los casos menor que 3.E — 2, por lo que se dan
por buenos los resultados de la simulacién numérica y el valor obtenido para el
modulo de Young. En las Figuras 3.8.10 y 3.8.11, se representan los desplaza-
mientos obtenidos en los resultados experimentales (linea azul), los calculados
numéricamente para los puntos de la superficie de la placa (linea roja), y los

valores teoricos de una onda de Rayleigh en los mismos puntos (linea verde).
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Figura 3.8.10: Comparacion en el instante 20 de 135.
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Figura 3.8.11: Comparacion en el instante 120 de 135.
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Capitulo 4

Vibracion de un cuerpo elastico
con fisura. Simulacién con el

método de elementos finitos.

En este capitulo presentamos el modelo asociado a la vibracion de una placa
con fisura y con condicién de contacto tipo Signorini en los labios de la fisura.
Consideraremos que los datos permiten tratar el correspondiente problema de
vibracion de la placa sin fisura como de deformaciones planas, por lo que el mo-
delo sera bidimensional. En el capitulo anterior hemos calculado la excitacion
externa que es necesario ejercer sobre la placa sin fisurar para provocar una
onda de Rayleigh. En este capitulo calcularemos para esa excitacion externa
la soluciéon sobre la placa fisurada; la perturbaciéon que aparece de la onda de
Rayleigh permitira detectar la existencia de grietas y en posteriores estudios,
al estudiar el problema inverso, identificar la posicién de la grieta. Este tipo
de tests no destructivos estan cada dia mas en auge en ingenieria.

En la primera secciéon del capitulo planteamos el modelo que rige el compor-
tamiento de la placa; principalmente nos ocupamos del tratamiento de las
condiciones que se imponen en la frontera de contacto, puesto que la ecuacioén
de equilibrio y la ley de comportamiento son las ya consideradas en el capi-
tulo anterior; en la segunda secciéon se obtiene la formulacién variacional del

problema asociado para, finalmente, en la tdltima seccién, tratar su resolucion

161
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numérica, discretizacion en espacio y tiempo, tratamiento de las condiciones de
contacto y descripcion del algoritmo. La discretizacion en espacio se realizara
mediante el método de elementos finitos clasico, para lo cual se consideraran
mallas del dominio adaptadas a la geometria de la grieta, de modo que los seg-
mentos de la grieta sean aristas de los elementos de la malla. Esta restriccion
se eliminaré posteriormente en el Capitulo 6, donde la discretizacién en espa-
cio se realizara utilizando el método de elementos finitos extendidos (XFEM),
que permite mallar el dominio de forma independiente a la grieta al anadir
al espacio de aproximaciéon unas nuevas funciones de forma discontinuas, de

modo que los desplazamientos sean discontinuos en algunos elementos.

4.1. Problema continuo

Consideramos el dominio bidimensional Qs = (ly, 1) X (=ls, 0), correspondiente
a una secciéon del dominio tridimensional €2 fisurado, es decir, introducimos
una grieta superficial generada por una curva contenida en el plano OX; X, e
independiente de X3 en la placa (). La frontera de (), consta de cinco partes,
todas ellas correspondientes a abiertos unidimensionales: I'p,, donde se aplica
un material piezoeléctrico que produce una onda de Rayleigh, I'},,, frontera en
la que los desplazamientos se suponen nulos por encontrarse ésta lejos del area
de influencia de la onda, I'y, y I'y, donde el cuerpo esta libre, y finalmente I'c
que se corresponde con los labios de la fisura, donde se impone una condicién
de contacto. Estas cinco partes son, ademas, disjuntas dos a dos y tales que
0Q, = I'ps U f}s UTys U 1;7\,5 U I'cs. Suponemos que I'cy es una unién de
dos curvas regulares y que en el instante inicial los labios de la fisura estan
pegados, si bien esta ultima restriccién no es esencial. Ademas, I'p; UI'}), debe
ser de medida estrictamente positiva y tal que <m> NCes = 0.

En lo que sigue, para simplificar la notacion, omitiremos el subindice s siempre
que no dé lugar a confusion. El comportamiento del cuerpo estd modelado
entonces, por las ecuaciones del problema de deformaciones planas (DP®),
con uP® definido por (3.2.66) y f* = 0, junto con las condiciones de contacto

sobre I'c que pasamos a describir a continuacion.
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4.1.1. Condiciones de contacto

En la Secciéon 1.7.1 se introdujeron las condiciones de contacto de Signorini
para el problema de contacto con sélido rigido. En esta secciéon veremos co6mo
se expresan dichas condiciones en el caso del contacto entre los labios de una
grieta. Consideramos una fisura superficial en la frontera [X; = 0] y ubica-
da en un punto X; = X{. Denotemos por ', el labio izquierdo de la fisura
y I't; el labio derecho con respecto al sentido de recorrido de la grieta desde
la superficie hacia su vértice (véase la Figura 4.1.1); por tanto, se tiene que

! (resp. u") el campo vectorial aso-

['c = ', UTY%. Denotamos ademés por w
ciado a la restriccion de los desplazamientos a la izquierda de la fisura (resp.
derecha de la fisura), que en adelante, para abreviar, denotaremos por u!("™.
Aplicaremos el mismo criterio a o!("), tensores de tensiones asociados a dichos
desplazamientos. El vector n'(") seré el vector unitario, normal y exterior a (2
en Flc(r).

Con estas notaciones veremos cudales son las condiciones de contacto que debe-
mos imponer sobre los desplazamientos y las tensiones en la fisura. Supondre-
mos que no hay friccion entre los labios de la grieta, esto es, que la componente

tangencial de o(") es nula, es decir:
o_lj(j) _ o,l(r)nl(r) . Uil(r)nl(r) _ 07

siendo

ol0) — GOl L )

Entonces, tendremos que o™n!®) = ¢X”nl) sobre TL".

Sabemos que el vector que representa los esfuerzos que el dominio a la derecha
(resp. izquierda) ejerce sobre el dominio a la izquierda (resp. derecha) de la
fisura viene dado por o'n!"). Por tanto, si no hay contacto en X € T'¢,

ol = 0 v si estan en contacto, por el principio de accién-reaccion, se

tiene que o'n! = —6"n’, y como n! = —n", se tiene que
I _ r
On - O-nv

igualdad que también se cumple en el caso de que no estén en contacto, siendo
ambos nulos; entonces
ol =0o" sobre Tg. (4.1.1)

n n
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Figura 4.1.1: Dominio 3D con fisura y seccién 2D.

A partir de ahora denotaremos por o, la componente normal de la tension,
independientemente del lado de la fisura a que nos refiramos y por [o,] el salto
de la componente normal de o, esto es, [0,] = 0!, — 0. Ademas, cuando los
labios de la fisura estan en contacto, las fuerzas ejercidas son de presion hacia

el interior del cuerpo, por tanto:
o, <0 sobre I'c. (4.1.2)

Teniendo en cuenta que el escalar u'") - n!(") representa el desplazamiento en

la direccion n!(™, la condicién de no-penetracion se expresa como:
[u,] <0 sobre D¢, (4.1.3)

siendo [u,] el salto en la fisura de la componente normal de u, esto es, [u,| =
u'-n!+u"-n". Puesto que si hay contacto, [u,] = 0 y si no lo hay, o, = 0, el

producto de ambos factores debe ser nulo sobre la grieta, verificandose:
onluy] =0 sobre T'¢o. (4.1.4)

Las ecuaciones (4.1.1)—(4.1.4) constituyen las condiciones de contacto de Sig-
norini sobre la grieta. Estas ecuaciones, junto con la ecuaciéon de equilibrio, la
ley constitutiva, las condiciones de contorno y las condiciones iniciales, definen

el problema modelo a resolver.

PROBLEMA (DPRG): Hallar en cada punto X = (X1, X5) € Q y en cada
instante t € [0,T] el campo de desplazamientos w(X,t) y el tensor o(X,t),
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verificando:
pou —Dive =0 en (Q, (4.1.5)
on =0 sobre 'y, (4.1.6)
u=u"" sobre Tp, (4.1.7)
u=0 sobreI, (4.1.8)
[on] =0; 0, <0 sobre I'c, (4.1.9)
or =0 sobre ¢, (4.1.10)
[up,] <0 sobre ¢, (4.1.11)
onlun) =0 sobre I'c, (4.1.12)
u(X,0) = up(X) en(, (4.1.13)
w(X,0) =u1(X) enQ, (4.1.14)

siendo uP® la condicion Dirichlet asociada a una onda de Rayleigh (3.2.66), y
siendo ug y wy el desplazamiento y la velocidad inicial, respectivamente, deri-
vadas del impulso inicial generado por la aplicacion del piezoeléctrico (3.7.5).
Para completar el sistema, se considera la ley de comportamiento de Hooke
definida en (3.1.6).

El Problema (DPRG) es un problema dinamico no lineal debido a las con-
diciones de contacto sobre la grieta. Para su resolucién numérica, seguiremos

una metodologia analoga a la presentada en los Capitulos 2 y 3.

4.1.2. Descomposiciéon del problema

Al igual que se ha mostrado en la Seccion 3.6, resolveremos el problema di-
namico descomponiéndolo en uno pseudoestatico con condiciones Dirichlet no
homogéneas y fuerzas de volumen nulas, y uno dindamico con condiciones de
contorno homogéneas y fuerzas de volumen no nulas.

Consideramos entonces la descomposicion u = u!” + u” definida en (3.6.1),
donde w es solucién del Problema (DPRG) y veremos a continuacién co-

mo influye la condicién de contacto en ella. Puesto que en el instante inicial
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los labios de la fisura estdan en contacto, vamos a considerar que la soluciéon
pseudoestatica u” verifica las condiciones de transmision habituales sobre las
componentes normales del desplazamiento y de los esfuerzos y que no tiene
esfuerzos cortantes en la fisura. En consecuencia, aplicaremos en el problema
dindmico las condiciones de contacto apropiadas para que la solucién w verifi-
que las condiciones de Signorini. Explicitamos a continuacion estas relaciones.
Descomponemos el dominio €2 en dos, construidos de forma que sean Lipschit-
zianos, prolongando la grieta con una recta en la direcciéon del vector tangente
en el vértice (ver Figura 4.1.2) y denotamos por €' el dominio a la izquier-
da de la fisura y 2" el dominio a la derecha. Esta descomposicion da lugar a
una frontera ficticia I'y comtn a Q' y " e interior a © donde se considera-
ran condiciones de transmision. Denotamos por I'' y I'" la frontera de ' y Q"

respectivamente. Se tienen las siguientes propiedades:

s Q= QUTy USY.

. Fl NI" = fH.
XA
l, ry i
P 1 X
CSS Cs 1
I 2
” QT F H r ]:Is
7 SO *.
FDS

Figura 4.1.2: Divisién del dominio bidimensional

Denotaremos por ") y 4" las restricciones de u” y u” a los dominios

Plr) v gTU) Jos tensores de tensiones asociados.

Q') respectivamente, y por o
La solucién pseudoestética u” sobre I'c se considera libre de friccién y con

contacto perfecto, esto es,

- [uP]=0 sobre T¢.
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- La condicién de transmision sobre los esfuerzos normales se escribe como

[0P] =0 sobre T¢.

- Como en la fisura se supone que la solucién pseudoestitica no presenta

esfuerzos transversales, o2 =0 sobre T¢.

Una vez fijadas las condiciones sobre u®’, se derivan las correspondientes con-

diciones sobre la grieta que debe verificar la parte dinamica u”:

» Para que o verifique (4.1.9) se tiene que cumplir que [0,] =0y o, < 0.
Puesto que 0,, = 07 + L y como [0F] = 0, se tiene que verificar que

[cf]=0 y (¢f +0F)<0 sobre T¢. (4.1.15)

» Como o7 = ok + ok, y ok =0, o verifica (4.1.10) si y s6lo si

or =0 sobre Tg. (4.1.16)

» Como el salto normal de u” es cero, i.e., [uf] = uf - n! + uf" - n" =0,

u verificara la condicion (4.1.11) si u” verifica:
[ul] <0 sobre T, (4.1.17)
ya que [uy] = [ug] + [uy].

» La condicién (4.1.12) se puede expresar en funcién de u’ y u” como
([uP] + [uI])(eF + o) = 0y, por tanto,

n n

[wl](of + 07y =0 sobre T¢. (4.1.18)

n

En consecuencia, hemos visto que para que la solucion (u, o) del Problema

(DPRG) verifique las condiciones de contacto, es suficiente pedir que u” y

u! sean solucién, respectivamente, de los dos problemas siguientes:
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A) PROBLEMA (DPRSG): Hallar (u”, o) verificando

Dive” =0 enQ, (4.1.19)

on =0 sobrely, (4.1.20)

u” = uP? sobre I'p, (4.1.21)

u” =0 sobre I}, (4.1.22)

Wl =0; [oF]=0 sobre T, (4.1.23)

of =0 sobreTg, (4.1.24)

u” =u’"; [efn] =0 sobre T'y, (4.1.25)

donde [ofn] = of'n! + af™n". Para completar el sistema se considera

la ley de comportamiento (3.1.6).
Dado el caracter lineal del Problema (DPRSG), y la expresion de la con-
dicion de contorno uP% dada por (3.2.66), el principio de superposicién

permite escribir su soluciéon como
u”(X,t) = u"(X) coswt + u"?(X) sen wt (4.1.26)

siendo u”?, i = 1, 2 la soluciéon de los problemas estaticos e indepen-
dientes siguientes:

PROBLEMA (DPRSG'): Hallar (u”*, o), i =1, 2 tales que:
( Dive" =0 en 9,
w (X1, Xo) = (t1(Xs) cos(kly), —t2(Xy) sen(kly))  sobre T'p,

w’? (X1, Xy) = (t1(Xy) sen(kly), t2(X5) cos(kly))  sobre T'p,

\ o’'n=0 sobre Ty,
(4.1.27)
junto con las condiciones (4.1.22)-(4.1.25) para cada (ur,a®), con

i=1, 2.

Obsérvese que, en el instante t = 0, u” y @4” toman los valores:
u”(X,0) = u(X); w"(X,0) =wu(X),

hecho que permite incorporar de forma natural el impulso generado por

el piezoeléctrico en el instante inicial.
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B) PROBLEMA (DPRDG): Dadas u”* soluciones de (DPRSG!) y u?

definida por (4.1.26), encontrar (u”, ™) verificando

por’ —Dive® = ppuwiu’  en Q, (4.1.28)

o'n =0 sobre Iy, (4.1.29)

u’ =0 sobre TpUTY, (4.1.30)

[0l =0; of < —0F sobre T¢, (4.1.31)

or =0 sobre g, (4.1.32)

[u’] <0 sobre D', (4.1.33)

(cF + oD ull =0 sobre Tg, (4.1.34)

u’(X,0) = uo(X) —u"(X) en X e, (4.1.35)
w'(X,0) = uy(X) —wu(X) en X €9, (4.1.36)

W] =u" —u'" =0; [6"n]=0 sobrely, (4.1.37)

Junto con la ley de comportamiento (3.1.6).

Como el Problema (DPRSG) es mas clésico, centraremos nuestro estudio en
el tratamiento de las condiciones de contacto del Problema (DPRDG) y su

discretizacion espacial y temporal.

4.1.3. Discretizaciéon en tiempo

Para calcular una aproximacion numérica de la solucién del problema dindmico
(DPRDG), discretizamos las ecuaciones en tiempo, y resolvemos un problema
quasi-estatico en cada instante de tiempo. En las siguientes secciones presen-
taremos la formulacion variacional de dichos problemas, que a continuacion se

discretizaran en espacio para su completa resolucion.

La discretizacion en tiempo se realiza siguiendo la misma metodologia utilizada
en el Capitulo 2, por medio de un método implicito de la familia de los métodos
de Newmark. Consideramos una particion regular del intervalo de tiempo [0, T
en 2/*! puntos igualmente espaciados:

T
to=0; t;=1t;_1+ At Atzﬁ,jzl,...,?.
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Los métodos de la familia Newmark consisten en usar las siguientes aproxima-
ciones de los desplazamientos y las velocidades:
Dados (u?)?, (u?), (u?) y (uT)7*!, calculamos
A A AP . ,
('Y = (u') + At(al ) + —=[(1=2p)(@") +26(a@" Y], (4.1.38)
(@) = (a") + A1 =)@’y + @)y, (4.1.39)

donde (u?)?, (4")?, y (@")? son las aproximaciones de u” (¢;), w” (¢;), y u” (¢;)
respectivamente. El método que nosotros consideraremos se corresponde con
tomar para 3 y v los valores:

1 1
6 - Za Y= 57
para los cuales el método es implicito e incondicionalmente estable como puede

(4.1.40)

verse en [49]. Asi, en cada instante de tiempo, ¢; resolvemos el problema:
PROBLEMA (DPRDGJ): Dadas u”® soluciones de (DPRSG'), u”(t;) de-

finida por (4.1.26), (u?)7=1, (4T) 71, y (u') 7, calculadas en el instante an-

I

terior, encontrar ((u?), (a®)) j =1,...,27 verificando

po(@”) — Div () = powu’(t;) en Q, (
(6TYn =0 sobre I'y, (
(u')Y =0 sobre IpUTY, (
(6] =0; (o) < —al(t;) sobre Te, (4.1.44
(oT) =0 sobre I'c, (
[(u)'] <0 sobre T, (
(o0 (8) + (o)) [(uy)'] = 0 sobre Tc, (
(

[(w")]=0; [(6")n]=0 sobre 'y,
Junto con la ley de comportamiento (3.1.6), y siendo

(u")(X) = ug(X) — u"(X) enX €, (4.1.49)

(@7)°(X) = u (X) — wu*(X) enX € Q. (4.1.50)

Notese que éste es un problema quasi-estatico, puesto que, en realidad, el
término (@”)? es una combinacion lineal de datos del instante anterior, j — 1,

y el desplazamiento del instante j como puede verse en la ecuacion (4.1.38). Sin

embargo, mantendremos la notacion (! )’ por simplicidad en la exposicion.



4.2. Marco funcional. 171

4.2. Marco funcional

Estableceremos ahora el marco funcional en el que consideraremos la formula-
cion variacional del Problema (DPRDGJ). Para ello introduciremos algunas
notaciones y los espacios de desplazamientos y tensiones admisibles. Denota-

remos por

Hl(Ql(’")) ={v = (v,1)" v, € Hl(Ql(’"))},

donde, como en toda la memoria, los indices griegos toman valores en el con-
junto {1,2}. Se define

HY(Q) = H'Y(Q) x HY(Q),
que, dotado de la norma producto

)1/2

H(’Ulavr)”Hl(Q) = (HUZH%F(QZ) + HUTH%-F(QT) )

es un espacio de Hilbert.

4.2.1. Espacios de desplazamientos

En primer lugar, introducimos el espacio de desplazamientos:
V ={v=(vv") € H(Q);v = 0 sobre I'p UT%; [v] = 0 sobre T'y;}, (4.2.1)

que es un subespacio de H'(Q).
Si anadimos al espacio V' la condiciéon de contacto (4.1.46), tenemos el subcon-

junto de desplazamientos admisibles:

Vaa = {v € V;[v,] <0 sobre I'c}, (4.2.2)

con [v,] =v' - nl+v"-n'".

4.2.2. Espacios de tensiones

Definimos el espacio de tensiones

r r I(r r (r) I(r
Xz<>:{7z<>:(7a53>) [LA(QIO)]1 7 aﬁ —T@(a)} (4.2.3)
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que, dotado con la norma
1/2
17| iy = </Ql< | L) ) dVX) 7 (4.2.4)

es un espacio de Hilbert.

Consideramos el subespacio de X!
E'"W = {710 ¢ X! Div (71) e [L2(Q!)]?}, (4.2.5)
que también es un espacio de Hilbert, con la norma
17 ey = 17" x100 + DIV (7] 2010 y2- (4.2.6)
Denotamos por E al espacio producto
E={r=(, 1) € E'x E"}, (4.2.7)

con la norma

1/2
I e = (7 1%+ I )

Puesto que los dominios Q' y Q" son Lipschitzianos, los resultados de teoria

de trazas expuestos en la Secciéon 2.1.1 son aplicables a cada uno de éstos.

4.2.3. Condiciones de contorno

Consideramos I'y C I', con 'y N T'¢ = ¢ y las aplicaciones de traza v y =

definidas en la Seccion 2.1.1. Sea sy € [L*(T'y)]?, entonces:

= Dado 7 € F, diremos que
[Tn] =0 sobre D'y
si para todo ¢ € HééQ(FH), se cumple

<mlrl g >p + <717, ¢ >pr=0.

» Dado 7 € F, diremos que

T™n = sy sobre 'y,
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si para todo ¢ = (@', ¢") € HééQ(FN NTY x H(l](/)2(FN NI7), se cumple

<alrl @ >p+ <a" T P" >Spe= / 80 PpdAx.

'n
» Dado 7 € E, diremos que
77 = 0 sobre ',

si se cumple

<mlrl ¢ >p+ <7, P" >pe= 0,
para todo ¢ € Hy (TL) x HY2 (T%,).
= Dado 7 € F, diremos que
7l =77 sobre I'g,

si para todo ¢ € Hyp*(I%) x Hyf (') tal que ¢ = ¢f = 0, [¢n] = 0

sobre I'¢, se cumple

<alrt ¢! >p+ <7, @7 >re= 0.

= Dado 7 € E, diremos que

T, < 0 sobre I'c,

si para todo ¢ € Hy) (') x Hy) (%) tal que ¢l = ¢} = 0, [¢,] <0

sobre ', se cumple

< 7Tl7'l, le >+ < 7TT’TT, d)r >pr> 0.

4.2.4. Espacio de tensiones admisibles

Teniendo en cuenta que las fuerzas de superficie consideradas en el Problema

(DPRDGJ) son nulas, definimos el espacio de tensiones admisibles F,q como:

Egy={r=(T"1)€E,1:=0,[r]=0y 7, +0’ <0sobre T'¢, (4.2.8)

[Tm] = 0 sobre 'y, 7n = 0 sobre 'y }.
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= Dados v € Vg y T € Eyq, tal que nf (1) € H"V2(T'y), [Tn] = 0 sobre

'y, diremos que

Tnlvn] = 0 débilmente sobre I'c,

si se cumple

<7(1),7'(v) >p + <7 (77),9" (v") >pe= 0.

4.3. Formulaciéon como imecuacion variacional

Como la formulacién variacional del Problema (DPRSG) es estandar y en la
Seccion 3.4 se realizé para un problema anélogo, sélo explicitaremos aqui la
del Problema (DPRDGJ), j > 1.

Obtendremos la formulacién para (u?)? partiendo de la ecuacion (4.1.41). Su-
pongamos que ((u”)?, (67)7) es una solucién regular de (DPRDGJ). Tomamos
una funcion test v = (v!,v") € V4 regular. Multiplicando (4.1.41) y (4.1.19)

por v, integrando sobre €2 y sumando ambas relaciones obtenemos:

/ po(u") - vdVy — / Div (a?)! - vdVx
Q Q

= / po(UQ'U,P(tj) . ’UdVX + / DiVO’P(t]‘) : ’UdVX.
Q Q

Esta igualdad variacional se puede expresar en funcién de integrales sobre 2!

y 2" como sigue:

/ po(ih) - vdVy — / Div (¢™)7 - v dVyx — / Div (") - v" dVy
Q Ql

T

= / p0w2up(tj) . ’UdVX +/ DiVO’Pl(tj) . ’Ul dVX +/ Div O'Pr(tj) -v" dVX
Q Ql

T
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Como los dominios Q' y Q" son Lipschitzianos por construcciéon, podemos apli-

car la formula de Green en cada uno de ellos, y obtenemos
/ po(uh) v dVy + / (™) e(v') dVx + / (a™") e(v") dVx
Q Ql
= / potdQUP(tj) v dVX — / O'Pl(tj> dVX / O' T) dVX
Q Qr

Ol

—I—/ (e™Yin! - vl dAx —l—/ (™Y in" - v"dAx
!

F’V‘

+/ ol (tj)n' v dAx + / o (t)n" - v dAx. (4.3.1)
I .
Ahora bien,
It =((TpuTH)NTHU Ty NI UL, ULy, (4.3.2)
I"=(Tpulp)NIMU@TyNTT)UTEL Uy (4.3.3)

Dado que (67)/n =0y o”(t;)n = 0 sobre 'y, en particular, se verifica
g = 0, " (t;)n!") = 0 sobre Ty N TH")
Ademés, como (%)7 = 0y ok (t;) = 0 sobre T'¢, se verifica que

oMl l) = T sobre T N T,

n

PO (t)n!0) ) = gPIO () ) sobre T NTH;

n

Finalmente, v = (v', v") es tal que

v'(" = 0 sobre (I'p UT%) N T,

Teniendo en cuenta las igualdades anteriores, podemos expresar la igualdad
(4.3.1) como

/po( ) ’UdVX + /( ) ZE(’U) dVX = / po&)Q’U,P(tj) . ’UdVX
Q Q
/O'P v)dVx —i—/ (ool dAx +/ (e™Yin! - vl dAx
I, 'y

Q

J o
/e

+

l
1—‘C

Ty dAX+/ (O'Tr)jn’"-v’”dAX—i-/ ol (t;)vl dAx
e

+ o’ n vdAX+/

T'e

O'TILDT(tj>U:ldAx+/ O'PT(tj>nr-’UrdAx.

Iy
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Teniendo en cuenta que [(¢1)7] = [oF(;)] = 0, es decir,

(@I =@V, v ol =ol"(t) sobre To,

y que [v] = 0 sobre 'y, podemos agrupar términos en la expresion anterior
del siguiente modo:

/po('le)j ~vdVx + /(O'T)j ce(v)dVx = / pow?u” (t;) - v dVy
Q Q Q

- [t ewave+ [ (Y + | ol aas

Te

—i—/r (e™in! 4+ (6™")n") - vdAx + /F (" (tj)n! + ™" (t;)n") - v dAx.

H

Como (a7)7 y o (t;) verifican (4.1.48) y (4.1.25) respectivamente, tenemos:

/ polil) - v dVy + / (oY : e(v) dVy = / pocul (t;) - v dVy
Q Q Q

- [o" ) e v+ [ (@) + ol ) dAx
Q

Te
Ademas, por (4.1.44), se tiene ((o})7 + ol’(t;)) < 0 y por hipotesis [v,] < 0
sobre I'c. Entonces:

APO(ﬂT)j'UdVX +/(UT)j ce(v) dVx

Q

> / pow’ul’(t;) - v dVy — / a®(t;) : e(v) dVx.
Q Q

Sean entonces (u?)? y (4!)" definidas con las condiciones iniciales (4.1.49)
y (4.1.50); se calcula la tension (o) utilizando la ley de comportamiento
(3.1.6) y la aceleracion (@) utilizando la ecuacion de equilibrio. Conocidos
(uT) =1 (a?)i=t (aT) =1y (67)7~!, se propone la siguiente formulacién va-
riacional del Problema (DPRDGI):

PROBLEMA (DPRDGVY): Hallar ((u?)?, (o)) tal que:

/po('ij,T)j ~vdVy + /(O‘T)j ce(v)dVx
Q

Q

> / pow?u” (t;) - vdVy — / a(t;) : e(v) dVy,
Q Q

para toda funcion test v = (v',v") € V4 y para todo instante t; = jAt, con

(a”)? relacionada con (u”)? a través de la ecuacion (4.1.38); ademds (a®)? se
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relaciona con (u') a través de la ley de comportamiento (3.1.6) y (u”)? debe
satisfacer las condiciones de contorno (4.1.43), (4.1.46), (4.1.48).
Calculado (u”)?, se utiliza de nuevo (4.1.38) para obtener (@!)’ y (4.1.39)

para calcular (u?)/.

Proposicion 4.3.1 Si (u)? € V y (1) € E verifican

/ po(it) v dVi+ /(T)j () dVy > / poc?u (L) v AV — / oP(t;) : e(v) dVy,
? N ? ? (4.3.4)
para todo v € Voq y si el par (uf'(t;), 0" (t;)) es solucion reqular del Problema
(DPRSGY), entonces (T)7 € E,q y se verifica (4.1.41) en el sentido de las

distribuciones.

Demostracion. Sea (T)7 € E verificando (4.3.4). Sea v € [D(Q)]? x [D(Q")]%.
Entonces v y —wv pertenecen al espacio V,4 y su valor en la frontera es cero.

Sustituyendo en la inecuacion y separando en dos dominios, se obtiene:

/ng(il)j-vdvx—l—/m(Tl)j:e(vl)dVX+/ (T7) : e(v") dVx

r

_/onwzuP@j).vde_/m o-Pl(tj):s(vl)dVX—/raPT(tj):a('vT)dVX.
(4.3.5)

Por la féormula de Green,

/ ('rl(”"))j : s(fvl(r)) dVy = — / Div (('rl(”"))j) ! qVy
Ql(r) Ql(r)

+ < O FO) ) S

PEro como v|pir) = 0, se tiene:

/(Ty'  e(v) dVy = —/ Div (7)) - v dVy.

Q Q

Aplicando esta igualdad a (4.3.5) y teniendo en cuenta que Div (a¥(¢;)) = 0,
se puede deducir que

po(@)? — Div (1)) = pow?ul(t;) en [D'(Q)]* x [D'(Q)). (4.3.6)
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Sea ahora ¢ € H(l)(/)Q(FH) y sea ¢ = (gz’)l,q;&r) su extension por cero a '),
Entonces existe v = (v!,v") € V,q tal que /) (v!(") = &' . Multiplicando
(4.3.6) y (4.1.19) por v, sumando y aplicando la féormula de Green se obtiene:

/ polit) - v dVy + / (7Y : e(v) dVi — / poul(t;) - v dVy
Q Q Q
n / oP(t;) s e(v) dVyx =< 7 (T, @ S+ < 7 (7Y, B o
Q
+ < wla'(ty), ¢ >+ <7l (t)), ¢ >pr (4.3.7)

Como se verifica la inecuacion (4.3.4) para v y —v, se deduce:
<77 Y, P >p + <7 (T, P >
+ < FZUPl(tj), &l >+ < WTUPT(tj), (Nbr >pr= 0. (438)

Ahora bien, ¥ (t;) es solucion regular de (DPRSGY) y ¢ es nula sobre (") \

I'y, entonces
<o (t;), ' >p + <7 (t;), ¢ >rr=0;

y por tanto, (4.3.8) permite concluir que (7)7 verifica [(7)’n] = 0 sobre I'y.
Consideramos ahora ¢ = (¢', ¢") € Héé2(FNﬂFl) X HééQ(FNﬂF’"). Repitiendo

el razonamiento del parrafo anterior, se demuestra que
<7V, @' >p + <7 (77, " >pe=0,
y entonces
(t)’n =0 sobre Ty.

Consideremos ahora ¢ = (@', ¢") € H%F/O%(FZC) X HlT/02O(FTC) sobre I'c. De modo

analogo a lo hecho anteriormente, podemos concluir que

(tr7)) =0 sobre [D¢. (4.3.9)

Del mismo modo, si tomamos una funcion ¢ = (¢', ¢") € H(l)(/)Q(FlC) X H(l)[/)Q(FTC)

tal que @ = ¢ = 0y [p,] = 0 sobre I'¢, obtenemos que

= (77 sobre T¢.

n



4.3. Formulacién como inecuacion variacional. 179

Sea ahora ¢ = (¢, ¢") € Hy)*(TL) x Hy)*(T%) tal que ¢ = ¢ = 0y

[¢n] < 0. Aplicando la formula de Green en (4.3.4) se tiene la inecuacion

/po(ﬂ,)j ~vdVy — / Div (1) - vdVx — / pow’ul’ (t;) - v dVy
Q Q Q
> — <al(th), ¢ >p — < (T, @ >

— < 7TIO'Pl<tj>, (}l > — < 7TTO'Pr<tj), (}r >pr,
Como hemos probado que 7T y wu verifican la ecuacion de equilibrio (4.3.6),
< 7l(rh), @ >p + < 7 (1T7), @ >r
> —< 7TlO'Pl<tj>,(z)l > — < 7TTO'PT<tj),(2)T >rr .

Entonces, teniendo en cuenta (4.1.24) y (4.3.9), resulta
77 +0b(t;) <0 sobre T¢.

Por lo tanto, 77 € Eq. O

Corolario 4.3.2 Si (1)) € E y (u)’ € V,q verifican

/on(ql)j (v — (w))dVyx + /(T)j ce(v — (u)?)dVx

Q

> /Q po?ul(t;) - (v — (w)) dVy — /Q oP(t) : e(v — (w))dVy, (4.3.10)

para todo v € V,q y si el par (uf(t;),o"(t;)) es solucion reqular del problema
(DPRSGY), entonces (u)? y ()7 verifican las ecuaciones (4.1.41)-(4.1.46) y
(4.1.48).

Demostracion. Es suficiente considerar en (4.3.10) como funciéon test v =

v+ (u)?, con v € V4 y aplicar la Proposicion 4.3.1. O

4.3.1. Problema variacional

Gracias al Corolario 4.3.2 proponemos la siguiente formulacion variacional del

problema dindmico discretizado en tiempo:
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PROBLEMA (DPRPVJ)Hallar (u”) € Vg y (67) € Eug, j = 1,...,2!

verificando para todo v € Vg

/onwTV (v — (u")) (") re(v— (u"))dVy

> /QpOwQuP(tj) (v — (u))dVx — / a’(t;) e(v — (u"))dVy, (4.3.11)

(u")(X) = up(X) —u"H(X) en Q, (4.3.12)
w (X) —wu(X) en Q, (4.3.13)

Q

o

+
D\

Junto con la ley de comportamiento (3.1.6) y con (u')’ relacionada con (u)?

a través de la ecuacion (4.1.58).

Proposicion 4.3.3 i ((u?)?, (67)7) es una solucion del problema variacional
(DPRPVI), entonces es solucion del problema continuo (DPRDGI) para todo

tiyj=1,...,2" en el sentido de las distribuciones.

Demostracion.  Si ((uT)?, (6T)?) es una solucion de (DPERPVY), por el Co-
rolario 4.3.2, (u’)?, (a™)? verifican las ecuaciones (4.1.41)—(4.1.46) y (4.1.48).
Es suficiente entonces, verificar (4.1.47), esto es, que (¢ + (o2)))[(ul)] = 0
sobre I'¢.

Tomamos v = 2(u’)’ y v = (u”)7/2 en (4.3.11), y obtenemos la igualdad:

[ty @y v+ [ @7y ety v

Q

= [ ) T v = [ o"(e) el P v

Q

Como (1) € E,qy (ul) € Vg, se verifica la formula de Green en cada

subdominio Q-

/ (TN (M) dVy = — / Div (¢")7.(u!") dV+ < 7O (g™ ) ()T >,
QiUr) QUr)
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y andlogamente para o (t;). Entonces:

/ pg(’i,lT)j . (uT)j dVX — / Div (O'T)j . (’U,T)j dVX = / p0w2up(tj) . (UT)j dVX
Q Q Q
— < 7™ (u) >p — <7 (™Y, (u'T) >

— < aof'(t), W™y >p — < 7"atT(ty), (WY >p

Puesto que se cumple la relacion (4.1.41), la igualdad anterior se reduce a:
<7 (a"(t;) + (™)), (W™ >p + < 7" (a7 () + (7)), (u'") >pe= 0,

lo que permite concluir que (o + (¢1)7)[u,] = 0 sobre T'¢c. O

4.4. Resolucidon numeérica

En esta seccion se considera una discretizacion del dominio y se plantea un
algoritmo para la resoluciéon numérica del problema de contacto similar al
considerado en el Capitulo 2, pero adaptado al contacto entre los labios de

una grieta.

4.4.1. Discretizaciéon en espacio

Sea 75, una triangulacion del conjunto bidimensional €2 compuesta por trian-
gulos, compatible con la particion de las fronteras T',, 7, y tal que 7, N Q!
y T, N Q" inducen una triangulacién sobre Q! y Q" respectivamente. Sea h el

méximo de los didmetros de los elementos de 7;,. Denotamos por
P={b;, 1<i<n}, (4.4.1)

el conjunto de vértices de la triangulaciéon, S, la malla de segmentos inducida
por 7}, sobre I'c v Z;, la inducida por 7, sobre I'y UT'p UT'},. Dada una arista
e de S, U Z;, denotamos por n, el vector normal unitario exterior a €2 en el

punto medio de e.
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Denotemos por S}ll(r) el conjunto de aristas inducido por 7; sobre el labio iz
quierdo (derecho) de la fisura. Como en la configuracion de referencia se supo-
nen ambos labios pegados, supondremos que los mallados S}, y S} son compa-
tibles de forma que las coordenadas de los vértices y los segmentos de ambas

(T), 1 < i < my las aristas de Fgr).

. . . . . l
discretizaciones coindiden. Denotamos por e,
La compatibilidad de ambas discretizaciones garantiza que para cada e! en I',,

existe un tnico e] en I'y, tales que sus extremos coinciden y ng = —n.r.
k2

k3

4.4.1.1. Espacios discretos.

Puesto que la discretizacion del problema (DPRSG) es bien conocida, nos
centraremos en la discretizacion de la formulacion variacional propuesta para
el problema (DPRDGJ), j > 1. De todos modos, para simplificar la notacion,
eliminamos el superindice T de las expresiones para (u’)’ y (o).

Para la discretizacion en espacio utilizaremos elementos finitos de Lagrange de

grado 1 y consideramos los siguientes espacios de desplazamientos:

Vi = {vn = (v}, v}) € [CO(Q)]? x [C°(Q)] o, € [Pu(Te)]?VTi € T,
v, =0 sobre I'pUI7, [v,] =0 sobre 'y}, (4.4.2)

y el subconjunto
Vad, = {vn € Vi /Uy -y + e -y <0, 1 <0 <y, (4.4.3)

donde P;(T}) denota el espacio de polinomios de grado menor o igual a i
definidos en T}, vy denota el valor de vy, restringido a la arista e en su punto
medio y my, es el nimero de segmentos en la frontera ', (que coincide con el
namero de segmentos en I'f, por construccion).

Las tensiones se aproximan en el espacio Ej, de tensores simétricos y constantes

por elemento:
By ={on; o, € [P(T)]", (0h)as = (0n)sa YTk € T}, (4.4.4)

con el producto escalar inducido por L2.

Las funciones de V}, estan caracterizadas por sus valores en los vértices de los
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tridngulos,
vn(X) =D wa(bi)ei(X),
i=1

donde ¢;(X) es la funcion continua en €2 y lineal sobre cada elemento, que vale
1 en b; y cero en los deméas nodos de la malla, 1 <7 < ny,.
Asimismo, los elementos de E), estan caracterizados por su valor en el baricen-
tro de cada tridngulo,
ah<X) = Z O h| Ty X Ty, (X)7
T€Th
donde x7, denota la funcion caracteristica del tridngulo Tj.

Finalmente, consideramos el operador:

En . Vh — Eh
vy — en(vn) =D g er €(ONT)XT

y denotamos por €} su operador adjunto.

4.4.1.2. Inecuacidén variacional discreta

Con esta notacion, el Problema (DPRPVY) se escribe en forma discreta como:
PROBLEMA (DPRPVI): Hallar ul € V,q, y o) € Ej, tales que:

/ poit] - (v, — ul) dVy + / o) en(vy —ul) dVx (4.4.5)
Q Q

> /onuﬂup(tj)h (vp, — ui) dVyx — /Q a'P(tj)h cen(vp — ufl) dVy, Yv, € Vo, ,
u) = (uo)p —upt,  wh) = (ur)p —wup? en Q, (4.4.6)
y verificando la ley de comportamiento

ol (u)) = Mrey(ul) + 2uen(ul), (4.4.7)
donde @] estd relacionada con (w)! a través de la ecuacion (4.1.38)
En (4.4.5), (4.4.6), uw](t;), of (t;), (wo)n, (w1)s, denotan la proyeccion sobre

los correspondientes espacios discretos del desplazamiento pseudoestatico, su

tension asociada, el desplazamiento y la velocidad inicial respectivamente.
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4.4.2. Tratamiento de las condiciones de contacto

En este apartado se utilizan argumentos de subdiferenciabilidad y teorfa de
operadores maximales mondétonos para presentar la metodologia numérica uti-
lizada para discretizar las condiciones de contacto. Referencias adecuadas acer-

ca de estos temas son, por ejemplo, [16, 75, 99|. Definimos el conjunto
Py, = {pn € L*('¢)/ Phjel € Po(e}), 1< < mn},
y denotamos por (), el subconjunto convexo:

Qn=A{pn € Pr/ ppet <0, 1 <i <my}.

Sea B el operador:
B: Vh — Ph
v, +—— B(v) = p,
definido como:

2l ! r r ! !
Phlel = Vgt Mt + Vhyjer Mer, Va1 € Sh

y B* su operador adjunto.
Sean Iy,, ¢ I, las funciones indicatrices de Viq, y @n respectivamente. Por

definicion de Iy, o, ¥ 1g, se tiene:
IVadh = ]Qh o B, (448)
y, de la regla de la cadena del célculo subdiferencial, se deduce:
I(Iv,,, )(vn) = B*(01g,)(B(vn)), Vvi € Vi, (4.4.9)

puesto que (Q1)° # ¢.

Proposicion 4.4.1 Dadas ufl € Vad, v afl € Ey, verifican
—poit] — &}(0]) + i, € B (010,)(B(ul), (4.4.10)

si y solo si son solucion de la inecuacion variacional (4.4.5), siendo Fy, el

elemento de V, definido por:

Fh(vh) :/powQuP(tj)h "UthX —/62(0’P(tj)h) - Vp dVX
Q Q
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Demostracion. Por definicion de e}, la inecuacion (4.4.5) se expresa como:

/Q poiil - (v — ul) dVy + / e(o) - (vn —ul) dVx

> / pow’u® (t;)n - (vn — uf) dVx — / en(oy (1)) - (vn —u}) dVx, Yoi, € Vag,.-
Q Q

Por definicion de la funciéon Iy,, , la inecuacion anterior se puede reescribir
como:

/Q poit], - (v, — ) Vi + / ei(ol) - (o — ud) dVx — Iy, (ul) + Iy, (un)

> / poc?ul () - (v — ) dVy — / &1 (P (t:)n) - (vn — ul) dVy Voo, € Vi,
Q Q

que, en notacion subdiferencial, es equivalente a:
—potey, — €;,(0,) + Fi € Oy, (wy).

Por la regla de la cadena (4.4.9), se concluye que esta relacion es equivalente
a:
—potiy, — €;,(03,) + Fi, € B*(01g, ) (B(uy,))-
O

Proposicion 4.4.2 Si ufl € Vid, v afl € Ej verifican la ecuacion (4.4.10)

entonces también cumplen que:

/ p(ﬂl{l cvp dVy + / O'i cep(vy) dVx +/ ’yCB(ufl)B('vh) dAx
Q Q

e
= Fh(vh) — /l p;ZB(’Uh) dAx, V’Uh € Vh,
1—‘C’

donde

1
L=

/\c 1— ACfYC

. 4 Bl A
Blul) + Mgl Iy, (m) ]

stendo Ilg, la proyeccion ortogonal sobre Qp, y A\e y 7. numeros reales positivos

tales que 0 < Aoy < 1. El reciproco también se verifica.

Demostracion.  Si uil € Vaa, v O'fl € Ej, verifican (4.4.10), entonces existe
Py € (01g,)(B(u))) tal que:

—poi, — (o)) + Fy = B (7). (4.4.11)
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Dado v, € R, 7. > 0, definimos el elemento de P,
= P — 1B(w) € (01g, ) (B(uj)), (4.4.12)

siendo (01g, )" el operador perturbado de 01y, de valor 7.
Puesto que el operador subdiferencial de la funcién indicatriz de un conjunto
convexo es maximal monoétono, por las propiedades de estos operadores se

tiene:
i, € (01g,)(B(u})) < pj, = (01,) (B(u3,) + Acpf,),

donde (9Ig,)) es la aproximacion de Yosida de pardmetro . del operador
(0Ig, ), siendo Ay. < 1.
Combinando (4.4.11) y (4.4.12), y utilizando la linealidad de B*, deducimos

—poit) — ;(0}) + Fi = B*(p},) + 7.B"(B(u})),
0, equivalentemente,

poit, + €4(07,) +7.B*(B(w)) = Fr — B*(p}).
Entonces:

/ poﬂfl cv dVy + / O'i ep(vy) dVx —i—/ WCB(ui)B(vh) dAx
Q Q I

C

= F(’Uh) — /l piLB(’Uh) dAx, V’Uh € Vh,
r

C

donde pfl = ((9]Qh)zcc(B(qu) + )\Cpfl).
Puesto que (0Ig, ), = If/l\_iQh, obtenemos que:

i1
Ph =3 1— Ao

4 ) B(u! g
B(“’%) + )\cpfl — I, (M) ]

El reciproco se demuestra facilmente teniendo en cuenta las propiedades de los

operadores subdiferenciales.

Tenemos que resolver entonces el siguiente problema variacional:
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PROBLEMA (DPRPV): Hallar w] € W?>(0,T;V,q,) y o, € WH(0,T; E),

j=1,...,2" wverificando:

/ poit], - vy dVx + / o) en(vy) dVyx + / v.B(u))B(vy)dAx  (4.4.13)
Q Q

1
1—‘C

= F(’Uh) — /I:l piB(’Uh) dAx, V’Uh € Vh,

C
_ 1 : - B(u},) + Acp
pil/ = )\_C B(ui) + )\cpib — HQh (1]1_—/\0%]1 , (4.4.14)
up = (wo)y —uy',  wp = (wy)y —wup”  en Q, (4.4.15)

Junto con la ley constitutiva (4.4.7) y con u?l relacionada con ufl a través de
la ecuacion (4.1.38).

Supongamos ahora que 7. = 0 y denotemos por

. ‘ 1
G (Blauh) + Aebf) = 1-

Bud) + M g, (B(l) + A ] |

Entonces, la formulacion variacional (4.4.13)—(4.4.14), para 7. = 0, toma la
forma

/onufz *Vp dVX + /S;O'ib . Eh(’Uh) dVX

= Fh('vh) - / piB('vh) dAx, Ywv, €V, (4416)
I'e

siendo pﬂ la solucion de la ecuacion no lineal
Py, = Gr.(B(u}) + Ap}). (4.4.17)

Para resolver la ecuacion (4.4.17) seguiremos el trabajo de P.Barral, C. Mo-
reno, P. Quintela y M.T. Sanchez [7|, quienes usan un método de Newton
generalizado basdndose en las propiedades Lipschitzianas de Gy, .

Para calcular una aproximacion de la solucion (ui, O'{L, pﬁb) en el instante ¢; se
utiliza un algoritmo iterativo a partir de los valores iniciales (uio, aflo, pflo),
calculando sucesivas aproximaciones (u{bk, aflk, p{lk) Para ello consideraremos

los siguientes conjuntos de aristas en la frontera:
et ={e € Si; Blujy) + Aeply, > 0}, (4.4.18)
T, ={e € Sk B(u),) + Al < 03, (4.4.19)
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los cuales aproximan la zona de contacto efectivo y su complementario en 'L,
respectivamente.
Denotando por s}, = B(ul,) + Aepl, ¥ pﬂk_l/Q = G, (s],_,) podemos aproxi-

mar p], como (ver [7]):

pj B 0, sobre Fscl;_l,
hk — ' j j sl
Phi_1j2 T (8he = Shy—1)/Ae,  sobre I .

Entonces, el multiplicador p], se aproxima por cero sobre Fscl;g_l y por

Phi = )\_B( i) T Phies

C

sobre ng;_l. Pero esta igualdad solo se obtiene si se verifica que

B(u),) = 0 sobre I

Asi, sobre Fscljﬁ_l no hay tensiones normales, y sobre Fsclf,g_l el desplazamiento
normal total debe ser nulo. Calcularemos entonces el multiplicador pj, sobre

Fsclj,;fl en dos pasos con el siguiente algoritmo:

Algoritmo en espacio

J J J J J .
» Dados (uj,_,,07, 1,Phe_1), calculamos (u;,, o7, ) tal que:

/ pouik *Up dVX + / U‘;Lk} . sh(vh) dVX

Q Q
=Fu(vn) Yo, € Vi, B(vs) =0 sobre I, |, (4.4.20)
B(u,) =0 sobre ¢t | (4.4.21)

junto con la ley constitutiva (4.4.7).
Puesto que la condicion (4.4.21) puede acoplar las componentes del des-
plazamiento, para imponer esta condicién usamos un método de penali-

zacion; asi la ecuacion (4.4.20) queda:

i . 1 .
/ potts, - vy dVy + / o}, €n(vy) dVX—I——/ . B(w;,)B(vy) dAx
Q Q rs!

€
Ck—1

:Fh('vh) Yo, € V},, (4.4.22)

donde € es un parametro positivo pequeno.
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= Conocidos (uj,,07,) vy dado que p}, = 0 sobre I'f", |, calculamos p},

sobre Féljc_l. Teniendo en cuenta la relacion (4.4.16) obtenemos que:

: 1 .
/ Pl Blup) dAy = / B(ul,)B(vy)dAx Yoy € Vi,
Ly € Jreh
(4.4.23)
de donde se deduce que podemos calcular pflk como:
: 1 .
Phie = EB(’u’gzk) (4.4.24)

4.4.2.1. Resolucién en aceleraciones

Consideramos ahora la resolucion de la ecuacion (4.4.22) en aceleraciones uti-
lizando las propiedades de la discretizacion en tiempo del método de Newmark
considerada. Se omite el subindice k para simplificar la notacion. La ecuacion

(4.4.22) se puede expresar en forma matricial como:
M) + (K +P)ul, =F), j=1,..,2" (4.4.25)

donde M es la matriz de masa, K la matriz de rigidez, P la matriz de pe-
nalizacion debida al término integral sobre I’Sclj;fl y F}, el vector de fuerzas
aplicadas. El vector de desplazamientos sera ui, uiL el de velocidades y uiL el
de aceleraciones relacionados entre ellos por las expresiones (4.1.38)—(4.1.39).
Las matrices M, K y P son simétricas. Ademéas, M es definida positiva, ya
que la densidad se supone constante y mayor que cero; K también es definida
positiva, puesto que los coeficientes de Lamé del material son positivos. La
implementacion se efectiia en aceleraciones, y para ello se llevan a cabo los

siguientes pasos:

» Definimos los predictores:

A A AN ,
@ =l + At + = (1= 2p)i, (4.4.26)

w =) + (1 - ) Ata, (4.4.27)

de donde se deduce que
w™ =t + pAalt (4.4.28)
W =) At (4.4.29)
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. AR S| .
= Sustituyendo los valores de uifr y uif en la ecuacion (4.4.25) para el
instante ¢;;, obtenemos la expresion de la aceleracion en funcioén de los

predictores:
(M 4 BAA(K 4+ P))w), ™ = F/™ — (K + P)a] ™. (4.4.30)

= Calculado &{L’Ll podemos calcular los desplazamientos y velocidades en

el paso j+1 usando las expresiones (4.4.28)—(4.4.29).

4.5. Resultados numeéricos

En esta seccion se presentan los resultados numéricos obtenidos para un ejem-
plo académico en el que los desplazamientos son discontinuos, asi como la
propagacion de ondas de Rayleigh sobre una placa con grieta, cuyos desplaza-

mientos se compararan con los resultados obtenidos en el capitulo anterior.

4.5.1. Test discontinuo

Probamos a continuaciéon el algoritmo para un caso discontinuo que presenta
contacto en una parte de la grieta. Las dimensiones de la placa en este caso
seran

Iy =20m, [y=16m, (4.5.1)

y supondremos, como antes, que la frontera I' esta dividida en I' = I'p UT%, U
[ UT y Uy segiin las condiciones de contorno que se imponen en cada zona.

A continuacién describimos cada una de ellas.

= La grieta sera el segmento
I'e={x=(z,y);x=20/3,-2 <y <0},
denotando por (g, yo) las coordenadas del vértice de la grieta, i.e., (g, yo) =
(20/3, —2).
Las condiciones de contorno que consideraremos sobre la grieta, I'¢, son

las siguientes:
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e Condicién de no interpenetracion
[un] < 0.

e Continuidad en los esfuerzos normales

e Esfuerzos normales de presion

o, < 0.
e Esfuerzos cortantes conocidos

or = h,

donde h viene dada por

hl — 0 ) S Yo,
—2u(y — vo)ez Y > Yo,

0 y§y07
h" =19 wy—wlex yo<y<wo+1,
ez y>yo+ 1

donde e; denota el i-ésimo vector de la base canoénica de R?.

e Se pide también la condicion:
onlu,) = 0.
= Ademaés, en la frontera
PyUTy ={zxcd0<z<l,y=0tU{xcdr=10,—l <y<O0},

consideraremos esfuerzos conocidos on = s, sobre I'y y on = sj sobre

I}y siendo
—2u(y —yo)er x < o,
Sy = para y = 0.
— ey T > X,
0 Yy < Yo,
so=94 —uly—vo)es yo<y<wy+1, paraz=I[.

—pHes y>1yo+ 1,
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= ['p representa la parte de frontera restante, formada por
I'p=T\Tyul'yule)),

y donde se suponen los desplazamientos siguientes:

0 Yy S Yo,
u(z,y) = u(z,y) = { (e 1oy
- — Y90 1 0-

Con estas condiciones de contorno, el problema a resolver es el siguiente

—Dive =b, en Q, (4.5.2)
on = sy sobre 'y, (4.5.3)
on =s; sobre I}y, (4.5.4)
u(z,y) = uP(z,y) sobre I'pUTY), (4.5.5)
[u,] <0 sobre I'g, (4.5.6)
or =h sobre I'g, (4.5.7)
0] =0, 0, <0 sobreI'c, (4.5.8)
onlu,) =0, sobre I'¢, (4.5.9)
donde
0 Yy < Yo, Vu,
2pe, Y>Y, == To,

by =
per Yo <y<wy +1, x>,

0 y>yo+1, x> x.

La solucion del problema planteado es:

l 0 Yy S Yo,
u' = )
—(y —wo)’er y > o,

) S Yo,
u' = — ol Yo <y <wo+1,
(—(y—w)*+1/2)er  y>wyo+1,

donde u! es la soluciéon para z < x y u” es la solucion para x > xg.
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Figura 4.5.1: Soluciéon aproximada sobre la configuracién deformada

Para este desplazamiento, el tensor de tensiones calculado a partir de la ley de
Hooke (3.1.6) viene dado por:

Sl?JS?Jo,U:O

Paray >y v < z9

0l=—2u(y—yo)<(1) é)

Parayo <y <yo+1ly x>z

G’”——u(y—yo)<(1) ;)

Paray > yo+ 1y x > xo

. 01
o'=—u Lo |

Es claro que para o asi definida se cumple que

I _ r
o, =0, sobre I'c.
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Figura 4.5.3: Tension en zy sobre la configuracién de referencia y norma Von Mises de las

tensiones

Veremos ahora que 0, = ¢/, = o7 < 0. Como n = (1,0,0)" sobre I'L, 7, =

on -n = oy, entonces o, = 0y, por tanto, trivialmente,
o, <0 sobre T'c.

Vamos a probar que o = h. Por definiciéon o1 = on — o,n y, por tanto,
011
or = 012 =h sobre I'¢.

013

Para las pruebas consideramos una malla de 4445 nodos y 8500 elementos. Al

igual que en el caso continuo, se utilizaron también distintos valores para el
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€ error relativo en L? | error absoluto en grieta | iteracion
1.E-03 0.0032 0.0015 3
1.E-10 0.0032 0.0015 5
1.E-20 0.0032 0.0015 17
1.E-30 0.0032 0.0015 10

Tabla 4.5.1: Errores para el test para distintos valores del parametro de pena-

lizacién

parametro € de penalizacion (ver tabla 4.5.1). Como se puede ver, los errores
cometidos en la aproximaciéon no cambian al variar el € de la penalizacién,
pero si hay diferencia en el numero de iteraciones necesarias para obtener
convergencia.

La solucién aproximada obtenida se puede ver en la figura 4.5.1 y las distintas
componentes de las tensiones y su norma Von Mises, en las Figuras 4.5.2 y
4.5.3.

4.5.2. Simulacién numérica de la propagacién de una on-

da de Rayleigh en una placa con grieta.

En esta seccion consideramos un sélido acotado B cuyo interior es un dominio,
2, de la forma Q = Q,x|0, l5], siendo Q; = (7/4, 7/4+0.026) x (—0.02, 0) con un
defecto superficial en X; = 7/4 + 0.0087 de profundidad 0.0025 m. Simulamos
el comportamiento de la onda de Rayleigh con el algoritmo propuesto en las
secciones anteriores para uno o varios ciclos de onda. La frontera I'p = [X; =
7/4] se somete a excitacion por medio de la onda de Rayleigh (3.2.66), y la
frontera '}, = [ X3 = —0.02] esta fija.

Las restantes fronteras se suponen libres de esfuerzos. Como en la Seccion
3.7.2.2, las condiciones iniciales se corresponden con el impulso dado por la
soluciéon pseudoestatica. La malla considerada es mas fina en la superficie y

cerca de la grieta para tener en cuenta las singularidades y la propagacion de
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x 107
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0.79 0.795 08 0.805 0.81

Figura 4.5.4: Malla para la placa con grieta.

displ displ
3304e-004 3.304e-004

2.478¢-004 2.478¢-004
1.652¢-004 1.652¢-004

8.261e-005 8.261e-005

0.000e+000 0.000e+000

Figura 4.5.5: Propagacion de un ciclo de onda de Rayleigh antes y después de alcanzar la

grieta

la onda (ver Figura 4.5.4).

En la Figura 4.5.5 se muestra la simulaciéon correspondiente a la propagacion
de un ciclo antes de sobrepasar la grieta y una vez que la onda ha superado la
grieta y es visible el efecto de la refraccion. En la Figura 4.5.6 podemos ver el
desplazamiento de multiples ciclos de una onda de Rayleigh en una placa con

grieta y un zoom sobre la regiéon més cercana a la grieta.

Finalmente, realizamos la comparacion de la propagacion de un tren de ondas

de Rayleigh en una placa con grieta con la expresion tedrica de la onda de
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displ displ
6.176e-004 6.176e-004
4.632e-004 4.632e-004
3.088e-004 3.088e-004
1.544e-004 15442004
0.000e+000 0.000e+000

Figura 4.5.6: Propagacion varios ciclos de una onda de Rayleigh

x 10" nodo 6350; m 40-40; coord(0.0035,-0.0013); dt=2.5e-09.

Figura 4.5.7: Trayectorias de un punto cerca de la superficie

Rayleigh. Asi, en la Figura 4.5.7 se muestran las trayectorias asociadas a un
punto cercano a la grieta en los tres casos siguientes; en azul se muestra la
trayectoria tedrica correspondiente a la propagacion de una onda de Rayleigh
sobre un cuerpo plano sin defectos, en verde la trayectoria obtenida en la
simulacion de la onda en una placa sin grieta, como se mostro en la Figura
3.7.3 y en rojo la trayectoria obtenida en la simulaciéon de la propagacion en

una onda con grieta.

La comparaciéon en dos instantes de tiempo de los desplazamientos sobre la
superficie de la placa puede verse en las Figuras 4.5.8 y 4.5.9. En la primera se
muestran los desplazamientos en el instante ¢ = 1.6EE—6's, antes de que la onda
alcance la grieta, situada en la abscisa z = 0.7942. Puede verse que los ciclos
generados aproximan los de la onda de Rayleigh teérica y que los puntos de

mayor abscisa que la grieta estan en reposo. La segunda imagen corresponde
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' —Rayleigh
1 --FEM

0.79 0.795 0.8 0.805 0.81

Figura 4.5.8: Desplazamientos sobre la superficie de la placa en el instante t = 1.6E—6s.

' . —Rayleigh|
T H --FEM

-
-
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I
0.79 0.795 0.8 0.805 0.81

Figura 4.5.9: Desplazamientos sobre la superficie de la placa en el instante t = 6.E — 6s.

al instante ¢ = 6.E — 6s cuando la onda ya ha sobrepasado la grieta. Puede
apreciarse claramente la disminucién de la amplitud en la onda transmitida,
y como la onda reflejada se acopla con la incidente, dando lugar a ciclos de

distintas amplitudes en puntos situados antes de la grieta.



Capitulo 5

Mecanica de Fractura

Tradicionalmente, en el diseno estructural se utilizaban dos conceptos para
prevenir el colapso de una estructura: la tension prevista para la estructura
y la resistencia mecénica de los materiales que la conforman. Un material se
suponia adecuado si su resistencia mecanica era mayor que las tensiones que
se esperaba sufriese la estructura, incorporando por supuesto un factor de se-
guridad. Con el desarrollo de la mecénica de la fractura se incorporan otros
conceptos al estudio, en particular, el tamano de los defectos, y la tenacidad
de fractura, que mide la resistencia a la propagacion de grietas. También se
establecen criterios de crecimiento de grietas, tanto energéticos como locales y
se estudian métodos para determinar en qué direcciéon se produce la propaga-
cion de una grieta.

En este capitulo realizaremos un repaso de algunos de estos conceptos de meca-
nica de la fractura, como son los modos de ruptura o los factores de intensidad
de esfuerzos, asi como algunos criterios de crecimiento de grietas. Se obtendran
los potenciales que permiten calcular la expresion asintotica de las tensiones
en el vértice de una grieta en propagacion, y como caso particular se deducira
la expresion asintotica de los desplazamientos y las tensiones en el vértice de

una grieta estacionaria.

199
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5.1. Conceptos fundamentales en fractura

En esta seccion expondremos varios conceptos relacionados con la fractura
de materiales, realizaremos un repaso de los tipos de fractura, las causas mas
comunes de los fallos estructurales y los distintos enfoques a la hora de estudiar
la fractura de materiales.

En primer lugar, distinguimos dos tipos de fractura, que conlleva la clasificacion
de los materiales en dos grupos, en funcién de las caracteristicas tipicas de su

fallo:

s Fractura frdgil: es el tipo de fractura que presentan los materiales ceré-

micos, vidrios o metales a bajas temperaturas, y se caracteriza por:

e El comportamiento plastico es practicamente inexistente antes del
fallo.

e Las dos caras de la superficie fracturada encajan perfectamente des-

pués de producirse la fractura.

e La fractura puede ser concoidea, si no sigue un plano de separa-
cion, o una exfoliacion, que se produce a lo largo de ciertos planos

cristalograficos.

= Fractura dictil: presente en metales o polimeros a altas temperaturas, se
caracteriza por:
e La curva de comportamiento plastico es larga antes de la ruptura.

e Hay evidencias antes de la ruptura de un estrechamiento de la mues-

tra del material.
e Las superficies de fractura no encajan bien después de la ruptura.

e La superficie fracturada es rugosa e incluye pequenas cavidades.
El analisis de fractura puede realizarse de varios modos:

= Fstatico, si se estudia la singularidad del tensor de tensiones.
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= Quasi-estdtico, si se pretende analizar la propagacion de grietas. Una
grieta sera estable si requiere més energia para propagarse, en cambio,
si la propagacion ocurre hasta el fallo completo, sin carga adicional, la

grieta sera inestable.

= Dindmico, si se consideran problemas con altas velocidades, problemas

de impacto, etc.
El colapso de un material puede producirse por diversas causas:

» La fatiga: fenémeno por el cual la rotura de los materiales sometidos a
cargas dinamicas ciclicas se produce ante cargas inferiores a las cargas

estaticas que producirian la rotura.

» Debilitamiento ambiental: el fallo prematuro del material se produce de-
bido a efectos ambientales como la humedad, las altas temperaturas, o

la presencia de agentes corrosivos.

= Defectos microestructurales en materiales dictiles: este tipo de fractura

se estudia mediante modelos de dano.

» Crecimiento de defectos macroscopicos como grietas. En este caso se estu-
dia el comportamiento de las grietas, criterios de estabilidad, crecimiento

y resistencia a la propagacion.

En este capitulo nos centraremos en el estudio quasi-estatico de defectos ma-
croscopicos, realizaremos un repaso general de varios criterios de propagacion

y resolveremos algin caso particular.

5.2. Modos de ruptura

Una grieta se produce por la separacion irreversible de un medio continuo en
dos partes, lo que introduce una discontinuidad en el campo de desplazamien-

tos. Las dos nuevas superficies que aparecen durante la formacion de una grieta
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se denominan labios; la intersecciéon de los dos labios constituye el vértice de
la grieta, también llamado tip. Los posibles movimientos de los labios de una

grieta son la combinaciéon de tres modos independientes:

= El modo I: modo de apertura, corresponde al modo normal de separa-
cion de las caras de la grieta bajo la accion de tensiones en la direccion
normal a la grieta. Origina desplazamientos de los labios también per-

pendiculares al plano de la grieta.

» El modo II: modo de cizallamiento plano o deslizamiento, se correspon-
de al desplazamiento de los labios bajo la accién de tensiones de corte
paralelas al plano de la grieta y perpendiculares a su frente. Origina

desplazamientos en la misma direccion

= El modo III: modo de cizallamiento antiplano o rasgadura, se produce
por deslizamiento y cizalladura de los labios de la fisura, en una direccion

paralela al frente de grieta.

Los desplazamientos correspondientes a cada uno de los tres modos pueden
verse en la Figura 5.2.1. La presencia de varios de estos modos simultdneamente

da lugar a un modo mixto.

Modo | Modo Il Modo Il

Figura 5.2.1: Modos de desplazamiento

En la Seccién 5.5 calcularemos las expresiones asintoticas de las tensiones cerca
del vértice y los desplazamientos asociados correspondientes a los Modos I y
IT.
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5.3. Factores de intensidad de esfuerzos

En las siguientes secciones, salvo que se diga lo contrario, estudiaremos proble-

mas estaticos, es decir, con velocidad @ nula. Vamos a considerar en primer

Figura 5.3.1: Placa con grieta

lugar una aproximacion local a la mecanica de la fractura. Supondremos que el
s6lido elastico es una estructura plana, de espesor l3, conteniendo una grieta.
Consideremos los ejes de coordenadas cartesianas, con origen en el vértice de
la fisura, y de modo que el eje OX; es una prolongacion de la tangente a la
fisura en el vértice y el eje O X5 perpendicular a la misma (ver Figura 5.3.1). La
energia elastica de una porciéon de volumen V', escrita en coordenadas polares

centradas en el vértice de la grieta, es:

]i(u):%/vo-:s(u)cﬂ/:%/Algraze(u)drdﬁ, (5.3.1)

siendo A la superficie correspondiente a los dos labios de la grieta, cuya area
es 2als para una grieta de longitud a en un s6lido de espesor l3. Puesto que
I; debe permanecer finita cuando el volumen tiende a cero, la singularidad del
producto o : € (u) debe ser a lo sumo 1/r. En efecto, para materiales elasticos
lineales, en los que existe una relacion lineal entre el tensor de deformacion y

el de tensiones, puede demostrarse que:

ol =0 () illel =0 () (532)
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mientras que el campo de desplazamientos no es singular:

lull = O (V7). (5.3.3)

Se definen los factores de intensidad de esfuerzos (SIF, por sus siglas en inglés)

correspondientes a los modos I, [I y I1I como:

K= ll’r% V2mrog(r,0); K = HIT(l) V2mroya(r,0); Ky = h'r% V2mrogs(r,0).
(5.3.4)

En 1957, Irwin [52] demostré que para un material elastico lineal, el primer
término del desarrollo asintético del tensor de tensiones en el vértice de la
grieta se comporta siempre del mismo modo para cada configuracion fisura-
da, dependiendo s6lo del modo de fractura considerada, modificandose sélo la
magnitud de los coeficientes; este primer término es conocido y es directamente

proporcional a los factores de intensidad de esfuerzos Ky, Kir v Kypg -

1
oy = K;j—f(0),
N T
1
gy = ijg;’j @), J=1,1I,1II,

donde []7 y g;-]j son funciones adimensionales que representan la variacién an-
gular de cada una de las componentes de la tension cerca del tip. Son funcio-
nes universales, independientes de la configuracion del cuerpo, de las fuerzas

aplicadas y de las constantes elasticas. Ademas, se normalizan de modo que
1,‘;(0) =1
Obsérvese que estos factores tienen como unidades Nm=%/2 6 Pay/m. La pri-
mera interpretacion de los factores de intensidad de tensiones es la de ser unos
cuantificadores de la intensidad de los campos elasticos en el vértice de la grie-
ta. Las expresiones de K7y K;; se deducen al considerar los modos de ruptura
I y IT correspondientes a problemas de elasticidad plana. Otra interpretacion
de los factores de intensidad es la que se obtiene a través de los desplazamien-
tos relativos entre los labios superior e inferior de la grieta (0 = 7y 6 =)
siendo bien conocido que los SIF son directamente proporcionales a las discon-

tinuidades de las componentes u; y us del desplazamiento correspondiente a
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los modos de ruptura I y II:

] = rm) = (=) = [ 22 (L),
] = wa(rom) = =) = 3= (1),

donde k es conocida como la constante de Kolsov y toma el valor

k=3—4v,
en deformaciones planas, y
3—v
K =
14+v’

en tensiones planas.

Por tanto, cada uno de los factores de intensidad de tensiones representa tam-
bién una medida de la discontinuidad de los desplazamientos entre los labios
de la grieta para el modo correspondiente.

Ademas, los factores de intensidad de tensiones caracterizan completamente el
estado local del material en los alrededores de la punta de la grieta. Sus valo-
res dependeran de las solicitaciones impuestas, de la geometria del sélido y del
tamano de la grieta. Por esto, es razonable considerar estos pardmetros como
parametros de fractura, es decir, la grieta se propagaré cuando los factores de
intensidad de tensiones verifiquen una cierta condiciéon critica. Si se considera
el caso particular del modo I puro, este criterio establece que la grieta progresa
cuando K; > K¢, donde K;¢ es una propiedad caracteristica del material:
factor de intensidad critico para la aparicion de fractura; este factor de in-
tensidad critico se conoce como tenacidad a la fractura del solido. Se puede
considerar también una situaciéon més compleja de modos mixtos, en la que
los modos I, IT y III actien simultaneamente. En este caso, la condicion de
propagaciéon se obtendra cuando una combinacion de K, K;; y Ky alcance

un determinado valor critico.

5.4. Criterios energéticos de fractura

La propagacion de una fisura es un fenémeno de disipacién energética. Desde

este punto de vista, podremos encontrar criterios de fractura globales atendi-
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endo al comportamiento energético global.

La hipoétesis de comportamiento elastico significa que el tensor de tensiones es
funcion solo del tensor de deformacion a través de la ley de Hooke (1.6.11),
y, tal como se vio en la Secciéon 1.6.1, la densidad de energia de deformacion
elastica es:

o(u)=-0:e(u); o= O (5.4.1)

2 (%ij '

Una consecuencia de esta hipotesis es que se puede definir una energia elastica
potencial de deformacion debida a las tensiones y deformaciones internas como:

1
I (u) = / o (u) dVx = 3 / o:¢e(u) dVy. (5.4.2)
Q Q

Consideremos un cuerpo elastico B, cuyo interior es un dominio, €2, sometido a
una densidad de fuerza por unidad de volumen by. Consideramos 0B = I' pUl

de manera que los desplazamientos estan impuestos en I'p y los esfuerzos sg

estan prescritos en I'y. Se define la energia total de un medio elastico como:

I(uw) = IL(u)—T.(u)
= 1/a:.r-:('u,) dVX—/bo-udVX—/ So-udAx,

2 Jq Q I'n
donde T, (u) es la energia potencial de las fuerzas externas o trabajo de estas
fuerzas.
Si el cuerpo tiene una grieta de longitud a, el desplazamiento cambiara con
la longitud de la grieta, y por tanto, la energia se puede considerar funciéon
de esta longitud. En lo que sigue omitiremos la dependencia de a en aquellos

casos en los que no haya lugar a confusion.

Supongamos que una grieta de longitud a, avanza una cantidad da. El principio
del minimo de energia potencial requiere que I (u(a + da)) < I (u(a)), ya que
el desplazamiento de la primera grieta también es admisible para el problema

con la grieta extendida.

Definicion 5.4.1 Se define la energia de Griffith como:

_dl (u)

G = da

(5.4.3)
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De esta forma, G representa la energia liberada durante una propagacion uni-
dad de la grieta; sus unidades son J/m? = N/m, energfa por unidad de area.
La propagacion de la grieta conlleva disipacion de energia; una pequena canti-
dad de energia es requerida para crear dos superficies nuevas (2 veces la energia
superficial por unidad de area de avance de la grieta,,). La grieta crecera sélo
si la velocidad de cambio de la energia potencial es suficiente para dar esta
energia. Esto lleva a un criterio de fractura: El valor calculado de G puede
compararse con el valor critico caracteristico de cada material G¢ llamado
resistencia a la fractura. Hay propagacion de la grieta si la energia liberada
es igual a la energia correspondiente a la creacion de dos superficies libres:

G = G¢ = 27,. Para materiales no fragiles, G¢ es mucho mayor que 2+;.

Proposicién 5.4.2 Se verifica la siguiente relacion entre Gy los factores de
intensidad de esfuerzos:
_ Ki+Kj n Kir

G
£ 20

, (5.4.4)

siendo E' = E para tensiones planas, E' = E/(1 — v*) para deformaciones

planas y v el modulo de cortadura también llamado pardmetro de Lamé. [

Puede comprobarse que la tenacidad a la fractura se relaciona con la resistencia

a la fractura por la relacion:

(5.4.5)

para deformaciones planas.

Desafortunadamente G- es a menudo conocido como tenacidad a la fractura
del solido, igual que K¢ ; aunque fijandose en las unidades puede distinguirse

a cual de los dos se refiere, a menudo esto crea confusion.

En la implementaciéon numérica, se toma:

I (u(a+da))—I(u(a))
l3(5a '

Las ventajas de este criterio son que es facil de implementar y que no necesita

G~ — (5.4.6)

un software especifico de fractura; entre las desventajas esta que es muy dificil
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calcular una buena aproximaciéon y que necesita dos simulaciones mecanicas

completas.

5.4.1. Relaciéon entre la J-integral y la energia de Griffith.

A continuacién, relacionaremos la J-integral obtenida en el Capitulo 1 para
materiales de Hooke con la energia de Griffith. Para ello, en primer lugar,
consideraremos la J-integral en el caso estatico, esto es, 4 = 0; probaremos
que J es independiente del camino elegido para la integraciéon y, por tanto,
puede transformarse en una integral de volumen, y analizaremos la eleccion
del volumen méas adecuado. Finalmente, obtendremos una expresiéon para la
energia de Griffith, G en un caso general, y veremos que, en particular, cuando
las fuerzas de volumen y superficie son nulas, se corresponde con la expresion
de la J-integral.

Por simplicidad, supondremos que el problema es plano y consideraremos que
la grieta es recta y paralela al eje OX, por lo que el vector tangente en el vértice
de la grieta es de la forma ¢ = (1,0). En estas condiciones, la expresion de la

J-integral (1.6.19) toma la forma:
J= ¢ {s(o:e+pluf)ni —on- 1} dAx, (5.4.7)

siendo m = (ny,ns) el vector normal exterior a la curva de integracion.

Ademés, si u = 0,

| 0
J = jip{i(a e o S} dAy. (5.4.8)

Proposicion 5.4.3 Supongamos una grieta recta. Si los labios de la grieta se
suponen descargados, las fuerzas de volumen son nulas, y 4 = 0, la J-integral
(5.4.8) es independiente del camino de integracion elegido, siempre que se elija
un contorno que comience en el labio inferior de la grieta y termine en el labio

SUuperior.

Demostracion. Consideramos cualquier contorno I' cumpliendo estas condi-

ciones, como los representados en la Figura 5.4.1. Si se denota por Jy y J a las
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integrales sobre los contornos I'y y I', respectivamente, se tiene que:

1 ou
JO_J_é/I;0<O-.€<u))n1dAX_/1;00-n.a_)(ldAX
1 ou

En consecuencia,

Figura 5.4.1: Caminos de integracion

1 ou
J—J:/ (—a:eu n—an-—)dA, 5.4.10
o=d= [ (Glere@m—on g ) aa Gat0)

ya que al ser la grieta recta, n; es nulo sobre los labios de la grieta, y éstos
se suponen libres de tensiones. Aplicando el teorema de Gauss y teniendo
en cuenta la simetria del tensor de tensiones, su expresiéon en términos del
gradiente de deformacion y las ecuaciones de equilibrio correspondientes a

fuerzas de volumen nulas, se obtiene:

_ 10(o :e(u)) 0 u;
fo—J = /R(z ox;  ox; \"ox, aVx

0 0 Ou;
= /R(<O' . 6_)(18 (U)) —O'ija—)(jaXl) dVX —O,

siendo R la region encerrada entre las curvas I' y I'y. Esto demuestra que J

es independiente del camino de integracion elegido, siempre que vaya desde el

labio inferior hasta el labio superior, rodeando el vértice de la grieta. O
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Proposicion 5.4.4 En ausencia de fuerzas de volumen, si la grieta es recta,

la velocidad w nula, y suponiendo los labios de la grieta libres, se verifica:

_dl (u)

J=G=
da

(5.4.11)

Demostracion. Supongamos que el cuerpo tiene una fisura de longitud a y
que esté en equilibrio. Consideremos 7', un volumen de control tip de frontera

I'. Si la fisura crece una longitud da, en la frontera Dirichlet se verifica:

Z—Z = 0 sobre I'p. (5.4.12)

Ademas, en W = Q \ ¥ se verifica
/ o:e(v)dVx = / by - vdVx —|—/ ony - vdAx, (5.4.13)
w % aw

para todo campo de vectores test v regular y donde nyy, es el vector normal

exterior a W.

Dado que
dl (u) 1 [d(o:e(u)) du du
=— [ ————2dVx — [ by —dVx — — dA
da Q/Q da Vx /Q " da Vx /FN 507 g X

d d d
:/a:e(—“) de—/b0~—“de—/ s0- B qAy.
Q dCL Q da/ Ty da

Descomponiendo las integrales en ) como integrales en 7" y W y considerando

du

U=

en (5.4.13) obtenemos

dl (u) 1 [ d(o:e(u)) / du
=— | ————dVx— | by- —dV.
da 2/,/ da X v O da ¥

d d
—/ So'—udAx+/ O"I’LW-—udAX.
'y da oW da

Dado que sobre 0% N W, nyy = —n denotaremos:

dly(u) 1 [ d(o:e(u)) / du / du
da = B /7/ da dVX y bg da dVX . on da dAX
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Para efectuar esta derivacion, es conveniente utilizar un sistema de coordenadas

movil (z;y) con origen en el vértice de la grieta y que se desplaza con ella. Para

una propagacion de la grieta en su propio plano, tenemos
r = Xi—a
y = X

y, por tanto,

d o 00dr 0 0 0 0

da =90 0rda 0a Or da 0%y (54.14)
Entonces podemos escribir:
dl (w) 1 Jd(o:e(u)) J(o:e(u)) / ou Ou
da 2 fy < da 0X, dVx y % | Ba 0X, dAx
ou  Ou

Como la energia de deformacion es funcion del tamano de la grieta, a, exclu-

sivamente a través de las deformaciones:

d(o:e(u) Oe(u) 0 (Ou;\ 0 [0y
da 7 Taa e \ox,) T ax, \da

) . (5.4.16)

Aplicando el teorema de Gauss, y teniendo en cuenta el equilibrio de fuerzas:

1 [ 0(o:e(u)) B / 0 (0ou
2 L ga Vx= ) %igx \aa ) Wx
== / 9,7 9a /W % (a—) aVx

ou ou;
— L P i A
/f/bo 9a dVX + /any 045N (aa) d X

Llevando este resultado a la ecuacion (5.4.15), teniendo en cuenta que

O'l‘jnj = (80)1‘, sobre FN,

Yy que
(9uz-

da

=0, sobrel'p,

se deduce:

dI (u) :_l/Mdvx+/bo-a—udvx+/an-—udflx~
¥ v r

da 2 8X1 8X1

0X,
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Finalmente, considerando by = 0 se obtiene la igualdad con la J-integral. [

Las magnitudes que constituyen el integrando de la expresion (5.4.8) son los
campos de tensiones y deformaciones en las proximidades del vértice de la
grieta, por lo que es razonable aceptar que J representa el estado local del
material en el vértice y puede considerarse, por tanto, como un pardmetro de
fractura. Este resultado permite postular un criterio de propagacion: la grieta
crecera cuando J alcance un valor critico caracteristico del material,
Jo. Al mismo tiempo, la propiedad de invariancia de J permite calcular su
valor a lo largo de cualquier contorno, I'. En la practica, este resultado es muy
interesante, porque permite utilizar los campos de tensiones y deformaciones
en un contorno alejado de la punta de la grieta para calcular J y, por tanto,
obtener informacion caracteristica de los campos locales singulares, que son
mucho mas dificiles de evaluar con precisiéon en puntos proximos al tip. Asi, J

se puede calcular como

1 ou
J= /F{§<a e —on - Y dAx, (5.4.17)

siendo I' cualquier contorno.

La propagacion de la grieta se realiza en la direccién en que G se maximiza:

oG 0*G
%b:eo =0, quadwbzgo <0. (5.4.18)

En este caso la direccion 0y se calcula utilizando un método denominado G0 :

se calcula el valor de G para distintos valores de 6 y se determina el maximo.

5.4.2. Integral de interacciéon

En esta seccién veremos una metodologia para calcular los factores de intensi-
dad de esfuerzos K a partir de la energia. Consideremos dos estados asociados
al cuerpo con grieta: el estado 1, (a'(l), e, u(l)) corespondiente al estado de
interés y un estado (2), (6@, e® u®), que es un estado auxiliar que sera

elegido como el campo asintético para los Modos I o II.
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Definiciéon 5.4.5 Se denomina integral de interaccion entre los estados 1 y 2

a la expresion:

(2) (1)
](1’2) = /W(l’Q)éljnj dAX — / O'(l)n Ou dAX — / 0'(2)11 . Ou dAx,
r T T

X, 90X,
(5.4.19)
siendo W2 la densidad de energia de deformacion de interaccion:
WA =g . @ = @ . W), (5.4.20)

Proposicion 5.4.6 Dados dos estados eldsticos asociados a un cuerpo con
grieta, (1) y (2), la J-integral asociada a la suma de los dos estados se relaciona
con la integral de interaccion y las J-integrales de cada uno de los estados

mediante la relacion:

J(1+2) — J(l) + J(2) + 1(172)‘ (5421)

Demostracion. La J—integral para la suma de los dos estados es:

1
JO+2) _ 5/ (0D + @) : (e® 4 ) ny dAx
r
9 (u + u®)
— D+ e@)n. dAx. 5.4.22
/r (e +0P)n X, ¥ ( )
Reordenando los términos se obtiene el resultado. O

Observacion 5.4.7 La integral de interaccion permite calcular de forma sen-
cilla los factores de intensidad de esfuerzos mediante una apropiada eleccion
del estado (2). En efecto, teniendo en cuenta (5.4.4) para los estados combi-

nados se deduce:

2
TR = g0 4 g g = (KO RP + KPKD). (5.4.23)

FEligiendo, por ejemplo, el estado (2) como el campo asintético correspondiente
al modo puro I con Kf) =1y Kﬁ) = 0, se deduce, de (5.4.21), el modo de

intensidad I para el estado (1) en términos de la integral de interaccion:
E/
KW= 71(177”040 D), (5.4.24)

El sequndo factor de intensidad se puede determinar de forma andloga.
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5.5. Campos de tensiones y desplazamientos cer-

ca del vértice de una grieta.

En esta secciéon calcularemos explicitamente los campos de tensiones que se
producen cerca del vértice de una grieta arbitraria que se propaga con velo-
cidad v. Para ello, utilizaremos un método directo para resolver la ecuacién
de Lamé-Navier evolutiva, suponiendo que el desplazamiento proviene de unos
potenciales escalares. Probaremos que este procedimiento no es aplicable en el
caso de una grieta estatica, por lo que utilizaremos un método inverso para re-
cuperar las expresiones clésicas que se encuentran en la bibliografia. En ambos
casos se tienen en cuenta los efectos de la inercia, por lo que la metodologia es
aplicable a problemas estaticos y dinamicos.

Para la obtencion de las tensiones, se considerard un sistema de coordenadas
moviles con origen en el vértice de la grieta. Haremos uso del Teorema de
descomposicion de Helmholtz presentado en la Seccion 1.9.1 para expresar el
campo de desplazamientos como suma de dos campos que, como consecuencia
de las hipotesis de deformaciones planas sobre el desplazamiento, se pueden
considerar derivados de un potencial escalar y verificando la ecuaciéon de ondas.
Para obtener el primer término de la expansion asintotica de las tensiones cuan-
do el radio » — 0, se sigue el procedimiento habitual por el cual se reescalan
las distancias de forma que se expande la zona cercana al vértice de la grieta. A
continuacion, mediante un sencillo cambio de variable obtenemos la expresion
de los potenciales como solucién de la ecuacion de Laplace, que resolvemos en
variables separadas. Considerando el desplazamiento y las tensiones en coor-
denadas polares y utilizando la ecuacién de ondas, las condiciones de contorno
sobre la grieta y las condiciones de simetria o antisimetria del desplazamiento
de los Modos I y II, respectivamente, se deducen las expresiones para los po-
tenciales escalares y, a partir de éstas, las expresiones de los desplazamientos

y las tensiones.



5.5. Campos cerca del vértice. 215

5.5.1. Coordenadas méviles con el vértice de la grieta

Consideramos una grieta en un dominio bidimensional que se propaga siguien-
do una trayectoria arbitraria regular. En el instante ¢; el vértice se sitta en el
punto Oy, de coordenadas (I(¢1), m(t;)) respecto del sistema de coordenadas
(X1, X3) de vectores unitarios e; y e;. En el instante t; + At el vértice se
sitia en el punto Oq, de coordenadas (I(t; + At), m(t; + At)). Consideramos
un sistema de coordenadas movil X, y X, centrado en el vértice de la grieta en
cada instante, de modo que el eje X es tangente a la trayectoria en el sentido
de crecimiento de la grieta. Asi, el vector director del eje X viene dado por
el vector velocidad del vértice de la grieta, v(t) = (I'(t), m/(t)), de modo que
e1(t) = cos(a(t))e; +sen(a(t))ey y ex(t) = —sen(a(t))e; + cos(a(t))es siendo

a(t) el angulo que forma el vector v(t) con el eje e;.

Observacion 5.5.1 Sil'(t) # 0, tan(a(t)) = T,/((t) ; ademds si v(t) # 0,

con v(t) = \/U'(t)2 4+ m/(t)>. En este caso, los vectores €1(t) y és(t) pueden

erpresarse como 61( )= ,8561 + (E)) e y es(t) = m((g)el + 1,8 €.

Las coordenadas Xi, X5 se expresan en funciéon de las coordenadas Xi, Xs

Ccomo

X, = [X1 — I(t)] cos(au(t)) + [ Xy — m(t)] sen(a(t)), (5.5.1)
X, = —[X; — I(t)] sen(a(t)) + [X; — m(t)] cos(a(t)). (5.5.2)

Puede probarse facilmente que

dX,

=)+ Xod(t), —2=-Xid(t). (5.5.3)
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En efecto,
% = —I'(t) cos(a(t)) — o/ (t)[ X1 — I(t)] sen(c(t))
+ /(1) [Xo — m(t)] cos(a(t)) — m/(t) sen(a(t))
= —I'(t) cos(a(t)) — m/(t) sen(a(t)) + Xoc/ ()
_ _l,(t)2 + m/(t)Q + X20/<t)

Anéalogamente se prueba para dd—)i?.

Consideramos también un sistema de coordenadas polares movil, (r,#), como
se ilustra en la Figura 5.5.1. Denotamos por o/(t) la velocidad angular a la que
gira el eje X, en sentido positivo. Se supone que 7(t), 7 (t), o/(t) y o(t) son
funciones del tiempo continuas y acotadas. Para una funciéon w(Xl, Xg, t), la

. . dw
derivada total respecto al tiempo, que denotamos por 7, toma la forma

dw  Ow ow L Ow L Ow
— = — —t)— - )| Xi— - Xo—— . 5.5.4
a ~or "Wk, U( '0X, 28X1> 034
De esta ecuacion se deduce que
v *w 0*w Ow 0*w
_:_—l_th — —ﬂ/t—A—Qljt =
dt? ot? Q 0X? ( )8X1 ( )8X18t

2 2
— Oé”(t) (Xl aQAU — XQ 830 ) — O/(t) (Xl 8 Ui — XQ a Ui )
0X, 00X, ot X, oto X,

— /(b ((—u(t) + X0/ (1)) ow _ X1a/(t) Ow )

_ 90X, 0X, _
a1 _af;;é — (o(t) — o/(t)f(g)% L a(t) ;;2_”1 e Sjé_
e _af;;‘él — () — a’(t)XQ)gi?% - a'(t)s—;é — (1) }%_
+ y(t)o/(t)a; (le—% - ng—;é) . (5.5.5)
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X,

Figura 5.5.1: Ejes de coordenadas cartesianas y polares en una grieta

5.5.2. Calculo de los potenciales escalares

Como vimos en la Seccién 1.9, la ecuacion de equilibrio asociada a materiales de
Hooke puede expresarse en términos del desplazamiento a través de la ecuacion
de Lamé-Navier evolutiva (1.9.1). El desplazamiento puede descomponerse co-
mo suma de un campo solenoidal y uno rotacional de la forma (1.9.10), donde

los potenciales asociados, ¢ y B, son solucion de las ecuaciones (1.9.11).

Vamos a centrar nuestro estudio en los problemas planos, por lo que el des-
plazamiento sera combinacion de los Modos I y II. Supondremos, ademés, que
verifica las hipotesis de deformaciones planas. En particular, u(X 1 Xo, Xg) =
u(Xl, Xg) y uz = 0, y ademaés los potenciales ¢ y B deben ser independientes
de X3. De estas condiciones se deduce que el desplazamiento u puede expre-

sarse Unicamente en funcién de ¢ y Bj del siguiente modo:

S 81?3, 9% _ 8?3,0 . (5.5.6)
0X,  0Xy 09X, 00X,

En adelante, para simplificar la notaciéon omitiremos el subindice 3 y nos referi-

remos a los potenciales escalares ¢ y B. Dichos campos verifican las ecuaciones
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(1.9.11) que, escritas en términos de las coordenadas moviles (X1, X5), se ex-

presan como:

6 P¢  1d¢ B 9B 1d°B 557
X2 9X2 di?’ 9xX?  9X2 G dt?’ o

Sustituyendo en estas ecuaciones la expresion (5.5.5) obtenida para la derivada

total respecto al tiempo se tiene:

= 2 2 2 2 2
1—”@ afb+afb :% a—(f—ﬂ’(t)a—ib—w(t) Q¢
0X? 0X3 ¢ |0t 0X, 0X,0t

G

’ — >/ 8¢ -/ a¢
() ((—u<t> R () - = Ka'() aXl)

2 2
—O/(t) (X1 8? —X2 aQbA )
oto X, oto X,

[ a2 . 2 o924 ]
—aWX |2 o) — ) %) 22— )2 — %, 22
| 0t0X, 0X,0X, 0X, 0X%
e o 0% 09 . 0% |
+d ()X — — (v(t) — () X)) —= — ' (t)— — /() X —————
() Xz 00X, (1) = (1) z)axf alt)oz —9l) 9X,0%, |
0 N .0 N ~ 0
+ﬂ(t)0/(t) = (Xl—ib—XQ—ib)—Oé”(t) (Xl ?—Xz—ib) y
0X, X, 0X, 0X, X,
(5.5.8)

v(t)? ’B ’B 1 ’B B B
(1-2) 28,22 _L{o8 08 o0
t

0X?  0X3 G| or 0X, 0X10t
. OB . , OB
— o (t) | (—o(t) + X2d/ () —— — X1/ (t)—
o) (o) + X 0) T ~ K052

R QB . 2
— O.//(t) (Xl 0 — — X2 0 BA )
Oto X, 0to X,

.| 2B . OB OB . 2B
—d ()X — — (0(t) — ' () Xy) ————— + a/(t) — — o/ (t) X1 —
(t) 1_8t6X2 (v(t) () 2)8X28X1 ()aX1 (t) 18X22_
. [ 2B . OB OB . 9B
+a'tX A—Ijt—a/tX = —O/t—A—O/tXf
(t) 2_(‘31&8)(1 (v(t) () Q)axf ()aX2 () 18X18X2_
) . OB . OB . OB . OB
+ D(t)o/(t)—A (Xl—A — XQ = ) — CY”(t) (Xl ~— — XQ—A) .
8X1 8X2 8X1 aXQ a)(1

(5.5.9)
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Para obtener el primer término de la expansion asintotica de las tensiones
cuando r — 0 realizamos un nuevo cambio de variable de forma que la region
cercana al vértice, donde r es pequeno, se expande. Introducimos las coorde-
nadas n; = % Vo = %, donde € es un parametro positivo arbitrariamente

pequeno. En estas nuevas coordenadas, las ecuaciones anteriores se expresan:

WP\ P Po_E[Po L Pe
<1 g ) oni i on; {3752 2/(E) (771 ooy, " 8t3771)
0 5’2 0? Nk
2O (mge + g o) + @O (55 + 5 )

v (o 06 0NV [ 00 0o 0
o0 (i = ) |+ {7055 - 20505+ 0

om C
. ¢ o P 0 (9 D¢
To (t)y(t)nl T -« (t)y<t)7728_77% + V(t)a (t)a_m (7713_772 anl) }
(5.5.10)

|\ @B e (B, 0D 5B
2 Joap Tag @ \ar Y\ Moo Moo

0B 0’B 0?°B ,0*B
o / 2 = /
20 (g + ) + (O (771 o Hior)

2 ong
" 0B GB € —/ 0B 0’B ()i 0B
/ ) 82 ) - aQB B , 0 0B 0B
OO = 05 + o0l O (5 =)
(5.5.11)

Puesto que los coeficientes en € y € del segundo miembro se suponen acotados

cuando € — 0 tendremos

Po P OB, 0°B
( — 6 > o g O(e), (1 - ﬁt> * =0(e), (5.5.12)

siendo _(t)2 _(t)2
v v

Bl=—5. vy B= :
G G

(5.5.13)

Supondremos que ambos parametros son menores que 1. En consecuencia,

cuando € — 0, esto es, en puntos proximos al vértice de la grieta, los potenciales
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escalares ¢ y B son aproximados por las soluciones de:

7, a2¢

(1-#)250 250 -
#B 9B

(1—@) + 57 =0 (5.5.15)

Con el fin de simplificar la notacion, seguiremos denotando por (r,6) las coor-
denadas polares asociadas a este nuevo sistema (7, 72), puesto que la inica que
varia es el radio r, que sufre una dilatacion 1/e. Ademaés, puesto que tenemos
varios sistemas de coordenadas, denotaremos las componentes de las tensiones
con la notacion o, 0,, 05, en lugar de utilizar los indices ;; tomando z e y la

forma X y X5 0 71 Y 72 segin corresponda.

El objetivo es calcular los potenciales en el semiplano superior a 7, = 0, es de-
cir, cuando 6 € [0, 7]. Posteriormente, se considerara la extension al semiplano
inferior utilizando la propiedad de simetria de los desplazamientos asociados

al Modo I y la antisimetria en el Modo II.

Lema 5.5.2 El campo de desplazamientos en coordenadas polares toma la for-

ma:
_d¢ 10B 196 9B
UT—E—F;W, Ug — ——= — —- (5516)

Or = (1+v)(1—2v) (( —V)%—(Zy—l)w>
1 823 a¢ a2¢
T ((1 ~V)g gt (v - 1)E> +(1- u)ﬁ] : (5.5.17)
= = ! %6 0B
T = (14+v)(1—2v) [ﬁ ((1 )w—@y—l)%>
! aqb 823 @2¢
+ ;((1 ~ Vgt 1>arae> +uﬁ] , (5.5.18)
__E 1 (0*B _0¢ (%6 oB 2B
T ﬁ(W - 2@) + - (237@79 - W) - W] . (5.5.19)
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Demostracion. El resultado se obtiene de la expresion del desplazamiento en
términos de B y ¢ dada por (5.5.6), y de las relaciones (A.6)—(A.9) del Anexo
6.9.2. ]

T]2:£lg .........................

\ 4

i Eu

Figura 5.5.2: Sistemas de coordenadas polares

Lema 5.5.3 Sean p € RT y p.(w;) una solucion de la ecuacion diferencial

ordinaria
@ (@) + pPoe(wr) =0, (5.5.20)

donde w; se determina mediante el cambio de variable (ver Figura 5.5.2):

U £n
fn = 1= @ §a=m2, p=\[& +&h cotanw = ' (5.5.21)

Entonces, la funcion ¢,(r,0) dada por
gbp(r? 6) = rpgp(é’) = leg%(wl)a (5'5'22)

con p Y p, relacionadas por

(1 — 3% sen?g)P/?

(1 _ﬂl2>p/2 @*(wl)a (5523)

p(0) =
es solucion de (5.5.14).
Demostracion. En primer lugar, observamos que el cambio de coordenadas
definido por (5.5.21) permite expresar (5.5.14) como el Laplaciano de ¢,,

¢, o,
+ —==0. 5.5.24
22 g (5:524)
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Ademés, la relacion entre las respectivas coordenadas polares es

ry/1 — (32 sen?(0) i
o= = élz)l/Q ., cotanw; = (1 — #?)"Y2 cotan 6. (5.5.25)

Resolvemos la ecuacion (5.5.24) mediante el método de separacion de variables,

suponiendo que ¢,(p;,w;) es de la forma

Op(pr,wi) = f(pr)pelwr). (5.5.26)
Ahora bien, el Laplaciano en coordenadas polares, se escribe como

19 ( a¢> 1 8%

Ao wn) = —— (P2 ) + 552
@lov ) p1 Opy plapl P 0wy

y, por tanto, por (5.5.26), la ecuacion (5.5.24) se reduce a:

Pl d 1

f(Pl) d_pl (Plf,(pl)) = _@*(wl)

En consecuencia, f(p;) y ¢«(w;) deben ser solucion de

@) (w) = P.

pi " (o)) + puf' (o) — Pf(p) =0,
@5 (wi) + Ppu(w) = 0.

Resolviendo estas ecuaciones mediante métodos estandar y teniendo en cuenta
que el desplazamiento ha de ser acotado cuando p; — 0, se deduce que P € R
y

flp) =pf,  oulwr) = Ajcos(pw;) + Cpsen(pwy), (5.5.27)

con p*> = P. Finalmente, teniendo en cuenta el cambio de variable (5.5.25) y

la relacion (5.5.26) se deduce:

D 22 n2 9 p/2
Sp(p1s 1) = plpulwr) = u (15_1 Sﬁ;)p/g)) ©(0), (5.5.28)

de donde se obtiene (5.5.23). O

Lema 5.5.4 Sean ¢ € R y k,(w;) solucion de

Ky (wr) + ¢Prwr) =0, (5.5.29)
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donde w; se determina mediante el cambio de variable:

m n
§n = 1= g §o =12, pr=1\/& +Eh,  cotanw, = 6 (5.5.30)

Entonces, la funcion By(r,0) dada por
B,(r,0) = 1k(0) = plr.(w), (5.5.31)

con K Y Ky relacionadas por

(1 — 3% sen? 9)4/?
(1—pBp)a?

k(0) = Ry(wy), (5.5.32)

es solucion de (5.5.15).

Demostracion. El resultado se demuestra de manera totalmente analoga al

lema anterior. O

Puesto que estamos interesados en considerar desplazamientos acotados en
r = 0, de las relaciones (5.5.16) se deduce que los parametros p y g deben ser
mayores que 1.

Acabamos de obtener una expresion en variables separadas para los potencia-
les, By ¢. A continuacion, a partir de las ecuaciones de ondas (5.5.14)—(5.5.15),
las condiciones de contorno sobre la grieta y las condiciones de simetria y an-
tisimetria del desplazamiento, deduciremos una serie de ecuaciones que deben

verificar p(0) y x(6), definidas por (5.5.23) y (5.5.32), respectivamente.

Lema 5.5.5 Sean p, ¢ € RT y B, y ¢, potenciales del desplazamiento de la
forma (5.5.31) y (5.5.22) respectivamente, y verificando las ecuaciones (5.5.14)-
(5.5.15). Entonces ¢ y k verifican:

2"(9) = o(6) (ﬁ?(p— 1>p—p2), con 0 = 0,7, (5.5.33)

k" (0) = k(0) <ﬁt2(q —1)g — q2>, con 6 =0,. (5.5.34)
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Demostracion. Haremos la demostraciéon para ¢,. El resultado para B, se
demuestra de forma analoga.

Escribimos la primera ecuacion en (5.5.14) respecto a las coordenadas polares
(r,0):

D*¢,  sen?(0) (182% N 8%) N 2sen(0)cos(0) <1 Oby 82¢p> N

(1= ) [cosz(e) o2 T r 062 Or r r 90  9rdo
sen2(9)82¢p N cos?(6) (1 D¢, N 8¢p> N 2sen(f)cos(0) (82¢p 1 0¢p>.

Or2 r r 002 ' or r orod  r o0

Puesto que en 6 = 0, 7, es decir, en los puntos 7, = 0, se cumple que sen(f) = 0,
la expresion anterior se reduce a

P, 16, 106,
o T o U

(1-57)
Si ¢, verifica esta relacion, entonces:

P 20(0) (p(p — 1)(1 = B7) +p) +rP2"(0) =0, 6=0,,

de donde se obtiene el resultado. O

5.5.3. Verificacion de las condiciones de contorno.

A continuacion, veremos qué condiciones han de cumplir los potenciales ¢(6)
y k(0) para que los desplazamientos y tensiones verifiquen las condiciones de
simetria, continuidad y contorno correspondientes a cada uno de los modos.
Un punto comun a ambos modos es la hipotesis de que los labios de la grieta
permanecen libres de esfuerzos. Esto implica que em = 0, y puesto que el
vector normal a la grieta en el sistema de coordenadas movil es n = (0, 1), se
tienen dos condiciones, oy =0y 0,9 = 0 en # = 7. Ademas, la discontinuidad
de los desplazamientos en la grieta, § = 7, implica que uy(r,7) < 0 para el
Modo Iy u,(r,7) # 0 para el Modo II.

Lema 5.5.6 Seanp, ¢ € R, p, ¢ > 1y ¢, y B, los potenciales definidos en
(5.5.22) y (5.5.31) respectivamente. Las condiciones .9 = 0 y 09 = 0 en los
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labios de la grieta para los Modos I y II, junto con la condicion ug(r,m) < 0
para el Modo I y u.(r,m) # 0 para el Modo II, se cumplen si p = q, y las
funciones ©(0) y k(0) verifican:

2/ () + (B — 2)pr(m) =0, (B — 2)pp(m) — 2+ (m) =0, (5.5.35)

siendo ¢(0) y k() las definidas en (5.5.23) y (5.5.32), respectivamente.

Demostracion. De la ecuacion (5.5.19) se deduce que la condiciéon 0,9 = 0 en

0 = 7 se cumple si

2 2 2
%(an—2%>+l<2a¢p+an)—an:(), Vr>0, 6=m.
T

002 00 r\ Orof or or?
(5.5.36)

Teniendo en cuenta ahora la ecuacion (5.5.34) y las expresiones de B, y ¢,

dadas en (5.5.31) y (5.5.22) en funciéon de ¢ y K, se obtiene:

ri2k(m) (qlq — 1)(87 — 2)) +17722(p — 1)¢'(m) = 0. (5.5.37)

Si p # ¢, la ecuacion anterior se verifica para todo r solo si ¢'(m) = 0y
k(m) = 0. Pero entonces, por (5.5.16), se concluye que uy(r,7) = 0, lo que
contradice la condiciéon uy < 0 para el Modo I. Por tanto, para el Modo I,
p=gq.

De forma analoga, considerando la condicién oy = 0 en 6 = 7, se tiene la

ecuacion

1 82gb 0B 1 0¢ 0°B 82gb B

ﬁ<(1 V)5 — (2y—1)%> +;((1—V)5+(2u—1)ame> +r5s =0,
(5.5.38)

que debe verificarse en § = 7 y para todo r > 0.
Utilizando la expresion (5.5.33), la relacion (5.5.38) se escribe en funcion de ¢

y K como

(p(p = DB (L —v) = (1= 20)))p(m) + (1 — 2v)(1 — p)r”(7) = 0. (5.5.39)

De nuevo, si p # ¢, la ecuacion anterior se verifica solo si p(7) =0y /(7)) = 0.
Pero entonces, por (5.5.16), se concluye que u,(r,7) = 0, lo que contradice

la condiciéon u, # 0 para el Modo II. Por tanto, también para el Modo II,
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p = q. Teniendo en cuenta este hecho, y sustituyendo en (5.5.37), se obtiene la

primera ecuacion del enunciado.

2
Finalmente, teniendo en cuenta que 37 = t2§ y que por (1.9.9), z—% = 21(1:2?,
de (5.5.39) se obtiene la segunda ecuacion del enunciado. 0

Observacion 5.5.7 Ndtese que en el caso v(t) = 0, 5, = 5, = 0, se obtiene

el mismo resultado.

5.5.3.1. Modo I

El Modo I, o de apertura, se caracteriza por tener el desplazamiento simétrico
con respecto al eje 7o = 0; en los labios de la grieta, ademés de ser la tension
nula, el desplazamiento debe ser discontinuo. Para definir el desplazamiento

de forma que sea simétrico con respecto al eje 17, = 0, debe cumplirse
up(r,0) = up(r,—0), vy wug(r,) =—ug(r,—0), (5.5.40)

y para que la funcién resultante sea continua en # = 0 es necesario imponer en
0 = 0 las condiciones 9
Uy
—(r,0) =0,
o . 0) (5.5.41)

up(r,0) = 0.
Ademas, para garantizar que los labios de la grieta estén libres de esfuerzos se

requieren las condiciones:

org(r,m) =0,
0,
0

)
)

3

o (Ta

A

Ug (Ta

3

Lema 5.5.8 Sean p € R, p > 1 y ¢, y B, los potenciales definidos en
(5.5.22) y (5.5.31), respectivamente. Los desplazamientos asociados a estos

potenciales verifican las propiedades del Modo I si

k(0)=0, y ¢(0)=0, cuandov #0, (5.5.42)

¢©'(0) —pr(0) =0, cuando v =0, (5.5.43)
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siendo k(0) y p(0) las funciones definidas en (5.5.23) y (5.5.32), respectiva-

mente.

Demostracion. Los desplazamientos asociados al Modo I de fractura son si-

métricos con respecto a 7, = 0. Por tanto,

up(r,0) =0 vy %%T( 0)=0, Vr>o0. (5.5.44)
Teniendo en cuenta las expresiones (5.5.16) tenemos que
B 10¢, 0B,
ug(r,0) = O@r 50 (r,0) = o —2(r,0),
' 0 D¢ 1 0B,
Uy B » _
50 ——(r,0) = O@aae(r 0)+ D E(r,0) =0.

En particular, estas condiciones se escriben para los potenciales ¢,, B, en

términos de ¢ y k en la forma:
¢'(0) = pr(0), (5.5.45)

p¥'(0) + &"(0) = 0. (5.5.46)

Estas relaciones implican, gracias a (5.5.34):

Bip(p — 1)k(0) =0,

de donde se obtiene (5.5.42) en el caso v # 0, puesto que p tiene que ser mayor
que 1 para que el desplazamiento no presente singularidad en el vértice de la
grieta (ver relaciones (5.5.16)). En el caso 7 = 0, la ecuacion (5.5.46) se cumple
trivialmente, por lo que la tnica condicién sobre los potenciales viene dada por

(5.5.45). O

Recordemos las condiciones que hemos obtenido para ¢(f) y x(f) hasta el

momento:
2¢(m) + (67 — 2)pr(m)
(67 = 2)pp(m) — 2+’ (7)

ug(r,m) <0,

0
0,
0
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Lema 5.5.9 Sea p € RT, p > 1. Supongamos que la velocidad del vértice,

v(t), es no nula y que, junto con las caracteristicas del material, verifica:
41 =)V =)= (5 -2 £ 0. (5.5.47)

Para que los potenciales ¢, y B, definidos en (5.5.22) y (5.5.31) se correspon-

dan a desplazamientos asociados al Modo I acotados en r =0, el parametro p

(2k+1)
2

se obtiene para p = 3/2, en cuyo caso las funciones o (w;) y Ky(wy) deben

debe ser de la forma p = , k € IN. Ademds, la singularidad de la tension

tomar la forma:

3 3
ox(wy) = A cos (%) , Kx(wr) = Cysen (%) : (5.5.48)
donde los coeficientes A; y Cy estdn relacionados mediante la iqualdad
B —2
A =Ci—————. 5.5.49
ST (5540

Demostracion. Como vimos en la demostracion del Lema 5.5.3 (ver 5.5.27),

la funcion ¢, (w;) es de la forma

pu(wr) = Ajcos(pwi) + Crsen(pw), (5.5.50)
y andlogamente se obtiene que

Ky(wy) = Ay cos(pwy) + Cysen(pwy). (5.5.51)

Supongamos en primer lugar que 7 # 0. De la relacion (5.5.32) y de la condicion
k(0) = 0 se obtiene de forma inmediata que A; = 0, simplemente teniendo en

cuenta que si § = 0 entonces w; = 0. En este caso (5.5.51) se reduce a:
Ky(we) = Cysen(pwy). (5.5.52)

Veamos a continuacion que de la condicion ¢’(0) = 0 se deduce que C; = 0. A
partir de la relacion (5.5.23), derivando respecto a 6 se obtiene
p—2
0) :g(l — B?sen?(0)) 2 (—237 cos(#) sen(0)) s
! (="
(1 — 37 sen® ()P (wi)wi (6)
(= " |

+




5.5. Campos cerca del vértice. 229

Ahora, puesto que

/ o (1 — ﬁ?)lm
podemos escribir
92 2 22
(6) = U= T O (st cost0)sen(B)n) + (1= 52 ().
l (5.5.54)

Ahora bien, si § = 0 también w; = 0, y la condicion ¢'(0) = 0 se escribe en

términos de ¢’ (w;) como
90;(0) =0,

lo que junto con la expresion (5.5.50) de ¢, implica que
Cr=0, ¢ilw)= A cos(pw). (5.5.55)
Ahora, si 7 = 0, la condiciéon sobre los potenciales es
¢'(0) = pr(0) = 0, (5.5.56)

y puesto que 5, = ; = 0, de (5.5.54) se tiene que ¢'(0) = ¢’ (w;) por lo que,

sustituyendo en la ecuacion (5.5.56), se deduce que
pCi — pA; =0, (5.5.57)

y, €n consecuencia,

C, = A, (5.5.58)

En resumen,

Ajcos(pw;) siv#

(5.5.59)
Ajcos(pw;) + Cysen(pw;) siv=

Pu(wr) =

Cysen(pwy) siv #0,
k(W) = vsen(pr) 4 (5.5.60)
Ccos(pwy) + Cysen(pwy) si v =0.
Veremos ahora, a partir de las condiciones sobre 6 = 7, la relacion entre A; y

C} asi como el valor de p para el cual las tensiones presentan singularidad en
r=0.
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De las ecuaciones (5.5.54) y (5.5.59) se deduce que, en § = 7, y por consiguien-

te,enw; =m

—Apsen(pr)(1 — fl%p siv#0,
() = {p( psen(pr)(1 — fG7) # (5.5.61)

—A;sen(prm) + Cycos(pmr)) siv=
De manera similar, derivando (5.5.32) respecto de 6 se obtiene

(1 — B2 sen?(0))7

WO =

(—pﬁf cos(0) sen(0) ki, (we) + (1 — ﬁf)l/Qm;(wt)) ,
(5.5.62)

que, en 6 = 7, se reduce a

1—p
Cipcos(pr)(1 — B2) 2 siv#0,
K () = wpeos(pm)(L = ;) (5.5.63)
p(—Cysen(pm) 4+ Cycos(pr)) siv=0.
Para obtener el valor de p, consideramos la condicion ug(r, 7) < 0, teniendo en
cuenta, ademas, que para que el desplazamiento no presente singularidad en
r = 0 (ver relaciones 5.5.16), p ha de tomar un valor mayor que 1 y para que

la tension presente una singularidad, p debe ser menor que 2. Entonces,
ug(r,m) < 0 & ¢'(7) — pr(r) < 0. (5.5.64)

Utilizando la primera ecuacion en (5.5.35) se deduce que si 7 # 0, la condicion

se cumple si y solo si
k(m) > 0,
lo que implica

sen(pm) # 0. (5.5.65)

En cambio, si 7 = 0 se obtiene una contradicciéon y, por tanto, por esta meto-
dologia no se obtiene una solucién discontinua en la grieta.
Por otra parte, y teniendo en cuenta las relaciones (5.5.23), (5.5.32), (5.5.59)

y (5.5.52), las ecuaciones (5.5.35) son equivalentes al sistema

—psen(pr)(1— )% G mpsen(pr) A _ [0
Uﬁﬁwp cos(pr)  —2pcos(pr)(1— BT C, 0/

(5.5.66)
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Condicién necesaria para que este sistema tenga soluciéon no trivial es que se

verifique:
(4(1 = B)M*(1 = B)Y? = (87 = 2)%) sen(pr) cos(pm) = 0.

Gracias a la hipotesis (5.5.47) y a (5.5.65) se concluye que cos(pm) = 0. Asi,
p = %TH, k € INU {0}. Para k = 0, se obtiene p = %, lo que conduce a
desplazamientos no acotados cuando » — 0. Para k > 2, se tiene que p > g, lo
que conduce a tensiones nulas cuando » — 0. En consecuencia, solo para k = 1
se recupera una aportacion que conduce a una singularidad de las tensiones
en el entorno del tip. Por tanto, p = % Y para este valor de p, de la primera

ecuacion del sistema (5.5.66), se obtiene la relacion (5.5.49). O

A continuacion, recuperamos la expresion de ¢(r,0) y B(r, 6) en el caso v # 0,

deshaciendo el cambio de variable.

Proposicion 5.5.10 Los potenciales ¢ y B soluciones de (5.5.14)-(5.5.15)
que verifican las condiciones de contorno sobre la grieta, las condiciones de
simetria del desplazamiento asociado al Modo I, y que inducen desplazamientos

acotados y tensiones singulares en el entorno del vértice de la grieta, son de

la forma:
32 A (1 — B%sen?6)Y/2 + cos b 2
¢(r,0) AR cos () 5
1/2
1/2 1 — 32 2 0\1/2 _
~ (1-5)" sentt) <( e d) COSQ) (5567
Y

1/2
r3/2C, 1 — B%sen?0)Y/? — cos b
B(r,0) :W cos(6) <( . 2)

_ / 1/2
+ (1 - 5,?)1/2 sen(0) (“ b Sen229)1 S COSQ) . (5.5.68)
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Demostracion. El resultado se obtiene sustituyendo las expresiones para ¢,
y K, dados por (5.5.48) en (5.5.22) y (5.5.31) con p = 3/2, respectivamente,
utilizando (5.5.23), y (5.5.32), junto con (5.5.49) y las siguientes relaciones

trigonométricas:
(1= ;)" send cos 0
= = 5.5.69
SEN Wi (t) (1- ﬁl2(t) sen? §)L/2’ COS Wy(t) 1- @2@) sen? §)1/2’ ( )
1— 1
sen (%) = w, cos (%) = w, (5.5.70)
(5.5.71)

y teniendo en cuenta que cos(32) = cos(w; + L) y analogamente para el seno.

2
U

Observacion 5.5.11 Los potenciales ¢ y B que se obtienen tomando el limite

cuando v — 0 son
©(0) = A cos (%) ,  K(0) = Cysen (?) , (5.5.72)

que se puede comprobar que conducen a desplazamientos nulos sobre todo el
dominio. Ademds, hemos visto en la demostracion del Lema 5.5.9 que obtener
las ecuaciones de los potenciales a partir de las condiciones de frontera conduce
a una contradiccion con la condicion de discontinuidad del desplazamiento en

0=m.

Se concluye por tanto que este método directo no es adecuado para la obtenciéon
de las expresiones de los desplazamientos y las tensiones cerca del vértice de
la grieta en el caso de una grieta estatica. La obtenciéon de dichas expresiones

se realizard mediante un método inverso, en la siguiente seccion.

5.5.3.2. Modo II

Siguiendo una metodologia analoga a la utilizada en la seccién anterior, ob-
tendremos ahora las expresiones de los potenciales cuyos desplazamientos aso-

ciados verifican las propiedades del Modo II. En particular, el desplazamiento
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es antisimétrico con respecto al eje 7, = 0y, en los labios de la grieta, ademéas
de ser la tension nula, el desplazamiento debe ser discontinuo. Para definir el
desplazamiento de forma que sea antisimétrico con respecto al eje ny, = 0, debe

cumplirse
up(r,0) = —u.(r,—=0), v ug(r,0) = uy(r,—0). (5.5.73)

Para que la funcién resultante sea continua en # = 0 es necesario imponer las

condiciones

8u9

an 70 - 07

o (r:0) (5.5.74)
u.(r,0) = 0.

A estas condiciones hay que anadir que los labios de la grieta deben estar
libres de esfuerzos y verificar una condicién de deslizamiento entre ellos. Esto

permite escribir las condiciones:

org(r, m)
)
)

3

o] (T’,

RN
o o o

u(r,

S

Lema 5.5.12 Sean p € R, p > 1 y ¢, y B, los potenciales definidos en
(5.5.22) y (5.5.81), respectivamente. Los desplazamientos asociados a estos

potenciales verifican las propiedades del Modo II si

©(0) =0, £(0)=0, cuando v #0, (5.5.75)

pp(0) + +'(0) =0, cuando v =0, (5.5.76)
siendo k(0) y p(0) las funciones definidas en (5.5.23) y (5.5.32), respectiva-

mente.

Demostracion. La segunda de las relaciones (5.5.74), junto con (5.5.16), per-
mite escribir:
0, 10B,

—g (1:0) + == 2(r,0) = 0. (5.5.77)

Esta expresion, en términos de ¢ y &, es

pe(0) + &'(0) = 0. (5.5.78)
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Un procedimiento similar al utilizado en el Lema 5.5.8, permite deducir a partir
de (5.5.22), (5.5.33), (5.5.16) y (5.5.78) que

Bip(p —1)p(0) = 0, (5.5.79)

de donde se obtiene (5.5.75) en el caso v # 0, puesto que p tiene que ser mayor
que 1 para que el desplazamiento no presente singularidad en el vértice de la
grieta (ver relaciones (5.5.16)). En el caso 7 = 0, la ecuacion (5.5.79) se cumple

trivialmente, por lo que la tinica condicion sobre los potenciales viene dada por
(5.5.78), lo que demuestra (5.5.76). O

Lema 5.5.13 Sea p € RT, p > 1. Supongamos que la velocidad del vértice,

v(t), es no nula y, junto con las caracteristicas del material verifica:
A1 =BHVP =BV = (8 -2 #0. (5.5.80)

Para que los potenciales ¢, y B, definidos en (5.5.22) y (5.5.31), se correspon-

dan a desplazamientos asociados al Modo II acotados en r =0, el parametro p

(2k+1)
2

se obtiene para p = 3/2 en cuyo caso las funciones p.(w;) y K(w;) deben tomar

debe ser de la forma p =

, k€ IN. Ademds, la singularidad de la tension

la forma:

x(w;) = C)sen (%) . Ke(wy) = A cos (%) : (5.5.81)

donde los coeficientes C; y Ay estdn relacionados mediante la ecuacion

4 =20 (5.5.82)
t — 12(1—/8l2>1/2 L.
Demostracion. La demostracion es andloga a la del Lema 5.5.9. 0

Proposicion 5.5.14 Los potenciales ¢ y B soluciones de (5.5.14)-(5.5.15)
que verifican las condiciones de contorno sobre la grieta, las condiciones de
antisimetria del desplazamiento asociado al Modo I1, y que inducen desplaza-

mientos acotados y tensiones singulares en el entorno del vértice de la grieta,
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son de la forma:

¢(r,0) = P cos(0 ( (1— fsen (9)1/2 — cose> -
(1= B3/
Y
B(r.6) = (1 _3/;;4;/4 cos( ( (1 - 57 sen” 9)1/2+C059> 2
0 ﬁt) 25en(0)< e 29)1/2 COSQ>1/2 . (5.5.84)

Demostracion. El resultado se demuestra siguiendo el mismo procedimiento

que para la Proposicion 5.5.10. O

5.6. Recuperacion de las expresiones clasicas

En esta seccion recuperaremos las expresiones clasicas de las tensiones en el
vértice de una grieta estacionaria resolviendo el problema mediante un método
inverso.
Consideramos, al igual que en la seccién anterior, un sistema de coordenadas
centrado en el vértice de la grieta, y el cambio de variable (5.5.1)—(5.5.2),
teniendo en cuenta que en este caso [, m y « son independientes del tiempo.
La ecuacion de equilibrio en términos de las coordenadas en el vértice se expresa
como )
d Ugy 80'0{5

v X,

Realizamos, a continuacion, el cambio de variable a las coordenadas 7, y 72

-0, ae{l,2}. (5.6.1)

que expande la region cercana al vértice de la grieta y nos permite reescribir
la ecuacion de equilibrio como:

PPug 1 0oag

O aer dt? €2 8775

=0, aec{l,2}. (5.6.2)
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En consecuencia, cuando ¢ — 0, esto es, en puntos proximos al vértice de la
grieta, buscamos soluciones de la ecuacion
80a5 o
ons

0, «aed{l,2}. (5.6.3)
Para que esta ecuacion se cumpla, es suficiente que o tome la forma
o = Rot P, (5.6.4)

donde P debe elegirse de forma que su rotacional sea simétrico. Si se toma
P = (Rot ®)" de forma que ® sea simétrico, se puede comprobar que o definido
por (5.6.4) también lo es y verifica la ecuacion de equilibrio (5.6.3).

Un caso particular son los tensores de la forma

0 0 0
d = 0 0 0 (5.6.5)
0 0 A(7717 "72)

donde A se denomina funcién de Airy.
Para un tensor de esta forma, se verifica que:
0?A 0?A %A
= —_— g = —_— g = .
o3t T oam T Omom,

(5.6.6)

011
Ahora bien, conocido o, para que exista un desplazamiento u tal que
1
oc=Clg] con e= §(Vu + Vu'),

el tensor de deformacién € debe verificar las bien conocidas ecuaciones de

compatibilidad

825ik (92813' _ 828kj 825}1’1

~ — 0. 5.6.7
on;on; — OniOn OO On;On, (56.7)

La relacion de deformaciones planas permite escribir la inversa de la ley de

Hooke como:

14+v

11 = E ((1 — V)O'll — VO'QQ) , (568)
1+v

E99 = E ((1 — V)0'22 — VO'H) s (569)
1+v

E19 = 012, €33 — €13 — €93 — 0. (5610)

E
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Bajo las hipotesis de deformaciones planas, la tnica ecuacion de (5.6.7) que

no se cumple trivialmente es:

02 0? 02
N (5.6.11)
oy Ony Omony

Sustituyendo las expresiones de la tension dadas por (5.6.6) en la ecuacion

(5.6.11), se deduce que la condicion de compatibilidad se cumple si la funcion
de Airy es biharmonica:
AAA=0. (5.6.12)

Consideramos a continuacion las coordenadas polares (r, ) asociadas al siste-
ma (71,72). Las componentes del tensor de tensiones en coordenadas polares

se obtienen a partir de la funcién de Airy A como

10A 10%A
o) = T o o1
9*A
oo(r,0) — =5 (5.6.14)
0 (10A 10A 109%A
- _ Susiulig e 6.1
O-TQ(T', 9) or (7“ 89) 2 90 r oroo (5 6 5)

Para resolver la ecuacion (5.6.12), supondremos que A(r, 0) es de la forma
A(r,0) = r*g(0), (5.6.16)

de modo que A(r, ) es solucion de la ecuacion (5.6.12) si g(#) es solucion de

la ecuacion diferencial ordinaria
g4 0) + (AN + (A =2)Dg"(0) + X2(\ — 2)%g(h) = 0. (5.6.17)

Las componentes del tensor de tensiones en coordenadas polares se escriben

en funcion de r y g(#) como

o.(r,0) =72 (g"(0) + \g(0)), (5.6.18)
oo(r,0) =12 (A(\ —1)g(h)), (5.6.19)
org(r,0) =172 (1 = X) ¢'(0). (5.6.20)

Buscamos g(#) de la forma g(f) = ¢ Los autovalores del polinomio carac-
teristico asociado a la ecuacion diferencial en el caso general en que A # 0, 1,2

son m = +Ay m = +(\—2)? de modo que g(f) serd de la forma
g(0) = Cysen(A0) + Cy cos(A) + Cysen((A —2)0) + Cycos((A—2)0). (5.6.21)
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Las soluciones para los casos especiales son

g(0) = Cysenf + Coflsenf + Cscos @ + Cyfcosf, para A=1, (5.6.22)
g(0) = Cy 4+ Cy0 + Cysen(20) + Cycos(260), para A =0,2. (5.6.23)

Puesto que por (5.3.1) la singularidad del producto o : € (u) debe ser a lo
sumo 1/r, se concluye que A > 1y, por tanto, podemos descartar los casos
A = 0,1. Ademaés, en el caso A = 2, la tensién no presenta singularidad en
r = 0, por lo que el estudio de este caso no es interesante para la obtencion
de la solucién singular. Nos centramos entonces en el caso A # 0, 1, 2, es decir,

consideramos ¢(#) dada por (5.6.21).

Lema 5.6.1 Las condiciones de contorno oyg(r,m) =0 y o.9(r,7) =0 se cum-

plen si sen(2Am) = 0.

Demostracion. Puesto que hemos descartado los casos A = 0, 1, 2, de las ecua-
ciones (5.6.19)—(5.6.20) se deduce que las condiciones de contorno del enuncia-

do se cumplen si
g(mr)=0, y ¢'(m)=0, (5.6.24)
esto es,

g(m) =Cy sen(Am) 4+ Cy cos(Am) + Cysen((A — 2)7w) + Cycos((A — 2)7) =0,
(5.6.25)

g () =AC cos(Am) — ACqysen(Am)(A — 2)Cs cos((A — 2)m)+
— (A =2)Cysen((A —2)m) = 0. (5.6.26)

Teniendo en cuenta la independencia lineal de sen(Af) y cos(\d), las ecuaciones

se pueden escribir como un par de sistemas desacoplados

( sen(Am) sen((A — 2)m) ) ( 4 > _ ( 0 ) , (5.6.27)
Acos(AT) (A —2)cos((A — 2)m) Cs 0

( cos(Am) cos((A —2)m) ) ( Cy ) _ ( 0 > ' (5.6.28)
—Asen(Am) —(A —2)sen((A — 2)7) Cy 0
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Estos sistemas tienen solucién no trivial si su determinante es nulo. Calculan-
do el determinante de ambos sistemas y realizando célculos trigonométricos

bésicos se obtiene que ambas ecuaciones caracteristicas se reducen a:

sen(2A1) = 0, (5.6.29)
cuya solucion es
A= g n € Z. (5.6.30)

Lema 5.6.2 La funcion de Airy a partir de la cual se obtienen tensiones sin-

gulares en el vértice de la grieta con energia de deformacion finita es:

3 30 30 0 0
Ap(r,0) =r2 (01 sen 5 + 4y cos 5 + (' sen 5 + 3C5 cos 5) , (5.6.31)

siendo Cp, € R, a € {1,2},0< 60 <.

Demostracion. Como vimos anteriormente, para que la energia de deforma-
cion sea finita, es necesario que A > 1. Ademaés, por las ecuaciones (5.6.18)—
(5.6.20), para que la tension sea singular en r = 0 debe verificarse que A < 2.

Se concluye entonces, por el lema anterior, que A = %

Conocido el valor de A, obtenemos a continuacion la relacion entre C7 y Cj
a partir de la condicion oy(r,7) = 0 y entre Cy y Cy a partir de la condicion

or(r,m) = 0. De la ecuacion (5.6.19) se tiene que

op(r,m) =0< g(r) =0 C; = —Cs. (5.6.32)
De forma analoga, de la ecuacion (5.6.20) se concluye que

o(r,m) =0&¢'(r) =0& Cy = 3C,. (5.6.33)

Finalmente, sustituyendo (5.6.32) y (5.6.33) en (5.6.25), y teniendo en cuenta
que A = 3/2, se concluye el resultado. 0

Calculamos a continuacion la expresion de los desplazamientos asociados a la

funcion de Airy.
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Lema 5.6.3 Suponiendo que los desplazamientos y tensiones verifican las hi-
potesis de deformaciones planas, las componentes del desplazamiento en coor-

denadas polares pueden expresarse como:

1 0A 00
1 10A 00
= — |——— 4+ (1—-v)r?=— 6.
Ug 2#{ 50 (1—-v)r Or}’ (5.6.35)
parar >0y 0 <6 <m, siendo O(r,0) la funcion escalar dada por
0 0
O(r,0) = r~1/2 (—801 cos + 24C5 sen 5) : (5.6.36)

y A definido por (5.6.31).

Demostracion. Las componentes del tensor de deformacion pueden escribirse

en funciéon de las componentes del tensor de tensiones y la funcién de Airy A

CcOomo:
1 1
o= (=)o —vo) = (- vaa—ay). (687
1 1
o= (1= voy—vo) = (1 -dA-0), (5639
1+v
Erg = TO}Q. (5639)

Teniendo en cuenta la expresion de €, dada en (A.5) e integrando con respecto

a r se deduce que

_1+voA (1+v)(1—-v)
U = o +/ z AAdr + f(0). (5.6.40)
Sea O(t, 0) tal que
d ( 00
Entonces,
(1+v)A-v) ([ 00 _/(1+1/)(1—V)
’ rag ) = = AAdr + f(6), (5.6.42)

y (5.6.34) se cumple trivialmente. Puede comprobarse, ademés, que

00 1 1 1 E
= = _ﬁ//AAdrd9+;/AAd9_r_2(1+y)(1—u)/f(e)de' (5.6.43)
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De nuevo utilizando (A.5), esta vez para gy, se obtiene que

Qug - (IT+v)(1-v) (1+v)
0 = TEY — Up =T z AA—1r z o — Uy, (5.6.44)

y sustituyendo el valor de u, dado por (5.6.40), e integrando con respecto a 0,

se concluye (5.6.35), sin mas que tener en cuenta la expresion de %—? dada en

(5.6.43).

Resolviendo la ecuacion de Laplace para ©(r, 0), se deduce que
O(r,0) = r™(D; cos(mb) + Dy sen(mf)), (5.6.45)

y, para que se cumpla la relacion

0 00

con A definido por (5.6.31), debe cumplirse que

4 4
)\ — 201 - 803, D2 == m:‘}Cg == —2402,

—1
m 2, 1

de donde se concluye (5.6.36) sin més que tener en cuenta que

Ssen —Q ——seng
2/ 2’

Lema 5.6.4 La funcion de Airy asociada al Modo I de fractura viene dada

por:
Kr3/? 30 0
A = — = 6.4
1(r,0) Wir: (COS 5 +3cos2), (5.6.47)

siendo Ky el primer factor de intensidad de esfuerzos.

La funcion de Airy asociada al Modo II de fractura viene dada por:

K 3/2
App(r,0) = — \1/15_ (Sen3—29 + sen g) : (5.6.48)
I

siendo Ky el factor de intensidad de esfuerzos asociado al Modo I1.
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Demostracion. Para obtener la funcion de Airy asociada al Modo I de fractura,
se imponen sobre los desplazamientos las condiciones (5.5.41) de simetria y
continuidad en § = 0 . Por (5.6.35) y las expresiones obtenidas para Ay ©, se

deduce que

rt2 0301
UQ<7”,0) :O@Z (—§—§+4(1—V)) Cl :O<:>Cl =0. (5649)

El valor de (5 se obtiene de la definicién del factor de intensidad de esfuerzos
Ky dada en (5.3.4):

3
K;= lim )\/ 2nrog =V 2wrr_1/zzlg(0) = V271305, (5.6.50)

r—0(6=0

y, por tanto,

=

Al sustituir C} y Cy en (5.6.31) se concluye (5.6.47).
Analogamente, para el Modo II, utilizando la condicion u,(r,0) = 0 dada en
(5.5.74), se deduce que Cy = 0y, de la definicion (5.3.4),

Cy (5.6.51)

Ki;p= lim )\/27T7“(7r9, (5.6.52)

r—0(6=0

se deduce que
_ Kn
Vor

Se concluye la demostracion de (5.6.48) al sustituir C; y Cy en (5.6.31). O

C) =

(5.6.53)

Proposicion 5.6.5 Bajo las hipotesis de deformaciones planas y para una
grieta estdtica, la parte singular de las tensiones cerca del vértice de la grieta

viene dada por:

K (5 0 1 39) Kir (3 30 5 0

76085 — 7eos —I—\/% Z—lsen?—zsen§), (5.6.54)

K (3 6 1 30\ Ky (3 0 3 30
g = (40082+4COS2)—W(4sen2+4sen2), (5.6.55)

K 1 0 1 30 K 1 g 3 30
O = 1 (Z sen§ + Z sen ?> + \/% <Z COS 5 + Z COS 7) . (5656)
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Demostracion. El resultado se obtiene a partir de las expresiones de la funcién
de Airy (5.6.47)—(5.6.48) y las ecuaciones (5.6.18)—(5.6.20), que relacionan las

componentes polares de la tension con la funcién de Airy. 0

Las expresiones de las tensiones y los desplazamientos en coordenadas carte-

sianas para una grieta estacionaria son:

Op = \/% COS 9 se 9 se 9 se COSs 5 COS B s
(5.6.57)

Kr o 0 30 Kir 0 0 30
= —=cos— (1 —sen — —~ COS = COS — 5.6.58
oy WCOSQ( —|—sen23en2>—|— Sen ; €08 5 COS — -, ( )

K 0 0 30 K 0 30
Opy = —L_sen = cos = cos = — —~LL cos 3 (1 —sen g sen 7) , (5.6.59)

\2rr 2 2 2 \27r

para la tension y

K [r 6 Ko / 0 , 0

— — —1+2 = —_— = 142 —
Uy = 2# o cos 2 (/4: + 2sen? ) o sen 5 </€ + 1+ 2cos 2) ,
(5.6.60)

K [r 0 Ko / 0 , 0

— = 1-2 — — = — —1-2 —
Uy = 2# o sen 5 (/i + cos® ) 2 cos 5 (H sen 2) ,
(5.6.61)

para el desplazamiento, donde x es la constante de Kolsov, dada por
k=3 —4v,

y K; vy Kj; son los factores de intensidad de esfuerzos para los modos de
fractura I y I1.
En el caso de tensiones planas puede probarse que la constante de Kolsov toma

el valor

33—
14
Asi, el campo de desplazamientos esta contenido en el espacio generado por

(5.6.62)

las siguientes cuatro funciones:

0 0 0 0
{W;(r, 9)};1:1 = {\/Fsen Y \/T cos Y V7 sen 5 sen 0,/ cos 5 sen 9} . (5.6.63)
Estas funciones seran entonces las utilizadas para enriquecer el espacio de

elementos finitos en el vértice de la grieta.
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Capitulo 6

Método de elementos finitos
extendidos XFEM

Debido a la presencia de la grieta, el método de elementos finitos clasicos puede
proporcionar resultados inadecuados a la hora de capturar las singularidades
que se producen cerca del vértice de la grieta. Ademaés, este método representa
las caras de la grieta mediante una coleccion de nodos dobles, uno a cada lado
de la interfase, lo que requiere que la malla del dominio se ajuste a la geometria
de la grieta, y cualquier cambio en ésta, como por ejemplo su crecimiento, hace
necesario un nuevo mallado del dominio. El método de elementos finitos exten-
didos (XFEM) desarrollado por Moés, Dolbow y Belytschko [10, 24|, introduce
una nueva metodologia que permite describir la geometria de la grieta inde-
pendientemente de la malla de elementos finitos del dominio, asi como captar
singularidades conocidas de la soluciéon mediante la introduccién de funciones
de forma que reproduzcan ese comportamiento. Esto supone importantes ven-
tajas computacionales, al evitarse la generacion de nuevas mallas cuando se
espera el crecimiento de la grieta o en problemas inversos donde se intenta
averiguar la posicion de la grieta.

En este capitulo se estudiara la aplicacion del método de elementos finitos
extendidos a la simulaciéon de placas con grietas, exponiendo con detalle las
particularidades del método y las dificultades de su implementacion. En primer

lugar nos centraremos en el proceso de biisqueda y clasificacion de los elementos
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intersecados por la grieta y de los nodos enriquecidos. Para ello consideraremos
dos casos: en el primero, la grieta se describe por medio de conjuntos de nivel,
y en el segundo, de forma poligonal, por medio de un conjunto de puntos. En
ambos casos se estudiara la obtencién de una representacion baricéntrica de
los puntos de corte de la grieta con los elementos asi como el signo de la fun-
cién Heaviside en un punto cualquiera de los elementos; esta funcién juega un
papel esencial a la hora de permitir la discontinuidad de los desplazamientos
al pasar por los labios de la grieta. A continuacion se realizara el estudio del
método XFEM y su implementacion para finalmente presentar las condiciones
de contacto que se suponen entre los labios de la grieta y su implementacion
con XFEM.

6.1. Descripcion baricéntrica de una grieta defi-

nida mediante conjuntos de nivel

Consideraremos un dominio €2, C R? en las condiciones de los capitulos an-
teriores, cuya frontera se divide en tres partes disjuntas dos a dos, I'p, I'y
y I'c. Las dos primeras representan la zona de desplazamientos y tracciones
impuestas respectivamente y la tercera representa la grieta, que es una curva
orientada.

En lo que sigue, nos limitaremos al caso de una malla de tridngulos, aunque
muchos de los conceptos se pueden generalizar facilmente a mallas de cuadri-
lateros o tetraedros. Por consiguiente, los indices latinos i, 7 tomaran valo-
res en {1,2,3}, indicando vértices o aristas de elemento, y la notacion ciclica
(1] =7 —3E[(j —1)/3] (o [j]3 si hay lugar a confusion) se utilizara cuando el

indice pudiera ser mayor que 3, siendo F la funciéon parte entera.

Sobre la grieta y la malla se suponen las siguientes condiciones (H):

= El maximo nimero de puntos de corte de la grieta con cada elemento es

dos.
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P
X

Figura 6.1.1: Situaciones excluidas en la malla del dominio y la grieta.

= La grieta no corta a una misma arista dos veces.

= La grieta no pasa por ningun vértice de la malla.

Bajo estas condiciones, se excluyen las situaciones representadas en la Figura
6.1.1. De ocurrir alguna de estas situaciones, se refinaria la malla hasta que se
cumplan. Las condiciones (H) permiten aproximar la grieta en cada elemento
por un segmento, tal como se muestra en la Figura 6.1.2.

Un volumen de control crack, ¥, queda dividido en dos partes por la grieta, y

Figura 6.1.2: Aproximacién de la grieta por segmentos en un tridngulo.

se distinguira si un punto esté a la derecha o a la izquierda de la grieta, cuando
ésta se recorre en el sentido que marca su orientaciéon, mediante un signo. Sea

d(X) la funcion distancia con signo dada por

dX)=+ min |X -X|, Xe¥* (6.1.1)

el

donde el signo es diferente a ambos lados de la grieta. Se sigue, por tanto, que

la curva de nivel 0 de esta funcion escalar es una representacion de la grieta.
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Definimos la funcion de Heaviside H que a cada punto le asigna el signo que
toma la funcion d, esto es, H(X) = sign(d(X)). Sera un valor positivo si el
punto esté a la izquierda de la grieta, y negativo si esté a la derecha.

Ahora, consideramos una discretizacion del dominio mediante una malla
ZL = {Tk k= 1, ...,me},

cuyas aristas no tienen porqué estar alineadas con la grieta. Denotamos por
me ¥y ny el nimero de elementos y nodos en la malla, respectivamente. Los
valores de la funcion de nivel se calculan tunicamente en los nodos dy = d(X;),
con I = 1,....,ny,, y se aproxima la funcién distancia con una nueva funcion
interpolada que seguiremos denotando por d(X) = >, N;(X)d;, calculada
usando las funciones de forma estandar N;(X) de la malla de elementos finitos.
Con esta simplificacion, la representacion de la grieta como el nivel 0 de la
funcién d es solo una aproximacion, pues en el interior de los elementos se
aproxima por un segmento (ver Figura 6.1.2). De este modo la aproximacion
de la grieta mejora con el refinamiento de la malla.

Con objeto de representar la grieta a partir de las coordenadas baricéntricas
de sus puntos de corte con cada elemento, consideramos la siguiente funcion

de deteccion de cortes G

T, 5 Rx{-1,0,1}
T ((a1, g, a3), Si),  si la grieta corta al elemento Ty,
%
' ((0,0,0),0), en otro caso,

que a cada elemento, le hace corresponder una terna de escalares que contienen
informacion de los puntos de corte de la grieta con cada una de las aristas del
elemento, y otro valor escalar que representa el sentido en el que la grieta
corta al elemento, con respecto a la orientacion del propio elemento. Veremos
a continuacion como calcular estos valores a partir de la funcién distancia.

Una propiedad esencial para su célculo es que en la grieta aproximada debe

verificarse:

SN =0, 3 N(X) =1, (6.1.2)

siendo n;, el nimero total de nodos de la malla 7;,. Ademaés, en una arista con

extremos en los vértices con numeracion global I e I, sélo N;, y Ny, son
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distintas de cero sobre la arista.

Sea Ty, € 7T, y supongamos que T}, esta cortado por un segmento de grieta. Un
punto Xj de la recta generada por este segmento de grieta pertenece a la recta
que contiene a la arista del elemento T} de extremos con numeraciéon global I;

e Iy, si el sistema con incégnitas Ny, y Ny, definido por

Ny, (Xo)dr, + Np,(Xo)dp, =0, (6.1.3)
N1, (Xo) + Npp (Xo) = 1, (6.1.4)

admite solucion. Ademas, el sistema (6.1.3)—(6.1.4) permitira identificar las
aristas cortadas por la grieta, pues si hay interseccion, 0 < N 1, (Xo), N 1,(Xo) <
1, en cuyo caso, Nlﬁ = Ny, 8 =1,2. 5i NIB ¢ [0,1] la grieta no corta a la
arista. El sistema (6.1.3)—(6.1.4) no admite solucién en el caso excepcional en
que ambos extremos de la arista estén exactamente a la misma distancia de la

grieta, esto es, dj, = dj, en cuyo caso la grieta seria paralela a la arista.

Para cada arista ¢ del elemento Ty, i € {1,2,3}, sus extremos seran i e [i + 1],
en la numeracion local de los nodos en el elemento T}, e I1, I en la numeracion
global de los nodos en la malla. Denotaremos por X{, el punto de corte asociado
a la arista i y por a; el valor 1 — Ny, (X{) obtenido por el sistema lineal (6.1.3)—
(6.1.4) cuando éste pertenezca al intervalo [0, 1]. En otro caso (casos en que la

grieta no corta a la arista) «; tomara el valor 0 .

(,,0)

Figura 6.1.3: Puntos de corte en un tridangulo

En consecuencia, la interseccion del elemento 7T} y la grieta se almacena por
medio de un vector e = (o, a9, a3) donde cada «a; contiene informacion

relativa al corte de la grieta con la arista ¢ de Tj. Estos vectores son invariantes
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por transformacion al elemento de referencia. Las coordenadas de los puntos

de corte, X} se calculan con facilidad mediante la férmula

siendo X; las coordenadas de los vértices i e [i+ 1] del triangulo T}, de la malla.

Esta metodologia permite sustituir la representacion de la grieta basada en la
funcién distancia por una representacion basada en las ternas ay. Incorpora-
remos ademas una variable que nos permita recuperar, para cada vértice, el
signo de la distancia interpolada. Para ello, definimos sobre el elemento T}, un
escalar si: s; es nulo si el elemento no es intersecado por la grieta, s = 1
si la grieta corta al elemento en la direccién que diremos "positiva", es decir,
si, cuando la grieta se recorre con su orientaciéon positiva, corta primero a la
arista i y después a la arista [i + 1] del triangulo, mientras que s, = —1 en

caso contrario.

En resumen, el segmento de grieta para cada elemento cortado queda total-

mente determinado por la terna oy, y el signo s.

Dado un punto cualquiera X del elemento T}, puede ser necesario conocer su
posicion respecto de la grieta, que se determina por el signo de la expresion que
da la wvisibilidad del segmento de grieta desde el punto X. Dicha visibilidad, S,
se define como el area con signo del tridangulo formado por el punto X y los
dos puntos de corte de la grieta con el elemento, Xgﬂ] y Xgil], siendo ¢ el
indice de la arista que no estéa cortada por la grieta. Es decir, para cada punto

X, la visibilidad de la grieta desde ese punto viene dada por la expresion:

Ni1(X) N2 (X) Ni3(X)
S=si| Nu(Xg™) NeXi) NaXy) |
Na(XE) N (X5 Na(X5)

con ki € Iy, i € {1,2,3}, siendo I; el conjunto de indices globales de los
vértices del elemento Tj,.
Este calculo resulta tutil a la hora de realizar la cuadratura numérica, para

conocer a qué lado de la grieta estan los puntos de integracion.
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6.2. Descripcion baricéntrica de una grieta po-

ligonal

En esta seccion consideraremos el caso particular en el que la grieta I'c esta

nc

descrita de forma poligonal mediante una colecciéon de puntos Po = {A;}7<,

siendo n¢ el nimero de puntos caracteristicos de la poligonal. Describiremos
el proceso de célculo de su representacion baricéntrica, oy, s, para 1), € 7Tp,
expuesta en la seccidén anterior para este caso, en el que se desconoce la funcion
distancia. Supondremos, al igual que en la seccién anterior, que la malla del

dominio 7}, y la grieta ' estan en las condiciones (H)

Para cada arista 7 del elemento T}, analizaremos si hay un segmento de grieta
que interseca a la arista. Un segmento AB corta la arista X Xji41) del elemento

T}, siy solo si

ABX[,| ABX 1y

6 <0, v |AX;X(i1y]o | BXi X it

<0, (6.2.1)

(ver Figura 6.2.1), donde |- |, denota el area con signo del tridngulo. Con estas
condiciones se excluye el caso en que el segmento AB contiene a un vértice de

la arista, lo que es coherente con la tltima de las condiciones en (H).

Ademas, si el segmento AB corta a la arista XiXjit1), el punto de corte se
caracteriza por un escalar o; que determina el punto, (1 — o)X, + a; X41) y
que se calcula como

_ |ABX;|
|ABX,|; — [ABXiyq]o

Q;

Notese que a; esta bien definido al verificarse la primera desigualdad en (6.2.1).
Ademas, si |ABX;|, < 0, la funcion de Heaviside H tomaré el valor —1 en X;
y Len Xpiq) ysi [ABX;|, > 0, H(X;) = 1y H(X}i4+1]) = —1. En ambos casos,
a; € (0,1). En la practica, si no hay punto de corte de la grieta con la arista

1, al parametro «; se le asignaré el valor 0.

Notese que si X;X[;;1) es una arista del elemento y A;A;; es un segmento
de la grieta orientado, entonces la condicion |A;A4;11X;|, < 0 implica que el

segmento de grieta sale del elemento a través de esta arista.
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Flgura 621 a) |ABXl|O < 07 |ABX[Z'+1]|O > O,,b)|AXZX[l+1]|o > 0, |BX’£X['L+1]|O < 0

Aplicando la metodologia descrita a todas las aristas del triangulo, obtenemos
(v, g, cvg), v la orientacion si. Esta informacion permite deducir de qué aris-
tas del elemento son intersecadas y por cuél sale la grieta.

Aunque es improbable que la grieta real pase exactamente por el vértice del

AVANVALV/

—— Grieta original

— Grieta modificada

AVANA

Figura 6.2.2: Correccién en los puntos de corte

elemento, algunos puntos de corte pueden estar cerca de un vértice. Esta pro-
ximidad puede causar inestabilidades durante la integracion numérica por lo
que, para evitar estas situaciones, se introduce un nivel de tolerancia § de modo

que los parametros «; se modifican por
a; ~ max{d, min{l — J, o; } }. (6.2.2)

Como puede verse en la Figura 6.2.2, cuando la grieta pasa muy préoxima a un
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vértice de un triangulo, se realiza una traslacion de los puntos de corte, y la

grieta aproximada se separa del vértice.

6.3. Clasificacion de los nodos, aristas y elemen-

tos de la malla.

En las secciones anteriores, hemos visto como obtener a partir de grietas de-
finidas por conjuntos de nivel o por segmentos, una aproximacion poligonal,
cuyos vértices estan en las aristas de los elementos atravesados por la grieta.
A partir de ahora, nos referiremos a esta aproximacion como la grieta. Como
en las secciones anteriores, suponemos que sobre el dominio {2, que presenta
una grieta I'c, se define una malla de elementos finitos 7, que cumple las

condiciones (H) expuestas en la Seccion 6.1. Denotamos por

= P el conjunto de todos los nodos de 7, a los que llamaremos nodos

estdndares,

= Pr el subconjunto de P formado por los nodos para los cuales el soporte
de sus funciones de forma asociadas contiene al vértice de la grieta, a los

que llamaremos nodos tip,

= Py es el subconjunto de P de los nodos para los cuales el soporte de sus
funciones de forma asociadas esta completamente dividido por la grieta
y no pertenecen a Pr, a los que llamaremos nodos Heaviside o nodos

crack.

Los elementos de la malla se agrupan en tres conjuntos:

= 77 el conjunto de todos los elementos que tienen algin nodo en Pr, a los

que llamaremos elementos tip,

» Ty 7 el conjunto de todos los elementos que tienen algin nodo en Py y

ninguno en Pr, a los que llamaremos elementos Heaviside.
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AN
AVSANNY
Y/ /4

AN
W VA
VAYAYA
VA"\VAVA
i
Av "' v‘ I Elementos de T
VA'A V Elementos de 7, »
v VWA | Elementos de T,
AN N
A'Av/"‘v —— Grieta original
A'A/A'Av — Grieta modificada
VAVAVAV e Nodos de P, ala derecha

e Nodos de P, alaizquierda
e Nodos de P,

Figura 6.3.1: Conjuntos de elementos Ts, Ty 1y Tr.

s 7 el conjunto de los elementos que no tienen ningtn nodo en Pr U Py,

a los que llamaremos elementos estandares.

Asi, 7Tj, es la reunion de los tres conjuntos disjuntos T, Ty 7 y Tr. Sea Sy
el conjunto de aristas de la grieta poligonal que aproxima a la grieta real.
Denotaremos por Sy 1y St los subconjuntos de S, formados por las aristas

de la grieta que atraviesan elementos Heaviside o tip, respectivamente.

Consideraremos las inclusiones ny : Py — Py ny : Pr — P que relacionan la

numeracion local de los nodos en Py (respectivamente Pr) con su numeracion

global en P y las inclusiones Ty v+ : Ty v — Tp,Ts : Ts — T, y Tp :

Tr — T}, que hacen lo propio para los elementos. Consideraremos también las
h 9 propio p

aplicaciones inversas n;ll y n}l definidas como

I siJ= 1), I
nHl(J):{ siJ=ng(I), I € Py,

0 siJ¢&Im(ng). (6:3.1)

. —1 N4 —1 S EIP .
Analogamente se define n;.". Nétese que para que ny; y ny, estén bien defini-
das es necesario anadir un nodo ficticio, etiquetado por cero, a los conjuntos,
Puy Pr.
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Los operadores de conectividades, C', Cy 7, Cr, y Cry relacionan los nodos
de un determinado elemento con su numeracion en alguno de los conjuntos de
nodos P, Py, Pr. Por ejemplo, el operador de conectividad estandar es tal
que C(i,k) es la posicion en P del nodo i del elemento T} € 7, mientras que
Cru(7,1) es la posicion en Py del nodo j del elemento [-ésimo de 77 o 0 si el
nodo no pertenece a Py.

El siguiente diagrama conmutativo relaciona las aplicaciones y conjuntos defi-

nidos anteriormente:

—1 —1
n n;

= (Pu)® —— (P —— (Pr)’
cu vl J/ Te N\ Tcr

Ty T T C
THﬁT — T S Ir S
T 1s
Ts

-1 . -1 ., , -1
donde m (respectivamente m;') es la funcién que actia como ny

(resp.
n}l) en cada componente de C'. Como puede verse en el diagrama, ademas del

estandar, se tienen otros tres operadores de conectividad,

Cu v =ny (CC,Tu_v(Tu 1)), Cr=mn;'(C(;Tr(Tr))),
Cru = ny (C(:, Tr(Tr))),

de los cuales nos valdremos para construir los punteros de destino que relacio-
nan los grados de libertad elementales con los globales y que son fundamentales

para el ensamblado de las matrices de masa y rigidez.

Asimismo, para la integracion sobre I'c, es necesario relacionar las aristas
de la grieta con los elementos a los que pertenecen. Para ello se definen las
aplicaciones D, Dy 7y Dr que asignan a cada arista de la grieta el elemento

correspondiente, segiin el siguiente diagrama

-1 -1
ny n;

- Py P P3
curl / Te '\ Tor
Tu T Tr Cry
TH_T — T, — Ir -
Dy 1 T T D T Dr
S
SH_T RE Sh A Sr
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Veremos ahora con un sencillo ejemplo como son los operadores de conexion
y las inclusiones definidas anteriormente. Consideramos la malla ejemplo que
se muestra en la Figura 6.3.2. Como puede verse, consta de once nodos y diez

elementos. Los conjuntos de nodos y elementos seran:

10 1

o

9 8
(1 Elementos de T
s
. 7 "1 Elementos de T
@ \- ® [ Elementos de T
e Nodos de P,
5 6 e Nodos de Py,

e Nodos de P,
= Nodosde I',
s Vértice

Figura 6.3.2: Malla ejemplo

P =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}, T, = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Ps={1,2,3,4}, Py =18,9,10,11}, Pr=1{5,6,7}.

Ts =1{1,2}, Ty r=1{9,10}, Tr={3,4,6,7,8,5}.
Para distinguir los indices locales de Py de los de Pr y de los indices globales,
utilizaremos los subindices H y T para precisar con mayor claridad a qué

conjunto nos referimos en cada momento. Con esta notacion, las aplicaciones

inversas de las inclusiones escalares son,

8 1y

9 2
ng()) =0, 1<j<7 ng ol 3H
H
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5 17
npl(j) =0, si j€{1,2,3,4,89,10,11}; nz'| 6 | = 27
7 37

Las matrices de conectividades C, Cy 1, Cgr y Cr estardn dadas por

11346677 8 8 1y 1y
C=2366789810 11 |, Cur=| 34 44 |,
34455759 9 10 24 3u
00 0 0 0 0 0 0 20 3p 3¢ 2r

CTH: 00 1H 2H 1H 5 CT: 2T 2T 0 0 0 3T )
00 0 0 2 0 0 1p 3¢ 1p 0 1p

e}

recordando que las aplicaciones ny' y n;' actiian sobre cada columna de C

1

como las aplicaciones escalares n[_fl y np actian sobre cada componente de

dicha columna.

6.4. Aproximacion XFEM

La esencia del método de elementos finitos extendidos reside en la ampliacion
del espacio de aproximacion con funciones particulares que presenten propieda-
des caracteristicas de la solucién esperada, como pueden ser discontinuidades
fuertes en la soluciéon o sus derivadas, y singularidades. Multiplicando estas
funciones por las funciones de base estandar del FEM se obtienen nuevas fun-
ciones de base que respetan el concepto basico de particion de la unidad para

la aproximacion por elementos finitos.

En problemas de grietas se enriquece entonces el espacio de elementos finitos
teniendo en cuenta la discontinuidad del desplazamiento en la grieta y la singu-
laridad de las tensiones en el entorno del tip (ver (5.6.57)). Asi, la aproximacion

del desplazamiento se define como

4
wp(X) =Y Ni(X) |dr + HX)E+ Y W(X)b | (6.4.1)
Iep IePy =1 repy
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donde H es la funcion de salto de Heaviside, definida en la Seccion 6.1, en la
cual la discontinuidad esta alineada con la grieta y ¥; son funciones que generan
el espacio al que pertenece el comportamiento asintotico de un material elastico

lineal cerca del tip (ver 5.6.63), dadas por

H(X) = Visen D Wa(X) = Vrcos o

U3(X) = /7 sen g send; Wy (X) = /rcos g sen 6, (6.4.2)

donde 0(X) € [—m, 7| es el angulo polar respecto a un sistema de referencia
que tiene como origen el tip de la grieta y como semieje de abscisas positivo
el vector tangente a la grieta en el tip en la direcciéon positiva respecto de la

orientacion de la grieta, y r es la distancia del punto X al tip.

Las funciones {N;(X)H(X), I € Py} se denominan funciones de forma Hea-
viside, mientras que las funciones {N;(X)U;(X), I € Pp,1 <1 < 4}, se deno-

minan funciones de forma tip.

N,(X)H(X)

N,(X N,(X)

NI(&)H(X)

\ d(X,)<0 d(X,)<0
d(X,)<0 d(X,)<0 1.d(X.)>0 d(X,)>0

1‘C d(X,)>0 d(X,)>0

1\:/'2(X)H(X)
N,(X)H(X)

Figura 6.4.1: Funciones de forma estandares y de Heaviside 1D

En la Figura 6.4.1 se muestran las funciones de forma unidimensionales estan-
dar asociadas a dos nodos, X; y X5, cada uno a un lado de la grieta, y las
funciones de forma Heaviside correspondientes a esos mismos nodos. Anélo-
gamente, en las Figuras 6.4.2 y 6.4.3 se representan las funciones de forma
Heaviside bidimensionales asociadas a los tres nodos de un tridangulo atravesa-

do por la grieta.

Notese que el limite de la primera funcion asintotica definida en (6.4.2), /7 sen G(TX),
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d(X,)>0

X,)>0

d(X,)>0

Figura 6.4.3: Funciones de forma Heaviside 2D

cuando nos acercamos a la grieta por angulos positivos, esto es 8 = 7, es
Uy (nt) = y/rsen? = /r, mientras que ¥ (77) = y/rsen ¥ = —\/r. Este
hecho produce ciertas dificultades, pues es necesario alinear el segmento 6 = 7
con la grieta en los elementos adyacentes al elemento que contiene al tip. Por
simplicidad, consideraremos que la grieta es recta en un entorno del tip. De-
notamos por My, el vector unitario tangente a la grieta en el tip, Ry 4my, el
vector tangente obtenido al rotar ny;, un angulo de 7/4 y Xy;, las coordenadas

del tip. Entonces, se verifica:

cosf(X) = é:—izg " Mip,

senf(X) = é{(:—)}zii! Ry jamup,

sen 9(;() = sign (sen (X)) 1—%59()()’
cos 9(;() = H#SWO(X)-
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Uy (X) = \/fsen &) Uy(X) = \/fcos %)

Figura 6.4.4: Funciones de forma Tip

Figura 6.4.5: Funciones de forma Tip

En las Figuras 6.4.4 y 6.4.5 se representan las funciones asintoticas (6.4.2) que
se utilizan para el enriquecimiento cerca del tip. Al multiplicar estas funciones
asintoticas por las funciones de forma estandar, se garantiza que su soporte es

compacto.
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6.5. Formulacién matricial

En esta seccion veremos como se expresa matricialmente la ecuacion variacional
(4.4.22), correspondiente al problema de contacto dindmico en un dominio
con grieta, cuando aproximamos el espacio de desplazamientos con el método
XFEM y en qué modo afecta la formulacion en XFEM a las matrices de masa
y rigidez respecto a la aproximacion estandar por FEM tratada en el Capitulo
4. Trataremos también los principales pasos de la implementacién del método.

Denotamos el vector de valores nodales por

ﬁ[i[EP
_’hz 5[2]677}1 s
g]i]GPT,

donde u; ¢; y b; son los grados de libertad estandar, Heaviside y tip de la
malla, siendo, para cada I, i; € R%, & € R? y b; € R®, que estd compuesto a

su vez por cuatro vectores b} € R2.

Denotaremos también por [N] al operador tal que para todo X €

wy(X) = [N](X)iZh, (6.5.1)

e(uh)(X) = €99 = [B](X)'l_ih (652)

€21 + €12

Dado que las integrales sobre el dominio se calculan como la suma de las
integrales sobre cada uno de los elementos de la malla, centraremos nuestra
atencion en el calculo de las matrices elementales y en los punteros de destino
utilizados para el ensamblado.

Para construir los operadores [N] y [B] consideraremos las siguientes funciones

0 0 - v, 0
Iw=| = ’ ,
0O v1 0 vy -+ 0 v,y

patron:
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para el desplazamiento, y

v, 0 v O --- v, O
Jw,w)= 0 w, 0 wy -~ 0 w, |,
wy U1 Wy V2 o Wy Uy

para las componentes del tensor de deformacion, siendo v y w dos vectores
cualesquiera de la misma dimension, m. Para una matriz [A] € Moy, escri-
biremos J ([A]) para referirnos a J ([A4] (1,:),[4] (2,:)).

Sea V}, el espacio generado por las funciones de base,
Vi =< N/(X)>® < N(X)H(X) > & < Ni(X)¥; >, (6.5.3)

Sea T}, el elemento k-ésimo de la malla 7;,. La expresion de la restriccion de
up, € Vj, a ese elemento depende del conjunto de elementos al que pertenezca

T. En ese sentido, podemos distinguir tres casos:

= El elemento pertenece a 7g. En ese caso la expresion de wuy, restringido
a Ty, denotada por w7, coincide con la expresion clasica del método de

elementos finitos,
wr, (X) =Y Ni(X)ip, (6.5.4)

I€l},
siendo I, = C(:, k) el conjunto de indices globales de los nodos del ele-

mento 7. Matricialmente, se puede expresar como
wr, = I ([N?]) . (6.5.5)

siendo [N,f] = (Ng1, Ng2, Ng3) la matriz de M3 cuyas componentes
son las funciones de base estidndar asociadas a los vértices del elemento
T}, evaluadas en el punto X y 7y, el vector de grados de libertad estandar

correspondientes, esto es,

(6.5.6)

u
S 0 Nu 0 Nio 0 DN

)
(uk1)
Nip 0 N 0 Ngz O (ur2)1
(uk2)
(uks)
(uks)
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» El elemento pertenece a 7H _T. En ese caso, la expresion de w7, viene

dada por
wyr, (X) =Y Ni(X) | + HX)7 | (6.5.7)
el I€l,NPy

que, matricialmente, se puede expresar como

unr, = I ([NF NH]) < s ) , (6.5.8)
cr,

donde [NH] € M3 es la matriz de las funciones de base estandar mul-
tiplicadas por la funcion de Heaviside y ¢7, € Mgy el vector de grados
de libertad Heaviside del elemento. Notese que si no todos los nodos del
elemento pertenecen a Py algunas columnas de la matriz no son necesa-
rias y algunas de las componentes de ¢, seran nulas. Aun asi, la matriz
T ([N Nf]) € Mayia. La eliminacion de las columnas innecesarias se
realizard en el proceso de ensamblado de la matriz elemental en la matriz

global.

= El elemento pertenece a 77. En ese caso la expresion de wuy g, viene dada

por
4
wyr, (X) = > Ni(X) @+ HX)er + Y 0(X)8h |, (6.5.9)
k H el,NPr

que expresaremos matricialmente como

ur,
wyr, =Z ([NF NP ND | @ | (6.5.10)

br,
siendo [N]] € M2 lamatriz de las funciones de base estandar multipli-
cadas por las funciones V,, y I;Ik € My el vector de grados de libertad

tip del elemento. Para calcular el vector [N]] se utiliza la matriz, [G] de

las funciones de base (6.4.2),

= ( U, U, Uy U, ) (6.5.11)
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de modo que

[INI] = [NJ()G NP(2)G NZ(3)G] = (6.5.12)
(Nklxpl NiyWy NuyUs NyUy Nl NioUs ) (6.5.13)

y la matriz Z ([N NI NI']) € Moyss.

Observacion 6.5.1 En realidad, entre los elementos T), € Ir se pueden dis-
tinguir dos casos, aquellos que tienen algin nodo en Py y los que no. Para
estos 1iltimos es claro que el vector ¢y, es nulo y las columnas correspondientes
a [N{] son innecesarias y no se ensamblardn. La decision de hacer un caso
especifico para estos elementos es eleccion del programador. En esta memoria
optaremos por tratar todos los elementos de Tr por igual, para minimizar en
lo posible la casuistica, puesto que a nuestro entender, el nimero de elementos
que presentan esta particularidad es pequeno para ser considerado relevante en

la administracion de la memoria en el ordenador.

Para el calculo de las componentes del tensor de deformacion, se sigue un
procedimiento analogo. Al igual que antes, nos restringimos al calculo de la

matriz elemental, y distinguimos tres casos:

= Si el elemento pertenece a 7g, la representacion es estandar y se tiene
e(un)i = J ([B]) i, (6.5.14)

siendo [B,f ] € M3 la matriz de las derivadas parciales de las funciones
de base estandar asociadas a los vértices del elemento T}, evaluadas en el

punto X esto es,

Niig Ngaa Ngsa

BY| = ’ . (6.5.15)
5] [Nkl,Q Ni22 Nk3,2]
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Por tanto,
(Ukl)l
Uk1)2
Neii 0 Ng1 0 Ngzg O (1)
(%2)1
e(un)ir, = 0 Nuz 0 Nio 0 Nigo () :
k2)2
Nii2 Npig Npgo Npoan Nigo Nisa
(UkS)l
(Uk3)2

donde, al igual que antes, los indices ki de Ny, ; se corresponden con los
indices globales en I, y j € {1,2} denota la derivada parcial con respecto

a la variable j.

= Si el elemento pertenece a 7H T,

e(un)ir, = J ([By Bi']) ( 7“?’“ ) : (6.5.16)

C]k

siendo [B] la matriz [B;] multiplicada por la funcién de Heaviside en
el punto X y J ([B,f B,ﬂ) € Msy1o.
= Si el elemento pertenece a 77,
U,
e(w)m, =7 ([By Be BL]) | &, |. (6.5.17)
br,
siendo [B{] la matriz de derivadas de las funciones de forma asociadas al
enriquecimiento cerca del tip. Veamos como se construye la matriz [B]].

Para calcular las derivadas respecto a x e y de las funciones de base del

enriquecimiento tip, se tiene en cuenta la regla de la cadena, de modo

que
O¥1 9¥y 9¥3 9Py or 90 oV,  9¥y  OV¥3 9y
ox oz ox ox ox Ox or or or or
O¥1 9¥y 9¥3 9Py or 90 oV,  9¥y  OV¥3 Iy
dy Oy oy oy oy Oy 00 o0 o0 00

Si denotamos por Rot la matriz de rotacion:

% % cos(f) —F2 Sern(g)
Rot = = ,
g—; g—z sen(f) —Coi(e)
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y por [DV] la matriz de las derivadas de W con respecto a r y 6, entonces
[DG] = Rot[DV]

es la matriz de las derivadas de las funciones ¥, con respecto a x e y:

Uie Voo W3, Wau
DG = b TR0 Tee TAe ) (6.5.18)
\Ijl,y q12,31: qj?y,y \Ij4,y

Finalmente, [B}] serd una matriz 2 x 12 dada por
[Bi] = [Bi(. DG Bi(:2)G Bi(:,3)G] +
[NJ(1)DG N;(2)DG N;(3)DG],

y J ([BE B Bi]) € Msxss.

Observacion 6.5.2 Ndtese que

T([ve N NED) = [Z (D) Z(INED) Z (Ve )]

J (B2 B Bi]) = [7 ([B]]) 7 ([B]) 7 ([B{])]

En lo que sigue, con objeto de simplificar la notacion, omitiremos los operado-

res T y J siempre que no dé lugar a confusion.

6.6. Reglas de cuadratura para elementos enri-

quecidos.

Cuando la matriz de rigidez o el vector de fuerzas se calculan en un elemen-
to que esté cortado por la grieta, las reglas de cuadratura de Gauss clésicas
podrian hacer aparecer modos singulares espureos. Estas dificultades suelen
evitarse dividiendo los elementos en subelementos donde el integrando sea
continuo. La descripcién de los puntos de corte presentada en las secciones
anteriores nos permitira la generacion automética de los subelementos y, en

consecuencia, de los puntos y pesos de integracion sobre cualquier elemento,
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evitando analisis casuisticos.

Cabe destacar el hecho de que esta particion se realiza tinicamente para el
calculo de la cuadratura numérica y no altera las propiedades de aproximacion
de los elementos finitos, ni el nimero de nodos de la malla.

En primer lugar, presentaremos algunas propiedades que relacionan las coor-
denadas baricéntricas y cartesianas de puntos de un elemento con puntos de
un subelemento. A continuacién, utilizando estas propiedades y la informacion
de los puntos de corte proporcionada por las ternas (aq, e, a3), introducidas
en la Seccion 6.1, obtendremos la expresion de las formulas de cuadratura en
elementos divididos por la grieta y en el elemento que contiene al tip.

En lo que sigue no se utilizara el convenio de suma sobre indices repetidos, de

modo que todo sumatorio se hara explicito.

6.6.1. Propiedades de los subelementos

Sea T}, un tridangulo de vértices X, Xs, X3,y sea T, C T} un subtriangulo de
T}, de vértices X7, X5, X5. En particular, supondremos que los vértices de T,
son puntos de las aristas de T}, (ver Figura 6.6.1), aunque esta hipotesis no es

imprescindible.

Figura 6.6.1: Triangulo T} y subtriangulo T,
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Denotamos por Ni; v N,; las funciones de forma correspondientes a los tridn-
gulos Ty, y T, respectivamente. Dado un punto X € T, C T, Z\7k (X) representa
el vector columna de componentes Ni;(X) y N, (X) el de componentes N,;(X).

Definicién 6.6.1 Definimos la matriz de particion, N, del tridngulo T, res-
pecto del triangulo Ty, como la matriz cuyas componentes son las coordenadas
baricéntricas de los vértices del tridngulo T, respecto de las funciones de forma

Ny; del triangulo Ty, es decir,

N (X9)  Nii(X5) N (X5)
V] = (Ne)ij = Niua(X§) = | Nia(X5) Nio(X35) Nio(X5) |- (6.6.1)
Ni3(X7)  Nipa(X5)  Nis(X3)

Teorema 6.6.2 Sea X € T., un punto de coordenadas baricéntricas N.;(X),
Jj € {1,2,3}. Entonces, las coordenadas baricéntricas de X con respecto a las

funciones de forma Ny; vienen dadas por:

Niei(X) =) Nej (X) N (X5), (6.6.2)
es decir,
Ne(X) = NN, (X). (6.6.3)

Ademds, para las derivadas de las funciones de forma, se tiene:
[DN,] = N.[DN.],

donde DN(:, j) representa el vector columna gradiente de Ny;.

Demostracion. Sea f una funciéon continua sobre el elemento Ty, y f; los
valores de f en los vértices del triangulo Ty, f; = f(X;). Entonces, la funcion

de interpolacion de f en el triangulo T} es:

If(X) =Y Nu(X)fi, XeT (6.6.4)
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Sean ahora (f.); los valores interpolados en el j-ésimo vértice del subtriangulo

T., con la interpolacion Ny;, ¢ € {1,2,3}, esto es,

3
(f); = Ni(XE)fi. (6.6.5)
i=1
Por otra parte, la funcién de interpolacion de f en el tridngulo T, es:
3
Lf(X) =) Nj(X)(fe);, XeT. (6.6.6)
j=1

En consecuencia, si tenemos en cuenta que, por ser f continua en el elemento,
II.f =IIf en cada punto X € T,, se deduce:

3 3 3
ZNki(X)fi = ZNej(X) ZNkl(X§>fl
3 3
= (Z Nki(X;)Nej(X)> fi» VX €T,

y para toda funciéon continua sobre T},.

En particular, )
Npi(X) = Z Nii(X5) Nej (X), (6.6.7)
j=1
que matricialmente se expresa como:
Nk<X) = -/\[e]\_fe(X)'

De forma analoga, se obtiene el resultado para las derivadas. O

Asi, para cada subtriangulo 7T}, con la matriz de particion N,, se recuperan los
valores de las funciones de forma N; del tridngulo T} a partir de los valores

de las funciones de forma, N.;, del triangulo 7.

B

Teorema 6.6.3 Sea X un punto del elemento T} con coordenadas baricéntri-
cas (\;). El punto X° del subelemento T, con las mismas coordenadas baricén-
tricas, esto es,

N;(X) = A

YR
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tiene por coordenadas cartesianas,

siendo [X] la matriz formada por las coordenadas cartesianas de los vértices,
X; del tridngulo Ty,.

Demostracion. Puesto que las coordenadas baricéntricas del punto X € T,
respecto de las funciones de forma NN.; son las A;, X se escribe en funcién de

los vértices de 1, como:
3
X =) AXS
j=1

Ahora bien, dado que los vértices de T, son puntos de T,

3
X5 =) Nu(X$)X;,
=1

por lo que
3 3 3
XC =) ") (Z NkZ(Xg)XZ) => X <Z /\iji(Xj)>
j=1 i=1 i=1 j=1
3 3
- ZXZ' (Z(Ne)wkj>
i=1 j=1
de donde se concluye el resultado. 0

Corolario 6.6.4 Sea T, € Tj, y T, un subelemento de T}, de vértices X5 y
matriz de particion N,. Entonces, el determinante de N, es la proporcion de

drea de Ty, que cae dentro del elemento T,, es decir,

_ Area(T)

det(./\/;) = m

(6.6.8)
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Figura 6.6.2: Puntos en el triangulo T} trasladados al subtridngulo T,

Demostracion. Es trivial, utilizando el teorema de cambio de variable y el

teorema anterior. [l

El teorema anterior permite duplicar en un subelemento una cierta distribucion
de puntos, como pueden ser los puntos de integraciéon de una cierta férmula

de cuadratura, y calcular facilmente sus coordenadas cartesianas (ver Figura
6.6.2).

En los siguientes apartados se definiran las matrices de particiéon, tanto para
elementos atravesados por la grieta como para el elemento que contiene al tip,
utilizando para ello la informacion proporcionada por las ternas (ag, ag, as)

definidas en las Secciones 6.1 y 6.2 para cada elemento T}.

Para distinguir los distintos tipos de elementos, definimos la matriz H de
dimensién m, x 3, siendo m. el nimero de elementos de la malla y 3 el niimero
de aristas de un elemento, cuyas componentes indican el ntimero de cortes de
la grieta con cada arista. Como hemos aproximado la grieta por segmentos en
cada elemento, la condicion (H) garantiza que el méximo nimero de cortes
permitido por arista es uno. Para la arista ¢ del elemento T}, la componente kz
de la matriz H se define a partir de la solucion, «;, del sistema (6.1.3)—(6.1.4),

planteado para los vértices de la arista ¢, y de la funciéon H, del siguiente modo:

Hy; = Ho(%%
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donde Hj es la funcién Heaviside definida por

Hg(z):{ 0 siz<§/2,

1 en otro caso,

siendo ¢ el parametro de tolerancia definido en (6.2.2) que establece una dis-
tancia minima de la grieta aproximada a los vértices de la malla.
A partir de estos valores, se construye un nuevo array, h, que para cada ele-

mento da el ntiimero de cortes con la grieta y se define como:

3
hi =Y Hy. (6.6.9)
=1

Tenemos tres situaciones diferentes:

» h; = 0. La grieta no interseca al tridngulo. En este caso, la metodologia

de integracion es la estandar.

= h; = 2. Hay dos puntos de corte en diferentes aristas, en cuyo caso T}, se

divide en cuatro subelementos para hacer la integracion.

» h; = 1. El tridngulo contiene al tip de la grieta y, en este caso, T} se

divide en seis subelementos.

6.6.2. Interpolacién sobre triAngulos atravesados por la

grieta

Recordemos que en la Seccién 6.1, a cada triangulo T} se le asign6 una terna
(o, g, avg), relacionada con las coordenadas baricéntricas de los puntos de cor-
te de la grieta con cada arista del elemento T}. Nos centraremos en analizar un
elemento T}, para el que las tres componentes de & sean no nulas. Aunque esta
posibilidad esta excluida por las condiciones (H), esta generalizacion permite

evitar casuisticas, lo que simplifica enormemente la programacion.

Si ap # 0, hay tres puntos de corte en el elemento, como se muestra en la

Figura 6.6.3, lo que da lugar a una descomposicion natural del elemento 7}, en
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(O1)

(1_(1270‘2)
(0,1—q)

(0,0)  (a,0)  (1,0)

Figura 6.6.3: Division general de un tridngulo

cuatro hipotéticos subtriangulos, que denotaremos por 7,, con e € {1,2,3,4}.
En la practica, puesto que existe algtn ¢ € {1,2,3} para el cual a; = 0, el
tridngulo i-ésimo degenera en un segmento (ver Figura 6.6.4). Sin embargo,
admitir la existencia de dicho elemento no perturba la cuadratura, pues, co-
mo veremos posteriormente, los pesos asociados a este tridngulo seran nulos.
Incluso el caso extremo en que el triAngulo no presenta ningtn corte podria
incluirse en el caso general, pues los triangulos T, con e € {1,2,3} degenera-
rian a segmentos y la particion se reduciria al subtriangulo T que coincidiria

con el triangulo Tj.

(0,1) (0,1)

(1—au,,0)

(071_0LS) (071_063

(0,0) (w,0)  (1,0) (0,0)

Figura 6.6.4: Divisién de un tridngulo Heaviside

Por definicién, las matrices de particion N,, asociadas a los cuatro subtriangu-

los tienen por componentes las coordenadas baricéntricas en T}, de los vértices
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de Te, {X5) : j = 1,2,3}, esto es, (V)i = Nii(X5).

Ahora bien, los vértices de los subelementos son, o bien vértices de T}, o puntos
(hipotéticos) de corte de la grieta con las aristas. Ademaés, para cada arista i
del tridangulo T}, la informacién del punto de corte en esa arista esté relaciona-
da con el pardmetro «; introducido en la Seccion 6.1, de modo que las matrices

de particion para los cuatro subelementos seran:

1 1—o Qa3 l1—a; O 0
N1: 0 aq 0 5 NQZ a1 1 1—&2 y
0 0 1— s 0 0 9
3 0 0 1— oy 0 Qs
N = 0 l1-ay 0], Ng= ar l—ay 0
1l—as 1 0 Q3 I —as

Consideremos el triangulo de referencia 1" dividido en la familia de triangulos
{T,:e=1,---,4}.

Veremos a continuaciéon como calcular los pesos y puntos de integraciéon sobre
los subelementos 7.

Consideramos una regla de integracion de p puntos con |w;, (1;, & )i=1,... , como
pesos y nodos en el tridangulo de referencia. Representamos por [N,| la matriz
de orden 3 x p definida por los valores de las funciones de forma estandar

referidas al elemento de referencia en los nodos de integracion, N;(n;,&;).

Por una parte, los pesos de integraciéon deben verificar que:

Zp:wj = Area(T). (6.6.10)

Proposicién 6.6.5 Los escalares w,; definidos por
Wej = Aewj, (6611)

donde A, = det(N,) verifican la condicion

Z Z we; = Area(T).

e=1 j=1
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Demostracion. En efecto,

p

4 4
DN wey =)0 det(No)w;, (6.6.12)
e=1 j

j=1 e=1 j=1
y, por el Corolario 6.6.4,
& . Area(T,
Z Zwej = ij Area Zw] Area(T).
e=1 j=1 j=1

O

Corolario 6.6.6 Si a; = 0 para algin i € {1,2,3}, los pesos asociados al

subtridngulo T; son nulos.

Demostracion. Los determinantes de cada una de las matrices de particion

son de la forma:
Al = (]_ —Oég)Oél, AQ = 042(]_ —ozl), A3 = 043(1 —062)7 A4 =1 —Al — A2 —Ag.

En consecuencia, si algin «; = 0, A; = det(N;) = 0, y los pesos w;; = 0 para
todo g =1,...,p. O

Por otra parte, los puntos de cuadratura que se tomaran sobre cada subele-
mento son aquellos puntos que tienen las mismas coordenadas baricéntricas
relativas al subtriangulo 7, que los puntos (n;,§;) respecto del triangulo de

referencia.

Proposiciéon 6.6.7 Las componentes de puntos de integracion (ne;,&e;) sobre

el tridngulo de referencia vienen dadas por la expresion
Fe = N[N,

siendo [N,] la matriz de coordenadas baricéntricas de los puntos de integracion

en el triangulo de referencia,

Nl(m,fl) Nl(npafp)
No(n1,&1) - Na(np, &p)
Ns(m, &) -+ N3(77p7§p)
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Demostracion. Es consecuencia directa del Teorema 6.6.3. O

Corolario 6.6.8 FEn un elemento T}, dividido por la grieta, utilizamos la si-

guiente regla de integracion

Qm(f) = JZZwejf(neﬁgej)

e=1 j=1

donde J es el Jacobiano de la transformacion afin, los pesos w,; vienen dados
por (6.6.11) y las coordenadas de los puntos de integracion (ne;,&.;), vienen
dadas por

Fe = [XINC[N),

donde [X| es la matriz de componentes de los vértices del triangulo Ty, que

matricialmente se expresa como,

Ni(m, &) -+ N1, &)
( o ) - ( O (e s )/ve Mol &) -+ Nolrp &)

N3(mi, &) - Na(np, &p)

Demostracion. Es consecuencia directa de los resultados anteriores. O

Observacion 6.6.9 Esta formula de cuadratura estd bien adaptada a diferen-
tes situaciones. Asi, para tridngulos que no son intersecados por la grieta, los
pesos correspondientes a los subtridngulos 1, 2 y 3 son nulos y el triangulo 4

es el triangulo completo.

Es claro que, aunque el nimero de puntos de integracion aumenta, el orden de

aproximacion es el mismo.

6.6.3. Region del vértice

La informacion de los puntos de corte del elemento que contiene al tip, TV, se
almacena por medio del vector (ay, ag, as, 52, f3) donde «; son los parametros
definidos en la Seccion 6.1 y (1 — B2 — 33, B2, B3) son las coordenadas baricén-

tricas del tip. Bajo las condiciones (H), dos de los «; son nulos, puesto que
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el méaximo numero de puntos de corte es 1. Sin embargo, y al igual que se
hizo en la seccién anterior, se considera que los tres parametros son no nulos,
para introducir una metodologia general independiente de cual sea la arista

del elemento que es atravesada por la grieta.

(0,1) (0,1)
0.0 AN 0.0)R\D
® ®
ol @ @
(0,0) (ov,0) (1,0)  (0,0) (1,0)

Figura 6.6.5: Division del elemento tip.

Anélogamente a lo hecho para los elementos atravesados por la grieta, se
definen seis matrices de particion de acuerdo con la Definicion (6.6.1), N,
e€{1,2,3,4,5,6} que estan dadas por:

1 11— 1—03y— 033 l—a;r 0 1—03y—03
_/\/-11): 0 aq ﬁg y 21}: aq ]_ ﬂg 5
0 ﬁg 0 0 53
0 0 1—ﬁ2—ﬁ3 0 0 1_52_53
N=1|1 1—-0m Ba ; i=] 1l—as O B2 ;
0 o Bs 0% 1 B3
0 a3 1—03— s a3 1 1-05—05
Ng): 0 O 62 y é): 0 0 62
1 ]_—(1/3 ﬁg 1—0[3 0 ﬁg

Si a; = 0 el triangulo 2¢ — 1 degenera a un segmento, y dado que solo uno
de los «; es distinto de cero, dos de los tridngulos degeneraran a segmentos, y
la particion real del triangulo sera en cuatro subtridngulos. Pero al igual que
en el caso de los elementos Heaviside, no es necesario un andlisis casuistico

para obtener la regla de cuadratura a utilizar, puesto que los pesos para los
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triangulos degenerados seran nulos de forma automatica.
Si [wj, (n;,&;)]j=1,.. p son los pesos y nodos de una regla de cuadratura de Gauss
en el tridangulo de referencia, la formula de cuadratura en el triangulo dividido
sera
6 p
Qu(f) =T Y > weif(nejs &)

e=1 j=1
donde J es el jacobiano de la transformacion y we; v (2ej, Ye;) son los pesos y
nodos de la cuadratura de Gauss en el e-ésimo triangulo, calculados de forma

anéloga al caso de los elementos Heaviside como w;; = A;w,, donde
Ar=aifl3, Apx=(1—a)Bs, Az=aa(l— [~ fBs),

Ar=(1—-0a)(1 = po—B3), As=o030, As=(1—03)b,

y (ni5, &) estan dados, al igual que en el caso de los elementos Heaviside, por
las componentes de los vectores P, = [X|N?[N,], siendo X la matriz formada
por las coordenadas de los vértices del triangulo 7% y N¥ las matrices definidas

anteriormente.

6.6.4. Integraciéon de funciones singulares

Para la integracion en los elementos que contienen al tip de la grieta de las
funciones de la forma ¥;, I € {1,...,4} y de sus derivadas, hay que tener en
cuenta no solo la discontinuidad debida a la grieta, sino también la singularidad
presente en el tip. Por ello, se utiliza una regla de integracion especial, que
permite capturar con mayor precision dicha singularidad. Esta regla, conocida
como “almost polar integration” (ver [59]), se obtiene transformando una regla
de cuadratura sobre un cuadrilatero en una cuadratura sobre un triangulo, por

medio de la transformacién geométrica

“(2)-()
To To

que convierte el cuadrado unidad en un tridngulo. Usando esta transformacion,

es posible construir una regla de cuadratura sobre el triangulo a partir de una
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regla de cuadratura sobre el cuadrilatero unidad. Los nuevos puntos y pesos

de integracion (7, €) estan dados por

€=((&), 7=mndet(VQ). (6.6.13)
De este modo, como se muestra en la Figura (6.6.6), los puntos de integracion
estan mas concentrados en la zona del vértice y, por tanto, la aproximacion es

mejor que al utilizar una féormula de cuadratura estandar sobre triangulos.

o7 o8 9o
® (Y1 6O
o7 02 30

Figura 6.6.6: Transformacién de los puntos de integracion de un cuadrado a un triangulo

6.7. Integracién sobre un elemento y ensambla-
do

Una de las principales dificultades de la implementacién practica del méto-
do de elementos finitos extendidos es la disparidad existente entre los tipos y
cantidad de grados de libertad correspondientes a cada elemento. Habré ele-
mentos estandar, con seis grados de libertad, o elementos como el que contiene
al tip de la grieta, que tiene treinta. Casi cualquier ntimero par (si el dominio
bidimensional) entre 6 y 30 puede darse. No todos los vértices de un triangu-
lo son siempre del mismo tipo. Para evitar toda la casuistica, se diferencian
tnicamente tres casos: el elemento contiene sélo nodos estdndar, en cuyo caso
la metodologia es la habitual en elementos finitos, el caso en que el elemento
contenga algiin nodo heaviside y ningin nodo tip, donde se supondra, en ge-

neral, que el elemento tiene doce grados de libertad, y el caso méas general, de
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treinta y seis grados de libertad (6 estandar, 6 heaviside y 24 tip) que, aunque
no puede darse, engloba cualquier combinaciéon posible. Las matrices elemen-
tales se construiran por bloques, y para cada elemento se crearan, a lo sumo,
tres punteros de destino, que permiten relacionar cada grado de libertad del

elemento (segtn tipo) con el grado de libertad global que le corresponde.

6.7.1. Matrices elementales

En este apartado veremos cémo se calculan las matrices de rigidez y de masa
elementales en el caso mas general, suponiendo que el elemento tiene grados
de libertad de los tres tipos. Para ello, utilizaremos las expresiones (6.5.10)
y (6.5.17 obtenidas en la Seccion 6.5 para los desplazamientos y el tensor de
deformacion en el caso de un elemento de 7.

Veremos, en primer lugar, el calculo de la matriz de masa, que se corresponde
con la integral,

/ potty, - vy dVx.

Por las propiedades de las funciones de forma Nj la integral sobre el dominio

puede calcularse como la suma de las integrales sobre los elementos,

Z / poﬁh-vthX.

Tw€Ty, Ty,

/ potty, - vy dVx =
Qs

Como vimos en la Seccién 6.5, la restriccion de un elemento del espacio V}, a

un elemento T}, puede expresarse matricialmente como:

ur,
_ S H T -
Up|T), = [Nk Nj Nk] cr, | >
br,
y representaremos su aceleraciéon por
ur,

. . S H T o
Un|T), = [Nk Ny Nk] Cly, ;
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aunque los dos puntos sobre los grados de libertad se utilizan solo a efectos de
notacion. Recordemos también que en los elementos de 7s y 7y 7 la formu-
lacion matricial era mas reducida, interviniendo tmicamente [N7] y [NF NI,
respectivamente. Trabajaremos tnicamente con el caso més completo, pues
los otros casos se obtienen del mismo modo. Con esta formulacion, la integral
sobre un elemento T} se expresa como:
/ potty, - v dVy = / poty [M iy, dVy,

Ty, Tk
siendo [M}] la matriz de masa elemental de dimension 36 x 36

(V) () (e (] (e [T

i) = | [NETEINE] [V [VETT N (6.7.1)

(VE [N (DT[] () N
Obsérvese que los bloques no diagonales que involucran funciones de forma
tip, no son cuadrados. Asi, por ejemplo, [N,ﬂt [N,f] € Moyyg. En realidad,
las matrices elementales no llegan a ensamblarse nunca, los distintos bloques
se calculan y ensamblan por separado. De ahi la existencia de tres punteros
de destino, uno para cada tipo de grados de libertad, y que se combinan para
ensamblar los distintos tipos de bloques.
Anélogamente, la matriz de rigidez, correspondiente al término

/ oy . Eh(’Uh) dVX,

S

se calcula elemento a elemento como

/ o . th(’Uh) dVX = / ﬁl}k [Kk]ﬁlk dVX7
Tk

siendo [K}| la matriz k
[B2) (B (B D(BY] [BY] D [B]]

= | (B D[BE) [BE]) D ([BE] [BII'DIBE] |, (672)

(5] D (5] [BI)'D[BY] [Bf]

y D la matriz de elasticidad,

D= A A+2u 0 |- (6.7.3)
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6.7.2. Calculo del puntero de destino

En esta secciéon veremos como organizar los punteros que relacionan los grados
de libertad locales con los grados de libertad globales, necesarios para realizar

el ensamblado de las matrices elementales.

Consideramos cuatro conjuntos de indices: el conjunto del nimero grados de
libertad estandar por nodo, L = {1,...,n,}, los indices locales de los nodos en
el elemento, J = {1, 2, 3}, los indices de elementos en la malla, &k = {1,...,m.}
y los indices de grados de libertad globales de la malla Lg = {1,...,n4}. En
la practica, n, = 2. La aplicaciéon C' : J x 7, — P relaciona los indices de nodo
locales de cada elemento con los globales y su matriz asociada se denotaré
igualmente por C' € M3y, .

Para relacionar un grado de libertad especifico de un nodo con el ntimero global
que le corresponde utilizamos una aplicacion local-a-global. Hay dos elementos

esenciales a la hora de definir esta aplicacion:

= Las aplicaciones @ y @7, que a cada grado de libertad de un cierto tipo
(estandar, Heaviside o tip) en un nodo le asigna una posicion en el vector
de valores nodales elemental correspondiente. El orden es eleccion del

programador. Usaremos las siguientes aplicaciones g:
(1,7) € L x J — p(i,j) =i + (j — 1)ny,
(11,72, 7) — @r(ir,i2,7) =i1 + (g — 1 +4(j — 1))ny,
donde i,i; € L, is € {1,2,3,4} representan grados de libertad, y j € J
representa un nodo.
Notese que para los grados de libertad tip se anade un nuevo indice,

io € {1,2,3,4}, puesto que para cada grado de libertad i; se tienen

cuatro grados de libertad correspondientes a las funciones W.

» Kl operador de conectividad nodo-elemento C', definido en la Seccion 6.3

que asigna el indice global de cada nodo de los elementos.

Veremos en primer lugar como se construye el puntero de destino para los
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grados de libertad estandar de cualquier elemento. Conocida la aplicacion p
y el operador C, el puntero de destino Fdofs € Mgy, correspondiente al

elemento T} puede calcularse como
Edof(p(i,j), k) = p(i,C(j, k), i€L, je (6.7.4)

ya que el vector de incégnitas almacena en sus primeras 2 X nj; componentes
los coeficientes correspondientes a los nodos estandar.

El siguiente diagrama conmutativo muestra un esquema de la relacion (6.7.4)
Edof,
LxJxT, . Le

c\, e
L xP

En lo que sigue, desarrollaremos aplicaciones con la misma filosofia anterior
para las distintas clases de nodos. En la practica, la situacion es bastante
compleja puesto que un nodo puede tener grados de libertad de diferentes
tipos. Ademas, la matriz de conectividades para una determinada clase puede
reducirse a uno o dos nodos en un elemento. Esta idea nos permitira desarrollar
ciertas manipulaciones algebraicas que automatizaran el proceso de asignacion
de grados de libertad globales. Para construir los operadores de conectividades
para los grados de libertad enriquecidos, consideraremos las inclusiones ny :
Py — Py nr: Pr — P introducidas en la Seccién 6.3. A la hora de utilizar
las aplicaciones p y pr para el calculo de los punteros de destino de grados de

libertad Heaviside o tip, tenemos que tener en cuenta dos cuestiones:

= Dado que las matrices de conectividad contienen ceros, la composicion

con  puede dar lugar a valores negativos.

» Denotemos por nS el namero de grados de libertad estandar, (nS = 2n;,)
y nH el niimero de grados de libertad correspondientes a nodos Heaviside,
(nH = 24(Ppy)). Puesto que los grados de libertad estandar ocupan las
primeras n.S posiciones, la numeracion de los grados de libertad Heaviside
ha de empezar en nS + 1 y la numeraciéon de los grados de libertad tip

ha de empezar en nS + nH + 1. Pero aquellas posiciones de la matriz
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de conectividad que contienen ceros han de seguir dando como resultado

cero.

Para resolver estas dos cuestiones se multiplica el resultado de la composicion

por la funcién signo, de modo que se definen:

Edofu 1(p(i, ), k) =(p(i,Cu_r(j, k) +nS)sign(Cu_7(j, k), (6.7.5)
Edofru(p(i, j), k) =(p(i, Cru(j, k) +nS)sign(Cru(j, k), (6.7.6)

Edofr(pr(it, iz, j), k) =(pr(i1,i2, Cr (4, k) + nS + nH)sign(Cr(j, k)).
(6.7.7)

Obsérvese que la funcién signo tinicamente tomaré los valores 0 y 1 puesto que
los elementos de las matrices de conectividad son no negativos.

Las posiciones de Edof que resulten en ceros indicaran qué filas y/o columnas
de las matrices de masa y rigidez elementales no hay que ensamblar, puesto
que se corresponden con nodos no enriquecidos de elementos en 75 y 7. Los
vectores Edofs(:, k), Edofy 7(:,k), y Edofru(:, k) tienen dimension 6 x 1

para cada elemento Ty mientras que Edofr(:, k) € Moyx1.

Veamos ahora con un sencillo ejemplo el funcionamiento de la matrices de
conexion y los punteros de destino. Supongamos que el conjunto Pr de una
malla consta de los nodos {3, 4,7} y que el elemento T}, en 77 tiene por vértices

los nodos {3, 6, 7}. Entonces la columna k de las matrices C'y Cr sera

c:3.k =161, cr@:3k)=| 0 |, (6.7.8)

respectivamente y los grados de libertad en Edofr para el nodo 1 y 3 del

elemento seran,

Edofr(:, k) = (4% ngx (Cp(1:3,k) —1)
+ (i1 + (i — 1) *xny+nS+nH))* (Cr(1:3,k) >0),
que resulta en un vector de componentes nS + nH + [1,2,...,8] en las ocho

primeras componentes, 0 en las componentes 9 a 16 y nS+nH+[17,18, ..., 24]

en las ocho tultimas componentes. Obsérvese que, dado que el segundo nodo
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del elemento no se enriquece, las posiciones que le corresponderan son cero,
al estar multiplicando por la matriz booleana. También, que no aparecen los
grados de libertad entre el 9 y el 16 (+nS + nH) puesto que estan reservados

al segundo nodo del conjunto Pr, que no pertenece al elemento 7.

El ensamblado de las matrices de masa y rigidez se realiza por bloques, utili-
zando los vectores de Fdof correspondientes en cada caso. Por ejemplo, para
ensamblar un bloque [B,f]t D [B,CT] € Mgxa4 en la matriz de masa [K| global,

se realiza la siguiente asignacion:
K (Edofs(:, k), Edofr(:, k) = K(Edofs(:, k), Edofr(:. k) + [

Notese que la dimension de K (Edofs(:, k), Edofr(:,k)) también es 6 x 24 y,
por tanto, la asignacion esté bien realizada. De querer ensamblar el bloque

[Blﬂt D [B], el orden de los punteros de destino se intercambiarfa.

6.7.3. Salto y penalizaciéon

Veamos ahora el cdlculo de la integral sobre I' del término

1
—/ B(uhk)B(vh) dAx,
Fsl+

€ C,j—1
definido en (4.4.23) y que debe ser implementado para simular el posible con-
tacto entre los labios de la grieta.
Sean w7, sy, us los grados de libertad estdndar en los nodos del tridngulo,
C1, C, C3 los asociados a las funciones de forma de Heaviside y gll, glg, 13}3, l=
1,...,4 los correspondientes al enriquecimiento de los nodos t¢ip. En el caso en
que s6lo alguno de los nodos del triangulo sea de tipo Heaviside o tip, solo
tendremos los grados de libertad anadidos para ese nodo. Con esta notacion,

el desplazamiento en el punto X € T, € 7}, se expresa como:

un(X) = Y Ni(X) |+ HX)e + Y Wu(X)b |

Tl rennPy = orennpr

donde N; son las funciones de forma estandar, H(X) es la funcion de Heaviside,

U, las funciones definidas en (6.4.2) e I representa al conjunto de los nodos
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del elemento Tj,.

Si el punto X es un punto de la grieta, la funciéon H no esta definida, y tampoco
W, = +/(r)sen(/2), pues ambas son discontinuas en la grieta (§ = 7). La
discretizacion mediante el método de elementos finitos extendidos del salto

B(up) = [up - n] en un punto X de la grieta, se reduce a

[wn(X)-n] = Y 2N(X)n-G+ > 2N,(X)/r(X)n b

I1ePyNI; JePrNIy

Para obtener el operador de salto global [S] tal que para todo X € I'¢s
[un(X) - ] = [S](X), (6.7.9)

consideramos la matriz elemental cuyas filas estdn definidas por los siguientes

vectores

S5 = (n1,n2)T((Ni(ay,), No(a;,), Na(z;,)))
= (nlNl(xin) noNy(z8) nyNo(z!) naNo(z!) nyNs(ab) ngNg(asfn)),

para todo i € Sy, siendo 7!, el punto medio de la i-¢sima arista, e;, y (ny,ns)

el vector unitario normal a la grieta con orientacién positiva. Asi, tenemos

[on(al,) - n] = 257(6 + /r(ai,)bs),

para todo i € S, siendo ¢; y l;, los vectores formados por las componentes de
los correspondientes vectores de valores nodales del elemento al que pertenece
la arista e;. Notese que las componentes del vector ¢; se corresponden con las
componentes de indices Edofy r(:, Dy 7(i)) y Edofru(:, Dr(i)) del vector
de valores nodales global v;. Por otra parte, las componentes del vector l;;
se corresponden con las componentes de indices Edofr(:, Dr(i)) del vector de

valores nodales global v,.

Asi, la matriz de salto global S tiene por componentes

SSu_1(i).Bdofu_1G:Du 1) = S8y p(i) 1€ Su_r,

SST(i),EdOfTH(j,DT(i)) = SET(i),j, 1€ Sr,

St(i e -
Sset) Edosrh) D) = \ @ )88 1 € St
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para todo 7 = 1: 6 y ceros en las otras posiciones, siendo
. . jg—1
)=+ 68|~

los grados de libertad locales correspondientes a la funcion de forma /r sen g.

6.8. Aproximacion de una funcién discontinua

por funciones del espacio Xfem

Dada una funcién f discontinua en la grieta, calcularemos una aproximaciéon en
el espacio XFEM interpolando los valores de la funcién en los nodos, y los saltos
en la grieta. Consideraremos simplemente los elementos finitos enriquecidos con
las funciones de Heaviside, prescindiendo del enriquecimiento cerca del vértice

de la grieta. Esta aproximacion vendra dada por:
3 3
f(xa y) - Z Nkj(xa y)f] + Z Nkj(x7 y)H(.Z', y)cj7 (681)
J=1 J=1

para (z,y) € T € Ty 7. El objetivo de esta seccién es calcular f; y c;.
Consideramos los dos subtridngulos T} y T} tales que una de sus aristas es el
segmento de la grieta contenido en Tj. Supongamos que para todo (z,y) € T},
H(z,y) = 1y, por tanto, para todo (z,y) € T}, H(x,y) = —1. Sean X los

vértices del subtriangulo 7} . Entonces, para i € {1,2,3}:
3 3 3
FXD) =D Nig(XD S+ ) Nig(XDH(X))eg = Y Nig (XD f+¢5], (6.8.2)
j=1 j=1 j=1

lo que matricialmente puede escribirse como

f(XT) fita
fX5) | =N | fte | (6.8.3)
f(X3) fst+cs

Anélogamente, para los vértices del subtridngulo T} se obtiene

(X)) = ZNkj(Xﬁ)fj + Z Ny (XHH (X)e; = ZNkj(Xi)[fj — ¢, (6.8.4)
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0, equivalentemente,

f(XY) fi—a
XY [ =M fomea | (6.8.5)
f (Xé) fs—cs

con N, la matriz cuya columna j-ésima contiene las coordenadas baricéntricas

de X7.
Estos dos sistemas componen un sistema de 6 ecuaciones y 6 incognitas que

puede escribirse también como:

SX) fi
f(X3) fa
() :<Ns N ) il 656)
FX3) NET=NE )| @
F(X5) C2
F(X3) c3

Observacion 6.8.1 A la hora de evaluar f en puntos de la grieta se ha abu-
sado de la notacion puesto que, en sentido estricto, se trata de valores limite

tomados a un lado u otro de la interfase sequn corresponda.

6.9. Resultados numéricos

A continuaciéon se muestran algunos resultados numéricos obtenidos con el
método de elementos finitos extendidos, y se realiza una comparacién con
los resultados obtenidos resolviendo los mismos problemas con el método de
elementos finitos estandar. Las mallas utilizadas en el XFEM se adaptan a
la grieta de modo que tnicamente se modifican los elementos cortados por la
grieta, mientras que las mallas en el resto del dominio coinciden. Los elementos
cortados se subdividen utilizando la particiéon presentada en la Seccion 6.6. Un
ejemplo de malla utilizada para el método de elementos finitos extendidos y

su adaptacion para ser utilizada con el método clésico se muestra en la Figura
6.9.1.
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Figura 6.9.1: Malla para la simulacién con XFEM y su adaptacion para FEM
6.9.1. Tests académicos

Para comprobar la eficacia del método de XFEM se resuelven dos problemas
con solucién conocida, como son los modos de fractura I y II presentados en
(5.6.60) multiplicados por una funcién lineal en tiempo. Al igual que en toda la
memoria se consideran las hipotesis de deformaciones planas, y resolvemos un

problema bidimensional. Los datos del dominio considerado son los siguientes:

El dominio es Qg = [0,2] x [0, 1] m?.

La grieta es el segmento {1} x [0.5,1] m.

La frontera I'y se corresponde con [0,2] x {1} m.

La frontera I'p es el complementario de Iy en 0f),.

El intervalo de tiempo considerado es [0, 7] con T' = 6.42E — 6s.

Los parametros del material considerados son p = 2700 kg/m?, F = 7.4100E +
10N/m? y v = 0.3302.

Resolvemos, por tanto, el problema:

pu —dive =0 en (), (6.9.1)
on =0 sobre 'y, (6.9.2)
u(Xy, Xy) = uP (X, Xy) sobre I'p, (6.9.3)
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Tensiones del Modo | sobre la malla deformada x 10"
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Figura 6.9.2: Norma Von Mises de las tensiones representada sobre la malla deformada de

la solucién del Modo 1.

siendo

Kr | 0 0 K | 0 0
u)%:tQ—lj %COS§<I€—1+QSGH2§>—|—252—;I %sené(/{—i—l—i—Qco#a),
K 0 0 K 0 0
uy —t L [ D gens k+1—2cos®= | —t—=2 T cos2 (K —1—2sen® - ,
2 2u \ 27 2 2 2u \ 27 2 2

donde K; = l.e + 10N/m*? y K;; = 0N/m%? para simular el modo I, y
K; = ON/m?? y K;; = l.e + 10N/m%? para el modo II. Nétese que no se
consideran condiciones de contacto entre los labios de la grieta, puesto que los

Modos I y II se suponen libres de esfuerzos en los labios de la grieta.

En la Figura 6.9.2 se representa la malla deformada correspondiente a la solu-
cion del problema asociado a un Modo I puro (de apertura) representdndose en
color la norma Von Mises de las tensiones en los puntos de Gauss de la malla.
Como puede verse, las tensiones toman los valores méximos en el entorno del

vértice de la grieta.

En la Figura 6.9.3 se representa el maximo de los errores relativos de las
tensiones calculados en los puntos de Gauss de la malla para varias mallas. Se
han utilizado cinco mallas no estructuradas, mas refinadas en la zona cercana

a la grieta, como se aprecia en la Figura 6.9.1. A la hora de representar los
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Figura 6.9.3: Errores relativos en tensiones obtenidos con XFEM y con FEM para el Modo
L.

errores se toma como parametro caracteristico de la malla el area del triangulo
que contiene al tip de la grieta. Este valor se representa en el eje de abscisas de
la Figura 6.9.3 mientras que en el eje de ordenadas se representan los errores
relativos obtenidos al realizar el célculo con elementos finitos clasicos (linea
roja) y con elementos finitos extendidos (linea verde). Como puede verse, los
errores en tensiones se multiplican por un factor de orden 1072 cuando se
realiza el calculo con XFEM, lo cual era de esperar, pues es precisamente para
aproximar mejor la singularidad de las tensiones para lo que se introdujeron

las funciones de enriquecimiento cerca del vértice.

En las Figuras 6.9.4 y 6.9.5 se presenta el méximo de los errores absolutos
y relativos en desplazamientos respectivamente, calculados en los nodos de la
malla y puntos de la grieta. Al igual que antes, se consideran cinco mallas
no estructuradas, considerando como parametro de referencia de la malla el
area del tridngulo que contiene al tip de la grieta. Puede verse que los errores
obtenidos con FEM son muy similares a los obtenidos con XFEM, de hecho,
estos ultimos son incluso un poco peores. Esto es razonable, puesto que la
aproximacion XFEM, en términos de desplazamiento, no supone mejora con

respecto a la aproximacion FEM, en el cual se incluye la discontinuidad del
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Figura 6.9.4: Errores absolutos en desplazamientos obtenidos con XFEM y con FEM para
el Modo I.

desplazamiento adaptando la malla del dominio a la posicion de la grieta, de
modo que los puntos de la grieta se corresponden con nodos dobles (uno en cada
labio de la grieta) por lo que es de esperar que la aproximacion en estos puntos
sea un poco mejor. Sin embargo, en el método XFEM el desplazamiento en
puntos de la grieta ha de calcularse como interpolaciéon de los desplazamientos
en los nodos de los tridangulos correspondientes, de modo que se anade un
pequeno error en dicho calculo. No obstante, la diferencia es muy pequena,
y la ventaja computacional que conlleva no tener que adaptar la malla del

dominio a la grieta compensa los posibles errores de interpolacion.

En la simulacién del Modo II se obtienen resultados similares. En la Figura
6.9.6 se muestra la malla deformada con los desplazamientos, representandose

en color la norma Von Mises de las tensiones.

En la Tabla 6.9.1 se muestra la evoluciéon de los errores absolutos y relativos
del desplazamiento considerando varias mallas. Denotaremos por h el area del
elemento que contiene al tip de la grieta en la malla XFEM y adaptamos
la malla para su uso con FEM mediante el mismo procedimiento explicado

anteriormente. Puede verse que al igual que en el Modo I los errores son muy
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Error relativo en desplazamientos

|

XFEM
-+-FEM

-3

o

1
Area del elemento que contiene al tip

10

Figura 6.9.5: Errores relativos en desplazamientos obtenidos con XFEM y con FEM para

el Modo I.
h 1.671E —3 | 4.363E —4 | 1.061E — 4 | 2.652E — 5 | 6.25E — 6
Err. rel. XFEM 0.018926 0.009083 0.004062 0.001334 | 0.000526
Err. rel. FEM 0.009255 0.003371 0.001113 0.000444 | 0.000141
Err. abs. XFEM | 0.032477 0.030192 0.026591 0.017306 | 0.013941
Err. abs. FEM 0.019255 0.011464 0.007373 0.005800 | 0.012394

Tabla 6.9.1: Errores relativos y absolutos en desplazamiento obtenidos con
XFEM y FEM

similares en ambos casos.

En la Figura 6.9.7 se muestra el maximo de los errores relativos en la norma

Von Mises de las tensiones calculada en los puntos de Gauss de la malla. Al

igual que en el caso correspondiente al Modo I, se aprecia que la aproximacion

de las tensiones es mejor cuando se calcula con el método de elementos finitos

extendidos.
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Tensiones del Modo Il sobre la malla deformada x 10"
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Figura 6.9.6: Norma Von Mises de las tensiones representada sobre la malla deformada de

la solucién del Modo II.
6.9.2. Propagacion de ondas de Rayleigh

Con respecto a la propagacion de las ondas de Rayleigh en una placa con grieta,
comparamos los resultados obtenidos en el Capitulo 4, para la simulacién de
la propagacion de ondas de Rayleigh, con los obtenidos ahora utilizando el
método de elementos finitos extendidos.

Se considera un dominio de la forma Q, = [0.7854,0.8114] x [—0.02,0] m? con
una grieta dada por el segmento {0.7942} x [—0.0025, 0] m. Las caracteristicas

del material son las mismas que las del apartado anterior.

Se presentan dos graficas correspondientes a los desplazamientos experimen-
tados por la superficie de la placa en dos instantes de tiempo, antes de que la
onda llegue a la grieta y una vez superada la grieta. En cada gréafica, se mues-
tran tres lineas, correspondientes a los desplazamientos calculados con XFEM,
FEM, y los correspondientes a la expresion tedrica de la onda de Rayleigh
obtenida en el Capitulo 3. Se representa en verde el desplazamiento asocia-
do a una onda de Rayleigh teérica, vibrando en todo momento en una placa
sin grieta, en azul la onda calculada por el método XFEM y en rojo la onda

calculada por el método FEM. Como puede verse, ambas aproximaciones son
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Figura 6.9.7: Errores relativos en tensiones obtenidos con XFEM y con FEM para el Modo
I1.

practicamente iguales, con lo que queda validada la metodologia XFEM para

realizar la aproximacion.

En la Figura 6.9.10 se presenta la diferencia, en valor absoluto entre la norma
Von Mises de las tensiones, calculadas con XFEM y FEM, para cada punto de
integracion de la malla, en dos instantes de tiempo, uno antes de que la onda
alcance la grieta, y el otro después. En particular, la figura de la izquierda se
corresponde con t = 1.6E—6s y la de la derecha, con t = 6.E — 6s. Puede
verse que la mayor diferencia en tensiones se produce cerca del tip, como era

de esperar, pues es la zona de influencia de las funciones del enriquecimiento.

En la Figura 6.9.11 se muestra una porcion del dominio considerado, la posicion
de la grieta, y cuatro puntos, elegidos para realizar un seguimiento de los
valores de la tension en esos puntos con respecto al tiempo. Se toma un punto
muy cercano al vértice, X1, un punto alejado situado después de la grieta,
X2 y dos puntos alejados, situados antes de la grieta, X1 y X4. Este tltimo

ademaés esta cerca de la superficie de la placa.

Como puede verse, en el punto X1, que es el mas cercano al tip de la grieta,

es donde se aprecian mayores diferencias entre las tensiones calculadas con
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Figura 6.9.8: Desplazamientos en la superficie en el instante ¢t = 1.6E—6s calculados con

XFEM y con FEM.

XFEM Yy las tensiones calculadas con FEM. Sin embargo, en el punto X4, que
es un punto cercano a la superficie, donde las tensiones predominantes son

las propias de la onda de Rayleigh, las tensiones calculadas son practicamente

idénticas con los dos métodos.
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Figura 6.9.9: Desplazamientos en la superficie en el instante t = 6.E — 65
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Figura 6.9.10: Diferencia entre la Norma Von Mises de las tensiones calculada con XFEM
y con FEM en los instantes t = 1.6E—6sy ¢t =6.E —6s
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Figura 6.9.11: Puntos en los que se realiza el seguimiento de la tension
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Figura 6.9.12: Norma de Von Mises de las tensiones en los puntos X1y X2 calculada con
XFEM y FEM
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Figura 6.9.13: Norma de Von Mises de las tensiones en los puntos X3 y X4 calculada con
XFEM y FEM



Conclusiones

En esta memoria se han presentado resultados relativos al analisis, modelado
matemaético y simulaciéon numérica de diversos problemas de contacto dindmi-

COS.

En particular, se consideraron dos problemas: un problema dinamico de contac-
to con solido rigido sin friccion, y un problema de contacto entre los labios de
una grieta en una placa, considerando en ambos casos condiciones de Signorini

en la frontera de contacto.

Para el problema dindmico de contacto con sélido rigido sin friccion, la exis-
tencia y unicidad de soluciéon es un problema abierto. Hemos demostrado la
existencia de una solucion del problema en un sentido débil, es decir, se verifi-
can todas las ecuaciones el sentido de las distribuciones salvo la condicién de
compatibilidad que se cumple en el interior del complementario (respecto a la
frontera del dominio) de un conjunto de medida menor que 4, para cualquier
0 > 0.

En la resolucién numérica de este problema, se ha utilizado una discretiza-
cion en tiempo mediante un método implicito de la familia de los métodos
de Newmark, cuyos parametros se han escogido de modo que el método sea
incondicionalmente estable, mientras que la discretizaciéon en espacio se ha rea-
lizado utilizando el método de elementos finitos clasico. Para el tratamiento
de las condiciones de Signorini se utiliz6 un multiplicador de Lagrange que
permite obtener una formulaciéon como ecuaciéon variacional mediante técnicas
de subdiferenciabilidad y operadores maximales mondtonos. Para acelerar la

convergencia del algoritmo de contacto se modifico éste utilizando una técni-

299
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ca de Newton generalizado, que permite alcanzar convergencia en menos de
10 iteraciones en la mayoria de los casos. La eficiencia del algoritmo se puso
a prueba resolviendo un problema simple con solucién conocida, variando las
condiciones de contorno y los parametros del problema, obteniendo en todos

los casos una buena aproximaciéon de la solucion.

Previo al estudio del problema de contacto en una placa con grieta, se plan-
tearon los modelos matematicos que rigen la vibracion por ondas de Rayleigh
de un soélido elastico tridimensional semi-infinito sin fisura, de donde se ob-
tuvieron los datos del modelo asociado a una onda de Rayleigh, que fueron
utilizados para imponer las condiciones de contorno de los problemas con y sin
grieta sobre dominios acotados. Debido a la incompatibilidad de la condicién
de contorno asociada a una onda de Rayleigh con una condicién inicial de re-
poso, se desarroll6 una técnica de descomposicion del problema que permite la
simulacion de la propagacion de la onda de Rayleigh partiendo de una placa

€1l TepOso.

En el caso de la placa sin grieta se tuvo acceso a resultados experimentales,
de modo que se realizd6 la comparacion entre la simulaciéon numérica de la
propagacion de cinco ciclos de onda de Rayleigh con amplitud variable, y las
mediciones experimentales proporcionadas por el grupo de Metrologia Optica
del Departamento de Fisica Aplicada de la Universidad de Vigo. La varia-
cion de la amplitud que presentan las ondas experimentales se aproximé por
una envolvente gaussiana cuyos parametros se extrajeron de los datos expe-
rimentales. Se consideraron distintas variantes de las condiciones iniciales, y
los resultados obtenidos con todas ellas reprodujeron las mismas soluciones.
Los errores relativos obtenidos fueron, a lo sumo, del cinco por ciento siendo
en la mayoria de los casos menor del tres por ciento, con lo que se valida la

simulacion numérica de este problema.

De este trabajo se obtuvo también un procedimiento para la determinacion de
los parametros de Lamé del material, puesto que las velocidades de las ondas
longitudinales y transversales dependen tnicamente de las caracteristicas del

material.
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El problema con grieta se resolvié considerando dos métodos de elementos fi-
nitos para la discretizacion en espacio, en método FEM clasico y el método de
elementos finitos extendidos, XFEM, maés reciente. En ambos casos, las condi-
ciones de contacto de Signorini se adaptaron a los saltos de los desplazamientos

en los puntos de la grieta.

En el primer caso, la malla ha de adaptarse a la geometria de la grieta y ésta
se representa por una colecciéon de nodos dobles. Se estudiaron las trayectorias
de un punto cerca de la superficie, comparédndose la trayectoria teorica, la
trayectoria en una la placa sin grieta y con grieta. En este tltimo caso se
aprecio la perturbacion de la forma eliptica en la trayectoria, lo que sirve como
indicador de la presencia de una grieta en la estructura. Ademas, se compararon
los desplazamientos experimentados por los puntos de la superficie en distintos
instantes de tiempo tanto en el caso tedrico, como en los casos con y sin
grieta. Se comprobd que antes de que la onda alcanzase la grieta no presentan
diferencias sustanciales, mientras que una vez que la onda ha superado la grieta
los efectos de la reflexion y la refraccion son evidentes en la amplitud de las
ondas. Desafortunadamente, no dispusimos de datos experimentales con los

que comparar los resultados numéricos como se hizo en el caso sin grieta.

La utilizacion de los elementos finitos extendidos, XFEM, permite no sélo uti-
lizar mallas para el dominio independientes de la grieta, sino también obtener
una mejor aproximacion de las tensiones en la zona cercana al vértice, al anadir
a la base del espacio de aproximacion ciertas funciones de base que permiten
capturar la singularidad. Para obtener dichas funciones, se dedujo la expresion
de las tensiones cerca del vértice de la grieta, en el caso de una grieta que
avanza con velocidad no nula, utilizando un método directo de resolucion vy,
tras probar que dicho método no conduce a una solucién no trivial para el
caso de una grieta estatica, se utiliz6 un método inverso mediante la funcién
de Airy para obtener la expresion de las tensiones en el entorno del vértice de

una grieta estable.

Para representar la discontinuidad de los desplazamientos en la grieta se con-
sideran funciones de salto de Heaviside que se anaden a la base estdndar en

los elementos cortados por la grieta.
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Se presenté la metodologia seguida en la implementacion de los XFEM, con
especial hincapié en las técnicas destinadas a evitar la casuistica que presen-
ta el método, tanto en la integracion numérica sobre elementos cortados por
la grieta, como en el ensamblado de las matrices elementales, puesto que el
numero de grados de libertad varia de un elemento a otro. Para abordar la in-
tegracion numérica se realizd una representacion baricéntrica de los puntos de
corte de la grieta con las aristas de los elementos lo que genera una subdivision
del triangulo que permite adaptar, automaticamente, cualquier regla de cua-
dratura. Las matrices elementales se construyeron por bloques, de modo que
los productos entre funciones de forma estandar y del enriquecimiento estén
bien diferenciados. Para el ensamblado, se construyeron matrices de conecti-
vidad y de ensamblado especificas para los distintos tipos de nodos y grados
de libertad, de modo que se puedan combinar a la hora de ensamblar bloques

que involucran distintos tipos de funciones de forma.

Se comprobé la eficiencia del método de elementos finitos extendidos resol-
viendo los problemas asociados a los modos de fractura I y II y se compararon
los resultados obtenidos con los elementos finitos estandar con los obtenidos
utilizando XFEM. Se comprobé que el orden de aproximacién en desplaza-
mientos es el mismo, mientras que las tensiones se aproximan mejor con los
XFEM, como era de esperar. La misma comprobacion se realizé para el proble-
ma asociado a la propagacion de ondas de Rayleigh sobre placas con grietas,
obteniendo practicamente los mismos desplazamientos en la superficie de la

placa.
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