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Cuando se plantea el problema de las estructuras desplega-
bles se considera unanimemente como pionero de las mismas al
arquitecto espafnol Emilio Pérez Pifiero. Ello es de justicia por la
importantisima contribucion del mismo, pero es posible encontrar
algunas referencias anteriores. Incluso en la antigliedad es posi-
ble encontrar descripciones literarias de mecanismos que pudie-
ran ser asimilados a estructuras desplegables de barras, pero en
todo caso sin posibilidad de confirmacién cierta.

Por ello el descubrimiento de una referencia clara de este sis-
tema en uno de los Codices de Leonardo da Vinci permite retro-
traer al Renacimiento la primera confirmacion del disefio de dichas
estructuras. En efecto, en el folio 24 verso del Cdodice | de Madrid,
depositado en la Biblioteca Nacional, puede observarse un meca-
nismo plano de aspas (figura 1) con la siguiente leyenda «Rendimi

ragione che forza debbe essere in m a llevare 4 libre in n» (Dame -

razon de la fuerza requerida en m para levantar 4 libras en n). En

el folio 25 recto (situado a la derecha del anterior) puede observar-
se un interesante mecanismo de despliegue de una estructura ti-
po sombirilla (figura 2). Sin embargo ésta es una figura aislada den-
tro del manuscrito y carece de cualquier comentario, por lo que
no pueden hacerse conjeturas sobre su significado.

Por ultimo, en el folio 143 verso vuelve a reproducirse el mis-
mo mecanismo de aspas (figura 3) bajo dos interesantes sistemas
de engranaje con tornillo sinfin con dos pasos distintos al que nos
referiremos posteriormente.

El mecanismo de elevacion que describe Leonardo no es par-
ticularmente efectivo, pero es la primera referencia explicita de una
estructura desplegable plana. Tiene por consiguiente un gran in-
terés historico, pero ademas puede proporcionarnos una serie de
datos sobre los conocimientos de estatica de los que disponia
Leonardo.

Fig. 1.—Folio 24 verso: MECANISMO PLANO DESPLEGABLE DE ASPAS QUE
PUEDE ABRIRSE Y CERRARSE CON UN DOBLE TORNILLO.

Fig. 2.—Folio 25 recto: MECANISMO DE DESPLIEGUE DE UNA ESTRUCTU-
RA TIPO SOMBRILLA. LAS VARILLAS DESLIZAN SOBRE UNOS ANILLOS Y
APARTE SE DA OTRA SOLUCION CON BIELAS QUE PROBABLEMENTE FUN-
CIONARIA MEJOR.
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La primera consideracion que debe hacerse es si realmente Leo-
nardo sabia resolver el problema o se limito a plantearlo a la espe-
ra de poderlo resolver en el futuro. Creemos que esta segunda po-
sibilidad es la cierta. En otros lugares de este manuscrito se plan-
tean cuestiones tan complejas como el célculo de las flechas de
vigas, un problema no resoluble con los recursos matematicos de
la época y sin embargo Leonardo aporta un notable avance, no
analitico sino en la experimentacién y hace constar expresamente
los resultados de sus experiencias. Los abundantes estudios so-
bre equilibrio de pesos suspendidos de hilos a los que nos referi-
remos inmediatamente, estan siempre resueltos numéricamente.
Es interesante resaltar que en este Codice figuran casi exclusiva-
mente resultados. Mientras en otros Codices como el Hammer fi-
guran explicaciones y demostraciones y en otros como el Cédice
Il de Madrid (con seguridad escrito en otra época) operaciones arit-
méticas pormenorizadas, en el que comentamos figuran sobre to-
do resultados, con explicaciones concisas y ajustadas. En este con-
texto es seguro que si Leonardo sabia la forma de resolucién del

problema lo hubiese indicado con los resultados del mismo o al
menos con una nota aclaratoria.

La segunda consideracion se refiere a si Leonardo realizo al-
gun modelo experimental del citado mecanismo. Tampoco esto es
probable. De haberlo hecho habria tenido que darse cuenta de la
enorme diferencia de la fuerza a aplicar entre el instante en el que
el mecanismo esté plegado y el de completo despliegue. Creemos
que en este caso no hubiera dejado de hacerlo notar. Sin embar-
go es curioso que el mecanismo esté dibujado en una posicion de
despliegue a 45°, que es la unica de resolucion sencilla.

Dando por supuesto que Leonardo no pudo resolver el proble-
ma, puede ser interesante tratar de resolverlo con los medios ac-
tuales, para poder estudiar las dificultades que presenta y que pu-
diesen ser insuperables en la época.

El mecanismo descrito por Leonardo recibe la carga por me-
dio de una bola o rodillo. Considerando que la accion se ejerce
en el punto de tangencia las ecuaciones de equilibrio seran:

ASPA INICIAL

ASPA INTERMEDIA

Lo

Tomando momentos respecto a la articulacion central
Hi li coset + P/2 lisenC + P/2 sencX — HjljcoseL = 0

Dado que el dibujo que citamos no presenta ninguna indica-
cion de escala se han supuesto las siguientes longitudes de los
sucesivos tramos de barras:

11 = 09125 m 12 = 0,700 m
13 = 0,550 m 14 = 0,425 m
15 = 0,3375 m 16 = 0,2625 m
17 = 0,200 m 18 = 0,16256 m

Tampoco se indica el mgterial, pero la forma de las articulacio-
nes sugiere una barra de seccion cuadrada de hierro forjado, en
la que se hubieran aplastado los extremos y la zona central y colo-
cado pasadores. Consideramos como seccion tipo lade 2 x 2.cm.
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En estas condiciones se ha efectuado un calculo por ¢quilibrio,
suponiendo diametros del peso de 5, 10y 15 cm. y separacion va-
riable de los apoyos. Dado que nuestras investigaciones en el te-
rreno de las estructuras desplegables de barras, nos muestran que
el efecto de las grandes flechas que se producen en las mismas
puede tener cierta importancia, hemos repetido los célculos con-
siderando los efectos no lineales por el método matricial, pero li-
mitandonos a un diametro de bola de 10 cm., puesto que el célcu-
lo por equilibrio muestra la escasa incidencia de esta variable, al
menos en las proporciones de barras y bola que plantea Leonar-
do. El siguiente cuadro muestra los resultados de las reacciones
horizontales sobre las articulaciones de apoyo, en funcién de ia
separacion entre dichas articulaciones. El peso actuante se supo-
ne de 4 Ib y las reacciones se obtienen en dicha unidad.



Fig. 3.—Folio 143 verso: NUEVO ESQUEMA DE MECANISMO CON ASPAS.
ES MUY INTERESANTE LA FIGURA CENTRAL DERECHA QUE SUGIERE UNA
SOLUCION AL PROBLEMA DE LAS REACCIONES DE UNA BOLA SOBRE UN
;EQ%QFANCLINADO. SIN EMBARGO, DE TRATARSE DE ELLO, SERIA INCO-

Fig. 4.—Folio 89 recto: SON ESTUDIOS TOTALMENTE CORRECTOS SOBRE
LA LEY DE LA PALANCA.
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CALCULO LINEAL bfg’;_f#éﬂ_
Separacion apoyo | @ = 5cm. [O=10cm. |O= 15¢cm. |® = 10 cm.
d=18 m 76,94 77,05 77,16 78,1
d=17 m 33,03 33,16 33,28 33,26
d=16 m 23,56 23,70 23,84 23,71
d=15 m 18,70 18,86 19,02 18,75
d=14 m 15,55 15,73 15,92 15,62
d=13 m 13,25 13,47 13,69 13,30
d=12 m 11,46 11,72 11,97 11,52
d=11m 10,01 10,31 10,61 10,05
d=10 m 8,78 9,14 9,51 8,83
d=0,75m 6,44 7,09 7,74 6,47

A la vista de estos resultados, la primera conclusion es la es-
casa efectividad del mecanismo. En efecto, en posicion casi ple-
gada es preciso un esfuerzo de aproximadamente 77 libras para
levantar las 4 que proponia Leonardo. Este esfuerzo varia en fun-
cion de la tangente a medida que el mecanismo se va desplegan-
do. Por otra parte, puede observarse que los efectos no lineales,
que en época de Leonardo eran totalmente desconocidos (aungue
en este mismo Cddice se dan algunas referencias cualitativas al
fenémeno del pandeo), tienen, para las dimensiones y cargas su-
puestas, una escasa repercusion, por lo que un supuesto meca-
nismo construido por Leonardo apenas hubiera discrepado de los
resultados de un calculo por equilibrio, tedricamente posible.
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Fig. 5.—Folio 65 recto: LA FIGURA INFERIOR DA UNA SOLUCION INCO-
RRECTA AL PROBLEMA DE LAS REACCIONES DE UNA BOLA. LAS DOS
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Analicemos brevemente este calculo por equilibrio a la luz de
los conocimientos de la época. En nuestro razonamiento hemos
utilizado una serie de conceptos, ahora habituales, pero que a prin-
cipios del siglo XVI se suponen desconocidos: Descomposicion de
fuerzas en dos direcciones, ecuaciones de equilibrio y conceptos
de trigonometria. Este ultimo aspecto puede ser soslayado por me-
dio de relaciones de semejanza, por lo que resulta irrelevante. Por
otra parte, el mecanismo descrito se compone de una serie de pa-
lancas, cuyas leyes ya fueron establecidas por Arquimedes y que
fueron sobradamente conocidas por los cientificos medievales. En
este Cddice figuran numerosas figuras y mecanismos que prue-
ban sin lugar a dudas la autoridad de Leonardo en la materia. Es-
pecialmente interesante es el folio 89 recto (figura 4) en el que se
plantea de forma totalmente correcta el problema, incluso utilizan-
do un razonamiento que hace pensar en el concepto actual de mo-
mento de una fuerza. Asi pues, el uso de las ecuaciones de equili-

brio de fuerzas y momentos puede en este caso sustituirse por la

ley de la palanca, por lo que estaba claramente al alcance de
Leonardo.

La consideracion de un diametro no puntual en el peso compli-
ca el problema, aun afectando poco a los resultados. El mismo Leo-
nardo se planteo en este Codice el problema de las reacciones de
una bola en distintos lugares del manuscrito. Especiaimente inte-
resante es la figura 5 correspondiente al folio 65 recto. El comen-
tario es: «Este cuerpo suspendido por la 5.2 del segundo, como
pesa 8 libras, 4 se descargan en fy 4 enr. Y eso se demuestra
mediante la linea central am, gue termina en el centro de la linea
horizontal rn en el punto a...». Realmente es un parrafo poco afor-
tunado: No solo el resultado no es correcto sino que la demostra-
cion muestra una falta de claridad conceptual que se contradice
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FIGURAS SUPERIORES MUESTRAN ASPECTOS DEL ROZAMIENTO.

con los estudios sobre el equilibrio de hilos que figuran en este
mismo Cédice, mucho mas correctos y hace pensar que el proble-
ma de las cargas no puntuales no estaba muy avanzado en su
resolucion.

La consideracion de la carga como puntual, que dada la esca-
la del dibujo es logica, permitiria resolver el problema sin mas que
descomponer la carga en las direcciones de las barras de la pri-
mera aspa y luego aplicar sucesivamente la ley de la palanca.

Por tanto, la Gnica duda en el razonamiento anterior es si Leo-
nardo conocié o no la regla del paralelogramo que permite des-
componer una fuerza en dos direcciones. Respecto de este punto
la critica histérica es contradictoria. Se sabe con toda seguridad
que Pierre Varignon formulé en 1725 la regla del paralelogramo
en forma explicita. Hasta entonces parece que esta regla habia si-
do intuida por muchos autores anteriores a él, uno de los cuales
fue Leonardo. Basandose en la figura 6, que cita sin haber estu-
diado el manuscrito, Timoshenko afirma que con seguridad cono-
cia dicha ley. Sin embargo, nuestras investigaciones en el Cédice
I de Madrid, que probablemente sea el mas completo en esta ma-
teria, nos hacen ser cautos. .

En la figura 7 se reproduce el folio 77 recto del Cédice | y la
figura 8 da su transcripcion y la interpretacién del dibujo. Aplican-
do las leyes de equilibrio a los hilos puede demostrarse (y por cier-
to de forma nada trivial) que las reglas que propone Leonardo «Ex-
perimentadas y es regla general» son totalmente correctas. Es real-
mente sorprendente por cuanto no da una explicacion de la linea
de razonamiento utilizada, son de dificil aplicacion practica y su
demostracion exige recursos matematicos que con seguridad no
estaban disponibles en esta época.



Fig. 8.—Transcripcion del folio 77 recto:

Experimentadas y es regla general:

Entre tS y Sv habrd la misma proporcion que la que encontrards que hay entre
el peso b y el peso r. Y la proporcion entre el peso f y los pesos b y r juntos
serd la misma que hay entre la distancia xv y la linea Sx.

Entre el peso ¢ y el peso que actua en a existird la misma proporcion que la
que hay entre la distancia ab y la distancia bc. De la misma manera, la propor-

cion que hay entre el peso m y los pesos a c juntos, serd la misma que la que
hay entre la linea bm y la linea mc.

No olvides que las 2 cuerdas que sostienen el peso deben siempre ser iguales.
Si una fuese infinitamente mds larga que la otra, tomards igualmente tu medida
equidistante del lugar donde se une la cuerda al peso, y con tales medidas ha-
rds tus célculos como te dije arriba y tendrds una regla general.
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Fig. 7.—Folio 77 recto: LAS TRES FIGURAS SUPERIORES Y SU COMENTA-
RIO DAN LA REGLA PARA CALCULAR LAS REACCIONES DE LOS HILOS.
LAS FIGURAS INFERIORES SON EJEMPLOS DE PALANCAS.

Fig. 9.—Folio 77 verso: DISTINTOS EJEMPLOS DEL CALCULO DE LAS TEN-
SIONES EN HILOS.
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En los siguientes folios 77 verso y 78 recto, reproducidos en
las figuras 9 y 10, pueden verse distintas construcciones en las
que se aplica este principio general.

Sin embargo, una vez conseguida esta notabilisima regla ge-
neral, en el resto del Cddice la aplica a una serie de casos particu-
lares, los Unicos que considera dignos de atencion, que son aque-
llos que pueden ser resueltos con numeros enteros o fracciona-
rios sencillos. Es especialmente notable la construccion de la fi-
gura 11 (folio 156 recto). Representa un peso colgado de un hilo
y equilibrado por otros dos que actuan a través de dos poleas. La
construccion geométrica permite dibujar angulos cuyo coseno sea
un numero fraccionario, en el caso de la figura cos X = 3/4. La
tension en el hilo y por tanto el contrapeso necesario seria 12,09,
es decir, aproximadamente el valor que da Leonardo: 12 (por cier-
to escrito encima de otro resultado, supuestamente erréneo,
inidentificable).

Pero lo mas curioso del caso es que hay pocos valores racio-
nales del coseno que permitan valores enteros o casi enteros. En
un entorno razonable de valores solo 3/5 y 4/5 que corresponden
al triangulo egipcio, sobradamente conocido en la época, permi-
ten valores enteros de la tension. El valor sefialado 3/4 permite un
valor casi entero y es seguro que llamé tanto su atenciéon que que
lo describe con un detalle que no repite en ningln otro. En cuanto
a los angulos de construccion geométrica sencilla sélo 30° permi-
te valores enteros y 15° valores casi enteros. Pues bien, éstos son
los casos que podemos encontrar en los folios de este Caodice.

La conclusion es que efectivamente Leonardo realizé numero-
sos experimentos con hilos, que le permitieron incluso encontrar
un caso dificilmente intuible como el que hemos citado. Practica-
mente todos aquellos casos en los que era posible la solucion en-
tera pudo resolverlos correctamente. También fue capaz de lograr
una regla general, admirable en cuanto al ingenio demostrado, pero
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Fig. 10.—Folio 78 recto: DISTINTOS EJEMPLOS DE LA REGLA PROPUESTA
PARA EL CALCULO DE TENSIONES EN HILOS.
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Fig. 11.—Folio 156 recto: LA FIGURA CITADA EN EL TEXTO ES LA SUPE-
RIOR. HAY VARIOS EJEMPLOS EN LOS QUE LAS SOLUCIONES SON
ENTERAS.



por desgracia de dificil aplicacion. Con ella pudo resolver correc-

Todo lo anterior muestra que los conocimientos precisos para

tamente los problemas de equmbrlo de hilos, pero no logro resol- - resolver el problema estaban disponibles, pero posiblemente la

ver el problema de las reacciones de un peso colgado, como ya
hemos senalado. Curiosamente la solucion estaba a su alcance,
pero no hay indicios de que haya generalizado la descomposicion
de fuerzas cuando no estan materializadas por hilos, que es el pa-
SO previo.

El resto del problema hubiera sido claramente abordable por
Leonardo. En efecto, una vez conocida la fuerza precisa para le-
vantar el mecanismo, la fuerza a aplicar en la manivela se podria
determinar por dos leyes conocidas, la ley del torno y la ley del
tornillo, cuya equivalencia con el plano inclinado parece ser cono-
cida desde la Antiguédad. Las figuras 12 y 13 muestran con todas
claridad los conocimientos de Leonardo en la materia.

autolimitacion de intentar soluciones enteras, por otra parte muy
Iégica en la época, impidio el avance por el camino correcto. La
contestacion a la pregunta-reto de Leonardo «rendimi ragione che
forza debbe essere in m a llevare 4 libre in n» debiera ser «una
fuerza variable con la razén entre la anchura y la altura de cada
tramo de las aspas (tangente del angulo) y que depende ademas
del diametro del peso, del paso del tornillo, del diametro de la ma-
nivela y de una serie de efectos desconocidos en la época que son
los efectos no lineales. Ademas so6lo sera entera para unos pocos
angulos que no son facilmente construibles». Estamos seguros que
a Leonardo no le hubiera gustado nuestra contestacion.
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Fig. 12.—Folio 109 recto: DISTINTOS EJEMPLOS EN LOS QUE SE APLICA

UN CONCEPTO EQUIVALENTE AL DE MOMENTO DE UNA FUERZA.

Fig. 13.—Folio 156 verso: EN LA FIGURA ANTERIOR SE PLANTEA LA EQUI-
VALENCIA ENTRE EL TORNILLO Y EL PLANO INCLINADO.
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