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Resumen

El problema de separacion ciega de fuentes consiste en la recuperacion de un conjunto de
senales originales (fuentes) a partir de observaciones de mezclas lineales de ellas. Se trata
de un problema de extraordinario interés en procesado de senal porque para resolverlo
solo es necesario que se cumplan un conjunto de hipdtesis muy poco restrictivas, a saber,
la invertibilidad del sistema de mezcla, la independencia mutua entre las fuentes y la
distribucién no gaussiana de las mismas. Por esta razon, las técnicas de separacion ciega
de fuentes encuentran numerosas aplicaciones en campos tan diversos como procesado en
array, comunicaciones multiusuario y reconstruccién de voz o iméagenes.

A grandes rasgos las mezclas lineales se pueden clasificar en dos grandes grupos:
instantdneas o sin memoria y convolutivas o con memoria. En las mezclas instantdneas
se supone que las observaciones en un determinado instante son sumas ponderadas de
las fuentes en ese mismo instante. Por el contrario, el modelo de mezclas convolutivas
es mucho mas complejo porque las observaciones dependen de las fuentes en el instante
presente y en instantes anteriores o posteriores lo cual plantea muchas mds dificultades a
la hora de separar las fuentes.

La separacion ciega de fuentes es un campo en el que se ha venido investigando
intensamente a lo largo de los ultimos diez anos. Son numerosos los trabajos en los
que se proponen algoritmos adaptativos para su solucién pero muy pocos se preocupan de
analizar con detenimiento su estabilidad. Esta es una cuestién crucial para comprender
las condiciones bajo las cuales estos algoritmos funcionaran adecuadamente y constituye
el nicleo central de la presente tesis.

Una primera parte de nuestro trabajo se ha dedicado al estudio de la estabilidad
de algoritmos ya existentes obteniéndose condiciones suficientes para garantizar que los
puntos donde se consigue una perfecta recuperacién de las fuentes se correspondan con
atractores de los algoritmos. La enorme dificultad de estos estudios nos ha obligado a
considerar solo el caso de sistemas separadores con dos entradas y dos salidas aunque
conjeturamos que los resultados son extrapolables al caso mas general.

En este trabajo también se propone una nueva familia de algoritmos de gradiente
ascendente que permiten realizar la separacion ciega de fuentes mediante la maximizacién
de funciones de coste que utilizan estadisticos de segundo y cuarto orden. Esta
aproximacion se propone inicialmente para mezclas instantaneas y en un capitulo posterior
se extiende al caso de mezclas convolutivas. Esta nueva familia de algoritmos surgen
como extension del criterio de Shalvi y Weinstein para igualacion ciega. Aunque las
funciones de coste resultan ser no cuadraticas, el hecho de que sélo utilicen estadisticos de
orden dos y cuatro permite llevar a cabo un anélisis completo de sus puntos estacionarios
para el caso general de N fuentes complejas y mezclas instantdneas o convolutivas. El
analisis ha revelado que los tnicos atractores de los algoritmos se corresponden con la
perfecta recuperacion de las fuentes y que no existen atractores indeseados que puedan
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danar su convergencia. Hasta la fecha de ninguna otra familia de algoritmos adaptativos
para separacion ciega de fuentes se ha podido demostrar que esta libre de atractores no
deseados.
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Abstract

The problem of blind source separation consists in the recovery of a set of original signals
(sources) from observations of linear mixtures of them. It is a problem of paramount
importance in signal processing because its solution only requires a set of little restrictive
hypothesis, namely, the invertibility of the mixing system, the mutual independence of
the sources and the non-gaussian distribution of them. For this reason, blind source
separation techniques can be applied to numerous applications in diverse fields such as
array processing, multiuser communications and image or voice restoration.

Linear mixtures can be classified in two large groups: instantaneous or memoryless
and convolutive or with memory. In the instantaneous mixtures case it is assumed that
the observations in a certain time are weighted sums of the sources in this same time. On
the contrary, the convolutive mixtures model is more complex since observations depend
on the sources at the present, past and future time which poses more difficulties when
separating the sources.

Blind source separation has been an active area of research along the last ten years.
There are a lot of works that propose adaptive algorithms for its solution but few of them
carry out a detailed analysis of their stability. This is a crucial issue to understand the
conditions under which these algorithms perform adequately and constitutes the core of
the present work.

The first part of our work is devoted to the stability analysis of existing algorithms.
Sufficient conditions to guarantee that the points where a perfect recovery or the sources
correspond to the algorithms attractors are obtained. The extremely difficulty of these
analysis has forced us to consider only the case of instantaneous mixtures and two inputs
two outputs separating systems although we conjecture that the results are also valid in
more general cases.

In this work we have also proposed a new family of gradient algorithms for blind source
separation that maximize cost functions that use second and fourth order statistics. This
approach is initially proposed for instantaneous mixtures and extended to convolutive
mixtures in a subsequent chapter. This new family of algorithms arises as an extension
of the Shalvi and Weinstein criterion for blind equalization. Although the proposed cost
functions turn out to be non-quadratic, the fact that they only make use of second and
fourth order statistics enables us to carry out a complete analysis of their stationary points
for the general case of N complex sources and instantaneous or convolutive mixtures. The
analysis has shown that the only algorithm attractors correspond to the perfect recovery
of the sources and that there are no undesirable attractors that may impair the algorithms
convergence. Up to date no other family of adaptive algorithms for blind source separation
has been shown to be free of undesirable attractors.
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Capitulo 1

Introduccion

La presente tesis doctoral aborda el problema de recuperar un conjunto de senales
originales (fuentes) a partir de observaciones de mezclas lineales de ellas. Este problema se
plantea en numerosas aplicaciones practicas en las que, por ejemplo, se persigue recuperar
las senales que se propagan por un medio abierto que exhiba un comportamiento lineal
(como es el caso del aire o del agua) a partir de las sefiales suministradas por una coleccién
o array de sensores.

La forma en que se lleva a cabo esta mezcla lineal puede ser de naturaleza muy diversa
y depende tanto de las propiedades del medio como de las caracteristicas fisicas y eléctricas
de las fuentes. El modelo mas sencillo considera que las mezclas son instantaneas o sin
memoria porque en cada instante de tiempo se tiene la suma de las fuentes en ese instante
ponderadas por ciertos pardmetros que describen el entorno. Este modelo, sin embargo,
es insuficiente para describir muchas situaciones practicas en las que nos encontramos con
mezclas convolutivas o con memoria. En este caso las observaciones en un instante no
son s6lo combinaciones lineales de las fuentes en ese instante sino también de instantes
anteriores y posteriores.

La separacién de mezclas lineales de senales es un campo en el que se ha venido
investigando a lo largo de los ultimos anos y en el que se han propuesto numerosas
soluciones [12]. Las técnicas cldsicas se basan fundamentalmente en el criterio de Minimo
Error Cuadratico Medio (MMSE, del inglés Minimum Mean Square Error) y requieren
conocer o bien las fuentes o bien los parametros de la mezcla. Esta informacion, sin
embargo, no esta disponible en numerosas aplicaciones préacticas (en comunicaciones, por
ejemplo) por lo que se han desarrollado un conjunto de técnicas que son capaces de
llevar a cabo la separacion a partir de las observaciones exclusivamente. Estas técnicas
se denominan ciegas o no supervisadas y poseen un ambito de aplicacién mucho mas
extenso que las aproximaciones convencionales. La clave de su funcionamiento reside en
el aprovechamiento de determinadas propiedades estadisticas de las fuentes. En particular
veremos que la independencia estadistica y la naturaleza no gaussiana de las fuentes son
suficientes para poder llevar a cabo la separacién de forma ciega.



9 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Fuentes Observaciones Salidas
4
S X =AS y :WHX: W X
W,

~ ~

Mezcla Separacion

Figura 1.1: Modelo de separacion de mezclas instantéaneas.

El presente capitulo se organiza de la siguiente manera. En la seccién 1.1 se describe
el problema de separacion ciega de fuentes para mezclas instantdneas y su conexién con
las Redes Neuronales Artificiales. La seccidén 1.2 presenta el modelo de senal para el caso
de mezclas convolutivas. La seccion 1.3 presenta varios ejemplos de aplicaciones practicas
en las que se debe separar mezclas lineales de senales. Finalmente, la seccién 1.4 expone
los objetivos de la tesis y su organizacién.

1.1 Modelo de separacion de mezclas instantaneas

El problema basico de separacién de fuentes consiste en recuperar senales a partir de
mezclas lineales e instantaneas de ellas. El modelo que se asume es el presentado en la
figura 1.1 donde s = [sy, ..., sy]” es un vector de dimensién N x 1 formado por las fuentes
que modelaremos como un conjunto de procesos estocasticos estacionarios de media cero
y varianza unidad. En general asumiremos que pueden tomar valores complejos para
considerar las senales que se manejan en el ambito de las comunicaciones. En situaciones
practicas las fuentes se corresponden con senales que tienen un origen fisico diferente vy,
por lo tanto, supondremos que son estadisticamente independientes entre si.

Las fuentes son mezcladas por un sistema que se modela como una matriz A de
dimension M x N. Al igual que las fuentes, supondremos que A es desconocida aunque
siempre garantizaremos que las columnas son linealmente independientes entre si. El
resultado de esta mezcla es un vector de observaciones x = [zy,...,z]7 que se puede
escribir como sigue

x = As (1.1)

Las observaciones x son combinaciones lineales de las fuentes, lo cual da cabida a la
utilizacion de un sistema lineal para invertir el proceso de mezcla. En la figura 1.1 se
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ha representado la etapa de separacién como un sistema MIMO (Multiple Input Multiple
Output) formado por N combinadores lineales cuyas salidas vienen dadas por la siguiente
expresion

yi=wilx i=1,.., N (1.2)

donde w; es un vector complejo de dimension M x1 que contiene los coeficientes del i-ésimo
combinador (el superindice ¥ denota conjugado traspuesto). Agrupando los vectores de
coeficientes en una matriz W = [wy, wy, - - -, wy| de dimensién M x N podemos escribir
las salidas de una forma mas compacta

y = Whx (1.3)
donde y = [y1,....,yn]T representa al vector de salidas. Adicionalmente, combinado las
expresiones (1.1) y (1.3) se obtiene que

y = Gs (1.4)

donde G = W A es una matriz N x N que agrupa las etapas de mezcla y separacion.

Observando (1.4) es inmediato deducir que el proceso de mezcla serd invertido cuando
la matriz G sea la identidad. Sin embargo, también se consideran validas aquellas
soluciones donde las fuentes son recuperadas en otro orden o con una cierta ganancia
gi; 7 1. Como consecuencia, la separacién de las fuentes se produce en aquellas situaciones
en las que la matriz de ganancias G adquiere la siguiente forma

G = AP (1.5)

donde A es una matriz diagonal invertible y P es una matriz de permutacion. Algunos
de los métodos de separacién que abordaremos en el presente trabajo fijan a prior: las
ganancias con las que seran extraidas las fuentes (generalmente, A = I). Sin embargo, no
establecen ningtin control sobre el orden en que seran recuperadas.

Es interesante hacer notar que el problema de separacién ciega de fuentes se puede
resolver imponiendo Unicamente la condicién de que las fuentes sean no-gaussianas y
estadisticamente independientes entre si. Esto es una consecuencia del siguiente teorema.

T es un vector

Teorema 1.1 Teorema de Darmois-Skitovich [9, 19]: si s = [s1,..., SN]
de componentes estadisticamente independientes entre si con a lo sumo una componente
gaussiana y y = Gs es un vector cuyos componentes y; y y; son independientes, entonces

todas las variables s, para la cual g;g;r # 0 son gaussianas.

Asi pues, si el vector de fuentes s tiene a lo sumo una componente con distribucién no
gaussiana, las salidas serdn estadisticamente independientes entre si si y solo si la matriz
de ganancias tiene la forma (1.5) y, por tanto, cuando se consiga la separacién de las
fuentes. Esto quiere decir que si las fuentes no son gaussianas el criterio de seleccionar el
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Figura 1.2: Modelo de una neurona artificial

sistema de separacion W para que las salidas sean estadisticamente independientes entre
si es suficiente para garantizar la separacion.

El criterio de independencia estadistica, sin embargo, es insuficiente para separar
las fuentes si estas tienen una distribuciéon gaussiana. Esto es facil de demostrar si
consideramos un vector de N fuentes gaussianas, estadisticamente independientes entre
si, de media cero y varianza unidad. Es bien conocido que las senales gaussianas quedan
totalmente caracterizadas por su matriz de correlacién que en este caso es inmediato
comprobar que adopta la forma Ry = E[ss”] = I. Tanto las observaciones (1.1) como
las salidas (1.3) son combinaciones lineales de senales gaussianas de media nula y, por
ello, ambas también tendran distribucion gaussiana y media cero. Sus correspondientes
matrices de autocorrelacién son

R, = FE[xx]=ARA" = AA"
R, = Elyy"?]=WIR,W =W7AA"W (1.7)

que, en general, seran distintas de Rg. Sin embargo, si W A es una matriz unitaria,
entonces R, = I 'y las salidas serdn estadisticamente independientes entre si sin necesidad
de que cada salida se corresponda con una sola fuente.

1.1.1 Conexion con Redes de Neuronas Artificiales

El problema de separacion ciega de fuentes esta intimamente relacionado con las Redes de
Neuronas Artificiales porque el sistema de separacion se puede interpretar como los pesos
sindpticos de una red neuronal de una sola capa de modo que los algoritmos adaptativos
para separacion ciega de fuentes se pueden interpretar como reglas de aprendizaje no
supervisadas para redes neuronales.

Las redes neuronales artificiales han surgido como modelos que intentan reproducir
el funcionamiento del sistema nervioso desde un punto de vista tanto estructural
como funcional [40]. Una red neuronal artificial estd formada por elementos simples,
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Figura 1.3: Ejemplos de funciones de activacion.

habitualmente adaptativos, interconectados entre si con el objeto de cooperar o competir
hacia un fin comun. La figura 1.2 muestra el modelo de una neurona artificial con entradas
x, salida y; y pesos w;. La neurona realiza dos operaciones bésicas: cédlculo de su estado
como combinacién lineal de entradas ponderadas por unos pesos y; = wi’x y cdlculo de
la salida como funcién de la combinacién lineal de las entradas u; = f;(y;). La funcién de
activacién f;(.) puede tomar diversas formas dependiendo del propésito de la red y de la
naturaleza de su salida. Por ejemplo, como se muestra en la figura 1.3, la funcién escalon
proporciona una salida binaria mientras que las otras dos funciones (sigmoide y tangente
hiperbdlica) proporcionan una salida continua.

Las configuraciones que se pueden obtener mediante la interconexion de las neuronas
son muy diversas [40]. Una de las mds sencillas es la mostrada en la figura 1.4: N neuronas
que procesan el mismo conjunto de observaciones x. El estado de activacion y la salida
de esta red puede escribirse en forma matricial como sigue

y = Whx (1.8)
u = f(y)

donde W es una matriz M x N cuyas columnas son los vectores de pesos w; de las neuronas
y £(.) es la funcién de activacion en forma vectorial. Obsérvese que la expresién (1.8) es
idéntica a (1.3) lo que nos permite interpretar un sistema de separacién de senales como
la parte lineal de la red neuronal monocapa y los algoritmos adaptativos para separacion
de senales como reglas de aprendizaje de redes neuronales [49].

Un aspecto importante respecto al aprendizaje en las redes neuronales es el conocer
como se modifican los valores de los pesos, es decir, cuales son los criterios que se siguen
para cambiar el valor asignado a las conexiones cuando se pretende que la red aprenda
una nueva informacion. De forma general, se suelen considerar dos tipos de reglas de
aprendizaje: supervisado y no supervisado.

En las aproximaciones supervisadas los pesos sindpticos se ajustan segun el criterio
de minimizar el error cuadratico medio entre la salida y un conjunto de patrones de
entrenamiento. Este conjunto de patrones no esta disponible en numerosas aplicaciones
préacticas por lo que se debe recurrir a aproximaciones no supervisadas que trabajan sin
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Figura 1.4: Estructura de una red neuronal.

recibir ninguna informacién que les indique si la salida generada es la deseada. En este
tipo de aprendizaje se pretende que las neuronas se auto-organicen aprendiendo a captar
las caracteristicas principales de los datos de entrada sin ninguna ayuda externa.

Uno de los postulados del aprendizaje no-supervisado mas antiguo y famoso se debe al
neuro-psicologo Donald Hebb [40] quien establecié lo siguiente: Cuando un azén de una
celda A estd suficientemente cerca como para consequir excitar una celda B y repetida
o persistentemente toma parte en su activacion, algiun proceso de crecimiento o cambio
metabdlico tiene lugar en una o en ambas celdas, de tal forma que la eficiencia de A,
cuando la celda a activar es B, aumenta. Por celda, Hebb entiende un conjunto de
neuronas fuertemente conectadas a través de una estructura compleja. La eficiencia podria
identificarse como la intensidad o magnitud de la conexién.

Se puede interpretar, por tanto, que el aprendizaje hebbiano consiste basicamente en
ajustar los pesos de las conexiones de acuerdo con la correlacion de los valores de las
salidas de las neuronas conectadas. Si consideramos las conexiones w;; de la red neuronal
de la figura 1.4 con actividad presinaptica x; y postsindptica y;, entonces los pesos seran
modificados utilizando términos del tipo

Esta regla, sin embargo, presenta un crecimiento exponencial lo que puede conducir a la
saturacion de los pesos W. Esta situacion indeseada es evitada en el algoritmo conocido
como GHA (Generalized Hebbian Algorithm) que utiliza el siguiente factor de incremento

Aw,; = yilz; — Z Wi Yk ) (1.11)
k=1
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Figura 1.5: Modelo de separaciéon de mezclas convolutivas.

Una caracteristica destacable de este aprendizaje es que se puede demostrar que converge
a una situacién donde los pesos de una red neuronal monocapa con M entradas y N salidas
son los N autovectores mds significativos de la matriz de correlacién de las entradas Ry
[40]. Por tanto, el GHA permite realizar una descomposicién en componentes principales
(PCA, del inglés Principal Components Analysis) [33].

Una de las aplicaciones mas importantes del GHA es la compresién de datos ya
que el ajuste de una red neuronal monocapa de M entradas y N salidas permitira
pasar de bloques x de tamano M a otros y de dimensién N (N < M) que contienen,
aproximadamente, la misma informacién. Este algoritmo, sin embargo, resulta ser
insuficiente para realizar la separacién de fuentes debido a que tUnicamente emplea
estadisticos de orden dos. Esta limitacién ha conducido a proponer otras generalizaciones
del algoritmo hebbiano incorporando no-linealidades [44, 50]. En particular, més adelante
haremos uso de la expresién [44]

sz‘j =T, g(yz) (1-12)

donde g(y;) es una funcién no-lineal de la salida que puede tomar diversas formas: funcién
tangente hiperbdlica, funciones cibicas, polinomios, etc.

1.2 Modelo de separaciéon de mezclas convolutivas

En la seccion anterior se ha descrito el problema de separacién ciega de fuentes para
mezclas instantaneas. Este modelo sélo es valido para un reducido niimero de situaciones
ya que en la practica es mas habitual encontrarse con que las observaciones son mezclas
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convolutivas de las fuentes: el sistema de mezcla suele tener memoria y las observaciones en
un instante dependen de las fuentes en ese instante y en instantes anteriores y posteriores.

En la figura 1.5 puede verse el modelo correspondiente a mezclas convolutivas donde
s; son las fuentes que supondremos, al igual que en la seccién anterior, procesos aleatorios
estacionarios complejos, con distribucion no-gaussiana, estadisticamente independientes
entre si, de media cero y potencia unidad. Debido a la existencia de memoria en
la mezcla se hace necesario especificar la funcion de autocorrelacién de las fuentes o,
equivalentemente, la densidad espectral de potencia. A lo largo del presente trabajo
consideraremos unicamente la situacién en que las fuentes son blancas. La principal
diferencia con el modelo de la seccién 1.1 es que ahora las observaciones x se representan
como la convolucién entre un sistema desconocido y las fuentes

x(n) = ki A(k)s(n — k) (1.13)

donde {A(k)} es una secuencia de matrices de dimensiéon M x N que define la respuesta
al impulso del sistema de mezcla

au(k) e alN(k)
A(k) = aﬂz(k) | am:(k) (1.14)
CLMl(k) CLMN(]C)

En ocasiones se considera que (1.13) es la suma de un numero finito de términos lo que
equivale a tener matrices A (k) iguales a cero. En el caso extremo en el que solamente
una matriz A (k) es no nula, estaremos ante un problema de mezcla lineal instanténea.

Invertir el proceso de mezcla es una tarea mas dificil que en el modelo presentado en
la seccion 1.1 ya que el sistema separador, por un lado, debe recuperar todas las fuentes
y, por otro lado, debe ecualizar las salidas. En la figura 1.5 se ha representado un sistema
formado por N filtros IIR (Infinite Impulse Response) cuyas salidas vienen dadas por la
siguiente expresion

) = 3 WHR)x(n - k) (1.15)
k=—oc
donde {W(k)} es una secuencia de matrices M x N.

El objetivo en separacién de mezclas convolutivas es encontrar los coeficientes W' de
forma que la funcién de transferencia global G(z) = W(z)A(z) satisfaga la siguiente
condicién

G(z) = D(2)AP (1.16)

donde D(z2) = diag(z™",...,2"") con [; 1 < j < N € 2V, A es una matriz diagonal
invertible y P es una matriz de permutacion [57]. En otras palabras, las salidas del sistema
separador 6ptimo deben extraer fuentes diferentes y llevar a cabo una igualacion.
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Conformador 1

Figura 1.6: Esquema de un conformador de banda estrecha.

1.3 Aplicaciones de separacion ciega de fuentes

Muchas son las situaciones practicas en las que surge la necesidad de separar de forma
ciega un conjunto de fuentes a partir de mezclas lineales de ellas. En la presente seccion
exponemos algunas de las mas significativas.

1.3.1 Procesado en array

Una de las aplicaciones mas tipicas del problema de separacién ciega de fuentes es la
recuperacion de las sefales que se propagan a lo largo de un array de sensores (ver figura
1.6). Supongamos un entorno formado por N senales s;(¢) de banda estrecha

si(t) = u(t)e?*™ it =1, N (1.17)

donde wu;(t) y f; son la envolvente compleja y la frecuencia central de cada una de
ellas. Estas senales inciden sobre un array de M sensores equiespaciados. Fijaremos
el origen de tiempos de forma que la senal en el primer sensor sea igual a s;(¢). Los
restantes sensores recibirdn una versién retardada de la senal original. El retardo
7;(6;),t = 1,...,N,j = 1,..., M dependerd de la distancia al sensor de referencia, de la
velocidad de propagacién y del dngulo de incidencia 6;. En particular, la senal z;;(¢) en
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el sensor j-ésimo se puede escribir como sigue [66]
.',E]Z(t) = Sz(t - T](gl)) = Uz(t - Tj(gi))€j2ﬂfi(t_7j(€i)> (]_]_8)

Considerando que el retardo que sufre la envolvente compleja u;(t) es despreciable se
obtiene

2i(t) & ug(£)eIHET ) = ()2 0) (1.19)

De lo anterior se desprende que las salidas de los sensores sélo se diferencian en un cierto
desfase. De forma compacta podemos escribir las senales en los sensores de la siguiente
forma

X = As (1.20)
donde A = [a(f;),...,a(fx)] es una matriz M x N que contiene los distintos desfases
de la sefial: cada vector a(f;) = [1,e™7?2mfin(0i) =2 firu(9)]T eg conocido como vector

director o vector de steering [66]. Si identificamos las senales que inciden en los sensores
como las fuentes de nuestro problema y las senales procedentes de los sensores como
las observaciones, obtenemos que la expresién (1.20) es idéntica al modelo de mezcla
instantanea (1.1).

En la segunda etapa de la figura 1.6 podemos observar N conformadores que combinan
las observaciones x para producir salidas de la forma

M
yi=y whr; i=1,...,N (1.21)
j=1

que puede escribirse en forma matricial como sigue
y = W¥s (1.22)

La multiplicaciéon de las observaciones por los pesos W tiene por efecto el cambio de su
amplitud y fase. El objetivo en conformacion de haz adaptativa es ajustar adecuadamente
estos coeficientes de forma que cada salida extraiga una unica fuente diferente.

En la discusién anterior se ha supuesto que todas las fuentes que llegan al array de
sensores tienen un origen fisico distinto. En muchas situaciones reales, sin embargo, esta
suposicion no se cumple ya que las ondas que se propagan son reflejadas por distintos
objetos (mar, edificios, etc.) lo que ocasiona la recepcién simultdnea de varias versiones
retardadas de las fuentes. Estas senales llegan a los sensores a través de distintos caminos
e inciden en angulos diferentes. En particular si suponemos que cada fuente llega a través
de P caminos diferentes con un retardo 7, se obtiene que las senales proporcionadas por
los sensores son

P—1

x(t) = 3 A(k)s(t — ) (1.23)

k=0
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Figura 1.7: Esquema de un conformador de banda ancha.

donde cada columna de A (k) es el vector de steering asociado a una fuente que llega por el
k-ésimo camino, s;(t — 7). En este caso estamos ante un problema de mezcla convolutiva
del tipo (1.13) que requiere emplear un sistema separador como el mostrado en la figura
1.7 para recuperar las fuentes.

1.3.2 Sistemas de comunicacion CDMA

Los sistemas de comunicacion CDMA (Code Division Multiple Access) utilizan una
modulaciéon en espectro ensanchado que consiste en multiplicar los simbolos transmitidos
por ciertas secuencias pseudo-aleatorias ciclicas denominadas codigos o firmas de
los usuario. Estos cédigos tienen ciertas propiedades matematicas que permiten la
recuperacion de los simbolos transmitidos a partir de la suma de todas las senales recibidas
[67]. Una técnica muy empleada para imprimir la firma sobre la senal de los usuarios es
la conocida como DSSS (Direct-Squence Spread-Spectrum) y consiste en cambiar la fase
de la portadora L veces por cada periodo de bit, Ty, de acuerdo con el cédigo del usuario
[74]. De este modo se divide cada bit en L pulsos llamados chips de periodo T, = T, /L.
Mas concretamente, en la modulacion DSSS, la senal del usuario i-ésimo tendré la forma

m=0
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Figura 1.8: Esquema de un receptor CDMA sincrono.

donde A; es la amplitud con la que se recibe el usuario, {b;(m)} representa la secuencia
de simbolos transmitidos y

L—

a(t) =3 c()p(t — IT) (1.25)

=0

—

es el resultado de multiplicar la secuencia del cddigo de usuario {¢;(n)} por la forma del
pulso para cada chip, p(t). En la expresién (1.25) puede observarse que T, = LT, y que
¢;(t) es cero fuera del intervalo 0 <t < Tj.

La senal a la entrada del receptor es la suma de las senales s;(t) de los N usuarios que
transmiten por el mismo canal. Suponiendo un modelo de transmision sincrona como el
mostrado en la figura 1.8 esta senal tendra la forma

N
=1 i=1 m=0

Si hacemos pasar s(t) por un filtro adaptado al cddigo ¢;(t) y, posteriormente, la
muestreamos a periodo de bit se obtendra

o) = [ (:”T” e;(t = nTy)s(t)dt (1.27)

que, utilizando (1.26), podemos escribir como sigue

(n+1)T, (N o
zi(n) = /Tb >4 bi(m)ei(t — mTy) | ¢j(t — nTy)dt
n i=1  m=0
N o (n+1)Ty
= S A4S bi(m) / ci(t — mTy)e;(t — nTy)dt (1.28)
i=1  m=0 Ty
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A su vez podemos simplificar esta expresion aprovechando que ¢;(t) es cero fuera del
intervalo (0,7}) y obtener que

ZAb n)pi; (1.29)

donde p;; es el cociente de la correlacion cruzada entre los cédigos

pij = /UTb ci(1)e;(T)dr (1.30)

Agrupando todas las observaciones proporcionadas por los N filtros en el vector x =
[z1,...,zx]T obtenemos el siguiente modelo de senal de un sistema CDMA sincrono

x = ARb (1.31)

donde b = [by, ..., by]T son los simbolos transmitidos por los N usuarios, A es una matriz
diagonal que contiene las amplitudes y R es la matriz de correlacion de los cédigos

Ay - 0 pii cct PIN
A=| 0 R=| ¢ - (1.32)
0 -+ Ay PN1 ' PNN

De este planteamiento se obtiene que la expresién de las observaciones (1.31) es la misma
que se asume en el modelo de mezcla lineal instantdnea dado por (1.1). Por ello, cabe
plantearse el empleo de un sistema MIMO con coeficientes W'y salidas y = W¥s para
recuperar los simbolos transmitidos.

Los sistemas de comunicacion reales son asincronos y, por ello, la aplicabilidad del
modelo que acabamos de describir resulta muy limitada. Un modelo mas realista consiste
en suponer que la senal recibida tiene la siguiente forma [74]

N o
Z (t—m) = ZA, Z b;(m)c;(t — mTy — ;) (1.33)
i=1 =1 m=0

donde 7; es el retardo que sufre la senal transmitida por el i-ésimo usuario. En este caso
las observaciones toman la forma

zj(n) = /nn+1 <ZA mz: bi(m)ci(t — mT, — TZ)> ci(t —nTy)dt (1.34)

A diferencia del modelo sincrono, las observaciones z;(n) contendrén parte de dos simbolos
del mismo usuario: la parte final del simbolo anterior y la parte inicial del simbolo actual
por lo que podemos reescribir la expresién (1.34) de la siguiente forma

i=1
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donde pf;- representa la correlacién entre ¢;(t) y la parte final del cdédigo del simbolo
anterior y pfj representa la correlacién entre ¢;(t) y la parte inicial del c6digo del simbolo
actual

T,

ph = / ci(t — 1i)e;(t)dt

o = /Tici(t+Tb—Ti)cj(t)dt (1.36)
0

Agrupando todas las observaciones en un vector x = [z, ..., zy]” obtenemos el siguiente
modelo de senal de un sistema CDMA asincrono

x(n) = AR(0)b(n) + AR(1)b(n — 1) (1.37)

donde b(n—1) = [by(n—1),....bx(n—1)]T, I = 0,1 es un vector que contiene los simbolos
transmitidos por los NV usuarios en el instante n—[, A es una matriz diagonal que contiene
las amplitudes y R(l) es una matriz que contiene la correlacién entre los codigos

P{l T P{N Pﬁ T pr
RO)=| : . R(I)=| : . (1.38)
P5v1 T Pf\w P%l T p%N

En este caso estamos ante un problema de mezcla convolutiva del tipo (1.13) con una
memoria de una unidad por lo que la recuperacion de las senales transmitidas requiere
emplear un sistema MIMO como el descrito en la seccion 1.2.

1.4 Planteamiento y estructura de la tesis

Esta tesis aborda el problema de separacién de fuentes utilizando técnicas ciegas. Nos
centraremos en los algoritmos adaptativos ya que, como se comenté anteriormente, tienen
numerosas ventajas que los hacen especialmente atractivos para resolver este problema.
Por ello, dedicaremos el capitulo 2 a la revision de algunos conceptos relacionados con
sistemas adaptativos, prestando especial interés a aquellos que nos resultan utiles a la
hora de analizar la estabilidad de los algoritmos.

En la dltima década se han propuesto numerosos algoritmos adaptativos para resolver
el problema de separacién de mezclas instantdneas. Sin embargo, muy pocos trabajos
analizan la estabilidad de las implementaciones que proponen y, por ello, quedan abiertas
cuestiones sobre las condiciones que aseguran su correcto funcionamiento. Esta tesis
pretende contribuir a llenar este vacio analizando en el capitulo 3 la estabilidad de algunos
algoritmos adaptativos propuestos por otros autores.

Uno de los objetivos de esta tesis es el de proponer nuevos algoritmos adaptativos para
separaciéon de fuentes. A este respecto, en el capitulo 4 se presenta una nueva familia de
criterios que han surgido a partir un método de ecualizacién ciega propuesto a principios
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de esta década por Shalvi y Weinstein. Para implementar estos criterios se utilizaran
sencillos algoritmos de gradiente. Una de las principales aportaciones de este capitulo
es presentar un estudio de la estabilidad de uno de los algoritmos considerando el caso
general de entornos con N fuentes y sistemas separadores N x N.

Los criterios propuestos en el capitulo 4 seran extendidos en el capitulo 5 para
separaciéon de mezclas convolutivas. Ademds, se propondran varios algoritmos de
gradiente para encontrar los coeficientes 6ptimos del sistema separador y se analizard
la estabilidad de uno de ellos.

Por tltimo, en el capitulo 6 se exponen las conclusiones mas importantes de esta tesis
y se proponen lineas futuras de investigacion.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2

Fundamentos tedricos de algoritmos
adaptativos

2.1 Introduccion

El problema de separacién ciega de fuentes es un caso particular de problema de
filtrado cuyo objetivo es seleccionar los parametros de un sistema MIMO que permita
la recuperacién de un conjunto de senales de interés a partir de mezclas lineales de
ellas. Segun la naturaleza del criterio seguido para encontrar el sistema de separacion,
las técnicas de filtrado se pueden clasificar en dos grandes grupos: deterministas y
estadisticas. Un ejemplo de aproximacion determinista a nuestro problema seria el utilizar
como sistema de separacion el sistema inverso al de mezcla. Esta aproximacién, sin
embargo, puede no resultar adecuada si existe ruido en las observaciones y, lo que es mas
importante, requiere un conocimiento exacto del sistema de mezcla, lo cual contradice
nuestras hipétesis. Por ello, en el presente trabajo nos centraremos exclusivamente en
aproximaciones estadisticas que no necesitan conocer el sistema de mezcla y que, ademas,
tienen la capacidad de hacer seguimiento de sus variaciones temporales.

A su vez, las técnicas de filtrado estadistico pueden subdividirse en otros dos grupos:
bloque y adaptativas. Las técnicas bloque calculan el sistema de separacién de una forma
directa a partir de un bloque de datos de entrada mientras que las adaptativas lo hacen
de forma recursiva, lo que les permite aprovechar los resultados obtenidos al procesar
bloques anteriores. Ese caracter recursivo hace que las técnicas adaptativas funcionen
adecuadamente procesando bloques de datos mucho mas pequenos que en las otras técnicas
(tipicamente una muestra) y, como consecuencia, sus implementaciones necesitan menos
memoria, menos coste computacional y proporcionan los resultados con un retardo menor.
No todo son ventajas puesto que en la practica las técnicas adaptativas son mas lentas y
mas complejas de analizar que las bloque. A pesar de ello, en el presente trabajo hemos
optado por centrarnos en las técnicas adaptativas.

El empleo de algoritmos adaptativos para actualizar la matriz de separacién nos

17
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Fuentes Observaciones 4 Salidas

y

~ ~g

Mezcla Separacion

Figura 2.1: Esquema de un sistema adaptativo para separacién de senales.

conduce a interpretar el sistema separador como un sistema dinamico regido por una
ecuacién diferencial ordinaria (ODE, del inglés Ordinary Differential Equation). Como
se vera en este capitulo, esta interpretacién es de gran utilidad ya que, bajo algunas
condiciones poco restrictivas, permite determinar los puntos a los que convergera el
algoritmo (atractores) estudiando la ODE y la naturaleza de su jacobiano. El correcto
funcionamiento del sistema separador estara asegurado cuando los tinicos atractores se
correspondan con la perfecta separacion de las fuentes. Por el contrario, la existencia de
atractores indeseados puede conducir a situaciones donde se deje de extraer alguna fuente
o se extraigan combinaciones lineales de ellas.

Este capitulo esta estructurado como sigue. La seccion 2.2 presenta un enfoque
adaptativo al problema de separacion. Ademds recoge conceptos de Teoria de Sistemas
Dinamicos que seran utilizados en los capitulos posteriores para estudiar la estabilidad
de distintos algoritmos adaptativos. La seccién 2.3 estda dedicada por completo a los
algoritmos de gradiente. La seccion 2.4 presenta el empleo del criterio de Minimo Error
Cuadratico Medio como una solucién no-ciega al problema de separacién. Finalmente, la
seccion 2.5 recoge las conclusiones mas importantes de este capitulo.

2.2 Sistemas adaptativos

La figura 2.1 muestra el esquema basico de un sistema adaptativo para separar mezclas
lineales de senales. Inicialmente consideraremos que las mezclas son instantaneas ya
que los conceptos que a continuacion se van a presentar se pueden generalizar de forma
inmediata a mezclas convolutivas. La entrada es el vector de observaciones x de dimension
M x 1 y la salida es representada por otro vector y de dimension N x 1. La matriz W
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de dimensién M x N contiene los coeficientes libres del sistema de separacion. En las
aproximaciones adaptativas, este sistema es ajustado utilizando un algoritmo recursivo
de la forma

W(n+1)=W(n)+ pAW(n),x(n)) (2.1)

donde p es un valor real que permite controlar la velocidad de convergencia del algoritmo
y A(.,.) es una matriz formada, en general, por términos no lineales que dependen de
W y del vector de entrada x en el instante n. La forma exacta de la matriz A(.,.) viene
determinada por el criterio de separacion que se utilice.

Los algoritmos adaptativos de la forma (2.1) son especialmente atractivos para
aplicaciones en tiempo real [51] porque suministran de forma inmediata, sin ningin
retardo, la salida correspondiente a cada entrada recibida y porque en cada iteracion sélo
se utiliza la entrada en el instante n, lo cual evita almacenar el valor de las observaciones
en instantes anteriores.

Es importante hacer notar la diferencia entre un algoritmo adaptativo de la forma (2.1)
y un algoritmo bloque que procese de forma recursiva una colecciéon finita de datos de
entrada para calcular el sistema de separacién [43, 51]. Por cada coleccién x(1),....x(N)
este tipo de algoritmos realizan la siguiente iteracion un nimero S # N de veces

W(n+1) = W(n) + A(W(n),x(1),..x(N)), n=1,..,S (2.2)

El valor final de los coeficientes sera W = W (S). Esta aproximacion tiene varias ventajas
sobre el algoritmo adaptativo (2.1): utiliza la mayor informacién disponible del entorno
contenida en la entrada del sistema ya que procesa una coleccion de N muestras y
permite realizar operaciones sobre la coleccién de entradas (por ejemplo, permutar el
orden temporal) para adaptarlas al sistema. Sin embargo, la salida se obtiene con un
cierto retardo y, ademas, su implementacion requiere tener almacenados /N valores de las
observaciones X.

A su vez, tanto los algoritmos adaptativos como los bloques pueden ser deterministas
o estocasticos. En una aproximacion determinista la actualizacion de los coeficientes W
se realiza utilizando promedios estadisticos que se suponen conocidos. Sin embargo, en
la practica tales promedios son desconocidos para sistema separador por lo que deben
ser estimados a partir de los datos disponibles. Los algoritmos que resultan de emplear
tales estimaciones reciben el calificativo de estocasticos. Para evitar confusiones, en lo
que sigue utilizaremos A(.,.) cuando nos refiramos a los algoritmos estocasticos y A(.,.)
para los algoritmos deterministas.

2.2.1 Conexion con los sistemas dinamicos

Los sistemas adaptativos que acabamos de describir se pueden interpretar como sistemas
dindmicos ya que los coeficientes W evolucionan con el tiempo. En concreto, en separacion
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de fuentes nos encontramos con M x N pardmetros w;; que, durante la fase de adaptacion,
evolucionan con el tiempo segiin un conjunto de M x N ecuaciones diferenciales ordinarias
dwij

dt

=F;(W), i=1,.,N, j=1,..M (2.3)

las cuales podemos escribir en forma més compacta como

AW
- = E(W) (2.4)

donde F(.) es ahora una matriz que contiene a las funciones Fj;(W), i =1,...,N, j =
1,..., M. Las matrices W, que anulan (2.4) se denominan puntos de equilibrio

F(W,) =0 < F;j(W,)=0, i=1,...N j=1,..,.M (2.5)

donde 0 es una matriz todo ceros de dimension N x M. Estos puntos juegan un papel
fundamental en el estudio de la estabilidad de los sistemas dinamicos por lo que conviene
clasificarlos en tres grupos [42]:

e Puntos estables: Un punto de equilibrio W, se dice que es estable si para todo
entorno U de W, existe un entorno U, contenido en U tal que toda solucién W (¢)
con W(0) en U, permanece en U para todo ¢ > 0 como se muestra en la figura 2.2

(A).

e Puntos asintoticamente estables o atractores: Un punto de equilibrio estable W,

es asintéticamente estable cuando los puntos W(¢) en un entorno U, verifican
lim; o, W(t) = W, (ver figura 2.2 (B)).

e Puntos inestables: Un punto de equilibrio W, que no es estable se llama inestable.
Esto significa que existe un entorno U, € U de W, tal que al menos una solucion
W (t) que comienza en W(0) € U, no permanece enteramente en U como se muestra
en la figura 2.2 (C).

Segin esta clasificacion, los puntos asintéticamente estables son los que tienen un
verdadero interés practico ya que representan los estados en los que permanecera el sistema
dindmico una vez los haya alcanzado.

Los puntos estacionarios pueden ser asignados a cada uno de los grupos de estabilidad
descritos anteriormente atendiendo al signo de los autovalores de la matriz jacobiana, H,
formada por las primeras derivadas de F(W) [42]:

e Puntos estables: los autovalores de H son imaginarios puros. Este punto tiene la
propiedad de que todas las trayectorias son peridédicas como se muestra en la figura
2.3 (A) por lo que también se les conoce como centros.
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Figura 2.2: Estabilidad de un sistema dindmico.

e Puntos asintoticamente estables: todos los autovalores tienen parte real negativa.
En este caso el punto de equilibrio es asintéticamente estable ya que las trayectorias
tienden hacia él. Dependiendo de los autovalores de la matriz H se tendran las
distintas trayectorias mostradas en la figura 2.3 (B). Estos puntos también son
conocidos como sumideros.

e Puntos inestables: se pueden dar las dos situaciones siguientes

— Todos los autovalores de H tienen parte real positiva. Las trayectorias son
opuestas a la de un sumidero como se muestra en la figura 2.3 (C), por lo que
el punto estacionario es inestable. A estos puntos se les denomina fuentes.

— La matriz H tiene autovalores reales de signos opuestos. Como se ilustra en
la figura 2.3 (D) existen trayectorias entrantes y salientes. A estos puntos
también se les conoce como puntos silla o de ensilladura.

Asi pues, atendiendo a esta clasificaciéon podemos establecer que la estabilidad asintdtica
se consigue sélo en aquellos puntos donde los autovalores del jacobiano tienen parte real
negativa.

Método de Liapunov

La clasificacién de los puntos estacionarios atendiendo al signo de los autovalores del
jacobiano puede resultar un trabajo dificil ya que requiere estudiar la matriz jacobiana.
Por ello, en algunos casos se recurre a un método alternativo propuesto por Liapunov en
su tesis doctoral de 1892 [42]. Se trata de una generalizacién de la idea de que para un
sumidero W, existe una norma, |.|, tal que |[W (t) — W,| decrece para las soluciones W ()
cercanas a W,. Liapunov propuso construir funciones continuas V (W), definidas en un
entorno del punto estacionario, cuyo minimo sea W,.
Una funcién de Liapunov V : U — W debe cumplir las siguientes condiciones:

e V(W) tiene derivadas parciales continuas con respecto a los elementos de W.
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Figura 2.3: Clasificacion de los puntos estacionarios.
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e V(W,) =0.
o V(W) >0si W#£W,.

De esta forma tenemos asegurado que W, es el minimo de V(.) pero para garantizar
la estabilidad también es necesario que V(.) decrezca a lo largo de la solucién (2.4) que
pasa por W de forma que tienda hacia W,. Para ello es necesario recurrir a condiciones
adiciones establecidas sobre la primera derivada de V(.)

d N M qv dw;;
V(W)= —V(W) = +J 2.6
(W)= V(W) =33 0 (2.6

Si V(W) < 0 para todo punto W # W, entonces el punto es asintéticamente estable ya
que las trayectorias conducen hacia él. Por otro lado, si V/(W) < 0 el sistema no presenta
una estabilidad asintética ya que puede llegarse a un punto en el entorno de W, donde
V(W) es constante y, por tanto, la trayectoria no permite alcanzar W,.

El estudio de la estabilidad utilizando el teorema de Liapunov parece mas simple que
el de analizar los autovalores de la matriz jacobiana H. Sin embargo, tenemos que destacar
varias limitaciones. En primer lugar, no existe un método constructivo para encontrar
funciones de Liapunov; es una cuestién de ingenio y de “prueba y error” segin cada caso.
Adicionalmente, el criterio nos habla del estudio en las cercanias del punto de equilibrio,
lo cual no descarta que existan soluciones indeseadas fuera de ese entorno. Por estas
razones, el método que preferentemente se utilizard en esta tesis a la hora de analizar la
estabilidad de los algoritmos adaptativos sera el examen de los autovalores de la matriz
jacobiana.

2.2.2 Estabilidad de los algoritmos adaptativos

La estabilidad de los algoritmos adaptativos tanto deterministas como estocasticos puede
analizarse utilizando los conceptos de sistemas dinamicos que acabamos de exponer.
Comencemos considerando un algoritmo determinista de la forma

W(n+1)=W(n)+ puA(W(n)) (2.7)

Esta expresion nos indica que las trayectorias que sigue el sistema de separacion estan
regidas por la siguiente ODE

dW  _

— =AW 2.8

= A(W) (28)
De la teoria de sistemas dinamicos sabemos que los puntos estacionarios son aquellas
matrices W, que anulan (2.8), i.e., A(W,) = 0. Estos puntos serdn atractores solamente
si todos los autovalores del jacobiano, H, tiene parte real negativa.
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Abordemos ahora el estudio de la estabilidad de los algoritmos estocasticos de la forma
(2.1) que repetimos aqui por conveniencia

W(n+1)=W(n)+ pA(W(n),x(n)) (2.9)

En estos algoritmos la matriz A(.,.) depende del valor de los coeficientes W(n) y de la
entrada del sistema separador x(n). Realizar un estudio riguroso de la estabilidad de
(2.9) es muy dificil debido a su caracter estadistico y, por ello, se recurre al estudio de un
algoritmo determinista obtenido considerando que A(.,.) es una funcién bien condicionada
y que el pardmetro p es suficientemente pequetio [6]. Bajo estos supuestos las variaciones
de A(.,.) en (2.9) serdn muy suaves y podemos escribir el valor de los coeficientes W en
un instante n + N como sigue

W(n+N) = W(n)+u- A(W(n+1),x(n+1))

2
=
S
+
=
P

(W(n),x(n +1))

A(W(n),x(n+1)) (2.10)

Si ademds N es un valor grande y las observaciones x(n) son procesos aleatorios
estacionarios, entonces el segundo término a la derecha de (2.10) puede ser considerado
como la esperanza respecto a x(n) para un determinado valor W(n) que denotaremos
A(W(n)) = E[A(W(n),x(n))]. De esta forma se obtiene la expresiéon dada en (2.7).

La discusion anterior nos lleva a concluir que la elecciéon de un parametro de paso
i suficientemente pequeno asegura que los atractores de un algoritmo de gradiente
estocdstico se corresponden con los atractores de un algoritmo determinista.

2.3 Algoritmos de gradiente

Muchos de los criterios estadisticos que se plantean para resolver el problema de separacion
ciega de fuentes consisten en la minimizacion de una funcién de coste .J de los coeficientes
W del sistema de separacion. Los coeficientes optimos se pueden calcular, entonces,
utilizando un algoritmo determinista de gradiente descendente de la forma

W(n+1)=W(n) — pVwJ (2.11)

donde VwJ es una matriz de dimensiones M x N que representa al gradiente de J respecto
a W y p es un parametro que permite controlar la velocidad de convergencia. En efecto,
el desarrollo en serie de Taylor de primer orden de J en torno a un punto W se puede
escribir como

J(W+ &) m J(W) +tr (VigJ €) (2.12)
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donde £ es una matriz de dimension M x N que contiene pequenas desviaciones de W y
tr(.) denota la traza' de una matriz.

Ahora bien, si i es lo suficientemente pequeno el desarrollo (2.12) sera véalido cuando
E = —uVw.J [28] con lo que se obtiene que

J(W(n+1)) ~ J(W(n)) - utr (VigJ Vw.J) (2.13)

Como tr (V%VJ VWJ) es siempre una cantidad positiva entonces J(W(n+1)) < J(W(n))
lo cual indica que la funcién de coste disminuye en cada iteracién.

En general, la expresién del gradiente involucrard estadisticos que deberan ser
estimados a partir de los datos disponibles. Por ello, en la practica se trabaja con una
version estocastica de (2.11) que resulta de estimar el gradiente de la funcién de coste,

VwJ (n)

W(n+1) =W(n) — uVwJ(n) (2.14)

2.3.1 Algoritmos de gradiente relativo

Una forma alternativa de minimizar una funciéon de coste es utilizar un algoritmo de
gradiente relativo o natural. Este tipo de algoritmos fue simultaneamente propuesto por
Cardoso y Amari [1, 13] para separacién ciega de fuentes. En este caso, la minimizacién
de la funcién de coste se realiza mediante la siguiente recursién

W(n+1)=W(n) - u(Wn)W (n)VwJ(n)) (2.15)

que simplemente consiste en premultiplicar el gradiente por W(n)W7”(n).  Para
comprobar que, en efecto, el algoritmo (2.15) lleva a cabo la minimizacién de J(W)
supondremos que g es lo suficientemente pequeno. En este caso, el desarrollo de Taylor
(2.12) también sera vélido cuando €& = —pyWW7TVw.J y, como consecuencia, se verificara
lo siguiente

tr (VigJ €) = —ptr (Viy WW'VyJ) = —uivj i (Vi wj)2 <0  (2.16)
i=1j=1

y, por tanto, la funcién de coste disminuye en cada iteracion.

Aunque el algoritmo de maxima pendiente es el que tradicionalmente se ha utilizado
para implementar los criterios de separacién de fuentes [14, 51, 54|, recientemente distintos
autores [1, 13, 53] han optado por la versién relativa. La razén principal de este cambio
se debe a que el comportamiento de (2.15) es independiente de los parametros que
intervengan en la mezcla y, por ello, presenta un buen comportamiento en situaciones
donde la matriz de mezcla estda mal condicionada. Esta propiedad es consecuencia de

!La traza de una matriz se define como la suma de los elementos de su diagonal.
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la relacion que existe entre las salidas del sistema de separacién y las observaciones
y = WTx, la cual nos permite (utilizando la regla de la cadena) escribir el gradiente
como sigue

VwJ =xV,"J (2.17)

donde VyJ es ahora un vector que contiene las derivadas de J respecto al vector y.
Utilizando (2.17) el algoritmo de gradiente relativo estocastico (2.15) se transforma en

—T

Wn+1) = W(n)—ugW(n)W'(n)x(n)Vy J(n)
= W)~ uW(n)yn)Vy J(n) (2.18)

Obsérvese ahora que al multiplicar (2.18) por la matriz de mezcla traspuesta A7 se tiene
que la evolucién de la matriz G = W7 A es independiente de los parametros de la mezcla
y viene dada por

G'(n+1) = GT(n) — uG"(n)y(n)Vy J(n) (2.19)

Supongamos ahora que las fuentes s son mezcladas en dos entornos diferentes modelados
por las matrices A; y Ay. Las observaciones son

X1 = Als, X9 = AQS (220)

Para recuperar las fuentes, un sistema con coeficientes W procesa x; y otro sistema W,
procesa X,. La evolucién de las ganancias de ambos sistemas serd la misma si Gi(n) es
igual que Gy(n) para todo n, i.e.,

WT(n)A; = W1 (n)A, (2.21)

Es inmediato comprobar que esto ocurrird si inicializamos un sistema de separacién en
W,(0) y el otro en W,(0) = (WT(0)A,; AT

Existen otros muchos algoritmos de tipo gradiente con velocidades de convergencia
superiores a las de los que hemos presentado aqui pero cuya implementacién suele ser
computacionalmente més costosa. Una revision de dichos algoritmos puede ser consultada
en [28, 63].

2.3.2 Estabilidad de los algoritmos de gradiente

En el caso particular de utilizar algoritmos de gradiente de maxima pendiente, la ODE
asociada a (2.14) es

d_‘t’v — A(W) = —VwJ (2.22)
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Los puntos estacionarios pueden ser determinados resolviendo el sistema de ecuaciones
VwJ = 0 y los autovalores de una matriz H formada por las segundas derivadas de
J nos indicardn si son minimos (sumideros), maximos (fuentes) o puntos silla. Ahora
el jacobiano H es una matriz formada por las segundas derivadas de J respecto a W
que recibe el nombre de hessiano. Esta matriz es simétrica por su propia definicion vy,
por tanto, todos sus autovalores son siempre reales lo que permite clasificar los puntos
estacionarios estudiando el caracter definido positivo de H. Un método muy 1itil consiste
en calcular los determinantes de todas las matrices superiores izquierdas: el punto sera
un maximo si alternan su signo (comenzando en negativo), minimo si son positivos y un
punto silla en otro caso. Es importante notar que si se emplea un algoritmo de gradiente
ascendente entonces los puntos asintoticamente estables son aquellos puntos estacionarios
en los que H es definida negativa, i.e., son los maximos de la funcién de coste.

2.4 El criterio de Minimo Error Cuadratico Medio

El criterio mas utilizado en filtrado adaptativo es sin duda el de Minimo Error Cuadrético
Medio (MMSE, del inglés Minimum Mean Square Error) por sus numerosas ventajas tanto
tedricas como practicas. En el caso de separacion de senales, la aplicacion de este criterio
significa ajustar el sistema de separacion con el objetivo de minimizar el error cuadratico
medio entre la salida y y las sefales que se desean recuperar s [41, 40].

Matematicamente, la funciéon de coste que se persigue minimizar tiene la siguiente
forma

Tusi(W) = =S El(ys — 51)7] = %E [or (W7 — ) (W' — 5)7)] (2.23)

N | —

=1

La minimizacion de esta funcién de coste puede realizarse de forma sencilla utilizando
un algoritmo de gradiente descendente que actualiza los pesos en la direcciéon opuesta
al gradiente de (2.23). A partir de las propiedades presentadas en el apéndice A puede
obtenerse facilmente la siguiente expresion de dicho gradiente

Vwduse = E[x(WTx —s)7] (2.24)

La esperanza que aparece en VwJysg es en general desconocida y debe ser estimada a
partir de los datos disponibles. Estimandolo con una sola muestra obtenemos la expresion
del algoritmo LMS (Least Mean Squares), también conocido en el contexto de Redes
Neuronales Artificiales como regla delta de Widrow-Hopf [40]

W(n+1) = W(n) — ux(n)(W"(n)x(n) — s(n))" (2.25)

Como se muestra en la figura 2.4, la actualizacion de los coeficientes de los combinadores
se realiza de forma local a partir de la senal de referencia s; y del valor de la salida y;.
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Figura 2.4: Ajuste del sistema de separacion utilizando el algoritmo LMS.

Como consecuencia, el orden en que se recuperan las fuentes queda establecida por la
senal de referencia empleada para calcular la funcién de error en cada salida.
De la teoria de sistemas dindmicos sabemos que la recursién (2.25) convergera a las
raices de la ODE
dW T T T T
W:—E[X(W x—8§) |=—-E[xx |[W+ E[xs"| =0 (2.26)
Calculando las raices W, de (2.26) obtenemos que el tnico punto estacionario del
algoritmo LMS viene dado por
W,=R, 'P (2.27)
donde R, = E[xxT] es la matriz de autocorrelacién de las observaciones y P = E[xs’]
es la correlacion entre las observaciones y las senales de referencia. Esta solucion es bien
conocida porque corresponde al filtro de Wiener que tanta importancia tiene en filtrado
adaptativo [70]. Adicionalmente, estudiaremos el hessiano de Jy;sp para determinar si
el punto (2.27) es estable. A partir de (2.26) puede obtenerse facilmente que la matriz
hessiana formada por las segundas derivadas de Jysg es

R, --- O
H=| : . (2.28)
0 --- R,

Dado que Ry es una matriz definida positiva, también lo serda H y, por tanto, el algoritmo
converge asintéticamente hacia el punto (2.27).
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v

Figura 2.5: Funciones de error cuadratico medio.

Para ilustrar este resultado consideraremos la separacion de dos fuentes
estadisticamente independientes empleando un sistema con dos entradas y dos salidas.
Supondremos que las fuentes son senales binarias y el sistema de mezcla es

-1 0.5
A= l 0o ] (2.29)
En la figura 2.5 se ha representado las funciones de error Jysp, = E[(wlx — s5;)?]/2

para las dos salidas. Como puede observarse cada una de ellas tiene un 1nico punto
estacionario (minimo) en w,; = [—0.8,0.4]" y wyy = [0.4,0.8]". Es sencillo de demostrar
que este punto se corresponde con el atractor del algoritmo LMS dado por (2.27)

(2.30)

W, =R, 'P = (AR.A") '(AR,) = (AA") 'A = [ _0048 83 ]

Ademas, es interesante notar que el punto (2.30) da lugar a una matriz de ganancias igual
a la identidad G = WIA = AT(AAT)"'A =1 lo que se traduce en y; = s;. Como
consecuencia, el algoritmo LMS no presenta las ambigiiedades inherentes a la separacion
de las fuentes ya que el sistema de separacién no modifica las amplitudes de las fuentes
y, ademds, el orden en que las extrae viene determinado por las senales de referencia
suministradas al sistema separador.

Del planteamiento anterior podemos concluir que el algoritmo LMS es muy sencillo
de implementar y de analizar pero, en contrapartida, se deben conocer las fuentes
por lo que su empleo es muy limitado en la practica. Esta limitacién puede evitarse
utilizando el algoritmo que se deriva a continuacion y que surge de forma inmediata a
partir ecuacién diferencial ordinaria (2.26). Comenzaremos notando que al ser las fuentes
estadisticamente independientes con potencia igual a la unidad, Rs = I, podemos expresar
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A ¢

Figura 2.6: Ajuste del sistema de separacion utilizando el algoritmo p-vector.

la ecuacién (2.26) como sigue

N EX(WTx—9)7) = ~Flx(y — 8)7) = ~Elxy"] + Flxs”]

= —Elxy'|+ AE[ss’] = -Elxy’]+ A (2.31)
Estimando la esperanza con una inica muestra obtenemos el siguiente algoritmo
W(n+1) =W(n) - u(xn)y” (n) - A) (2.32)

que puede interpretarse como una generalizacién al caso multicanal del algoritmo p-vector
descrito en [39]. Como se muestra en la figura 2.6, la actualizacién de los coeficientes del
sistema separador se realiza de forma local ya que el combinador i-ésimo sélo requiere
conocer su propia salida y la columna a; de la matriz de mezcla A. Desde un punto
de vista practico el empleo del algoritmo (2.32) es muy limitado ya que, en general, los
parametros de la mezcla seran desconocidos por el sistema separador.

2.5 Conclusiones

En la presente tesis hemos optado por resolver el problema de separacion ciega de fuentes
utilizando algoritmos adaptativos en los que el cdlculo de los coeficientes éptimos del
sistema separador se realiza iterativamente de acuerdo a un criterio que, generalmente,
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involucra promedios estadisticos. En la mayoria de los casos estos promedios son
desconocidos y, por ello, se debe emplear algoritmos estocasticos que trabajan con
estimaciones obtenidas a partir los datos disponibles.

Un sistema de separacion adaptativo puede ser interpretado como un sistema dinamico
cuyos coeficientes w;; evolucionan con el tiempo de acuerdo a una ecuacién diferencial
ordinaria. Esta interpretacién nos permite estudiar la estabilidad del algoritmo en dos
pasos. El primero consiste en calcular los puntos estacionarios encontrando las raices de
la ODE. En un segundo paso se determinan los signos de los autovalores de la matriz
jacobiana. Un punto sera atractor del algoritmo solamente cuando todos los autovalores
tengan parte real negativa. Es importante destacar que este estudio es rigurosamente
valido inicamente cuando se emplean algoritmo deterministas. Sin embargo, como se ha
comentado en este capitulo, la eleccion de un parametro de paso suficientemente pequeno
lo hace admisible también para el caso de emplear algoritmos estocasticos.

Un tipo de algoritmos adaptativos que tiene gran interés en el presente trabajo es
el de gradiente descendente que permite encontrar los minimos de una funciéon de coste.
Cuando el descenso se realiza segiin la maxima pendiente, el estudio de la estabilidad se
reduce a determinar los puntos que anulan las primeras derivadas Vw. = 0 y a estudiar
el caracter definido positivo de la matriz hessiana formada por las segundas derivadas.
Existen otras muchas formas de elegir la direccién de descenso. En particular el empleo de
una iteracién de la forma —WW? Vyy.J conduce a un algoritmo conocido con el nombre de
gradiente relativo cuya convergencia no depende de la matriz de mezcla. Esta propiedad
lo hace especialmente atractivo para abordar situaciones donde las mezclas estan mal
condicionadas.

Como ejemplos de algoritmos adaptativos para realizar la separacién, en este capitulo
se ha presentado dos recursiones que surgen de emplear el criterio MMSE para separar
las fuentes: el algoritmo LMS y una generalizacién del algoritmo p-vector. La aplicacién
de ambos algoritmos es muy reducida en la practica ya que requieren conocer las fuentes
(LMS) o la matriz de mezcla (p-vector). Esta limitacién motiva el desarrollo de las
técnicas ciegas que se presentan en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Revision y aportaciones a
aproximaciones anteriores

3.1 Introduccion

Son numerosos los algoritmos adaptativos que han sido propuestos a lo largo de los ultimos
anos para separar las fuentes de forma ciega. Todos ellos tienen en comun el uso de no
linealidades para incorporar la informacién contenida en los estadisticos de orden superior
de las salidas. Como veremos a continuacion, esta informacion es la clave para resolver el
problema de separacién ciega de fuentes.

Una cuestién muy importante de los algoritmos adaptativos es su estabilidad. Este
aspecto, sin embargo, apenas ha sido tratado en profundidad en las aproximaciones
propuestas debido a las dificultades en el analisis causadas por las no linealidades. En
el presente capitulo llevaremos a cabo una revisién de aquellas aproximaciones de mayor
relevancia en nuestro trabajo prestando especial interés al aspecto de su estabilidad.

Comenzaremos exponiendo en la secciéon 3.2 la incapacidad para resolver el problema
de separacion de los algoritmos que llevan a cabo la decorrelacién de las salidas. Tras
esta discusién presentaremos algoritmos de separacién ciega de fuentes que incorporan
estadisticos de orden superior: algoritmo de Hérault y Jutten (seccién 3.3), algoritmo
de Cichocki y Undebauen (seccién 3.4), funciones de contraste (seccién 3.5) y algoritmo
EASI (seccién 3.6). A continuacién, en la seccién 3.7, se presentaran algoritmos que han
surgido a partir de la maximizacién de la transferencia de informacién entre las entradas
y las salidas del sistema separador. En la seccién 3.8 estableceremos una conexién entre
estos algoritmos y los estimadores de méxima verosimilitud. Finalmente, la seccién 3.9
recoge las conclusiones més importantes de este capitulo.

33
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3.2 Algoritmos de decorrelacion

Una gran parte de los criterios de separacion que presentaremos en este capitulo persiguen
la consecucion de la independencia estadistica de las salidas ya que, por el teorema de
Darmois-Skitovich, sabemos que esta condiciéon garantiza la recuperacion de las fuentes.
Si solo se tienen en cuenta los estadisticos de hasta orden dos, se estard buscando la
incorrelaciéon de las salidas. Por ello, cabe preguntarse cual es la capacidad de separacion
de senales de algoritmos que lleven a cabo la decorrelacion de las salidas. Para contestar
a esta cuestién consideraremos el siguiente algoritmo de gradiente relativo [35]

W(n+1) = W(n) - puW(n)(y(n)y'(n) - 1) (3.1)

Esta recursion puede deducirse (ver apéndice C) a partir de la minimizacién de la
divergencia de Kullback-Leibler entre una distribucién gaussiana con matriz de correlacion
R, y otra con matriz de correlacién igual a la identidad.

De la teoria de sistemas dinamicos sabemos que la ODE asociada al algoritmo
adaptativo es la siguiente

W (Blyy") - 1) (3.2)
Es obvio que existe un punto de equilibrio cuando las salidas extraen fuentes
diferentes pero también cuando WTA = U es una matriz unitaria ya que Elyy!] =
WTA(WTA)T = UUT = 1. Adicionalmente, el estudio del jacobiano revela que el
algoritmo puede converger a matrices unitarias que contienen varios elementos distintos de
cero en una misma fila (o columna) con lo cual una salida puede extraer una combinacién
lineal de varias fuentes (o una fuente puede ser extraida por varias salidas). Asi pues, la
discusion anterior nos indica que el algoritmo de decorrelaciéon no garantiza la separacion
de las senales bajo nuestras hipotesis de trabajo. Sera necesario recurrir a estadisticos
de orden superior al segundo y, por tanto, incluir no-linealidades a nuestros algoritmos
adaptativos.

No obstante, debemos destacar que los criterios que persiguen la incorrelacién de las
salidas pueden ser empleados satisfactoriamente en situaciones donde las fuentes no son
blancas (i.e., cuando Rg(l) = E[s(n)s(n—1)T] es diagonal para algin [ # 0) [5, 32]. Notese
que las salidas decorreladas pueden expresarse como sigue

y = Us (3.3)

y para invertir la mezcla basta con conocer la matriz unitaria U. En particular, podemos
determinarla descomponiendo la matriz Ry (1) = E[y(n)y(n — [)”] en valores singulares
[72]

Ry () = UR4(/)U (3.4)
Una vez calculada U, las fuentes pueden ser recuperadas como § = U”y. Es importante

destacar que la descomposicién serd tnica solamente si Rg(l) tiene entradas distintas en
su diagonal para algin [ # 0.
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Figura 3.1: Sistema de separacion utilizado por Hérault y Jutten.

3.3 El algoritmo de Hérault y Jutten

El primer algoritmo ciego para separacion de senales fue propuesto a principios de los
anos 90 por los investigadores franceses Hérault y Jutten [48]. Estos autores desarrollaron
sus trabajos en el contexto de redes de neuronas artificiales y emplearon un sistema de
separacién como el mostrado en la figura 3.1. Este sistema de separacion es ligeramente
diferente del planteado en el capitulo 1 porque siempre supone que el niimero de entradas
es igual al de salidas y la existencia de unos caminos de realimentacién en los que las salidas
se restan, convenientemente ponderados, de las entradas. Precisamente el coeficiente ;;
representa el factor por el que es multiplicado la salida y; antes de ser restado de la
entrada z;. También se supone que no existen auto-realimentaciones (i.e., w; = 0).
Matematicamente, la relacion entre la entrada y la salida viene dada por la siguiente
expresion

y(n) = T+ W7 (n)) 'x(n) (3:5)

El criterio que se siguié para seleccionar la matriz W fue el de minimizar la
dependencia estadistica entre las salidas de la red. Para ello, inicialmente se pensd
en ajustar los pesos utilizando momentos de segundo orden pero, como se comento
en la seccion 3.2, estos estadisticos resultan insuficientes para conseguir la separacion.
Conscientes de esta limitacion, Hérault y Jutten fueron los primeros en utilizar el concepto
de Andlisis de Componentes Independientes (ICA, del inglés Independent Component
Analysis) y propusieron una regla que tuviese en cuenta la dependencia estadistica de
orden superior entre las salidas y; y y; de las neuronas. Para ello, el algoritmo empleado
fue el siguiente

~

Wn+1) = W(n)+u f(y(n) g"(y(n)) (3.6)
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donde f(y) = [f(y1),--, flun)]T v g(y) = [9(y1), -, g(yn)]" son dos vectores formados
por funciones no-lineales de las salidas f(.) y g(.). Cuando las senales a separar

tienen distribuciones simétricas es necesario que estas no-linealidades sean impares (i.e.,
fyi) = —f(=vi) v 9(yi) = —g(—y;)) para que sus desarrollos de Taylor sélo tengan
potencias impares. Por ejemplo, una eleccion podria ser f(y;) = y™ y g(y;) = y' siendo
m y n dos nimeros enteros impares.

La teoria de sistemas dindmicos permite explicar facilmente el funcionamiento del
algoritmo de Hérault-Jutten. La ODE asociada al algoritmo (3.6) tiene la siguiente forma

dW
— = PlEWy) g’ ()] (3.7)
y los puntos de equilibrio serdn aquellos en que E[f(y) g”(y)] = 0. Esto se consigue

cuando el sistema consiga separar las fuentes. En efecto, cuando cada salida se
corresponda con una fuente distinta, las salidas serdn estadisticamente independientes
entre si y los momentos cruzados seran iguales al producto de los momentos individuales
de las componentes del vector y

Elf(yi) 9(y))] = Elf (vi)] Elg(y;)], @ # 7 (3-8)

Adicionalmente, si las fuentes tienen distribucién simétrica, como ocurre en numMerosos
casos practicos, todos sus momentos impares serdn cero y la expresién (3.8) se anulara.
El razonamiento anterior muestra cémo los estados en que se consigue la separacion
de las fuentes son puntos de equilibrio de la ODE asociada al algoritmo Hérault-Jutten.
Realizar un andlisis general de su estabilidad es una labor dificil debido al caracter
recursivo del sistema de separacion y a la existencia de no-linealidades. A continuaciéon
presentaremos un estudio para el caso N = 2 que proporciona ciertas condiciones
suficientes para asegurar la estabilidad en los puntos donde el sistema recupera las
fuentes. El analisis también muestra que la convergencia del algoritmo depende de las
no-linealidades elegidas y de las caracteristicas estadisticas de las fuentes.

3.3.1 Estabilidad del algoritmo de Hérault y Jutten

A pesar de que el algoritmo de Hérault y Jutten ha sido objeto de numerosos analisis, el
estudio de su estabilidad todavia plantea diversas cuestiones que permanecen ain por
resolver. En esta seccién presentaremos nuestro propio analisis de la estabilidad del
algoritmo. A diferencia de otros trabajos como [31, 56, 71] el andlisis serd realizado
para no-linealidades f(.) y ¢(.) genéricas. Sin embargo, al igual que ellos nos limitaremos
al caso una red neuronal con dos entradas y dos salidas.

Comencemos recordando el modelo de senal correspondiente al sistema de separacién
realimentado utilizado por Hérault y Jutten que para el caso de dos entradas y dos salidas
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adopta la forma

T1 = a1181 + a8
x=As = LT e (3.9)
To9 = Q2151 + Q2252
. y, = L=t
= I1+WhHx = e (3.10)
. X2—W21T1
Y2 = 1—wi2wa1

donde w;; = 0. Empleando estas expresiones podemos escribir las salidas en funcién de
las fuentes como sigue

T1 — Wiko a1181 + 1282 — Wig(ag s1 + ag22)

Y = — — = 1 — — (311)
1 — wypwy — Wi2W21
Uy = Ty — W1 151 + A8y — War(a1151 + a1252) (3.12)
2 — ~ ~ — ~ ~ .
1 — gty I — wipwy

De (3.11) y (3.12) se deduce que existen dos puntos de equilibrio en los que el sistema
lleva a cabo la separaciéon de las fuentes
Sol. 1 { Y1 = A1s1 = (a12 — Wiaaee)sy = 0= 1y = . (3.13)

. _ “~, __a
Y2 = AaSg = (6121 - w21a11)81 =0= wy = ﬁ

a21
Y2 = Aos1 = (ago — W21012)82 = 0= gy = a2 (3.14)

= M\Sy = (@11 — Wi2a21)51 = 0= Wy = HL
Sol.Q{yl 152 (11 12 21)1 12

Estudiemos ahora la estabilidad de la recursion propuesta por Hérault y Jutten para
ajustar los pesos W

Wn+1) = W(n)+u f(y(n) g (y(n) (3.15)
En el caso particular de una red neuronal 2 x 2, se tiene que sélo son ajustados los términos
wig ¥ Wa, lo que conduce a plantear una ODE formada por las siguientes dos ecuaciones

Fiu =" = Bl o)
P = 02 = B[/ ()g(0e) (3.16)

siendo f(.) y g(.) dos funciones impares cualesquiera. Obviamente, las dos soluciones
(3.13) y (3.14) producen salidas estadisticamente independientes que anulan (3.16) y, por
ello, son puntos de equilibrio del algoritmo (3.15).

Ahora estudiaremos los signos de los autovalores de la matriz jacobiana formada por
las primeras derivadas de Fio y Fy; para determinar si los puntos deseados (3.13) y (3.14)
son estables. Emplearemos la siguiente notacion

my = E[f'(\isi)], my? = E[f'(Aas;)],
myt = Blg'(\isi)], mg? = Blg'(Aes,)],
Ufl = E[sif(Misi)], Uf = [S]f()‘QS])]a
oyt = Elsig(\isi)], E[sjg(A2s5)] (3.17)
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A partir de las derivadas de (3.16) calculadas en el apéndice D se obtiene que en las
soluciones donde cada salida extrae una tnica fuente (i.e., y; = A\is;, y2 = A2s;) la matriz
jacobiana es

OF1y  O0F1» A1 Ao Al oy A2
il v )\ng, oy )\109 mii
H = =7 (3.18)
O0Fy  0Fy AL Ao Al Ao
s B )\me, I, Alaf my;

_ 1
donde v = — -~

el producto de los pesos wiows; es menor que uno para alguna de las soluciones deseadas
(3.13) y (3.14)

Los puntos de equilibrio seran estables si los autovalores del jacobiano H tienen parte
real negativa, lo cual es equivalente a pedir que el determinante de H sea positivo y su

. Sin pérdida de generalidad supondremos que 7 es negativa ya que

traza sea negativa
det(H) ’}/2)\1)\2(7712/1 m;\Fa}’}la;}Q - m?} m??a_;\lagh) >0 (3.19)

tr(H) = « ()\Qm;\}a}\Q + Alaj’}lm;\F) <0 (3.20)

Adicionalmente, como estamos suponiendo que 7 es negativa, las condiciones de
estabilidad se transforman en las siguientes expresiones

det(H) >0 = MAy(my'myio} o} —mpimyio,' o)) >0 (3.21)

tr(H) <0 = XAmpio)® + Aimy?o} >0 (3.22)
Como conclusién, podemos decir que las no-linealidades f(.) y g(.) deben ser elegidas de
forma que se verifiquen las condiciones (3.21) y (3.22). En particular, si consideramos las
no-linealidades f(y;) = y; v g(y;) = 2 y las hipétesis sobre las fuentes (independencia
estadistica, potencia unidad y momentos impares cero), las condiciones de estabilidad
vienen dadas por

A9 — E[s]]E[s}]) >0 = E[s}]E[s]] <9 (3.23)

t J

6ATA3 > 0 (3.24)

Es interesante notar que la condicién (3.23) siempre se verifica para senales con curtosis
negativas, E[s]] < 3 y E[sj] < 3. Por el contrario, esta condicién nunca se cumple
cuando las dos senales tienen curtosis positiva. De lo que podemos concluir que las no-
linealidades f(y;) = y; v g(y;) = v} son adecuadas para separar fuentes subgaussianas y
no debe emplearse cuando todas las fuentes del entorno son supergaussianas. También es
interesante notar que existen combinaciones de fuentes con curtosis de distinto signo que
verifican (3.23). Un anélisis particular para estas no linealidades puede ser consultado en

71l.
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si | =1/2pi 0 1/V2pi

p(si) Di 1—2p; i

Tabla 3.1: Distribucién de probabilidad discreta empleada para verificar las condiciones
de estabilidad del algoritmo de Hérault y Jutten.

0.5
0.45
0.4
0.35

0.3

prob.

0.25

0.2

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
prob.

Figura 3.2: Condiciones de estabilidad del algoritmo de Hérault y Jutten.

Para ilustrar estos resultados consideraremos un entorno formado por dos fuentes
discretas con la distribuciéon mostrada en la tabla 3.1. Para este caso el momento de
cuarto orden viene dado por la siguiente expresién

2p; 1
e P (3.25)

.= ElsY =
i & (V2pi))* 2p;

La tabla 3.2 recoge el valor del momento de cuarto orden my; y de la curtosis k; =
E[s}]/E?[s?] — 3 = (1/2p;) — 3 para distintas probabilidades p;. Para estos valores, la
figura 3.2 muestra la regién de estabilidad del algoritmo evaluando la condicién (3.23).
Puede observarse que el algoritmo no es estable si todas las fuentes tienen curtosis positiva
(p < 0.167) y si lo es cuando todas tienen curtosis negativa (p > 0.167). Adicionalmente,
también es estable en ciertos entornos donde las fuentes tienen curtosis de distinto signos.

pi || 0.10 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
ki 2 0333 -0.5 -1 -1.33 -1.57 -1.75 -1.889 -2
My, 5 333 2.50 2 166 143 1.25 1.11 1

Tabla 3.2: Estadisticos de las fuentes empleadas para verificar las condiciones de
estabilidad del algoritmo de Hérault y Jutten.
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3.4 El algoritmo de Cichocki y Undebauen

Siguiendo con la idea de incorporar no linealidades en los algoritmos que permitan
aprovechar la informacién de momentos de orden superior al segundo para resolver el
problema de separacién, Cichocki y Undebauen [17] han utilizado una red neuronal
completamente recursiva cuyos coeficientes son actualizados utilizando la siguiente regla
de aprendizaje

W(n+1)=W(n) - u(A- f(y(n) g (y(n)) (I+W(n)) (3.26)

donde f(y) = [f(v1), ... f(yun)]" v g(y) = [9(1), ..., g(yn)]" son vectores de funciones no-
lineales y A = diag(A1, A9, ....Ax) es una matriz diagonal con \; > 0 (tipicamente A = 1I).

A pesar del parecido con el algoritmo de Hérault y Jutten, la recursién (3.26) presenta
ciertas diferencias con respecto a los puntos de equilibrio.

La ODE asociada al algoritmo (3.26) es

T = (A Bt 8 ) (14 W) (3.27)

Es evidente que (3.27) se anula en aquellos puntos en que se cumple que E[f(y) g (y)] =
A, ie., cuando se lleva a cabo la separacién y, ademadas, el momento de la salida
E[fi(yi)gi(y:)] es igual a A;. Por tanto, al incluir una matriz diagonal no necesariamente
igual a la identidad se puede llevar a cabo una auto-normalizacién de las salidas del sistema
de separacién. En particular, si consideramos f(y;) = ¢(y;) = v, el algoritmo (3.27)
convergera a los puntos donde Ry = A. Sin embargo, como hemos visto anteriormente,
esta condicion es insuficiente para conseguir la separacién de las fuentes, por lo que
debemos emplear no-linealidades que introduzcan momentos de orden superior.

Debemos destacar que una realizacién puramente software de los algoritmos anteriores
(3.6) v (3.26) requiere invertir la matriz de pesos en cada iteracién para calcular las
salidas (3.5), lo cual es computacionalmente costoso. Esta operacién no es necesaria si
se considera una estructura sin realimentaciones o directa para el sistema de separacion
como la mostrada en la figura 3.3, cuya salida se calcula directamente a partir del vector

de entrada
y(n) = W (n)x(n) (3.28)

Comparando (3.28) con (3.5) podemos establecer la siguiente correspondencia entre los
pesos de la estructura directa W y los de la recursiva W

W = I+W)! (3.29)

W = (W'-1I) (3.30)
Por tanto, también existird una relacion entre las ODEs de ambas estructuras

W _dw
dt — dt

(3.31)
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Figura 3.3: Red neuronal directa utilizada en separacion ciega.

Por otro lado, considerando la regla de la cadena

W 'W W dW-! IW dW !
=0=W'!' —4+ — W=0=>—=-W—W 3.32
7 = a T a g dt (3:32)

obtenemos lo siguiente

dW dW ! dW
- - W W=-W—W .
dt dt dt (3.33)

Particularizando esta expresién para (3.27) obtenemos la siguiente expresién de la ODE
para actualizar los pesos de la red neuronal directa

= wWOIW = W (A - Blf(y) g7 (r)]) W W
= W (A-Elf(y) g"()]) (3.34)

Finalmente, estimando los estadisticos que aparecen en (3.34) con una sola muestra, se
obtiene el siguiente algoritmo adaptativo para la red neuronal directa

W(n+1) = W(n) +pW(n) (A-£f(y(n)g" (y(n))) (3.35)

Es interesante notar que el comportamiento de este algoritmo es invariante en el sentido
mencionado en la seccion 2.3 del capitulo anterior ya que la recursién que se obtiene al
multiplicar (3.35) por la matriz de mezcla traspuesta A” es independiente del entorno

G"(n+1) = G"(n) + uG"(n) (A - £(y(n)g" (y(n))) (3.36)
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Por tal motivo, presenta un buen comportamiento en situaciones donde la matriz de
mezcla estd mal condicionada. Ademds, para ciertas no linealidades, la expresién (3.35)
maximiza la transferencia de informacion en una red neuronal. Este aspecto sera abordado
en la seccién 3.7 donde también presentaremos un estudio de la estabilidad de (3.35) en
los puntos correspondientes a la separacion de las fuentes.

3.5 Funciones de contraste

El concepto de funcién de contraste ha sido introducido por Comon [18] para designar a
aquellos criterios estadisticos del vector de salida y cuyos maximos globales son alcanzados
cuando las componentes en y son estadisticamente independientes. Se supone, entonces,
que la maximizacién de una funciéon de contraste conduce a la separacion de las fuentes
ya que, por el teorema de Darmois-Skitovich, la separacién se produce si y sélo si las
componentes del vector de salida son estadisticamente independientes entre si.

Més formalmente, un contraste es una funcién J(.) de RV en R que satisfacen las
siguientes condiciones [54]:

e Condicion 1: J(y) s6lo depende de la funcién densidad de probabilidad de y y es
simétrica respecto a sus argumentos

VP matriz de permutacién, J(Py) = J(y)

e Condicion 2: J(y) es invariante respecto a cualquier cambio de escala

VA matriz diagonal invertible, J(Ay) = J(y)

e Condicion 3: Mezclas de componentes independientes s6lo decrementan el contraste

Vs vector con componentes independientes, VG, J(Gs) < J(s)

e Condicion 4: Solamente las permutaciones y cambios de escala mantienen sin
cambios el contraste de fuentes independientes

Vs vector con componentes independientes, VG, J(Gs)=J(s) < G = AP

donde A es una matriz diagonal y P es una matriz de permutacion

Es interesante notar que las condiciones impuestas a los contrastes limitan las posibles
funciones de coste que se pueden plantear. En primer lugar, las funciones deben ser
simétricas en sus argumentos (condicion 1) y, por tanto, cualquier fuente puede ser
extraida por cualquier salida. Sin embargo, si conocemos a priori alguna propiedad
estadistica que diferencie a alguna fuente de las demds, seria mas adecuado plantear
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contrastes no simétricos que exploten esa informacién [58]. En segundo lugar, la propiedad
de invarianza ante cambios de escala (condicidn 2) implica que los contrastes deben ser
maximizados bajo ciertas restricciones. En particular, podriamos pensar en imponer la

restriccién E[y?] = 1 ya que cuando cada salida extrae una tnica fuente se cumplird
lo siguiente E[y;] = g7 E[sj] = g;; = 1y, por tanto, las matrices A admisibles tienen
entradas A = +1. Como se verd mas adelante, el anadir restricciones al contraste

complica el sistema de separacién ya que es necesario incorporar una etapa adicional
que las implemente.

La mayoria de las funciones de contraste que se han propuesto hasta la fecha se definen
como la suma de cumulantes de las salidas [54, 55, 58] ya que estos estadisticos se adaptan
a las condiciones impuestas a los contrastes: son simétricos en sus argumentos y, bajo la
restriccién F[y?] = 1, también son invariantes a cambios de escala. Un ejemplo de funcién
de contraste, propuesto por Moreau y Macchi en [54] y analizado por nosotros en [26], es
la siguiente

N N
J.(W)=>|K,| —a > |Ky,| suetoa Elyj]=1i=1,.,N (3.37)
i=1 ij=1

i<j

donde o« > 1, K,, = El[yj] — 3E?[y;] denota la curtosis de la salida y; y Ky,
Elyiy;] — 2E*ysy;] — Ely;]Ely;] es el cumulante cruzado de cuarto orden entre y; y y;.

En la funcién de coste (3.37) podemos distinguir dos partes. El primer término consiste
en la suma de los cumulantes de las salidas y su maximizacion sujeta a las restricciones
E[y?] = 1 puede interpretarse como una extension al caso multicanal del criterio propuesto
por Shalvi y Weinstein [69] para igualacién ciega. De los andlisis realizados en [69], se
puede concluir que este criterio conduce a la extraccién de una tinica fuente en cada salida.
Sin embargo, la maximizacién de J, sin el término cruzado es insuficiente para realizar
la separacién ya que puede ocurrir que varias salidas extraigan la misma fuente. En esta
situacion indeseada aparece una dependencia estadistica entre las salidas que puede ser
penalizada anadiendo el segundo término en (3.37): |K,,,. | serd cero tinicamente cuando
las salidas sean estadisticamente independientes entre si.

En la figura 3.4 se representa el esquema adaptativo que lleva a cabo la maximizacion
del contraste (3.37). Pueden distinguirse dos etapas: en la primera se calculan unas salidas
intermedias y° = W'x y en la segunda se fuerzan las restricciones utilizando algoritmos
de control adaptativo de ganancias (AGC, del inglés Adaptive Gain Control).

La forma mads sencilla de ajustar los coeficientes W es utilizar un algoritmo de
tipo gradiente estocdstico que maximice la funcién de coste (3.37). Considerando las
definiciones dadas en el apéndice A el gradiente de J. puede ser expresado como sigue
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Sistema de separacion
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Figura 3.4: Sistema de separaciéon con AGCs.

donde

2E[yix] — 6 E[y7] E[y1x]

2E[y3x| — 6E[y}] Elynx]

Z%; (Elyiy;x] — Elyx]Ely;] — 2B[y;x] E[y1y;])
C, = 5 (3.39)
| X0 (Blywyix] = Blyxx|Blyj] = 2E[y;x|Elywy;))

Un algoritmo estocastico que resulta de estimar los estadisticos de la expresion anterior
es el siguiente

W (n+1) = W(n) + eux(n)(CF (n) — aég(n)) (3.40)
donde un factor 2 ha sido incluido dentro de pu y

[ 2y3(n) — 6By}l (n)

| 243y (n) — 6Bl lyn (n)
S )y n) — () Bl — 23,00 Bl

Ci(n) = : (3.41)
| S5 (uw ()} () = yw () Bly3] = 205 (n) Elywy;))

Los momentos E[y?] y E[y;y;] que aparecen en (3.39) no deben estimarse utilizando una
tinica muestra para evitar ambigiiedades'. Una posibilidad es utilizar estimadores con

'Por ejemplo, y3(n)x(n) es el estimador de una sola muestra de los estadisticos E[y3x] y E[y?|E[yix]
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una ventana exponencial como los siguientes
Ely}] = (1—m)E]+myi(n), i=1..N

donde ; es un valor real positivo.
Finalmente, los elementos escalares f; de los AGC se pueden actualizar con el algoritmo

yin) = yi(n)y/filn = 1)
filn) = filn = 1)+ pa(1 =y (n)) (3.43)

donde p, es un valor real positivo.

3.5.1 Estabilidad de la funcion de contraste de Moreau y Macchi

En esta seccién estudiaremos la estabilidad del algoritmo (3.40) utilizado para maximizar
la funcién de contraste (3.37). Como hemos comentado en el capitulo 2, los atractores
de la ODE de un algoritmo de gradiente ascendente se corresponden con los maximos
de la funcién de coste, i.e., son los puntos donde la primera derivada es cero y la matriz
hessiana es definida negativa.

El analisis de la estabilidad para el caso general de N fuentes y N salidas es dificil de
realizar debido a la existencia de las restricciones E[y?] = 1. Por tal motivo a continuacién
nos restringiremos al caso N = 2. Parte de estos resultados han sido presentados en [26].

La funcién de contraste (3.37) para el caso de dos salidas toma la siguiente forma

Jc(Y) = |Ky1| + |Ky2‘ - a‘Ky1y2| sujeto a E[yﬂ =1, E[y%] =1 (3'44>

siendo a un valor real positivo. Comenzaremos expresando J.(y) en funcién de los
coeficientes de la matriz G = WT A, para lo cual utilizaremos la siguiente relacién

Y1 = gusi + gi252,
Y2 = 92151+ g2s2 (3.45)

Empleando la hipétesis de independencia estadistica de las fuentes y las propiedades de
los cumulantes (ver apéndice B) obtenemos

Kyl = gillel + gilQKSQ
Ky2 = gélKh + géQKSQ
Kyy = 9095 Ks, + 91295, (3.46)

Sustituyendo estas expresiones en (3.44) resulta

Je(y) = (91 + 931 — aghig5) [Ko, | + (91 + 93 — 091293 ) [ Koy (3.47)
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Adicionalmente, las restricciones sobre las potencia de las salidas se convierten ahora en
las siguientes igualdades

Elyf]=1= g}, =1-g5,
Ely3]=1= g5=1-g3 (3.48)

Al sustituir (3.48) en (3.47), obtenemos una funcién de coste sin restricciones que depende
unicamente de las variables g5 v g91

A
6912, 921) = Lely) = ((1=gh)”+ g5 — all = gh)g3 ) | K|
+ (9112 + (1= g31)" — aghy(1 - 931)) | K, | (3.49)

Los puntos estacionarios de esta funcién se corresponden con las raices de las primeras
derivadas

9¢

@ = gi2(4(972 — 1) + 2095 | Ky, | + 912 (497> — 2a(1 — g3,))| Ky, | = 0

9¢

@ = go(495) — 20(1 — g}y)) | Ky, | + g2 (4(g3, — 1) + 2093,) | Ko, | = 0 (3.50)

Este sistema de ecuaciones tiene multiples soluciones que pueden clasificarse en cuatro
grupos:

e Solucion deseada: g1 = ¢go1 = 0, i.e., las salidas extraen fuentes diferentes y la
matriz G es diagonal g7, = g5, = 1, g12 = g21 = 0. En el apéndice D se demuestra
que la condicién a > 0 garantiza que el punto es un maximo.

e Solucion indeseada tipo I: una salida extrae una combinacién lineal de las dos fuentes
y la otra extrae inicamente una fuente. Hay dos posibles soluciones en este grupo

oKy, | + 2| Ky, |
SOl‘ L: ngZU’ g;lz 2(|K “"‘K ‘)7
21K K
Sol. 20 g7, = Aul FolKe - (3.51)

21Ky, [+ | Ks,|)’

El andlisis de ambas soluciones es andlogo por lo que nos centraremos en la primera
de ellas. Es interesante notar que esta solucién no es valida para a > 2 ya que,
en este caso, g%l seria mayor que uno y, por tanto, g§2 =1~ g%l seria negativo.
Adicionalmente, en el apéndice D se demuestra que la condicién 0 < a < 2 es
suficiente para garantizar que este punto es de ensilladura.

e Solucion indeseada tipo II: g1 # 0, go1 # 0, i.e, las salidas extraen una combinacién
lineal de las fuentes:
‘KSQ‘ 2 |K81|

2 _ s2l = /&l
PR IR, T K T K,
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Figura 3.5: Contraste .J. con o = 1 (izquierda) y con o = 2.5 (derecha).

Esta es otra solucién indeseada pero en el apéndice D se demuestra que este punto
no se corresponde con un maximo de la funcién de coste. En particular, serd un
punto de ensilladura si & > 2 y un minimo si se elige un valor a < 2.

e Puntos en la frontera: Ademas de los grupos de soluciones anteriores, la existencia
de restricciones en la funcién de contraste hace necesario considerar la existencia de
puntos estacionarios en la frontera, i.e, cuando g%, =1 6 g3, = 1. En el apéndice D
se demuestra que la condicién o > 2 garantiza que la funcién de coste tiene minimos
cuando ambas salidas extraen la misma fuente (g% =1, go1 =06 g12 =0, g3, = 1)
y es creciente hacia las soluciones deseadas gf, = g3, = 1.

Del estudio anterior podemos concluir que la condicion a > 2 garantiza que los
méaximos del contraste (3.49) corresponden a la separacion de las fuentes y que las otras
soluciones son puntos de ensilladura o minimos. Para ilustrar este resultado, la figura 3.5
muestra la funcién de coste para dos valores de « considerando |Ky,| = |K,,| = 1. A
la izquierda se observa que la funcién de coste con a = 1 contiene tiene cinco maximos
deseados (g12 = ga1 = 0, g5y = 1 go1 = 0y goy = 0 g3, = 1) pero también presenta
atractores indeseados en la frontera. Por otro lado, la grafica de la derecha muestra que
eligiendo o = 2.5 se consigue eliminar los maximos indeseados.

Finalizaremos esta seccion mostrando el resultado de una simulacion realizada por
ordenador considerando un entorno formado por dos fuentes binarias mezcladas a través
de la siguiente matriz

A l . ] (3.52)

En la fase de separacién se ha empleado un sistema MIMO con dos entradas y dos salidas
cuyos coeficientes, aleatoriamente inicializados, fueron actualizados utilizando el algoritmo
(3.40) con v = 2.5 y parametros de paso p = 107, u; = p, = 5 x 1073, La figura 3.6
muestra la evolucién de los coeficientes del sistema después de la etapa de normalizacién

G=(WF)"A (3.53)
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Figura 3.6: Evolucién de las ganancias del sistema separador ajustado con el algoritmo
de Moreau y Macchi.

donde F es una matiz diagonal que contiene las ganancias de los AGCs F =
diag(+v/f1, v/ f2). Como puede observarse el algoritmo ha convergido a los valores teéricos
obtenidos del analisis.

3.6 El algoritmo EASI

El algoritmo conocido bajo las siglas EASI (Equivariant Adaptive Separation wvia
Independence) ha sido recientemente propuesto por Cardoso y Laheld [13]. Estos autores
se plantean ajustar el sistema de separacién con el objetivo de optimizar la siguiente
funcion de coste

J(W) => E[h(y;)] sujetoa Ry =1 (3.54)

=1

donde A(-) es una funcién no lineal. Esta funcién de coste puede interpretarse como una
generalizacién de las funciones de contraste propuestas por Comon. De hecho cuando
h(y;) = y! se ha demostrado en [55] que (3.54) es un contraste si el signo de la curtosis de
las fuentes es el mismo; cuando la curtosis de las fuentes es positiva el contraste (3.54) debe
ser maximizado y cuando es negativa debemos minimizarlo. No obstante, es importante
notar que (3.54) no siempre es un contraste para cualquier tipo de no linealidad.

Para poder implementar la restriccién Ry = I, Cardoso y Laheld, al igual que Comon
en [18], dividen el sistema de separacién en una etapa de blanqueo y una etapa de
separacién con una matriz unitaria, tal y como se muestra en la figura 3.7. Vamos a
representar por la matriz V de dimension N x N a la etapa de blanqueo que transforma
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Sistema de separacion

| Etapa de Etapade
| blanqueo separacion

Figura 3.7: Sistema de separacion de dos etapas.

el vector de observaciones x = As, con matriz de correlacién Ry, en el vector z = VTx
con matriz de correlacién igual a la identidad R, = I. Una de las ideas que resultan
novedosas en el trabajo de Cardoso y Laheld es que los coeficientes de la matriz V son
actualizados utilizando el algoritmo de decorrelacién presentado en la seccién 3.2 y que
reproducimos aqui de nuevo por conveniencia

Vin+1) = V(n)—puV(n)(z(n)z'(n) - 1) (3.55)

Como ya explicamos, este es un algoritmo de tipo gradiente relativo lo cual va a ser
extremadamente 1til en los desarrollos posteriores. Adicionalmente, el algoritmo exhibe
la propiedad de equivarianza y su convergencia sera independiente de la forma de la matriz
de mezcla.

La decorrelacién por si sola no garantiza la recuperacién de las fuentes. Por esta razon,
las observaciones decorreladas, z, son procesadas por una segunda etapa que vamos a
representar por una matriz U de dimensién N x N. Imponiendo la condicién de que U
sea una matriz unitaria se garantiza que la salida y = U”x siempre cumple la restriccién
R, =1

El siguiente paso es adaptar la matriz U con el objetivo de optimizar el contraste
(3.54). Para ello, podrian utilizarse métodos de ortogonalizacién (como rotaciones planas
[72]) pero en [13] se opta por utilizar un algoritmo de gradiente relativo

U(n+1) = Un) - pU0)UT(n)VyJ

U(n) — pUm)U" (n)x(n)f" (y(n))
= U(n) — pU(n)y(m)f" (y(n)) (3.56)
donde f(y) = [A'(y1),..., W' (yn)]T es un vector de funciones no lineales de y. En cada

iteracion de este algoritmo se obtiene una matriz U — pUE que cumple lo siguiente

(U - pUE)T (U — pUE) =1— p€ — pE" + *E7€ (3.57)
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Si suponemos que el término p2E7E es despreciable podemos concluir que la matriz U
obtenida en cada iteracién serd unitaria sélo cuando se verifica la condicién & = —&7

(U+pEU)T(U+pfU) =1 «— £=-£T (3.58)

Por tanto, la matriz U sera unitaria si es actualizada con una matriz antisimétrica £. Por
lo que el algoritmo finalmente considerado para actualizar la matriz U es el siguiente

Un+1) = Un)—pUm) (ym)t" (y(n) - f(y(n)y" (n)) (3.59)

Esta regla de adaptacion no preserva exactamente la propiedad de ortogonalidad sino sélo
hasta el primer orden en p. Sin embargo, esta dificultad desaparece cuando se consideran
la etapa de blanqueo y separaciéon conjuntamente.

El haber utilizado algoritmos de gradiente relativo tiene como principal ventaja el
poder agrupar en una tunica recursién los algoritmo (3.55) y (3.59) propuestos para
cada una de las etapas del sistema de separacion. En efecto, si tenemos en cuenta que
W = VU son los coeficientes conjuntos de las etapas de blanqueo y de separacion,
podemos multiplicar (3.55) y (3.59) y obtener la recursiéon que describe la evolucién de
estos coeficientes

W(n+1)

Il
<
3
+
=
j=
3
+

(1= 1 (yE (y(n) — £y (n)y" (n))) (3.60)

Desarrollando el producto y despreciando los términos multiplicados por ;2 obtenemos la
expresion del algoritmo EASI

W(n+1) = W(n) = uW(n) (y(n)y"(n) =I+ym)f" (y(n)) — £y (n)y" (n))
(3.61)
Es interesante notar que el algoritmo EASI es equivariante: si multiplicamos (3.61)

por AT obtenemos que la evolucién de los coeficientes de mezcla/separacién no depende
de los parametros que hayan intervenido en la mezcla de las fuentes

G"(n+1)=G"(n) - pG"(n) (y(n)y” (n) — T+ y(m)f’ (y(n)) - £(y(n)y" (n))
(3.62)
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Esta propiedad hace que el algoritmo EASI sea especialmente atractivo para situaciones
en las que la matriz de mezcla estd mal condicionada.

3.6.1 Estabilidad del algoritmo EASI

En esta seccién estudiaremos la estabilidad del algoritmo EAST (3.61) en los puntos donde
se consigue la separacién de las fuentes. Realizar este andlisis considerando la expresion
del algoritmo en funcién de los pesos del sistema de separacion W no es sencillo. Sin
embargo, la complejidad se reduce notablemente si observamos la relacion existente entre
los coeficientes W y la matriz de amplitudes G = WTA. Si A es una matriz invertible
de rango completo entonces existe una correspondencia uno a uno entre G y W, lo que
permite realizar el estudio de los puntos de equilibrio a partir de la evolucién de G. En [13]
se ha presentado un andlisis de la estabilidad utilizando el criterio de Liapunov comentado
en el capitulo 2. Aqui, sin embargo, presentaremos un estudio de la estabilidad en base
al signo de los autovalores de la matriz jacobiana.

Como ya se ha comentado anteriormente, la evolucién de G = WT A viene dada por
(3.62). Sus puntos de equilibrio se corresponden con las raices de la ecuacién diferencial
ordinaria asociada a la recursion anterior

dG”
dt

= —G” (Elyy"] - I+ E[yf"(y)] - Elf(y)y"]) =0 (3.63)

donde 0 es una matriz toda cero. En el caso N = 2 se obtiene un sistema de cuatro
ecuaciones

Fir = —= = —gn(Elyi] = 1) = 21 (Blyann] + Elyaf (1)] = E[f (92)31])
Fio = —= = —g2(Elyi] = 1) = 922 (Blyan] + Elyaf (1)] = E[f (92)31])
For = —= = —gn (Elyayi] + Elyi f (1)) = Elf ()9]) = 921 (Ela] = 1)
Foy = == = =012 (Elyoya] + Elya f (12)] = BIf (91)92]) = 922(Elys] = 1) (3.64)

Este sistema de ecuaciones tiene multiples soluciones, de las cuales son deseadas
unicamente aquellas en las que cada salida extrae una tnica fuente

Sol. 1 Y = )\181 Yo = )\282 (365)
Sol. 2 Y = )\182 Yo = )\281 (366)

El estudio de la estabilidad del algoritmo en estos puntos es andlogo, por lo que
centraremos nuestra atencion en el primero: g1 = A, gio = ¢go1 = 0y g0 = Ao.
Obviamente, las salidas (3.65) serdn estadisticamente independientes por lo que la mayoria
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de los términos en (3.64) seran cero

Fi = —)\I(E[)\%S%] —1)
Fio = Fy =0
Fp = —X(BE[As3) —1) (3.67)

Recordemos que estamos suponiendo que las fuentes tiene potencia unidad ya que cambios
en el valor de la potencia pueden ser incluidos dentro de la matriz de mezcla. Bajo
esta hipdtesis es inmediato comprobar que las ecuaciones (3.67) se anulan cuando las
amplitudes son iguales a uno, i.e., A7 = \2 = 1. En particular, existe una solucién en el
punto donde las salidas recuperan exactamente las fuentes sin cambiar su amplitud

G:I:>y1281, Yo = So (368)

Este punto sera estable si todos los autovalores de la matriz jacobiana recogida en el
apéndice D tienen parte real negativa

-2 0

0 0
o | O —1= Bl (sl + Elf(s2)s0] =1 = E[f(s))s1]+ E[f'(s5)] 0
0 —1—E[f(s2)s2] + E[f'(s1)] —1—E[f'(s2)] + E[f(s1)s1] 0
0 0 0 -2
(3.69)
La matriz H tiene cuatro autovalores: e; = ey = e3 = —2 y e4 = K; + K5 siendo

Ki = E[sif(s;)] — E[f'(s;)]. Es evidente que todos los autovalores tendran parte real
negativa si se verifica la siguiente condicién

K1+ Ko < 0= Elsi f(s1)] — E[f'(s1)] + Elsaf(s2)] — E[f'(52)] < 0 (3.70)

Por tanto, para que los puntos donde se lleva a cabo la separacién sean atractores del
algoritmo EASI, la no-linealidad f(.) debe ser elegida de forma que se cumpla la condicién
(3.70).

si | =1/V2pi 0 1/V2pi

p(si) Di 1 —2p; Di

Tabla 3.3: Distribucion de probabilidad discreta empleada para verificar las condiciones
de estabilidad del algoritmo EASI.

A continuacién ilustraremos estos resultados considerando una no-linealidad de la
forma f(y;) = tanh(y;) y un entorno formado por dos fuentes discretas que tienen la
distribucién mostrada en la tabla 3.3, que ya hemos empleado anteriormente. Para este
caso KC; viene dada por la siguiente expresion

1 1
K; = 1/2p; tanh ( ) + 2p; tanh? ( ) -1 3.71
2p; V/2p; (3.71)
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Evaluando (3.71) para distintos valores de p; se han obtenido los resultados recogidos en la
tabla 3.4 donde k; denota la curtosis de las fuentes. La region de estabilidad impuesta por
la condicién (3.70) es la mostrada en la figura 3.8 (izquierda). Como puede observarse, el
algoritmo es estable si las fuentes en el entorno tienen curtosis positiva (p < 0.167) pero
su empleo es muy limitado para aplicaciones donde todas las fuentes del entorno tiene
curtosis negativa (p > 0.167). Esta limitacién puede ser superada facilmente observando
que la eleccién de la no-linealidad f(y) = — tanh(y) tiene como regién de estabilidad
la complementaria a la obtenida para f(y) = tanh(y) como se refleja en la figura 3.8
(derecha).

Pi k; K
0.05 7 -0.5856
0.10 2 -0.3718
0.15 || 0.333 -0.2096
0.20 -0.5  -0.0813
0.25 -1 0.0228
0.30 | -1.33 0.1088
0.35 || -1.57 0.1810
0.40 | -1.75 0.2425
0.45 || -1.889 0.2955
0.50 -2 0.3416

Tabla 3.4: Estadisticos de las fuentes empleadas para verificar las condiciones de
estabilidad del algoritmo EASI para f(y) = tanh(y).

Como aplicacion de la no-linealidad f(y) = — tanh(y) hemos considerado la separacién
de dos senales con p = 0.5 (caso binario) mezcladas utilizando la siguiente matriz mal
condicionada

1.01 1
A= [ 1.01 1.01 ] (3.72)

En la fase de separacion se ha empleado un sistema MIMO con dos entradas y dos
salidas cuyos coeficientes (aleatoriamente inicializados) fueron actualizados utilizando el
algoritmo EASI con u = 1072. La figura 3.9 muestra la evolucién de las amplitudes
G = WTA. Como puede verse el algoritmo ha separado las fuentes y ha alcanzado los
valores teéricos G = WTA =1.

3.7 Algoritmos de maximizaciéon de la transferencia
de informacion

Uno de los paradigmas del aprendizaje supervisado en redes neuronales es el principio de
preservacion de la informacién (infomaz) propuesto por Linsker [29]. De acuerdo con este
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Figura 3.8: Condiciones de estabilidad del algoritmo EASI para f(y) = tanh(y)
(izquierda) y f(y) = — tanh(y) (derecha).
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Figura 3.9: Evolucién de las ganancias del sistema separador ajustado con el algoritmo
EAST empleando f(y) = — tanh(y).
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wi = hi(y) B (vs) i
(A) = w1 = uy) 2u; — 1
(B) tanh(y,) : 1 —u? 2u;
(C) J¥_e=17/2q¢ EEEEEEEEEEE e~Wi-1?/2 2yi(y; — 1)

Figura 3.10: Ejemplos de funciones de activacién.

principio, los pardametros de una red neuronal se ajustan con el objetivo de maximizar la
transferencia de informacién entre la entrada y la salida. Se conjetura que determinados
mecanismos de aprendizaje de los seres vivos funcionan de esta manera.

El algoritmo de Bell y Sejnowski [4] es un algoritmo de gradiente que maximiza la
transferencia de informacion entre la entrada y la salida de una red neuronal no lineal
de una sola capa que tenga el mismo numero de entradas que de salidas. Se supone
que la red es activada por las observaciones x para producir el vector de estados de
activacién, y = W'x, donde W es una matriz cuadrada N x N que contiene los pesos
sindpticos. Posteriormente, la salida final es una funcién no lineal del estado u = h(y).
En redes neuronales las funciones de activacion que se pueden utilizar son muy diversas.
Cuando se manejan muestras de senales continuas se suele pedir que sean monotonamente
crecientes, acotadas e invertibles. En la figura 3.10 se muestran algunos ejemplos: las
no-linealidades (A) y (B) son dos funciones cominmente usadas en la construccién de
redes neuronales artificiales [40] (sigmoide y tangente hiperbdlica) mientras que (C) surge
como una aplicacién del criterio de filtrado adaptativo conocido como Constant Modulus
(CM)[53].

El algoritmo de Bell y Sejnowski persigue la maximizacion de la transferencia de
informacién entre la entrada x y la salida después de la no linealidad u. Si llamamos
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H(u) a la entropia de u y H(u|x) a la incertidumbre sobre u que no es resuelta al
observar x entonces podemos escribir (ver apéndice C) la informacién mutua, I(u,x),
cOmo

I(u,x) = H(u) — H(ulx) (3.73)

Ahora bien, como estamos suponiendo que el comportamiento de la red es determinista
(por ejemplo, la red no introduce ruido), el término H(u|x) es cero y la informacién mutua
coincide con la entropia de la salida

I(u,x) = H(u) (3.74)

A continuacién vamos a expresar la entropia de la salida H(u) en funcién de la entropia
de la entrada H(x). La entropia de u se define como

H(u) = —E[ln (p(u))] (3.75)

donde p(u) es la funcién densidad de probabilidad de u. Como las funciones de activacién
hi(y;),i = 1--- N son invertibles, podemos escribir la f.d.p. de la salida u en funcién de
la f.d.p. del estado y como sigue [65]

p(u) = ., 7w (3.76)

Por tanto,

N
H(u) = —E[lnp(u)] = —E [m (#)] —H(y)+E [m (1‘[ hg(yi)ﬂ (3.77)
IT;51 hi(yi) i=1
donde H(y) es la entropia del estado y. A su vez, de la relacién lineal entre las salidas y
las observaciones y = WTx resulta que p(y) = p(x)/ det(W7T) [65] y, por tanto, podemos
expresar H(y) como

p(x) T
Hy)=—-FE|In|——=||=H In(det(W 3.78
)= [ (b )] = #1604 e ) (378
donde H(x) es la entropia de la entrada x. Finalmente, sustituyendo (3.78) en (3.77) se
obtiene que

N
H(u) = H(x)+In(det(W")) + E [ln (H h;(yz)ﬂ
i=1

N
= H(x)+In(det(WT)) + " E[In(hi(y;))] (3.79)

i=1
Esta expresion nos indica que la incertidumbre sobre la salida de la red u es la misma que
existe sobre la entrada x mas un conjunto de términos que dependen de los pesos de la red
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neuronal. El término H(x) que aparece en la expresién anterior puede eliminarse ya que
no depende de W con lo que podemos establecer que la maximizacion de la informacién
mutua 7 (u,x) equivale a maximizar la siguiente funcién de coste

Tur(W) % In(det(WT)) +§:E[ln(h;(yi))] (3.80)

=1

El siguiente paso es obtener un algoritmo adaptativo que maximice Jy;(W). Para
ello se puede utilizar un algoritmo de gradiente de maxima pendiente [4] o un algoritmo
de gradiente relativo [1, 53]. A partir de las derivadas dadas en el apéndice A es sencillo
obtener que el gradiente de (3.80) es el siguiente

Vw/ = Vw (In(det(W"))) + Vyw (ZE[ln(hi(yi))O

i=1

— T~ FlxeT ()] = W T FlxgT(y) (3.81)
donde g(y) = [=h{(y1)/P,(y1), -+, —h% (yn) /Py (yn)]T es un vector de no linealidades

que depende de la funcién de activacién que se esté utilizando (la tercera columna de
la figura 3.10 recoge algunas posibilidades). Finalmente, estimando las esperanzas que
aparecen en (3.81) con una unica muestra se obtienen las siguientes reglas de aprendizaje:

e Algoritmo de gradiente ascendente de mdzrima pendiente:

W(n+1)=W(n)+u(Wn) " -x(n) g"(yn)) (3.82)

e Algoritmo de gradiente relativo: se obtiene a partir del anterior multiplicando el
factor de incremento en (3.82) por WW7T

Wn+1) = W(n)+uW(n)W'(n) (Wn)™" —x(n) g"(yn)))
= W(n)+pW(n) (I-ym)g'(y(n)) (3.83)

Bell y Sejnowski [4] conjeturan que el algoritmo (3.82) es 1til para separacién ciega de
fuentes si se interpreta la entrada x como las observaciones, la parte lineal de la red W
como el sistema de separacién y el estado y = W7x como las salidas que deben recuperar
las fuentes. Su conjetura se basa en que la expresién (3.77) de la informacién mutua entre
uy X, y que reproducimos a continuacion,

I(u,x) = H(u) = —E [m (%)] (3.84)
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se puede interpretar como la distancia de Kullback-Leibler entre la f.d.p. de la salida p(y)
y una f.d.p. de referencia p(y) = [TV, hi(y;). Si ahora escogemos cada no linealidad de
forma que hl(.) se corresponda con la f.d.p. de cada fuente, entonces p(s) es la f.d.p. de
las fuentes y al maximizar I(u,x) se estd forzando a que y tenga la misma f.d.p. que
las fuentes. En [59] se llega a esta misma eleccién de las no linealidades partiendo del
principio de reducciéon de la redundancia entre las salidas cuyo objetivo es extraer las
caracteristicas estadisticamente independientes que mejor representan a las entradas.

Del razonamiento anterior Bell y Sejnowski deducen que para llevar a cabo la
separacién de las fuentes las no linealidades deben escogerse de forma que sean las
funciones de distribucién de las fuentes. No obstante, al no realizar un estudio de la
estabilidad de los algoritmos resultantes, numerosas cuestiones permanecen sin resolver.
Por ejemplo, la eleccién de las no linealidades como funciones de distribucién de las fuentes
en absoluto garantiza que no existan otros maximos no deseados que puedan danar la
convergencia del algoritmo. Mas aun, las distribuciones de las fuentes es una informacion
que en muchas situaciones practicas es desconocida. Por otro lado, si en el algoritmo se
utilizan unas no linealidades distintas de las funciones de distribucién de las fuentes, no
estd claro bajo qué condiciones los puntos donde se consigue la separacion son atractores
del algoritmo. En la siguiente subseccion se presenta un analisis de la estabilidad del
algoritmo (3.83) en el que se da una respuesta a algunas de estas cuestiones.

Es interesante notar la relacién que existe entre los algoritmos (3.82) y (3.83) y otros
presentados anteriormente. En primer lugar, el algoritmo de méxima pendiente (3.82)
tiene ciertas semejanzas con el algoritmo p-vector dado en la ecuacién (2.32): cuando el
sistema separa las fuentes sin incorporar ninguna amplitud (W7 A = I) el primer término
en (3.82) conduce a W=7 = A. Ademsds el término —xg’ (y) puede entenderse como una
generalizacién del término —xy’ que aparece en el algoritmo p-vector. Por otro lado, el
algoritmo de gradiente relativo (3.83) se corresponde con la recursién (3.35) para el caso
fly)=yyA=1

Un caso particular de (3.80) que admite una interesante interpretacién es el que resulta
de elegir la no linealidad (C) de la figura 3.10 como funcién de activacién de la red
neuronal [16]. Para este caso la maximizacién de la transferencia de la informacién (3.80)
es equivalente a minimizar la siguiente funcion de coste

Tow(W) = 5 3 F[(5F = 1)%] = nfaer (W) (3.85)

Obsérvese que el primer término de esta funcion de coste es una extensiéon para sistemas
MIMO de un criterio ampliamente utilizado en igualacién ciega conocido con el nombre de
Constant Modulus [38] cuyo algoritmo de gradiente asociado se denomina CMA (Constant
Modulus Algorithm). De los estudios de estabilidad realizados acerca de este algoritmo en
sistemas MISO (Multiple Input Single Output) se sabe que converge a aquellas situaciones
en las que se extrae una unica fuente. Sin embargo, la minimizacion del primer sumando
en (3.85) es por si sola insuficiente ya que varias salidas pueden extraer la misma fuente.
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Esta situacion indeseada es penalizada por el segundo término ya que la dependencia
entre columnas de W da como resultado un valor negativo muy grande de In(det(W)).
Alternativamente, este término ha sido sustituido en [14, 36] por la suma de los valores
absolutos de las correlaciones entre las salidas.

3.7.1 Estabilidad del algoritmo de Bell y Sejnowski

El algoritmo basado en estadisticos de orden superior propuesto por Amari y Cichocki
(3.35) tiene la misma expresion que la versién relativa del desarrollado por Bell y Sejnowski
(3.83) considerando la maximizacién de la transferencia de informacién en una red
neuronal. Ambos actualizan los pesos mediante la siguiente regla de aprendizaje

W(n+1)=W(n) +uW(n) (I-yn)g"(y(n)) (3.86)

donde p es el pardmetro de paso y g(.) es un vector formado por una transformacién
no-lineal de la salida cuya forma concreta depende del algoritmo bajo estudio. En
particular, en aquellos que maximizan la transferencia de informacién, la no-linealidad
g(y;) = —h"(y;)/h'(y;) se determina a partir de la primera y segunda derivada de la
funcion de activacion de una red neuronal. En este apartado consideraremos el caso en
que todas las no linealidades son idénticas h;(.) = h(.). En [2] se ha realizado un primer
andlisis de la estabilidad de (3.86) del cual se deducen algunas condiciones suficientes que
garantizan la correspondencia entre los atractores del algoritmo y los puntos de separacion.
Estas condiciones son mas restrictivas que las que obtendremos a continuacién. Parte de
este analisis ha sido presentado en [27].

En esta seccion analizaremos la estabilidad del algoritmo (3.86) en los puntos donde se
lleva a cabo la separacion considerando la evolucion de los coeficientes del sistema conjunto
de mezcla-separacién obtenida multiplicando la recursién (3.86) por la transpuesta de la
matriz de mezcla

G'(n+1)=G"(n)+uG" (n) (1-y(n)g" (v(n))) (3.87)
La ODE asociada a (3.87) es la siguiente
6 (1 e () (3.5

Esta ecuacién tiene muiltiples raices que se corresponden con los puntos estacionarios del
algoritmo. De ellas son deseadas aquellas en las que cada salida extrae una unica fuente.
En particular, para el caso de dos fuentes y dos salidas existen dos puntos

Sol. 1 Y = )\131 Yo = )\282 (389)
Sol. 2 Y = )\182 Yo = )\281 (390)

El estudio para cualquiera de las dos soluciones es analogo por lo que centraremos
nuestra atencién en la primera. Haciendo uso de la independencia estadistica de las
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fuentes obtenemos que (3.88) se anula cuando los pardmetros \; satisfacen las siguientes
igualdades

ME[s1g(Mis1)]
A E[s29(252)]

1
1

(3.91)

El siguiente paso consiste en estudiar los autovalores de la matriz formada por las primeras
derivadas de la ecuacion diferencial ordinaria. Considerando las expresiones recogidas en
el apéndice D se obtiene que esa matriz tiene la siguiente forma

—1—=Xo; 0 0 0
H= 0 —i—; —\2my 0
0 0 0 -1 - )\%O’Q
(3.92)
donde
o1 = E[sig'(Mis1)] 02 = E[s39'(Aasy)]
my = [g'(Ais1)]  ma = [g'(Aes2)] (3.93)

La matriz (3.92) tiene cuatro autovalores dos de los cuales serdn negativos si se cumple
la siguiente condicién

Mop>—1 i=1,2 (3.94)

Adicionalmente, podemos garantizar que la parte real de los otros dos autovalores sera
negativa si la matriz central de (3.92) tiene traza real negativa y determinante real positivo
lo que nos conduce a plantear las siguientes condiciones de estabilidad

m; >0, i=1,2 (3.95)
M AZmymy > 1 (3.96)

Por tanto, aquellas no-linealidades ¢(y;) que verifiquen las condiciones (3.91), (3.94),
(3.95) y (3.96) serdn adecuadas para efectuar separacién ciega de fuentes ya que los
puntos de separacién seran atractores de (3.87).

A continuacién ilustraremos estos resultados considerando una no-linealidad de la
forma ¢(y;) = 2tanh(y;) que resulta de utilizar la funcién de activacién h(y;) = tanh(y;)
en una red que maximiza la transferencia de informacion. En este caso, la funcién de
coste (3.80) toma la siguiente forma

Jvi(W) =" Elln(1 — tanh®(y;))] + In(det(W")) (3.97)

=1
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si | =1/2pi 0 1/V2pi

p(si) Di 1—2p; i

Tabla 3.5: Distribucién de probabilidad discreta utilizada para verificar las condiciones
de estabilidad del algoritmo de Bell y Sejnowski.

Es imposible resolver (3.91) de forma general para encontrar los valores de las amplitudes
A; en los puntos donde se consigue la separaciéon. Por ello, a continuacién supondremos
un entorno concreto con fuentes de naturaleza discreta distribuidas como se muestra en
la tabla 3.5.

Bajo estas consideraciones, la ecuacién (3.91) y los promedios (3.93) toman la siguiente
forma

2/ 2p; tanh( ) =1 (3.98)

A
V2pi

o, =2 (1 — tanh? (\/;7» (3.99)
m; = —4p; tanh? ( ) +2 (3.100)

A
vV 2p;

Resolviendo numéricamente la ecuacion (3.91) para distintos valores de p;, se han obtenido
los valores de A\; mostrados en la tabla 3.6. Esta tabla también recoge los valores de o;
y m; obtenidos a partir de (3.99) y (3.100) y el valor de la curtosis k; para distintas
probabilidades. De los valores en esta tabla se deduce que las condiciones (3.94) y (3.95)
se verifican independientemente del valor de p; ya que o; y m; son siempre positivos.

Lo |k [ N | o [ omi ]
0.0500 7 1.5868 | 0.0004 | 1.8000
0.1000 2 1.1323 | 0.0499 | 1.6100
0.1500 | 0.333 | 0.9678 | 0.2205 | 1.4661
0.2000 | -0.5 | 0.8910 | 0.4256 | 1.3702
0.2500 -1 0.8483 | 0.6104 | 1.3052
0.3000 | -1.33 | 0.8214 | 0.7649 | 1.2590
0.3500 | -1.57 | 0.8030 | 0.8924 | 1.2246
0.4000 | -1.75 | 0.7897 | 0.9978 | 1.1983
0.4500 | -1.889 | 0.7796 | 1.0859 | 1.1774
0.5000 -2 0.7717 | 1.1604 | 1.1604

Tabla 3.6: Parametros de estabilidad del algoritmo de Bell y Sejnowski para
g9(y) = 2tanh(y).

La grafica 3.11 muestra la regién de estabilidad impuesta por la condicién (3.96).
Puede observarse que la estabilidad del algoritmo esta garantizada si todas las fuentes
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Figura 3.11: Condiciones de estabilidad del algoritmo de Bell y Sejnowski para
g(y) = 2tanh(y).
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Figura 3.12: Evolucion de las ganancias del sistema separador ajustado con el algoritmo
de Bell y Sejnowski empleando ¢g(y) = 2tanh(y).
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en el entorno tienen curtosis positiva (p < 0.167). Por otro lado, el algoritmo no es
asintoticamente estable en la mayoria de los casos en los que alguna de las fuentes tiene
curtosis negativa (p > 0.167), por lo que el empleo de ¢g(y) = 2tanh(y) en aplicaciones
de comunicaciones es muy limitada. También es interesante notar que existen ciertas
combinaciones de fuentes super-gaussianas y sub-gaussianas para las cuales se cumple la
condicién (3.96). Por ejemplo, el algoritmo es estable si las observaciones son mezclas
de dos fuentes, una de ellas sub-gaussiana con curtosis k& = —1.75 (p; = 0.4) y otra
super-gaussiana con curtosis ks = 2 (p = 0.1). Para esta situacidn, la figura 3.12 muestra
la evolucién de las amplitudes del sistema G = WT A obtenidas con la siguiente matriz
mal condicionada

1.01 1
A= [ 1.01 1.01 ] (3.101)

En esta simulacién se ha utilizado un sistema MIMO de dos entradas y dos salidas cuyos
coeficientes (aleatoriamente inicializados) han sido actualizados empleando el algoritmo
(3.83) con u = 5 x 107%. Puede observarse como el algoritmo ha convergido a los
coeficientes Optimos \; calculados numéricamente: Ay = 0.7897 y Ay = 1.1323 lo que
refuerza nuestros resultados analiticos.

3.8 Maximizacion de la verosimilitud

Los criterios de separacion ciega presentados anteriormente intentan encontrar un vector
y que tenga una f.d.p. lo mas parecida posible al vector de fuentes s. En esta seccién nos
planteamos un enfoque alternativo que consiste en determinar el estimador de maxima
verosimilitud de los parametros que han intervenido en la mezcla A, de forma que
A 'As = [10, 11].

Recordemos que el modelo de mezcla que estamos utilizando supone que las
observaciones son mezclas lineales de las fuentes x = As donde tanto A como s son
desconocidas, las f.d.p. px(x|A) y ps(s) son también desconocidas. Establezcamos ahora
el siguiente modelo de las observaciones

x = As (3.102)

donde § es un vector de fuentes hipotéticas con una f.d.p. conocida ps(8) y A es una
estimacion del sistema de mezcla que escogeremos de acuerdo al principio de maxima
verosimilitud tal y como se explica a continuacion.

Consideremos que disponemos de L realizaciones independientes de las observaciones
x(1),...,x(L). Al ser las observaciones estadisticamente independientes entre si, su f.d.p.
puede ser escrita de la siguiente forma

px(x(l),...,x(L)|A) = l:llpx(x(zﬂA) (3.103)
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M odelo de mezcla hipotetico:

w

/N
S X=AS

Modelo de mezclareal:

S x=AsS

Figura 3.13: Modelo del sistema de mezcla/separacién para el criterio de méxima
verosimilitud.

Tomando logaritmos y dividiendo por el niimero de muestras obtenemos la verosimilitud
logaritmica (log-likehood) normalizada

() = 1o (TLpe(x(01A)) = 1 3 lon(sx(0) A) (3.104)

Si el niimero de observaciones es grande, L — oo, la funcién L(A) tiende a su esperanza

L(A) = E[L(A)] = /Px(x\A) log(px (x| A))dx = /pX(X|A) log (pX(XpiEZ(;c'A)) I

= —K(px(x|A), px(x|A)) — H(x; A) (3.105)

donde K(-,-) denota la divergencia de Kullback-Leibler y H(x;A) es la incertidumbre
sobre las observaciones que no depende de A. Por ello, maximizar £(A) es equivalente a
minimizar la distancia de Kullback-Leibler entre py(x|A) y px(x|A). En otras palabras,
el estimador de maxima verosimilitud de A serd una matriz A que minimice la siguiente
funcién de coste

Tuv(A) Y K (pe(x|A), py(x|A)) (3.106)

El razonamiento anterior nos conduce a plantear el sistema inversor (del modelo real
e hipotético) mostrado en la ﬁgura 3.13. Como puede verse, al procesar el vector de
observaciones hipotético x = A$ con un sistema inversor representado por la matriz Al
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se obtiene exactamente el vector de fuentes § cuya f.d.p. viene dada por la siguiente
expresion

pX(X|A)

p(s) = m (3.107)

Por otro lado, al aplicar el vector de observaciones real al mismo sistema inversor A~! se
obtiene una salida y = A~!As cuya f.d.p. es, en general, distinta a la de las fuentes

. «(X|A
p(A 1As) = PxXIA) (3.108)
| det(A)]
Sustituyendo (3.107) y (3.108) en la funcién de coste (3.106) resulta lo siguiente
Tuv(A) = K (p(x|A), px(x|A)) = K (p(y), p(8)) (3.109)

~ ~

Como consecuencia, al maximizar Jy;-(A) estamos forzando que un vector y = A~'As
tenga componentes independientes.

Es importante hacer notar que el criterio de maxima verosimilitud es equivalente al de
maxima transferencia de informacién de la seccion 3.7. En efecto, anteriormente hemos
determinado que la informacién mutua entre la salida u = f(y) y las observaciones x
viene dada por la expresién (3.77) y que repetimos a continuacién

I(u,x) = —F [m (HNLI%N (3.110)

Si elegimos como no-linealidades h;(y;) las f.d.p. de las fuentes hipotéticas §; que,
recordemos, son independientes entre si

ps(y) = ]]_V[hé(yi) (3.111)

y sustituimos (3.111) en (3.110) obtenemos la siguiente expresién de la informacién mutua

I(u,x) = —F [m (%)] (3.112)

IT;Z1 ps (Y)

Como consecuencia, también la maximizacion de la informacién mutua conduce a la
minimizacién de la distancia de Kullback-Leibler entre la f.d.p. de las salidasy = W'x y
la f.d.p. conjunta de las fuentes hipotéticas. De la discusion anterior podemos deducir que
tanto el criterio de maxima verosimilitud como el de maximizacion de la transferencia de
informacion tienen como objetivo encontrar una salidas estadisticamente independientes.
Como se muestra en la figura 3.14, el papel de la matriz W es el mismo que el de
A. Adicionalmente, este es el mismo objetivo que persiguen los criterios basados en
estadisticos de orden superior.
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Transferencia de la Informacion

.
s X=AS y=W x u=h(y)
T

A w h(y)
Mezcla Separacion
Maxima Verosimilitud T
s X=As y=W X

Mezcla Separacion

Figura 3.14: Comparacion entre el criterio de maxima transferencia de informacion y el
de maxima verosimilitud.

3.9 Conclusiones

En este capitulo se han revisado varios métodos de separacion ciega de fuentes. Hemos
comenzado exponiendo las limitaciones de los algoritmos de decorrelacion para resolver el
problema de separacién bajo nuestras hipotesis de trabajo. Conscientes de esta limitacion,
Hérault y Jutten propusieron aprovechar la informaciéon contenida en los estadisticos de
orden superior de las senales. El sistema de separacion que utilizan estos autores es
ligeramente diferente al que hemos presentado en el capitulo anterior ya que se consideran
realimentaciones entre las salidas de los combinadores lineales. Los pesos son ajustados
con una recursiéon que incorpora funciones no-lineales y que persigue la independencia
estadistica de las salidas. La principal ventaja de este método es su sencillez pero, en
contrapartida, el andlisis presentado en este capitulo revela que su convergencia depende
de diversos factores como las caracteristicas de las senales y las no-linealidades empleadas.

A partir del algoritmo de Hérault-Jutten han sido propuestos diversos métodos de
separacién que también utilizan estadisticos de orden superior. En particular, Cichocki
y Undebauen han propuesto de forma heuristica una modificaciéon del algoritmo de
Hérault y Jutten para actualizar los coeficientes del sistema MIMO presentado en el
capitulo 1. Este algoritmo admite una interesante interpretacién utilizando conceptos
de Teoria de la Informacion. En concreto, puede entenderse como un algoritmo que
maximiza la transferencia de informacién en una red neuronal monocapa. En este capitulo
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hemos analizado la estabilidad de este algoritmo y hemos obtenido algunas condiciones
suficientes que garantizan que los puntos donde se consiguen la separacion son atractores
del algoritmo.

Otro de los criterios que han centrado nuestro interés ha sido el propuesto por Comon
bajo el nombre contraste. Basicamente, un contraste es una funcién de coste que cumple
ciertas restricciones que garantizan la correspondencia entre sus maximos y los estados de
separacién. La mayoria de los contrastes propuestos hasta la fecha utilizan cumulantes de
orden superior. En particular, en este capitulo hemos presentado y analizado una funcién
de coste definida a partir de cumulantes de orden cuatro de las salidas. La maximizacion
de esta funcién se realiza bajo la restriccion de que las salidas tengan potencia igual a
la unidad lo que trae consigo la necesidad de un sistema separador de dos etapas: la
primera ajusta W y la segunda blanquea las salidas. El analisis de la estabilidad que
hemos presentado revela la inexistencia de puntos indeseados en esta funcion de coste.

A partir de las funciones de contraste, Cardoso y Laheld han propuesto un algoritmo
conocido como EASI. Este ingenioso algoritmo se caracteriza por no necesitar ninguna
etapa de blanqueo y, por tanto, su implementacion es mas sencilla que los basados
en contrastes. Ademds, es un algoritmo de tipo relativo y, por ello, es adecuado
para situaciones donde la matriz de mezcla estd mal condicionada. En este capitulo
hemos analizado su estabilidad y hemos deducido algunas condiciones que garantizan la
convergencia a las soluciones deseadas.

Por tltimo, hemos abordado la separacion de las fuentes empleando estimadores
de maxima verosimilitud de la matriz de mezcla. Aunque el planteamiento parece
inicialmente distinto al de los otros métodos estudiados existe una clara relacion entre
ellos ya que todos buscan salidas estadisticamente independientes entre si.
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Capitulo 4

Nuevos criterios para separacion
ciega de fuentes

4.1 Introducciéon

Este capitulo tiene por objeto presentar una nueva familia de criterios estadisticos para la
separacién de fuentes no-gaussianas a partir inicamente de mezclas lineales e instantaneas
de ellas. La idea de nuestra aproximacion es adaptar los coeficientes del sistema separador
de acuerdo a la maximizacion de una nueva funcién de coste que surge como extension
de un criterio para igualacién ciega propuesto en [69] por Shalvi y Weinstein. El criterio
propuesto por estos autores ha demostrado ser adecuado para extraer una senal de interés
cancelando las interferencias. Sin embargo, resulta insuficiente para conseguir separacion
ya que la adaptacion de los combinadores lineales se realiza de forma individual y, por
ello, puede ocurrir que varias salidas extraigan la misma fuente.

Para superar la limitacién del criterio de Shalvi y Weinstein en el presente capitulo
proponemos anadir un conjunto de cumulantes cruzados que penalicen la dependencia
estadistica entre las salidas que aparece cuando la misma fuente es extraida por varios
combinadores. Una de las principales ventajas de nuestra aproximacién es que los
coeficientes del sistemas de separacién pueden ajustarse de forma adaptativa utilizando un
sencillo algoritmo de gradiente cuya estabilidad ha sido analizada para el caso general de
sistemas de mezcla y separacion con N entradas y NV salidas. El estudio permite establecer
las condiciones bajo las cuales los puntos donde se consigue la separacién se corresponden
con maximos de la funcién de coste y, por tanto, son atractores del algoritmo. La funciéon
de coste contiene otros puntos estacionarios pero también se demuestra que son minimos o
puntos silla lo que se traduce en puntos inestables a los que nunca convergerd el algoritmo.

Como alternativa al empleo del cumulante de cuarto orden como término cruzado
proponemos anadir la correlacion entre las salidas o una funcién logaritmica del
determinante de la matriz de separacién. Al igual que en la aproximacién anterior,
los coeficientes del sistema separador son ajustados utilizando algoritmos de gradiente.

69
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Desafortunadamente, estos algoritmos son muy dificiles de analizar y, hasta la fecha, no
hemos sido capaces de estudiar de forma completa su estabilidad.

Este capitulo esta estructurado como sigue. En la secciéon 4.2 proponemos las nuevas
familias de funciones de coste. En la seccién 4.3 presentamos algoritmos de gradiente
para ajustar los coeficientes del sistema separador de acuerdo a la maximizacién de las
funciones de coste. En la seccion 4.4 analizamos la estabilidad de uno de estos algoritmos.
La seccion 4.5 recoge los resultados de diversas simulaciones realizadas por ordenador,
los cuales muestran el comportamiento de los algoritmos y ratifican la validez de nuestro
estudio. Finalmente, la seccién 4.6 recoge las conclusiones mas importantes.

4.2 Criterios para separacion de mezclas
instantaneas

A principios de esta década, Shalvi y Weinstein [68, 69] propusieron un criterio de
igualacion ciega que utiliza momentos de segundo orden y cumulantes de cuarto orden. En
[69] los coeficientes de un sistema Multiple Input Single Output (MISO) son adaptados
utilizando un algoritmo de gradiente que maximiza una funcién de coste que tiene la
siguiente forma

J; = |K,,
_ ‘E[

— F(E[lyil")
uil'] = 2B[luil*) - | EW)1?| — F(Bllwil) (4.1)
donde K, denota la curtosis de la salida y; y f(.) es una funcién continua, real y derivable

f R — R elegida de forma que el siguiente conjunto de funciones tengan un tinico maximo
enz >0

pi(x) = |pi|2® — f(x), i=1,..,N (4.2)

donde p; = K, /E?[|s;|*] denota la curtosis normalizada de la fuente s;. En [69] se
demuestra que los tnicos atractores de un algoritmo de gradiente que maximice (4.1) se
corresponden con la extraccion de una tinica senal contenida en las observaciones x = As.
Ademas se demuestra que los puntos estacionarios de la funcion de coste donde se cancelan
todas las fuentes o se extrae una combinacion lineal de ellas son puntos de ensilladura o
minimos y, por tanto, un algoritmo de gradiente nunca convergerd a ellos.

El criterio (4.1) puede tomar formas muy diversas dependiendo de la eleccién de la
funcién f(.). En particular, consideraremos el siguiente polinomio de segundo orden

f(z) = az® — 282 +1 (4.3)

Sustituyendo (4.3) en (4.2) es inmediato comprobar que cada funcién p;(.) tiene un tnico
mAaximo en

ne—L 21N (4.4)
o — |pil
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Adicionalmente, para que p;(.) tenga una tnico maximo en z; > 0 debemos elegir los
parametros a y § de forma que se cumplan las siguientes condiciones

a>|pl, i=1,.,N, (>0 (4.5)

Como puede apreciarse, la eleccion del pardmetro o depende del valor de la curtosis de
las fuentes. Esta condicién no limita en absoluto la aplicabilidad del criterio ya que no es
necesario conocer el valor exacto de los p;. Solamente debemos tener una idea del rango
en el que estan comprendidos y, en cualquier caso, siempre podemos escoger un parametro
a suficientemente grande.

Una particularizacién muy interesante de (4.3) resulta de considerar que todas las
fuentes en el entorno son complejas, circulares y de curtosis negativa (p; € (—2,0)). Para
esta aplicacién los pardmetros « = 2 y 3 = 1 satisfacen las condiciones (4.5) y dan lugar
al siguiente criterio

= (Bl = 2B + 1) = Bl 1P (46)
donde el término E[y?] ha sido eliminado de la expresién como consecuencia de la simetria
circular asumida en las fuentes. La maximizacién de (4.6) es el bien conocido criterio
Constant Modulus propuesto inicialmente por Godard [38] para encontrar los coeficientes
del igualador en un receptor de comunicaciones y, recientemente, empleado en separacion
ciega de fuentes [36, 53].

La propiedad del criterio de Shalvi y Weinstein de extraer una tnica senal cancelando
las senales interferentes nos puede conducir a plantear un criterio de separacion consistente
en ajustar los coeficientes de un sistema MIMO mediante la maximizacion de la suma de
funciones J; dadas en (4.1)

max N N

WS =Y (K,

i=1 i=1

— J(Elly ) (4.7)

La figura 4.1 muestra el esquema de un sistema separador cuyos parametros se ajustan
utilizando un algoritmo de gradiente que maximiza (4.7). Como puede verse, cada
combinador lineal es adaptado de forma individual sin considerar lo que sucede en los
demas. Esta falta de cooperacion puede conducir a una situacion donde la misma fuente
sea extraida por varios combinadores. Este problema puede ser evitado anadiendo a (4.7)
la suma de cumulantes cruzados de cuarto orden entre las salidas del sistema separador

N N
T = _'YZZ|Kyiyj|

i=1 j=1
i#]

= =y 23 |Blw*uil) - Bl By *] - | Blyy 1 - [Bly) P (4.8)

i=1 =1
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Sistema de separacion MIMO

Figura 4.1: Sistema MIMO ajustado con el criterio de Shalvi y Weinstein.

donde 7 es un parametro real positivo. La funcién de coste (4.8) serd negativa cuando
algiun par de salidas y; y y; extraigan la misma fuente y se anulard cuando todas las
salidas sean estadisticamente independientes por lo que parece una buena candidata para
conseguir la separacion de las fuentes. Sin embargo, debemos notar que también se anulara
cuando las salidas y;, ¢ = 1, ..., N cancelen todas las fuentes, por lo que la maximizacion
de (4.8) es por si sola insuficiente para conseguir la separacién a no ser que se introduzcan
restricciones sobre el sistema de separacién como las propuestas en [52, 60].

En el presente trabajo proponemos incorporar en una unica funcién de coste las
caracteristicas de las funciones (4.7) y (4.8) comentadas anteriormente. Nuestro criterio
de optimizacién es el siguiente

max N , N N
w W)= J+T= 2; (155 = F(Ellw)) - 7; Z; Ky (4.9)
i
La funcién de coste que acabamos de definir nos recuerda al contraste (3.40) presentado
en el capitulo anterior. Sin embargo, la inclusién de la funcién f(.) hace innecesarias las
restricciones sobre las salidas, lo que se traduce en una menor complejidad del sistema
separador al eliminarse los AGCs que normalizan la potencia de las salidas. Ademds el
analisis de los puntos estacionarios de la funcién de coste (4.9) es notablemente més simple
que el de (3.37).

Siguiendo con la idea de utilizar el criterio de Shalvi y Weinstein en separacion ciega de
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fuentes, se ha pensado penalizar la dependencia entre las salidas utilizando otros términos
cruzados:

e La primera alternativa consiste en anadir la correlacién cruzada entre las salidas

23]

To=—v3_ > |Elyyll (4.10)

i=1 j=1
i#]
Este término es negativo cuando existe una dependencia estadistica entre las salidas
y se anula cuando las salidas extraen fuentes diferentes. El criterio de separacién
que resulta de emplear este término cruzado es el siguiente
N

LW)=J+T, =Y ( F(Ew™) - VZZIEyzyJZ (4.11)

i=1 =1 J*

maXx

A%

e Al observar los criterios de maximizacion de la informacion presentados en el
capitulo anterior, parece logico pensar en emplear como término cruzado una funcién
logaritmica que penalice la dependencia entre las filas de W que se produce cuando
varias salidas extraen la misma fuente

Ty = In(det((WH))) (4.12)

El criterio que resulta de anadir este término a (4.7) es la siguiente

Js(W) = J+T; =3 (|Ky,| = f(Ellul]) + In(det (W) (4.13)

=1

maXx

W

4.3 Algoritmos adaptativos

Una de las principales ventajas de nuestra aproximacion es que la matriz de separacion
6ptima puede ser calculada utilizando un sencillo algoritmo de gradiente estocastico de la
forma

W(n+1) = W(n) + uVwJi(n) (4.14)

donde g es un valor real que determina la velocidad de convergencia del algoritmo y
@ka(n) es una estimacién del gradiente de la funcién de coste (J;, Jo o J3) respecto a
la matriz W que denotaremos Vw.J,. Como las funciones de coste con las que estamos
trabajando dependen de la matriz W, el gradiente Vw.J; es una matriz formada por los
vectores gradiente respecto a cada columna de W

Vwdi = [V, Jio. Voo Ji]
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Cada uno de estos vectores gradiente complejo se define como

0Jy | i=1

- s
owy; i1

N

VwJp =

Un estudio riguroso de este operador, asi como algunas de sus principales propiedades
puede ser consultado en [7]. Como las funciones de coste que hemos propuesto son la
suma de dos términos, podemos descomponer el gradiente en dos partes

Vw i = VwJ + VwTi (4.15)

Para determinar las expresiones de cada vector gradiente supondremos que la curtosis
de todas las fuentes tienen el mismo signo € y que éste es conocido por el sistema de
separacion. En este caso se obtiene

2¢(Elxyi|yi’] = 2E[xyi]Ellyi *] = Elxyi]E[y]) = Ve, f(Ellyi*])

Vwdi = :
e(Elxyxlyn’] = 2B[xyn|E[lyn|?] = Elxyn]Elyx’]) = Vy F(Ellyn|’])

(4.16)

donde V. f(E||y;|*]) depende de la eleccién de f(.). En particular, si consideramos que
f(.) es el polinomio de segundo orden dado en (4.3) y que repetimos a continuacién

f(z) = az® — 282 +1 (4.17)
obtenemos
Ve f(Ellyil"]) = 2B[y;x](aE[ly;*] — B) (4.18)

Sustituyendo (4.18) en (4.16) y reemplazando los promedios por sus estimaciones,
podemos escribir el gradiente como

VwJ(n) = 2x(n)é” (n) (4.19)
donde la matriz ¢(n) tiene la siguiente forma

e(wi(mly () = 255 () Elly ] = 91 () Elyi?]) = vi (0) (aBllya*] = 5)

e(yn (n)lyn (n) 2 = 2y (n) Ellyn ] — QN(H)E[yRQ]) —yn(m)(@B[lyn ] - 8)
(4.20)

Los promedios en (4.20) pueden ser calculados iterativamente con algoritmos de ventana
exponencial como los siguientes

Bllyl) = (1= ) Bl + g
Ely®] = (1—m) Ey*] + wyi(n)? (4.21)

Por otro lado, los diferentes términos cruzados utilizados en (4.9), (4.11) y (4.13) dan
lugar a los siguientes algoritmos de gradiente.
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4.3.1 Algoritmo I

El algoritmo de gradiente para la funcién de coste (4.9) puede expresarse como sigue
W(n+1) = W(n) + ux(n)(e" (n) — vee] (n)) (4.22)

donde un factor 2 ha sido incluido dentro del pardmetro u, ¢(n) viene dado por (4.20) y
¢1(n) es una estimacién del gradiente del término cruzado (4.8)

S (Blxyilysl*] = BlxyilElly; *] = Elxyj]Elyiys] - Elxy,]Elyiyj))
VwTi = —2ey s
S0 (Bleywly, ] = BlxynElly; *] = Byl Elynys] — Blxy;) Elyiy;])
Estimando los promedios se obtiene la expresién de la matriz ¢;(n) en (4.22)
ZI% (Wi (m)ly; (n)|* = wi (M Elly; ] = v () Elyiys] = w3 () Elyiv;))
¢ (n) = :
X0 (v )y () ? = yn () Elly; P] = y5 (n) Elyxys] — 3 (n) Elyiy;))

Jj#

(4.23)

Los promedios en (4.23) pueden ser calculados iterativamente utilizando (4.21) y los
siguientes algoritmos

Elyiyl = (1—m) Elyjy] + i yi(n)y;(n)

Elyiy;l = (1—m) Elyiy] + woy; (n)y;(n)
donde ; es un nimero real positivo menor que 1.

Al emplear este algoritmo, los vectores w; del sistema separador son actualizados
utilizando informacién proveniente de los otros conformadores como puede verse en la
figura 4.2. Esta cooperacion entre los elementos de proceso es la clave para conseguir la
separacion de las fuentes.

4.3.2 Algoritmo II

El algoritmo de gradiente para maximizar (4.11) puede expresarse como sigue
W(n+1) = W(n) + ux(n) (e’ (n) — 7€ (n)) (4.24)

donde un factor 2 ha sido incluido dentro de p, ¢(n) viene dado por (4.20) y ¢2(n) es una
estimacién del término cruzado (4.10) dado por la siguiente expresion
Z% Elxy;]1E[y;y;]
Vwil; = -2y : (4.25)
Z% Elxy;]Elyyy;]
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Sistema de separacion MIMO

Figura 4.2: Sistema MIMO adaptado considerando la dependencia entre sus salidas.

Estimando los promedios se obtiene lo siguiente

X0 5 () Elyiy]

ég(n) = . )
?;& y;(n) Elyny;]
(4.26)
donde
Elyfy]) = (1—m) Elyjy] + i yi(n)y;(n) (4.27)

Si comparamos (4.23) y (4.26) podemos concluir que la estimacién de los momentos
cruzados requiere menor numero de operaciones. FEsta importante ventaja del empleo
de (4.26) se ve reducida por la complejidad de realizar un analisis de la estabilidad del
algoritmo adaptativo. En la seccién E.2 del apéndice E se presenta un andlisis para
sistemas separadores 2 X 2 en el que se demuestra que la condicién v > max;(|p;|)
garantiza que los tnicos atractores del algoritmo sean los puntos donde se consigue la
perfecta separacién de las fuentes. Esta demostracion, sin embargo, es extremadamente
dificil de generalizar al caso de sistemas N x N.
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4.3.3 Algoritmo III

La maximizacién de la funcién de coste (4.13) conduce al siguiente algoritmo de gradiente
W(n+1) = W(n) + p(x(n)e" (n) + es(n)) (4.28)

donde ¢(n) viene dado por (4.20) y €3(n) se corresponde con el gradiente de la funcién
logaritmica (4.12) respecto a la matriz de separacién W

és(n) = Vw In(| det(WH(n))|) = W H(n) (4.29)

Este algoritmo requiere la inversién de la matriz pesos, lo cual puede resultar costoso y,
ademds, limita la aplicacién de (4.28) a sistemas con el mismo nimero de entradas que
de salidas, i.e., M = N.

4.3.4 Algoritmo IV

Para ajustar los coeficientes del sistema separador mediante la maximizacién de las
funciones de coste propuestas anteriormente también pueden emplearse algoritmos de
gradiente relativo. Esta aproximacién tiene especial interés como alternativa al algoritmo
(4.28) ya que evita invertir la matriz de coeficientes. Multiplicando la recursién (4.28)
por WW? se obtiene la siguiente expresién

Wn+1) = W(n)+uW(n)Wn)(x(n)e" (n) + W (n))
= W(n)+uW(n)(y(n)e" (n) +1) (4.30)

Este algoritmo, al igual que (4.28), pueden emplearse solamente cuando la matriz de
separacion es cuadrada, i.e., la dimensién del vector de observaciones coincide con el de
salidas.

Es interesante notar que, a diferencia de los algoritmos propuestos anteriormente, la
recursion (4.30) es equivariante ya que si multiplicamos (4.30) por la matriz de mezcla
traspuesta obtenemos que la evolucién de los coeficientes del sistema de mezcla/separacién
no depende de los parametros A

ATW(n+1) = ATW(n)+pA"W(n)(y(n)e" (n) +1)
G'(n+1) = G"(n)+uG"(n)(y(n)e" (n) +1) (4.31)

Esta propiedad hace que el algoritmo (4.30) sea especialmente atractivo para situaciones
donde la matriz de mezcla esta mal condicionada.

4.4 Analisis de estabilidad del algoritmo I

Los problemas de optimizacion presentados anteriormente consisten en la maximizacién
de una funcién de coste no cuadratica de la matriz de coeficientes. Esto significa que
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los coeficientes optimos del sistema separador no se corresponden con la solucién de un
sistema de ecuaciones lineales; mas atn, la superficie de error asociada a cada funcién de
coste puede contener maximos indeseados que danen la convergencia de los algoritmos de
gradiente.

A continuacién determinaremos los atractores del algoritmo I dado por (4.22)
propuesto para maximizar la funcién de coste J;. Primero encontraremos los puntos
estacionarios de la funcién de coste resolviendo el sistema de ecuaciones que resulta de
anular las primeras derivadas y, posteriormente, analizaremos el caracter definido negativo
de la matriz hessiana para determinar cudles de ellos son méximos. Supondremos el caso
general de N fuentes no gaussianas, estadisticamente independientes, estacionarias, de
media cero y varianza unidad. Las observaciones son mezclas lineales de las fuentes
x = As siendo A una matriz M x N de rango completo. Como sistema separador
consideraremos una matriz de dimension M x N con coeficientes complejos y salidas
y = Whx,

Realizar el estudio de la estabilidad respecto a la matriz de coeficientes W es un trabajo
arduo ya que deberiamos considerar M x N (M > N) variables complejas. El andlisis se
simplifica notablemente expresando la funcién en términos de la matriz G = WHA en la
que el elemento g;; representa la amplitud con la que la salida ¢ extrae a la fuente j. La
dimensién de esta matriz se reduce a N? variables. Debemos hacer notar que este anélisis
es estrictamente valido solamente cuando existe una correspondencia uno a uno entre G
y W, i.e., cuando A es una matriz cuadrada invertible.

Para expresar la funcion de coste .J; en términos de la matriz de amplitudes G
utilizaremos la relacion lineal que existe entre las salidas del sistema de separacion y
las fuentes

N
yi=> gasi, i=1,.,N (4.32)
I=1

Teniendo en cuenta las hipdtesis sobre las fuentes y utilizando las propiedades de los
cumulantes recogidas en el apéndice B, podemos expresar los estadisticos que aparecen
en la funcién de coste J; de la siguiente forma

N N
Ellyil?] = Y lgal*Ellsil?] =Y lgal?
=1 =1
N N
Kyiyi = ZKsl\gil|4:ZPz\gu\4
=1 =1

N N
Ky, = 3 Kaloal’lggl” = 3 plgal®|gnl’ (4.33)
=1 =1

donde p, = K, /E?[|s)|?] es el cumulante de cuarto orden normalizado de la fuente s;.
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Sustituyendo (4.33) en (4.9) obtenemos lo siguiente

N N N
T/J(G) JI (W) =" (Z \pullgal* = f(|lgil ) DI ek (4.34)
=1 i,j=1 [=1
i#i

donde |/gi[|* = 1L, [gal*.
De la teoria de sistemas dindmicos sabemos que los puntos de equilibrio del algoritmo

de gradiente (4.22) se corresponden con los puntos estacionarios de la funcién de coste .
Para encontrarlos, resolveremos el siguiente sistema de N? ecuaciones

Sgy = 2eulginloal” = ginf(el") = 2v1pelgi 2 lgje[* = 0 ik =1,... N (4.35)
Z i

donde f'(.) es la primera derivada de f(.). Por otro lado, al ser H una matriz hermitica el

estudio del signo sus autovalores puede realizarse analizando el caracter definido negativo

de la siguiente matriz de dimensién 2N? x 2/N?

( Hyn -+ Hiny Huor oo Hipy oo+ Hunt -+ Huww

Hixii -+ Hivavn Hivar - Hivoy -+ Hivnt -+ Hinnyw

Hy1i -+ Houn  Hoor -+ Hopy o+ Haunt -+ Haww

H =
Honit - Hovmiv Honar -+ Honon -+ Howni -+ Howww
Hyin -+ Hyuy Hyir - Hyoy -0 Hyive o Hniww
L Hynit -+ Hynviv Hywvor oo Hawvon oo Hywnt oo Hywww J
(4.36)
donde Hyy,), es la siguiente matriz compleja de dimensién 2 x 2
824 8%
_ | 99ikd95;, 097,095
Hiknp — 32wnp ng,‘/}np (437)
09ikOgnp 097}, 09np

Las segundas derivadas en (4.36) vienen dadas por las siguientes expresiones

O A pillgir” = F'(11gil 1) = lga > " (|l&:]1*) — 27|p4] i g,
99ir.0g;, z ' z z =
i#]
821/) 1/ 2
o = —gugnl (il
9907, gnginf"(|lgill?)  k#p
82w

i = —27IpklGignk  TF N
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fig%(';bg,’;p =0 i#nk#p

L U

aj—g; = gl E#p

% = —lpklgingne i #n

% =0 i#nk#p (4.38)

donde f”(.) es la segunda derivada de f(.).

El sistema (4.35) es no lineal y contiene multiples soluciones, de las cuales N! se
corresponden con soluciones deseadas donde la matriz de amplitudes G tiene un tnico
elemento distinto de cero por fila y columna!. El analisis de la estabilidad del algoritmo
en todas las soluciones deseadas es andlogo por lo que a continuacidon centraremos nuestra
atencion en el punto donde la matriz G es diagonal

i #0 y gu=0, ,k=1,..,N, i #k

En este caso, el sistema de ecuaciones (4.35) se reduce a las siguientes expresiones

oY . . \ .
0g: = 2pilgilgal” — 95 f' (96l”) = gii(lgal®)  i=1,..,N (4.39)
oy
-0 k=1, N, itk 4.40
o # (4.40)
donde pi(.), i = 1,..,N es la primera derivada de p;(.). Recordemos que estamos

suponiendo que cada funcién p;(.), ¢ = 1, ..., N tiene un unico maximo en z > 0. Esto
implica que la expresion (4.39) se anulara solamente cuando cada valor |g;|?, i =1,..., N
se corresponde con el maximo de p;(.), i =1,..., N.

Para determinar si el punto donde se consigue la separacion es un atractor analizaremos
la matriz hessiana (4.36). De (4.38) se obtiene que la mayoria de las segundas derivadas
son cero. Las unicas que no se anulan son las siguientes

2
J v = 4|Pz‘||gii\2 - f’(\gz‘i|2) - \gz‘z‘\Qf”(|gii|2)
agiiagfi
0%y o2 .
A Aa. = il”) — 2 k
D907 f'gal™) = 27]pellgrel™ i #
8% 2 2
= 2p;l5% = -7 " (1giil? 4.41

LEl nimero de soluciones deseadas N! no considera el signo (o fase) de las amplitudes no nulas.
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Teniendo en cuenta la forma que (4.39) se anula en el punto de separacién, podemos
escribir las ecuaciones (4.41) como sigue

R o 1 9
— 4 B 2 p:| — " ]2 — “2/‘1 ]2
8giiﬁg;*i 99: 75 |gzz‘ ( ‘pz‘ f (‘gzz| )) |gzz‘ pz(‘gll| )
0%} o 1 |
P T 2‘pngii‘2 - 27‘916”9%‘2 = _2‘pngii|2 - 27\0k||9kk\2 k#i
agikgik 0gii ii
91 . )
= g elal — £l = gl il (1.42)

Como consecuencia, todas las matrices H;j; son cero excepto

2.1 2 2.1 2
H,; — \gz*z\ pi(lgil®)  gipi(lgil®) i=1,..N 4.43
[ a5 (1gP)  1gal0! (1gP) (4.43)
—2|pillgiil* = 27 pel|gre | 0

ik=1,..,Ni#k
(4.44)

La forma que toma esta matriz hessiana nos permite determinar la estabilidad del punto
donde se lleva a cabo la separacién analizando el caracter definido negativo de cada
submatriz Hy;;;, i = 1,..., N y Hygix, 0,k =1,..., N, 1 # k. Para estudiar las submatrices
H,;, ¢« = 1,..., N, consideraremos un resultado obtenido anteriormente que indica que
el gradiente (4.39) se anula tinicamente cuando cada punto |g;;|*> se corresponde con un
méximo de p;(.), ¢ = 1,..., N, lo cual nos permite afirmar que los elementos en la diagonal
de H;;; son negativos. Ademas el determinante de H;;; es cero y, por tanto, las matrices
(4.43) son definidas negativas. Por otro lado, la condicién v > 0 asegura que todas las
matrices H;;, son definidas negativas. Como consecuencia el hessiano es definido negativo
y el punto que estamos analizando es un maximo de la funcién de coste. Estos resultados
pueden ser extendidos a todas las soluciones de (4.35) correspondientes a la separacién

de las fuentes.

El estudio que acabamos de presentar nos permite afirmar que la condiciéon v > 0
asegura que los puntos donde se consigue la separacion de las fuentes son atractores del
algoritmo de gradiente (4.22). Sin embargo, la convergencia del algoritmo hacia estos
puntos puede verse danada por la existencia de maximos indeseados. En el apéndice E
se analizan las otras soluciones del sistema de ecuaciones (4.35) y se demuestra que la
condicién v > 1 garantiza que no son maximos de la funcién de coste y, por tanto, el
algoritmo (4.22) nunca convergerd a ellos. La figura 4.3 recoge los grupos analizados en
el apéndice E y las condiciones suficientes que aseguran la inestabilidad del algoritmo en
ellos.
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[ Grupos de puntos estacionarios
7 ; .
o Punto inestable si
. I P i
Algunasdida cancelatodas las fuentes y G= (0101 .. 0 R(X) i=1,...N tiene
una fuente es cancel ada por todas las salidas o . .
L0 un unico maximo en x>0
Todas |as salidas extraen una unica fuente s [x0i..00| | Puntoinestables y >1
= |
y varias salidas extraen la misma fuente 0 :_X\_ - 00
[
ol 00
Alguna salida extrae una combinacion lineal G= /_7 o j Punto inestable.
de varias fuentes o X X
- N

Figura 4.3: Clasificacion de los puntos estacionarios indeseados del algoritmo I.

4.5 Resultados de simulaciones

Con el objeto de ilustrar el funcionamiento de los algoritmos propuestos en la seccién
4.3 se han llevado a cabo diversas simulaciones por ordenador cuyos resultados més
importantes presentamos a continuacion. Estas simulaciones han sido divididas en dos
grupos: el primero muestra el comportamiento de los algoritmos en situaciones donde
no hay ruido y el segundo grupo abarca simulaciones realizadas para analizar el efecto
del ruido blanco gaussiano sobre el rendimiento del algoritmo. En un ltimo apartado
se presentan varias simulaciones realizadas utilizando una aproximacion tipo bloque para
maximizar la funcién de coste .J;.

4.5.1 Entornos sin ruido

En el primer grupo de simulaciones se evaluaron las prestaciones en entornos sin ruido de
los algoritmos de maxima pendiente (4.22), (4.24) y (4.28) propuestos en este capitulo y
del algoritmo (3.40) presentado en el capitulo anterior. El algoritmo de gradiente relativo
sera abordado en una subseccion posterior.
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Como medida de rendimiento se ha utilizado el indice P(G) definido en [55]

-3 (s ) 5 (5 )

i—1 \j=1 max; (|gi|? — max; (g,

donde max;(|gy|?) y max(|g;|*) representa los méximos por fila y columna,
respectivamente. Este indice mide la distancia entre la matriz G = WA obtenida
en cada iteracion del algoritmo y una matriz G = AP que tiene una tinica componente
distinta de cero por fila y columna. Para presentar la evolucién del indice P(G) hemos
promediado 10 realizaciones independientes del experimento.

Las observaciones empleadas en todas las simulaciones que constituyen este grupo son
combinaciones lineales e instantaneas de las fuentes obtenidas con la siguiente matriz

(4.45)

En la etapa de separacion se ha utilizado un sistema MIMO de cuatro entradas y cuatro
salidas cuyos coeficientes han sido aleatoriamente inicializados. Para reducir el ruido de
desajuste hemos multiplicado por 0.6 cada 10.000 iteraciones todos los parametros de
paso de los algoritmos (u, p; y pe en el algoritmo que maximiza el contraste y u y 1y en
los algoritmo propuestos en el presente capitulo).

En el primer experimento hemos considerado la separaciéon de las cuatro imagenes
de dimensién 256 x 256 mostradas en la figura 4.4, las cuales han sido escaneadas
horizontalmente para dar lugar a secuencias de longitud 65.536. Las cuatro fuentes tienen
curtosis negativa con valores estimados: p; = ps = py = =2y p3 = —0.5133. En la misma
figura pueden observarse las observaciones obtenidas utilizando la matriz de mezcla (4.45).

En la figura 4.5 puede observarse como el algoritmo I ha conseguido recuperar las
fuentes. Comparemos los resultados obtenidos en esta simulacién con las conclusiones del
andlisis de la estabilidad del algoritmo (4.24) presentado en la seccién 4.4. El anélisis
predice que los atractores de este algoritmo son los maximos de las funciones p;(.) dados
por la expresién (4.4), es decir, serdn matrices de amplitudes de la forma G, = A,P
siendo P una matriz de permutacién y A, la siguiente matriz diagonal

£0.5270 0 0 0
0 +0.5270 0 0

Ao = 0 0 +£0.5065 0 (4.46)
0 0 0 +0.5270

Por otro lado, después de procesar todas las observaciones se ha alcanzado la siguiente
matriz de amplitudes
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Figura 4.4: Separacién de imagenes: fuentes y observaciones.
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Algoritmo I
e

Figura 4.5: Separacion de imagenes: senales recuperadas con el algoritmo I.

Algoritmo IT

Figura 4.6: Separacion de imagenes: senales recuperadas con el algoritmo II.

85
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Figura 4.7: Separacion de imagenes: senales recuperadas con el algoritmo III.

0.0005 |0.5285| —0.0036 —0.0009
G- —0.0247 0.0213 | 0.5552| —0.0045 (4.47)
0.5283] 0.0003  0.0071 —0.0008

—0.0009 -0.0011 0.0037 |0.5285

Como puede observarse, esta matriz es muy cercana a la 6ptima, lo cual refuerza la validez
de nuestro andlisis.

Las figuras 4.6 y 4.7 muestran las senales recuperadas utilizando, respectivamente, los
algoritmos II y III. Estos algoritmos también han separado adecuadamente las fuentes.
Para finalizar este primer experimento mostramos en la figura 4.8 la evolucion del indice
de rendimiento P(G) para los cuatro algoritmos considerados. Como puede observarse,
el algoritmo I y el que maximiza la funcién de contraste son los que presentan un mejor
comportamiento en el entorno que estamos considerando. Los parametros utilizados en
este grupo de simulaciones son los presentados en la tabla 4.1.

En el segundo experimento hemos considerado la separacién de tres senales de voz
(s1, S2y s4) y una de misica (s3) mostradas en la figura 4.9. En este caso, todas las senales
tienen curtosis positivas siendo sus valores estimados: p; = 7.25, ps = 4.36, p3 = 2.76
y ps = 2.70. En la misma figura se muestran las observaciones obtenidas utilizando la
matriz de mezcla A dada en (4.45). Desafortunadamente, la aplicacién directa de estas



4.5. RESULTADOS DE SIMULACIONES 87

10

M ——  ALG.I
LN --- AG.II ||
NN - —- ALG.II
_ - - CONTRASTE

P(G) (dB)

i 4
Numero de Iteraciones x 10

Figura 4.8: Separacién de imagenes: evolucién del indice P(G).

Algoritmo Parametros
Paso inicial Funcién de coste
Alg.1 pw=10"% 1 =5x 1073 e=—1,a=20,3=5~v=2
Alg.I1 pw=10"% 1 =5x 1073 e=—1,a=20,5=5v=10
Alg.IT1 p=10"% 1 =1 x 1072 e=—-1,a=20,0=5
Contraste | p =107, py = 1072, p, = 1072 e=—1,a=25

Tabla 4.1: Separacién de imdgenes: parametros de los algoritmos.

observaciones a cualquiera de los cuatro algoritmos produce una convergencia muy lenta:
después de 40.000 iteraciones no se ha conseguido realizar la separacién de las fuentes.
Este comportamiento indeseable es debido al cardcter no estacionario de las observaciones,
el cual afecta a los estadisticos involucrados en los algoritmos estocasticos con los que
estamos trabajando. Para mejorar el rendimiento hemos permutado aleatoriamente el
indice de las observaciones, lo cual equivale a tomar observaciones no consecutivas en
el tiempo. Al aplicar estas observaciones a los algoritmos propuestos se han conseguido
recuperar las fuentes como se muestra en la figura 4.10.

Comparemos ahora la matriz de amplitudes obtenida con el algoritmo I con la que
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4
¥ 10

Figura 4.9: Separacion de voz y musica: fuentes y observaciones.
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Figura 4.10: Separacion de voz y miusica: senales recuperadas con los algoritmo
propuestos.
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predice el estudio de su estabilidad presentado en la seccion 4.4. Esta ultima es

+0.6262 0 0 0
0 +0.5655 0 0

Ao = 0 0 +0.5385 0 (4.48)
0 0 0 +0.5376

mientras que después de procesar todo el registro de observaciones (40.000 muestras) el
algoritmo ha convergido al siguiente punto

—0.0095 |0.5581| —0.0086 0.0233
0.5846] 0.0076  0.0020  —0.0183

4.49
0.0234  0.0175 —0.0048 |0.5080 ( )

—0.0111 0.0120 ]0.5628| 0.0119

G =

Como puede observarse, en este entorno la matriz que se alcanza con el algoritmo es muy
cercana a la tedrica.

Finalmente, en la figura 4.11 se muestra la evolucién del indice de rendimiento P(G)
obtenida con los cuatro algoritmos considerados. Es de destacar la gran similitud de la
convergencia de los tres algoritmos presentados en este trabajo y la ligera superioridad
sobre el que maximiza la funciéon de contraste. En este grupo de simulaciones se han
considerado los parametros mostrados en la tabla 4.2.

Algoritmo Parametros
Paso inicial ‘ Funcién de coste
Alg.1 p=10""% ;= 1072 e=1,a=20,0=5y=2
Alg.I1 p="5x107° ;= 1073 e=1,a=20,=5v=10
Alg.II11 uw=10"% ;=102 e=1,a=20,8=5
Contraste | u=10"", ;= 1072, p, = 1072 e=1,7v=25

Tabla 4.2: Separacién de voz y musica: pardmetros de los algoritmos.

4.5.2 Mezclas mal condicionadas

Una de las propiedades mas importantes del algoritmo IV que hemos propuesto
anteriormente es su caracter invariante ante cambios en la matriz de mezcla por lo que es
especialmente atractivo para realizar la separacién en situaciones donde la matriz A esta
mal condicionada.

Para ilustrar esta propiedad, en la figura 4.12 mostramos la evolucién del indice de
separaciéon P(G) obtenida al utilizar el algoritmo IV para separar las cuatro imédgenes
de la figura 4.4 a partir de las observaciones proporcionadas por tres sistemas de mezcla
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Figura 4.11: Separacién de voz y miusica: evolucién del indice P(G).

diferentes: la matriz A dada por (4.45) y las siguiente matrices mal condicionadas

1.1 1 1 1 1.01 1 1 1
1 1.1 1 1 1 1.01 1 1
Ar= 1 1 1.1 1’A2_ 1 1 1.01 1 (4.50)
1

11 1 1 1 1 1 1.01

Los pardmetros del algoritmo utilizados han sido: e = -1, « =20, =1, u=2x 103y
=2 x 1072, Como puede observarse en la figura 4.12, la evolucién del algoritmo en las
tres situaciones ha sido similar.

4.5.3 Entornos con ruido blanco gaussiano

En las secciones anteriores hemos ignorado por completo la presencia del ruido que
inevitablemente aparece en las situaciones reales. A continuacién presentaremos los
resultados de varias simulaciones que muestran el comportamiento de los algoritmos
propuestos en situaciones donde las observaciones son perturbadas por ruido blanco
gaussiano. El modelo que se considerara es el siguiente

XxX=As+v

donde v = [vy,...,op]7 es un vector de dimensién M x 1 que contiene componentes
estadisticamente independientes e idénticamente distribuidas; es decir, su matriz de
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Figura 4.12: Separacién de imdgenes: evolucién del indice P(G) para el algoritmo IV y
distintas matrices de mezcla.

2

7l = :

autocorrelacién es R, = E[vvf] = ¢2I donde o
matriz identidad. En entornos con ruido resulta més adecuado medir el rendimiento del

es la potencia del ruido y I es la

algoritmo en término de la relacién senal a interferencia y ruido (SINR, del inglés Signal
to Interference and Noise Ratio) de las fuentes s; en cada salida y;

|gz‘j\2

SINR;; = 4.51
! 2%1 gal? + W R w; 4oy

Como se demuestra en [66], el valor méximo de este indice es
(S[NRij)ma:p = af(Rx — ajaf)’laj (452)

donde Ry = E[xx] es la matriz de auto-correlacién de las observaciones.

En este grupo de simulaciones hemos considerado una aplicacién de procesado en array
donde las observaciones se corresponden con las muestras proporcionadas por un array de
M sensores que recibe N fuentes que se propagan como ondas planas. Los sensores son
asumidos linealmente equiespaciados separados media longitud de onda lo cual se traduce
en una matriz de mezcla compleja cuyos elementos tienen la siguiente forma

ay = ope IS0y — 1 M k=1,..,N (4.53)
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donde 0 y 0 = FE|[|sx|?] son los dngulos de llegada y la potencia de la fuente s;. Para
recuperar las fuentes se ha utilizado un sistema que procesa el vector de observaciones de
dimensiéon M x 1 para producir una salida y de dimensién N x 1 lo cual se traduce en
una matriz W no cuadrada. Por tal motivo, solamente pueden emplearse los algoritmos
IylIl

| Senial | Modulacién | Curtosis normalizada | Direccién | o} /o? |
Fuente #1 | 4-QAM 1 —10° | 0dB
Fuente #2 4-QAM -1 40° 5 dB
Fuente #3 | 16-QAM -0.68 0° 10 dB

Tabla 4.3: Pardametros de las fuentes utilizadas en las simulaciones del entorno con ruido.

En un primer experimento hemos supuesto un entorno en el que las tres fuentes
descritas en la tabla 4.3 inciden sobre un array de 10 sensores. La figura 4.13 muestra la
evolucion de las STN Rs obtenida utilizando el algoritmo I y el algoritmo II. Como puede
verse la SINR se aproxima al valor éptimo donde se separan las fuentes y se minimiza
el efecto del ruido. Los pardmetros utilizados en esta simulacién son los recogidos en la
tabla 4.4.

Algoritmo Parametros

Paso inicial ‘ Funcion de coste

Alg.1 pu=10"4 u=10""le=—-1,a=3,8=1,v=1.5
Alg.I1 pu=10"4 =107 le=—-1,a=3,3=1,y=1.5

Tabla 4.4: Parametros de los algoritmos empleados en las simulaciones del entorno con
ruido.

En un segundo experimento hemos considerado un array de 10 sensores sobre el que
inciden dos fuentes por dngulos de 6, = 20° y #; = —20°. Las tablas 4.5 y 4.6 muestran el
valor maximo SINR alcanzable y los SINR (promediados en 10 realizaciones) obtenidos
en diferentes iteraciones (2000, 4000, 6000, 8000 y 10000) de los algoritmos I y II. Los
valores obtenidos revelan que los algoritmos han conseguido la separacién de las fuentes
para diferentes tipos de modulaciones y SNRs de las fuentes (c7/02). En todas las
simulaciones se han utilizado los pardmetros recogidos en la tabla 4.4.

4.5.4 Aproximacion tipo bloque

Como alternativa a los algoritmos presentados en este capitulo se ha pensado en
implementar los criterios utilizando una técnica tipo bloque como la presentada en [43]. La
idea es estimar los estadisticos que aparecen en los algoritmos empleando L observaciones
y, posteriormente, realizar la actualizacion de la matriz de coeficientes. Este proceso se
repite un numero S de veces para cada bloque. Las pruebas realizadas en este sentido
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Figura 4.13: Evolucién de la SINR para los algoritmos [ y II.
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Algoritmo I

Fuentes SINR oz SIN R promedio para diferentes iteraciones
Modulacién ‘ ot /c2(dB) (dB) 2000 ‘ 4000 ‘ 6000 ‘ 8000 ‘ 10000
4-QAM 0 10 6.7952 | 8.6498 | 9.2631 | 9.4401 | 9.6052
16-QAM 0 10 6.5863 | 8.6353 | 9.2085 | 9.4220 | 9.5812
4-QAM 0 10 7.0675 | 8.6512 | 9.2668 | 9.3741 | 9.5281
16-QAM 5 15 10.5891 | 12.6064 | 13.6280 | 13.6752 | 14.3298
4-QAM 5 15 11.5489 | 13.3322 | 14.0410 | 13.9827 | 14.4591
16-QAM 5 15 11.5360 | 12.9556 | 13.9999 | 14.0179 | 14.4562
4-QAM 0 10 8.2282 | 9.4584 | 9.4158 | 9.5896 | 9.6610
4-QAM 0 10 8.1184 | 9.3625 | 9.5742 | 9.6405 | 9.6064
4-QAM 0 10 7.4873 | 8.7939 | 9.2520 | 9.4480 | 9.4261
4-QAM 5 15 13.3196 | 14.3763 | 14.0854 | 14.1882 | 14.4582
4-QAM 5 15 12.6589 | 13.6800 | 14.2519 | 14.3399 | 14.6131
4-QAM 5 15 12.6855 | 13.4508 | 14.4131 | 14.2174 | 14.6274

Tabla 4.5: Entornos con ruido: STN Rs obtenidas con el algoritmo I.

muestran que los algoritmos convergen en muy pocas iteraciones con bloques de datos
pequetios. A continuacién presentamos algunos de estos resultados.

En un primer experimento se ha considerado la separacién de las cuatro imagenes
de la figura 4.4 a partir de las observaciones mostradas en la misma figura. El sistema
separador ha sido ajustado utilizando el algoritmo I con los pardmetros: e = —1, a = 20,
B=5v=2 pu=>5x10"2 La figura 4.14 muestra la evolucién del indice P(G) obtenido
para distintos tamanos de bloque L = 128, L = 256, L = 384 y L = 512. Como puede
observarse, se ha conseguido la separacion en menos de S = 25 iteraciones salvo en el caso
de bloques de tamano L = 128. Ademas, las matrices de amplitudes G obtenidas son
muy cercanas a la que predice el analisis de estabilidad presentado en la seccién 4.4. Por
ejemplo, para un tamano de bloque L = 256 se ha alcanzado la siguiente matriz después
de S = 40 iteraciones.

0.0050 —0.0208 —0.0449 |0.5349

G- 0.0026 0.5439] —0.0016 0.0002 (4.54)
0.5372] 0.0036 —0.0194 0.0078

0.0140  0.1252 [0.5491] —-0.0354

En un segundo experimento se ha considerado una aplicacién de procesado en array
donde se persigue separar tres senales complejas (dos 4-QAM y una 16-QAM) que inciden
sobre un array de 10-sensores por angulos: #; = —40°, 6, = 0°y 3 = 40°. Los coeficientes
fueron actualizados utilizando el algoritmo I con e = -1, a = 2, § =1, v = 2y
p=>5x 1072 En la figura 4.15 puede observarse el indice P(G) obtenido en la iteracién
S = 40 para tamanos de bloque desde L = 25 hasta L = 55. Aligual que en el experimento
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Algoritmo 11

Fuentes SINR oz SIN R promedio para diferentes iteraciones
Modulacién ‘ oi/c2(dB) (dB) 2000 ‘ 4000 ‘ 6000 ‘ 8000 ‘ 10000
4-QAM 0 10 7.0588 | 9.0948 | 9.3953 | 9.6728 | 9.7592
16-QAM 0 10 6.9248 | 8.8335 | 9.1750 | 9.4887 | 9.5673
4-QAM 0 10 7.0415 | 8.9414 | 9.5880 | 9.4031 | 9.6498
16-QAM 5 15 9.7420 | 12.3151 | 13.5749 | 14.0709 | 14.2266
4-QAM 5 15 10.9969 | 12.7272 | 13.6943 | 13.9481 | 14.4591
16-QAM 5 15 12.9802 | 13.2533 | 14.3521 | 14.194 | 14.7814
4-QAM 0 10 8.0470 | 9.4322 | 9.6835 | 9.8011 | 9.8660
4-QAM 0 10 7.0610 | 9.3833 | 9.6838 | 9.8231 | 9.8319
4-QAM 0 10 8.4426 | 8.9010 | 9.2547 | 9.4523 | 9.5277
4-QAM 5 15 13.6454 | 14.2412 | 14.6411 | 14.8307 | 14.7082
4-QAM 5 15 11.9049 | 13.3055 | 14.4597 | 14.2407 | 14.4207
4-QAM 5 15 12.6855 | 13.7953 | 14.0068 | 13.9342 | 14.3687

Tabla 4.6: Entornos con ruido: STN Rs obtenidas con el algoritmo II.

anterior, se ha observado que la matriz de amplitudes alcanzada es muy cercana a la que
predice el andlisis de la estabilidad de este algoritmo.

Por dltimo, se ha considerado separar las seniales de voz y musica de la figura 4.9
utilizando esta aproximacién bloque. Los resultados, sin embargo, no han sido nada
satisfactorios debido a que estas senales son altamente no estacionarias y el signo de su
curtosis depende del bloque de datos que se procese. Esto hace imposible la aplicabilidad
de estas técnicas.

4.6 Conclusiones

En el presente capitulo se ha desarrollado una familia de criterios de separacién que
hacen uso de momentos de segundo orden y cumulantes de orden superior. Los nuevos
criterios surgen a partir de un método de filtrado ciego propuesto por Shalvi y Weinstein a
principios de esta década. La aplicacion directa de dicho criterio al problema de separacion
resulta infructuosa ya que puede ocurrir que varias salidas extraigan la misma fuente. En
esta situacion indeseada aparecen dos tipos de dependencias que, como se ha visto en
este capitulo, son la clave para conseguir la separacién de las fuentes. En primer lugar
existe una dependencia estadistica entre las salidas que se traduce en que sus estadisticos
cruzados sean distintos de cero. Y, en segundo lugar, aparece una dependencia lineal
entre las filas de la matriz de coeficientes que da lugar a un determinante igual a cero.
Para aprovechar estas dependencia, hemos propuesto anadir ciertos términos cruzados al
criterio de Shalvi y Weinstein.

En el criterio que ha ocupado la mayor parte de este capitulo hemos anadido un
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Figura 4.14: Evolucién del indice P(G) para separaciéon de imdgenes utilizando una
aproximacion tipo bloque.

conjunto de cumulantes de cuarto orden entre las salidas. Estos cumulantes son distintos
de cero cuando varias salidas extraen la misma fuente y se anularan cuando se consigue
la separacién. Una de las ventajas de la nueva aproximacion es que los coeficientes
del sistema separador pueden ajustarse utilizando un algoritmo de gradiente estocastico
cuya convergencia ha sido estudiada en este mismo capitulo. El andlisis demuestra que
los estados donde se consigue la perfecta separacién de las fuentes son atractores del
algoritmo. Existen otros puntos estacionarios pero también se ha demostrado que son
inestables y, por tanto, el algoritmo de gradiente nunca convergera a ellos.

Otra forma de aprovechar la dependencia estadistica entre las salidas para conseguir la
separacién consiste en anadir la correlaciéon entre las salidas, la cual inicamente se anula
cuando se consigue la separacion. El algoritmo de gradiente que resulta de considerar
este criterio es ligeramente mas simple que el anterior pero, desafortunadamente, sélo
hemos probado su estabilidad para el caso de sistemas separadores con dos entradas y dos
salidas.

Por otro lado, la dependencia entre las filas de la matriz de pesos nos ha conducido a
emplear una funcion logaritmica del determinante de la matriz de separacion como término
cruzado. La implementacién de este criterio con un algoritmo de maxima pendiente
requiere invertir la matriz de coeficientes y, por ello, resulta mas conveniente emplear un
algoritmo de gradiente relativo. Independientemente del algoritmo que se emplee, esta
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Figura 4.15: Indice P(G) en la iteracion S = 40 para separacién de sefiales de
comunicacion utilizando una aproximacion tipo bloque.

aproximacion solamente puede ser utilizada cuando la matriz de separacion es cuadrada.
Adicionalmente, la inexistencia de atractores indeseados es una cuestién que todavia no
ha sido demostrada.

Finalmente, hemos presentado diversas simulaciones realizadas por ordenador que
muestran un buen comportamiento de los algoritmos propuestos tanto en entornos con
fuentes de curtosis positiva como negativa. Ademds revelan que las prestaciones de
nuestros criterios no se ven degradadas cuando las observaciones son perturbadas por
ruido blanco gaussiano.



Capitulo 5

Criterios de separacion para mezclas
convolutivas

5.1 Introduccion

Los criterios de separacién que hemos presentado en los capitulos anteriores asumen que
las observaciones son mezclas lineales e instantdneas de las fuentes. Sin embargo, en
la mayoria de las situaciones practicas es mas acertado asumir un modelo de mezcla
con memoria en el que las observaciones se representan como la convolucién entre los
parametros del sistema de mezcla y las fuentes. Como se comenté en el capitulo 1, el
objetivo del sistema separador es recuperar todas las fuentes eliminando la distorsion
introducida por el sistema de mezcla.

Una gran parte de los criterios para separaciéon de mezclas convolutivas han surgido
como extensiones de los criterios propuestos inicialmente para mezclas instantaneas. En
particular, en [61] se ha generalizado el algoritmo de Hérault y Jutten y en [20, 57] se
ha extendido la idea de funciones de contrastes. Siguiendo en esta linea en la seccion
5.2 extenderemos los criterios I y II propuestos en la seccién 4.2 del capitulo anterior. A
continuacion, en la seccion 5.3, desarrollaremos dos algoritmos de gradiente ascendente que
permiten calcular los coeficientes del sistema separador y en la seccién 5.4 analizaremos
la estabilidad de uno de ellos. La secciéon 5.5 recoge algunas simulaciones que ilustran
el comportamiento de los algoritmos. Finalmente, la seccién 5.6 estd dedicada a las
conclusiones més importantes de este capitulo.

99
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5.2 Criterios para separacion de mezclas convolutivas

Como ya hemos comentado en el capitulo 1, el modelo de mezclas convolutivas asume que
las observaciones x(n) tienen la siguiente forma

o
x(n)= > A(k)s(n—k) (5.1)
k=—o00

donde {A(k)} es una secuencia de matrices de dimensiéon M x N que define la respuesta
al impulso y s(k) es un vector N x 1 que contiene las fuentes que, recordemos,
son procesos estocasticos estacionarios, con distribucién no-gaussiana, estadisticamente
independientes, de media cero y varianza unidad. Adicionalmente, en este capitulo
también asumiremos que las fuentes son blancas, i.e., E[s;(n)s;(n + 7)] = 6(7). Esta
hipdtesis es vélida, por ejemplo, en aplicaciones de comunicaciones donde cada simbolo
transmitido es independiente de los anteriores y posteriores.

Resolver el problema de separacion de fuentes a partir de observaciones de la forma
(5.1) es mas dificil que cuando se trabaja con mezclas instantdneas. Obsérvese que
ahora las observaciones (5.1) pueden interpretarse como la suma de infinitos problemas
de mezclas instantaneas de la forma A (k)s(n — k)

x(n) = A(0)s(n) + f; A(k)s(n — k) (5.2)

k20

Si consideramos que s(n) contienen las fuentes que se desean recuperar en el instante
n y suprimimos el segundo sumando llegaremos a un problema de separacién de mezcla
instantaneas A (0)s(n). Por tanto, el sistema separador de mezclas convolutivas debe, por
un lado, eliminar el efecto debido a la memoria del sistema mezclador y, por otro lado,
separar las fuentes. Para conseguir este objetivo, las observaciones son procesadas por un
sistema MIMO con memoria cuya salida podemos escribir como sigue

o
y(n)= Y. W (k)x(n— k) (5.3)
k=—o0c
donde {W(k)} es una secuencia de matrices M x N que representa la respuesta al impulso
del sistema.

En esta seccién proponemos seleccionar el sistema MIMO utilizando extensiones de los
criterios de separacién I y II que hemos presentado en el capitulo anterior. Recordemos
que nuestra aproximacién para separacion ciega de mezclas instantaneas ha surgido como
una generalizacion del siguiente criterio de igualacion ciega

J = ;IKi(O)\—f(E[Iyi(n)\QD
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= 3 ([Blwm)] = 2B°lg:()P) = [Bls:(0))P| = F(Ellgs(m)P))  (5.4)

=1

Esta expresion es la misma que (4.7) con la salvedad de que hemos incorporado la
dependencia con el tiempo. Asi K,,(0) = cum(y;(n), y;(n), yi(n),y;(n)) denota la curtosis
de la salida y;(n). Recordemos que f(.) es una funcién continua, de dominio y rango real,
derivable que debe ser elegida de forma que el siguiente conjunto de funciones tengan un
tnico maximo en z > 0

pi(z) = |pilz® — f(z), i=1,..,N (5.5)

donde p; = K,.(0)/E?[|s;(n)]?] denota la curtosis normalizada de la fuente s;(n).

Una importante propiedad de la funcién de coste (5.4) es que por si sola es capaz
de eliminar el efecto causado por la memoria del sistema mezclador. Un andlisis similar
al presentado en [68] demuestra que los tinicos méaximos de (5.4) se corresponden con la
recuperacion de las fuentes deseadas. Esta funcién tiene otros puntos estacionarios pero
también se demuestra que son minimos o puntos sillas y, por tanto, no se corresponden
con atractores de un algoritmo de gradiente. Sin embargo, como ya se ha expuesto
en el capitulo anterior la maximizacién de la funcién (5.4) es insuficiente para llevar a
cabo la separaciéon ya que varias salidas pueden extraer la misma fuente. Para evitar
esta situacion indeseada, en el capitulo 4 hemos anadido ciertos términos cruzados que
penalizan la dependencia estadistica entre salidas diferentes. En particular, el criterio I
emplea cumulantes de cuarto orden entre las salidas y el criterio II utiliza la correlacion
cruzada.

Estos criterios han demostrado ser adecuados para el caso de mezclas instantaneas pero
resultan insuficientes cuando se trabaja con mezclas convolutivas ya que puede ocurrir que
las salidas extraigan la misma fuente con un cierto retardo 7. En esta situacion indeseada
aparece una dependencia estadistica entre el valor de la salida y;(n) y el de la salida
y;(n +7) que puede ser penalizada utilizando los siguientes términos cruzados

o (Criterio I generalizado: Como primer término cruzado proponemos emplear el
cumulante cruzado de cuarto orden entre y;(n) y y;j(n + 7) definido como sigue

To=r Y% 3 Kyl (5.6)

i—=1 j=1 T=—00C
i#j

donde v es un valor real positivo y Ky,,.(0,7) es la curtosis entre y;(n) y y;(n + 7)
Ky, (0,7) = cum(yi(n), y; (n), y;(n + 1), y5(n + 7))

= Ellyi(n)I’ly;(n + 7)*] = Ellys(n) P E(ly; (n + 7)|’]
Elyi(n)y; (n+7)]* = [Elyi(n)y; (n + )] (5.7)
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Este término se anulard unicamente cuando las salidas y;(n) y y;(n + 7) sean
estadisticamente independientes para cualquier retardo. El criterio de separacion
que resulta de anadir este término cruzado a la expresién (5.4) es el siguiente

max

Jiec(W) = J+T,
W 16(W) + 1l

= 5 (1Ku0) =SBl D) —7 2 % S 1Ky (0,7)

o Criterio II generalizado: Otra forma de penalizar la dependencia estadistica entre
las salidas consiste en utilizar la correlacion cruzada entre ellas

To= 135 S By (n+ )] (5.9)

i=1 j=1 T=—00
i#]

El criterio de separacién que resulta de emplear (5.9) es el siguiente

ax
W) = T
W Jog(W) J + Tsrq

oo

= ZI(KZ(OH_ ( Hyz ) 722 Z yj n_|_7.)]‘2

i—=1 j=1 T=—00
i#]

(5.10)

Otros autores [47, 64] han propuesto criterios estadisticos similares a (5.10). En
concreto, el criterio propuesto en [64] puede entenderse como un caso particular del
(5.10) en el caso de que la funcién f(.) se elija de forma que dé lugar al criterio
Constant Modulus.

5.3 Algoritmos adaptativos

Los problemas de optimizacion que acabamos de describir permiten calcular los
coeficientes del sistema separador utilizando algoritmos de gradiente estocastico de la
forma

Wn+1) = W)+ uVwla(n) = Wn) + p (Vw(n) + VwTie(n)) (5.11)

donde Vw.J(n) y VwTia(n) son estimaciones de los gradientes de J dada en (5.4) y de
los términos cruzados empleados por los criterios de separacion, Tig 6 Trg.
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Utilizando las propiedades dadas en el apéndice A se obtiene que el gradiente Vw.J
viene dado por la siguiente expresion

Vwd =

(5.12)

donde € es el signo de la curtosis de las fuentes que supondremos conocido por el sistema
de separacién. El término V., f(E[|y;(n)|?]) depende de la funcién f(.).
para el polinomio de segundo orden

En particular,

f(z) = az* — 282z +1 (5.13)
obtenemos la siguiente expresiéon
Vo, f(Ellyi(n)[*]) = 2E[y; (n)x(n)[(«E[ly;(n)[’] - B) (5.14)

Sustituyendo (5.14) en (5.12) y reemplazando los promedios por sus estimaciones,
podemos escribir el gradiente como sigue

VwJ(n) = 2x(n)e” (n) (5.15)
donde
( e(yi(n)ly(n)|* = 2y5 (n )IE[I 1) ] = () Ely; (n)*])— ]
yi(n)(a EH 1(n)?] = B)
¢(n) = ) )
e(yn(n)lyn(n)[? —2yN( )E[IyN( n) 2] — yn(n)Elyk (n)’])—
L yie () (@ Bllyn (n)]2] - ) _
(5.16)

Los estimadores de los promedios en (5.16) pueden ser calculados iterativamente con

los siguientes algoritmos

lls:(m)?] =
Elyi(n)*] =

(1 = pu) ?[Iyi(n)\Q] + pu yi(n)|?
(1= ) Ely; (n)] + myi(n)®

(5.17)

Determinemos ahora las expresiones particulares de los gradientes de las funciones de

coste (5.8) y

(5.10).
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5.3.1 Algoritmo I generalizado

Al considerar la funcién de coste (5.8), el algoritmo de gradiente (5.11) adquiere la

siguiente forma

W(n+1) = W(n) + p(x(n)e" (n) — evéig(n)) (5.18)

donde un factor 2 ha sido incluido dentro del pardmetro de paso y ¢(n) viene dado por la
expresion (5.16). Utilizando las propiedades dadas en el apéndice A se obtiene la siguiente
expresion del gradiente del término cruzado (5.6)

Vwlic =

Elx(n

_ 272

7>0

— 272

7>0 N

Zt (Blx(m)yi(n)ly; (n = 7)"] = Elx(n)y

|
| Efx(n)y: (n — )] Elyy (0)y;
S (Elx(n = )i (n = 7)lys ()] = Elx(n = 7)yi (0 = 1)} Bl ()] -
Elx(n — 1)y ()] Ely (n — 7)y;(n)] — Elx(n — 7)y; ()| Ely; (n — 7)ys (0)])

j=1
i#N

| Blx(n - T)y; (MIElyxn (n — 7)y; (n)] = Elx(n — 7)y;(n)]Elyx (n — 7)y5(n)]) |

T(m)]E(ly;(n —7)*]—
)y] (n - TIElyi (n)y;(n — 7)] = Elx(n)y;(n — 7)]Ely{ (n)y; (n — 7)])

Sy (Bl (0)lys (0 — ) %) — Blx(mn)yiy ()] Ellysn — 7))~
(n -

)] = Elx(n)y;(n — 7)]Elyx (n)yj(n — 7)]) |

(E[x(n = 7)yx(n — 7)ly;(n)|’] — Blx(n -7y (n - )IEly;(n)*]-

Sustituyendo los promedios que aparecen en la expresion anterior por sus estimaciones se
obtiene la matriz ¢,¢(n) que aparece en (5.18)

Za =1 (v (n)ly;(n — T)* = yi () Elly;(n — 7)1°] -
y}‘(n—T) 1yt (n)y; (n — )] = y;(n — 1) Elyi (n)y; (n — 7))

(5.20)
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Los estimadores de los promedios que aparecen en esta expresion pueden ser calculados
iterativamente con algoritmos de ventana exponencial similares a los presentados en el
capitulo anterior.

Ely;(n)y;(n—7)] = (1—m) Elyf(n)y;(n— )] + myi(n)y;(n—r)

~ A

Elyi(n —m)y;(n)] = (1 —w) Elyi(n —7)y;(n)] + wm yi(n —7)y;(n) (5.21)

donde ; es un numero real positivo menor que 1.

5.3.2 Algoritmo II generalizado

El algoritmo de gradiente correspondiente a la funcién de coste (5.10) tiene la siguiente
forma

W(n+1) = W(n) + p(x(n)e" (n) - 7¢56(n)) (5.22)

donde un factor 2 ha sido incluido dentro de pu, ¢(n) viene dado por (5.16) y Cag(n) es
una estimacién del gradiente del término cruzado

Sy Blx(n)y; (n = D) Bl (), (0 = 7)

VWTQG = —2’7 Z :
| S Elx(n)y; (0 — 7Bk ()00 — 7]
Y Elx(n = 7)y; ()] Elyi (n — 7)y;(n))
~y Y s (5.23)
=0 Yz Blx(n = m)y; ()] Elyx (n = 7)y;(n)]
Estimando los promedios que aparecen en esta expresién obtenemos que el vector ¢yz(n)
en (5.22) tiene la siguiente forma

Z%} yi(n =) Elyi(n)y;(n — 7)] ]
cog(n) = x(n) )]
=2 g (n = 1) Elya(n)ys(n = 7))

J#EN _

12y () Elyi(n = m)y;(n)] |

...

+ Y x(n—r7)

= S, 3300 Elyi(n — 7y n)]
(5.24)
donde
Elyi(n)y;(n—7)] = (1—m) Elyi(n)y;(n—7)] + w yi(n)y;(n—r7)

Ely(n —1)y;(n)] = (1) Elyi(n —1)y;(0)] + pu yi(n —7)y;(n)  (5.25)
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El nimero de operaciones necesarias para evaluar los promedios en (5.24) es notablemente
menor que las involucradas en el algoritmo I generalizado, lo que se traduce en un menor
coste computacional.

5.4 Analisis de estabilidad del algoritmo 1
generalizado

Al igual que sucedia con los algoritmos para separacién de mezclas instantanea propuestos
en el capitulo anterior, los problemas de optimizacion que acabamos de presentar consisten
en la maximizacion de funciones de coste que dependen de los coeficientes del sistema
MIMO de separacién. Estas funciones son no cuadraticas y, por ello, los coeficientes
6ptimos no se corresponden con la solucion de un sistema de ecuaciones lineales. Ademas,
la superficie de error asociada a cada algoritmo de gradiente puede contener maximos
indeseados que danen su convergencia. Por tal motivo, se hace necesario realizar un
estudio de la estabilidad de los algoritmos propuestos. En esta seccién analizaremos la
estabilidad del algoritmo I generalizado. Parte de este anélisis ha sido presentado en [24].

Partiremos de la relacion lineal que existe entre las salidas del sistema de separacion
y las fuentes

Z Z gu(K)sin—k), i=1,..,N (5.26)
=1 k=—00
el coeficiente g;;(n) representa la amplitud con la que la salidas y;(n) extrae el simbolo
si(n — k)

oo

gii(n) = > wij(k)aji(n — k) (5.27)

k=—00

Teniendo en cuenta la expresién (5.26) y las hipétesis realizadas sobre las fuentes podemos
expresar los estadisticos que aparecen en (5.8) de la siguiente forma

Elw(m?] = {|12k2 gu(k)si(n — )2} =3 3 louh)® = s
K, (0) = cum(yi(n),;(n), si(n zi g (k) a4
Ky, (0,7) = cum(yi(n),y; (n),y;(n —7),y;(n—1)) = > ) 9a (k)% 1gje(k — 1) ps,

=1 k=—
(5.28)

donde p; es el cumulante de cuarto orden normalizado de la fuente s;. Sustituyendo (5.28)
en (5.8) podemos expresar la funcién de coste en términos de las amplitudes introducidas
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por el sistema separador
ba(G) 2 Jig(W) = Z (Z i ol g (K)[* — f(gi||2)>
DI ; oullgu (k) gu(k — ) (5.29)

El gradiente de la funcién ¢¢(G) respecto a las ganancias viene dado por la siguiente
expresion

g
99k (n)

N oC

= 2|pelgin(n)]gin(n)* = g (n) £ ([&:l1) = 2v1oelgie(n) >3- lgju(n — 1)
T

i,k=1,..,N, né€ (—o0,00) (5.30)

donde f'(.) es la primera derivada de f(.).

El sistema anterior tiene muchas soluciones de las cuales son deseadas tnicamente
aquellas donde cada salida y;(n) extrae una tnica fuente diferente. Para determinar
cuales de las soluciones se corresponden con maximos de la funcién de coste estudiaremos
el cardcter definido negativo de la siguiente matriz

[ Hy (1, )= o Hinn(,B) - o Hunn(,B)[F =
H=| Hiyu(l, L) w - Himin(,02) 0= e -+ Hinan(h,12)[50,- o
CHanvu (b ) -0 Hymn ()50 - Hynwn ()7 ,- o |
(5.31)
donde Higy (11, l2) es la siguiente matriz compleja de dimensién 2 x 2
g *ya
Hiknp(lla 12) _ 8gik(lz912)z?p(ll) 39ik(1812)3i5p(l2) (532)

09ik(11)0gnp(l2) 09, (12)0gnp(l2)

Las segundas derivadas que aparecen en el hessiano vienen dadas por las siguientes
expresiones

o
99k (n)9g;y (n)

= Alpellgin(m)* = f'(lgsll*) — lgaw(n)* " (|Igil )

N o]
— 29kl X2 D lgir(n—1)?

jSt =00
i#]
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s = g () 0
e = (a8l k£
agik(gjg;;k(m) = =2vIpklgi(n)gjx(m) 1 # ]
2
8gik(i)g;}p(m) =0 iFjkFp
3gik(ig)zgzik(n) = 2lpelgi(n)® — g5 ()’ (/8] *)
e = g () 0
e e B AT (TN
S o BTN
39ik(2§g90jp(m) =0 i#gk#p (5.33)

donde i,j,k,p=1,...., Ny n,p € (—o0,00).
Consideremos ahora la solucién deseada donde y;(n) extrae la fuentes s;(n) sin ningin
retardo, i.e.,

9ii(0) # 0, gii(n) =0 n € (—o0,00),n # 0
y ademas cancela las otras fuentes

gik(n) =0, i,k=1,...N, i £k, n€ (—00,00)

Empezaremos notando que en este punto el sistema de ecuaciones (5.30) se reduce a la
siguiente expresion

o ) . \ .

ag..(GO) = 2[pilg5(0)]9:(0)]* = 95(0) f' (|9 (0)]*) = g5;(0)p;(19a(0)]*) =0 i=1,... N

oge, , .

=0 4,k=1,.,N, i#k né€(—o00,00),n#0

3g:(n) (=00,0)

We  _ ik=1,..,N, i#kne (—o0,o0) (5.34)
dgir(n)
donde pi(.), i = 1,...,N, es la primera derivada de p;(.). Recordemos que estamos

suponiendo que cada funcién p;(.), ¢ = 1,..., N tiene un tnico maximo en z > 0. Por
tanto (5.34) se anulard solamente cuando cada valor |g;(0)|?, i = 1,..., N, se corresponda
con el méximo de p;(.), i =1,...,N.



5.4. ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL ALGORITMO I GENERALIZADO 109

Estudiemos ahora la expresion de la matriz hessiana en este punto. Las unicas
segundas derivadas (5.33) que no se anulan son las siguientes

a2wG _ ! "
m = 4pillgii(0)* = f'(19:i(0)[*) = 1g:s(0)[* f" (19:4(0)*)
= 19:i(0)°p} (19 (0)[")
TV~ PlgOF) = -HlpllgsOF  m#0
0gii(m)dg;;(m)
TV~ p(g) - 21l O
Ogix (m)dg,(m) !
= —20pillgi(0)]* — 2vlpkllger(0)[* i # &
62¢G o P 2k 2 rn - 2\ 2.1
Bon(0)9ga(0) 21pilg5:(0)” — g5:(0)" " (|9 (0)[*) = g53(0)"p} (19 (0) ")
(5.35)
Como consecuencia, todas las submatrices (5.32) son cero excepto
_ | 19a(O)Ppi (19 (0)")  9:4(0)°pi (193 (0) ] i=1,.,N
mu00) = [ GLAOR oo | =
[ —2|pil|gs:(0)[? 0 ]
Huzl(m m) = 0 _2|pZHgZZ(O)|2
i=1,..,N, € (—o0,0¢) #0
—2|pz~||gn(0)\22—
H,.ix(0,0) = QPkagkk(O) —291‘;“‘(0”2— ik=1,..,N, i#k

29| p| |9k (0)]?

Para determinar si el punto deseado es un maximo de la funcién de coste, estudiaremos
el caracter definido negativo de cada una de las submatrices anteriores. Es inmediato
comprobar que las submatrices H;;;;(0,0) ¢« = 1,..., N son definidas negativas ya que
el gradiente (5.34) se anula tinicamente cuando cada punto |g;;(0)|? se corresponde con
un maximo de p;(.), ¢« = 1,...,N. Las submatrices H;;;;(m, m) también son definidas
negativas. Por otro lado, la condicién v > 0 asegura que todas las matrices H;z (0, 0) son
definidas negativas. Como consecuencia, el punto que estamos analizando es un maximo
de la funcién de coste.

El estudio que acabamos de presentar indica que, al igual que sucedia con mezclas
instantaneas, la condiciéon v > 0 asegura que los puntos donde se consigue la separacion
de las fuentes son maximos de la funciéon de coste. Este resultado puede ser facilmente
extendido a todas las soluciones de (5.30) correspondientes a la separacion de las fuentes
realizando transformaciones congruentes sobre la matriz hessiana. En el apéndice F se
analizan las otras soluciones del sistema de ecuaciones (5.30) y se demuestra que la
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[ Grupos de puntos estacionarios ]
Punto inestable si
Alguna salida cancelatodas las fuentes y una fuente es cancelada (¥ i=L...N tiene
por todas las salidas 1€, un unico maximo en x>0
R
Paratodok  G(k)= uQ:Q:,-: o
0,
Todas las salidas extraen una unica fuente y varias salidas extraen Puntoinestables y >1
lamisma fuente.
Ejemplo:
x0 ..00
G (n)= 03 S001 Gm)=|
Lo .
Alguna salida extrae una combinacion lineal de varias fuentes Punto inestable.
Ejemplo:
G(ny)=
- N J

Figura 5.1: Clasificacion de los puntos estacionarios indeseados del algoritmo I
generalizado.

condicién v > 1 garantiza que no son méaximos de la funciéon de coste y, por tanto,
un algoritmo de gradiente ascendente nunca convergerd a ellos. Las conclusiones més
importantes de dicho apéndice estan recogidas en la figura 5.1.

5.5 Resultado de simulaciones
En las secciones precedentes se ha asumido un sistema separador no causal e infinito. Sin

embargo, en la practica se recurre al empleo de sistemas causales de longitud finita, L,
cuyas salidas tienen la siguiente forma

v =% W (k)x(n — k) (5.36)
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11 12

0.5 T 1 0.5 T 1
0 0 D

-0.5 -0.5
-1 -1
1 2 3 4 1 2 3 4
aZl a22
1 1
0.5 ] 0.5

1 2 3 4 1 2 3 4

Figura 5.2: Respuesta al impulso del sistema de mezcla.

Es bien conocido que la utilizacién de sistemas finitos pueden danar la perfecta
recuperacién de las fuentes [34]. Sin embargo, los resultados de distintas simulaciones
realizadas por ordenador muestran que los algoritmos propuestos anteriormente trabajan
adecuadamente en estas situaciones. Mas atn, los puntos alcanzados por los algoritmos
son muy préximos a los que predice el andlisis de la seccion 5.4.

Como medida de rendimiento se ha utilizado el indice P(G) definido en [46]

oo

&5 )l _1‘

i=1 n=— oomaXl |glj( )‘2)

=1

1y

j=1

Z i ‘923 )|

o maxia(lga(n)?)

donde max;,(Jga(n)?) = max;_;  ymaxX_ scncoo |ga(n)]? y max,(lg;(n)?) =
max;—1_ N MaX_oocn<oo |gij(n)|?.  Para presentar la evolucién del indice P(G) hemos
promediado 10 realizaciones independientes del experimento.

En todas las simulaciones se ha utilizado un sistema mezclador descrito por

08 05 054271 0
Alz) = l 05 —0.8] l sy ]

0.2+2~!
0 140221

que corresponde a la respuesta al impulso presentada en la figura 5.2. En la etapa

de separacion se ha utilizado un sistema MIMO de dos entradas, dos salidas y L = 8
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Figura 5.3: Observaciones y salidas del primer experimento.
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P(G) (dB)

Alg. | generalizado
- - - Alg. Il generalizado

I
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Figura 5.4: Evolucién del indice P(G) para el primer experimento.
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Figura 5.5:
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algoritmo I generalizado en el primer experimento.
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Respuesta conjunta del sistema de mezcla/separacién obtenida con el
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951 912
0.5 0.5
0.4 0.4
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0.2 0.2
0.1 0.1
05 O 06 ©
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
9,1 922
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Figura 5.6: Respuesta conjunta del sistema de mezcla/separacién obtenida con el
algoritmo II generalizado en el primer experimento.

Algoritmo Parametros

Paso inicial ‘ Funcién de coste
AlgIG | p=1x1072 y=5x102%|e=—-1,a=4,3=1,y=1.5
AlgIIG | p=1x10"% 1y =5x10"2|e=—-1l,a=4,3=1,y=1.5

Tabla 5.1: Parametros de los algoritmos empleados en las simulaciones.

etapas por observacién. Los coeficientes han sido inicializados a cero excepto wy;(4) =
wye(4) = 1.

En el primer experimento se ha considerado un entorno formado por dos sefnales 4-
QAM que al pasarlas por el canal dan lugar a las observaciones mostradas en la figura
5.3. En esta figura también se pueden observar las senales recuperadas empleando los
algoritmos I y II generalizados para ajustar los coeficientes del sistema separador. Los
parametros utilizados estan recogidos en la tabla 5.1. La figura 5.4 muestra la evolucién
del indice P(G) donde puede observarse que ambos algoritmos han recuperado las fuentes.

El andlisis de estabilidad presentado en la seccién 5.4 predice que las fuentes seran
extraidas con ganancias |g;1(l1)]* = |gja(l2)[* = 0.333. Por otro lado, después de 20.000
iteraciones el algoritmo ha alcanzado los valores que se muestran en la figura 5.5. Como
puede verse existe un unico valor significativo que, ademas, es muy cercano al teérico. En
la figura 5.6 puede observarse como el algoritmo II también ha separado las fuentes.
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Figura 5.7: Observaciones y

salidas del segundo experimento.
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Figura 5.8: Evolucién del indice P(G) para el segundo experimento.

En un segundo experimento se han considerado dos fuentes: s; con modulacion
16-QAM y una senal sy con modulacién 4-QAM. Al hacer pasar estas senales por el
canal (5.37) se han obtenido las observaciones mostradas en la figura 5.7. Esta figura
también muestra las senales recuperadas al procesar estas observaciones con sistemas
separadores adaptados con los algoritmos I y II generalizados (los pardmetros empleados
son los mostrados en la tabla 5.1). Para este entorno también se ha obtenido un buen
comportamiento de los algoritmos como refleja en el indice P(G) en la figura 5.8.
Comparemos ahora las ganancias |g;;(n)|* obtenidas utilizando el algoritmo I después
de 20.000 iteraciones con los tedricos. El andlisis de estabilidad predice la siguientes
amplitudes: |g;;1(l1)> = 0.3012 y |gi2(l2)|*> = 0.333. Por otro lado, en la simulacién se
han obtenido los valores mostrados en la figura 5.9. Como puede verse, al igual que en el
experimento anterior, son muy cercanos a los tedricos. Finalmente, la figura 5.10 muestra
como el algoritmo II generalizado también ha recuperado las fuentes.

5.6 Conclusiones

En este capitulo se ha abordado el problema de separacion de fuentes a partir de mezclas
convolutivas. Este problema aparece, por ejemplo, cuando varias senales que se propagan
por un medio abierto sufren distorsiones que se traducen en la recepcién simultanea de
varias versiones retardadas de las mismas.

La recuperacién de las fuentes es un problema mas complejo que en el caso de mezclas
instantaneas debido a que ahora el sistema ademas de separar las fuentes debe eliminar el
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Figura 5.9: Respuesta conjunta del sistema de mezcla/separacién obtenida con el
algoritmo I generalizado en el segundo experimento.

efecto de otras versiones retardadas de las fuentes. Sin embargo, en general, los criterios de
separacion de mezclas instantaneas pueden extenderse al caso convolutivo. En concreto,
en este capitulo hemos generalizado los criterios I y I presentados en el capitulo anterior.

La generalizacion ha surgido a partir de la dependencia estadistica que aparece entre
las salidas cuando varias salidas extraen la misma fuente. Al igual que en el caso de
mezclas instantaneas, los criterios de separacion se definen como el criterio de Shalvi y
Weinstein para igualacién mds un término cruzado. La principal diferencia con el caso
de mezclas instantaneas radica en que varias salidas pueden extraer la misma fuente con
diferentes retardos y, por ello, el término cruzado debe ser extendido para penalizar estas
situaciones indeseadas.

Los dos problemas de optimizacion presentados en este capitulo pueden ser
implementados utilizando algoritmos de gradiente estocastico cuya complejidad es
notablemente superior al caso de mezcla instantanea. La estabilidad de uno de estos
algoritmos ha sido estudiada en este mismo capitulo obteniéndose ciertas condiciones que
aseguran la correspondencia entre la perfecta separacién de las fuentes y los atractores
del algoritmo. Existen otros puntos estacionarios pero también se ha demostrado que son
inestables y, por tanto, el algoritmo de gradiente nunca convergera a ellos.
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Figura 5.10: Respuesta conjunta del sistema de mezcla/separacién obtenida con el
algoritmo II generalizado en el segundo experimento.



Capitulo 6

Conclusiones y lineas futuras de
trabajo

6.1 Conclusiones

En la presente tesis doctoral se aborda el problema de recuperar un conjunto de senales
originales (fuentes) a partir inicamente de observaciones de mezclas lineales de ellas. Este
problema se conoce con el nombre de separacion ciega de fuentes y resulta de enorme
interés en procesado de senal por dos razones. La primera es que en muchas aplicaciones
préacticas debe llevarse a cabo la separacion de mezclas lineales de senales y la segunda es
que el problema puede resolverse utilizando una cantidad de informacioén a prior: minima:
la invertibilidad del sistema de mezcla y la independencia mutua y la distribuciéon no-
gaussiana de las fuentes.

Se ha contemplado que la mezcla pueda ser de dos tipos: instantdnea o convolutiva.
En el primer caso, la mezcla no tiene memoria y las senales observadas en un determinado
instante son una suma ponderada de las fuentes en ese mismo instante. Por el contrario,
la mezcla convolutiva tiene memoria y las observaciones son mezclas de las fuentes en
instantes anteriores y posteriores al instante presente. Independientemente del tipo de
mezcla, las fuentes pueden ser recuperadas ajustando los parametros de un sistema MIMO
con el objetivo de que cada salida extraiga una tunica fuente diferente. Una manera
practica y eficiente de calcular el sistema de separacién 6ptimo es mediante un algoritmo
adaptativo y esos algoritmos constituyen el objeto de estudio de esta tesis.

A lo largo de los tltimos anos han sido propuestos numerosos algoritmos adaptativos
para separacion ciega de fuentes pero pocos son los trabajos que garantizan la estabilidad
de las recursiones propuestas. Parte de esta tesis se centra en el estudio de la estabilidad de
algunos de esos algoritmos para el caso de mezclas instantdneas, lo cual nos ha permitido
determinar condiciones suficientes que garantizan que los puntos donde se consigue la
perfecta recuperaciéon de las fuentes sean atractores de las recursiones.

En esta tesis también se ha desarrollado una nueva familia de algoritmos para
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separaciéon ciega de fuentes. Entre las aportaciones mas importantes debemos destacar
el haber analizado la estabilidad de uno de los algoritmos para el caso general de N
fuentes complejas y sistemas separadores de N entradas y NN salidas. El estudio garantiza
que los unicos atractores del algoritmo son los puntos donde se consigue la perfecta
recuperacion de las fuentes. Finalmente, estos resultados han sido extendidos al caso
de mezclas convolutivas.

A continuacién se comentan mas detalladamente las conclusiones y aportaciones mas
importantes de este trabajo.

6.1.1 Revisién y aportaciones a anteriores aproximaciones

Una de las contribuciones de esta tesis es el estudio de la estabilidad de varios algoritmos
adaptativos para separacién de mezclas instantaneas propuestos previamente por diversos
autores. Estos algoritmos han surgido a partir de consideraciones de muy diversa indole
(heuristicas, maximizacién de la transferencia de informacién, estimacién de méxima
verosimilitud, etc.) pero todos ellos tienen en comun el emplear estadisticos de orden
superior ya que, como se ha descrito en el capitulo 3, los algoritmos que buscan la
decorrelacién de las salidas resultan insuficientes para conseguir la separacion. El empleo
de estos estadisticos se traduce en la apariciéon de no-linealidades en las recursiones que
dificulta notablemente el andlisis de su estabilidad. Por ello, en el capitulo 3 hemos
considerado tnicamente el caso de sistemas separadores con dos entradas y dos salidas.

El primer algoritmo estudiado se debe a Hérault y Jutten quienes propusieron
utilizar un sistema separador cuya salida es realimentada a la entrada. La existencia
de realimentaciones complica la implementacién software del algoritmo ya que se hace
necesario realizar la inversién de la matriz de coeficientes. Para evitar esta operacion,
Cichocki y Undebauen realizaron una sencilla modificaciéon del algoritmo que permite
llevar a cabo la separacion utilizando una estructura sin realimentaciones. En esta tesis
se ha analizado la estabilidad de ambos algoritmos y se han obtenido ciertas condiciones
suficientes que deben cumplir las no-linealidades para garantizar que los puntos donde se
consigue la separacion sean atractores.

Otro de los criterios que han centrado nuestro interés se debe a Comon quien introdujo
el término de contraste para designar a ciertas funciones de coste que cumplen una serie
de condiciones que garantizan la correspondencia entre sus maximos y los estados de
separacién. Esta aproximacion permite conseguir la separacion ajustando los coeficientes
del sistema MIMO mediante algoritmos de gradiente ascendente. En esta tesis se ha
presentado el algoritmo correspondiente a una funcién de contraste y se ha analizado
su estabilidad para sistemas separadores con dos entradas y dos salidas. El estudio
ha consistido en determinar todos los puntos estacionarios de la funcién de coste y,
posteriormente, se ha estudiado el caracter definido negativo de la matriz hessiana. Como
conclusion, se ha obtenido una condicién poco restrictiva que garantiza que unicamente
los puntos donde se lleva a cabo la separacion son maximos y, por ello, el algoritmo
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de gradiente siempre convergerd a una solucion deseada. Extender estos resultados al
caso general de sistemas separadores N X N es un trabajo arduo que todavia no ha sido
realizado.

A partir de las funciones de contraste, Cardoso y Laheld han propuesto un algoritmo
conocido como EASI cuyo comportamiento resulta ser independiente de la matriz de
mezcla y, por ello, es especialmente atractivo para situaciones donde la mezcla estd mal
condicionada. Al igual que las aproximaciones anteriores, el analisis del algoritmo EASI
revela que la eleccion de las no-linealidades juega un papel crucial en su estabilidad.

6.1.2 Nuevos criterios de separacién

Otra de las contribuciones de esta tesis radica en presentar una nueva familia de algoritmos
para separacion de fuentes que se basa en la maximizacion de funciones de coste no-lineales
que se componen de la suma de dos términos. El primero de ellos es una extension de un
criterio de igualacién ciega propuesto por Shalvi y Weinstein a principios de esta década.
Estos autores han demostrado que al adaptar los pesos del sistema separador utilizando
dicho criterio se consigue que cada salida extraiga una tnica fuente. Sin embargo, su
maximizacién resulta insuficiente para llevar a cabo la separacién ya que puede ocurrir
que varias salidas extraigan simultdneamente la misma fuente. Esta situacién indeseada
se traduce en la aparicién de ciertas dependencias en el sistema separador (dependencia
estadistica entre las salidas del sistema y dependencia lineal entre las filas de la matriz de
separacion) las cuales pueden aprovecharse para conseguir la separacién de las fuentes.

La dependencia estadistica puede ser penalizada utilizando un segundo término que
contiene algunos estadisticos cruzados entre las salidas. En el criterio que ha centrado la
mayor parte del capitulo 4 se ha empleado como término cruzado la suma de cumulantes
cruzados de cuarto orden entre las salidas. Para esta eleccion, se ha demostrado que los
puntos donde se consigue la perfecta separacion de las fuentes son maximos de la funcién
de coste. Existen otros puntos estacionarios pero también se ha obtenido que son minimos
o puntos de ensilladura y, por tanto, un algoritmo de gradiente nunca convergera a ellos.
Este estudio ha sido realizado para el caso mas general de senales complejas y sistemas
separadores con N entradas y N salidas.

El segundo criterio propuesto emplea como término cruzado la correlacién entre las
salidas. La funcién de coste que resulta es mas sencilla que la anterior ya que involucra
un menor numero de momentos estadisticos pero, en contrapartida, solamente se ha
demostrado la inexistencia de maximos indeseados para el caso de sistemas separadores
con dos entradas y dos salidas.

En el dltimo criterio presentado se ha aprovechado la dependencia lineal entre las
filas del sistema separador que aparece cuando varias salidas extraen la misma fuente.
Se ha propuesto utilizar como término cruzado una funcién logaritmica de la matriz
de separacion. La implementacién de esta aproximacién empleando un algoritmo de
maxima pendiente requiere realizar la inversion de la matriz de coeficientes. Tal y como se
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demuestra en el capitulo 4 esta limitacién se supera empleando un algoritmo de gradiente
relativo. Adicionalmente, esta opcion resulta ser invariante a cambios en la matriz de
mezcla y puede ser utilizada en entornos donde la mezcla estd mal condicionada.

Con el objeto de mostrar el comportamiento de los algoritmos propuestos se han
llevado a cabo simulaciones por ordenador. Se ha contemplado la separacion de senales
de voz y misica (caracterizadas por una curtosis positiva) y de imagenes (fuentes con
curtosis negativa). Los resultados obtenidos muestran que todos los criterios propuestos
llevan a cabo la separacién y, ademas, corroboran las conclusiones obtenidas en el andlisis
de su estabilidad. También se han realizado algunas simulaciones considerando que las
observaciones estan perturbadas por ruido blanco gaussiano. Al igual que antes, se ha
conseguido la separacién de las fuentes.

Finalmente, se ha discutido la forma de extender al caso de mezcla convolutiva los
criterios que emplean la dependencia estadistica entre las salidas. La diferencia principal
con el caso de mezcla instantanea radica en que ahora varias salidas pueden extraer la
misma fuente en distintos instantes de tiempo y, por ello, se hace necesario extender
los términos cruzados. Se han derivado dos algoritmos de gradiente para conseguir los
coeficientes 6ptimos y se ha analizado la estabilidad de uno de ellos. El andlisis demuestra
que, para sistemas separadores no-causales e infinitos, el algoritmo es estable en los
puntos de separacién y no contiene atractores indeseados. Las simulaciones realizadas por
ordenador muestran que los resultados tedricos son muy cercanos a los que se obtienen
cuando se emplean sistemas causales de longitud finita.

6.2 Lineas futuras de investigacion

Posibles direcciones hacia las que encaminar posteriores investigaciones son las siguientes

Separacién de mezclas convolutivas en el dominio de la frecuencia

Otra manera de abordar la separacion de mezclas convolutivas es trabajar en el dominio de
la frecuencia utilizando un esquema separador como el mostrado en la figura 6.1. En una
primera etapa se calcula la DFT (Discrete Fourier Transform) de las observaciones. De
esta forma se consigue transformar el problema de mezcla convolutiva en L problemas de
mezclas instantaneas. Posteriormente, se pueden utilizar algoritmos como los presentados
en el capitulo 3 y 4 de esta tesis para ajustar los coeficientes del sistema separador para
cada una de las L frecuencias. Finalmente, se realiza la transformada de Fourier inversa
para recuperar las senales en el dominio temporal.

La aplicacién directa de los algoritmos para separacién de mezclas instantaneas, sin
embargo, resulta insuficiente para realizar la separacion de mezclas convolutivas ya que
la reconstruccion de la senal requiere resolver las indeterminaciones inherentes a ellos:
cambio del orden y de la amplitud de las senales recuperadas.
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YO W )=y(w) - y( Wy )]

y (n)

Figura 6.1: Sistema separador de mezclas convolutivas en el dominio de la frecuencia.

Alternativa a PCA

El Andlisis de Componentes Principales (PCA, del inglés Principal Component Analysis)
es una técnica estadistica que permite representar la informacion recogida en un grupo
inicial de M variables mediante un nimero menor N (N < M) de nuevas variables
denominadas componentes principales. Esta técnica es de gran utilidad en aplicaciones
de extraccion de caracteristicas principales, comprensién de datos, etc.. Sin embargo, los
algoritmos basados en PCA emplean estadisticos de segundo orden y, por ello, resultan
insuficientes para realizar la separacién de fuentes.

Como alternativa a PCA, Comon ha introducido el concepto de ICA (Independent
Component Analysis) para designar a criterios que permiten descomponer una senal en
componentes estadisticamente independientes [18]. Como se ha visto en esta tesis, las
hipétesis de independencia estadistica de las fuentes y la distribucién no gaussiana de las
mismas son suficientes para resolver el problema de separacién empleando esta técnica.
Sin embargo, el campo de aplicacién de los algoritmos ICA no se reduce a la separacion de
fuentes. En particular, nos planteamos aplicarlos como alternativa a PCA para compresion
de datos ya que es de esperar que si los datos de entrada cumplen las hipétesis que
hemos establecido para el problema de separacién de fuentes entonces estos algoritmos
extraeran componentes independientes que, tedricamente, contienen toda la informacién
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de los datos. Sin embargo, en la practica nos encontramos con datos de entrada que
no cumplen nuestras hipotesis de trabajo como, por ejemplo, las observaciones pueden
corresponderse a mezclas no-lineales de las fuentes.

Estudio del efecto del ruido

En la mayor parte de esta tesis se han considerado modelos libres de ruido, lo cual no
sucede en la practica. Los resultados de algunas simulaciones recogidas en el capitulo 4
parecen indicar que los algoritmos basados en el criterio de Shalvi y Weinstein presentan
un comportamiento 6ptimo en el sentido de que maximizan la relacién senal a ruido o,
equivalentemente, minimizan el error cuadratico medio entre las fuentes y las salidas. Este
importante resultado esta todavia pendiente de ser demostrado analiticamente. Existen
trabajos al respecto [36] realizados eligiendo la no-linealidad que aparece en el criterio 11
de forma que el primer término de la funcién de coste se corresponda con el Constant
Modulus.

Desarrollo de algoritmos basados en cicloestacionariedad

Se ha pensado en desarrollar criterios de separacion especialmente dedicados a aplicaciones
de comunicacién que incorporen el caracter cicloestacionario que tienen la mayor parte
de las senales utilizadas [37]. Como una primera aproximacién en [25] se ha extendido al
problema de separacion de fuentes un criterio propuesto inicialmente para conformacion
de haz adaptativa en [15, 45]. Este criterio ha mostrado ser adecuado para abordar el
problema de mezclas instantaneas pero todavia no ha sido estudiado su comportamiento
para el caso de mezclas convolutivas.



Apéndice A

Definiciones de derivadas de
funciones

En los estudios de la estabilidad de los algoritmos presentados en esta tesis se han calculado
las derivadas de funciones escalares respecto a vectores o matrices. Este apéndice recoge
las definiciones de estas derivadas asi como algunos resultados que han sido utilizados en
capitulos anteriores.

A.1 Definiciones de derivadas reales

La derivada de una funcién escalar J de variable vectorial o matricial real se define como
sigue

e Definicion 1: Sea J = J(x) una funcién real de variable vectorial de dimensién
N x 1 real, la derivada de .J respecto a x es el vector columna

8J(x)
ox1
dJ (x) _ f (A1)
0x 8.J(x)
(9$N
e Definicion 2: Sea J = J(X) una funcién escalar de variable matricial X de

dimension P x N real. La derivada de J respecto a la matriz X es la matriz
de dimension P x N dada por

8J(X) L 8J(X)
o011 0z
0J(X) = : - :N (A.2)
aX 3J&X) . 3J&X)
Oxpy ozpn
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Ejemplos:

Sea A una matriz cuadrada de dimension M x M y X una matriz de dimension M x P.
Entonces

e Si J(X) = XTA, se tiene que
9.(X)

_— T
X A (A.3)
e Si J(A)=det(A), se tiene que
0J(A) AT
- A4
GA — Adi(Ah) (A4)

donde adj(.) representa la matriz adjunta.
Prueba:

Dada una matriz cuadrada de dimension M x M, si para cada elemento a;;, 7,j =
1,...,N se denota A;; su cofactor correspondiente, se tiene que [3]

N
det(A) = Z aikAik (A5)
k=1
Entonces
ddet(A) 0 (&
= aAi | = Ay A6
Daj Daj (;ak k) ’ (A.6)

Por tanto, teniendo en cuenta la definicién de derivada de una funcién escalar
respecto a una matriz obtenemos

All A12 T AIN
=] Co 0 =adjA)T (A7)
ANl AN2 e ANN

ddet(A)
0A

e Si A es simétrica y J(X) = In(det(X?TAX)) con XTAX no singular, se tiene que

0.J(X) 2

= AXadi(XTAX) = 2AX(XTAX) ™! A.8
9X ~ derxrax) AXadil ) ( ) (4-8)

Prueba:
Aplicando la regla de la cadena

8J(X)  9ln(det(XTAX))  ddet(XTAX)

OX Odet(XTAX) X
1
= —— 9AX adj(X"AX) = 2AX(XTAX)! A.
T XA AX adi(XTAX) (XTAX)™ (A9)

donde se ha utilizado (A.6) y A~! = adj(A)/ det(A).
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e Si A es simétrica y J(X) = tr(X" AX) entonces
2.J(X)
—— =2AX Al
54 (A.10)

Prueba:

La funcién J(X) puede escribirse de la siguiente forma
N
J(X) = tr(XTAX) = > x| Ax; (A.11)
i=1

donde x; es la i—ésima columna de X. Utilizando la definicién de derivada de una
funcién escalar de variable matricial, obtenemos lo siguiente

0J(X)

GT = 2[AX1, ceey AXN] =2AX (A12)

A.2 Definiciones de derivadas complejas

La derivada de una funcién escalar J de variable vectorial o matricial compleja se definen
como sigue

e Definicién 1: Sea J = J(z) una funcién real de variable compleja de dimensién

Nx1,z = [z,....,25]" = [#1 + jyi, ., zn + jyn]T, se define la derivada de J
respecto a z como el vector columna
[ 9J(z) ] 3;_(2) _ -38J_(Z) |
0z1 1 Y1
0tz | | =L s (A13)
0z 0.J(2) J 20 4 _ j0d0a) J
L Ozn Or N Oyn

y de forma similar su derivada conjugada es

r an(z) T 0J(z) 4 ;0J(2) ]
2] oz oy
0J(z) = :1 = 1 : ’ (A.14)
0z 0J(2) 2 i L+ 24
L Ozy ox N oyn

e Definicién 2: Sea J = J(Z) una funcién escalar de variable compleja matricial Z de
dimensién P x N. La derivada de .J respecto a la matriz Z es la matriz de dimension
P x N dada por

0J(Z) . 0J(Z)
pJ(z)y | %o O
0Z osz)  9(Z)
0zp1 dzpN

0J(Z) 0J(Z) 38J(Z) 0J(Z)

1 0x11 dxr 1N ] 0211 0z1N

= - < : (A.15)
2 0J(Z) 0.J(Z) 2 38J(Z) 0J(Z)
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De acuerdo con estas definiciones el operador gradiente complejo con respecto al vector
z = [21,..., 2n]|T se define como V, =[0/0z},...,0/02%]7.

Ejemplos:
Sean ¢ y w dos vector N x 1 y R es una matriz N x N hermitica. Entonces
O ry_ O o
0 u
w(w Rw) = Rw (A.17)
0
(w'c)=c (A.18)




Apéndice B

Revision de estadisticos de orden
superior

Como se ha visto a lo largo del presente trabajo, la separacion ciega de fuentes se puede
resolver recurriendo al uso de estadisticos de orden superior (HOS, del inglés Higher Order
Statistics). A continuacién, comentaremos brevemente las definiciones y propiedades de
los HOS. Una exposicién mas detallada al respecto puede ser consultada en [62, 65, 73].

B.1 Definiciones de HOS

Sean x = [z, 79, ...,oy]|T ¥ W = [wy, wy, ..., wp|T dos colecciones de variables aleatorias
reales. El cumulante de orden £ de estas variables se define como los coeficientes asociados
al polinomio de orden k en serie de Taylor, con respecto a w, de la funcién generadora

O(w) = In(®(w)) (B.1)
donde ®(.) es la funcién caracteristica conjunta de las variables aleatorias x
B(w) = Blexp(jwx)| (B.2)

y su desarrollo en serie de Taylor proporciona los momentos de x. En base a esta definicion,
se puede establecer la siguiente relacion entre los cumulantes de segundo, tercer y cuarto
orden de una variable x (de media cero) y sus momentos

cum(zy,9) = FElrizs]
cum(zy, xe,x3) = Elri2973]
cum(zy, xo, 23, 04) = FElxixom3my] — E[m125]E|2324] — E[v123] El1974| — El2124| E[1223]

(B.3)

Si las variables no tienen media cero, debe sustituirse x; por x; — E[x;] en las expresiones
anteriores. En este trabajo tienen especial interés el cumulante cruzado de cuarto orden
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Figura B.1: Comparacién de distribuciones con la gaussiana

entre dos variables x; y x9, que denotaremos K,,,,, y el cumulante de cuarto orden
(curtosis) de z1, que denotaremos K,,. A partir de (B.3) obtenemos las expresiones de
ambos cumulantes

Kiw, = cum(xq,29,21,29) = Elx xg] — 2E2[x1x2] — E[xf]E[xg]
]

2
1
1 — 3E?[2?] (B.4)

K., = cum(zy,z1,21,21) = Elz

Otras definiciones importantes son las de momentos y cumulantes de un proceso

estacionario. Si suponemos que x es una senal estacionaria real que tiene momentos
hasta orden k, entonces

my (11, Toy . T1) = mglz(n)z(n + 71)..x(n+ 761)] (B.5)

representa la funcién momento de orden k de la senal y depende solamente de
las diferencias 7,7y, ...,7x—;. Claramente, la funciéon momento de orden dos es la
autocorrelacién E[z(n)z(n + 7)]. Los cumulantes de orden £ > 2 de una senal aleatoria
estacionaria no gaussiana pueden escribirse de la siguiente forma

cumi (11, 72, .. Th1) = mi[z(n)z(n + 1) .x(n + 1e_1)] — my [x(n)x(n + 7). 2(n + 7% 1)]
(B.6)

donde m{ es el momento de orden k de una sefial gaussiana que tiene la misma media y
secuencia de correlacién que x. Obviamente, si x tiene distribucién gaussiana todos sus
cumulantes de orden superior a dos serdn nulos, cumj(m, 7o, ...7g—1) = 0.

La definicién (B.6) nos permite interpretar los cumulantes de orden superior a dos como
una medida de la distancia entre la distribucién de una variable aleatoria no gaussiana
con respecto a la gaussiana. En particular, la curtosis mide el mayor o menor grado de
apuntamiento de la distribucion. Las senales con curtosis positivas reciben el nombre
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de supergaussianas y las de curtosis negativas de subgaussianas. En la figura B.1 se
ha representado una distribuciéon gaussiana, una supergaussiana y una subgaussiana.
La supergaussiana corresponde a una distribucién X? de Pearson con cuatro grados de
libertad (curtosis tedrica positiva K, = 3) y, como puede observarse, su distribucion
es mas apuntada que la gaussiana. Por otro lado, la distribuciéon subgaussiana es una
variable uniforme (curtosis teérica K, = —1.2) cuya distribucién es mas achatada que la
gaussiana.

Son numerosos los algoritmos de deconvolucién [8] y de separacién que emplean
momentos de orden superior [2, 13, 14, 17| y cumulantes de orden superior [18, 22, 52, 55,
60]. A la hora de utilizar cualquiera de ellos debe tenerse en cuenta varios factores. En
primer lugar, los momentos de orden superior de un proceso gaussiano no son cero y los
cumulantes si. En segundo lugar, sea cual sea el orden del cumulante, el cumulante de la
suma de cada uno de los procesos aleatorios estadisticamente independientes es igual a la
suma de los cumulantes de cada uno por separado, lo cual no es cierto para los momentos.
Como consecuencia, las expresiones que resultan de utilizar cumulantes son mas faciles
de manejar que las de los momentos. Por otro lado, los momentos de orden superior son,
en general, mas faciles de estimar que los cumulantes.

B.2 Propiedades de los cumulantes

Las propiedades més importante de los cumulantes son las siguientes

e Propiedad 1: Los cumulantes de cantidades escaladas son iguales al producto de
todos los factores de escala por el cumulante de las cantidades sin escalar

N
cum (A1, ..., \ANTN) = (H )\Z-) cum(zy, ..., TxN) (B.7)
i—1

donde A;, ¢ =1,..., N son constantes y z;, ¢ = 1, ..., N son variables aleatorias.
e Los cumulantes son simétricos en sus argumentos
cum(zy, ..., xn) = cum(x;,, ..., Tiy) (B.8)
donde (iy,...,iy) es una permutacién de los indices 1, ..., N.

e Propiedad 2: Los cumulantes son ciegos a constantes aditivas, es decir, si a es una
constante

cum(a + o1, ..., oy) = cum(Ty, ..., Ty) (B.9)

e Propiedad 3: Los cumulantes de las sumas de variables independientes y;, ¢ =
1,..Nyux;, i=1,..,N esigual a la suma de los cumulantes de cada variable

cum(xy + Y1, ..., xny + yn) = cum(xy, ..., xn) + cum(yy, ..., yn) (B.10)
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e Propiedad 4: El cumulante cruzado de variables aleatorias independientes x;, ¢ =
1,..Nyuy, i:=1,..,N es cero

cum(T1, ., TN, Y15 s Yn) = 0 (B.11)



Apéndice C

Revision de Teoria de la Informacion

Este apéndice recoge diversos conceptos de teoria de la informacién los cuales han sido
utilizados en el capitulo 3 para derivar algoritmos de separacion ciega de fuentes. Una
revisién mds detallada puede ser consultada en [30].

Sea = una variable aleatoria que toma valores discretos xp en un alfabeto X con
probabilidad p(zg), > p(zx) = 1. El valor de p(zy) expresa la probabilidad de que ocurra
un determinado valor x; pero también nos esta indicando la cantidad de informacion
que se adquiere cuando ese valor es observado. Por ejemplo, el valor p(zy) = 1 indica
que sabemos con absoluta certeza el valor que va a ocurrir y, por tanto, al observarlo
no adquirimos ninguna informacién. Si tenemos dos posibles valores x; con probabilidad
p(z1) y x9 con probabilidad p(xs) > p(x1), entonces es mayor la incertidumbre sobre el
evento x = x; que sobre x = x5 y, por ello, también es mayor la informacién que se
adquiere cuando éste ocurre. Como consecuencia, podemos establecer que la cantidad de
informacion adquirida al observar z;, estd relacionada con la inversa de su probabilidad. Es
usual medir la cantidad de informacién adquirida después de observar un evento x = xy,
con probabilidad p(xy), como una funcién logaritmica

p(«Tk)

1) = t0g (- ) = ~log(p(an) 1)

donde la base del logaritmo es arbitraria. La cantidad media de informacion de x recibe
el nombre de entropia y se define como sigue

H(z) = E[I(z)] = — > p(z)log(p(z)) = —E[log p(z)] (C.2)

reX

La entropia es igual a cero sélo si la variable aleatoria x describe un proceso determinista ya
que se conoce a priori el valor que va a ocurrir y toma su valor maximo cuando la variable
aleatoria es uniforme ya que todos los valores x = xj;, tienen la misma probabilidad.
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*(\Xi o

Figura C.1: Relacion entre la entropia de dos variables aleatorias y la informaciéon mutua.

En algunos casos es interesante medir la cantidad de informacién que una variable
aleatoria y contiene sobre otra variable aleatoria x. Consideremos que tenemos un sistema
cuya entrada x toma valores en un alfabeto X' y su salida y es una versién perturbada de
x que toma valores en otro alfabeto ). La cuestién que nos planteamos ahora es cuanta
informacion adquirimos sobre x cuando observamos la salida del sistema. Para contestar
a esta interrogante primero definiremos el concepto de entropia conjunta H(z,y) como
sigue

H(z,y) ==Y plz,y)log(p(z,y)) = —E [log(p(z,y))] (C.3)

TEX yeY

donde p(z,y) es la probabilidad conjunta de ambas variables aleatorias. Ahora, como se
muestra en la figura C.1, podemos definir la incertidumbre sobre la entrada que permanece
sin resolver después de observar la salida de la siguiente forma

H(zly) = H(z,y) — H(y) (C.4)

Andlogamente, la cantidad de incertidumbre sobre la salida que no es resuelta al observar
la entrada viene dada por

H(ylz) = H(x,y) — H(x) (C.5)

Es interesante notar que esta ultima expresiéon nos da informacién sobre la perturbacion
que ha experimentado la entrada del sistema .

Otro problema que aparece con frecuencia es medir la distancia entre dos distribuciones
p(z) v g(z). Para ello, en este trabajo utilizaremos la divergencia de Kullback-Leibler
K(p, q), también llamada entropia relativa o entropia cruzada, definida como sigue

K(p,q) =Y p(z)log <M> =F [log (2@)] (C.6)

TEX Q(l') q(ZE)
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Esta cantidad es no negativa tomando el valor cero cuando las distribuciones coinciden
q(z) = p(x). Ademas, no es simétrica K (p,q) # K(q,p) por lo que no puede considerarse
una medida de distancia en un sentido estricto.

La divergencia de Kullback-Leibler suele ser utilizada para estudiar la independencia
estadistica entre varias variables. Sila probabilidad conjunta entre x y y es p(z, y) entonces
sabemos que si son estadisticamente independientes se cumple que p(z,y) = p(x)p(y).
Por tanto, la dependencia estadistica puede ser medida como la “distancia” entre la
probabilidad conjunta y el producto de las probabilidades individuales

Iai9) = Kot oelp(n) = 32 3 plo o (1500 )
TEX yEY p(z)p(y)
Esta medida recibe el nombre de informacion mutua y es siempre no negativa anulandose
cuando las variables son estadisticamente independientes ya que log(p(x,y)/p(z)p(y)) =
0. En la figura C.1 puede verse que la informacién mutua y las entropias definidas
anteriormente estan relacionadas por la siguiente expresion

I(z,y) = H(x) — H(z[y) (C.8)

Como H(z) nos indica la incertidumbre sobre la entrada del sistema z que existe antes
de observar la salida y y H(x|y) representa la incertidumbre sobre x que permanece
sin resolver después de observar y, entonces I(x,y) debe representar la cantidad de
incertidumbre sobre la entrada que es resuelta al observar la salida. De forma analoga

podemos escribir la informacién mutua en funcién de la entropia de la salida H(y) y de
H{(yl|x)

I(z,y) = H(y) — H(y|z) (C.9)

Las definiciones anteriores de entropias e informacion mutua pueden plantearse para
variables aleatorias continuas sustituyendo los sumatorios por integrales y la funcién de
probabilidad discreta p(x) por la funcién de densidad f(x). En la tabla C.1 se resumen
las definiciones anteriores y se indica su equivalente continuo.

C.1 Minimizacion de la divergencia de Kullback-
Leibler

En esta seccién obtendremos la expresion del algoritmo de decorrelacion presentado en
el capitulo 3 a partir de la minimizacion de la divergencia de Kullback-Leibler entre las
funciones densidad de probabilidad de dos variables gaussianas. Antes de ello, conviene
introducir los siguiente teoremas.

Teorema C.1 Si Ry = E[xx!] es la matriz de autocorrelacién de N wvariables aleatorias
X, entonces
Ex"R,'x] =N
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Variable discreta

Variable continua

Entropia

H(z) = — Y ex p(z) log(p(z))

W) = = [y f(z)log(f(x))dx

Entropia conjunta

H(z,y) = — Yaex Lyey P(,y) log(p(z, v))

h(x: y) = - f)( fy f(x,y) log(f(x: y))dyda:

Entropia ¢

ondicionada

H(zly) = = Xpex Xyey P(2,y) log(p(y|z))

h(zly) = = [oex Jyey P(2, y) log(p(yz))dydzs

Divergencia de

Kullback-Leibler

K (p,q) = Loex p(x) log (24) K(f,9) = Jrex J (@) log () du
Informacion mutua
(@,9) = Soen Syey plasy) log (F) | 1(.9) = Ly fy S @) log (575 dyd
T,y zeX 2uyey P\T, Y) 108 p(z)p(y) Y x Jy J\X, Y) 108 (=) f(y) yax

Tabla C.1: Entropias e informacién mutua para variables discretas y continuas.
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Demostracion:

Para demostrar este teorema expresaremos la inversa y el determinante de la matriz R
(con términos r;; = E[x;z;]) en funcién de sus cofactores R;; [72]:

~, adj(R)
= C.10
det(R) ( )
N
det(R) = Z Tinij (Cll)
j=1
donde adj(R) es la matriz adjunta
Ryy Ry -+ Rm
Rio Ros -+ R
adj(R) = :12 :22 . fm (C.12)
Rix Ren -+ Ryn
Utilizando estas definiciones podemos escribir
T 1 E[xTadjR)x] F [Zi]\; > xiijij]
Elx'R x| =
det(R) det(R)
S YN, Elrix| R _ PORED DAREY I
det(R) det(R)
Z;'V:I det(R)
= == V7 C.13
det(R) ( )

Con lo que queda demostrado el teorema.

Teorema C.2 Sea 'y un vector de N wvariables aleatorias continuas gaussianas de media
cero y autocorrelacion Elyy’] = WTRW y sea s un vector de N wvariables aleatorias
gaussianas de media cero y autocorrelacién E[ss”| = 1. La divergencia de Kullback-Leibler
entre las f.d.p de ambas distribuciones viene dada por

N
2

K(f, f,) = %tr(WTRxW) _ %ln(det(WTRxW)) _ (C.14)

y es siempre no negativa anuldndose cuando Ry = 1.

Demostracion:

La funcion de densidad de probabilidad f,, y fs vienen dadas por las siguientes expresiones

fs(y) = (217r)N exp (—%yTy> (C.15)
1 I 71y 1
W) = o (—3y"By ) (C.16)
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Dividiendo (C.15) entre (C.16) obtenemos lo siguiente

fuly) _ 1 ox 1o 1 5
fsly) \/m p( 5Y Ry y+3y Y> (C.17)

Por tanto, la divergencia de Kullback-Leibler puede escribirse de la siguiente forma

fs(y) 2 2
=~ In(det(Ry) ~ SB[y Ry 'y + L Bly"y (C.18)

KUy f) = 8 (5] = DRy + B[y Ry v+ 'y

Utilizando el teorema C.1 presentado en este mismo apéndice podemos escribir K (f,, f)
de la siguiente forma

K(fy f2) = —(det(Ry)) 5+ JFly"y] (©19)

Utilizando E[yTy] = tr(WTR,W) y Ry = WTR,W podemos expresar la distancia de
Kullback-Leibler de la siguiente forma

K(fy, fs) = %tr(WTRxW) — %ln(det(WTRxW))—g

(C.20)

Ahora probaremos que (C.20) es no negativa. Llamaremos ); a los N autovalores de
la matriz de correlacién de las salidas Ry. Por tanto, la traza y el determinante de R,
pueden escribirse como sigue

det(Ry) = [T M
tr(Ry) = XN;A (C.21)

K(fy’fS) =
(Z A — N - Zln(Ai)> = %Zw(Ai) (C.22)

donde 9(\;) = A\; — 1 —1In();). Cada funcién ();) es no negativa ya que \; — 1 > In()\;).
Ademads toma el valor cero cuando \; =1, i.e., cuando Ry = 1.
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C.1.1 Algoritmo de gradiente relativo

Consideremos un vector s de N fuentes gaussianas de media cero y varianza unidad.
Supondremos que las fuentes son estadisticamente independientes entre si lo que se
traduce en que s tenga una matriz de autocorrelacion diagonal Rg = I. Estas fuentes
son mezcladas por el sistema A para dar lugar al vector de observaciones x = As
que, a su vez, sera procesado por el sistema W para dar lugar al vector de salidas
y = WTx = WTAs. Obviamente, al ser las observaciones y las salidas combinaciones
lineales de senales gaussianas de media nula, entonces ambas también tendran distribucion
gaussiana y media cero. Las correspondientes matrices de autocorrelacién son

R, = E[xx']=ARA" = AA" (C.23)
Ry, = Elyy']=W'R,W=W"AA"W (C.24)

que, en general, serdn distintas de R, y, como consecuencia, las f.d.p. f, y f, serdn
distintas de f;. En ausencia de una mayor cantidad de informacién, es evidente que,
desde un punto de vista estadistico, una condicién necesaria para recuperar las fuentes es
seleccionar W para que f, sea igual a f;. Esto se puede conseguir utilizando el concepto
de divergencia de Kullback-Leibler que mide la distancia entre dos funciones densidad de
probabilidad. La expresion de la divergencia de Kullback-Leibler entre f, y f; viene dada

por el teorema C.2
1 T 1 T N
K(fy, fs) = §tr(W R,W) — 3 In(det(W' RxW)) — 5 (C.25)

El teorema C.2 demuestra que la funcién (C.25) es siempre no negativa y se anula cuando
las salidas tienen la misma distribucién que las fuentes (son gaussianas de media cero y
matriz de autocorrelacién igual a la identidad).

La minimizacién de (C.25) puede llevarse a cabo con un algoritmo de gradiente relativo.
La expresion del gradiente que se obtiene utilizando las derivadas matriciales dadas en el
apéndice A es la siguiente

VwK(fy, fs) = %thr(WTRxW) - %VW In(det(WTR,W))
= R,W-R,W(W'R, W) (C.26)
la cual, al multiplicar por WW 7'y considerando (C.24), permite obtener la versién relativa
WW'VwK (f,. f.) = WW' (RW) - WW (R W(W R, W) ™)
= W(W'R,W —1T) = W(E[yy"] - T) (C.27)

Utilizando una sola muestra para estimar los estadisticos que aparecen en (C.27) se obtiene
el algoritmo de gradiente relativo resultante

Wn+1) = W(n) - puW(n)W'n)Vwk(n)
= W(n) = pW(n)(y(n)y' (n) - 1) (C.28)
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Esta expresion se corresponde con el algoritmo de decorrelacién (3.1) presentado en el
capitulo 3.



Apéndice D

Jacobiano de los algoritmos del
capitulo 3

Este apéndice recoge las expresion de los jacobianos utilizados para analizar la estabilidad
de los algoritmos presentados en el capitulo 3.

D.1 Jacobiano del algoritmo de Hérault y Jutten

Comenzaremos obteniendo las expresiones de las primeras derivadas de la ecuacién
diferencial ordinaria (ODE) asociada al algoritmo (3.6) propuesto por Hérault y Jutten,
las cuales han sido utilizadas en el analisis de estabilidad presentado en la seccién 3.3.1.
El estudio de la estabilidad del algoritmo (3.6) ha sido realizado considerando una
red neuronal recursiva de dos entradas y dos salidas. Para este caso, las salidas

y=1I+ WT)_IX (con w;; = 0) de la red vienen dadas por las siguientes expresiones
po= gy = 2 (D.1)

1-— W12Wa1 1- W12W21

En el caso N = 2, en la seccion 3.3.1 se ha determinado que la ODE del algoritmo es

R = = Flfo)
Fa = ©0 = Blf(y)glon) (D2)

Con el objeto de encontrar la expresién de la matriz jacobiana formada por las primeras
derivadas de (D.2) primero determinaremos las derivadas de las salidas y; y y, dadas en
(D.1) con respecto a iy y oy

Iy _ Y2 Oy _ Y1z
OW19 11— 1171211721’ 0wy 1 — wyowe
0 W 0
Ay2 _ yzA 21A ’ ?AJ2 __ f%l _ (D.B)
019 1 — w2y 0wy 1 — w29

141
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Utilizando la regla de la cadena y las derivadas (D.3) se obtienen las siguientes derivadas
de las ecuaciones diferenciales (D.2)

OF1 _ Elf'(y2)9(y1)y2]wa _ Elf(y2)g'(y1)y2]

auA)12 1- 12)1212)21 1- TI)1212)21

OFi2 _ E[f'(y2)9(y)yi] N E[f(y2)g' (y1)y1]no

auA)ZI B 1- UA)12’UA)21 1 - w12w21

OFy  _ _Elf'(y)e(e)yel | Elf(51)g (y2)yelin

auA)12 1- UA)12’UA)21 1 - w12w21

0Fy _ E[f'(y)g(y)yiline _ E[f(y1)g (y2)ui] (D.4)
aw?l 1- 12)1212)21 1- TI)1212)21 .

En el punto donde se consigue la separacion de las fuentes, las salidas y; = A\is;, y2 =
A2s;, i # j son estadisticamente independientes. Adicionalmente, si las fuentes tienen
distribucién simétrica con momentos impares cero y las no-linealidades son impares,
entonces muchos de los momentos estadisticos que aparecen en las expresiones anteriores
se anulan, siendo los tinicos elementos no cero los siguientes

ggi = YE[g (M) BLf (A2s;) 5]
ggi = YME[g(A\isi)sil BLf (A2s5)]
ggi = YMRE[f (Misi)]Elg(X2s;)s;]
ggi = YME[f(Msi)si]Elg' (Aas;)] 05)

|
donde v = — 17—~

que el jacobiano asociado a (D.2) es el siguiente

. Finalmente, agrupando estas derivadas en una matriz, obtenemos

gg—i gwlf—;? )\Qm’\}a;}Q )\a’\lmf,
O SR Aamilon? Aoyim)}
donde
my = E[f'(Ms:)], my = E[f'(Aas;)],
my = Blg'(\isi)], m)? = Elg'(has;)
o} = Elsif (i)l 0} = Els;f (o)),
0y" = Blsig(us))l, 0)* = Blsjg(has))] (D7)
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D.2 Puntos estacionarios del contraste de Moreau y
Macchi

A continuacién determinaremos la naturaleza de los puntos estacionarios del contraste .J.
presentado en la seccion 3.5. El andlisis consistira en estudiar el caracter definido negativo
de la matriz hessiana formada por las segundas derivadas

822(15 92¢
9g; 09120921
H= [ ooy ] (D.8)
09210912 dg2,
donde
¢
82912 = 129%2(|K51| + |Ks2|) + zaggl(‘Km‘ + |Ks2|) o 4‘KS1‘ - 26!|K52|
02 ¢
62921 - 12951(|K31| + |Ks2|) + QQQ%Z(‘Km‘ + |Ks2|) - 4‘K52‘ - 204|Ksl|
62
¢ = 4agiaga (| Ks, | + | Ks,|) (D.9)
0912921

En la seccién 3.5 se han determinado los siguientes grupos de puntos estacionarios:

e Solucion deseada: g1 = g21 = 0. La matriz hessiana evaluada en esta solucion tiene
la siguiente forma
_ _4‘K51| _QQ‘KSQ‘ 0

H = 0 _UK,,| - 20|K,,| (D.10)

Para o > 0 los elementos de la diagonal serdn negativos y el punto serd un maximo.

e Solucion indeseada tipo I una salida extrae una unica fuente y la otra extrae una
combinacion lineal. El estudio para las dos soluciones dadas en la seccion 3.5 es
simétrico por lo que nos centraremos en el siguiente punto

2 _ O“Kﬂ‘ + 2|Ks2|

12K [+ | Ky)

g12=0, ¢ (D.11)
Esta solucién sera valida tnicamente cuando o < 2 ya que en otro caso g3, > 1y,
por tanto, g3, = 1 — g3, serd negativo. Consideremos que a < 2 y analicemos la
matriz hessiana H obtenida sustituyendo (D.11) en las expresiones de las segundas
derivadas (D.9)

(0 = 4)|K,,| 0

H= 0 10|K, | + 8|K,,|

(D.12)
La condicion a > 0 es suficientes para asegurar que el punto no es un maximo
de la funcion de coste ya que la matriz H tiene términos positivos en su diagonal.
Adicionalmente, si a < 2 entonces el primer elemento en la diagonal serd negativo
y el punto serd de ensilladura.
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e Solucion indeseada tipo II: Ambas salidas extraen una combinacién lineal de las

fuentes

|K81| 2 ‘KSQ‘

T i (D.13)
Ko | + K" 720 K |+ K|

2 _
Ji2 =
Evaluando las segundas derivadas en esta solucion obtenemos la siguiente matriz

8| K, | agiaga (| Ky, | + K, |)

H = 1 ! 2 D.14
agiagor (| K, | + [ Ky,)) 8| K, | ( )
La matriz H tiene términos positivos en la diagonal y, por tanto, el punto no sera

un maximo de la funcién de coste. Estudiemos ahora el determinante de la matriz
det(H) = 16|K,,||K,,|(4 — a?) (D.15)
El punto sera de ensilladura cuando a > 2 y un minimo cuando a < 2.

Puntos en la frontera: Los grupos de soluciones anteriores no abarcan la existencia
de puntos estacionarios en la frontera, i.e, cuando g%, = 1 6 g2, = 1. El estudio de
ambos es analogo por lo que nos limitaremos al caso g3, = 1 y supondremos g%, # 1
ya que este caso ha sido analizado en el grupo de soluciones deseadas. En este punto
la funcién de coste depende de un tinico coeficiente

blg1o) = (1= )’ +1—a(l—g})) Kol + g5/ K| (D.16)
La primera y segunda derivada de esta funcién es
9¢
S0 = (4912(9%2 -1+ 2C¥912) K, |+ 497 | K|
912
’¢ 2 2
= (120}, — 44 2a) |K,, |+ 1205 |K,,| (D.17)
d9ia

Existe un punto estacionario cuando g» = 0, i.e., cuando ambas salidas extraen
la fuente s;. Para determinar su naturaleza estudiaremos el signo de la segunda
derivada
0?1
9?91

= 2[Ky,[(a - 2) (D.18)

Obviamente para que la funcién de coste no tenga un maximo indeseado en este
punto es suficiente con elegir @ > 2. Finalmente, debemos hacer notar que la
primera derivada también se anula en

2 K, |2 —a)
J12 =
2(| K5, | + [ K, )

(D.19)

Sin embargo, la condicién o > 2 asegura que no es una solucion valida ya que
2
gia < 0.
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D.3 Jacobiano del algoritmo EASI

Esta seccion recoge las primeras derivadas de la ecuacion diferencial ordinaria asociada
al algoritmo EASI (3.61), las cuales han sido utilizadas en el andlisis de estabilidad
presentado en la seccién 3.6.1.

Recordemos que el estudio de la estabilidad ha sido realizado para el caso de un sistema
de separacion con dos entradas y dos salida. Para este caso, la ODE del algoritmo viene
dada por las siguiente cuatro ecuaciones

R, = % — g (B[] — 1) — g1 (Elyan] + Elyaf ()] — E[f (y2)3])
Fm:%?:_mﬂmﬁpﬁyﬂmﬁmwﬂ+ﬂmﬂwﬂ—ﬂﬂmwm
Fy = % = —gu (Elyayi] + Ely1f (y2)] — ELf (y1)ye]) — 921 (Ely] — 1)
Py = % = —g12 (Blyayn] + Ely1 f (y2)] = E[f(y1)y2]) — 922(Ely3] = 1) (D.20)

Derivando estas expresiones respecto a los coeficientes de la matriz de pesos obtenemos
lo siguiente

251111 = —E[yi]+1-29uE[yis1] — g1 (Elyesi] + Elyaf'(y1)s1] — E[f (y2)51])

251121 = =291 E[y152] — go1 (Ely2s2] + Elyaf' (y1)s2) — E[f(y2)s2])

glg;l = —Elyan] — Elyof ()] + Elf (y2)1] — 921 (E[s1y1] + E[s1f(y1)] — E[f'(y2)s151])
ZI;; = —g21 (Elsayr] + Elsaf (y1)] — E[f'(y2)s231])

ggff = —290E[yis1] — g2 (Ely2s1] + Ely2f'(11)s2] — E[f (y2)51])

251122 = —E[y2]+1—2g1E[y155] — goo (Elyass] + Elyaf (y1)s2] — E[f(y2)s0])

g]ng = —gn (Elsip] + Els1f(y1)] — E[f'(y2)s131])

ZI;; = —Elyayn] — Elyaf ()] + Elf (y2)y1] — 922 (E[s2y1] + Elsaf (y1)] — E[f'(y2)5231])
251211 = —E[yya] — Elyf (12)] + Elf (1)y2] — 911 (Els192] + Elsyf(y2)] — E[f'(y1)5132])
O gy (Blowal + Elsol ()] ~ BLF () sy

OFy,

. —gu1 (Elyis1] + Elyf' (y2)s1] — E[f (y1)s1]) — E[y3] + 1 — 2921 E[ys1]
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g;z = —gu (Elyiso] + Elyi f'(y2)s2] — E[f (y1)52]) — 29021 E[y252]

g];ff = —gu (Elsiy2] + Els1f(y2)] — E[f'(y1)s190])

gjfj = —E[yyo] — Elyrf(y2)] + Ef (y1)y2] — 912 (Elsaya] + Elsaf (y2)] — ELf' (y1)s292])
gg: = —gn (Elyis1] + Elys f'(y2)s1] — E[f (y1)51]) — 2922 E[y251]

gjjj = —gi2 (Elyiso] + Ely1 f'(y2)s2] — E[f (y1)s2]) — Elya] + 1 — 2992 E[ya 5]

En el punto donde cada salida extrae una tnica fuente, la mayoria de las derivadas
anteriores son cero. En particular, si consideramos el punto G = I y las hipotesis sobre
las fuentes (independencia estadistica, potencia unidad y media cero) obtenemos que las
derivadas no-nulas son las siguientes

oy

gf; = 1 E[f'(s)] + BLf (52)s:]

gj 1= Bf(s)s] + ELf ()]

35 1= Blf(s2)sa) + ELf ()

gf; = 1 E[f'(s2)] + Bf (5)s1]

252222 _ (D.21)

Finalmente, podemos escribir la matriz formada por las primeras derivadas como sigue

[ OF1 o0F11 o0F11 OF11 T
0g11 0g12  Ogar 0922

OF1» 0F12 0F12 0F12
0911 0g12  O0ga1  Oga2

8F21 3F21 3F21 aF21
0911 0912 0ga1  O0g22

OFy  0Fy  0Fz  OFas
0911 0g12  O0ga1  Oga2

[ —2 0 0 0
0 —1—E[f'(s)] + E[f(s2)s2] —1—E[f(s1)s1]+ E[f'(s2)] 0
8 -1 —E[f(82)82] + E[f'(s1)] -1 —E[f'(SQ)U] + E[f(s1)s1] 02
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D.4 Jacobiano del algoritmo de Bell y Sejnowski

Esta seccion recoge las expresiones de las primeras derivadas de la ecuaciéon diferencial
ordinaria (ODE) asociada al algoritmo (3.86). Para el caso de dos fuentes y dos salidas,
la ecuacién diferencial ordinaria asociada al algoritmo es

G _ a7 (1- Elyg(y))) = 0 (D.22)
dt |
da lugar a cuatro ecuaciones
dg
Fy = d_;l = g11(1 — E[y19(11)]) — 921E[y29(y1)]
dg
Fiy = =% = gu(l = Elng(u)]) - 922Ely29(y1)]
dg
Fy = d_;l = g21(1 = Ely29(y2)]) — 911 E[y19(2)]
F. — dga2 _ 1-E E D.2
2= T 922(1 — Ely29(y2)]) — g12E[y19(y2)] (D.23)

Derivando estas expresiones respecto a los coeficientes de la matriz G obtenemos lo
siguiente

oF / ’
891111 = 1= Elyi9(y1)] — guBls19(y1)] — 9 Ely19' (y1)s1] — 921 E[y29'(y1) 1]
OFy ! '
Ogrs —guE[s29(y1)] — gu Ely19'(y1)s2] — 921E[y29'(y1)s2]
OF
5 D= —Elyagy)] - 921 Els19(n)]
921
OFy
= —gnF
D0 91 E[s29(y1)]
OF1y ! '
g1 = —guE[s19(y1)] — 912E[y19'(y1)s1] — 922E[y29'(y1)51]
OF; / ’
oo, LT Elyg(y1)] = 912E[s29(11)] — 912E[y19' (11)52] = 922E[y29' (1) 52]
OFi
= —gnk
Dom 922E[s19(y1)]
OF
- 2 = _Elyag(1)] — 922E[s29(1)]
922
OF:
~ 2L = —Elng(y)] — 911 Els19(y2)]
g1
OFy
= —gnk
D0r, 911 E[s29(y2)]
OFy

Do 1 — Elyag(y2)] — 921E[519(32)] — 921 Ey29'(y2)s1] — 911 E[y19' (2) 51]
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OF. / !
agj; = —gnE[s29(y2)] — 921 E[y29' (y2)52] — 911 E[y19' (y2)52]
a}722
— —gFE

9001 G12E[s19(y2)]
OF.
. 2 = —Eyig(y)] — g12E[s29(y2)]

912
8F22 i !
Sim = —92E[s19(y2)] — 922E[9'(y2)51] — g12E 119 (y2) 51]
OF. , ,
agjj = 1 Elypg(y2)] - 92E[529(12)] = 922 E[y29' (1) 52] = 912 E[y19'(112) 2]

En la secciéon 3.7.1 hemos obtenido que la ODE se anula en el punto donde cada
salida extrae una tnica fuente, y; = Ais; v y2 = A2so, cuando se cumplen las siguientes
condiciones

ME[s1g(Mis1)]
Ao E[s29(A252)]

1
1

(D.24)

Utilizando las hipétesis sobre las fuentes (independencia estadistica, media cero y
potencia unidad) y las expresiones (D.24) se obtiene que las tnicas derivadas no-nulas
son las siguientes

aFll 2 2
= —-1-)NFE A
Bon 1 [319( 181)]
aFm 2 ’
= —=MNE|¢' ()
6912 2 [g( 181)]
8F12 )\2
= —-\F = ——
Bgar 2 E[s19(y1)] A
8F21 )\1
= -\ F = ——
891 1 [829(92)] Ay
aFgl 2 ’
= —MNE|¢()\
By 1E1g' (Ma2s2)]
F
‘; 2 = 1= NE[s29'(As2)] (D.25)
922

Finalmente, podemos escribir la matriz formada por las primeras derivadas como sigue

oFy  OFu1L  OFuL  OF11 ]
0g11 0g12  Ogar 0922

OF12 0F12 0F12 0F12
0g11 0g12  O0ga1  Oga2

3F21 3F21 3F21 aF21
0g11 0g12  Ogar 0922

OFy  0Fy  0Fz  OFas
0g11 0g12  Oga1  Oga2
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- X6, 0 0 0
0 —Am; -2 0
—= 1
0 h Lm0 (D.26)
0 0 0 —1- Aoy
donde
o1 = E[s1g'(\151)] oy = E[s39'(X252)] (D.27)

my = Elg'(A\1s1)]  mae = E[g' (\2s2)] (D.28)
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Apéndice E

Puntos estacionarios de los criterios
IylIl

E.1 Puntos estacionarios del criterio 1

En esta seccién completaremos el estudio de la naturaleza de los puntos estacionarios
de la funcién de coste (4.9) propuesta en el capitulo 4 para separacién ciega de fuentes.
Recordemos que en la seccién 4.4 hemos expresado la funcién de coste J; (W) en términos
de la matriz de ganancias G y hemos determinado las ecuaciones que deben satisfacer
sus puntos estacionarios. Ademas, hemos probado que los puntos donde las fuentes son
perfectamente separadas se corresponden con maximos de la funcion de coste.

A continuacién encontraremos las otras soluciones del sistema de ecuaciones (4.35)
y determinaremos algunas condiciones suficientes que garantizan que estos puntos no se
corresponden con maximos de la funcién de coste. Un criterio que serd de gran utilidad
para nuestro objetivo se basa en determinar los signos de los términos en la diagonal de
H y el de los determinantes de las matrices centrales de dimensién 2 x 2: el punto no
sera un maximo si alguno de los términos en la diagonal es positivo o el determinante de
alguna matriz central es negativo [72].

Las soluciones indeseadas del sistema de ecuaciones (4.35) pueden ser clasificadas en

(A) Grupo 1. (C) Grupo 3:
AR T I P o o I B o
h|loor.. o XX
0 s
Sk *k H

Figura E.1: Clasificacién de los puntos estacionarios.

151
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los siguientes tres grupos

e Grupo 1: Alguna salida cancela todas las fuentes y alguna fuente es cancelada por
todas las salidas, lo que equivale a una matriz G con al menos una fila y una columna
toda ceros. En particular, consideramos la situaciéon mostrada en la figura E.1 (A)
donde la salida y, cancela todas las fuentes y la fuente s, es cancelada por todas
las salidas

gm:OZ:L,N, gszOZ:L:N

Evaluando las segundas derivadas de la funcién de coste (4.38) se obtiene el siguiente

término de la diagonal de la matriz hessiana

0% /

rri = 0 (E1)

Recordemos que una de las premisas de nuestro criterio de separacién es la existencia

de un tnico maximo x > 0 en las funciones p;(x) = |p;|z? — f(x) y, por tanto, en

x = 0 se cumple p}(0) = —f'(0) > 0. Como consecuencia, la matriz hessiana tiene

elementos positivos en su diagonal y los puntos en este grupo no son méaximos de la
funcién de coste.

e Grupo 2: Todas las salidas extraen una tinica fuente y varias salidas extraen la misma
fuente. En este caso cada fila de la matriz G tiene una unica entrada distinta de
cero y alguna columna tiene varias entradas no nulas. Consideraremos la matriz G
mostrada en la figura E.1 (B) donde la fuente s; es extraida por las salidas y, y y,

gpl?‘éoa I # 0, Gpj = gnj =0 R
Adicionalmente, como estamos suponiendo que el nimero de fuentes es igual al
ntimero de salidas, debe cumplirse que alguna fuente s, sea cancelada por todas
las salidas, i.e., g;; = 0,7 = 1,..., N. Evaluando el sistema (4.35) en este punto
obtenemos lo siguiente

B = 2ol gl 9o — g S (g?) = 27| pl g D lgjl> = 0
gpl j=1
i#p
81/) * 2 * pl 2 * al 2
0 2ol gmlgnl® = g (gul®) — 291 pilgsy D 19> =0 (E.2)
n j=1
Jj#n

Obviamente para que las soluciones en este grupo sean puntos estacionarios de la
funcién de coste debe cumplirse lo siguiente

N
Flanl®) = 2loil(gul* =72 l9al*)

j=1
J#p

Fllgul®) = 2lp(lgm* =7 3 lgal) (E.3)

=1
j#n
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A continuacién demostraremos que la matriz hessiana evaluada en este punto no es
definida negativa. Para ello estudiaremos el signo de dos términos en la diagonal de
H obtenidos sustituyendo (E.3) en (4.38)

v —f'(\gz\Q)Z—Q\Pz\(\gz\Q—VEN: l92*)
09pg 0954 ’ ’ izt ’
JFP

N
= =2|pi|(lgpl* = Y|gut?) + 2710 D 1gi)? (E.4)

j=1
J#Epn

_Ov —f’(\gl|2):—2|pl\(\g1\2—7§:‘9‘l‘2)
agmzag;;q " ! J.;l ’
j#n

N
= =2{pl(gul® = VIgml*) + 2910 D lginl? (E.5)
=1

i#pn
Inspeccionando estas expresiones, podemos concluir que la condicién v > 1 asegura
que alguna de las derivadas (E.4) o (E.5) es positiva. Por tanto, la matriz hessiana
contiene entradas positivas en su diagonal y el punto no es un maximo de la funcién
de coste.

Grupo 3: Alguna salida extrae una combinacién lineal de varias fuentes, lo cual
implica que alguna de las filas de la matriz G tiene varias entradas no nulas. En
particular, asumiremos la situacién mostrada en la figura E.1 (C) donde la salida
Yp extrae una combinacién lineal de las fuentes s; y sp,

gpk 7é07 gpn?'éo

El sistema de ecuaciones (4.35) nos indica que los puntos estacionarios deben cumplir
las siguientes igualdades

5o = 2lenlgnilop” — gt (Nl *) — 271pelgpe X lgsnl* = 0
Ipk 1;1
J#p
a,(vb * 2 * i 2 * ul 2
Gpn J';l
J#p

Para demostrar que este punto no es un maximo de la funcién de coste es suficiente
con estudiar la siguiente matriz 2 x 2

92y 929
| 99pr0g3, 09095,
Hpkpn — 32wp 924 (E?)

095,990 Ogpndg5,
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cuyos elementos se obtienen evaluando (4.38) en el punto que estamos analizando

0%y o 1 ) 2
—— = =/ + 2 o
S~ g ol (2 = 1" lglP)

= lowtl” (2loel = £ (lesl)

82w * " 2
dopg, = omond (el

0%y o , 2
- = _|_ n 2 | — 17
Sond, ~ gy ol (2led = 1" (lesl)

= [gal® (2lpal = " (1)) (E.8)

Sustituyendo en (E.7) resulta una matriz que tiene la siguiente forma

B = [ L D) gl ]
o 0082 Lo Clonl = (gl

Puede probarse facilmente que aquellos puntos donde se cumpla

F'(llgsll®) <2lpel o f(llgll*) < 2lpnl (E.9)

dan lugar a una matriz H,,, con términos positivos en su diagonal y, por tanto,
no es definida negativa. Para determinar la naturaleza de H,,, en los otros casos,
estudiaremos su determinante

det(Hyipn) = 2(gpe |’ gpnl” (21l 10n] = 106 £ (15| *) = Lol /" (&0l 1"))

" 2 " 2
Qme%ﬁmm2@_f(?j>_f<£M>> (F.10)

Es evidente que (E.10) es negativo cuando

Flgsll?) = 2loxl v f"(lgll*) = 21l (E.11)

Como consecuencia, H no es definida negativa y los puntos en este grupos no son
maximos de la funcién de coste.

E.2 Puntos estacionarios del criterio 11

El objetivo de esta seccién es determinar la naturaleza de los puntos estacionarios de
la funcién de coste (4.11) propuesta en el capitulo 4. Por simplicidad, el estudio sera
realizado para dos fuentes s; y s, suponiendo que no existe ruido y que el sistema de
separacién esta formado por dos combinadores lineales cuyos vectores de coeficientes
representaremos por wy y wy [21].



E.2. PUNTOS ESTACIONARIOS DEL CRITERIO I1 155

Comenzaremos expresando la funcion de coste .Jo en términos de 4 variables complejas
gi; = wla;, que expresan la respuesta del combinador i-ésimo a la fuente s;. Las salidas
de los combinadores pueden escribirse como la suma de las fuentes ponderadas por una
cierta ganancia del combinador

Y1 = g11s1 + gi252 (E.12)
Y2 = g2151 + 92252 (E.13)

Al ser las fuentes estadisticamente independientes con potencia unidad, el momento de
segundo orden y la curtosis de las salidas son

Ellyil’] = llgill> =l9a]* + |gio]? (E.14)
Ky = lgal'pi + 92" p2 (E.15)

donde p; = K, /E?[|s;*] es la curtosis normalizada de s;. Ademas, el término cruzado
entre dos salidas diferentes es de la forma

Elys] = 911951 + 91295, (E.16)

Sustituyendo (E.14), (E.15) y (E.16) en (4.11) la funcién de coste puede expresarse

respecto a g;;

A

V2(G) = L(W) = [gul*lp] + 912"l = f(Ilg1]*) + [g21*lp1] + 922"l p2| — f(I]g2] )
- 2y (|911\2|921\2 +1912/%|9221” + 911912951920 + 9f19129219§2)

De esta forma, se reduce la dimensién del sistema de ecuaciones que debe resolverse para

obtener los puntos estacionarios de la funciéon. Ahora sélo es necesario estudiar un sistema
de cuatro ecuaciones

% = 2gugn ol — g1 S (ll&1l]?) — 2v (g11‘921| +912921922):0
% = 2/gia*gislpal — g (I&1]12) — 27 (g1alg22]* + 971921935) = 0
% = 2/gn g3 lp1l — 3. F (Igal®) + 27 (g5 lgn1 > + 91191293, ) = 0
% = 2\922|29;2‘P2|_9;2f’(Hg2||)—27(922‘912| +gugug;‘1) 0 (BE.17)

donde f'(z) = df (z)/dx es la primera derivada de f(z).

Por otro lado, el andlisis de la naturaleza de los puntos estacionarios puede llevarse a
cabo estudiando la matriz hessiana H formada por las segundas derivadas de 1), respecto
a g;;. Estas derivadas son

0%ty

Soo = Houllor = £l = loul*f(leal) = 20lgal*  (B18)
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9%ty
09110915
9%ty
0911095,
9%ty
09110039
91y
0110911
9%ty
07g110¢12
9%ty
0g110921
9”1y
00110922
9%ty
09120915
9%ty
0912093,
9%ty
09120039
91y
0120912
9”1y
0120921
9%ty
0120922
9”1y
0921003,
9%ty
09210039
9%ty
09210921
9%ty
07210922
9%ty
09220039
9”1y
00220922
donde f”(z) es la segunda derivada de la funcién f(z).

= —gugif"(lgl*) — 27951922

= —29¢11921 — 27912922

= 2073 |p| — gt f"(llg1l]?)
= —gngif"(llgll?)

= —279119%

= —2791295

= Agi2’|p2] — [ (l91]?) = |gr2*f"(|&111%) — 27922

= —27015,922 — 2791, 921

= 29331p| — i3 f"(|91]*)

= —279119%

= —274129%

= Algnl’lpal = f'(I1g2!*) — 921" F" (llg2l1*) — 27v]g1]*
= —gn"goaf"(lg2n]* + |g22>) — 279751912

= 2g5¢Im| — 951 f"(|g2*)

= — 05105 f"(|/g2l1?)

= 4‘922|2‘P2| - fl(||g2H2) - \922|2f"(|92||2) - 27|912‘2

2053|102 — g5 £ (|g2]]?)

(E.19)
(E.20)
(E.21)
(E.22)
(E.23)
(E.24)
(E.25)
(E.26)
(E.27)
(E.28)
(E.29)
(E.30)
(E.31)
(E.32)
(E.33)
(E.34)
(E.35)
(E.36)

(E.37)



E.2. PUNTOS ESTACIONARIOS DEL CRITERIO I1 157

El sistema de ecuaciones (E.17) es no lineal y tiene muchas soluciones que
clasificaremos en seis grupos

e Solucion deseada: Cada combinador extrae una fuente diferente. Dentro de este
grupo existen dos soluciones

g1 #0, g12=0, g1 =0, go2 #0 (E.38)
g1 =0, g12#0, g1 #0, go2 =0 (E.39)

El estudio para ambas soluciones es similar por lo que sélo presentaremos el del
primero. En este punto las primeras derivadas nos indican lo siguiente

L ov,

P = 2lgu’lpi] = f(|lgn]?) = 0= pi(lgnl*) =0 (E.40)
911 9911
1 oY
a0 - = 2g22*|pa| + f'(|g22*) = 0 < py(1g2a]*) = 0 (E.41)
912 0922

donde se ha utilizado el resultado p}(x) = 2|p;|x — f'(z). Nétese que |gi1|* coincide
con el méximo de p;(z) y |g|? coincide con el maximo de py(z).

Para determinar si este punto es un maximo de la funcion de coste analizaremos el
caracter definido negativo de la siguiente matriz

Hi 0 0 0
0 H5oy 0 0

H = (F.42)
T .
donde
821y %o 82y %4y
_ 09119097 09110911 _ 0912097, 09120921
Hin = 32¢211 9%o y Hizgr = 82¢212 %o ) (E.43)
097,997, 0911097, 097,095, 0921095,
%1y %1y
_ 0922095, 09220922
Hyooo = 924y i (E.44)
99590957 0922093,

Para determinar el cardcter de la matriz H habria que estudiar el signo de los
determinantes de todas las matrices superiores izquierdas. Sin embargo, por la
forma de H, basta con determinar si las matrices Hy111, Hi201 y Ha299 son definidas
negativas.
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Utilizando (E.40) y pf(x) = 2|p1| — f"(z), los términos (E.18) y (E.22) pueden
escribirse de la siguiente manera

02y 1 0y
———— = ——= 121’ p| = |gu*F"(lg11|*)
0911097, 911 0g1
= loul’p(lgul*) (E.45)
9?1y
= 92 *2 k2 e 2
89110911 911|Pl| 911 (‘911‘ )
= g1 (Jgul?) (E.46)

De esta manera, la matriz H;y; tiene la forma

H,, = [ g 2Pl (g0 ®)  gi2pi(gnl?) ]
9%110'1,(|911\2) ‘911|2p’1/(|911\2)

Siguiendo un procedimiento analogo, podemos escribir la matriz Hyg99 como

Hypy — | 19221°P8(19221°) 95305 (19221)
g§2p'2'(|922\2) \g22|2p'2'(|g22‘2)

Anteriormente obtuvimos que |g11|* coincide con el méximo de p;(z) y que |gos|*
coincide con el maximo de py(x). Esto implica que los términos de la diagonal
de ambas matrices son negativos. Por otro lado, es inmediato comprobar que el
determinante de las matrices es cero. Todo ello nos permite afirmar que las matrices
son definidas negativas.

Ahora estudiaremos el cardcter de la matriz Hjyy. Despejando f'(.) de (E.40)
podemos escribir

0%t

0912097, —F'(lgn ) = 291g22* = 2]g11*|p1] — 27| ga2|? (E.47)

De igual modo, despejando f(.) de (E.41) obtenemos
0%ty

9 i —f'(1922%) = 291901 * = 21922 |p2| — 27[gn1 (E.48)
Utilizando los dos resultados anteriores y (E.30) podemos escribir la matriz Hygoy
como
H iy — —2[gu*[p1] — 27]g2/? —27911 93
—27g11922 —2g22[*|p2| — 27lgn1 *

La condicién v > 0 es suficiente para asegurar que los términos de la diagonal sean
negativos. Ademas, inspeccionando la forma del determinante de esta matriz

det(Hiso1) = 4]g111?[ 9221102 + 47|11 [*|p1] + 471922 | 2]
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se obtiene que la condicién v > 0 garantiza que el determinante es positivo y, por
ello, esta matriz es definida negativa.

Como ya se ha indicado, al ser las submatrices Hyi11, Hioo1 v Hagoo definidas
positivas se cumple que H es definida positiva y el punto considerado es un maximo

de wQ.

e Solucion indeseada tipo I: Los combinadores cancelan las dos fuentes, esto es

911 =0, g12=0, g1 =0, g =0

Evaluando las segundas derivadas en este punto, se obtiene que los tinicos términos
distintos de cero de H estan en la diagonal y tienen la forma

01,
—— " = _f0

Por definicién p;(z) = |p;|z? — f(z),7 =1, ..., Ly, por ello, se cumple

0%y
dggog; P10
9ij09;;
Al tener p;(x) un tinico méximo en z > 0, entonces p’(0) > 0. Por tanto, el hessiano
es definido positivo y el punto es un minimo de la funcién de coste.

e Solucion indeseada tipo II: Uno de los combinadores cancela las dos fuentes y el
otro extrae una. Notese que en este caso sélo uno de los combinadores funciona
correctamente. Este grupo engloba las siguientes cuatro soluciones

g #0, g12=0, 21 =0, g =0
g1 =0, g2#0, g2 =0, g =0
g1 =0, g2=0, gn#0, gor=0
g1 =0, g2=0, g2 =0, g2 #0

La naturaleza del hessiano para las cuatro soluciones es la misma por lo que nos
limitaremos a presentar el andlisis de la primera de ellas. Para estudiar la naturaleza
de este punto haremos uso de un resultado que afirma que una matriz definida
negativa no puede contener elementos positivos en la diagonal [72]. Consideremos
el siguiente término de la diagonal de H

9%ty
07220955

=~ /(0)
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Siguiendo un analisis similar al presentado en la solucién indeseada tipo I se obtiene

que
821/)2 1
—— - =Dp3(0) >0
09220955 2(0)
de lo que se deduce que H es no definida positiva y el punto no es un maximo de
Ya.

Solucion indeseada tipo I1I: Uno de los combinadores extrae una mezcla de las dos
fuentes y el otro cancela las dos fuentes. Dentro de este grupo existen dos soluciones

g1 7#0, g12#0, g1 =0, goo=0
g1 =0, g12=0, go1 #0, g #0

El andlisis de ambas es similar por lo que s6lo presentaremos el primero de ellos.
Para esta solucién las primeras derivadas implican

1 an 2 ' 2
=2\gu|"|p1 — f (g =

PN lgul*lpi| = f'(g1]]%)
= 2|g12/7|p2| — ! g1 =

7200 912" 02| = f'(Ilg1]]?)

Para conocer el cardcter del hessiano en este punto estudiaremos los determinantes
de las matrices superiores izquierdas. La primera matriz estd formada por un tinico

elemento
1)y 1 Oy
G0 B0 = o g T gl = lou S 2y E.49
991,09+ g, T 2loulled 92" (lgl1?) = l9u 207 (| l&1] 1) (E-49)

donde se ha utilizado el resultado p!(z) = 2|p;| — f"(z). Si p{(/|g:]/?) > 0 entonces
(E.49) es positivo y el hessiano tiene un término positivo en su diagonal. Como se
ha mencionado anteriormente, esto implica que H no es definida negativa.

Supongamos ahora que p}(||g;||?) < 0 y estudiemos el determinante de la siguiente
matriz superior izquierda de H

%4y 921y
_ | 99119g97; 091199]
:[_I1112 — 11 12

9o 9o
397,0912 0912097,

El segundo término de la diagonal de H tiene la forma

0%y 1 0y 2
P , )
draddt — aiog, T 2ozl el = ol (lel)

= lg12"P5 (Il ") (E.50)
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Utilizando (E.49), (E.50) y (E.19) la matriz H; puede escribirse como

= | 00 sl
—gngh (1817  lonlrf( 1]

Esta matriz puede descomponerse como una transformacién congruente C?BC
siendo las matrices C y B las siguientes

_ | 0] g_| Plllel? —f”(g1||2)]
C_l 0 912]’ B_l—f”(l|g12) ps(/lgil?)

Por la ley de inercia bastara estudiar el caracter de la matriz B. Las segundas
derivadas de p;(.) evaluadas en el punto |gi1|? + |g12|? tienen la forma

pi(lgl*) = 2lp| = f"(llgal*) (E.51)
Py (lg1l*) = 2lpa| = f"(llga]*) (E.52)

Despejando f"(.) de (E.51) se tiene

F'(lgll*) = pi(llgil*) + 2lp1) (E.53)

y sustituyendo en (E.52) resulta

p(llgil?) = =i ([gll*) + 2]p1| — 2/ 2] (E.54)

Utilizando (E.53) y (E.54), la matriz B puede ser escrita como

P (||| %) —p{(||g1]]?) + 2|p1]
—pi(|lgl]?) +2lp1]  —pV(llg1|[?) + 2|p2| — 2|p1]

Calculando su determinante se obtiene

det(B) = 2p(||g1]*) (| 1] + |p2]) — 4]p1|?

Recordemos que se esta suponiendo que pY(|/g11/|*>) < 0y, por ello, resulta obvio
que el determinante es negativo, det(B) < 0. Por tanto, el hessiano no es definido
negativo y el punto considerado no es maximo de la funcion s.

e Solucion indeseada tipo 1V: Los dos combinadores extraen la misma fuente y ambos
cancelan la otra. En este grupo nos encontramos con los siguientes puntos

g1 70, g12=0, g1 #0, go=0
g1 =0, g127#0, g1 =0, g #0
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El analisis de ambas soluciones es similar por lo que sélo presentaremos el
correspondiente a la primera de ellas. En este punto las primeras derivadas implican

1 oy
P = = 2\911|2‘Pl\ - f’(|911\2) - 27\921|2 =0
g1 9911

& flgnl?) = 2[gu 1] — 271921 (E.55)
1 oy
P 2 = 2\921|2‘Pl\ - f’(|g21\2) - 27\921|2 =0
951 0921

& flgnl?) = 2lga o] = 271911/ (E.56)

Utilizando estos resultados obtenemos las siguientes expresiones

0%y . ) , ,
gadgls =2 —2 E.57
0912097, F(lgnl") = 2lgu o] = 271921 (E.57)

0?1y , ) , )
090n0gss =2 -2 E.58
09220935 f'(lg21]7) 192117 1| v] 911 ( )

Es inmediato demostrar que la condicién v > |p;| es suficiente para que (E.57) 6
(E.58) sean positivos. Bajo esta condicién el hessiano de 1, tiene elementos positivos
en su diagonal y el punto bajo estudio no es un méaximo de la funcién de coste.

e Solucion indeseada tipo V: Ambos combinadores extraen una combinacion de las
fuentes, esto es

g1 #0 g2 #0 ga1 #0 goz #0

Para determinar si el hessiano es definido negativo estudiaremos la siguiente
submatriz superior izquierda de H

921y 921ha
097,0912 9912097,

0%y 0%y
_ 0911097 0911097
H1112 — 11 12

Utilizando las segundas derivadas y p/(x) = 2|p1| — f"(z) podemos escribir los
términos de la diagonal como
0%y 1 9yy 911912931922
— 4+ 9 2 _ 2 ¢l 2 ) 12521
9911091, 911 9911 lgul[p1] = |gu 7" (|1l %) + 2 g2
= [ou P (llga ) + 2o T2 (E.59)
911
01y 1 9yy 91191292195
— +9 2 _ 2 ¢l 2 ) 11 22
89128‘9{2 gTQ 8912 ‘912| ‘pQ‘ |912‘ f (||g1|| ) Y ‘912|2
= lonlp(llea ) + 2o TR (E.60)

\912\2
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Los términos de la diagonal de una matriz hessiana son reales [72] por tanto
911912951922 = 911912921935 = |911[g12/[g21]|g22| es real. Ahora, utilizando (E.59),
(E.60) y (E.19), y realizando algunas operaciones sencillas, la matriz Hy;1o puede
ser escrita de la siguiente forma

= | e, st
—ngb " (&1l loul(lei]?

lg11|g12]|g21][922] *
+2 lg11]2 _921922
v — G103 l9111l912119211lg22]
21922 lg12/?

La primera matriz a la derecha de la igualdad es igual a la presentada en el estudio de
la solucién indeseada tipo III donde se ha probado que es no definida negativa. Por
otro lado, la condicién v > 0 garantiza que la segunda matriz es definida positiva ya
que contiene elementos negativos en su diagonal y su determinante es igual a cero.
Como consecuencia, la matriz Hyq15 no es definida negativa y el punto que estamos
analizando no es maximo de 5.

Del anélisis anterior se obtiene que los maximos de la funciéon de coste 15 coinciden
con los estados en los que cada combinador del sistema de separacion extrae una fuente
diferente. Ademds, también se deduce que v > max(p;), 7 = 1,..., L garantiza que la
funcién no contiene maximos no deseados.
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Apéndice F

Puntos estacionarios del criterio 1
generalizado

En este apéndice estudiaremos la naturaleza de los puntos estacionarios indeseados de la
funcién de coste (5.8) propuesta en el capitulo 5 para separacién ciega de fuentes a partir
de mezclas convolutivas. Previamente, en la seccién 5.4, hemos expresado la funcion de
coste Jig(W) en términos las ganancias G y hemos determinado las primeras derivadas.

Las soluciones indeseadas del sistema de ecuaciones (5.30) pueden ser clasificadas en
tres grupos analogos a los estudiados para el caso de mezclas lineales instantaneas

e Grupo 1: Alguna salida cancela todas las fuentes y alguna fuente es cancelada por
todas las salidas. Consideraremos que la salida y, cancela todas las fuentes y que
la fuente s; es cancelada por todas las salidas, i.e.,

gpiln) =0i=1,..,N, né€(—oo,00) guy(n)=0i=1,...,N, n € (—o0,00)

Evaluando las segundas derivadas de la funcién de coste (5.33) se obtiene el siguiente
término de la diagonal de la matriz hessiana

0%Ya
Ogpi(1)3gy ()

Recordemos que una de las premisas de nuestro criterio es la existencia de un tinico

- —f(0) (F.1)

méaximo x > 0 en las funciones p;(x) = |p;i|z® — f'(z). Por tanto, en x = 0 se cumple
que pi(0) = —f'(0) > 0. Como consecuencia la matriz hessiana tiene elementos
positivos en su diagonal y los puntos en este grupo no son maximos de la funcién
de coste.

e Grupo 2: Todas las salidas extraen una tnica fuente y varias salidas extraen la
misma fuente. Consideraremos que la fuente s; es extraida por las salidas y, y ym.
ie.,

gpl(nl) 7A 0, gml(”?) 7A 0

165
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gpj(n) =0, J
=0, Jj

1,... N, n€ (—oc0,00) j#I
Gmj(n) 1,...,N,

n € (—o0o,00) j#I
La diferencia entre este grupo de soluciones y el grupo 2 del andlisis presentado

en el apéndice E radica en que ahora puede ocurrir que las salidas extraigan una
combinacion lineal de los simbolos de las fuentes.

Evaluando el sistema de ecuaciones (5.30) en este punto obtenemos lo siguiente

0
SOVG g g gm)  — ga(ma) 7l )
gpl(nl)
N
— 29lpilgi(na) DD lgn(k)[? =0 (F.2)
J=1 ki
0
@%(n) g () gm(n) 2 — gha(na) £(|lgm|P)
N
= 2lalg(n2) X lgilka)F = 0 (F.3)
J=1 ko

donde el sumatorio con subindice k; en (F.2) engloba a todos los retardos con que
las salidas y; extraen la fuente s; excepto y,(n;). Por otro lado el sumatorio con
subindice k5 engloba a todos los retardos con que la fuente s; es extraida por las
salidas y; excepto gpmi(ns).

Obviamente para que las soluciones en este grupo sean puntos estacionarios de la
funcion de coste debe cumplirse lo siguiente

Fllgll) = 2lpl(lgn(m)l* =223 lgin(ki) )

Jj=1 kp

Fllgnll®) = 2lpl(gmi(n)* =7 32> lgn(k2)[*) (F.4)

J=1 ko

Adicionalmente, como estamos suponiendo que el nimero de fuentes es igual al
ntimero de salidas debe cumplirse que alguna fuente s, sea cancelada por todas las
salidas, i.e.,

giq(n) =0,i=1,..,N n € (—o00,00)

Estudiemos los siguientes términos de la diagonal de la matriz hessiana

9V = —f'Igll?) = —2lp| (g (n1)]* — viz |9;1(k1) )
Dgpq(m1)0g, (m1) ’ e =
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= =2/l (|gp(n)[* = Vgmi(n2)[*) + 2910l D2 g (ka)

s (F.5)
o , N , N ,
OGma(12) 007, (n2) —f(llgmll?) = =2lpul([gmi(n2)] —7;%|gﬂ(k2)|)
= =2|o1l(lgma(m2) = g (m) ) + 2121l 3 3 gialhs)I?
(F.6)

Donde el sumatorio con indice k3 abarca a todas las ganancias con las que es extraida
la fuente s; excepto gp(n1) ¥ gmi(n2). Inspeccionando estas expresiones, podemos
concluir que la condicién v > 1 asegura que alguno de los términos (F.5) o (F.6) en
la diagonal del hessiano es positivo. Como consecuencia, el punto no es un maximo
de la funcién de coste.

Grupo 3: Alguna salida extrae una combinacién lineal de varias fuentes (o de la
misma fuente). En particular, asumiremos que la salida y, extrae una combinacién
lineal de las fuentes s; y s,,,

Existe ny, ng tal que gy (n1) # 0, Gpm(ne) # 0
A diferencia del caso equivalente para mezclas instantaneas, ahora puede ocurrir
que las fuentes sean extraidas por y, con diferentes retardos.

El sistema de ecuaciones (5.30) nos indica que los puntos estacionarios deben cumplir
las siguientes igualdades

0
o g o)) — g )
N
— 2plgy () D2 D [gju(k) P =0 (F.7)
J=1 k1
O ) * ’
m = 2|pm|gim(12)|9pm (n2) > = G (n2) (| 18517
N
- 2’7|pm|g;m(n2) Z Z |gjn(k2)|2 =0 (FS)
J=1 ka2

donde el sumatorio con indice k; en (F.7) abarca a todas las ganancias con que las
salidas y;,7 = 1, ..., N, extraen la fuente s, excepto g, (n1) y el sumatorio con indice
ko en (F.8) abarca a todas las ganancias con que las salidas y;, j =1, ..., N, extraen
la fuente s, excepto gy(ns).
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Para demostrar que este punto no es un maximo de la funcién de coste es suficiente
con estudiar la siguiente matriz 2 x 2

feRie o
Agpi1(n1)0g,,(n1)  Bgpi(n1)dgy, (n2)
lepn(nla n2) = Ir! 77;2¢ipl " It né?wgcp " (Fg)

995, (n1)0gpm(n2)  Ogpm(n2)dg;,, (n2)

cuyos elementos se obtienen evaluando (5.33) en el punto que estamos analizando

82¢G o 6@[}(; 1 9 _en .
S Ioeni) = gty gty + )l (2l = £l )
= |gn(n)” (2lpi = (Il )
oL g5 (1)gpm (2) £ (|l |I?)
agpl(nl)ag;m(m) pl pm D
6277DG o GwG 1 9 o )
OGpm (12) 0y, (n2) B 5g;m(n2)g;;m(n2)+‘g”m(n2)‘ (2|pm| f"(lgpl| ))

= |gpm(n2)[” (2lpm| = 1"(/I&ol1")) (F.10)

Sustituyendo en (F.9) resulta una matriz que tiene la siguiente forma

Hyyp (1, mp) = | 1901 Gl = 7(1lepl ) —05(m1)om (n2) 17 (| 1) ]
T2 = | g (1) (1) £l P) Lo (72) L — £ (15! ))

Aquellos puntos donde se cumpla

f'Ulgll®) <2l o f(llgell*) < 2lpml (F.11)

dan lugar a una matriz Hy,,(n1, ng) con términos positivos en su diagonal y, por
tanto, no es definida negativa. Para determinar la naturaleza de H,,,,(n1,n2) en
los otros casos, estudiaremos su determinante

det (Hyipm(n1.12)) = 2/gpu(1) |’ gpm(n2)|* (21ullom| = |1l £ (gl [*) = loul £ (&5 *))

) 2 2 _f”(||gp2)_f”(gp||2)>
= 2ol g (1) P () (2 b &

(F.12)

Es evidente que el determinante (F.12) es negativo cuando

F(lell?) = 2l v f"lgpll?) = 2lpm| (F.13)

Como consecuencia, H no es definida negativa y los puntos en este grupos no son
maximos de la funcién de coste.



Apéndice G

Notacion y abreviaturas empleadas

G.1 Notaciéon

Representaciéon Significado Ejemplos
Letra minuscula normal Variable escalar o entera n, t, i, A
Letra minuscula negrilla Vector columna X, S,y
Letra mayuscula normal Constante entera M, N
Letra mayuscula negrilla Matriz A A
Subindices Elemento de un vector Siy X;

o columna de una matriz
Superindice * Conjugado de un complejo wy
Superindice © Traspuesto wl, WT
Superindice Traspuesto conjugado wh, WH
Superindice ~! Inversa de una matriz Al
V. Operador gradiente Vw, Vw
tr(.) Traza de una matriz tr(W)
det(.) Determinante de una matriz det(W)
diag(.) Diagonal de una matriz diag(A)
El[] Operador esperanza Els;]
cum(.) Cumulante de una senal cum(Yi, yZ, Vi, y5)
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APENDICE G. NOTACION Y ABREVIATURAS EMPLEADAS

G.2 Abreviaturas

AGC
CDMA
CM
CMA
f.d.p.
DSSS
EASI
GHA
HOS
ICA
IIR
LMS
MIMO
MISO
MMSE
ODE
PCA
QAM
SINR
SNR

Adaptive Gain Control

Code Division Multiple Access
Constant Modulus

Constant Modulus Algorithm

Funciéon densidad de probabilidad
Direct-Sequence Spread-Spectrum
Equivariant Adaptive Separation via Independence
Generalized Hebbian Algorithm
Higher Order Statistics

Independent Component Analysis
Infinite Impulse Response

Least Mean Squares

Multiple Input Multiple Output
Multiple Input Single Output
Minimum Mean Square Error
Ordinary Differential Equation
Principal Component Analysis
Quadrature Amplitude Modulation
Signal to Interference plus Noise Ratio
Signal to Noise Ratio
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