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Resumen

Esta tesis aborda dos problemas fundamentales en la recepcién de senales moduladas
digitalmente: la igualacion de canales y la separacion de senales. Se proponen nuevas
soluciones basadas en el conocido criterio de optimizacién de médulo constante (CM,
Constant Modulus).

El objetivo en igualacion de canales es eliminar la interferencia intersimbolica
(ISI, Intersymbol Interference) causada por los canales dispersivos. En numerosas
situaciones practicas, esto se lleva a cabo mediante un filtro transversal cuya salida es
una combinacién lineal de versiones retardadas de la senal recibida. Debido a que las
caracteristicas del canal no son conocidas a priori, los coeficientes del filtro han de ser
ajustados adaptativamente mediante un algoritmo recursivo. Uno de los algoritmos
mas utilizados es el CMA (Constant Modulus Algorithm) debido a su sencillez y a
no requerir la transmision de secuencias de entrenamiento. No obstante, estudios
recientes han mostrado que este algoritmo puede converger hacia puntos no deseados
cuando el igualador tiene una longitud finita y el canal se modela como un sistema
autorregresivo (AR, Auto-Regressive).

Este problema es abordado en la presente tesis presentddose una modificacién
a la funcién de coste minimizada por el CMA que no posee minimos locales para
canales AR. Se muestra que en los minimos locales existe una correlacién entre la
salida y la entrada desplazada, la cual no existe en los minimos deseados. Esto
motiva la introduccién de un nuevo criterio en el que conjuntamente se minimiza
la funcién de coste CM y la correlacién entre la salida y versiones retardadas de la
entrada. Aunque un analisis general del nuevo criterio es extremadamente complejo,
se presenta un analisis de los puntos estacionarios de la funcion de coste resultante
para un igualador de dos coeficientes y un canal AR de primer orden, demostrandose
que en este caso no existen minimos no deseados. Asimismo, también se presenta un
analisis en presencia de ruido en el que se demuestra que el error cuadratico medio
(MSE, Mean Square Error) alcanzado en los minimos no deseados coincide con el
minimo posible (MMSE, Minimum Mean Square Error).

El otro problema que se aborda es la separacion de senales mezcladas linealmente.
Este problema surge con frecuencia en los receptores de sistemas de comunicaciones
multiusuario en los cuales existe un front-end de comunicaciones (array de antenas,
banco de filtros adaptados, ...) que suministran una mezcla lineal de las senales
que se desean demodular. La separacion se lleva a cabo con un sistema lineal de
miltiples salidas. De nuevo nos encontramos con que la mezcla es desconocida y
que los parametros del sistema de separacion deben ajustarse de forma adaptativa.
La utilizacién del CMA en esta aplicacién resulta enormemente atractiva porque es
capaz de extraer en cada salida una tnica senal del entorno. Sin embargo, este criterio
no puede aplicarse por si solo ya que corre el peligro de extraer la misma senal en
distintas salidas.
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Para evitar este problema de captura, se presenta un nuevo criterio que considera
la adaptacion conjunta del criterio CM y la correlacion cruzada entre salidas distintas.
Estas correlaciones seran distintas de cero cuando se produzca el problema de captura
y su minimizacion penaliza la convergencia hacia los minimos donde esto ocurre. Un
analisis general del nuevo criterio propuesto resulta extremadamente complejo. No
obstante, se presenta un analisis particular para dos usuarios en el que se demuestra
la eliminacién de los minimos no deseados. Asimismo, también se presenta un analisis
en presencia de ruido en el que se demuestra que el MSE alcanzado en los minimos
es igual al minimo MSE alcanzable (MMSE).



Abstract

This thesis deals with two fundamental problems in the reception of digital signals:
channel equalization and signal separation. New solutions are proposed using the
well-know Constant Modulus (CM) optimization criterion.

The objective of channel equalization is to remove the Intersymbol Interference
(IST) introduced by dispersive channels. In many practical situations, the equalizer
is a transversal filter whose output is a linear combination of delayed versions of
the received signal. Since the channel features are unknown in advanced, the filter
coefficients must be adjusted in an adaptive way by means of a recursive algorithm.
The CMA (Constant Modulus Algorithm) is one of the most widely used because it
is simple, robust and does not require training sequences. However, recent stability
analysis have demonstrated that this algorithm may converge to undesired points
when considering finite length equalizers and the channel is modeled as an auto-
regressive (AR) system.

This thesis proposes a solution to this problem by introducing a modification of
the CMA cost function that does not present local minima. It is demonstrated that
in the local minima there is a correlation between the output and the delayed input.
This correlation vanishes at the desired ones. Though it is very difficult to obtain
a general analysis of the proposed cost function, it is presented an analysis of the
stationary points for a 2-tap equalizer and a first order AR channel that shows the
non existence of undesired local minima. Moreover, it is also performed an analysis
in presence of noise demonstrating that the Mean Square Error (MSE) at the minima
of the new cost function is the minimum achievable (MMSE, Minimum Mean Square
Error).

Another problem considered in this thesis is the separation of linear mixtures of
signals. This problem frequently arises in multiuser communications receivers where
there exist a front-end (antenna array, match bank filters, ...) that provides a linear
mixture of the desired signals. The separation is made by means of a multiple outputs
linear system. Again, the mixture is unknown and the parameters of the separation
system must be adjusted in an adaptive way. The CMA is very attractive because it
always extracts a single signal from the environment. However, this criterion cannot
be used by itself because it may extract the same signal at different outputs.

In order to avoid this capture problem, a new criterion is proposed that considers
the joint minimization of the CM criterion and the cross-correlation between different
outputs. These correlations are non-zero when the capture problem appears and their
minimization penalizes convergence to these kind of solutions. It is very difficult to
perform a general analysis of the new criterion. However, an analysis is presented
for two users that shows how the non-desired minima disappear. Moreover, it is
presented an analysis in presence of noise where it is shown as the MSE reached at
the minima of the new cost function corresponds to the MMSE value.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Motivacion

El comportamiento de todos los sistemas de comunicaciones esta limitado por la
distorsiéon que los canales introducen sobre la senal transmitida. Esta situacion se
ve agravada en la realidad por el hecho de que las caracteristicas de los canales
son desconocidas y cambian aleatoriamente con el tiempo debido a las constantes
variaciones de las propiedades fisicas de los medios de transmision.

Una de las principales fuentes de distorsion es el ruido que se superpone a las
senales recibidas. Este ruido aditivo se modela habitualmente como un proceso alea-
torio gaussiano ya que consiste en la suma de pequenas interferencias, ruidos térmicos
y otro tipo de contribuciones tanto naturales como generadas por el hombre. También
es practica comun considerar que el ruido estd incorrelado en el tiempo denominando-
se, entonces, ruido blanco. Los canales que introducen ruido blanco gaussiano se co-
nocen en la bibliografia con el nombre de AWGN (Additive White Gaussian Noise).

La presencia de ruido es particularmente danina en las comunicaciones por radio
afectadas de propagacién multitrayecto. Cuando la senal transmitida llega al receptor
a través de diferentes caminos, su suma es en ocasiones constructiva, reforzandose
la senal recibida, y en otras destructiva, produciéndose una atenuacién de la senal
recibida. Este fenémeno se conoce con el nombre de desvanecimiento (fading) v,
cuando ocurre, el ruido puede llegar a enmascarar la senal transmitida.

Si las diferencias entre los retardos de propagacién de los multitrayectos son des-
preciables frente a la duracién de un simbolo, el desvanecimiento sélo causa una
modificacion de la amplitud pero no distorsiona su forma. Es lo que se llama desva-
necimiento plano (flat fading). Por el contrario, si las diferencias entre los retardos son
comparables a la duracién del simbolo, el canal modifica la forma de los pulsos corres-
pondientes a los simbolos transmitidos diciéndose que el desvanecimiento es selectivo
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en frecuencia. La dispersion introducida por el canal hace que cuando se transmita
una secuencia de pulsos concatenados, éstos se solapen entre si apareciendo el fenéme-
no denominado interferencia intersimboélica (ISI, Intersymbol Interference). Ademds
de los canales con propagaciéon multitrayecto mencionados, existen otros muchos ca-
nales de comunicaciones que también presentan efectos dispersivos. Un ejemplo es el
canal telefénico donde las limitaciones practicas de los codificadores y las lineas de
transmisién introducen una distorsién lineal sobre las senales transmitidas.

Los desvanecimientos e ISI descritos anteriormente son las principales causas de
degradacion en sistemas de comunicaciones monousuario en los cuales el canal s6lo
transporta la senal de un unico usuario. En la practica, sin embargo, es cada vez mas
frecuente que un canal sea compartido por varios usuarios en cuyo caso surge una
nueva forma de degradacién que se denomina interferencia de acceso miltiple (MAI,
Multiple Access Interference). Esta interferencia se produce debido a imperfecciones
en el proceso de multiplexacion y es especialmente grave cuando la amplitud de la
senal de interés es menor que la de los usuarios interferentes. Esto ocurre habitual-
mente en comunicaciones méviles donde los usuarios interferentes pueden estar mucho
mas cerca del receptor que el usuario deseado provocando el efecto denominado de
near-far [39].

Para que los receptores puedan combatir los efectos nocivos de los canales hay que
dotarlos de dispositivos y técnicas adecuadas. Asi, la ISI se combate con filtros que
compensen (igualen) la respuesta en frecuencia del canal y que eliminen la distorsién
lineal. El desvanecimiento plano, por su parte, se reduce empleando técnicas de
diversidad en las que se persigue obtener en el receptor diferentes réplicas de la misma
senal transmitida. Cuando las réplicas son independientes entre si, la probabilidad
de tener fuertes desvanecimientos en todas ellas se reduce considerablemente.

En el caso de comunicaciones multiusuario, la utilizacion de técnicas de diversidad
es clave para poder separar los usuarios en recepcion. En muchas situaciones practicas
el proceso de multiplexacion no es perfecto y las réplicas obtenidas resultan ser una
mezcla de las senales transmitidas. Estas mezclas deben procesarse mediante filtros
que permitan recuperar las senales originales.

Todos los mecanismos degradadores que acabamos de mencionar tienen una natu-
raleza aleatoria de forma que, aunque podemos encontrar un modelo bastante preciso
para describirlos, sus parametros son desconocidos y cambian con el tiempo. Esto
obliga a utilizar en los receptores técnicas adaptativas que sean capaces de aprender
las caracteristicas del canal y seguir sus variaciones temporales.

En la presente tesis vamos a abordar dos problemas fundamentales en comuni-
caciones digitales. Uno es la eliminacién (o reduccién) de la ISI mediante el uso de
igualadores y otro es la cancelacién de la MAI en sistemas de comunicacion multiu-
suario. Dado que estos ultimos hacen uso de técnicas de diversidad, hemos estimado
conveniente dedicar la siguiente seccion a hacer una breve revision de ellas.
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1.2 Técnicas de Diversidad

El objetivo fundamental de las técnicas de diversidad es la obtencién de diferentes
réplicas, o versiones, correspondientes a una misma senal transmitida a través de
canales independientes. Como ya se mencion6 anteriormente, las técnicas de diver-
sidad pueden ser utilizadas para combatir el desvanecimiento o bien para transmitir
diferentes usuarios por un mismo canal.

Muchas son las técnicas de diversidad que han sido propuestas de entre las cuales
las mas importantes son las siguientes:

1.2.1 Diversidad Temporal

Las diferentes versiones de la senal transmitida se obtienen observando la recibida en
distintos instantes de tiempo. Cuando se desea combatir el desvanecimiento se debe
transmitir la misma senal por diferentes ranuras temporales de forma que todas ellas
alcancen el receptor con caracteristicas de perturbacion distintas.

e XO ®

e Xl ®

o x

L-1
Figura 1.1: Diversidad temporal.

Por otra parte, la técnica de acceso multiusuario basada en este tipo de diversidad
se denomina TDMA (Time Division Multiple Access). En esta técnica las senales
transmitidas en las diferentes ranuras temporales se corresponden con las de cada uno
de los usuarios del sistema. La figura 1.1 representa la forma de separar los usuarios a
partir de la senal recibida. Cada una de las versiones es obtenida cada KT L unidades
de tiempo donde K es el nimero de simbolos que contiene una ranura temporal, T’
es el periodo de simbolo y L es el nimero de usuarios. El grado de diversidad del
sistema determina el nimero maximo de ranuras asignadas a diferentes usuarios.
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1.2.2 Diversidad Frecuencial

Las versiones de senal son obtenidas observando la senal recibida en bandas frecuen-
ciales diferentes. Al igual que en las técnicas de diversidad temporal, cuando se desea
combatir el desvanecimiento una misma senal ha de ser transmitida simultdneamente
en diferentes bandas de frecuencia.

ro®
Filtro Paso (0
9‘ Bandaf, | | Demodulador 0
! |
© : N
! L-1
| \l/ |

Filtro Paso x ()
= Bandaf, _, Demodul ador L-1

Figura 1.2: Diversidad frecuencial.

La técnica de acceso multiusuario basada en este tipo de diversidad se denomina
FDMA (Frequency Division Multiple Access). En ella, cada uno de los usuarios
transmite a frecuencias diferentes y el receptor solo ha de filtrar una para obtener la
senal del usuario deseado. La figura 1.2 representa la forma de separar las senales en
este tipo de diversidad.

1.2.3 Diversidad Espacial

Las versiones de la senal se obtienen por medio de su recepcion en diversos puntos
del espacio. La diversidad espacial se consigue desplegando un array de antenas que
se compone de multiples sensores separados fisicamente entre si y dispuestos en un
orden predeterminado para garantizar ciertas propiedades de las senales recibidas.
En la figura 1.3 se representa una antena en array con K sensores.

Un sistema monousuario aprovecha la separacién espacial de los sensores para
obtener versiones de senal independientes y reducir asi la probabilidad de alcanzar
valores de desvanecimientos criticos. La técnica de acceso multiusuario basada en
este tipo de diversidad se denomina SDMA (Spatial Division Multiple Access). Esta
técnica permite la comparticién de un medio a usuarios cuyas senales alcanzan el
receptor por angulos diferentes.

El nimero de sensores influye directamente en el grado de diversidad (nimero
de versiones) que proporciona la antena. Este grado de diversidad se traduce en un
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Figura 1.3: Diversidad espacial. Array de antenas.

aumento de la SNR en recepcion y, en el caso de comunicaciones multiusuario, en un
incremento del nimero de usuarios que un receptor puede detectar [16].

1.2.4 Diversidad por Espectro Ensanchado

En esta técnica de diversidad el espectro de frecuencias utilizado para transmitir una
senal es mucho mayor que el de la senal moduladora. La operacion de ensanchado
de espectro se realiza por medio de cédigos' independientes de la sefial a transmitir,
debiéndose deshacer esta operacién para recuperar el espectro original. La modulacion
de espectro ensanchado permite combatir las interferencias en el canal, especialmente
si son de banda estrecha, ya que el receptor sélo comprime el espectro de la senal
deseada y expande el de las interferencias.

Existen varias técnicas de diversidad por espectro ensanchado siendo dos las mas
utilizadas: por secuencia directa (DS, Direct Sequence) y por salto de frecuencia (FH,
Frequency Hopping). Ambas hacen uso de un cédigo pseudo-aleatorio compuesto por
una secuencia binaria con propiedades similares a las de un ruido. Los componentes
de esta secuencia binaria se denominan chips y poseen un periodo mucho menor
que el de un simbolo. Las técnicas DS logran el incremento del ancho de banda
multiplicando los simbolos a transmitir por el cédigo pseudo-aleatorio de forma que
la senal obtenida tiene un mayor nimero de oscilaciones por unidad de tiempo. Por

ILa diversidad por espectro ensanchado también se conoce con el nombre de diversidad por
cédigo.
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el contrario, las técnicas FH utilizan el cédigo para producir saltos en la frecuencia
de la senal logrando asi el incremento del ancho de banda.

En un entorno multiusuario, este tipo de diversidad se denomina CDMA (Code
Division Multiple Access) y considera que cada usuario tiene asociado un cédigo dife-
rente cuya correlacién cruzada con los utilizados por otros usuarios es muy reducida.
La figura 1.4 representa cémo se deshace el proceso de ensanchado de espectro de la
senal recibida por medio de filtros adaptados a los cddigos en un sistema DS/CDMA.
Las versiones de senal utilizadas en este caso son las correspondientes a las salidas de
los filtros adaptados.

r,(n)
c, (-n) ﬁTb % X, (n)
c, (-n) KTb S % M
X(t) /% ° Mz(n)
V |
- | ()

\% ¢, (-n) KTb % Xy (N)

Figura 1.4: Diversidad por cédigo.

1.2.5 Otras Formas de Diversidad

En este grupo se consideran las técnicas de diversidad por polarizaciéon y por compo-
nentes de campo. Estas técnicas proporcionan un bajo grado de diversidad (inica-
mente dos versiones de sefal) y su uso no estd tan extendido como las anteriores.

e Diversidad por polarizacion. Una antena puede considerar dos tipos de pola-
rizacion: horizontal y vertical. De cada una de estas polarizaciones se puede
extraer una senal que esta incorrelada con la otra [38].

e Diversidad por componentes de campo. Este tipo de diversidad aprovecha la
teoria de campos electromagnéticos. Aunque los campos eléctrico, E, y magnéti-
co, H, de una senal electromagnética estan mutuamente relacionados, las senales
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recibidas por cada uno de éstos sufriran distorsiones diferentes ya que fenémenos
como la reflexién actian de distinta forma segin el campo considerado [38].

Como puede verse, las técnicas de diversidad existentes son muchas y muy dife-
rentes. No obstante, es curioso observar que el modelo de senal correspondiente a
todas ellas tiene enormes similitudes. En las subsecciones siguientes se plantearan los
distintos modelos de senal para sistemas de comunicacién monousuario y multiusua-
rio. Primero se abordara el caso mas sencillo de canales no dispersivos y después el
de canales dispersivos.

1.3 Modelo de Senal para Canales no Dispersivos.

Un canal se dice que es no dispersivo si su respuesta en frecuencia es de la forma,
H(f) = He?*™Imo (1.1)

donde H representa un factor de atenuacién y ng es el retardo de propagacion. Ambos
parametros son considerados constantes durante el tiempo que se tarda en transmitir
un simbolo, aunque su valor sea desconocido y pueda fluctuar de manera aleatoria de
un simbolo a otro. Esto es lo que se conoce con el nombre de desvanecimiento plano

(flat fading) [56].

En el dominio del tiempo, la senal recibida se puede expresar en discreto de la
siguiente manera
z(n) = Hs(n — ng) + r(n) (1.2)

donde s(n) representa la informacién transmitida y r(n) contiene la suma de todas
las senales no deseadas (ruido e interferencias) que existen en el canal.

Cuando el sistema de comunicaciones no se ve afectado por interferencias exter-
nas, r(n) sélo contiene al ruido térmico presente en los dispositivos electrénicos del
receptor. En este caso, es practica comiun modelarlo como un proceso estocastico
gaussiano, estadisticamente independiente de s(n), con media cero y funcién de auto-
correlacion

N
E[r*(n)r(n+m)] = 705(m) (1.3)
donde % es la densidad espectral de ruido y §(m) es el impulso unitario. Cuando

existen interferencias en el sistema r(n) también se modela como un proceso es-
tocdstico estadisticamente independiente de s(n) aunque su distribucién y funcién de
autocorrelacion pueden adoptar formas muy diversas.

El modelo de senal que se ha descrito corresponde al de un receptor extrema-
damente simple que carece de diversidad y sélo proporciona una versién de la senal
transmitida. Esto limita considerablemente las técnicas que pueden utilizarse para
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mejorar la recepcién ya que, si la senal deseada sufre un fuerte desvanecimiento, el
ruido y/o las interferencias pueden enmascararla y el sistema no podré recuperar la
senal. Si se desea dotar al receptor de alglin mecanismo para combatir los desvaneci-
mientos, hay que recurrir a técnicas de diversidad que proporcionen varias versiones
de la misma senal transmitida. La figura 1.5 muestra el diagrama de bloques de un
sistema de comunicaciones monousuario en el que s6lo se transmite s(n) a través de un
canal y que utiliza alguna de las técnicas de diversidad descritas anteriormente. Cada
una de las L senales proporcionadas por la técnica de diversidad se puede escribir de
la siguiente manera

zi(n) = His(n) 4+ ri(n) (1.4)
donde H; y r;(n) representan la atenuacién y el ruido correspondientes a la versién
i-ésima recibida. Por razones de sencillez, se ha considerado que la senal alcanza
el receptor con un retardo de propagacion nulo, ny = 0. Cuando las técnicas de
diversidad se disenan con el objetivo de combatir el desvanecimiento, se persigue
que los valores de H; sean estadisticamente independientes. De esta forma, si la
probabilidad de que H; atente la senal por debajo de un determinado valor critico,
haciendo que el ruido enmascare la senal recibida, es P, la probabilidad de que ésto
ocurra en todas las versiones recibidas es PL.

r ((n)

X (n)
— | Hy @ 4

()

Mo (n)

@ x ()
H L-1 @

Figura 1.5: Diagrama de bloques un sistema de comunicaciones monousuario con
diversidad y canales no dispersivos.

Ademas de combatir el desvanecimiento, los receptores con diversidad también
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pueden utilizarse para separar las senales correspondientes a usuarios que comparten
el mismo canal. La figura 1.6 representa el diagrama de bloques correspondiente
a un sistema de comunicaciones con N usuarios, donde las senales transmitidas se
superponen en recepcion después de haber sufrido atenuaciones diferentes. En este
caso, cada una de las senales recibidas se puede escribir de la siguiente manera

zi(n) = ZHiij(”) +7i(n) (1.5)

donde H;; es la atenuacion que sufre el usuario j en la versién ¢ de las senales recibidas
y sj(n) es la sefial transmitida correspondiente al usuario j. La expresién (1.5) se
puede reescribir de la siguiente manera

N
xl(n) = Hz-lsl(n) + 7"2(71) + ZHZ']'S]'(TL) (16)

a
donde el ultimo término representa las interferencias que sobre el usuario [ causan los

otros usuarios en el entorno. Esto es lo que se conoce con el nombre de interferencia
de acceso multiple (MAI).

Para describir el modelo de senal de una forma més compacta, las senales x;(n)
se pueden agrupar en un vector de la forma

x(n) = [zo(n), z1(n), -, x_1(n)]" (1.7)

donde el superindice ? representa transposicién.

La forma del vector de versiones (1.7) depende de las senales del entorno y de la
técnica de diversidad utilizada, pero en todas ellas se puede escribir de la siguiente
forma

x(n) = Hs(n) +r(n) (1.8)
donde H es una matriz de dimensiones L x N que contiene todas las atenuaciones
Hij, s(n) = [s1(n), -+, sn(m)]" y x(n) = [ro(n),- -, rp-1(n)]".

A continuacion se describe la forma concreta que adopta este modelo segin el tipo
de diversidad.

1.3.1 Diversidad Temporal y Frecuencial

En estas dos técnicas los NV usuarios transmiten en N ranuras temporales (diversidad
temporal) o N bandas frecuenciales (diversidad frecuencial) distintas. Es habitual
intercalar tiempos y bandas de frecuencia de guarda entre las senales para que al
multiplexar los usuarios apenas se interfieran entre si. Como consecuencia, cada una
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s(n)
1

s(n)
N

Figura 1.6: Diagrama de bloques un sistema de comunicaciones multiusuario con
diversidad.
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de las versiones de las senales observadas sélo tiene contribuciones de un sélo usuario
y se pueden expresar de la forma

zi(n) = Hysi(n) +r;i(n) (1.9)

Si el modelo de senal se escribe en forma vectorial como la ecuacién (1.8), la matriz
H resulta ser una matriz de permutacion con un unico elemento distinto de cero en
cada columna. También es habitual encontrarse con que la matriz de covarianza del
ruido resulta ser una matriz diagonal.

1.3.2 Diversidad Espacial

Este tipo de diversidad trata de aprovechar el hecho de que en muchos sistemas de
comunicacion por radio las senales en el entorno suelen llegar al receptor por angulos
diferentes. Puede demostrarse [16] que cuando una senal radioeléctrica de banda
estrecha? se propaga como una onda plana, las sefales suministradas por sensores
dispuestos en distintos puntos del espacio se diferencian en un desfase que depende del
angulo de incidencia. La practica habitual es situar los sensores separados entre si una
distancia igual a media longitud de onda lo que permite que haya una correspondencia
biunivoca entre los angulos de llegada y los desfases. Cuando hay desvanecimiento
plano, sin embargo, la separacién entre sensores suele ser muy superior a la longitud
de onda para garantizar la independencia estadistica de las atenuaciones en éstos.
Esta tltima situacién no esta en los objetivos de esta tesis.

Considerando un entorno en el que N senales inciden sobre un array de K sensores,
el vector de tamano K X 1 que contiene las senales de entrada se puede expresar de

la siguiente forma
N

x(n) =Y Asa(0;)si(n) +r(n) (1.10)
i=1
donde A; es la amplitud con que es recibida la senal s;(n) y a(f;) es el vector de
steering® correspondiente al angulo 6; por el que incide s;(n).

Cuando se emplea notacién vectorial, la matriz H en (1.8) es de la forma H =
[A1a(61),- -, Aya(fy)], es decir, los vectores de steering multiplicados por la ampli-
tud con que los usuarios son recibidos. Siempre supondremos que las columnas de
H son linealmente independientes. Al menos ésto siempre puede garantizarse que es
cierto cuando el array es lineal con sensores equiespaciados media longitud de onda
y todas las senales inciden por dngulos distintos [55].

2Se habla de un modelo de propagacién de banda estrecha cuando el retardo entre la llegada de
una senal al primer sensor de la antena con respecto al iltimo es despreciable.

3El vector de steering de una sefial de banda estrecha que incide con un dngulo # sobre un array
de antenas con sus sensores linealmente equiespaciados una distancia de media longitud de onda, es
a(f) =[1,e7%,e 729 ... e IE-DT donde ¢ = wsen().



12 Capitulo 1. Introduccion

En los sistemas con diversidad espacial, el ruido térmico es introducido por el
receptor presente en cada uno de los sensores. Como estos receptores son dispositivos
fisicos diferentes sus ruidos son estadisticamente independientes entre si y la matriz
de correlacion del ruido también resulta ser diagonal.

1.3.3 Diversidad por Cédigo

En este apartado se va a describir el modelo de senal correspondiente a un sistema
con diversidad de cédigo que utiliza la modulacién Direct Sequence (DS) expuesta
anteriormente. Denominando v(n) a la senial recibida cuando se muestrea a periodo

de chip, T,, se obtiene
N

v(n) = sz(n) +7r(n) (1.11)
i=1
donde 7(n) es el ruido gaussiano en el canal y v;(n) es la senal recibida correspondiente
al usuario i-ésimo que tiene la forma

vi(n) = Aisi(| 7= ))ei(n — | =] M) (1.12)

donde |-| representa la operacién de redondeo al entero més bajo, A; es la amplitud
con que se recibe al usuario i-ésimo y ¢;(n) es su cédigo asociado que posee una
longitud de M chips. Obsérvese que los simbolos transmitidos se representan por la
senal s;(|i7]) que tiene el mismo valor durante los M chips correspondientes a un
periodo de simbolo.

Las versiones de senal en esta técnica de diversidad son proporcionadas por las
salidas de los filtros adaptados a los distintos cédigos de usuario tal y como se muestra
en la figura (1.4). El filtro [-ésimo estd adaptado al cédigo del usuario I, proporcio-
nando a su salida la correlacién entre la senal (1.11) y el c6digo [ en un periodo de
simbolo, T,. Cada M chips recibidos se obtiene una salida, a velocidad de simbolo,
de la forma

M-1
x(n) =v(n) *¢(— Zv (m+nM)g(m) 1=1,---,N (1.13)

m=0

Por otro lado, se puede comprobar que la senal v(m +nM) en un periodo de simbolo
es

v(m +nM) = ZA si(n)ci(m) + r(m+nM) mel0,M —1] (1.14)

Sustituyendo (1.14) en (1.13) se obtiene

ZASZ You+mi(n) I1=1,--- N (1.15)
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donde p;; es la correlacién entre los cédigos ¢;(n) y ¢;(n)

pil = z_: ci(m)e,(m) (1.16)
Y M-1
r(n) = r(m+nM)e(m) 1=1,--- N (1.17)

es la componente de ruido a la salida del filtro [. Asi pues, las senales obtenidas a la
salida de un banco de filtros adaptados a los N cédigos de usuario se pueden expresar
matricialmente de la siguiente forma

x(n) = Hs(n) +r(n) (1.18)

donde H es una matriz de correlacién de tamano N x N cuyo elemento (i,[) es A;p;.
El vector s(n) = [si(n),-+-,sny(n)]’ contiene los simbolos transmitidos por los N
usuarios en el periodo n y r(n) = [ry(n), r2(n), -+, ry(n)]F contiene las componentes
de ruido a la salida de cada filtro. Obsérvese que, a diferencia de las técnicas de
diversidad anteriores, las componentes del vector de ruido no son estadisticamente
independientes entre si. Su matriz de autocorrelacion es R.,.,iq0 = %H’ donde H'
solo contiene las componentes p;;.

Cuando los codigos son perfectamente ortogonales, p; = 0 Vi # [, la matriz de
correlacién H es diagonal y la salida de cada filtro adaptado contiene componentes
de un tnico usuario. Sin embargo, esta hipdtesis no se cumple en la practica debido a
asincronias en la transmision o distorsiones del canal. Como consecuencia, la matriz
H no es diagonal y la salida de cada filtro adaptado suministra una mezcla de los
simbolos transmitidos por diferentes usuarios. No obstante, en la mayor parte de
las situaciones practicas se cumple que las columnas de la matriz H son linealmente
independientes [57].

1.3.4 Discusion

Examinando los distintos modelos de senal que acabamos de presentar puede obser-
varse que, con independencia del tipo de diversidad considerado, todo receptor con
diversidad dispone de un front-end que suministra un vector de observaciones que es
una mezcla lineal e instantdnea de las senales que se transmiten. La mezcla estd re-
presentada por H, que de aqui en adelante llamaremos matriz de mezcla. Cuando la
matriz de mezcla es diagonal (o una matriz resultante de permutar las filas en una
matriz diagonal), cada componente del vector de observaciones se corresponde con
la senal de un tnico usuario superpuesto con una componente de ruido. Sin embar-
go, en muchas situaciones practicas la matriz de mezcla no serd diagonal y en cada
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componente de x(n) aparecen las contribuciones de diferentes usuarios denominada
interferencia de acceso multiple (MAI). Estas interferencias complican especialmente
la recepcién de una senal cuando existen grandes diferencias en las potencias recibidas
como ocurre en comunicaciones moviles cuando se reciben senales de potencias muy
diferentes (problema del near-far).

1.4 Modelo de Senal para Canales Dispersivos

En el apartado anterior hemos supuesto que, exceptuando al ruido y a las interferen-
cias, la tnica distorsién que los canales introducen sobre las senales transmitidas es
una atenuacion que sélo modifica la potencia con que son recibidas. Esto simplifica
notablemente el modelo de senales de entrada que, en el caso multiusuario, resulta ser
una mezcla instantanea de los simbolos transmitidos. En la practica los canales reales
reflejan, refractan y dispersan las senales que pasan a través de ellos. El resultado es
que la salida correspondiente a un unico simbolo transmitido sera una combinacién
de versiones retardadas, desfasadas y atenuadas de la entrada lo que tiene como con-
secuencia que una senal que a la entrada tenga una determinada duracién aparezca a
la salida con una duraciéon mayor. Esta es la razon de que a estos canales se les llame
dispersivos.

Los canales con multitrayecto son un claro ejemplo de canales dispersivos. En
éstos una misma sefnial se propaga rebotando en diferentes obstaculos encontrados en
el camino entre el transmisor y el receptor. Las diferentes reflexiones y refracciones
que sufre la senal dan lugar a que se reciban a través de caminos diferentes, y con
retardos de propagacion distintos, multiples senales provinientes de un mismo origen,
que se superponen a la entrada del receptor. Este tipo de canales constituyen la
principal limitacion de la velocidad de transmision en los sistemas de comunicaciones
moviles [56]. Otros ejemplos de canales dispersivos pueden encontrarse en el contexto
de medios guiados (canales telefénicos, par trenzado y cable coaxial). Practicamente
podemos decir que todo canal que tenga severamente limitado su ancho de banda
presenta un comportamiento dispersivo.

Un canal dispersivo se puede representar como un filtro lineal [6]. En concreto, un
canal causal con respuesta de duracion limitada puede ser representado por un filtro
FIR (Finite Impulse Response) con una respuesta al impulso unitario de la forma

h(n) =S h(k)d(n — k) (1.19)

£
Il

donde §(n) es el impulso unitario y P es la longitud del canal. La senial obtenida en
recepcién cuando se transmite una secuencia s(n) a través de este tipo de canales es
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de la siguiente forma

~
IST

donde h = [h(0),h(1), -+, h(P — 1)]T es un vector con la respuesta al impulso y
s(n) = [s(n),s(n —1),---,s(n — P + 1)]" es un vector que contiene parte de la
secuencia transmitida. Por simplicidad, se ha supuesto que el simbolo deseado alcanza
el receptor con un retardo nulo. Como puede observarse, la ISI esta representada por
el término del sumatorio que incluye el efecto de los P — 1 simbolos posteriormente
transmitidos.

El modelo de la ecuacién (1.20) describe la senal recibida en un sistema sin diver-
sidad debida a un tnico usuario. Cuando existen varios usuarios en el entorno y se
emplean receptores con diversidad, el modelo de senal se complica notablemente tal
y como se describe a continuacion.

1.4.1 Linea de Retardos

La figura 1.7 presenta el diagrama de bloques correspondiente a una linea de retardos
que proporciona versiones retardadas a valor T" segundos de la senal recibida. En
cierto sentido, este sistema puede considerarse como un front-end de comunicacio-
nes dotado de diversidad temporal que puede ser aprovechado para combatir la ISI
introducida por el canal dispersivo. Esto es precisamente lo que hace un igualador,
tal y como se explica en el siguiente capitulo. Utilizando notacién vectorial, las L
senales presentes en la linea de retardos se pueden agrupar en un vector x(n) que se
representa de la siguiente forma

X(t
BRI

X (1)=x(t) X (t)=x(t-T) X (t)=x(t-2T) X (O)=x(t-(L-1)T)
0 1 2 L-1

Figura 1.7: Diversidad temporal mediante una linea de retardos.

x(n) = [z(n), -+, x(n — L+ 1)]" = Hs(n) + r(n) (1.21)
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donde H es una matriz convolucional de tamano L x (P + L — 1) de la forma

h(0) - R(P—1) 0 o 0
0 h(0) -+  h(P-1 0 -0
0 ... h(0) hP—1) - 0
s(n) = [s(n),s(n —1),-+,s(n — L — P + 2)]" es un vector que contiene parte de la
secuencia transmitida por el usuario y r(n) = [r(n),r(n—1),---,r(n— L+1)]" es un

vector de tamano L X 1 conteniendo al ruido aditivo.

1.4.2 Array de Antenas

Los sensores dotados de diversidad espacial utilizan un array de antenas. Si supone-
mos que una senal transmitida s;(n) alcanza al array a través de multiples reflexiones,
cada una de ellas con un retardo y angulo de llegada diferente, el vector x(n) de senales
recibidas se puede escribir de la forma

P-1

x(n) =Y _ hi(l)a(0z)si(n — 1) + x(n) (1.23)

=0

donde h; es la amplitud del multitrayecto [-ésimo y a(f;;) su vector de steering. La
ecuacion (1.23) se puede reescribir de forma més compacta como

x(n) = H;s;(n) +r(n) (1.24)

donde s;(n) = [si(n), si(n—1),-- -, s;(n—P+1)]T y H; es una matriz de tamaiio L x P
que contiene los efectos producidos por el canal dispersivo y los desfases provocados
por el array de antenas. En el caso de un array lineal con sensores equiespaciados
media longitud de onda, esta matriz adopta la forma

hi(0) () - hi(P = 1)
- hi(0)el®i0 hi(1)ei®n . hi(P — 1)e/%ir-n
hi(o)eji[(fl)d)io hi(l)ej‘(Kfl)dm e hz(P _ 1)69"(K_1)¢i(P—1)

(1.25)

donde los desfasajes ¢;; dependen de los dngulos de incidencia de los multitrayectos.

Cuando existen N usuarios en el entorno, la senal recibida es

x(n) = Z H;s;(n) +r(n) = Hs(n) + r(n) (1.26)
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donde s(n) = [sT(n),---,s%(n)]? es un supervector de tamaiio NP x 1 conteniendo
las secuencias transmitidas y H = [Hy, -+, Hy] es una supermatriz de dimensién

K x NP que contiene los efectos del canal.

1.4.3 Banco de Filtros Adaptados

El modelo de las senales proporcionadas por un banco de filtros adaptados en un sis-
tema DS/CDMA es muy similar al del apartado anterior como se verd a continuacién.
Consideremos, inicialmente, la senal transmitida por el usuario i-ésimo que resulta
de multiplicar los simbolos s;(n) por el cédigo ¢;(n), es decir,

n n

s£(n) = il Dealn — [ 1= 1) (127)

Este producto puede ser expresado por una suma de convolucién de la forma

56(n) = (si(|5=)3(n = | =] M) * ci(m) (1.28)

donde * denota convolucién y 6(n— [ % | M) es un tren de impulsos unitarios situados

en los instantes kM. La senal recibida es el resultado de transmitir s¢(n) por el canal
dispersivo de forma que la senal obtenida se puede representar como

v

-1

vi(n) = si(n) x hi(n) =Y si(n—k)h;(k)+r(n) (1.29)

[
0

£
Il

donde h;(n) es la respuesta al impulso del canal correspondiente al usuario i-ésimo.
Consideraremos que la longitud del canal es inferior a la de un simbolo?, es decir,
P < M. Quiere esto decir que un simbolo solo se ve afectado por el transmitido
inmediatamente después. A continuacién se representa el efecto del cédigo y del
canal en conjunto por

gi(n) = hi(n) x ¢;(n) = hi(n —k)e;(k)  n=0,---,M+P—2 (1.30)

vi(n) = (si(l7=1)0(n = [5=]M)) * gi(m) +r(n) =
= 3 sl e k= P ) ) (1)

4Esta hipStesis no es muy restrictiva en la practica.
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Esta ecuacién representa a la senal recibida s;(n) correspondiente al usuario i-ésimo
y constituye la entrada al banco de filtros adaptados a los cédigos ¢;/(n), l =1,---, N.
Suponiendo un sistema, de transmision sincrono, las salidas de estos filtros se pueden
representar como

M-1

szn+k k) =clvin) I=1,--- N (1.32)

k=0

donde ¢; = [¢(0),¢(1),- -+, (M — 1)) es el vector del cédigo I-ésimo y v;(n) =

[v;(n), -+, vi(n+ M —1)]T contiene los M chips que entran en el filtro adaptado cada
periodo de simbolo. Teniendo en cuenta (1.31), este vector se puede expresar como
donde r(n) = [r(n),---,r(n+ M — 1)]". Como se ha supuesto que la duracién del

canal es inferior a la del periodo de simbolo (hipdtesis P < M), el vector s;(n) =
[si([ 3] — 1), s;([ % ])]" s6lo tiene dos componentes y la matriz G; tiene dimensiones

M x]\/é siendo
gi(M) 9i(0)
G = | oM P2 gigi _ ?; (1.34)
6 gz(M —1)
Reescribiendo (1.32) en forma matricial
x(n) = [z1(n), -, zx(n)]F = Cvi(n) (1.35)
donde
ci (n)
C= : (1.36)
cx(n)
Sustituyendo (1.33) en (1.35) se obtiene
x(n) = CGis;(n) + Cr(n) (1.37)

Finalmente, la consideracién de los N usuarios del sistema es inmediata ya que
el vector de entrada al banco de filtros adaptados consiste en la superposicién de las
senales, v;(n), correspondientes a los diferentes usuarios de la siguiente forma

v(n) = Z G;si(n) +r(n) =

— [Gr L Gals() + x(n) (1.38)
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donde s(n) = [sT(n),---, sk (n)]T es un supervector que contiene simbolos correspon-

dientes a varios periodos de los diferentes usuarios del sistema.

Sustituyendo (1.38) en (1.35) se obtiene la expresion general del vector de entrada
x(n) = (C[Gy,---,Gy])s(n) + Cr(n) = Hs(n) + Cr(n) (1.39)
donde H = C[Gl, T, GN]

1.4.4 Discusion

Examinando los resultados de las subsecciones anteriores se puede concluir que, al
igual que ocurria en el apartado anterior para canales no dispersivos, el modelo de
senal resultante es independiente de la técnica de diversidad utilizada. En todos los
casos el vector de observaciones consiste en una mezcla lineal de las senales transmi-
tidas por los IV usuarios en diferentes instantes de tiempo que se puede representar
de la forma

x(n) = Hs(n) +r(n) (1.40)

donde H depende de las caracteristicas del canal y del tipo de diversidad, s(n) contiene
los simbolos transmitidos y r(n) es un vector de ruido gaussiano cuya matriz de
autocorrelacién depende de la técnica de diversidad.

La matriz de mezcla, H, ha de ser de rango completo en las columnas para garan-
tizar la separacién entre las senales de los diferentes usuarios [64]- [9]. Si esta matriz
no fuese de rango completo, sus columnas tendrian alguna dependencia lineal y el
problema se diria que estd mal condicionado. En ciertos entornos es posible aumen-
tar el grado de diversidad permitiendo eliminar las dependencias en las columnas
de H, pero en otros casos, como los abordados en el capitulo 2, la matriz no tiene
sus columnas linealmente independientes y plantea problemas en la separacion de los
diferentes usuarios.

1.5 Arquitecturas Receptoras

En la seccién anterior se ha visto que en todo sistema de comunicaciones la senal
recibida es una mezcla lineal y ruidosa de las transmitidas. El objetivo de todo sistema
receptor es procesar las senales recibidas para extraer la informacién deseada. En un
principio, las arquitecturas de los receptores pueden ser muy diversas pero esta tesis
se restringe a aquellas que realizan un procesado lineal de las senales recibidas.

A grandes rasgos, los receptores se pueden clasificar en dos grandes grupos:

e Receptores Monousuario: en los que el objetivo es extraer la informacion
transmitida por un unico usuario. Estos son los receptores a emplear en termina-
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les personales como por ejemplo un teléfono mévil individual. Estos receptores
utilizan una arquitectura denominada MISO (Multiple Input Single Output)
que tiene una tunica salida correspondiente a una combinacion lineal de las L
senales de entrada de la forma,

y(n) =Y _wiz;(n) (1.41)

donde el superindice * representa conjugado y w; son los coeficientes complejos
del receptor que definen la combinacion realizada. Esta expresion puede ser re-
presentada en forma vectorial de manera mas compacta por medio del producto
escalar de dos vectores

y(n) = wx(n) (1.42)
donde w = [wg, -+, wr_1]* es el vector de coeficientes complejos del receptor,
el superindice # denota transpuesto conjugado y x(n) es el vector de sefiales de
entrada.

Receptores Multiusuario: en los que el objetivo es extraer la informacién
de todos los usuarios a la vez. Estos son los receptores a utilizar en los nodos
de comunicaciones como las estaciones base de telefonia mévil. El receptor, en
este caso, utiliza una arquitectura denominada MIMO (Multiple Input Multiple
Output) que tiene varias salidas cada una de las cuales serd una combinacién
lineal de las senales de entrada de la forma

yi(n) =wix(n) i=1,--- N (1.43)
Este también se puede escribir de forma vectorial como
y(n) = Wix(n) (1.44)

donde y(n) = [y1(n), -, yn(n)]¥ y W = [wy, - -, wy] es una matriz de dimen-
sion L x N

Los receptores que se pueden encontrar segun la aplicaciéon considerada son los

siguientes:

1.5.1 Receptores MISO para Sistemas con Diversidad Tem-

poral

Las entradas del sistema MISO son obtenidas a partir de versiones retardadas de la
senal recibida. Esta arquitectura podria considerarse como un sistema SISO (Single
Input Single Output) pues realmente sélo se hace uso de una senal recibida. Sin
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x(n)

* *

% W

®

— s H
y(n)=w"x(n)
Figura 1.8: Arquitectura de receptor MISO para sistemas con diversidad temporal.

embargo, una linea de retardos proporciona versiones de senal que poseen diferentes
mezclas de la secuencia transmitida. En la figura 1.8 se puede observar cémo se
combinan las diferentes muestras proporcionadas por la linea de retardos. El numero
de senales de entrada, L, es igual a la longitud de la linea de retardos, es decir, el
nimero de retardos més uno (la observacién en el instante actual).

Este tipo de receptores son utilizados habitualmente para combatir los efectos de
un canal dispersivo.

1.5.2 Receptores MISO para Sistemas con Diversidad Espa-
cial o por Cédigo

Las entradas del sistema MISO son proporcionadas por los sensores de una antena
en array (diversidad espacial) o por las salidas de un banco de filtros adaptados a
los codigos de usuario (diversidad por cédigo). La figura 1.9 muestra el diagrama
de bloques de este tipo de receptores. El ntiimero de senales de entrada es igual al
numero de versiones de senal, K, proporcionadas por la técnica de diversidad. Cuando
la diversidad es obtenida a través de una técnica de diversidad espacial, el nimero de
senales de entrada es igual al nimero de sensores de la antena. Sin embargo, cuando
la diversidad se obtiene por cédigo, este niimero es igual al de filtros adaptados, es
decir, al nimero de usuarios.

Este tipo de receptores son utilizados habitualmente para combatir la interferencia
de acceso miltiple (MAI) presente en comunicaciones multiusuario. Estos también se
pueden utilizar para combatir los efectos dispersivos de los canales con multitrayecto,
ya que permiten extraer uno de los trayectos que alcanzan el receptor.
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RN y=w x()
)
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Figura 1.9: Arquitectura de receptor MISO para sistemas con diversidad espacial o
por codigo.

1.5.3 Receptores MISO para Sistemas con Doble Diversidad

Las entradas del sistema MISO son el resultado de combinar dos tipos diferentes
de diversidad. Considerando los tres tipos de diversidad mas utilizados se pueden
obtener tres arquitecturas de receptor:

e Diversidad por Cédigo y Temporal. La figura 1.10 representa el diagrama de

bloques de este tipo de receptores. Como se puede observar, cada una de las
senales proporcionadas por los N filtros adaptados a los codigos de usuario son
la entrada a una linea de retardos que proporciona la diversidad temporal. El
nimero de senales de entrada al receptor es LV.

Este tipo de receptores se utilizan habitualmente para combatir los efectos de
un canal dispersivo y la interferencia de acceso miltiple, simultaneamente.

Diversidad Espacial y Temporal. Este tipo de receptor es idéntico al anterior
con la unica diferencia en que las seniales de entrada a la linea de retardos son
obtenidas de cada uno de los K sensores de la antena. El nimero de senales de
entrada al receptor es K L. Ademas, el campo de aplicacion de estos receptores
es el mismo que en el caso anterior.

Diversidad Espacial y por Cédigo. La figura 1.11 representa el diagrama de
bloques de este tipo de receptores. En este caso tenemos K bancos de N filtros
adaptados, uno por cada uno de los K sensores de la antena. El ntimero de
senales de entrada al receptor es K N. Aunque como se menciond anteriormente,
cualquiera de las dos diversidades pueden ser utilizadas para combatir el efecto
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Xea(N)
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Figura 1.10: Arquitectura de receptores MISO para sistemas con doble diversidad:
cédigo o espacial y temporal.
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Figura 1.11: Arquitectura de receptores MISO para sistemas con doble diversidad:

espacial y por codigo.
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dispersivo de un canal, habitualmente este tipo de receptores son utilizados para
aumentar la capacidad de un sistema de comunicaciones multiusuario.

1.5.4 Receptores MISO para Sistemas con Triple Diversidad

Las entradas del sistema MISO son el resultado de combinar tres tipos de diversidad:
espacial, cédigo y temporal. La figura 1.12 representa un diagrama de un receptor
de este tipo en el que se ha considerado que cada una de las senales obtenidas por
K sensores de una antena son la entrada a un banco de N filtros adaptados a los
cédigos de usuario cuyas salidas son aplicadas a una linea de retardos de longitud
L. El ntmero de senales de entrada al receptor es K NL. Este tipo de receptores
podrian ser utilizados para aumentar la capacidad de un sistema de comunicaciones
multiusuario y para combatir los efectos de un canal dispersivo, simultdneamente.

1.5.5 Receptores MIMO

Cuando el receptor ha de considerar multiples salidas donde se extraen los diferentes
usuarios de un sistema de comunicaciones multiusuario, se habla de sistemas MIMO
(Multiple Input Multiple Output). Como muestra la figura 1.13, estos sistemas se
pueden considerar como conexiones en paralelo de N sistemas MISO (uno por cada
usuario a extraer) con las mismas entradas. Estos receptores requieren extraer los di-
ferentes usuarios del sistema eliminando la interferencia de acceso multiple. Ademas,
segun sea la arquitectura interna de los sistemas MISO conectados en paralelo, estos
receptores podran también combatir efectos dispersivos de los canales.

1.6 Planteamiento y Objetivos de la Tesis

Las arquitecturas de receptores que se han descrito en la seccién anterior combinan
linealmente las senales suministradas por un front-end con diversidad para producir
la salida. Los coeficientes de estas combinaciones lineales deben ajustarse para que
a la salida se obtenga la informacion deseada. Desgraciadamente, las caracteristicas
de los canales no son conocidas a prior: y suelen variar con el tiempo, lo cual obliga
a ajustar los parametros de los receptores de acuerdo con un criterio estadistico. El
criterio més utilizado en filtrado adaptativo es el de Error Cuadratico Minimo (MM-
SE, Minimum Mean Square Error) en el que los coeficientes del sistema receptor se
ajustan con el objetivo de minimizar el error cuadratico medio (MSE) entre la salida
y los simbolos transmitidos. Este criterio, sin embargo, plantea el problema de que
los algoritmos practicos que llevan a cabo la minimizacién del MSE necesitan cono-
cer los simbolos transmitidos lo cual en muchas aplicaciones de comunicaciones no
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Figura 1.12: Arquitectura de receptores MISO para sistemas con triple diversidad.
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Figura 1.13: Arquitectura de receptores MIMO.

es posible. Para evitar estas limitaciones se han propuesto recientemente numerosos
criterios, denominados ciegos, que ajustan los coeficientes de un receptor aprovechan-
do propiedades estadisticas de las senales transmitidas y no necesitan conocer los
simbolos transmitidos.

Esta tesis centra sus objetivos en el problema de igualacion y en el de separacién de
usuarios en sistemas con diversidad. Se propondran dos nuevos criterios estadisticos
que se basan en el bien conocido criterio de Constant Modulus (CM). Este criterio
fue inicialmente propuesto para igualacién de canales y tiene por objetivo restaurar
la propiedad de moédulo constante que la senal tiene cuando es transmitida y que se
pierde por el efecto del canal. Veremos en los siguientes capitulos cémo este criterio
debe ser modificado para poder ser empleado satisfactoriamente en las aplicaciones
que se consideran.

La estructura de la tesis es la siguiente. En el capitulo 2 se aborda la limitacién
que presenta el criterio CM de contener minimos locales en los que la ISI no se
elimina satisfactoriamente cuando se utiliza en igualacién de canales con respuesta al
impulso infinita (ITR, Infinite Impulse Response) de tipo auto-regresivo (AR, Auto-
Regressive). Se presenta una sencilla modificacién a la funcién de coste CM que
no presenta este problema. El criterio CM también presenta dificultades cuando se
utiliza para eliminar la M AT en sistemas de comunicaciéon multiusuario con receptores
MIMO ya que la misma senal se puede extraer en salidas distintas. Este es el problema
que se aborda en el capitulo 3 en donde también se propondra una modificacién del
criterio CM para resolverlo. Finalmente, en el capitulo 4 se hace un resumen de
las aportaciones de la tesis y se presentan las lineas futuras de trabajo que quedan
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abiertas.



Capitulo 2

Igualacion de Canales AR

2.1 Introduccion

En los capitulos anteriores hemos explicado como en todo sistema de comunicaciones
las senales enviadas por un transmisor a través de un canal dispersivo, llegan al
receptor de forma distorsionada. En estos casos, el canal introduce una dispersién
temporal que alarga la duracién de los pulsos transmitidos de forma que un simbolo
interfiere con los transmitidos anterior y posteriormente. Este fenémeno se conoce con
el nombre de Interferencia Intersimbdélica (ISI, InterSymbol Interference). Ejemplos
de este tipo de canales los podemos encontrar en el bucle de abonado telefénico que
utiliza par trenzado, en television digital a través de cable coaxial o en comunicaciones
moviles afectadas por propagacion multitrayecto.

En el capitulo anterior también mostramos que todo canal dispersivo puede ser
modelado por un filtro con unos coeficientes complejos elegidos para obtener un mo-
delo preciso de la respuesta al impulso del canal. Si la deformaciéon que introduce
un canal puede ser modelada como un filtrado lineal e invariante en el tiempo parece
l6gico suponer que otro filtro lineal e invariante en el tiempo pueda ser disenado en
recepcién para compensar (igualar) sus efectos. Este filtro no puede ser disenado a
priori debido al desconocimiento exacto de la respuesta al impulso del canal al co-
mienzo de la transmision o a las continuas variaciones temporales que puede sufrir
durante una transmisién. La practica habitual consiste en reajustar continuamente
los coeficientes de este filtro para poder seguir los cambios del canal. Esto es lo que se
denomina un igualador adaptativo, actualmente presentes en todos los receptores de
comunicaciones digitales que aprovechan eficientemente el ancho de banda disponible.

Si exceptuamos los igualadores de maxima verosimilitud, los igualadores que se
utilizan en la mayor parte de las situaciones practicas pueden clasificarse en dos
grandes grupos: lineales y con realimentacién de decisiones (DFE, Decision Feedback

29
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Equalizers)! [4]. Un igualador lineal es un filtro transversal convencional con una linea
de retardos y unos coeficientes que se ajustan de acuerdo a un criterio estadistico. La
figura 2.1 muestra el diagrama de bloques de un receptor monousuario que utiliza este
tipo de igualadores. Un DFE, por el contrario, es un dispositivo no lineal que consta
de dos filtros transversales y un dispositivo decisor dispuestos como muestra la figura
2.2. Lasenal recibida es la entrada a uno de los filtros transversales y la entrada al otro
son las decisiones correspondientes a simbolos del pasado. La entrada al dispositivo
decisor es la salida del primer filtro al que se le sustrae la salida del segundo. De esta
forma se produce una realimentacion capaz de eliminar la ISI causada por simbolos
anteriores al que se esta detectando. Los DFE son particularmente eficientes para
igualar canales de fase no minima con una fuerte componente de ISI anticausal. Sin
embargo, su andlisis es extremadamente dificil debido a su naturaleza no lineal y
su comportamiento se degrada considerablemente cuando el decisor toma decisiones
erroneas. Ademds, son mas costosos de implementar que los igualadores lineales y
pueden volverse inestables debido al camino de realimentacion.

x(n)

Figura 2.1: Diagrama de bloques de un receptor monousuario con igualador lineal.

Otra clasificacién de los igualadores permite dividirlos en sincronos y en fraccio-
narios (FSE, Fractionally Spaced Equalizers) [28]. En los igualadores sincronos se
utilizan lineas con retardos iguales al periodo de simbolo, mientras que en los frac-
cionarios los retardos son inferiores a dicho valor. Los FSE en principio tienen mas
coeficientes pero presentan una mayor robustez frente a errores de sincronismo.

Por razones de sencillez y brevedad en la exposicién, en este capitulo sélo consi-

! Los igualadores de maxima, verosimilitud presentan una complejidad que crece exponencialmente
con la longitud de la respuesta al impulso del canal, de ahi que sélo se utilicen en aplicaciones donde
esta longitud sea de 2 6 3 coeficientes, como es el caso de los sistemas de comunicaciones digitales
celulares de baja velocidad (GSM). La complejidad de los igualadores lineales y DFE, sin embargo,
crece linealmente con la longitud del canal que se pretende igualar y por ello son més utilizados en
la practica.
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deraremos igualadores lineales y sincronos. No obstante, la extensién de las ideas a
los otros tipos de igualadores es inmediata.

x(n)

Wy W

s(n)

Figura 2.2: Diagrama de bloques de un receptor monousuario con igualador con
realimentacién de decisiones (DFE)

Cuando un igualador es adaptativo, sus coeficientes se ajustan automaticamente
con un algoritmo recursivo de forma que puedan compensar el efecto del canal sin
conocerlo. Las técnicas tradicionales de igualaciéon usan habitualmente algoritmos
supervisados que se basan en la minimizacién del error cuadratico medio MSE (Mean
Square Error) entre la salida del igualador y los simbolos transmitidos. Es préctica
habitual que el calculo de los coeficientes 6ptimos del igualador se haga de forma
recursiva mediante el denominado algoritmo LMS (Least Mean Square), que es un
algoritmo de gradiente estocdstico asociado al criterio MMSE (Minimum MSE). La
principal limitacion del algoritmo LMS es que su implementacién obliga a la transmi-
sion de secuencias de entrenamiento que deben ser conocidas a priori por el receptor
[56] cosa que puede no ser posible o deseable en numerosas aplicaciones practicas. En
estos casos es preferible utilizar algoritmos ciegos que permiten ajustar los coeficien-
tes del igualador utilizando exclusivamente las propiedades estadisticas de la senal de
salida. De entre los muchos y muy diversos algoritmos ciegos que han sido propuestos,
el mas ampliamente conocido y utilizado en igualacién es el CMA (Constant Modu-
lus Algorithm) debido a su sencillez de implementacién. Asi por ejemplo, el médem
de un radioenlace de microondas MegaStar'™ 2000 de ATET/Harris [66] utiliza en
recepcion un igualador fraccionario cuyos coeficientes son inicialmente ajustados por
medio del algoritmo CMA hasta obtener una sustancial reduccién de la ISI, pasando
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después a ser guiado por decision, DD.

Una de las limitaciones de los igualadores CMA es que sus coeficientes se ajustan
para minimizar una funcién de coste que involucra estadisticos de orden superior y
que puede contener minimos no deseados. Si bien para igualadores de longitud infinita
se ha podido demostrar que la funcién de coste CMA no tiene minimos locales [25],
estudios mds recientes que consideran igualadores de longitud finita han mostrado [41]
que aparecen minimos locales cuando el canal a igualar sigue un modelo auto-regresivo

AR (Auto-Regressive).

Muchos canales practicos se pueden aproximar bastante bien por un modelo AR.
La figura 2.3 dibuja la respuesta al impulso correspondiente a un radioenlace de
microondas [62]. Puede comprobarse facilmente como se puede aproximar bastante
bien por una exponencial unilateral, ejemplo paradigmatico de respuesta al impulso
de un sistema AR.

Respuesta al impulso
10 F T T

-5 | | | | | |

0 1 2 3 4 5 6
Tiempo (microsegundos)

Figura 2.3: Respuesta al impulso de un canal de microondas.
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El objetivo de este capitulo es proponer una sencilla modificacién de la funcion
de coste CMA de tal forma que se eliminen los minimos locales que surgen cuando se
igualan canales AR. Presentamos un andlisis para una situacién muy sencilla de un
canal AR de orden 1 y un igualador de dos coeficientes. Este andlisis nos permitira po-
ner claramente de manifiesto las ventajas de nuestra aproximacién. Posteriormente
extenderemos nuestras ideas a canales AR de mayor orden. También se presenta
un analisis teniendo en cuenta el ruido gaussiano del canal. Aunque este analisis
estd limitado a situaciones en las que la SNR es alta, ilustra claramente el éptimo
comportamiento del igualador propuesto. Finalmente, se presentan los resultados de
varias simulaciones por ordenador llevadas a cabo para mostrar el comportamiento
del método propuesto y asi validar las aproximaciones realizadas en el analisis.

2.2 Modelo de Senal

La figura 2.4 representa el diagrama de bloques del modelo equivalente discreto de
un sistema de transmision de datos en banda base convencional. Vamos a conside-
rar que la senal transmitida, s(n), es una secuencia compleja correspondiente a una
constelacion QAM (Quadrature Amplitude Modulation) de media cero y con simbo-
los estadisticamente independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.). De acuerdo
con la clasificacién establecida en el capitulo anterior, un igualador lineal es un front-
end de comunicaciones que suministra diversidad temporal por medio de una linea de
retardos. La senal x(n) existente en los distintos puntos de la linea de retardos puede
escribirse como

x(n) =Y h(k)s(n — k) +r(n) (2.1)

k=0

donde h(n) es la respuesta al impulso del canal y r(n) es el ruido aditivo. El ruido
lo modelamos como un proceso aleatorio gaussiano de media cero, complejo, con
densidad espectral de potencia constante % y estadisticamente independiente de los
simbolos transmitidos.

s(n) Canal TN x(n) |gual ador y(n)
h(n) | w(n)
r(n)
Ruido

Figura 2.4: Diagrama de bloques de un sistema de igualacién de canal.
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Reescribiendo (2.1), la senal recibida se puede descomponer de la forma

w(n) = h(l)s(n — 1)+ Y _h(k)s(n — k) + r(n) (2.2)
%/_/ o0 v
Deseado k#l Ruzdo

s

IST

En general, el canal no tiene por qué ser de fase minima y el maximo de su respuesta
al impulso ocurrird en un instante que llamaremos [, h(l) = max, h(n). Esto significa
que el simbolo s(n — I) es el que se recibe con mayor amplitud y, por lo tanto,
lo consideraremos como el simbolo deseado. Como se deduce de (2.2), el simbolo
deseado se ve perturbado por la presencia del ruido, 7(n), y de una componente que
contiene contribuciones de los simbolos transmitidos anterior y posteriormente. Esta
componente, que hemos denominado ISI, es distinta de cero cuando el canal no es
ideal, es decir, cuando h(n) # d(n—1). En transmisiones digitales como las realizadas
a través de canales telefénicos, la componente de ISI es muy superior a la del ruido y
constituye su principal limitacién.

Para utilizar una notacion mas adecuada, vamos a agrupar la senal de entrada en
un vector de datos de longitud L de la forma

x(n) = [z(n), -, z(L — 1)]" (2.3)

De la ecuacién (2.1) se obtiene que este vector puede ser expresado por medio del
siguiente producto

x(n) = Hs(n) + r(n) (2.4)
donde s(n) = [s(n),s(n — 1),---]7 es el vector de simbolos de entrada, r(n) =
[r(n),---,r(n — L + 1)]" es el vector de ruido y H es una matriz de convolucién

de dimensién L X oo correspondiente al canal

WO) h(1) - B(L—1)
0 h0) .- B(L—2) .-

H= : : : : (2.5)
0 0 - K0

Lxoo

La figura 2.1 representa el diagrama de bloques de un igualador lineal sincrono
convencional que, recordemos, consiste en un filtro transversal con una linea de re-
tardos separados entre si por un intervalo 7" igual al periodo de simbolo. La salida
(entrada al circuito decisor) es una combinacién lineal de las senales proporcionadas
por la linea de retardo y, por tanto, se puede escribir como

L—-1

y(n) =Y wiz(n—1i) (2.6)

1=0
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donde w; son los L coeficientes complejos del igualador, z:(n) es la secuencia presente
en la linea de retardos y * denota complejo conjugado. Usando notacién vectorial,
y(n) se puede escribir de una forma mas compacta a través del producto escalar

y(n) = w'x(n) (2.7)

donde w = [wy, - - -, wL,l]T es el vector de coeficientes del igualador. Los superindices
Ty H denotan transpuesto y transpuesto conjugado, respectivamente.

Sustituyendo (2.4) en (2.7), la salida del igualador se puede expresar como
y(n) = wHs(n) + wfr(n) = gs(n) + wr(n) (2.8)

donde
g =[90,91, -] =H"w (2.9)

es un vector que representa la respuesta impulsional conjunta del canal y el igualador.
Cada elemento g; se puede interpretar como la amplitud que tiene el simbolo s(n — i)
a la salida del igualador.

2.3 Igualadores Zero-Forcing

Debido a que las componentes del vector de repuesta conjunta del canal e igualador,
g, son las amplitudes de diferentes simbolos a la salida, parece logico pensar que el
igualador que converja hacia una solucién con una tnica componente de g distinta
de cero obtendrd a su salida, en ausencia de ruido (r(n) = 0), un tdnico simbolo
eliminando por completo la ISI. Una posible solucién serd de la forma

glopt: [07"'70791707"'70]T (210)

donde el indice [ representa el retardo introducido por el efecto conjunto del canal
y el igualador. Los igualadores que persiguen una solucién de este estilo con g, =1
son los denominados zero-forcing [42]. Un algoritmo adaptativo que converja hacia
la solucién (2.10) ajusta sus coeficientes de la siguiente forma [27]:

w(n+ 1) = w(n) — ue(n)s(n) (2.11)

donde g es un pardametro que controla la velocidad de convergencia del algoritmo y
e(n) = y(n) — s(n — [) representa el error entre la salida del igualador y el simbolo
deseado. Se puede comprobar que la correlacion entre el error y los simbolos diferentes
al [-ésimo es de la forma

g — B[s*(n)]
Im

Ele(n)s(n — m)] = { z (2.12)

[
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donde E[-] representa el operador esperanza. Cuando la potencia de la senal trans-
mitida es normalizada a la unidad, entonces (2.12) es una medida de lo cerca que el
vector de amplitudes, g, estd cerca de la solucién (2.10).

La implementacion de este algoritmo es muy sencilla y, por ello, adecuada para
aplicaciones de alta velocidad de transmisiéon (comunicaciones por enlaces de micro-
ondas o por fibra éptica). Sin embargo, para implementar el algoritmo (2.11) es
necesario disponer de los simbolos actualmente transmitidos. Como esto no es posi-
ble, este tipo de algoritmos utilizan un periodo inicial en el que se transmiten unas
secuencias conocidas por el transmisor y el receptor denominadas de entrenamiento.
Durante esta fase inicial el receptor ajusta los coeficientes de acuerdo con (2.11) de
forma que se alcance una buena inicializacién. Una vez superada la fase de entrena-
miento, las salidas del circuito decisor, presente a la salida del igualador, seran las
que sustituyan en (2.11) a los simbolos transmitidos y se dice que el algoritmo esta
guiado por decisién, DD (Decision Directed).

La repuesta frecuencial de un igualador de zero-forcing trata de ajustarse a la
inversa del canal [56]. Esto puede tener grandes problemas cuando en el canal exis-
te ruido, pues ante la presencia de un nulo en la respuesta del canal el igualador
tratard de compensarlo amplificando el ruido presente en esta frecuencia. La no con-
sideracion del ruido limita las aplicaciones de este tipo de igualadores dando lugar a
otros que trataran de compensar la amplificacién del ruido y la eliminacion de la ISI.

2.4 Igualadores MMSE

En ausencia de ruido, el igualador de zero-forcing elimina completamente la ISI. Sin
embargo, desde el punto de vista de minimizar la probabilidad de error puede ser
conveniente permitir cierta ISI residual en la entrada del decisor si esto permite dotar
al igualador de un mayor grado de libertad que le permita alcanzar una sustancial
reduccion de la potencia de ruido. Un igualador que minimice la probabilidad de
error es demasiado complejo [1] y, por ello, se prefieren soluciones que obtengan
buenas aproximaciones de esta minimizaciéon. Un ejemplo son los igualadores que
tienen como objetivo la minimizacién del error cuadrético médio (MSE, Mean Square
Error), entre la salida del igualador y el simbolo deseado, es decir,

MSE = E[(y(n) — s(n —1))’] = Ele(n)’] (2.13)

Estos se denominan igualadores MMSE (Minimum Mean Square Error) [33]. El
algoritmo adaptativo més utilizado por los igualadores MMSE es el LMS (Least Mean
Square) [67]. Este algoritmo actualiza los coeficientes del igualador de la siguiente
forma

w(n+1) = w(n) + pe(n)x(n) (2.14)
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donde la senal de error es la misma que la del algoritmo adaptativo de zero-forcing,
diferencidndose este algoritmo con respecto a (2.11) en que la sefial que multiplica al
error es la secuencia observada, x(n), en lugar de la transmitida, s(n). El error del
algoritmo ha de ser calculado por medio de la secuencia transmitida. Sin embargo,
ésta no estara disponible y, como ocurre con los igualadores zero-forcing, en su lugar
se utilizan secuencias de entrenamiento que permiten ajustar inicialmente los coefi-
cientes del igualador. Al igual que en la seccién anterior, cuando finaliza la fase de
entrenamiento el igualador pasa a ser guiado por decision, DD.

En aplicaciones practicas donde el transmisor opere independientemente del re-
ceptor (por ejemplo, en sistemas de multidifusién como la televisién digital) o donde
los canales varien rapidamente con el tiempo (por ejemplo, en comunicaciones mévi-
les), un mecanismo que necesite secuencias de entrenamiento puede no ser posible
(debido a la independencia entre el receptor y el transmisor) o deseable (debido a
la reduccién del throughput del sistema al intercalar secuencias de entrenamiento).
Todos estas limitaciones han motivado el desarrollo de igualadores ciegos.

2.5 Igualadores Ciegos

Los igualadores descritos en las secciones anteriores se caracterizan por la necesidad
de conocer los simbolos transmitidos. Como ya se ha comentado, esto puede suponer
una gran limitacién debido a la cooperacion que el transmisor y el receptor han
de mantener. Para superar esta limitacién, se han desarrollado los denominados
igualadores ciegos que permiten ajustar sus coeficientes a partir tinicamente de los
datos recibidos, sin necesidad de secuencias de entrenamiento.

El funcionamiento de los igualadores ciegos se basa en las propiedades estadisticas
de la senal de salida. El problema de la igualacion ciega ha sido objeto de estudio por
varios autores dando lugar a miiltiples algoritmos que, dependiendo de la informacion
utilizada para ajustar los coeficientes, pueden agruparse en dos grandes familias [33].

Basados en estadisticos de orden superior Este tipo de algoritmos, denomina-
dos HOS (Higher Order Statistics), pueden ser divididos a su vez en dos cate-
gorias:

Algoritmos tipo Bussgang En estos la senal de salida del filtro ha de cumplir
la condicién de Bussgang [33]. Su estructura consiste en un filtro lineal
seguido de algin dispositivo no lineal sin memoria.

Basados en Cumulantes o en Polyespectro Estos algoritmos utilizan los
cumulantes [48] de orden superior o su transformada de Fourier conocida
como polyespectro.



38 Capitulo 2. Igualacion de Canales AR

Basados en estadisticos cicloestacionarios Utilizan la informacién obtenida de
la periodicidad de los momentos de las senales involucradas en la comunicacién
[26]. Estos algoritmos son utilizados cuando la amplitud, fase o frecuencia de
una portadora senoidal es alterada de acuerdo con la informacién que se desea
transmitir.

Debido a que en el resto del capitulo se presenta un igualador basado en la familia
de los algoritmos tipo Bussgang, se describen estos mas detalladamente.

Algoritmos tipo Bussgang

En este tipo de algoritmos la senal filtrada es obtenida de un estimador no lineal
sin memoria que involucra estadisticos de orden superior de la senal recibida. Estos
logran la convergencia cuando cumplen la denominada condicién de Bussgang?. Esta
familia de algoritmos incluye al conocido algoritmo de Sato [58] que define una nueva
funcién de coste cuya minimizacion se alcanza por medio de la adaptacion de los
coeficientes del filtro. El algoritmo que regula el ajuste de los coeficientes es muy
similar al LMS (2.14) pero con una senal de error, e(n), diferente a la utilizada para
el criterio MMSE.

Del algoritmo de Sato han surgido muchas variantes que modifican su funcion de
coste. Ejemplos de este tipo de algoritmos son los propuestos por Benveniste [7],
Picchi [54] y Shynk [60], que combinan las funciones de coste del algoritmo de Sato y
del MMSE.

Godard [29] generaliz6 el algoritmo de Sato en otra familia de algoritmos que,
como demuestran los estudios comparativos presentados en [35] y [60], son los algo-
ritmos tipo Bussgang mas eficaces. Ademds, tal y como apunta Papadias en [49], este
algoritmo es el mds robusto con respecto a los errores de recuperacién de fase, el que
obtiene el menor MSE cuando el algoritmo ha convergido y el que permite eliminar
la ISI cuando ésta es mads severa. Este capitulo se basa en un caso particular de los
algoritmos de Godard que son descritos a continuacion.

Algoritmo de Godard

Godard [29] consider6 un algoritmo ciego para modulaciones QAM (Quadrature Am-
plitude Modulation). De forma intuitiva, buscé una funcién de coste que fuese in-
dependiente de la fase de la senal obtenida a la salida del filtro para poder alcanzar
la convergencia del algoritmo de forma independiente a la fase de adquisicion de

2Un proceso discreto y(n) se dice de Bussgang si satisface la condicién E[y(n)y(n + k)] =
Ely(n)g(y(n + k))], donde g¢(-) es una funcién no lineal y sin memoria.
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portadora. Para ello se define la siguiente funciéon de coste

J = E[(ly(n)|" — Ry)*] (2.15)
donde p es un entero y R, = % es una constante de dispersion que controla la
amplificacién del filtro. Esta funcion persigue la extraccién de una senal con médulo
constante a la salida del filtro. La presencia de interferencias y/o ruido superpuestas
a la senal transmitida provocara que en recepcion la senal no posea la propiedad de
modulo constante. Al minimizar esta funcion de coste, es decir, el error de la potencia
p-ésima del modulo de la senal de salida y la constante de dispersién, cabe esperar
que se recupere la propiedad de médulo constante eliminando las interferencias y el
ruido que provocaba oscilaciones en el médulo de la senal.

Godard analizé el algoritmo para p = 1y p = 2. Para p = 2 el algoritmo
posee una sencilla implementacién y se conoce con el nombre de CMA (Constant
Modulus Algorithm). Este algoritmo fue empleado por otros autores para eliminar
las interferencias y la ISI introducida por canales con multitrayecto [65].

Godard demostré que el minimo absoluto de la funcién de coste (2.15) para CMA
(p = 2) corresponde con la eliminacién de la IST introducida por un canal dispersivo
siempre y cuando la kurtosis® de los simbolos transmitidos sea negativa. Sin embargo,
esto no significa que no existan otros minimos locales. Foschini [25] completé el
trabajo de Godard demostrando que si la kurtosis de los simbolos transmitidos es
negativa la funcién (2.15) no posee mds minimos que los absolutos. La condicién de
que la senal transmitida ha de poseer una kurtosis negativa es muy interesante pues
extiende el uso del algoritmo CMA a senales que no necesariamente han de tener
estrictamente médulo constante y, por lo tanto, este algoritmo puede ser usado en
practicamente todas las senales utilizadas en comunicaciones digitales. Como ejemplo,
la tabla 2.1 muestra la kurtosis de senales que usan diferentes modulaciones digitales.

Considerando un analisis similar al de Foschini para senales reales, la salida de un
igualador sincrono de longitud doblemente infinita combina las muestras de la senal
de entrada de la siguiente forma

y(n) = Z wiz(n — i) = wlx(n) (2.16)

[=—00
donde W = [w o0, -+, W_1,Wp, W1, -+, We|” es un vector de longitud infinita que
contiene los coeficientes del igualador y x(n) = [---,z(n +1),z(n),z(n — 1),---]" es

un vector que contiene las muestras de la senal de entrada. Teniendo en cuenta (2.4),
la matriz de convolucién del canal que obtiene el vector de entrada, x(n), es de la

3La kurtosis de una sefial real se define como % — 3, v la de una sefial compleja circular-

S Blls(m)*]
mente invariante como B2 [[s(n) ] 2.
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Modulacién | Kurtosis
2-PAM -2
4-PAM —0.36
8-PAM —0.2381
4-QAM -2
16-QAM —0.68
64-QAM —-0.6191
M-PSK -2

Tabla 2.1: Kurtosis de algunas de las modulaciones empleadas en comunicaciones
digitales.

forma
h(0) h(1) -+ (M -—1) 0 0
0 h(0) h(1) h(M — 1) 0 0
H=1"9 0 o MM —-1) 0 (2.17)

Considerando en (2.8) que no existe ruido, podemos reescribir la salida y(n) de la
siguiente forma

y(n) =g"s(n) (2.18)
donde g = H'w es la respuesta al impulso conjunta del canal y el igualador.

Expandiendo los términos de la funcién de coste (2.15) para CMA (p = 2) y
normalizando respecto a m? (m = E[s?(n)]), obtenemos la siguiente expresiéon
1

J = _E[(yQ(n) - R2)2] — E[?ﬁg”)] o QkE[yz(n)]

m? m m

+ K (2.19)

donde k = 52[[5:2(83)]} es el momento de cuarto orden normalizado de s(n). Teniendo en

cuenta (2.18) y que los simbolos s(n) son independientes e idénticamente distribuidos
(hipétesis i.i.d.), las esperanzas en (2.19) resultan ser

EP(n)] _ Elglsn)s’(n)g] _ g Elsn)s(n)g _
= ng:ng
(S gus(n — i))"]
) Bt
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Sustituyendo (2.20) en (2.19) se obtiene

J:kigf+3§: ig?gf—Qkig?—i—kZ (2.21)

1=—00 Jj=—00 l=J;;>o I=—00
El siguiente paso es calcular los puntos estacionarios de la funcién de coste (2.21),
que son aquellos en los que el gradiente de J con respecto a w es igual a cero.
Utilizando la regla de la cadena [63], este gradiente puede expresarse en términos del
gradiente de J con respecto a g, VgJ, de la siguiente forma

VwJ = HVgJ (2.22)
Es obvio que
Ve/ =0 = V,J=0 (2.23)

Sin embargo, para que la relacion inversa sea cierta, debe cumplirse que todas las
columnas de la matriz H sean linealmente independientes, o lo que es lo mismo, que
el subespacio nulo de H sea igual al trivial

Vel =0 = VoJ=0 (2.24)

El estudio de las condiciones bajo las cuales la matriz de convolucién H tiene un
subespacio nulo igual al trivial ha sido abordado por Ding [17] demostrando que si
el igualador es doblemente infinito, y la matriz del canal es de la forma (2.17), es
posible asegurar que los puntos estacionarios de .JJ estdn contenidos en las soluciones
del sistema de ecuaciones VgJ = 0.

En el apéndice B se realiza el andlisis de los puntos estacionarios de J con respecto
a g demostrandose que los tinicos minimos de esta funcion se corresponden con los
que eliminan completamente la ISI si y solo si la kurtosis de las senales transmitidas
es negativa.
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2.5.1 Minimos Locales Dependientes de la Longitud

Los anélisis realizados por Foschini [25] y Godard [29] consideran situaciones poco
préacticas con igualadores de longitud doblemente infinita, es decir, L = co. Sin em-
bargo, cuando se consideran igualadores de longitud finita, los igualadores ciegos, en
particular los basados en el CMA, presentan minimos locales no deseados denomina-
dos LDLM (Length Dependent Local Minima) [41, 40, 18, 17].

En particular cuando el canal de comunicaciones se puede representar por un
modelo auto-regresivo de un solo polo (AR(1)), el filtro IIR que lo representa tiene
una funcién de transferencia

1
H(z)=—— 2.25
()= —— (2:25)
y una respuesta al impulso
h(n) =a"u(n) 0<a<1 (2.26)

donde u(n) es la funcién escalén unitario y a es una constante real. La matriz de
convolucion (2.5) asociada a este canal y un igualador de longitud finita, L, es

1 a al=t ol
0 ]_ PO aLiQ aLil PO

H=|. . . . : (2.27)
0 0 - 1 a

Lxoo

Obsérvese que H contiene columnas linealmente dependientes. Si h; es la i-ésima
columna de H, entonces h; = a’~“hy, parai > L. En este caso, no se puede garantizar
la relacién (2.24) y esta dependencia lineal obtiene la siguiente relacién entre las
ganancias a la salida del igualador

gi=a g Vi>L-1 (2.28)

Por ello, un igualador que converja a una solucion en la que g; # 0 para algini > L—1
obtendra ¢g; # 0 Vi > L — 1 y su salida consistird en una combinacién lineal de los
s(n —i) Vi > L — 1 impidiendo una completa eliminacién de la ISI. Este tipo de
soluciones corresponden con los LDLM. Sin embargo, si el igualador obtiene g; # 0
para i < L — 1, el vector g adopta la forma (2.10) y se consigue una eliminacién
completa de la ISI, extrayéndose el simbolo s(n — i).

2.6 Modificaciéon de los Igualadores CMA

Una de las principales contribuciones de este trabajo consiste en proponer una sencilla
modificacién de la funcién de coste CMA (2.15) que no posee LDLM cuando los
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canales siguen un modelo AR. Esta modificaciéon, presentada por primera vez en
[21], consiste en anadir un término que penalice la convergencia a estos minimos no
deseados resultando una funcién de coste de la forma

J = Joma + adpenaiz (2.29)

El nuevo término Jpenqi. es multiplicado por una constante o que le da un peso
respecto a la funcién de coste CMA. Hemos escogido este término como el valor
absoluto al cuadrado de la correlacién entre la senal de salida del igualador y(n) y la
senal correspondiente al tiltimo elemento del vector de datos observados xz(n — L+ 1)

Tyenatiz = |Ely(n)a*(n — L + 1)]|* (2.30)
por lo que la funcién de coste resultante es
J = E[(ly(n)]* = Ro)’] + o E[y(n)a"(n — L+ 1)]? (2.31)

Aunque en un principio la introduccién de (2.30) puede parecer un tanto heuristica,
la razén es la siguiente. Supongamos que no existe ruido y que el igualador alcanza
un punto de equilibrio donde ¢; # 0, ¢ < L — 1. Este serd un minimo deseado en
el que la salida del igualador y(n) = s(n —i). De (2.1) se puede comprobar que el
ultimo elemento del vector de datos observados es

r(n—L+1)= ih(k)s(n —L+1-k) (2.32)

que sélo depende de los simbolos transmitidos s(n — j) Vj > L — 1. Estos simbolos
son anteriores a s(n — i) para i < L — 1 y estadisticamente independientes de éste.
Por lo tanto, la salida y(n) = s(n — i) estd incorrelada con el elemento del vector de
observacién z(n — L + 1), el término de penalizacién serd igual a cero y no afectard a
la convergencia del igualador hacia los minimos deseados donde la ISI sea eliminada.

Supongamos ahora que el igualador converge a uno de los puntos denominados
LDLM donde g; # 0 para i > L — 1 en cuyo caso la salida que se obtiene es

y(m) = 3 gistn—i) (2:33)

7 1

Como se habia mencionado, esta salida es una combinacion lineal de los simbolos
s(n—1i) VY i>L—1. De la ecuacién (2.32) se obtiene que en el elemento del vector
de entrada z(n— L+1) también existe una combinacién lineal de los mismos simbolos
y por lo tanto existird una correlacién entre la salida y(n) y x(n — L 4+ 1). En este
caso, el nuevo término Jpepqii; €s no nulo y penalizard la convergencia del algoritmo
hacia este tipo de soluciones.
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Es interesante observar como la funcién (2.31) puede interpretarse como el La-
grangiano asociado al problema de optimizacién

rn“i,n E[(ly(n)|> — Ry)?] sujetoa |E[y(n)z*(n—L+1)]>=0 (2.34)

La ventaja de la aproximacion presentada en este capitulo es que se puede optimizar
mediante algoritmos adaptativos muy sencillos. La resolucién del problema con res-
tricciones obliga a plantear un algoritmo en dos etapas: una que minimice Jopra ¥
otra que imponga la restriccion.

2.6.1 Algoritmo Adaptativo

La minimizacién de la funcién de coste (2.29) puede llevarse a cabo de una forma
sencilla utilizando un algoritmo de tipo gradiente estocastico donde el vector w es
actualizado de acuerdo a la siguiente formula recursiva

w(n+1) =w(n) — uVyJ(n) (2.35)

donde p es el pardmetro que controla la velocidad de convergencia del algoritmo y
VwJ(n) es el vector gradiente de .J con respecto a w en el punto w(n). Considerando
(2.7), el vector gradiente para cada componente de J es de la forma

Vwdona(n) = VeE[(w x(n)x"(n)w — Ry)(w"x(n)x" (n)w — Ry)] =
= QE[( Tx(n)x" (n)w — Ry)(2x" (n)wx(n))]
= 4E[(ly(n)]” = Ra)y* (n)x(n)]
Vwdpenatiz(n) = VW [E[x (n)waz(n — L+ 1)]|E[w"x(n)z*(n — L + l)H =
= 2B8[x"(n)wxz(n — L+ 1)|E[x(n)z*(n — L +1)] =
= 2FE[y*(n)x(n — L+ 1)]E[x(n)z*(n — L + 1)] (2.36)

resultando el vector gradiente de .J de la siguiente forma

Vwd(n) = 2(2E[(|y(71)IZ—Rz)y*(N)X(n)]+04E[y*(71)$(n—L+1)]E[X(N)$*(N—L(J;13);))

En la practica, las esperanzas estadisticas de (2.37) son desconocidas y el algorit-
mo adaptativo se implementa con estimaciones obtenidas a partir de la salida y(n)
y la entrada x(n). Asi pues, el algoritmo de gradiente estocdstico que ajusta los
coeficientes del igualador es

n

w(n+1)=w(n)—p { > (@) = Ro)y™ (i)x(i)

i=n—1

+5 Zy ]—l+1)2n: (k)x*(k—lJrl)} (2.38)

jnl k=n—1
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donde se han usado dos muestras para estimar las esperanzas estadisticas de (2.37) y
un factor de 2 ha sido introducido en el pardmetro p. Con este nimero de muestras
en los estimadores eliminamos resultados ambiguos que aparecen cuando se trata con
estadisticos de orden superior y se usan estimadores con una tnica muestra®.

2.6.2 Generalizacion a Canales AR de Mayor Orden

En la seccién anterior, se ha presentado y justificado la modificacién de los igualadores
suponiendo canales auto-regresivos de primer orden, AR(1). La consideracién de
canales de mayor orden, AR(r) es mds compleja. Considerando un igualador de L
coeficientes y un canal AR de r polos, AR(r), con funcién de transferencia

H(z) = — - (2.39)

r

1— Zaiz*i

i=1
la respuesta al impulso de este canal es de la forma

0 n <0

1 n=>0
h(n) = r (2.40)

Zaih(n —i) n>1

=1

Es sencillo comprobar que la matriz convolutiva del canal, H, es

hO) h(1) h(2) --- h(L—1) h(L)
. o h‘('O) h‘('l) h(L:—2) h(L:— 1) | -
0 0 0 hO)  h(1)

Lxoo

De (2.40) es fécil observar que cuando el nimero de coeficientes es mayor que el de
polos del canal®, L > r, las columnas L + 1 en adelante son linealmente dependientes
de las columnas L, L —1,---,L —r + 1.

Debido a las dependencias lineales en las columnas de la matriz H, las dependen-
cias de las ganancias del igualador para canales AR(1) se pueden generalizar de la
siguiente forma

9= Biyg—; Vi>L (2.42)
7j=1

“Por ejemplo, |y(n)|* es un estimador de una muestra para E[|ly(n)[*] y E*[ly(n)|?].
SEsta condicién es necesaria para garantizar que existen soluciones donde es posible eliminar

completamente la ISI.
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donde f3;; son constantes que dependen de los a;. Obsérvese que una solucién g; # 0
para cualquier L —r < j < L — 1 no elimina completamente la ISI. El nimero de
LDLM en un igualador de L coeficientes en un canal AR(r) es r y, por lo tanto, el
nimero de minimos deseados es L — r.

La extension de la funcién (2.31) para igualar canales AR(r) es inmediata y tni-
camente necesita anadir r términos similares a Jpepai. €n (2.30). El i-ésimo término
anadido contendra la correlacion entre la salida del igualador y el elemento del vector
de observaciones (L — i)-ésimo. La funcién de coste resultante es

L-1

J. = El(ly(m) — R2)’l + o Y [Ely(n)z*(n — 1)) (2.43)

[=L—r

Esta inclusién de r términos es necesaria para penalizar la convergencia del algoritmo
hacia soluciones en las que se obtengan combinaciones lineales de simbolos. El tinico
inconveniente de la funcién de coste generalizada es la necesidad de conocer el orden
del canal r. Sin embargo, esto no constituye una limitacion importante pues una
sobreestimaciéon de este orden nos seguira conduciendo hacia una solucién correcta
en la que se elimina la ISI totalmente.

De forma completamente analoga a la subseccion 2.6.1 es posible derivar un al-
goritmo de gradiente estocdstico que minimice (2.43). El resultado que se obtiene
es

n

w(n+1)=w(n)—pu { > (P = Ro)y*(i)x(0)

i=n—1

+% i S yria(i—L+1) Y x(k)at(k— L+ l)} (2.44)

I=L—r j=n—1 k=n—1

donde de nuevo se han utilizado estimadores de dos muestras en lugar de las espe-
ranzas estadisticas.

Con anterioridad a nuestro trabajo, otros muchos autores han propuesto diversas
técnicas para superar las limitaciones de los igualadores CMA. Chen [13, 14] introduce
una modificacién del igualador convencional CMA con el objeto inicial de mejorar su
velocidad de convergencia. Este algoritmo, que es denominado CRIMNO (CRiterion
with Memory NOnlinearity), modifica la funcién de coste del CMA introduciendo un
conjunto de términos consistente en la correlacién cruzada entre diferentes instantes
de la senal de salida de la siguiente forma

Jernuvo = aoE[|ly(n)* = Raol’] + Y aul Ely(n)y*(n — )]’ (2.45)

Aunque no se menciona en [14], un razonamiento similar al expuesto anteriormente
podria inducir a pensar que los términos anadidos en CRIMNO también tienen la
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capacidad de eliminar los LDLM ya que su valor no se anula en dichos puntos y si lo
hace en los minimos deseados. Esta afirmacion, sin embargo, no ha podido probarse
hasta la fecha. A diferencia de nuestra aproximacion, un andlisis de la funcién de
coste CRIMNO es extremadamente dificil de llevar a cabo y, por el momento, sélo se
ha ilustrado su comportamiento mediante simulaciones por ordenador.

Una aproximacién muy diferente a la eliminacién de los LDLM es la propuesta por
Papadias y Slock [51] quienes sugieren la utilizacién de un algoritmo CMA normali-
zado (NCMA, Normalized Constant Modulus Algorithm). Realmente la funcién de
coste NCMA no esta libre de LDLM. Lo que se demuestra en [51] es que el algoritmo
que minimiza NCMA admite un mayor ruido de desajuste sin volverse divergente lo
que permite al algoritmo escapar de los LDLM y converger hacia los minimos dese-
ados. En cierto modo esta técnica recuerda al “simulated annealing” utilizado en el
aprendizaje de redes neuronales [32].

Zeng [70] utiliza las propiedades cicloestacionarias de la sefial para obtener una
nuevo algoritmo denominado CM-CF (Constant Modulus - Correlation Fitting). Este
algoritmo presenta un problema de optimizacién con multiples objetivos y que ha de
realizarse en varias etapas lo que dificulta el andlisis de su convergencia. Por el
momento su funcionamiento sélo se ha ilustrado mediante simulaciones realizadas
por ordenador.

Finalmente, Zazo [69] considera la imposicién de restricciones lineales para obtener
un nuevo algoritmo denominado MCMA (Modified Constant Modulus Algorithm).
La restriccién lineal considerada consiste en fijar uno de los coeficientes del igualador
para impedir que el algoritmo adaptativo converja hacia los minimos LDLM en los
que este coeficiente alcanza un valor nulo.

2.7 Analisis de los Puntos Estacionarios

El problema de optimizacién (2.43) se basa en la minimizacién de una superficie
de error que no es una forma cuadratica del vector de coeficientes y que, por lo
tanto, puede poseer varios minimos locales (como es el caso de los Length-Dependent
Local Minima). En esta seccién se va a llevar a cabo un anélisis de los puntos
estacionarios de esta superficie de error para comprobar que la nueva funcién de coste
no contiene este tipo de minimos locales. El analisis consiste en el cédlculo de los
puntos estacionarios, que es donde el gradiente se hace igual a cero, y en el examen
de la naturaleza de la matriz hessiana en estos puntos para determinar si son minimos,
maximos o puntos de ensilladura.
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2.7.1 Analisis sin Ruido

Por razones de simplicidad, y debido a la complejidad de J, el andlisis se realiza
para un canal auto-regresivo de primer orden, AR(1), libre de ruido, r(n) =0 y un
igualador de dos coeficientes. También asumiremos que los simbolos transmitidos son
una secuencia real con una modulacién binaria PAM (Pulse Amplitude Modulation)
y que los coeficientes del igualador son reales.

Comencemos normalizando (2.29) respecto a m? y desarrollandola como sigue
k « .
L = Bl ()] - 2 Bl + K+ o (Bly(n)a'(n = D) (2.46)

donde m = E[s*(n)] es el momento de segundo orden de los simbolos transmitidos

y k= 52[[8:2(83)}] representa el momento de cuarto orden normalizado de s(n). Con-

siderando un igualador de 2 coeficientes (L = 2), la relacién (2.28) se convierte en
gi =a" ‘g, Vi> 1y, como se demuestra en el apéndice C, (2.46) puede ser expresada
como sigue

J(90,91) = klgs + 9152] + 69719551 + g1.S3) — 2k[g5 + giSh] + kK + g7 S7] (2.47)

donde hemos expresado J como funcién de gy y ¢1, los dos primeros elementos del
vector de respuesta conjunta del canal y el igualador. Estos dos pardmetros represen-
tan las amplitudes que los simbolos s(n) y s(n — 1) tienen a la salida del igualador.
Las constantes S7, S5 y S5 son las sumas de unas series que dependen de la respuesta
impulsional del canal como sigue

o0

- 1

Sl = Z(al 1)2 = 1 — ag

i=1

S 1
52 = Z(a ) = 1—a*

i=1
S o0 o0 ] 1 - a2

= 2.4
’ z:: Z @) = T -ay (2.48)

Para analizar cuales son los puntos estacionarios de .J es necesario calcular los
puntos donde el gradiente V.J se hace cero. Usando la regla de la cadena [63] este
gradiente se puede representar de la siguiente forma

Vad =Y - 0J Vwgi (2.49)

Para nuestro caso de un igualador de 2 coeficientes y un canal AR(1) se cumple la
relaciéon Vyg; = a' 'Vg Vj > 1y el gradiente (2.49) puede expresarse como

0.
Vil = 50 Vto + 5 + o wglzal ! (2.50)
0
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Debido a que g = HT'w (donde H es la matriz convolucional del canal (2.27)) es
evidente que

Vwgo = [ (1) ] , Vwgr = [ (11 ] (2.51)

Estos dos vectores son linealmente independientes y, por lo tanto, todos los puntos
estacionarios de J se corresponden con las soluciones del siguiente sistema de ecua-
ciones

oJ
0 490[(g95 — 1)k +3g751] =0 (2.52)
9o
oJ
@ = 4g1[(g%52 - S1)k + 3(g§51 + QQ%S:),)] + 2@915% =0
1

Para comprobar si un punto estacionario de .J es un minimo o no hay que examinar
si la matriz hessiana es definida positiva o no. Teniendo en cuenta la independencia
lineal entre Vg9 v Vwg1 es suficiente con examinar el cardcter definido positivo de
la siguiente matriz

2y _9%J

2

M= ( o onom ) (2.53)
891090 g7

cuyos elementos se obtienen a partir de (2.52) como sigue

%]
0*J 0*J
= = 24y, S
99000, 99190 gogi-1
%]
97 1247[kSs + 655] + 129551 — 4kS) + 2a.S7 (2.54)
1

El sistema de ecuaciones de (2.52) es no lineal y su resolucién da lugar a miltiples
soluciones que se clasificardn en cuatro grupos:

Grupo 1l : gy # 0y g1 = 0. Es un punto estacionario deseado donde se alcanza
una igualacién perfecta. La salida coincide perfectamente con el simbolo s(n).
Resolviendo (2.52) se obtiene

go=1 ¢=0 (2.55)

La matriz hessiana correspondiente a este punto se convierte en una matriz
diagonal de la forma

8k 0
= < 0 453 —k)+2a ) (2:56)

El primer elemento de la diagonal es siempre positivo®. El segundo elemento de

5El momento de cuarto orden normalizado, k, es siempre una cantidad positiva.
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la diagonal es positivo si a > 0y k — 3 < 0. Por lo tanto, si a posee un valor
positivo y la kurtosis normalizada” de los simbolos transmitidos es negativa,
que es lo habitual en todas las senales empleadas en comunicaciones digitales,
el hessiano es siempre definido positivo y este punto es un minimo de .J.

Grupo 2 : gy = g; = 0. Es un punto estacionario no deseado donde el igualador
obtiene una salida nula y ningin simbolo es extraido. La matriz hessiana en
este punto es una matriz diagonal de la forma

4k 0
"= ( 0 —4kS, +20S? ) (2:57)

El primer elemento de la diagonal es siempre negativo y por lo tanto H no puede
ser definida positiva. Por ello, este punto no es un minimo de J.

Grupo 3 : go =0y ¢g; # 0. Es un punto estacionario no deseado donde el igualador
extrae la solucion correspondiente a los LDLM. En estos puntos la ISI no es
eliminada ya que g; # 0 Vi > 2. Resolviendo el sistema de ecuaciones (2.52)
para este caso, la solucion es

2 51(2]{5 — 0451)

— 2.
N = 5(kS, + 655) (2:58)

go =10

Para representar la matriz hessiana en este punto, podemos observar la siguiente
relacién entre (2.54) y (2.52)

02 0.J
= —— +8¢°[kS, +6S. 2.59
95050 = g T SISz + 654 (2.59)

y por lo tanto la matriz hessiana, H resulta ser diagonal con la siguiente forma

4035007 — ) 0
= < 0 892 (kS + 653) (2.60)

Debido a que £ > 0y S; > 0, es evidente que el segundo elemento de la diagonal
es siempre positivo. Para asegurar que la matriz hessiana no es definida positiva,
y por lo tanto este punto no es un minimo de .J, es necesario asegurar que
el primer elemento de la diagonal sea negativo. Sustituyendo el valor de ¢?
obtenido en (2.58) obtenemos que el primer elemento de la diagonal de H vale

51(2]€ - 0151) L 2

T~ .~ < - @@ k 2 _ 12 . 2]{,‘ B 3
"2(kS, + 65;) 75 7 65, (F(651 — 1283 — 2kS,) — 3a5})

4(38
(2.61)

"Definimos la kurtosis normalizada de una sefial real como k — 3.
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Es evidente que, para que (2.61) sea negativo, es necesario que el término entre
paréntesis sea negativo y por lo tanto

o> L3(6812 — 1283 — 2kS5) (2.62)

Sustituyendo el valor de las series (2.48) obtenemos la siguiente condicién

o> _3(&12);(52)_ 2k) (2.63)

Teniendo en cuenta que a < 1 podemos obtener un limite de o més conservador
e independiente del pardmetro del canal

a > w (2.64)

De esta forma, si garantizamos un valor de o que cumpla la condicién (2.64),
aseguraremos que el hessiano es no definido positivo y por lo tanto este punto
no es sera un minimo de J. Obsérvese que cuando se usa la funcién de coste
original de CMA| es decir a = 0, la condicién (2.64) no se cumple y por lo tanto
este punto estacionario se corresponde con un minimo. Este tipo de minimos
son los denominados LDLM.

Grupo 4 : gy # 0y g1 # 0. Este es otro punto estacionario no deseado donde se
produce la extraccion de una combinacién lineal de simbolos transmitidos.

Para reducir la complejidad de la matriz hessiana en este punto, podemos en-
contrar las siguientes relaciones entre (2.54) y (2.52)

2] a.J
= — +38gok
& a90390 a90 90
02 0.J
= —= +8¢°[kS, +6S. 2.65
gl agl agl agl gl [ 2 3] ( )

resultando una matriz hessiana de la forma

892k 24909151 )
H= 0 2.66
( 24909151 8g;(kSz + 6S3) ( )

Es inmediato comprobar que el primer término de la diagonal es siempre posi-
tivo, por lo que la naturaleza de H estd determinada por el signo de su deter-
minante.

det(H) = 64g2g?[k(kSs + 653) — 957 (2.67)
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Para asegurar que este punto no es un minimo de .J, es necesario garantizar que
(2.67) sea negativo, es decir, que el término entre paréntesis, que denominaremos
F(k,a), sea negativo

F(k,a) 2 [k(kS, + 6S3) — 952 < 0 (2.68)
Sustituyendo (2.48) en (2.68) obtenemos

_ k*(1 —a®) +6ka® — 9(1 4 a®)
) = = )

que, como muestra la figura 2.5, es una funcién parabdlica convexa en k cuyas
raices son k = —3(1 +a?)/(1 —a®) y k = 3. Debido a que k > 0y a® < 1,
podemos asegurar que F'(k,a) tiene un valor negativo si y sélo si k — 3 < 0.

(2.69)

— a=0.2
---a=04
- - a=0.6

a=0.7

Figura 2.5: Representacién de la funcién (2.69).

Por lo tanto, si la kurtosis de los simbolos transmitidos es negativa, podemos
concluir que el hessiano no es definido positivo y, por lo tanto, este punto
estacionario no es un minimo de .J. Obsérvese que esta condicion es la misma
que asegura que el punto estacionario deseado, donde se produce una igualacién
perfecta, sea un minimo.

Del analisis de los puntos estacionarios que se acaba de presentar, y que se puede

encontrar también en [20], se puede concluir que la nueva funcién de coste (2.31) no
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posee los puntos de equilibrio no deseados presentes en CMA. La no existencia de
estos puntos depende del pardmetro «. Si este pardmetro es demasiado pequeno, el
algoritmo todavia posee estos puntos de equilibrio no deseados. Cuando « es superior
a la cota (2.64) el igualador elimina la posibilidad de convergencia hacia este tipo de
puntos.

La figura 2.6 representa las funciones de coste de un igualador de 2 coeficientes
correspondientes al CMA convencional (oo = 0) y a la modificacién propuesta (o = 2).
El canal considerado es AR(1) con un pardmetro a = 0.5 y los simbolos transmitidos
corresponden a una constelacion PAM de dos niveles, s(n) = +1 (k = 1). En la
figura de la izquierda se observa la existencia de cuatro minimos, dos deseados y dos
no deseados (LDLM). En cambio, la figura de la derecha sélo posee los dos minimos
deseados. Puede observarse como los dos minimos no deseados han desaparecido
porque el valor de a escogido satisface la condicién (2.64).

Iy
il
it

[
‘W%WI///
PR

fili
-:‘.%.‘9.",‘"9’/
“"g‘.‘@';f/ |

Figura 2.6: Representacion de las funciones de coste correspondientes al nuevo algo-
ritmo y al CMA para un igualador de dos coeficientes y un canal AR(1) con a = 0.5.

Un anélisis para un canal AR de orden r, AR(r), es extremadamente dificil de rea-
lizar. Sin embargo, el limite de o obtenido en (2.64) es todavia vélido para la funcién
de coste general (2.43). La validez de este resultado es debido a que los conjuntos
de dependencias lineales en las columnas de H para un canal AR(r) son idénticas a
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las de un canal AR(1) y, por ello, los LDLM de ambos canales poseen caracteristi-
cas similares. Simulaciones realizadas con canales AR(r) muestran la validez de esta
conjetura.

2.7.2 Analisis con Ruido

El analisis de los puntos de equilibrio presentado en el apartado anterior se hizo
suponiendo un canal libre de ruido. Un andlisis similar para un canal con ruido
aditivo es extremadamente dificil y no ha sido posible hacerlo. No obstante, si es
posible obtener algunos resultados aproximados si suponemos que la relacion senal a
ruido (SNR) es suficientemente alta. Bajo esta hipdtesis podemos considerar que la
funcién de coste J cuando hay ruido es una perturbacién de cuando no lo hay en cuyo
caso podemos suponer que el numero y naturaleza de los puntos de equilibrio son los
mismos. En presencia de ruido mostraremos que los puntos de equilibrio deseados
son una version perturbada de los minimos obtenidos en la seccion anterior. En esta
seccion se calcula la perturbacién que el ruido introduce sobre los minimos deseados
y se estudia su efecto sobre el comportamiento del igualador. Este andlisis también
estd recogido en [22].

Considerando que los simbolos transmitidos y los coeficientes del igualador son
reales, la funcién de coste (2.31) normalizada respecto a m? para un igualador de L
coeficientes es

J 1 4 ks ,  «

5= WE[‘U (n)] — 2EE[y (n)] + k% + WE[y(n)x(n —L+1)] (2.70)
Al considerar la presencia de ruido en el canal y que la SNR es suficientemente alta,
en el apéndice C se demuestra que (2.70) se puede escribir como

= [—2

J J

gt 29[3wlw( E g +gr S —kwlw +a(gy 1S1)wr 1] (2.71)
=0

donde J y J representa la nueva funcién de coste con y sin ruido, respectivamente, y
v es la inversa de la relaciéon senal a ruido.

Esta expresion de la funcion de coste depende de g y de w. A continuacién vamos
a expresarla en funcién inicamente de g. Usando (2.9) podemos obtener que

w=H'"g (2.72)

donde H' representa la pseudoinversa de H que satisface HH' = I (I es la ma-
triz idéntidad). Para una matriz H de la forma (2.27), se puede comprobar que la
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pseudoinversa resultante es la siguiente matriz de dimension co x L

1 —a O 0
0 1 —a 0
H'=| 0 0 --- 0 1 -—a (2.73)
o 0 0 --- 0 1
0 0 0 0 0

coxX L

Considerando (2.72) y m =1 la funcién de coste (2.71) es igual a

L2
T~ J+2v30) g2+ g% 151)g"Dg — kg"Dg + (g 151) (911 — agp—»)] (2.74)
i=0
donde
P 0
D=HH" = ‘b b 2.75
( 0<>o><L Oooxoo ( )
y
(1+a?) —a 0 0 0
—a  (1+d*) —a 0 0
P = (2.76)
0 0 —a (1+a*) —a
0 0 0 —a 1

Para la obtencién de (2.74) hemos usado la relacién wy_; = g;_1 — ag;_» obtenida
de (2.72) y de la forma de la matriz H' (2.73).

Como ya vimos en el andlisis sin ruido, los puntos estacionarios de Jy;cpra se
corresponden con los puntos donde el gradiente se hace cero

oJ  0J N
dg; - dg;
L—-2
+9[12,8"Dg + 120> g7 + g7 151)Dyis1,-8 — 4kD(is1,)8 —
=0
—2aagL_1515(i—L+2)] ZZO,,L—2
oJ o.J
= +
0911 0911
L—2
+9[129,-1518"Dg + 120> g2 + g2 _,51) Dz, 18 — kD1 g +
j=0

+2a(S1(92-1 — agr-2) + gr—151)] (2.77)
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donde §(n) es el impulso unitario y Dy; _y representa la i-ésima fila de la matriz D.
Ademas, el gradiente de la funcién de coste en una situacién libre de ruido es

0. L2
) =0
aJ L—2
ag = 4(k — 3)927152 + 12(29]2 + g%flsl)gL,ISI — 4]{;9[/7151 + 2059[,715%
L—1 -
7=0

(2.78)

Generalizando el resultado de la seccién anterior, es obvio que el gradiente (2.78) en
situaciones sin ruido se hace cero en los minimos
glopt:["'aoa 1 707"']T I<L-1 (279)

~
l

También existen otros puntos en los que el gradiente (2.78) se anula, pero ya demos-
tramos en la seccion anterior que no son minimos de la funcién de coste y por lo tanto
ya no los vamos a considerar en ésta.

Supongamos que g' es un minimo de J. A continuacién mostramos que para
~ . ., 1
valores altos de la SNR, g' puede ser aproximado por una version perturbada de g,
de la siguiente forma

g ~g  +tyvAg =1, 7Ag 1,1 +7Ag, vAgi1, -+ ]" (2.80)

Sustituyendo esta expresién en (2.77) se obtiene, como se demuestra en el apéndice
C, el siguiente sistema de ecuaciones

0J

g=g'=gl,+7Ag

oJ
o ~ y[Ag8k + (24 — 4k)D(111,41)] =0
: g=g'=gl,,+1Ag
oJ
(9§]L ; ~ ’y[AgL_181(12 — 4k + 20481) + (12 — 4k)D(L,l+1)

g=g'=gl,+7Ag
—2aaSlgL_2 =0 (2.81)

donde Dy; j) es el elemento (7, j) de la matriz D. Finalmente, es inmediato comprobar
que la solucion de este sistema de ecuaciones es

Agi = =Dy i<L—-Tei#l
(k —6)(1 + a?)
A =
g1 ok

a

A9L71 == 6(Z—L+2)S =
1

6(I — L+2)(a(l — a?)) (2.82)
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Por lo tanto, los minimos de la funcién de coste sufren una perturbacion Ag
debida al efecto del ruido. Este resultado es similar a los obtenidos en [41] y [24]
para igualadores CMA. Esta perturbacion tiene un doble efecto ya que se produce un
cambio del valor de la [- ésima componente de gf)pt, es decir, de la amplitud con la
que el igualador extrae s(n—1) y, por otro lado, aparece una pequena cantidad de ISI
debido a que otras componentes de gf)pt diferentes de la [-ésima son distintas de cero.
Esta cantidad de ISI es debida a que el igualador necesita llegar a una solucién de
compromiso en la cual se ha de buscar un equilibrio entre la minimizacion del ruido
y de la ISI. Para probar el buen comportamiento del igualador a continuacion se va
a demostrar como el MSE en los minimos de J es el minimo que se puede alcanzar.
Esto prueba que el igualador se comporta igual que un igualador MMSE cuando la
SNR es alta.

La figura 2.7 representa el contorno de la nueva funcién de coste para o =2 y la
compara con el del CMA convencional. Se ha considerado para esta representacion
una relacion senal a ruido SNR = 10 dB, un igualador de dos coeficientes y un canal
AR de primer orden (h(n) = (0.5)"u(n)). Obsérvese que esta funcién es muy similar
a la de la figura 2.6 donde se representa la funcion de coste en ausencia de ruido y
para el mismo canal. El nimero de puntos estacionarios es idéntico en ambos casos, y
su naturaleza permanece inalterada por la presencia del ruido. Las diferencias entre
ambas figura radican en la posicién de los minimos que, como se puede apreciar, han
sido movidos debido a la perturbacion producida por el ruido.

2.7.3 Valor del MSE en los Minimos con Ruido

El error cuadréatico medio, normalizado respecto a m, entre la salida del igualador y
un simbolo con un retardo [, se define como

MSE _ E[(y(n) — s(n— 1))’

(2.83)

Cuando estamos en una situacién sin ruido en que y(n) = g’'s(n) el MSE (para m=1)
es

MSE=g'g—2g+1=(g—g)" (g8 (2.84)

donde gl es el valor de g (2.79) para el que se minimiza la funcién de coste que
proponemos en ausencia de ruido. Obsérvese como el MSE se hace cero en este
punto, y como la modificacién del CMA que proponemos minimiza el MSE.

En una situacién con ruido la salida del igualador viene determinada por (2.8),
es decir y(n) = ys(n) + y,(n) = g¥'s(n) + wir(n), y el MSE (2.84) se puede expresar
como

MSE = MSE +yw'w = (8 — 8,,,)" (8 — &) + 78" Dg (2.85)
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Figura 2.7: Representacion del contorno de la nueva funcién de coste y de la de CMA
para un igualador de dos coeficientes y un canal AR(1) con a = 0.5 y ruido aditivo
con una SNR =10 dB.

donde se ha usado la relacién (2.72). Para obtener el punto donde MSE alcanza su
minimo, es necesario calcular el punto donde el gradiente se hace cero, es decir

Ve MSE =2(g —g.,) +2vDg =0 (2.86)
Supondremos que la solucién de esta ecuacion es un punto de la forma

s = gépt + VA8 sk (2.87)

Sustituyendo (2.87) en (2.86) y considerando de nuevo una SNR suficientemente alta,
el gradiente se hace cero cuando

2[vyAgysE + VD(gépt +YAgysE)] =
~ 2v[Agysp + Dglopt] = 27[Agyse + D] =0 (2.88)

y por lo tanto
Agysp = —D(— 41 (2.89)

Como se puede observar, el minimo obtenido es muy similar al obtenido en la mini-
mizacién de la funcién de coste J en una situacién con ruido (2.80), ya que el minimo
del MSE se alcanza para un valor g}, ¢, que es una versién perturbada del valor g/,
obtenido en una situacién sin ruido.
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Sustituyendo gl,¢5 en la expresién (2.85), obtendremos la expresién del valor
minimo del MSE (MMSE)

MMSE = MSE =

g=8Yrsp=8hp tTABNM s E
= Y (Aguyse) (Agyse) + ’Y(gf)pt + ’YAgMSE)TD(glopt +YAgysE) ~
=~ V(gépt)TDgépt =vDay1,41) = (1 + 02) (2.90)

donde hemos despreciado los términos multiplicados por 72 y 72 debido a la suposicién
de una SNR suficientemente grande. Obsérvese que este valor del MMSE no depende
del valor de la perturbacién debida al ruido. Por ello el mismo valor sera obtenido
para el MSE en los minimos de nuestro igualador

MSE|g:gl:glopt g > (8,) Dg,, = MMSE (2.91)

Este resultado demuestra que en presencia de ruido el igualador que estamos
proponiendo se comporta de la misma forma que el igualador MMSE, obteniéndose
un equilibrio entre la reduccion del ruido y la eliminacién de la ISI. Obsérvese también
que el MSE alcanzado en los minimos de J no depende del parametro a y que por
lo tanto el término de penalizacién incluido en la funcién de coste (2.29) no afecta al
comportamiento global del igualador; este término lo tinico que hace es eliminar los
puntos de equilibrio no deseados.

La figura 2.8 representa los valores del MSE correspondientes al criterio MMSE,
al alcanzado en la minimizacion de .J y a la expresion aproximada del MMSE dada
por (2.90) para diferentes valores de la SNR. Excepto la curva correspondiente a
(2.90), las curvas han sido obtenidos mediante simulaciones por ordenador. Se ha
considerado un canal AR de primer orden con la siguiente funcién de transferencia

B 1
- 1-0.6z"1!
y un igualador de 2 coeficientes. Como se puede comprobar en esta figura, la curva que

representa esta tltima expresion es idéntica a las experimentales cuando los valores
de la SNR estan por encima de 10 dB.

H(z) (2.92)

La figura 2.9 dibuja las curvas de la probabilidad de error para un entorno idéntico
al del experimento anterior. Como se puede observar, en este caso las curvas de ambos
criterios son practicamente idénticas para todos los valores de la SNR mostrando el
correcto comportamiento del nuevo algoritmo.

2.8 Simulaciones

Esta seccion presenta los resultados de varias simulaciones por ordenador que apoyan
los resultados analiticos obtenidos en las secciones anteriores. En estas simulaciones
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Figura 2.8: Curvas de comparacién del MSE respecto a la SNR en recepcién del nuevo
algoritmo, MMSE y de la aproximacion obtenida en la seccién 2.7.3.

consideraremos que los simbolos transmitidos, s(n), corresponden a una constelacién
binaria PAM. En este caso, la kurtosis de los simbolos es negativa (k — 3 = —2) ,
por lo tanto, satisface una de las condiciones obtenidas para garantizar el correcto
comportamiento del algoritmo. Los coeficientes del algoritmo son inicializados de
forma aleatoria y serdn adaptados de acuerdo con el algoritmo de gradiente (2.44)
con un parametro de control de la convergencia suficientemente pequeno para reducir
el ruido de desajuste producido por el algoritmo del gradiente, p = 0.002.

El comportamiento del algoritmo es evaluado en términos de la ISI normalizada de-
finida como

Z |gi* — mZ?’LX|9i|2
IST == (2.93)

rnzax |gi|2

donde g¢; es la amplitud del simbolo s(n — i) a la salida del igualador.

El primer experimento considera una transmision libre de ruido a través de un
canal AR de primer orden con la siguiente funcién de transferencia

1

H(z) = 155

(2.94)
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Figura 2.9: Curvas de comparacion de las probabilidades de error respecto a la SNR
en recepcion del nuevo algoritmo y del MMSE

La evolucion temporal de la ISI normalizada para un igualador de dos coeficientes
esta representada en la figura 2.10 para tres valores diferentes del pardmetro «. Los
valores @ = 0 (CMA convencional) y @ = 0.3 no cumplen la condicién (2.64) para
k =1y, como se aprecia en la figura, el algoritmo converge hacia un LDLM sin que
se cancele completamente la ISI. Sin embargo, el valor « = 4/3 satisface el limite
obtenido en (2.64) y el algoritmo converge hacia los puntos de equilibrio deseados
cancelando completamente la ISI. Un segundo experimento considera el mismo canal
de comunicaciones para un igualador con cinco coeficientes. La figura 2.11 representa
la IST normalizada para este experimento, en el que se puede observar de nuevo como
el algoritmo no elimina la IST para @ = 0 (CMA) y o = 0.3 debido a la convergencia
hacia un minimo no deseado, mientras que la eliminaciéon completa de la ISI se produce
para a = 4/3.

Un tercer experimento muestra el comportamiento del algoritmo con la funcion de
coste generalizada (2.43). Consideramos una transmisién libre de ruido en un canal
AR de segundo orden con la siguiente funcién de transferencia

1
H(z) = 2.95
(=) (1—az"H)(1—bz71) (2.95)
Para este caso, y debido a que el nimero de coeficientes ha de ser mayor que el orden
del canal, usaremos un igualador de tres coeficientes. De esta forma apareceran dos
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Figura 2.10: Evolucion temporal de la ISI cuando se considera un igualador de dos
coeficientes y un canal AR(1) con funcién de transferencia H(z) = t—5t—=. (1 =
0.002).
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Figura 2.11: Evolucién temporal de la ISI cuando se considera un igualador de cinco
coeficientes y un canal AR(1) con funcién de transferencia H(z) = 7. (1 =
0.002).
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términos de penalizacién en (2.43). La figura 2.12 dibuja la ISI normalizada para
diferentes pares de polos, « =4/3 y ;1 = 0.004. Se puede observar como el igualador
alcanza un minimo deseado y, por lo tanto, cancela la ISI.

Los resultados obtenidos de estos experimentos demuestran la correcta convergen-
cia del algoritmo para valores de o que satisfacen (2.64). Esto ilustra que el limite
derivado para el caso particular de un canal AR de primer orden y un igualador de
dos coeficientes puede ser aplicado para un caso general de canales AR(r) con un
igualador de L coeficientes.

———  a=05,b=-05
i ---  a=0.7,b=—05
) o a=-0.2+0.6j, b=-0.2-0.6j

i
&

ISI Normalizada (dB)
1N
o

-15

Il Il Il Il Il
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
SIMBOLOS

Figura 2.12: Evolucién temporal de la ISI cuando se considera un igualador de tres
coeficientes y un canal AR(2) con funcién de transferencia H(z) = m
(1 =0.004).

Finalmente, el iltimo experimento muestra la convergencia del nuevo algoritmo
en presencia de ruido aditivo. En esta ocasién se ha considerado un igualador de dos
coeficientes y un canal AR de primer orden, con funcién de transferencia idéntica a la
del primer y segundo experimento. La relacién senal a ruido considerada es SNR = 10
dB. Como se puede observar en la figura 2.13, para « = 0 (CMA) de nuevo el igualador
converge a un minimo no deseado y no se elimina la ISI. Sin embargo, para a = 4/3 el
algoritmo converge adecuadamente y se produce una reduccién de la ISI. Es necesario
apuntar que en este caso se obtiene una ISI residual superior a la de casos anteriores
debido a que el igualador debe mantener un compromiso entre la amplificacién del
ruido y la eliminacién de la ISI.
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Figura 2.13: Evolucién temporal de la ISI cuando se considera un igualador de dos
coeficientes, un canal AR(1) con funcién de transferencia H(z) = =& v ruido
aditivo con SNR =10 dB. (x = 0.002).

2.9 Conclusiones

En este capitulo se ha discutido el problema de la igualacién adaptativa ciega de
canales de comunicaciones auto-regresivos. La matriz de convolucién asociada a estos
canales resulta tener columnas linealmente dependientes lo que provoca la existencia
de minimos no deseados en los que la ISI no es totalmente cancelada. Debido a
que estos minimos aparecen cuando se consideran igualadores de longitud finita y no
cuando su longitud es infinita, se denominan length dependent local minima (LDLM).

Para eliminar la posibilidad de convergencia hacia los LDLM en los igualadores
CMA hemos propuesto una modificacion de la funcién de coste en la que se han
anadido unos términos que penalizan la convergencia hacia los puntos no deseados. Se
ha presentado un analisis completo de los puntos estacionarios de esta nueva funcién
de coste para una sencilla situacion de un canal AR de orden 1 y un igualador de
dos coeficientes. Los resultados del analisis muestran que los LDLM desaparecen si
se cumplen dos condiciones:

e La kurtosis de los simbolos transmitidos ha de ser negativa. Esta es la misma
condicién que garantiza la convergencia del igualador CMA convencional y es
cumplida por la practica totalidad de las senales moduladas digitalmente.

e Un pardmetro presente en la nueva funcién de coste ha de ser superior al valor
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(2.64) obtenido en el andlisis. Este pardmetro pondera los términos de pena-
lizacién anadidos y, por ello, ha de ser suficientemente grande para evitar la
convergencia a las soluciones no deseadas.

Los resultados anteriores se han generalizado a canales AR de mayor orden. Aun-

que no se ha demostrado analiticamente, las simulaciones dan a entender que los
LDLM han desaparecido.

Posteriormente, se ha analizado el efecto del ruido en la convergencia del algoritmo.
Por razones de sencillez, el analisis se ha efectuado bajo la hipdtesis de que la SNR,
es alta. En este caso, los puntos estacionarios modifican su posicion pero no su
naturaleza. Se ha calculado la posicién de los minimos cuando existe ruido y se
ha calculado el MSE residual en dichos puntos. Se ha demostrado que dicho valor
es igual al minimo MSE, lo cual indica que el igualador propuesto se comporta, en
presencia de ruido, como el igualador MMSE mostrando un deseable equilibrio entre
cancelacion de IST y amplificacion del ruido.

Finalmente, se han presentado los resultados de algunas simulaciones por ordena-
dor que ilustran el comportamiento del igualador propuesto y validan las aproxima-
ciones realizadas durante el andlisis.
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Capitulo 3

Separacion Ciega de Senales

3.1 Introduccion

Los sistemas de comunicaciones celulares, las redes de ordenadores sin hilos (wireless
LAN) y las comunicaciones via satélite son ejemplos de sistemas de comunicaciones
por radio que han experimentado un espectacular crecimiento a lo largo de los ultimos
anos. La continua necesidad de incrementar la capacidad de estos sistemas obliga a
compartir el espectro radio-eléctrico por un nimero de usuarios cada vez mayor vy,
por lo tanto, a buscar nuevas técnicas de procesado de senal que permitan separar y
extraer los usuarios deseados en recepcién.

Cuando varios usuarios comparten un mismo canal de comunicaciones es necesario
dotar al receptor de algun sistema que permita diferenciarlos. Como ya se explico en
el capitulo de introduccion, esto se consigue mediante las denominadas técnicas de
diversidad, las cuales aprovechan diferentes propiedades de la senal recibida para
obtener varias versiones de una misma senal en recepcién. Como se vié también
es ese capitulo, segin sea la técnica de diversidad utilizada se hablara de diferentes
técnicas de acceso miiltiple: SDMA, TDMA, FDMA y/o CDMA.

Con independencia de cual sea el tipo de diversidad empleado, siempre nos en-
contraremos con que un receptor con diversidad dispondra de un front-end de comu-
nicaciones que proporciona diferentes versiones de una senal transmitida. Cuando el
objetivo es extraer la informacion de un sélo usuario, estas sefiales constituyen la en-
trada de un sistema lineal MISO (Multiple Input Single Output) en el que la salida es
una combinacion lineal de las senales recibidas. La existencia de diversidad permite
mejorar la calidad de la senal recibida aumentando la SNR y disminuir los efectos del
desvanecimiento y las interferencias.

En este capitulo se va a abordar un problema mas complejo en el que el objetivo no
es extraer un unico usuario sino varios simultaneamente. La arquitectura considerada

67



68 Capitulo 3. Separacion Ciega de Senales

consiste en un sistema MIMO formado por multiples receptores MISO para canales
no dispersivos. Cuando el comportamiento es el correcto, cada una de las salidas
del sistema MIMO se corresponden con una secuencia transmitida por un unico y
diferente usuario.

Este capitulo considera un canal no dispersivo que unicamente introduce una
mezcla lineal instantanea de los simbolos transmitidos por diferentes usuarios. Un
receptor de maxima verosimilitud extraeria de forma 6ptima los diferentes usuarios.
Sin embargo, este receptor presenta una complejidad que crece exponencialmente con
el numero de usuarios del sistema. Por ello se prefiere otro tipo de receptores que no
se pueden considerar suboptimos pero de una complejidad reducida.

Los denominados receptores de decorrelacion eliminan completamente la MAI en
recepcion cuando el canal considerado esta libre de ruido. Sin embargo, en situaciones
practicas donde hay presencia de ruido aditivo, estos receptores pueden incrementar
la potencia del ruido a la salida. Esto motiva la busqueda de nuevos criterios para
ajustar los coeficientes de un sistema MIMO, de forma que se separen de las senales
de los diferentes usuarios reduciendo la MAI sin amplificar la potencia del ruido. El
criterio MMSE persigue la minimizacién del error cuadratico medio a la salida del
sistema. Sin embargo, estos criterios presentan el gran inconveniente de necesitar una
secuencia de entrenamiento que puede reducir la efectividad y utilidad del sistema.

Los criterios ciegos surgen como alternativa a los MMSE evitando la necesidad
de las secuencias de entrenamiento. Uno de los criterios ciegos utilizados en mezclas
lineales de usuarios, es el denominado criterio de minima varianza con restricciones
lineales [34] ampliamente empleado en procesado en array [36]. Este criterio ajusta
los coeficientes del sistema para minimizar la potencia de salida sujeta a una serie
de restricciones que impiden que la senal deseada no sea cancelada en el proceso de
minimizacién. Este criterio necesita un conocimiento previo de la matriz de mezclas.

Debido a que consideramos un sistema que tiene a su entrada una mezcla lineal
de senales estadisticamente independientes entre si (estas corresponden a usuarios
aislados entre sf), otra alternativa es utilizar criterios desarrollados en el contexto de
separacién ciega de fuentes. Varios son los criterios propuestos para la separacion de
fuentes. En concreto, en [15] y [47] se presenta el concepto de funcién de contraste
como aquella funcién estadistica de los coeficientes del sistema MIMO cuyos maximos
se corresponden con valores de los coeficientes que obtienen en las salidas los diferentes
usuarios. El gran problema de este tipo de criterios es la existencia de multiples puntos
estacionarios no deseados.

El criterio del Médulo Constante es un criterio ciego muy conocido y empleado en
la separacion de usuarios. Basa su funcionamiento en la minimizacién de una funcién
de coste que contiene estadisticos de orden superior de las senales de salida del sis-
tema [29]. Como ya se vi6 en el capitulo anterior, este criterio fué desarrollado en el
contexto de la igualacion adaptativa ciega de canales, siendo posteriormente utilizado
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en el campo de la conformacién de haz [30] y [43]. Los anélisis de la funcién de coste
CM han demostrado que su minimizacién obtiene a la salida del sistema MIMO una
senal correspondiente a un tnico usuario. Es decir, en un entorno multiusuario es po-
sible extraer la sefial correspondiente a un tinico usuario eliminando las interferencias
correspondientes con las seniales de otros usuarios. El gran problema del CM en apli-
caciones multiusuario, es que no se puede determinar a priori cual sera el usuario que
extraiga el sistema. Por lo tanto, si cada una de las salidas del sistema MIMO estan
reguladas por distintos e independientes criterios CM no se puede garantizar cual
sera la senal obtenida en cada una de ellas y un mismo usuario podria ser extraido
en varias salidas simultaneamente.

Este capitulo propone un nuevo criterio de optimizacion basado en CM para la
adaptacion de los coeficientes de un sistema MIMO. El criterio pretende una adapta-
cion conjunta de los coeficientes correspondientes a las distintas salidas, sin necesidad
de ninguna estrategia previa de inicializacion. Para evitar la obtencion de un mismo
usuario en las salidas del sistema, se define una funciéon de coste que involucra las
diferentes salidas del sistema y penaliza la extraccion de una misma senal por varias
salidas. Ademads, en este capitulo se demuestra que la minimizacién de esta funcién
de coste obtiene una perfecta extraccién de los diferentes usuarios en las salidas del
sistema MIMO.

3.2 Modelo de Senal

Como se vi6 en el capitulo 1, un receptor con diversidad proporciona unas observa-
ciones que son mezclas de las senales transmitidas por los usuarios que comparten el
medio. Un vector que agrupe las senales observadas puede expresarse por medio de
una matriz de mezcla, H, de la siguiente forma

x(n) = [xo(n),---,zr_1(n)]" = Hs(n) +r(n) (3.1)
donde s(n) = [s1(n),---,sy(n)]" es un vector de tamaifio N x 1 que contiene los
simbolos transmitidos por cada usuario y el vector r(n) representa el ruido presente a
la entrada del receptor que, dependiendo de la técnica de acceso, puede ser blanco o
coloreado (por ejemplo, en el caso de CDMA donde los filtros adaptados provocan este
coloreado). Como se vié en el primer capitulo, al considerar canales no dispersivos,
las mezclas de los usuarios son instantaneas.

Un sistema MISO lineal combina las senales presentes a la entrada de forma que
la salida i-ésima se puede escribir como

pn) = 3 wia(n) = wlx(n) (32)
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donde w; = [wjg, - -+, wi—1)]" es el vector de coeficientes que determina la combina-
cion lineal correspondiente a la salida i-ésima del sistema MIMO. La columna k-ésima
(hg) de la matriz de mezcla representa las contribuciones del usuario k en las entradas
del sistema. El vector de entrada (3.1) se puede expresar por medio de una suma de
vectores de la forma

n) =Y hysp(n) +1(n) (3.3)

Sustituyendo esta expresién en (3.2) obtenemos

yi(n) = wahksk(n)—kwflr(n):

— Zgszk +wir(n) = g/'s(n) + wi'r(n) (3.4)

donde g;x = why, representa la amplitud de la senal correspondiente al usuario k en
la salida i-ésima gl = w/H es el vector de ganancias para esta salida. Agrupando
las salidas del sistema en un vector, éste se puede expresar como

y(n) = WHx(n) = G"s(n) + W r(n) (3.5)

donde W = [wyq, -+, w_] representa una matriz que agrupa los vectores de coefi-
cientes del sistema y GT WHH representa la matriz de ganancias cuyo elemento
(i, k) es gir. El objetivo del sistema MIMO consiste en ajustar sus coeficientes para
que la matriz de ganancias sea diagonal, o una versiéon permutada de ésta, obteniendo
en las salidas del sistema los simbolos correspondientes a los diferentes usuarios.

En una técnica de acceso CDMA el nimero de senales de entrada es igual al de
salidas del sistema MIMO y a su vez idéntico al nimero de usuarios en el sistema. En
otras técnicas de acceso multiple podriamos obtener un mayor nimero de entradas
que de salidas o usuarios (por ejemplo, aumentando el nimero de sensores de una
antena en array). Para simplificar la notacién, consideraremos que el nimero de
observaciones es siempre igual al de salidas o usuarios en el sistema, es decir V.
Obsérvese que en este caso la matriz de mezcla, H, es cuadrada y de tamano N x N.
Para simplificar la notacién, y sin pérdida de generalidad, consideraremos en el resto

del capitulo un sistema MIMO con el mismo ntimero de entradas que de salidas, es
decir, N.

3.3 Receptor de Decorrelacion

La matriz de ganancias G en (3.5) representa el efecto conjunto de la mezcla del canal
y del sistema MIMO. Parece légico pensar que un receptor que converja hacia una
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solucién con GT diagonal obtendra en cada salida, en ausencia de ruido (r(n) = 0),
un tnico y diferente usuario®.

En un entorno sin ruido, la salida del sistema MIMO es de la forma
y(n) = WHx(n) = W#Hs(n) = G”s(n) (3.6)

La solucién éptima consiste en obtener una matriz W7 de forma que la matriz de
ganancias sea diagonal y que, por cuestiones de claridad, supondremos que tiene sus
elementos iguales a uno de forma que G = I, siendo I la matriz identidad. Es decir

G'=W'H=1 &« W{/=H" (3.7)

Un sistema que obtenga una solucién de este estilo se denomina receptor de deco-
rrelacion [44, 45]. Este tipo de receptores, en el caso hipdtetico de ausencia de ruido,
recupera los simbolos de los diferentes usuarios eliminando totalmente la MAI. La
gran ventaja de este tipo de receptores es su robustez frente a situaciones de near-far.
Sin embargo, cuando en el canal hay ruido, el receptor presenta a su salida una com-
ponente de ruido que, como se muestra en (3.5), es igual a Wr(n) = H 'r(n) y que
puede ser amplificada segiin sean las caracteristicas de la matriz de mezcla inversa.

Obsérvese la gran similitud que existe entre el receptor de decorrelacién para
la separacién de mezclas instantaneas y el igualador de zero-forcing presentado en el
capitulo anterior. Aligual que el igualador de zero-forcing, el receptor de decorrelacién
ha de permitir una MAI residual para evitar un incremento del ruido en la salida
reduciendo notablemente la SNR.

3.4 Receptor MMSE

En ausencia de ruido, el receptor de decorrelacién elimina completamente la MAI.
Sin embargo, desde el punto de vista de minimizar la probabilidad de error puede
ser conveniente permitir cierta MAI residual en las salidas del sistema MIMO para
dotar al sistema de una mayor libertad que le permita una notable reduccién del
ruido. Un tipo de receptores que aproximan este funcionamiento son los receptores
que tienen como objetivo la minimizacién del error cuadratico medio entre las salidas
y los simbolos deseados, es decir,

MSE = 37 Elly(n) - si(n)") = Tr{(y(n) — s(n))(y(n) ~ s(n)"} ~(3.8)

donde Tr{-} representa la traza de una matriz.

!Una matriz diagonal con sus lineas permutadas obtiene una solucién equivalente donde los
usuarios aparecen en salidas distintas.
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Estos receptores se denominan MMSE [68]. Al igual que en los igualadores MMSE,
para ajustar los coeficientes de forma que minimicen (3.8) se utiliza el algoritmo
adaptativo LMS que, para la salida i-ésima, tiene la siguiente forma

w;(n+1) = w;(n) + pe(n)x(n) (3.9)

donde p es el pardmetro que controla la velocidad de convergencia del algoritmo y
e(n) = y;(n)—s;(n) representa el error entre la salida del sistema y el simbolo deseado.

Los receptores MMSE, al igual que los igualadores basados en este criterio de
optimizacion, requieren periodos de entrenamiento durante los cuales se inicializan
los coeficientes del sistema. Después de este periodo de entrenamiento el receptor es
guiado por decision, DD.

Como se apunté en el capitulo anterior, hay situaciones practicas donde puede no
ser posible o deseable la transmisién de secuencias de entrenamiento. Ademads, en
comunicaciones multiusuario, las caracteristicas del canal pueden variar bruscamente
cada vez que un usuario interferente es activado en cuyo caso es necesario interrumpir
la transmision en curso e intercalar secuencias de entrenamiento para ajustar de nuevo
los coeficientes del sistema. Esta limitacion es superada por los receptores ciegos.

3.5 Receptores Ciegos

Los receptores descritos en las secciones anteriores necesitan el conocimiento de los
simbolos transmitidos o de las caracteristicas del canal para ajustar los coeficien-
tes del sistema MIMO. Los receptores ciegos ajustan sus coeficientes haciendo uso
unicamente de las senales observadas.

Existen multiples tipos de receptores ciegos que han sido propuestos para otras
aplicaciones como la igualacion de canales o la separacion de fuentes. A continuacién
se describen algunos de los receptores mas conocidos.

3.5.1 Receptores LCMV

Este receptor esta basado en la minimizacién de la varianza a la salida del sistema
sujeta a un conjunto de restricciones lineales (LCMYV, Linearly Contrained Minimum
Variance). Las restricciones lineales son impuestas sobre el vector de coeficientes
impidiendo que el proceso de minimizacion de la varianza afecte a la sefial deseada.
Este tipo de receptores fueron presentados para técnicas de diversidad espacial [36] o
de diversidad por cddigo [34].

El problema de optimizacion correspondiente a la salida i- ésima consiste en

min w;R,w; sujetoa Rw;=1f (3.10)

Wi
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donde R, = E[x(n)x(n)] es la matriz de covarianza del vector de datos de entrada,
R es la matriz de restricciones y f especifica los valores de las restricciones.

La forma de implementar este receptor de forma adaptativa se realiza mediante
una estructura conocida como cancelador de l6bulos secundarios (GSC, Generalized
Sidelobe Canceller) [31] que convierte el problema de minizacién con restricciones
(3.10) en otro equivalente sin restricciones. Gracias a este mecanismo, el problema se
reduce a la minimizaciéon de una funcién de coste tipo MSE mediante un algoritmo
LMS.

3.5.2 Receptores Basados en Técnicas de Separacion Ciega
de Fuentes

Del contexto de la separacién ciega de fuentes se pueden extraer nuevos tipos de
receptores cuya justificacién se basa en el conocido corolario del teorema de Darmois-
Skitovich: si s es un vector de senales estadisticamente independientes con distribu-
cién no gaussiana, entonces y = Gs es un vector de senales estadisticamente indepen-
dientes si y s6lo si G = P, donde P es una matriz de permutaciéon. Estos receptores
se basan en las denominadas técnicas ICA (Independent Component Analysis).

Los primeros trabajos sobre este tipo de técnicas fueron desarrollados por Hérault
y Jutten [37] que utilizaron una red neuronal recursiva cuyas salidas estan directa-
mente conectadas a las entradas. Otros criterios basados en las técnicas ICA [3] miden
la independencia estadistica entre las salidas por medio de la distancia existente entre
la funcién de densidad de probabilidad conjunta del vector de salida y el producto
de las funciones de densidad de cada una de las salidas. Bell y Sejnowski [5] ajustan
los coeficientes de forma que se maximice la transferencia de informacién en una red
neuronal de una sola capa.

Finalmente Comon [15], motivado por el teorema de Darmois-Skitovich, introduce
el concepto de funcién de contraste para designar aquellas cuyos méximos coinciden
con la extraccion de senales estadisticamente independientes a la salida del sistema.
Estas funciones de contraste se basan en la suma de cumulantes de segundo orden.
Posteriormente, Moreau y Macchi [47] presentaron nuevas funciones de contraste ba-
sadas en cumulantes de cuarto orden. Para la maximizacién de las funciones de
contraste utilizan sencillos algoritmos de gradiente ascendente.

Sin embargo, el gran problema de estos receptores radica en que hasta la fecha
no existen trabajos exhaustivos que muestren las condiciones bajo las cuales estos
criterios se comportan correctamente convergiendo hacia situaciones que extraigan
los diferentes usuarios a la salida.
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3.5.3 Receptores CMA

Del contexto de la igualacién ciega surgieron miltiples criterios de optimizacion. En-
tre ellos el mas conocido y utilizado en la practica debido su sencillez y facilidad de
implementacién es el algoritmo Mddulo Constante, CMA. Este algoritmo define una
funcién de coste para la salida i-ésima cuya minimizacién extraera en ésta uno de los
usuarios del medio. Esta funcién es de la siguiente forma

Ji = El(lyi(n)[* - R2)"] (3.11)
donde Ry = % es la constante de dispersién. Debido a la no linealidad | - |?,

esta funcién no es una forma cuadratica respecto al vector w; y en principio puede
contener varios minimos.

Se han realizado diversos andlisis que muestran que la minimizacién de esta funcion
de coste corresponde con un comportamiento 6ptimo del receptor. Asi por ejemplo,
Agee [2] demostré que cuando el vector de observaciones es obtenido a partir de una
senal deseada perturbada con la superposicién de ruido gaussiano, los inicos minimos
existentes corresponden a puntos donde la SNR es maximizada. Esta circunstancia se
produce siempre y cuando la kurtosis de los simbolos transmitidos sea negativa. Esta
condicion, que es la misma encontrada para igualaciéon ciega de canales, es satisfecha
por practicamente todas las senales presentes en comunicaciones. Previamente, Lun-
dell y Widrow [43] analizaron los minimos de la funcién de coste de CM considerando
una técnica de diversidad espacial. Suponiendo que la senal de entrada estd com-
puesta de la suma de varias senales de banda estrecha, complejas, estadisticamente
independientes e incidiendo a la antena por diferentes angulos, la funcién .J; contiene
un minimo por cada senal del entorno que tenga kurtosis negativa. Cada minimo
se corresponde con la extraccién de una tunica senal en el entorno. Aunque la fun-
cion contiene otros puntos estacionarios, se demuestra que su hessiano no es definido
negativo y que por lo tanto los inicos minimos existentes son los que acabamos de
describir.

Cuando se considera la adaptacion simultanea de los coeficientes de cada una de
las salidas del sistema MIMO, la funcién conjunta que se ha de minimizar bajo un
criterio CM es

Jom = Z Ji = Z El(lyi(n)]* — R»)?| (3.12)

Esta funcion se minimiza cuando cada una de las funciones .J; alcanza el minimo
donde se extrae un tnico usuario. Sin embargo, y aunque la minimizacién de Jop,
corresponde con la extracciéon de un dnico usuario en cada salida, no se garantiza
que los coeficientes de mas de una salida converjan hacia una misma combinacién
extrayendo el mismo usuario. En esta situacién, el sistema MIMO obtendria un
mismo usuario en mas de una salida no extrayendo otros que estdn presentes en la
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mezcla de la senal de entrada. Este problema de captura de una misma senal se puede
superar considerando modificaciones del criterio como la presentada en la siguiente
seccion.

3.6 Modificacién Receptores CMA

Para evitar la extraccién de un mismo usuario en varias salidas del sistema MIMO es
necesario establecer algin tipo de vinculo entre los diferentes criterios CM asociados
a cada salida. Para ello, en esta seccién se propone que los vectores de coeficientes

w;, - = 1,---, N sean ajustados de acuerdo a la siguiente funcién de coste
N L NN
T=>" T + 5 SN Ty (3.13)
= =
donde
Ji = E[(|lyi(n)|* — R)?] (3.14)

es la funcién de coste del criterio CM correspondiente a la salida i-ésima del sistema
MIMO y

Jij = [Elyi(n)y; m)]]*, i #j (3.15)

son un conjunto de nuevos términos que aseguran que cada salida se corresponde
con la extraccién de un usuario diferente. El pardametro o es una constante real y
positiva que pondera el valor de estos nuevos términos. Esta funcion fue presentada
por primera vez en [19].

El motivo de la inclusién de los nuevos términos en la funcién de coste es el si-
guiente: al minimizar (3.13), se minimizan simultdneamente cada uno de los criterios
CM correspondientes a las salidas del sistema MIMO, J;, y los términos J;;. Cuando
las salidas i y j del sistema MIMO extraen el mismo usuario, y;(n) y y;(n) estan
altamente correladas entre si, el término .J;; sera no nulo y por lo tanto no se alcan-
zard la minimizacién de la funcién de coste conjunta J. Es decir, los nuevos términos
penalizan la convergencia del algoritmo hacia soluciones no deseadas. Esta idea de la
correlacion cruzada entre diferentes salidas ha sido anteriormente utilizada por varios
autores (ver [53] y [52] y sus referencias) en el ambito de la separacién de senales.

Es interesante observar como la funcién (3.13) puede interpretarse como el La-
grangiano asociado al problema de optimizaciéon

min ZE[(|yi(n)|2 — Ry)’]  sujeto a ZZ |Elyi(n)y; ()] =0 (3.16)
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La ventaja de la aproximacién presentada en este capitulo es que se puede optimizar
mediante algoritmos adaptativos muy sencillos. La resolucién del problema con res-
tricciones obliga a plantear un algoritmo en dos etapas: una que minimice Zl]\il gy
otra que imponga la restriccion.

Shynk y Gooch [61] presentan otro tipo de receptor que supera el problema de
captura del CM. Este consiste en la conexion en cascada de diversos subsistemas MISO
con criterios de adaptacion CM. La conexion entre cada uno de estos subsistemas se
realiza por medio de un cancelador de senal que elimina de la entrada de cada uno
la senal obtenida en la salida del anterior, y asi sucesivamente. Una vez obtenido un
usuario a la salida de uno de los subsistemas, el cancelador de senal garantiza que
no va ser extraido por los subsistemas posteriores. El principal inconveniente de esta
aproximacion es que, ademas incrementar notablemente la complejidad del hardware
que regula el sistema MIMO, el algoritmo puede tener una velocidad de convergencia
muy reducida debido a la conexién en cascada de miltiples criterios ciegos [19].

Otra solucion para el problema de captura de CM consiste en utilizar sistemas
MISO inconexos que dispongan de una estrategia de inicializacion de coeficientes que
garantice que la convergencia de los algoritmos adaptativos de cada uno de estos
sistemas converja hacia la extraccién del usuario adecuado. Mathur [46] plantea una
inicializacién de los coeficientes del sistema MIMO basada en el algoritmo MUSIC
(MUltiple SIgnal Classification) [59] que conduce al algoritmo hacia soluciones donde
se extraen los diferentes usuarios en las salidas del sistema.

Finalmente, Cerquides [12] considera la conexién en paralelo de miiltiples sistemas
MISO, solucionando el problema de captura del CM por medio de la cancelacion, en la
entrada de cada uno de éstos, de las senales obtenidas en las salidas. Esta estructura
se puede interpretar como que los sistemas MISO compiten por las distintas senales
del entorno.

3.6.1 Algoritmo Adaptativo

La forma mds sencilla de minimizar la funcién de coste (3.13) es por medio de un
algoritmo de tipo gradiente estocéastico donde el vector w; es actualizado mediante la
siguiente formula recursiva

wi(n+1)=w;(n) — uVy,J(n), i=1,..,N (3.17)

donde p es el pardmetro que controla la convergencia del algoritmo y V. .J(n) es el
vector gradiente de J con respecto a w; en el punto w;(n) de la forma

N
Ve =V i+ ad Vi (3.18)
j=1

i
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Considerando (3.2) y las propiedades del operador gradiente complejo [8] las compo-
nentes del vector gradiente pueden ser expresadas como

Vaidi = Va,E[(wix(n)x (n)w; — Ry)(wix(n)x" (n)w; — R,)] =
= 2E[(wix(n)x" (n)w; — Ry)(2x" (n)w;x(n))] =
= AE((|lyi(n)]* = Ra)y; (n)x(n)]

Veaidii = Ve, |Ewx(n)x"(n)w,;]* =
= VwiE[wZHx(n)XH(n)wj]E[wfx(n)XH(n)wi] =
= Ely; (n)y;(n)]E[2y;(n)x(n)] (3.19)

resultando el vector gradiente de J de la siguiente forma
Vo, = 2Q2E[(lyi(n)|* — Re)y; (n)x(n)] + aBly; (n)y; (n)]Ely; (n)x(n)])  (3.20)

Las esperanzas de (3.20) son desconocidas en la practica y, por lo tanto, la recursién
(3.17) se convierte en

n

wi(n+1) =w;(n) —p { Y (wk)]® = Re)y; (k)x(k)

k=n—1

n

N n
o}
50 D vk (k) Y yi(k)x(k) (3.21)

j=l k=n—1 k=n—1

i
donde para estimar las esperanzas estadisticas de (3.18) se han utilizado dos muestras
y un factor de 2 ha sido introducido en el pardametro p. Con este niimero de muestras
evitamos los resultados ambiguos en los estimadores de una sola muestra cuando se

manejan estadisticos de orden superior.

3.7 Analisis de los Puntos Estacionarios

La funcion de coste J es una forma no cuadratica de w. Esto puede provocar que
existan multiples minimos hacia los que el algoritmo podria converger dando lugar a
un mal comportamiento del sistema. En esta seccién se demuestra que los minimos de
la funcion .J se corresponden con valores del vector de coeficientes donde se obtiene un
comportamiento 6ptimo siempre que se garantice que la kurtosis de todas las senales
en el entorno es negativa (idéntica condicién a la obtenida en [2] y [43]).

3.7.1 Analisis sin Ruido

Por razones de simplicidad, en este apartado reduciremos nuestro analisis a dos usua-
rios y un canal libre de ruido. Este andlisis consiste en la obtencion de los puntos
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estacionarios que se corresponden con los puntos donde el gradiente de J se anu-
la. Para determinar si estos puntos son minimos o no, se realiza posteriormente un
andlisis de su naturaleza estudiando si la matriz hessiana es definida positiva o no.

Consideremos que las senales transmitidas por dos usuarios si(n) y sa(n) tienen
media cero, y son estadisticamente independientes. Supondremos ademads, que las
senales son complejas y circularmente invariantes, es decir, que las componentes en
fase y cuadratura estdn mutuamente incorreladas entre si y tienen la misma varianza.
Esto significa que verifican lo siguiente

Elsi(n)] = E[s3(n)] = 0 (3.22)

De la ecuacién (3.1) se obtiene que las senales observadas en los diferentes sistemas
de diversidad se pueden expresar como

x(n) = s1(n)hy + sa(n)hy (3.23)

donde h; y hy representan respectivamente la primera y segunda columna de la matriz
de mezcla. Para recuperar las senales transmitidas por ambos usuarios, es necesario
considerar un sistema MIMO con dos salidas. Llamando w; y wy a los vectores de
coeficientes correspondientes a las dos salidas del sistema, estas seran

x(n) = gusi(n)+ giasz(n)
x(n) = gas1(n) + g2252(n) (3.24)

donde g;; = wh; admite la interpretacién fisica de ser la amplitud del usuario j en
la salida i-ésima.

Considerando la funcién de coste del nuevo criterio de optimizacién (3.13) de adap-
tacion conjunta presentado en la seccién anterior podemos expresar esta en funcion
de las dos salidas de la siguiente forma

J(wi,wa) = Elllyi(n)]* = 1]+ Ellly2(n)|* = 11°] + ol Ely; (n)y2(n)]* =
= Elly(n)[']+ Ellyz(n)|"] = 2E(ly1 (n)*] — 2EJy2(n) '] +
+al By (n)ys (n)]|* + 2 (3.25)

donde se ha considerado, por simplicidad, que las constantes de dispersién de las
senales transmitidas cumplen que R, = 1. Se puede observar que la funcién (3.25)
depende de los momentos de cuarto orden de las salidas y que, por lo tanto, no es
una funcién cuadratica de w;.

Considerando (3.24) y las hip6tesis estadisticas que hemos establecido sobre s;(n)
y s2(n), los operadores esperanza de (3.25) pueden ser expresados como

Ellpn())Y] = lgul'ar + 912" @2 + 4] 9111 g12|*maime
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4

Ellya(n)]"] 9211 @1 + |go2| a2 + 4] g21 ][ g22|*mimy
E[|y1(n)|2] = |911|2m1 + |912|2m2
Elly2(n)]’] = |ga1/*m1 + |goa[’ms

]

Ely(n)yz(n)

donde ¢; = E[|s;(n)|*] y m; = E[|s;(n)|?] son los momentos de cuarto y segundo orden
de s;(n), respectivamente.

= G119 + G12G551M0 (3.26)

Sustituyendo (3.26) en (3.25), la funcién J puede ser expresada en funcién de las
amplitudes g;; de la siguiente forma

J(g11, G12, g21, 922) =
= |911|4Q1 + |912|4QZ + 4|gu|2|912|2m1m2 + |921|4QI + |922|4Q2 +
+4|g21*[g22Pmima — 2|11 [Pmy — 2|gi2*ma — 2|g21|*my — 2|gae|*ma + 2+
+a (|91 Plg21)?mT + |g12]7[92217m3 + 911952951 Goomaima + g5191292193,m1m3)
(3.27)

Como se puede observar, se ha obtenido una expresion de .J méas conveniente, pues
esta depende ahora de cuatro variables complejas ¢;; ¢« = 1,2 j = 1,2 en lugar
de los vectores de coeficientes w; y wy, cada uno de ellos con dimensiéon N. Esto
simplifica notablemente el andlisis de los puntos estacionarios como se comprobara a
continuacion.

Los puntos estacionarios se corresponden con aquellos donde los gradientes V, J
y Vw,J se anulan. Usando la regla de la cadena y las propiedades del operador
gradiente descritas en [8], Vy,J y V,J pueden ser expresados de la siguiente forma

0J 0J
_ oJ oJ _ _
Vi, J = —aguvwlgn + —3gl2vw1912 = h, + 3g1zh =0
0J 0J
_ 0 0 _
VWZJ = W‘;vw2921 + W‘;vv”gm = @hl @hg =0 (328)

Por lo tanto, los vectores gradiente pueden ser expresados como una combinaciéon

lineal de las columnas de la matriz de mezcla, h; y hy. Como ya hemos visto, las

columnas de las matrices de mezcla son linealmente independientes y, por lo tanto, el

gradiente se anulara en puntos donde las derivadas parciales respecto a g;; se anulen
0J 0J 0J 0J

Vwid =Vu,J =0 = = = =0 3.29
' ’ dgn 0912 9921 0922 ( )

Calculando las derivadas parciales de la funcién J respecto a g;; e igualando estas
a cero, los puntos estacionarios se corresponderan con las soluciones del siguiente
sistema de ecuaciones
oJ

39_11 = 91‘1(2|911|2‘J1 + 4|912|2m1m2 —2my + a|gzl|2mf) + agglgik2922m1m2 =0
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aJ * * *

—39 = 912(2|g12|2Q2 + 4|gu|2m1m2 — 2mgy + Oé|922|2m3) + ag71921999m1mo = 0
12

aJ * * *

Dom 951(2]ga1 a1 + 4]ga2Pmaims — 2my + algui [P'm?) + agiigi2gs,mamy = 0
21

aJ * * *

g = 922(2|922|2‘J2 + 4|g21|2m1m2 —2mg + a|g12|2m§) + ag1193,912m1ma =0
22

(3.30)

Obsérvese que este sistema es no lineal y contiene numerosas soluciones que de-
terminan los puntos estacionarios de la funcién .J. Existen mitliples métodos para
estudiar la naturaleza de estos puntos, es decir, si son minimos o no. El andlisis pre-
sentado en el apéndice D.1 realiza un test sobre la matriz hessiana para comprobar si
esta es definida positiva (el punto estacionario seria un minimo) o no. A continuacién
se resume el andlisis del apéndice D.1 en donde se han encontrado seis grupos de
puntos estacionarios.

Grupo 1 Ambas salidas cancelan las senales de los dos usuarios, es decir,
g1 = g1z = g21 = go2 = 0 (3.31)

Este es un punto estacionario no deseado, pero en el apéndice D.1 se demuestra
que siempre corresponde con un maximo de la funciéon J.

Grupo 2 Una salida extrae la senal correspondiente a uno de los usuarios mientras
que la otra cancela ambas senales. Uno de los cuatro puntos posibles pertene-
cientes a este grupo es

my
lgul” = ) G2 =9gn = g2 =10 (3.32)
1
Estos puntos estacionarios son no deseados, pero en el apéndice D.1 se demuestra
que la matriz hessiana nunca es definida positiva y por lo tanto estos puntos no
pueden ser minimos de .J.

Grupo 3 Una de las salidas extrae una combinacién lineal de las senales corres-
pondientes a los dos usuarios y la otro cancela ambas. Uno de los dos puntos
posibles pertenecientes a este grupo es

ko — 2 ky—2

2 2
~ S = =0 3.33
m1|911| = Feiky — 4 ) m2|g12| leiky — 4 y  g21 = 22 ( )

donde k; = ¢;/m? es el momento de cuarto orden normalizado de s;(n).
Este es un punto estacionario no deseado pero en el apéndice D.1 se demuestra
que si la kurtosis (k — 2) de las sefiales de ambos usuarios es negativa, la matriz

hessiana no es definida positiva or lo tanto, los puntos estacionarios de este
) )
grupo no son minimos de la funcién J.
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Grupo 4 Ambas salidas extraen la misma senal y cancelan la otra. Uno de los dos
puntos posibles pertenecientes a este grupo es

2m1

g1 [* = [gan [* = , J12=9gn =0 (3.34)

2¢1 + am?

Este es de nuevo un punto estacionario no deseado. El anadlisis del apéndice
D.1 demuestra que si la kurtosis de las senales transmitidas es negativa y el
parametro « es mayor que cero, el hessiano no es definido positivo y el punto
no puede ser un minimo.

Obsérvese que este punto estacionario se corresponde con la convergencia no de-
seada de varios criterios CM adaptados independientemente. Esta convergencia
se puede producir si consideramos la minimizacion de la funcion de J cuando
a = 0, que no cumple la condicién de « obtenida en el apéndice para garantizar
que este punto no es un minimo.

Grupo 5 Cada salida extrae a un tnico y diferente usuario. Uno de los dos puntos
posibles pertenecientes a este grupo es

m m
lgul* = q—l , gl = q_2 ;o g12=02a1 =0 (3.35)
1 2

Este es un punto estacionario deseado, ya que las salidas extraen senales co-
rrespondientes a un unico y distinto usuario. El apéndice D.1 demuestra que la
condicion de que las senales transmitidas tengan kurtosis negativas es suficien-
te para garantizar que la matriz es definida positiva y que por lo tanto estos
puntos son minimos de J. Es decir, una minimizacion de J ajustara el vector
de coeficientes w de forma que a la salida del sistema MIMO se obtengan las
senales transmitidas por los diferentes usuarios

Grupo 6 Cada salida extrae una combinacién lineal de las senales de ambos usuarios,
es decir, las cuatro variables g;; son diferentes de cero.

g1 70, gi2#0, g1 #0, g #0 (3-36)

Estos puntos son no deseados, pero en el apéndice D.1 se demuestra que el
hessiano no es definido positivo y, por lo tanto, estos puntos no son minimos de
J si las kurtosis de las senales transmitidas son negativas.

Como hemos visto, la funcién de coste perteneciente al nuevo criterio posee un
gran nimero de puntos estacionarios. El estudio de la naturaleza de los puntos
estacionarios mediante el analisis de la matriz hessiana ha mostrado que sélo los
pertenecientes al grupo 5, grupo de los puntos deseados, son minimos siempre que se
cumpla que

ki—3<0 i=1,2 (3.37)
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Al ser estos los inicos minimos de la funcion, el algoritmo de gradiente que minimiza
J siempre obtendra una convergencia hacia los puntos estacionarios deseados, y por

lo tanto se asegura una perfecta extraccion de los diferentes usuarios a la salida del
sistema MIMO.

Todo el anélisis, presentado también en [10], se ha desarrollado para cualquier tipo
de sistema MIMO con dos salidas independientemente de la diversidad empleada. Las
unicas hipdtesis que hemos considerado son que las componentes en fase y cuadratura
de las senales transmitidas s;(n) han de estar mutuamente incorreladas y tener idénti-
ca varianza. Es decir, la constelaccién de donde se obtienen los simbolos a transmitir
ha de ser compleja y simétrica respecto al origen. No obstante un andélisis para el
caso de una constelaciéon real obtendria resultados semejantes. Un andlisis para un
sistema MIMO con N salidas seria muy complejo y no ha podido ser desarrollado
hasta ahora, aunque intuitivamente todo parece indicar que se obtendria un buen
comportamiento del sistema en este caso. En la seccion de simulaciones se muestran
diferentes experimentos por ordenador que muestran el correcto comportamiento en
escenarios mas generales que no ha abarcado el analisis.

3.7.2 Analisis con Ruido

Un anélisis completo de (3.13) que tenga en cuenta el ruido es extremadamente dificil
de realizar. Para poder determinar cual es el comportamiento del nuevo algoritmo
en presencia de ruido aditivo, consideraremos que la relacion SNR obtenida a la
entrada del sistema es suficientemente alta y asi suponer que el nimero y naturaleza
de los puntos estacionarios de la funcién de coste permanecen inalterados. La tnica
consecuencia de la presencia del ruido serd una perturbacion en la posicién de los
minimos de la funcién. Bajo estas hipotesis de la SNR, se comprueba que en estos
minimos el error cuadritico medio MSE entre la salida del sistema MIMO y los
simbolos transmitidos es el minimo valor posible, MMSE.

Consideramos el MSE (3.8) normalizado con respecto a la potencia de las senales
recibidas m; = E[s?(n)] Vi que, por simplicidad, se consideran iguales para los N
usuarios.

1

MSE = ETT {E [(y(n) —s(n))(y(n) —s(n))"]} = (3.38)
= misTr {E[Y(n)yT(n)] + E[S(n)ST(n)] — E’[y(n)sT(n)] . E[S(n)yT(n)]}

Cuando no hay ruido en el canal las salidas del sistema MIMO que, por razones de
simplicidad, consideraremos con N entradas y N salidas agrupando estas iltimas en
un vector de la forma

y(n) = G's(n) (3.39)
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donde GT = WTH es la matriz de amplitudes de las senales transmitidas a la salida
del sistema y W = [wy, -+, wy]. Desarrollando (3.38) obtenemos

MSE = ——F [Tr{GTs(n)s"(n)G} + Tr{s(n)s" (n)}

~Tr{G"s(n)s"(n)} — Tr{s(n)s" (n)G}] =
= [Tr{G"R,G}+ Tr{R,} - Tr{G'R,} - Tr(R.G}] =

S

= Tr{G'G} - 2Tr{G}+ N (3.40)

donde se ha considerado que los simbolos de los diferentes usuarios son independientes
entre si y que por lo tanto R, = E[s(n)s” (n)] = m,I, siendo I la matriz identidad.
Para obtener el valor de G que minimiza el MSE, se ha de calcular el punto donde el
gradiente del MSE con respecto a G se anula, es decir

OMSE
=2G-2I=0 3.41
G (3.41)
siendo la matriz que minimiza el MSE de la forma
Gy=1 (3.42)

A partir de la expresion de Gy, el MSE (3.40) se puede expresar de la siguiente forma:
MSE =Tr[(G — Go)' (G — Gy)] (3.43)

Obsérvese que cuando G = Gy = I el MSE se anula. Este es el valor minimo del
MSE o MMSE. El hecho de obtener una matriz de amplitudes igual a la matriz
idéntidad indica la presencia de un unico usuario en cada una de las salidas del
sistema. Consideremos ahora la presencia de ruido aditivo en el canal, la senal de
salida del sistema MIMO se puede descomponer de la forma

y(n) =y.(n) +y.(n) = GTs(n) + Wlr(n) (3.44)

donde y,(n) = G"s(n) e y,(n) = W”r(n) son las componentes de sefial y de ruido
a la salida, respectivamente. Teniendo en cuenta la independencia estadistica entre
s(n) y r(n), la expresién del MSE con ruido es
~ 1
MSE = —Tr{E[(y,(n) +y,(n)(ys(n) +y:(n))"] + Els(n)s" (n)]-

—E[(ys(n) +y,(n))s" (n)] = Els(n)(ys(n) + y-(n))"]}  (3.45)

donde las esperanzas estadisticas de esta nueva expresion que involucran alguna com-
ponente de y(n) son

El(ys(n) + yr(n)(ys(n) +y:(n))"] = Ely,
E((ys(n) +yr(n))s" (n)]
E[s(n)(ys(n) +y:(n))"] = Els(n)y, (n)

I
=
=
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las cuales se han obtenido teniendo en cuenta la independencia estadistica entre las
senales y el ruido. Sustituyendo (3.46) y la expresién de y, en (3.45) obtenemos

MSE

1
MSE + —=Tr{Ely:(n)y; ()]} =

ms
= MSE +~Tr{W'w} (3.47)

donde M SE representa el error cuadratico medio para el caso sin ruido (3.40). Para
llegar a (3.47) hemos considerado que el ruido es blanco con una matriz de autocorre-
lacién® R, = m, Iy varianza m, = E[r}(n)], y que v = 7= es la inversa de la relacién
senal a ruido. Considerando la relacién W' = H™'GT el error cuadratico medio se
puede expresar como

MSE

MSE ++Tr {G"(H 'H )G} =
= (G—Go)"(G-Gy) +7Tr {GT"(H'H) 'G} (3.48)

De nuevo, calculamos los puntos donde el gradiente de MSE con respecto a G se
anula, es decir
OMSE
0G

obteniendo la matriz Gy que satisface esta ecuacién y que minimiza el MSE en pre-
sencia de ruido

=2G —2G, +2y(H'H) 'G =0 (3.49)

G, = (I+7(HTH) ) Gy

= G0—< HTH> 0~

~ Gy — (HTH

Para obtener (3.50) hemos utilizado el lema de inversién® y considerado que tenemos
una elevada relacién senal a ruido, SNR, (es decir, un valor pequeno de ). Obsérvese
que el punto donde se alcanza el valor minimo de MSE, Gy, es una versién pertur-
bada del obtenido para MSE, esta perturbacién es una matriz, YAGsg, que en
general no sera diagonal y que, por lo tanto, introduce una cierta cantidad de inter-
ferencia de acceso multiple MAI(Multiple Access Interference). Esta MAI aparece

2En una técnica con diversidad por cédigo el ruido que obtenemos a la entrada del receptor es
coloreado debido al efecto del banco de filtros adaptados (ver capitulo de introduccién) y por lo
tanto la matriz de correlacién del ruido es R, = m,H, donde H es la matriz de mezcla del canal
que en este caso corresponde con la matriz de autocorrelacién de los codlgos de usuario.

3El lema de inversién dice que (I +~y(H H) 1)~ =1— (I+ 2 (HTH))
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como consecuencia del equilibrio que se ha de mantener entre la amplificacién del
ruido y la eliminaciéon de interferencias a la salida del sistema MIMO.

Finalmente, obsérvese que el valor minimo del MSE no es nulo sino que tiene un
determinado valor residual. Para obtener este valor podemos considerar de nuevo una
SNR suficientemente alta despreciando los términos multiplicados por v% y 7*. Es
decir, sustituyendo (3.50) en (3.48) obtenemos

MMSE = MSE(Gg) = (yAGuyse)T (YAGysE) +
+7Tr {(Go + YAGysp) (HH) ' (Gy + 7yAGuse) } =
= Y(AGuse) (AGuyse) +7Tr {G{ (H'H) "Gy} +
+7°Tr {AGsp(HH)'Go} + ¥’ Tr {Gj (H'H) 'AGysp} +
+7°Tr {AG},s(H H) 'AGysp} ~
~ ATr{G{(H"H) 'Gy} =+Tr{HH) '} (3.51)

Es importante observar que el valor residual del MMSE depende de v, Gy y la matriz
de mezcla R pero no de la perturbacion AGj sz.

3.7.3 Valor del MSE en los Minimos con Ruido

Una vez calculado el minimo valor del MSE vamos a compararlo con el que se obtiene
en los minimos de la nueva funcién de coste (3.13). Para ello, consideramos la funcién
de coste del nuevo algoritmo normalizada respecto a m? para un caso general de N
usuarios y una transmisién de simbolos reales recibidos con la misma potencia (es
decir, E[s?(n)] = ms Vi). De esta forma, podemos expresar la funcién de coste
normalizada como

N
mig = m%;E{yz —2—ZE{y, (n)} + KN +
1l o NN 9
oy 2o 0 (B () (3.52)
i=1 j=1
;&
donde k£ = H es el momento normalizado de cuarto orden de los simbolos trans-

mitidos que, por razones de simplicidad, se supone idéntico para todos los usuarios.
En una situacién libre de ruido r(n) = 0. Como muestra el apéndice D.2, sustituyendo
(3.44) en (3.52) obtenemos que

HG) = 5= (k=3) 30D gh+ KN+ (3 5)Tr{(diag(GTG))) -

—9kTr{GTG} + %Tr{(GTG)Q} (3.53)
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donde diag(GTG) representa una matriz diagonal cuyos elementos corresponden con
los de la diagonal de GTG. Los puntos estacionarios de J son aquellos donde el
gradiente de esta funcién se anula que, segiin se muestra en el apéndice D.2, son las
soluciones al siguiente sistema de ecuaciones

8‘2_(5) — A(k-3)G @GOG +4(3 - T)diag(G'G)G — kG +
+45(GG")G = 0 (3.54)

donde A ®B representa el producto individual de los elementos de la matriz A con los
de la matriz B. Es inmediato comprobar que la solucién Gy = I satisface el sistema
de ecuaciones (3.54). En este punto ademés de minimizarse la funcién de coste del
nuevo algoritmo, como se demostrd en la seccién anterior, también se minimiza el
MSE en ausencia de ruido pues la matriz G es la misma obtenida para minimizar el
MSE en ausencia de ruido (3.42).

Consideraremos ahora la nueva funcién de coste cuando existe ruido en el canal.
Como se demuestra en el apéndice D.2, sustituyendo (3.44) en (3.52) se obtiene la
siguiente expresion de la funcion de coste normalizada

J(G) = J(G)+ (6 — a)Tr {diag(G"G)diag(G"(H"H)™'G)} —
—2vkTr {GT(H"H) 'G} +vaTr {GTGG"(H"H) 'G} (3.55)
donde J(G) es 3.53), la funcién de coste cuando no hay ruido.

Los puntos estacionarios de J(G) se corresponden con los que anulan el gradien-
te de esta funcion con respecto a G, es decir, las raices del siguiente sistema de
ecuaciones, tal y como se muestra en el apéndice D.2

ag(cfr) = 32((?) +27{(6 — @) [diag(GT(H"H) 'G) + diag(G"G)(H"H) '] -

—2k(H'H)"'+ o [GG"(H'H)"'+ (H'H)"'GG"]}G=0  (3.56)

Si suponemos que la solucién de este sistema de ecuaciones es de la forma Gy ~
Go + YAGey, donde Gy = I es la solucién al sistema (3.54), en el apéndice D.2 se
obtiene que

GO = G0+’7AGCM:
(a—6)(k —3)
K20k — 3) + a)

oy (1 sy 20

~ G0+’Y

diag((HTH) ') +

Esta expresion es similar a la obtenida para la minimizacion del MSE ya que el ruido
perturba la posicién del minimo de la funciéon de coste en una cantidad YAGey,.
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Esta perturbacion afecta de dos formas distintas a las salidas: por una parte, aparece
una matriz diagonal que varia las ganancias con que se obtienen los usuarios en las
salidas, y por otra, una matriz no diagonal que introduce una cierta cantidad de MALI.
De nuevo esta MAI surge para evitar que el sistema de separacion amplifique el ruido
del canal.

Obsérvese el minimo valor del MSE (MMSE) obtenido en presencia de ruido,
para valores suficientemente altos de la SNR (3.51), no depende de la perturbacién
producida en la posicién de los minimos del caso sin ruido. La presencia del ruido
también produce una perturbacion similar en la posiciéon de los minimos de la nueva
funcién de coste (3.57). Debido a que el minimo de esta funcién (3.57) y el minimo del
MSE (3.50) se diferencian inicamente en el tipo de perturbacién, el valor del MMSE
es el mismo para ambos casos. Por lo tanto, la inclusion de los nuevos términos de
penalizacién no afecta al rendimiento del nuevo algoritmo, ya que en la expresion del
MMSE no aparece la influencia del parametro «.. Este resultado es similar al obtenido
en el capitulo anterior para el caso de un igualador basado en el algoritmo CMA vy
fue presentado en [23].

3.8 Simulaciones

En esta seccion se presentan los resultados de diferentes simulaciones por ordenador
que muestran el comportamiento del nuevo criterio y la validez de las aproximaciones
realizadas en los andlisis. Para analizar el comportamiento del nuevo criterio se han
usado dos indices: la interferencia de acceso multiple, MAT (Multiple Access Inter-
ference), y la relacién senal a interferencia mds ruido, SINR (Signal to Interference
plus Noise Ratio). El primer indice, la MAI obtenida en la salida i-ésima del sistema
MIMO se define como

(3.58)

donde N es el nimero de usuarios, g;; = w;/ h; es la amplitud del usuario j en la salida
i-ésima y P; es la potencia en recepcién del usuario j. Como ya se habia visto, h; es
la columna j-ésima de la matriz de mezcla. Este indice lo utilizaremos para evaluar
el funcionamiento del algoritmo en situaciones libres de ruido. Sin embargo, cuando
en el canal exista ruido, es mas adecuado utilizar la SINR. La SINR del usuario 7 a
la salida k- ésima del sistema MIMO se define como

Pi|giil?

> Pllgul” + Wi Ryuiao Wi

=1
1#i

(3.59)



88 Capitulo 3. Separacion Ciega de Senales

donde R,yiqo = E[r(n)r(n)] es la matriz de autocorrelacién del ruido.

En un primer experimento se ha considerado un sistema con diversidad espacial.
Se ha utilizado una antena en array con 10 sensores linealmente equiespaciados con
una separacién igual a la mitad de la longitud de onda. Todos los sensores se han
supuesto ideales con un diagrama de radiacién omnidireccional. El entorno considera
la transmisién de dos usuarios con una modulacién QPSK (Quaternary Phase Shift
Keying) y el ruido del sistema es practicamente inexistente. El primer usuario alcanza
la antena desde un dngulo de 40° mientras que el otro llega por uno de —20°. El
segundo usuario es recibido con una potencia 10 dB inferior a la del primero. La
figura 3.1 representa la evolucién temporal de la MAI cuando el pardmetro a es igual
aly pesigual a2 x 107 (valor suficiente pequefio para reducir el error de desajuste
en el algoritmo adaptativo). La curva superior muestra la MAI para la salida que
extrae la senal del usuario mas potente, siendo la curva inferior la correspondiente
a la del usuario mas débil. Obsérvese como una vez alcanzada la convergencia del
algoritmo, la MAI correspondiente al usuario mas potente es la que alcanza un valor
mas pequeno porque la sefial que le interfiere es mucho mas débil.

En el segundo experimento se ha escogido el mismo sistema de diversidad pero
considerando la presencia de ruido. De nuevo transmiten dos usuarios con una mo-
dulacion QPSK. El primero llega a la antena con un angulo de —20° y una SNR de
6 dB, mientras que el otro llega por un dngulo de 40° y una SNR de 3 dB. La figura
3.2 muestra la evolucion temporal de la SINR de salida para cada uno de los usuarios
cuando se considera o = 1y g = 5 x 104, Claramente se puede observar que los
usuarios han sido separados y que las SINR’s de salida alcanzan sus valores 6ptimos.
Como se puede observar, el efecto del ruido no afecta a la convergencia del algoritmo
que es capaz de separar los usuarios y minimizar el ruido a la salida del sistema al
mismo tiempo.

Un tercer experimento considera una diversidad por cédigo, CDMA. En el entorno
existen dos usuarios transmitiendo con una modulacién DS/BPSK (Direct Sequence/
Binary Phase Shift Keying). Las firmas o c6digos de usuario utilizados son de tipo
Kasami [57] con una longitud de 7 chips. El vector de observaciones ha sido generado
por medio de dos filtros adaptados perfectamente sincronizados a los cédigos de los
usuarios. El ruido se ha considerado despreciable y los usuarios se reciben con una
diferencia de 5 dB en sus potencias. La figura 3.3 representa la evoluciéon temporal
de la MAI para cada usuario cuando se considera o = 1y =5 x 107°. Claramente,
la MAT decrece con el tiempo indicando el adecuado comportamiento del algoritmo.
La velocidad de convergencia es menor que en el primer experimento ya que en este
caso el grado de diversidad empleado es menor que en los experimentos anteriores.

Para comparar el comportamiento del nuevo criterio en presencia de ruido con uno
MMSE, se han realizado experimentos de una transmisiéon sincrona de dos usuarios
con una modulacién DS/BPSK que emplea cédigos Kasami de longitud de 15 chips.
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Figura 3.1: Evolucién temporal de la MAI para cada una de las salidas del sistema con
una antena en array de 10 sensores. La primera curva corresponde con la extraccién
de un usuario de potencia 10 dB superior a la del usuario de la curva inferior. (o =1
vy pu=2x107%).
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Figura 3.2: Evolucién temporal de la SINR para cada una de las salidas del sistema
con una antena en array de 10 sensores. SNR primer usuario 6 dB, SNR segundo
usuario 3dB. (a =1y p=5x107%).
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Figura 3.3: Evolucién temporal de la MAI para cada uno de los usuarios de un sistema
CDMA. La curva superior corresponde con la MAI de un usuario con una potencia de
recepcion 5 dB superior a la del usuario de la curva inferior. (¢ =1y pu=5x 107°).
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El criterio MMSE se ha implementado por medio de un sencillo algoritmo LMS. Los
dos usuarios llegan al receptor con la misma amplitud. La figura 3.4 representa el
MSE experimental frente a diferentes valores de la SNR, para el nuevo criterio y el
MMSE. Como se puede observar, las curvas obtenidas son similares para valores de
la SNR superiores a 5 dB. Por otro lado, la figura 3.5 presenta las probabilidades
de error experimentales de estos dos criterios frente a diferentes valores de la SNR.
Ambas curvas son practicamente idénticas para cualquier valor de la SNR, lo que
ilustra el buen comportamiento del nuevo criterio.

10
o MMSE
X Nuevo criterio
10"k
w
0
=
10_27
10°
0

SNR

Figura 3.4: Error cuadratico medio (MSE) frente a la SNR del nuevo criterio CM y
del MMSE obtenido en la recepcién de uno de los dos usuarios que transmiten con
una modulacién DS/BPSK y un cédigo kasami de 15 chips de longitud.

Finalmente, y considerando el mismo entorno de los dos tultimos experimentos por
ordenador, la figura 3.6 representa la evolucion temporal de la SINR para uno de los
dos usuarios extraido con el nuevo criterio y con el MMSE. Como se puede observar,
el criterio MMSE es un poco mas rapido que el basado en CM, pero ambos alcanzan
el valor éptimo en un nimero razonable de simbolos.
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Figura 3.5: Probabilidad de error frente a la SNR alcanzada por el nuevo criterio
CM y el MMSE en la recepcién de uno de los dos usuarios que transmiten con una
modulacién DS/BPSK y cédigos kasami de 15 chips de longitud.
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Figura 3.6: Evolucién temporal de la SINR para el nuevo criterio y el MMSE para
uno de los dos usuarios que transmiten con una modulacién DS/BPSK y cddigos
kasami de 15 chips de longitud.
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3.9 Conclusiones

En este capitulo hemos propuesto y estudiado un nuevo criterio estadistico para ajus-
tar los pardmetros de un sistema MIMO que efectiia la separacién de diferentes senales
en entornos de comunicaciones multiusuario. El criterio se puede considerar ciego en
el sentido de que no necesita el conocimiento de las senales que estan siendo transmi-
tidas. Su planteamiento se basa en el criterio CM que es modificado anadiendo unos
términos que contienen la correlacion cruzada entre salidas distintas para penalizar
que diferentes salidas extraigan al mismo usuario.

Para minimizar la funcién de coste propuesta se ha presentado un algoritmo de
gradiente estocdstico que ajusta los coeficientes del sistema de forma automética. Un
andlisis de los puntos estacionarios en un canal libre de ruido muestra que el algoritmo
unicamente puede converger hacia minimos que corresponden con la extraccion de los
diferentes usuarios siempre y cuando las kurtosis de las senales transmitidas sean
negativas. Esta condicién resulta ser poco restrictiva ya que es satisfecha por las
senales comunmente utilizadas en sistemas de comunicaciones.

También se ha realizado un andlisis del comportamiento del nuevo criterio, en
un canal con ruido, por medio del célculo del MSE entre las salidas del sistema y las
senales transmitidas. Bajo la suposicion de disponer de una SNR suficientemente alta,
10 dB, se obtiene un valor aproximado del MSE en los minimos de la nueva funcion
de coste demostrando que resulta ser igual al minimo valor del MSE (MMSE) que
se puede obtener. El criterio propuesto tiene la ventaja de mantener un equilibrio
entre la amplificacién del ruido y la reduccién de la MAI. Esta MAI residual es
independiente del parametro a que da peso a los términos cruzados y, por lo tanto,
el nuevo criterio no modifica el comportamiento de un criterio CM en condiciones de
ruido.

Todos los andlisis de convergencia han sido apoyados por medio de simulaciones
hechas por ordenador que muestran el correcto comportamiento del nuevo algoritmo
en diferentes tipos de entornos.
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Capitulo 4

Conclusiones y Lineas Futuras de
Trabajo

4.1 Conclusiones

Esta tesis presenta nuevos criterios para ajustar los coeficientes de sistemas receptores
en dos aplicaciones diferentes: en comunicaciones monousuario con canales dispersi-
vos que introducen ISI y en comunicaciones multiusuario con canales no dispersivos
que presentan MAI. Los nuevos criterios estan basados en el conocido criterio Médulo
Constante (CM). Este criterio emplea una funcién de coste no convexa que puede pre-
sentar, en determinadas situaciones, minimos no deseados. Un algoritmo adaptativo
que trate de minimizar esta funcién de coste podria converger hacia un minimo no
deseado causando un mal comportamiento del sistema receptor.

Los nuevos criterios utilizan esta funciéon de coste como punto de partida y la
modifican para eliminar los minimos no deseados sin alterar aquéllos que se denominan
globales o deseados. La modificacién consiste en anadir un conjunto de términos,
convenientemente ponderados mediante una constante, que hacen desaparecer los
minimos no deseados.

La inclusion de nuevos términos en la funcién de coste para penalizar la conver-
gencia de los algoritmos hacia soluciones no deseadas es un mecanismo muy similar
a la incorporacion de restricciones sobre el vector de coeficientes. De hecho, las fun-
ciones de coste que se proponen pueden interpretarse como lagrangianos asociados
a problemas de optimizacién con restricciones. La existencia de restricciones, sin
embargo, complica notablemente los algoritmos adaptativos porque obliga a plantear
dos etapas: una para la optimizacion de la funcion de coste y otra para imponer las
restricciones. Nuestra aproximacion presenta la ventaja de que da lugar a algoritmos
adaptativos convencionales muy sencillos.

97
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En el capitulo de introduccion se presenta el modelo de senal utilizado durante
toda la tesis mostrandose que es valido para diferentes tipos de aplicaciones. En
todas ellas se considera un front-end de comunicaciones que proporciona un vector
de observaciones que resulta ser una combinacion lineal de los simbolos transmitidos
por uno o mas usuarios. Ese vector se puede escribir como

x(n) = Hs(n) +r(n) (4.1)

donde H es la matriz de mezcla del canal. Las limitaciones de los algoritmos para
extraer los simbolos transmitidos del vector de observaciones dependen en buena parte
del condicionamiento de esta matriz. La estructura de H y la composicion del vector
de simbolos transmitidos, s(n), depende del entorno de comunicaciones considerado
y, por ello, habrd que plantear diferentes criterios de optimizacion para cada caso.

4.1.1 Igualaciéon de Canales

El capitulo 2 esta dedicado a la igualacion de canales de respuesta al impulso infinita,
IIR, representados por un modelo auto-regresivo, AR. En estos casos, los igualadores
CMA pueden presentar un mal comportamiento cuando su nimero de coeficientes es
finito ya que el igualador no elimina completamente la ISI. Este mal comportamiento
se debe a que la funcién de coste CM presenta minimos locales no deseados hacia los
que el algoritmo adaptativo puede converger. Por ello, en este capitulo se presenta
un nuevo criterio basado en el CM que elimina el mal comportamiento en este tipo
de canales.

Los resultados mas significativos presentados en este capitulo son los siguientes:

e Se propone ajustar los coeficientes de un igualador para minimizar la siguiente
funcion de coste

L—1
J=Elllym)]’ = Rol’ ]+ Y |Ely(n)a"(n — D] (4.2)
I=L—r
donde « es el parametro que regula el peso de los términos que penalizan la
extracciéon de minimos no deseados, L es el tamano del igualador y r es el orden
maximo que posee el canal AR. Obsérvese que la funcién de coste resultante
se diferencia de la del algoritmo CMA en los términos multiplicados por el
pardmetro «. Estos nuevos términos penalizan la extraccién de senales que
presentan alguna correlacion con las senales de entrada en instantes pasados
ya que éstas presentan el mismo tipo de interferencia intersimbdlica que la ISI
residual obtenida en los minimos no deseados.

e Se deriva un algoritmo de gradiente para minimizar (4.2). Este algoritmo es
muy sencillo, permitiendo el ajuste adaptativo de los coeficientes del igualador
por medio de hardware poco complejo.
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e Se demuestra la capacidad del nuevo criterio para eliminar completamente la ISI
introducida por canales AR. El analisis de los puntos estacionarios muestra que
la funcién (4.2) posee Ginicamente minimos globales deseados que corresponden
con la completa eliminacion de la ISI, si y solo si se garantiza que el parametro «
es mayor que cierto limite inferior y que la kurtosis de los simbolos transmitidos
es negativa. Esta ultima imposicion no es muy restrictiva y es la misma que
se obtiene para garantizar el buen comportamiento de un igualador CMA de
longitud doblemente infinita.

e Se demuestra que el error cuadratico medio (MSE) entre la salida del igualador
y los simbolos deseados cuando la SNR es suficientemente alta (SNR > 10 dB)
coincide con la minima alcanzable (MMSE). Esta aproximacién permite suponer
que el ruido sélo introduce una perturbacién en la posicion de los minimos de la
funcién de coste. Esta perturbacion introduce una ISI residual consecuencia del
compromiso existente entre la reduccion de la ISI y la amplificacién del ruido.

e Finalmente, los resultados presentados en este capitulo estan apoyados con si-
mulaciones por ordenador que permiten ilustrar el comportamiento del algorit-
mo adaptativo obtenido y de las aproximaciones realizadas en los analisis. Estas
simulaciones también han servido para comparar los algoritmos resultantes con
otros ya existentes en la bibliografia.

4.1.2 Separacion de Senales

El capitulo 3 considera un receptor MIMO para sistemas de comunicaciones multiu-
suario en canales no dispersivos. El sistema MIMO ha de separar las senales de los
usuarios que estan inmersas en una mezcla instantdnea producida por el canal de
comunicaciones. El criterio de optimizacion en el que se basa el capitulo es, al igual
que en el anterior, el de médulo constante, CM.

Un sistema MIMO que se interprete como multiples sistemas MISO cada uno
de los cuales se adapta con un algoritmo CMA independiente puede presentar un
problema de captura en el que se obtenga la misma senal en distintas salidas. Para
evitar este problema se propone un nuevo problema de optimizacion que introduce
cierto grado de acoplamiento entre los algoritmos que ajustan cada una de las salidas.

Los resultados mas significativos presentados en este capitulo son los siguientes:

e Se define una funcién de coste cuya minimizacién corresponde con la extraccion
de los diferentes usuarios en las salidas del sistema.

i=1 j=1

T =Y Ellgl - Bl + 53D Byl (43)
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donde « es el pardmetro que regula el peso de los términos anadidos. Estos
términos penalizan la extraccion en diferentes salidas de senales correladas en-
tre si y, debido a la independencia estadistica de las senales de los diferentes
usuarios, la extracciéon de un mismo usuario en varias salidas.

e Se deriva un algoritmo de gradiente para minimizar (4.3). Este algoritmo es
muy sencillo, permitiendo el ajuste adaptativo de los coeficientes del sistema
por medio de un hardware poco complejo.

e Se demuestra que el nuevo criterio no presenta el problema de captura. Para
ello, se realiza un andlisis de los puntos estacionarios de la funcién (4.3) con
s6lo dos usuarios. Este andlisis muestra que los tnicos minimos de la funcién
de coste corresponden con la extraccion de diferentes usuarios a la salida del
sistema MIMO siempre que se garantice que o > 0 y la kurtosis de las senales
transmitidas sea negativa. Esta ultima condicién no es muy restrictiva pues la
mayoria de las modulaciones empleadas en comunicaciones digitales la cumplen
y es la obtenida por otros autores para garantizar el correcto funcionamiento
de un criterio CMA para la extracciéon de un usuario en un sistema MISO.

e Se realiza un analisis en presencia de ruido para entornos con relaciones SNR
relativamente altas (SNR > 10 dB). Este andlisis revela que los minimos de
la funcién de coste son movidos debido a una perturbacién introducida por el
ruido. Esta perturbacién permite alcanzar un compromiso entre la reduccion
de la MAI y la amplificacién del ruido. Ademas, un estudio del MSE en estos
puntos muestra que éste coincide con el obtenido para un criterio MMSE.

e Finalmente, simulaciones por ordenador apoyan la validez del nuevo criterio y
de las aproximaciones realizadas en el analisis en diferentes tipos de entorno.
Ademas, estas simulaciones permiten comparar la convergencia del algoritmo
presentado y su buen funcionamiento respecto a otras aproximaciones de la
bibliografia.

4.2 Lineas Futuras de Trabajo

Las posibles lineas de investigacion que pueden surgir a partir de los resultados de
esta tesis son las siguientes:

e Extensién del Nuevo Criterio de Igualacién para Canales mas Gene-
rales: El criterio presentado en el capitulo 2 considera canales de tipo auto-
regresivo, AR. Aunque este tipo de canales pueden modelar el comportamiento
de canales de comunicaciones utilizados en la practica (como los de microon-
das), la consideracién de tipos de canales mas generales extenderia la utilidad
de este nuevo criterio.
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Los canales a considerar seran MA (Moving Average) y ARMA (Auto-Regressive
Moving Average). Es necesario estudiar el efecto de los nuevos términos de la
funcién de coste en este tipo de canales y como se podrian modificar éstos para

eliminar o reducir los efectos de los minimos locales dependientes de la longitud
(LDLM).

e Nuevos Criterios de Separacion de Senales por Medio de la Maximi-
zacion de la Informacién: El capitulo 3 considera un sistema MIMO para
la separacion de usuarios. Este es un problema de separacién de fuentes en
el que las senales de los usuarios son estadisticamente independientes y estan
involucradas en una mezcla desconocida. Interpretando el sistema MIMO como
la parte lineal de una red neuronal no lineal de una sola capa, la maximizacion
de la transferencia de informacion para determinadas no linealidades a la salida
del sistema MIMO es equivalente a la minimizacion de la funcién de coste CM
con nuevos términos cruzados similares a los del capitulo 3 que garantizan la
extraccién de usuarios diferentes a la salida del sistema. Por ejemplo, Castedo
[11] utilizando la no linealidad

g(z) = / gy (4.4)

o0

a la salida del sistema MIMO, obtiene una nueva funcién de coste que maximiza
la transferencia de informacion de la red neuronal y que es de la siguiente forma

J = ZE[IIyi(n)IQ — 1|"] = In| det(W)] (4.5)

donde W es la matriz de coeficientes del sistema MIMO. Obsérvese cémo el
término —(n|det(W)| juega el mismo papel que los términos cruzados en (4.3):
cuando varias salidas extraen el mismo usuario, la matriz W es singular y el
término —In|det(W)| tiende a infinito. Esto impide la convergencia a este tipo
de soluciones.

e Diseno de Receptores MIMO para Sistemas de Comunicaciones Mul-
tiusuario en Canales Dispersivos: Basicamente, esta idea consiste en unir
los conceptos de los capitulo 2 y 3. Como se vid en el primer capitulo de la tesis,
cuando se considera un sistema multiusuario en canales dispersivos, el vector de
entrada al sistema consiste en la mezcla de varios simbolos de cada uno de los
usuarios del sistema. El criterio presentado en el capitulo 3 es valido iinicamente
para mezclas instantaneas y al aplicarlo a este caso el sistema podria extraer la
misma secuencia de simbolos de un usuario con diferentes retardos, debido a la
hipdtesis de independencia estadistica entre los simbolos de un mismo usuario.

La extensiéon de la funcién de coste del capitulo 3 tiene que considerar que
los términos de correlaciéon entre las salidas no deben limitarse inicamente a
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los instantes actuales sino considerar también las correlaciones entre diferentes
instantes de las salidas del sistema. Una posible funcién de coste propuesta por
Papadias [50] serfa de la forma

7= 3 Elllw(n)l’ R2|1+§ZZZ|E% i =P (46)

=1 j=1
i#j

donde P —1 seria el maximo retardo posible entre las secuencias de salida. Esta
nueva funcion de coste ha anadido unos términos que impiden la extraccién de
la misma senal con diferentes retardos en miiltiples salidas del sistema MIMO.
Obsérvese que cuando este retardo es nulo (P—1 = 0) la funcién (4.6) es idéntica
a la nueva funciéon de coste correspondiente al criterio CRIMNO presentado en

la seccién 2.6.2. Esta funcién, sin embargo, no esta libre de minimos locales
LDLM.

Mejora de la velocidad de convergencia: Los algoritmos que hemos esco-
gido para implementar los nuevos criterios propuestos en la tesis son de tipo
gradiente. Estos algoritmos tienen la ventaja de ser extremadamente simples y
robustos pero su velocidad de convergencia puede resultar insuficiente en deter-
minadas aplicaciones. En estos casos serd necesario desarrollar otros algoritmos
basados en técnicas de optimizacion distintas como gradiente conjugado, Least-
Squares, etc. No obstante, es conveniente destacar que el aumento de velocidad
de convergencia se conseguird a costa de estabilidad numérica.



Apéndice A

Diferenciacién con Respecto a
Vectores y Matrices

El célculo de los puntos estacionarios de una funcién de coste, J, como los presenta-
das en esta tesis, lleva asociado la diferenciacion de esta funcién con respecto a un
escalar, un vector o una matriz de parametros. Este apéndice presenta las bases de la
diferenciacién de una funcién con respecto a este tipo de variables (que inicialmente
consideraremos complejas).

A.1 Diferenciaciéon con Respecto a un Escalar

Sea f(z) una funcién real de la variable compleja z = x + jy. La derivada de f(2)
respecto a z y z* se define como

0f(2) 0f(z) _ .0f(2)

9z o J dy
4 - o, 2l
Obsérvese que de acuerdo con estas definiciones se obtiene que
% - gi* =2
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A.2 Diferenciacién con Respecto a un Vector

Suponiendo que f(z) es una funcién real dependiente de una variable consistente en
un vector complejo de tamafio M X 1, z = [xy + jyi, -+, Tnm + jym]’, se define la
derivada de la funcién con respecto al vector como

ag(z) _ jag(z)
O w9
0z 0f(x) _ :07(x)
Oz J oym
y de forma similar su derivada conjugada es
3g(Z) ~3g(Z)
of@ _| ™ ™ (A.4)
Oz 01(2) . :04(x)
O g Y
Obsérvese que debido a estas definiciones, se obtiene que
0z" oz
—_— = =21 A5
0z 0z* (4.5)
o0z" oz
= —=0 A6
0z* 0z (4.6)

donde Iy 0 son las matrices identidad y nula, respectivamente. De acuerdo con estas

definiciones, el operador gradiente complejo con respecto al vector z = [z, -, 2p]7
se define como V, = [9/0z7,---,0/0z3,]".

A.2.1 Ejemplos

e f =c’z donde c es un vector constante de tamano M x 1

of 0(c'z) 0O(z"c)
ozx 0z 0z 0 (A7)

e f =1zc donde ¢ es un vector constante de tamano M x 1

of d(z"c)
oz*  0z*

=2c (A.8)

e f =z"Rz donde R es una matriz hermitica de tamafnio M x M.

of  0(z"Raz)
oz Oz*

= 2Rz (A.9)
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Caso Real. Si z es real, entonces se cumple que

oz’
el
0z
oz'c .
oz
T
0z' Rz _ Ry
0z

(A.10)

donde R es una matriz simétrica.

A.3 Diferenciaciéon con respecto a una matriz

En este apartado se considera la derivada de una funcién escalar, f(Z) de una matriz
Z. La derivada de dicha funcién con respecto a Z es

of(zy .. 9f(Z)
o0z o0z
orz) _ o T (A.11)
0z of@ . 042
0z Ozp M

donde z;; es el elemento (7,j) de la matriz Z que puede ser real o complejo. Esta
derivada también puede ser expresada con respecto a vectores de la siguiente forma

012) _ 012)  0/(2)
0Z 0z, = Ozpy

(A.12)

donde z; es la i-ésima columna de Z.

Debido a que en los capitulos de la tesis este tipo de derivadas son siempre con
respecto a matrices reales, en los siguientes ejemplos se considera solo el caso de Z
como una matriz de elementos reales.

A.3.1 Ejemplos

M
o f(Z)=Tr{Z"2} = z'z

)
=1

05(2) _ 01(Z) | 92)
0Z 8z1 ’ ’ aZM
= [2zy,---,2zy] = 2Z (A.13)
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M
o f(Z)=Tr{Z"RZ} = Zz?Rzi donde R es una matriz simétrica.
i=1
o _ 0@ s, _
0Z 0z, = Ozy
= [2Rzy,--,2Rz)] = 2RZ (A.14)




Apéndice B

Puntos Estacionarios de un
Igualador Infinito CMA

Como se vié en la seccién (2.5), la funcién de coste de un igualador CMA doblemente
infinito puede ser expresado en funcion de las ganancias g;, de la siguiente forma

J:ngf—l—?)Z Zg?gf—%ng—i—kZ (B.1)

1=—00 Jj=—00 l:_7<>o 1=—00
J#L

En el caso de este tipo de igualadores y como se vié también el la seccién (2.5), los
puntos estacionarios de J son los que satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones

O _ o vi (B.2)

J=0 =
Vg — 94,

y por lo tanto

a‘] 3 S 2
g = kel + 120 Z;o g; — 4kg; =
JJ'#
= Adgi(kg; +3 > g —k) =0 (B.3)
j=—o00
J#i

Para analizar la naturaleza de los puntos estacionarios que satisfacen la anterior
ecuacion, es necesario estudiar el caracter definido positivo de la matriz hessiana de
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J que es de la forma

oy 9J .. 0%
09— 0009—o0 09— 0090 09— 0009co
_ T B S 7
H= 09099 oo 390990 8900900 (B‘4)
0y .. o . o
09o009— oo 0900090 09o009co
donde
T 12k 2+12§: 2 _ 4k
9g:i0g; 9 P 9i
i#i
0%J
= 24¢;9; Vj #£i (B.5)
09,09, !

Debido a que el sistema de ecuaciones (B.3) no es lineal, surgen miiltiples solucio-
nes que pueden ser agrupadas en tres grupos:

Grupol :g;#0yg; =0 Vj #i. Esteesun punto deseado de .J que extrae el
simbolo s(n — 7). De (B.3) se obtiene que este punto es

g =1 (B.6)

La matriz hessiana resultante es diagonal con el i-ésimo elemento positivo e
igual a 8k, y con los deméds elementos iguales a 4(3 — k). Por lo tanto, para
garantizar que la matriz hessiana sea definida positiva y que este punto sea un
minimo, se ha de cumplir que k£ < 3, es decir, que los simbolos transmitidos
tengan kurtosis negativa (la kurtosis de una senal real es igual a k — 3).

Grupo 2 : g; =0 Vi. Este es un punto donde el igualador no extrae ningin simbolo.
En este caso el hessiano es una matriz diagonal con todos sus elementos igual
a —4k y, por tanto, definida negativa. Este punto es siempre un maximo de la
funcion J.

Grupo 3 : ¢g; # 0y g; # 0 para uno o varios valores de j # i. Considerando que

7 aJ
09;09; B dg;

9i + 8kg;} (B.7)

Una submatriz del hessiano de tamano 2 x 2 serd de la forma

8kg? 24g;9; >
H = ‘ vy B.8
< 24gig;  8kg; (B5)
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que posee un determinante 64(g?g?(k* — 9)). Para que este determinante no
sea positivo y este punto no sea minimo de .J, es suficiente con garantizar que
k — 3 < 0, es decir que la kurtosis de los simbolos transmitidos sea negativa.

La conclusion que se extrae al andlisis anterior es que un igualador CMA doble-
mente infinito siempre converge a soluciones donde se elimina la ISI completamente
si y sélo si la kurtosis de los simbolos transmitidos es negativa [25].
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Apéndice C

Desarrollos Correspondientes al
Capitulo 2

C.1 Desarrollo de la Ecuacion (2.47)

Considerando la suposicion de la no existencia de ruido en el canal, la salida del
igualador obtenida en (2.8) es

y(n) =g's(n) = Z%S(n — 1) (C.1)

Con la hipotesis de que los simbolos transmitidos son i.i.d., las esperanzas estadisticas
de (2.46) pueden ser expresadas de la siguiente forma

Ely*(n)] = Elg"s(n)s" (n)g] =g" E[s(n)s" (n)]g =
= mg'Ilg=my g
=0
Ely'(n)] = Elg"s(n)']=E[Q_gis(n— )] =

1=0
0o 00 00

= B D "D gigigugis(n —i)s(n — j)s(n — u)s(n — 1)]

i=0 j=0 u=0 [=0

oo
i=j=u=1 = > gl
i=0
= i:j u=1 0 0
t=u j=I1 = BZZg?gZZmZ
1=1 u=j j=0 1=0

I#]
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= ngz +3m22 Zgjgz =

]OlO
J#L

= kzgz + 62 Z 9397)

j=01=j+1
(Ely(n)z(n — L+1)])* = (Elg"s(n)z(n - L+1)))?

= (B gistn— )Y h(i)s(n—j — L+ 1)) =
=0 j=0

= (ngz'JrL—lh(i))2 (C.2)

donde I representa la matriz identidad y ¢ = E[s*(n)] es el momento de cuarto orden
de s(n). Particularizando (2.28) para un igualador de 2 coeficientes (L = 2) se obtiene
la relacién g; = a* 'g; Vi > 1. Por ello, los promedios de (C.2) se pueden expresar
como sigue

1 o0

—E[y*(n)] = g +giy (")

m
=1

Bl )] = (gﬁglz o) )
4602 <gaz<ai—l>2 3D (aﬂ'*)?(al—l)?)

S Ea - D) = @O (©3)

Sustituyendo (C.3) en (2.46) obtenemos la ecuacién (2.47)
(90, 91) = klgg + 9152] + 693[9551 + 97S5] — 2k[g5 + g7S1] + K + afgiST]  (C.4)

Las constantes S7, S5 y S5 son las sumas de unas series que dependen de la respuesta
impulsional del canal como sigue

o0

: 1
o 1—1\2 __
Si= 2@ =10

=1

’ 1
_ 2: i—1\4 __
S = : (@) C1—at
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C.2 Desarrollo de la ecuacién (2.77)

Cuando existe un ruido aditivo en el canal, la salida del igualador (2.8) se puede
representar por la suma de una componente de senial ys(n) y una de ruido y,(n), es
decir, y(n) = ys(n) + y-(n) donde

() = g"s(n) = > gis(n = )

yy(n) = wir(n) = Zwir(n — 1) (C.6)

El ruido es considerado gaussiano, real, de media cero, con una matriz de correlacién
Elr(n)r’(n)] = 22I (I es la matriz identidad) y estadisticamente independiente de los
simbolos transmitidos. Dado que los simbolos transmitidos y el ruido son estadisti-
camente independientes entre si, también lo son ys(n) e y,(n) y podemos desarrollar
las esperanzas estadisticas de (2.70) como

Ely*(n)] = Elyi(n)]+ E[y(n)]
Ely'(n)] = Ely;(n)]+ Ely,(n)] + 6E[y;(n)]E[y:(n)]
(BEly(n)z(n— L+1)])*> = (Elys(n)z(n — L+1)])* + (Ely,(n)z(n — L+ 1)])* +

+2E[ys(n)x(n — L+ 1)|Ely,(n)x(n — L + 1)]
(C.7)

Sustituyendo (C.7) en (2.70), la funcién de coste normalizada puede ser expresada
como

L8 Ly R+ BB )] - Bl m)] + (©8)

+S(Blye(m)a(n — L+ D)2 + 2B[ys ()0 — L+ D] Elyr (n)a(n — L+ 1))

m

donde # representa la funcion de coste normalizada en ausencia de ruido. Esta nueva
expresion de la funcién de coste incluye nuevos términos que representan la distorsion
sufrida debido al ruido aditivo. Las esperanzas estadisticas de (C.8) que contienen a
la senal y,.(n) se pueden expresar como

LEm] = W (w =
B = (Bl ]+ Y Y wiut B ) =

L—1
= 37wl + (wTw)?)
=0
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— (Blumatn — L+ D] = BN wir(n = ))r(n = L+1)] =y

(C.9)
donde v = 22 representa la inversa de la relacién senal a ruido (SNR™'). Obsérvese
que se ha usado la relacién E[r*(n)] = 3E%[r?(n)] = 3(12)? vélida para todo proceso
gaussiano de media cero. Considerando (2.28) y (C.2) las esperanzas conteniendo a
la senal ys(n) son

%E[yf(n)] = Zgz Zgl +9i Z LAy Zgz +97 15

i=L—1

LiEpmatn -+ D) = 3 ad =g 30 @ = g8 (C10)

m
1=L—1 i=L—1
donde S; estd definida en (2.48). Sustituyendo (C.9) y (C.10) en (C.8)

L-2

J
m = W + 2’)/[3WTW(ZQZZ + g%,ISI) - kWTW + Oz(gL,lsl)wal] +
i=0
-1
+ 72[3(211)? + (wI'w)?) + aw? ] (C.11)
i=0

Ahora bien, dado que la relacion SNR es lo suficientemente alta, podemos apro-

ximar v2 ~ 0 y, por lo tanto, reducir la expresién anterior obteniendo la expresién
(2.71)

= L—2
J J
ke + 273w w( E g2+ g2 \S)) — kwlw + algr_1S1)wr_1] (C.12)

m2 :
=0

C.3 Desarrollo del sistema de ecuaciones (2.81)

Sila SNR es alta, v2 ~ 73 ~ 0 y por lo tanto se cumplen las siguientes aproximaciones
en las componentes de (2.80)

g = gi+7Ay
(95)2 = 91'2 + 2vg;Ag; + ’Y?AQQi >~ gf + 2v¢9;Ag;
(G = g2 +3797Ag + 372 A%g + VP A%g; ~ ¢F + 3vg2Ag;  (C.13)

Teniendo en cuenta estas expresiones y (2.80) podemos expresar el gradiente (2.77)
de la forma

a.J aJ

- — +
9gi 00i | gegi—g
g=g'=g!,, +7Ag 8=8'=8,p +1AE
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8_J
o

oJ

0gr 1

donde
a7
07i
ﬂ
07i

Q
09i

1

g=g'=g!,,+7Ag

1

g=g'=gl,, +7Ag

1

g=g'=gl,,+7Ag

g=g'=gl, +7Ag

g=g'=gl,,+7Ag

~

1

+7[127Agi(g )" Dg' + 12(1 + 2yAg))D(i41,)8' —
—4kD(i+1,,)gl — 2aayAgr_1516(i — L +2)] ~

oJ
97

L +Y[12D (i 41,141) — 4kD(i41,141)]
g=8'=g,,; T7Ag

i<L-1lei#l
oJ

= +
oqi

g=g'=gl,,+7Ag

+y[127(1+ Agi)(8)TDE' + 12(1 + 27Ag) D141, )& —
—4kD 41,8 — 2aayAgr_1516(i — L +2)] ~
oJ

— 24D —4kD
o + 724D (141 ,141) (1+1,041)]

g=g'=gl,,+7Ag
oJ
0gr—1

+
g=g'=gl,,+7Ag
+7[12’YA9L—151(§1)TDQZ +12(1+ 29Ag)D(p, 8 —
—4kD(L7_)§l —2a81(2vAgr 1 — a(gr—2) + YAgL2))] ~
oJ
0gr—1

L +[12D (g 141) — 4kD (1 141) — 2aS19(—2)]
g=8'=g.,:, +7Ag
(C.14)

12(1 + 27Ag1)vAgi — 4kyAg; =~ vAgi[12 — 4k]

4(k = 3)(1 = 3vAgr) +12(1 + 2vAg)(1 + vAg) — 4k(1 + yAgr) ~
vAg[12(k — 3) + 36 — 4k]
12(1 4 27Ag)vAg(L—1)S1 — 4kyAg(L—1)S1 + 2a7Ag(, 1) S} ~

YAG(L—1)[12 — 4kS1 + 2057 ] (C.15)

Sustituyendo (C.15) en (C.14) el gradiente se hace cero cuando

8_j
07
8_j
o

oJ
0gr—1

g=g'=gl,,+7Ag

g=g'=gl,,+7Ag

g=g'=gl,,+7Ag

1

1

1

Y[Agi(12 — 4k) + (12 = 4k)Di 1 141)] =0 i< L—lei#l

v[Agi8k + (24 — 4k)D(l+1,l+1)] =0

’)/[AgL_lsl(lQ — 4k + 20(51) + (12 — 4k)D(L,l+1)

—2aaS19r,—2 =0 (C.16)

siendo Dy; j) es el elemento (7, 7) de la matriz D.
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Apéndice D

Desarrollos Correspondientes al
Capitulo 3

D.1 Naturaleza de los Puntos Estacionarios de la
Funcion de coste

En este apéndice se calculan los puntos estacionarios de la funcién (3.25) de la seccién
3.7 y se analiza su naturaleza (es decir, se determina si son minimos o no). Para
simplificar la notacién agruparemos los vectores de dimension N, w; y wo, en uno de
dimensién 2N, wf = [w{’ wi']. Por claridad en la exposicién presentamos de nuevo

la funcién de coste

J(w) = Elllp(m)* = 17+ Ellly2(n)* = 1] + ol E[yi (n)y2(n)]|* =
= Elly ()" + Elly2(n)|"] = 2E[ly1 (n)*] — 2E(Jy2(n) "] +
+al Ely (n)y; (n)]]* + 2 (D.1)

Evidentemente, (D.1) es una funcién de 2N variables complejas cuyos puntos esta-
cionarios se corresponden con los puntos donde el vector gradiente

Ve J
Vol | v
[V;J }_ Vo (D:2)
v,

se anula. En [8] se demuestra que si J es una funcién real de un vector complejo,
como es nuestro caso, se cumple que

Vel =0& VT =0 (D.3)
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por lo que los puntos estacionarios se corresponden con aquellos que cumplen

Vi | _
Fur= [ T ] o D)

Asimismo, es bien conocido del andlisis matematico que la naturaleza de los puntos
estacionarios se determina a partir del caracter definido positivo de la matriz hessiana
compleja de dimension 4N x 4N

N
%7 9%J
ow;wk | . . ow;w; |- .
_ J li,5=1 Jlg,7=1
H,J=| " o (D.5)
0%J 0%J
aw;‘w; ij=1 ow;w ij=1

Usando el operador de gradiente complejo, esta matriz hessiana compleja puede ser
expresada de una forma mas compacta como

V(Vwl) Vi (Vw)) ]

(Ve (V)" (Va(Vwl))* (D-6)

Ho = |

Utilizando el cambio de variables empleado en la ecuacién (3.24), la funcién J
puede ser expresada en términos de g;5,7,j = 1,2 en lugar de w. Usando la regla de
la cadena, el vector gradiente complejo V,J se puede, a su vez, escribir en términos
de las derivadas respecto a g;; decomponiéndolo como

oJ oJ oJ oJ
VWJ - 8—Vw911 +— e —nggg (D?)
911
Utilizando una notacién matricial, V.J puede ser escrito de una forma mas compacta

de la forma

VwJ =CVgJ (D.8)
donde C es una matriz de dimension 2N x 4
C= [ Vwgii Vwgiz Vwgar Vwgo ] (D.9)

T
_|lo o o o . .
y Vg = RTINS, 922] es el operador gradiente complejo de J con respecto a

g = [g11, 912, G21, go2o] ", cuya dimension es 4 x 1. Ya que g;; = wi'h;, la matriz C

tiene la siguiente forma
~|hy h, 0 0
o-[hm o o] D10

Como consecuencia, la matriz hessiana puede ser expresada de la siguiente forma

CVH(VJ)CH  CVI(V,.J)CT
C*(VI(Vgd))*CH C*(VE(V,J))*CT

- [0 [T ] (D11

Ha = |
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donde
[ VI(Ve)  Vi(Ved)
Hel = | (vEwen) (vEVe) (D-12)

es la matriz hessiana de J con respecto a g de dimension 8 x 8. Obsérvese que Hy,J
y HgJ estan relacionadas de forma congruente y, debido a la ley de inercia [63], los
autovalores de ambas poseen el mismo signo. Por lo tanto, para comprobar si los
puntos estacionarios de J son minimos o no, es suficiente con analizar si HgJ es
definida positiva o no.

Varios son los tests que existen para determinar si una matriz es definida positiva
o no. El que nos resultard mas util en este apéndice es el de examinar el signo de
los determinantes de todas las submatrices superiores izquierda. Todos ellos seran
positivos si y solo si la matriz es definida positiva [63].

D.1.1 Puntos Estacionarios

Las derivadas de J con respecto a los g;; estan representadas en (3.30). Calculando
las derivadas segundas, la matriz HgJ se puede descomponer en bloques como la
submatriz hessiana hermitica

vg(vgj) = [ vV, I V, ] (D.13)
donde
4 g11 Pqr + 4| g12*mimo— 4g11912mima+ ]
—2my + aga |*m? +ags, gaamims
4g1197mimo+ 4] g12* @2 + 4|g11 Pmame—
+0g21Gae 1My —2mgy + a|922|2m§
V1 =
agr1gsmi+ 0
+Qg12G52M 1M
0 ag1295m3+
L +agi195,m1ms ]
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I gt garmi+ 0 |
+agioGoammims
0 g tog2omi+
+agi, garmims
Vo =
4|921|2(I1 + 4|922|2m1m2— 4g5, gaamimo+
—2my + gy |*m? +agi,giamims
4g21955m1 Mo+ 4| gaa|q2 + 4|g21 [*mima—
+agi1g79m1My —2mgy + a|g12|2m§
y la submatriz hessiana simétrica
2 —
29110 4911 95mams  agiigsmi ags giymams
2
. 4g11912mams 291542 (g11932M1M2 a9f29§2m%
Vg (VgJ) = ) i (D.14)
gy 9a1 My (g11952M 1M 295101 4951 g52m1me
* * * * * * *2
[ G219121M01M2 049129227”% 4951 939M1 M2 295942 J

Examinaremos a continuacién la matriz hessiana correspondiente a los puntos
estacionarios de .J descritos en la seccion 3.7. Recuérdese que los habiamos clasificado
en 6 grupos.

Grupo 1 : Ambas salidas cancelan las senales correspondientes a los dos usuarios,
es decir

911 = g12 = g21 = g2 =0 (D.15)

Los dos tipos de submatriz hessiana en este punto son

—2m; 0 0 0
H o 0 —2mesy 0 0
Ve (Vel) = 0 0 —2m 0
0 0 0 —2my
Vi(Vg]) = 0 (D.16)

Por lo tanto, HgJ es una matriz diagonal con todos sus elementos negativos, lo
cual indica que es definida negativa y que estos puntos son maximos de .J.

Grupo 2 : Una salida extrae la senal correspondiente a uno de los usuarios mientras
que la otra cancela ambas senales, es decir, uno de los g;; es diferente de cero
y los otros tres son iguales a cero. Hay por lo tanto cuatro soluciones que se
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pueden incluir en este grupo, dependiendo de ctal de los cuatro g;; sea diferente
de cero. Una de las cuatro posibles soluciones es

gul* 0, g12 = g21 = g22 = 0 (D.17)

Resolviendo el sistema de ecuaciones (3.30), el punto estacionario resulta ser
m
lgul* = o G2 = g21 = g2 =0 (D.18)
1

Calculando el primer bloque de la matriz hessiana en este punto, se obtiene

2m1 0 0 0
0 2mo(Z —1) 0 0

H _ k

Vg (V) = 0 " dm(E—1) 0 (D.19)
0 0 0 —2my

donde k; = -Z; es el momento de cuarto orden normalizado de s;(t). Obsérvese
que la matriz es definida negativa ya que el cuarto elemento es negativo y, por
lo tanto, la matriz hessiana no puede ser definida positiva. Este punto no es un
minimo de J. Este resultado es idéntico para cualquiera de las soluciones de

este grupo.

Grupo 3 : Una de las salidas extrae una combinacién lineal de las senales corres-
pondientes a los dos usuarios y la otro cancela ambas. En este grupo existen
dos soluciones posibles dependiendo de cual de las salidas extrae la combinacién
lineal. Una posible solucién seria

lgul? #0, g’ #0, g =90 =0 (D.20)
Resolviendo el sistema de ecuaciones (3.30), el punto estacionario obtenido es
ko —2 ky —2
2 2 2 1
: — = =g =0 D.21
mi g1 Ferky — 4 ma|giz] Ferky — 4 g21 = G22 ( )

donde k; = ¢;/m? es el momento de cuarto orden normalizado de s;(n).

El primer bloque de la matriz hessiana es

2q1]g11]? 4g71912m1ma 0 0
4g11g79m1mo 22912 0 0
Vg(vgj) = 1(2) |0 | am2| 2 _9 *
11911 mi ag11g12M1M2
0 0 agi1gismims  am}|giz|* — 2mo

(D.22)
Para analizar si el hessiano es definido positivo, se puede estudiar el signo del
determinante de la submatriz superior izquierda de Hg.J de dimension 2 x 2

2q1|g11)? 4grigramamy | 2myma(ky — 2) (ko — 2)
4g1191amime 2¢2]g12)? kiky — 4
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Es evidente comprobar que si ky < 2y ky < 2 (es decir, las kurtosis de las
senales transmitidas son negativas) Ay < 0y el hessiano no es definido positivo.
De esta forma se demuestra que este punto no es un minimo de .J. Este andlisis
es idéntico para cualquiera de las soluciones de este grupo.

Grupo 4 : Ambas salidas extraen la misma senal y cancelan la otra. En este grupo
podemos considerar dos posibles soluciones dependiendo de la senal que sea
extraida por las dos salidas. Una de las posibles soluciones es de la forma

gl = lgal> #0, g2 =92=0 (D.24)
Resolviendo el sistema de ecuaciones (3.30) el punto estacionario que se obtiene
es 5
my
|gll|2 = |921|2 = 2(]1 + O{m% ) g12 = g2 = 0 (D25)
Los dos tipos de bloques de la matriz hessiana son
. VI (V) = _
4k1 + a)m —
(4k1 _)2m11|911| 0 agflgzlm% 0
0 2mo 4;_0‘1_;]?51 0 gt g21mimse
" (4k1 + a)mi|gui |~
®g11921M™M7 0 —9m, 0
i 0 aguigs mims 0 2my S |
20t1q1 0 agiigsymi 0
agi193my O 295101 0
0 0 0 0

La naturaleza de Hg.J esta determinada por el signo de los determinantes de las
primeras cinco submatrices superiores izquierda. Calculando sus determinantes

se obtiene
20(=2 + a + 2k1)myms
Ay =
(4 2ky)?

Ay = A3=0
As — a(—4 + a+ 4ky) (=4 + 3a + 4k )m3m3

o (o + 2ky)3
A = 20(4 — 3or — 4k ) (=2 + a + 2k ) (=4 + o + 4k )mim]

T (a + 2Ky ) B

N (D.26)

2m1
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Es inmediato comprobar que si A;,A4 y « son positivos Aj es negativo y Hg.J no
es definido positivo. Por lo tanto, la hipétesis a > 0 es suficiente para asegurar
que este punto no es un minimo de .J.

Grupo 5 : Las salidas obtienen cada una de las senales correspondientes a los usua-
rios. Dependiendo de qué senal se obtenga en cada salida, obtendremos dos
puntos estacionarios en este grupo. Una de estas soluciones es de la forma

lg1i? # 0, g2l #0, g2=92=0 (D.27)
Resolviendo el sistema de ecuaciones (3.30) el punto estacionario es que se
obtiene es m m
lgul>=—, lgnl*=—"2, gi2=gn=0 (D.28)
a1 q2
Desarrollando los dos tipos de bloques de la matriz hessiana para este punto,
obtenemos
[ 2m1 0 0 0
0 mo(&+ 2+ —2) 0 0
H — k2 k1
vg (Vg‘]) 0 0 ml(k?—l + ki; — 2) 0
L 0 0 0 2m2
[ 291¢1 0 0 0
T _ 0 0 G119 M 0
Vg (ng) - 0 agflg;QmImQ 0 0 (D29)
L0 0 0 20502

Para comprobar el caracter definido positivo de esta matriz, analizamos el signo
del determinante de todas las matrices superiores izquierda. Calculando estos
determinantes se obtiene

Al = 2m1
Q 4
Ay = T r 2 9)A
2 mZ(k2 + iy )A1
Q 4
Ay = T r 2 9)A
3 ml(kl + i )As
A4 == 2m2A3
A5 = AB - A7 - Ag - 0 (D30)

Podemos ver que si a > 0, k; < 2y ky < 2, los determinantes A, v Aj
son siempre positivos. Por lo tanto, si a > 0y k; < 2, ©« = 1,2, es decir,
las senales tienen kurtosis negativa, todas las submatrices superiores tienen
un determinante no negativo y, por lo tanto, la matriz hessiana es definida
positiva. Estos puntos son minimos de .J y corresponden con las soluciones
deseadas donde se alcanza una separacion perfecta de los usuarios.
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Grupo 6 : Cada salida extrae una combinacién lineal de ambas senales, es decir, las
cuatro variables g;; son diferentes de cero

g1 70, gi2#0, g1 #0, g #0 (D-31)

Para demostrar que este punto no es un minimo, vamos a analizar la segunda
submatriz superior de Hg.J

52 027
9911097 0911097
U2 — 91612‘]911 91312jg12 (D32)
9912097, 99120897,

Observando las segundas derivadas (D.13) de la diagonal de esta matriz, estas
se pueden expresar en funcién de las derivadas primeras de la siguiente forma

I Ga 00 oo g1 91191 — g1 129221112
11 89113911 8911 I 21912
02J 0.7
N2 5915001, 9912 |912/° 91202 — @g1192193,m1my (D.33)

Ahora bien, como en un punto estacionario las derivadas primeras se anulan

% = % = 0 y las expresiones anteriores se pueden simplificar a
0*J 2 911912921922
agllag){l = 2|gll| q — o |911|2 mimsg
0%J 91191292195
rr
12
Ademas, ya que 3913125]9 - 39?22(‘3; — deben ser reales, se puede concluir que
11 12
911912951922 = G11912921952 = |g11]|912]|g21]] g22| (D.35)
Por tltimo, la submatriz superior izquierda de HgJ de dimension 2 x 2 es de la
forma,
U, — 2|lgu ¢ — awﬁhﬂh 4g11912m1ma + g3 Gaz MMy
’ 4911971 + agargsemamy  2|gi2|’q — &Wﬂhmz
(D.36)

su determinante es
AQ = Det[Ug] = 4m%|911|2m3|g12|2(k1k2 — 4) —
|911|2 |912|2
—2a|g11|[g12]|g1|g22|mamo s+ T
|912| |911|

Cuando consideramos k; < 2 y ky < 2 entonces kiks < 4 v Ay es siempre
negativo. Por lo tanto, las condiciones k; < 2 y ky < 2 son suficientes para
asegurar que la matriz hessiana en este punto no es definida positiva y que
estos puntos no son minimos de .J.

g2 + 4) (D.37)
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D.2 Calculo del MSE

En este apartado del apéndice se realizan todos los desarrollos correspondientes a
la seccién 3.7.2 donde se calcula el valor del MSE en los puntos que minimizan la
funcién de coste (3.25). Para mayor claridad de los desarrollos de este apéndice
consideraremos las siguientes definiciones

N

yi(n) = gis(n)+ wir( ngsj +Zwim(n) (D.38)
=1

gi [gi1, -+ gin]” (D.39)

G = [g1," ", 8n] (D.40)

% _ [8%1, . 8ZN]T (D.41)

aagi - a?z’l,'”,aZN]T (D-42)

Ademas, se considerara que los simbolos transmitidos son i.i.d. con media cero y
estadisticamente independientes del ruido aditivo.

D.2.1 Desarrollo de la Ecuacién (3.53)

Este subapartado pretende expresar la ecuacién (3.52) en forma matricial. Para ello,
es necesario desarrollar las esperanzas considerando (D.38) y r, =0 VI, es decir

N N N
mi Z E{yf(n)} = mi ZE[Z gimsm Zgzlsl Z Z gzzm =
5 =1 =1 m=1 i=1 m=1
N

= Y &lei=Tr{G'G}

i=1

1 N N 1 N N N
o7 2o 2 (B luimy )’ = 5375 (B Z Gimsm(n) Y gisi(n)])
S =1 j;} i=1 ;;1 m=1 =1
] N N N N N N
= Y3 gimgm)> =D > (&)’ =D (&lw)’ =
i=1 =1 m=1 i=1 j=1 =1
= Tr{(G"G)’}
1 N 1 N N N N N
m2 Z Elyi(n)] = m2 Z E [Z Z Z Z gimZipitJijSm(n)sp(n)si(n)s;(n)
S =1 S =1 m=1p=1 [=1 j=1
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||
(2
oyl
.MZ
WE
S
3

=1 m=1 [=1

N N
_ z( Y b+ 3" >_
1

m=1

3

N N
= Y ((k=3))_ gh,) +3Tr{(diag(G"G))*} (D.43)

i=1 m=1

donde diag(G” G) representa una matriz diagonal cuyos elementos corresponden con
los de la diagonal de G"G. Sustituyendo estas expresiones en (3.52) obtenemos la
ecuacién (3.53)

JG) = Lo th-3)3 3 gk + KN+ (3 % )T r{(ding(GTG))?) -

i=1 j=1

—2kTr{GTG} + %Tr{(GTG)Z} (D.44)

D.2.2 Caélculo del Gradiente de (3.53)

En la seccién 3.7.2 se hace uso del gradiente de (3.53) con respecto a la matriz G
para el calculo de los puntos estacionarios.

. 0T1 « 3T2 0T3 a3T4

0J(G)
oG

donde cada uno de los términos 7; y sus parciales son mostrados a continuacion

N N

_ 4

= E E 9ij
i=1 j=1

8T1 aTI
4¢3 —— =4GRGRG D.46
agml gml aG ® ® ( )

donde A ® B es una operacion que obtiene una matriz cuyos elementos se
corresponden con el producto individual de los elementos de la matriz A con
los de la matriz B.
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N
o Th = Tr{(diag(GTG))?} = Z(g?gi)Q
i=1
aTQ T aTQ . T
—2 =4 — =4diag(G" G)G D.47
og ~ eele = 5o =4diag(GTG) (D.47)
N
o T, =Tr{G"G} = gl
i=1
oT; oT;
— =2 — =2G D.48
8gl g = G ( )
N N
o T, =Tr{(G"G)%} =Y Y (gg))
i=1 j=1
Ty 7 "
e = lelemtt > (glg)e +4) (ge)s
T s
N
= 4> (g]e)g; = 4Zgyg] g
7j=1
4
6T4 T
G = 4Zg]g] 18] =4GG'G (D-49)
H,_/ G
GGT
Sustituyendo todos estos términos en (D.45) se obtiene el gradiente de .J
‘9‘(]9(5') = 4(k-3)G ® GG +4(3 - 7)diag(G'G)G — 4G + 47 (GGT)G

(D.50)

D.2.3 Desarrollo de la Ecuacién (3.55)

Para obtener la expresion de la funciéon de coste J normalizada para un canal con
ruido es necesario sustituir y; = y;s(n)+y;-(n) en (3.52) y descomponer las esperanzas
estadisticas resultantes de la siguiente forma

Ely{(n)] = Ely;(n)] + Ely;(n)] + 6 Elyi,(n)]Ely;.(n)]
Ely;(n)] = Ely;,(n)] + Ely;.(n)]

(Elyi(n)y;(m)])?* = (El(yis(n) + yir (1)) (y55(n) + ysr(n))])* =

= (Blyis(n)y;s(m)])? + (Elyir (n)y;r (n)])* +

2E[yis(n)y;s(n)] Elyir (n)y;r (n)] (D.51)
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Sustituyendo estas expresiones en (3.52), la funcién de coste resultante es

N N
. 3 2
J(G) = J(G)+ WZEZ[%« ZE2 ui (B (Y7 ()] — —5 > Blys (n)] +
] Si=1
o N N
2’77?,2 Z ZE2 yzr y]r WZ ZE yzs y]s ]E[yzr( )yjr (n)]
i=1 j=1 S4=1 j=
J#Ei ;ﬁ

(D.52)

donde J(G) es la funcién de coste en una situacién libre de ruido (3.53). Las espe-
ranzas estadisticas de esta expresion se pueden desarrollar de la siguiente forma

Z Elyz(n)] = O Wimrm(n) > wari(n)) =3 > wi,m, =

i=1 m=1 =1 =1 m=1

) SLREMTIIED 95 3] D AT SRETE)

i=1 j=1 i=1 j=1 \m=1 =1
N N N N N
= My E E (E :wimwjm) = my E E (w; w;)
i=1 j=1 m=1 i=1 j=1

(D.53)

donde m, = E[r?(n)] y hemos utilizado el hecho de que el ruido es un proceso gaus-
siano y por lo tanto E[y} (n)] = 3E*[y2.(n)]. Sustituyendo las expresiones (D.53) en
(D.52), resulta la expresién

N N N
J(G) = J(G)+ 34 Z ((wiwi)?) + 67> glgwiwi—27> Wl w; +

=1 =1

+a7222 (w]w;) +04’YZZ& giw! w; (D.54)

1,1]1 1,1]1

donde considerando una SNR alta, podemos despreciar los términos multiplicados
por v? v ademés

Y glgwlw, = Tr{diag(GTG)diag(W W)}
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N
ZwiTwi = Tr{w'w}
i=1

N N
) elgwiw; = Tr{G'"GW'W} (D.55)
i=1 j=1
i
obteniendo la siguiente expresién para la funcion de coste
J

2
mg

J . :
~ e +7(6 — a)Tr {diag(G"G)diag(W' W)} —
—2vkTr {W'W} + yaTr {GTGW W} (D.56)
Considerando de nuevo que W’ = GT"H™!, obtenemos (3.55)

J(G) = J(G)+ (6 —a)Tr {diag(G"G)diag(G"(H"H)™'G)} -
—2vkTr {G"(H"H) 'G} +vaTr {G"GG"(H'H) 'G} (D.57)

D.2.4 Caélculo del Gradiente de (3.55)

Para calcular el gradiente de .J(G) (3.55) respecto a G consideraremos los gradientes
correspondientes a los distintos sumandos de esta ecuacion

N
o T} = Tr{diag(G"G)diag(G"(H"H)™'G)} = > glg;g] (H'H) 'g;

=1

oT, _ _
3—gj = 2gig/ (H'H) 'g +2(H'H) 'gig/'g
Y
T
i = 2[diag(GT(H'H)'G) + diag(GTG)H"H)"Y|G  (D.58)

N

o I, =Tr{G"(H"H)"'G} = > g/ (H'H) g,
=1

T,

og

T
—2H"H) g, = %:2(HTH)‘1G (D.59)

N N
o T, =Tr {GTGGT(HTH) 'G} =Y “glg;el (H'H) 'g;

i=1 j=1

— = 2gig/(H'H) 'g, +2g/g;(H'H) 'g; +
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N

+Y (g8 (H'H) 'g; +g/g;(H'H) 'g;) +
P —_——

il g/ (HTH) g g &

N N

+Y gigl (H'H) 'gi+ Y g/ g(H'H) 'g; =
j=1 Jj=1
J#l l

= 22 g;g) (H'H)" gz+2zgj & HTH) gi

7j=1 7=1

(HTH) g8} &

oT al
8—G3 = 2 ((Z(g]g]T)(HTH) HTH Zg]g] ) 21,82, '7gN] =

J=1

= 2(GGTH'H) '+ (H'H)" IGGT)G (D.60)

Por lo tanto, el gradiente de J (G) respecto a G corresponde con la expresion
(3.56)

ag(g.) = ag(é;) +27{(6 — a) [diag(GT(H"H)™'G) + diag(G"G)(H'H) '] G-
—2k(H'H) 'G + o« [GGTH'H) ' + (H'H) 'GGT] G} (D.61)

donde 3‘g(§) corresponde con la expresion del gradiente de la funcién de coste en una

situacién sin ruido (3.54).

D.2.5 Obtencién de la Expresién (3.57)

Suponemos que la solucién al sistema de ecuaciones (3.56) es de la forma G, =
Go +YAGey = I+7AGey y que de nuevo, tenemos una alta SNR (y* ~ 0). Por
lo tanto, sustituyendo Gy en los sumandos de (3.54), estos se pueden expresar como
sigue

GGGl = (Go+7AGeom)® (Go+7AGen) ® (Go +7AGoy) =~
~ I+ 3vAGen

diag(G"G)Glg, = diag((Go+7AGen)" (Go +7AGowm))(Go +7AGey) =
= [diag(Go) +y(diag(AGE,y,) + diag(AGenr)) +

+72diag(AG Ly AGeum)|(Go + YAGou) ~

diag(Go) + v[diag(AGewn) + diag(AGE,,) +

+diag(Go)AGey] =

= I+9[AGey +2diag(AGewn)]

12
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(GG)Glg, = (Go+7AGeou)(Go+ YAG o) (Go + YAGon) =~

(GG + 7(GoAGE,, + AGenGY))(Go + YAGey) ~
GoGiGo + 7[GoGIAG e + GoAGE,,Go +
+AG ey Gl Gyl =

= I+9[2AGey + AGE,,] (D.62)

12

12

ademds el resto de los términos en (3.56) pueden ser simplificados de forma muy

sencilla al considerar que 72 ~ % ~ v* ~ 0. De esta forma, el sistema de ecuaciones
(3.56) se reduce a

dJ(G
% Y {12(1€ - S)AGCM + 2(6 - a)(AGCM + 2diag(AGCM)) - 4]€AGCM +
+20(2AG oy + AGE,,) +2(6 — ) (diag(H'H)™') + (H'TH)™') —

—4k(H™H) ' 4+ 2a(2(H'H) 1)} =0

U
[6(k —3) + (6 — a) — 2k + 2a]AGey + 2(6 — a)diag(AGey) + aAGE, +
+[(6 — a) — 2k + 2a)(HTH) ™" + (6 — a)diag(H'H)™") =0
U
AGey(4k — 12 + ) 4+ 2(6 — a)diag(AGey) + aAGE, +

+(6 — 2k + a)(H'H)™! + (6 — a)diag(HTH)™!) = 0

!
AGen (4k — 12 4+ 2a) + 2(6 — a)diag(AGeowm )+
+(6 — 2k + a)(H'H)™! + (6 — a)diag(HTH)™!) = 0 (D.63)

donde se ha supuesto que la matriz AGeys es simétrica, es decir AGey = AGE,,.

Para despejar AGgjs de este sistema de ecuaciones es necesario considerar in-
dependientemente los elementos de su diagonal de los demds. Denominando Ag;; y
bi; los elementos de la diagonal de las matrices AGeyr y (H'H) ™!, respectivamente,
obtenemos

(4(k —3) + 2a)Agi; + 2(6 — a)Agii + (2(3 — k) + a)b;; =0
Y
Agii =

kQ—fbii (D.64)

Por otra parte, si Ag;; y b;; son los elementos de fuera de la diagonal de las matrices
AGey y (HTH) L, respectivamente, obtenemos
Y

2(k—3)—« _ Je
Agij = sty = 31— spsyra)bi (D.65)
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Considerando que los elementos fuera de la diagonal de (H'H) ! forman una matriz
(HTH) ! — diag((HTH) '), obtenemos la expresién de AG¢y; que corresponde con
la de la ecuacion (3.57)

1 2a

AGey = 5(1 - m)((HTH)fl — diag((H"H)™)) +
+k2_k6diag((HTH)_1) = (D.66)
1 20 (o — 6)(k — 3)

JHTH)™ + diag(H"H)™)

DAYy k20— 3) +a)
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Notacion y Abreviaturas

Empleadas

E.1 Notacion

Representacion

Significado

Ejemplos

Letra minuscula normal
Letra minuscula negrilla
Letra mayuscula normal
Letra maytscula negrilla
Subindices de minusculas
Superindice *
Superindice ©
Superindice
Superindice ~*
Superindice

Variable escalar o entera
Vector columna
Constante entera

Matriz
Elementos de un vector
Conjugado de un complejo
Transpuesto
Transpuesto conjugado
Matriz inversa
Matriz pseudoinversa
Traza de una matriz
Matriz diagonal
Fila i-ésima de una matriz
Elemento (7, j) de una matriz
Dependencia temporal
Operador esperanza
Médulo de un complejo
Redondeo al entero por debajo
Convolucion
Producto entre los elementos
de matrices
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X

, S

N,M,P
H,I,G



134 Capitulo E. Notacién y Abreviaturas Empleadas

E.2 Abreviaturas

AR Auto-Regressive

ARMA  Auto-Regressive Moving Average
AWGN  Additive White Gaussian Noise
BER Bit Error Rate

BPSK  Binary Phase Shift Keying
CDMA  Code Division Multiple Access

CM Constant Modulus

CMA Constant Modulus Algorithm

DD Decision Directed

DS Direct Sequence

FDMA  Frequency Division Multiple Access
FH Frequency Hoping

FIR Finite Impulse Response
FSE Fractionally Spaced Equalizer
GSC Generalized Sidelobe Canceller

HOS Higher Order Statistics
ICA Independent Component Analysis

iid Independent, Identically Distributed
IR Infinite Impulse Response
ISI Inter-Symbol Interference

LCMV  Linearly Contrained Minimum Variance
LDLM Length Dependent Local Minima
LMS Least Mean Squares

MA Moving Average

MAI Multiple Access Interference

MISO Multiple Input Single Output

MIMO  Multiple Input Multiple Output
MMSE  Minimum Mean Square Error

MSE Mean Square Error

MUSIC MUItiple SIgnal Classification

PAM Pulse Amplitude Modulation

QAM Quadrature Amplitude Modulation
QPSK  Quaternary Phase Shift Keying
SDMA  Space Division Multiple Access

SINR Signal to Interference plus Noise Ratio
SIR Signal to Interference Ratio

SNR Signal to Noise Ratio

TDMA  Time Division Multiple Access
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