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Probabilidad previa

Objetivo: Realizar afirmaciones probabilisticas sobre 6 dados los datos
observados y. Es decir obtener la distribucién posterior p(6]y).

Modelo: El primer paso para lograr nuestro objetivo es establecer un modelo
completo de probabilidad, es decir, especificar la distribucién conjunta p(y, 6).

La distribucién conjunta p(f, y) se construye habitualmente como:

m p(y|0), un modelo para los datos (Ejemplo: y;|0 ~ Ber(6))
m p(6), una distribucién previa (Ejemplo 6 ~ Unif(0,1))

La distribucién previa, p(6), expresa la incertidumbre (o la informacién)
existente sobre ¢ antes de considerar los datos.
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Probabilidad de un evento raro

Queremos estimar la prevalencia de una enfermedad rara en una ciudad. Para
esto se obtiene una muestra de 25 personas para evaluar si estan infectadas o
no.

Conocemos que en estudios anteriores, en otras ciudades la prevalencia de esta
enfermedad varia entre (0.05,0.2) y en promedio es 0.10. En base a esto

elegimos
Datos: Total de personas infectadas en la muestra y € {0,1,...,25}
Parametro: prevalencia en la poblacién 0 €(0,1)

Planteamos el modelo:

y ~ binomial(25,0) 0 ~ Beta(2,20)

Observamos: yo =1
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Previas conjugadas

Conseremos un modelo para los pardmetros p(6) y un modelo para los datos
condicional en los pardmetros p(y|6), y la la posterior de interés que se obtiene
haciendo

P(0ly) o< p(y160)p(0).
Si p(0]y) pertenece a la misma familia de modelos que la previa, decimos que
p(0) es conjugada para p(y|6).

m conveniencia matematica
m interpretabilidad de sus parametros

m Problema: pueden ser restrictivas para modelos complicados
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Modelo Normal: Previa conjugada

Problema:

my= (¥, ¥n), con y1 ~ N(p, 0°)
=~ N(mo, 1)

m hacer inferencia para p asumiendo o conocido.

Tenemos p(p) o< e~ (1/28) (1 —2mop) posterior ?
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Modelo Normal: Previa conjugada

Problema:
my=(y1,.--,¥n), con y1 ~ N(p,0°)
m 1~ N(mo, t3)

m hacer inferencia para p asumiendo o conocido.

Tenemos p(p) o< e~ (1/28) (1 —2mop) posterior ?

1 2
— L (u?-2
2%(u mop)

p(uly) o exp —ﬁ(—2nm—/+ np’) x exp

cexp {1 [(Z + 3’ — 2%+ 2)u| }

ply ~ N(my, )
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odelo Normal: Previa conjugada

Llamamos precisién al inverso de la varianza. Ejemplo: precisién previa de p es

1/8.

m Precisién posterior es la suma de precision previa mas la precisién de la

media muestral
1_n_ 1
§ o2 g

m Media posterior es un promedio ponderado entre la media previa y la
media muestral.

|

m=—"y+

n
o2

mo

e
+ [Shl=
Stol=

n
o2

+
St

m Cuando el tamafio muestral crece, la media posterior tiende a la media
muestral
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Familia exponencial

Una familia muy importante de modelos es la familia exponencial de un
parametro:

p(yi¢) = fly:)g(d)e”™?

Con y = (y1,---,yn) iid, y p(yil¢) en la familia exponencial:

p(ylo) =TI, Ry:)e(4)e’ ™

o~ g(¢)"e¢ >oit(yi)

Se conocen muchas propiedades para esta familia de modelos. Por ejemplo,
t(y) = >, u(yi) es un estadistico suficiente para ¢.
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Familia exponencial

Expresemos la distribucién Binomial(n, ) como un ejemplo de familia
exponencial de 1 parametro.

Comenzando con la expresion usual p(y|0) = (})6”(1 — 0)"™”, podemos
reformularla como

_ (" L ! (3%
i) = (1) (175 ) @

con la transformacién 9
= I _—
¢ = log(;—)
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Previas conjugadas y familia exponencial

Se puede mostrar que par todos los modelos de la familia exponenial de 1
pardametro existe una distribucién previa para ¢.

En particular, usando como previa

p(9) o g(9)"e"™?

la posterior tiene la forma

P(Sly) o g(¢)" eI

que tiene la misma forma funcional que p(¢).
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Previas conjugadas y familia exponencial

Como queda la previa conjugada de la familia exponencial en el caso Binomial.

i) = (1) (155 ) ¢

y] \1+¢e®

por lo que

p(¢)0<< ' )ne”m

14 e
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Previas conjugadas y familia exponencial

Como queda la previa conjugada de la familia exponencial en el caso Binomial.

i) = (1) (155 ) ¢

y] \1+¢e®

por lo que

1\ ,.
p(¢)0<<1+ed,) eme

expresada en términos del parametro original § obtenemos:
p(e) o 9777'71(1 _ 0)7](177')71

es decir una Beta(nt,n(1 — 7))
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Previas y nivel de informacién
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Previas e informacién

m Informativas. Incorporan conocimiento de expertos, resultados de
investigaciones, resultados ya conocidos.

m Automaticas (No-Informativas). Obtener una previa a partir del modelo
para los datos, p(y|@), sin incorporar otra informacién.

m Débilmente informativas.
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Previas débilmente informativas

Una previa p(6) es débilmente informativa cuando:

m descarta valores de 6 que no tienen sentido

m es flexible para tener muy bajo efecto en p(6|y)

La idea es utilizar previas que no contengan informacién sobre 6 excepto para
estabilizar la inferencia.
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Previas débilmente informativas

Modelo Normal, y % N(u, 10)
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Previas débilmente informativas

Modelo Normal, y % N(u, 10)

m 1~ N(0,1) puede ser restrictiva
m p(u) o< 1 asigna masa de probabilidad en regiones irrelevantes

m 1~ N(0,100), p ~ t3(0,1) pueden ser una alternativa debilmente
informativas
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