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Resumo

RESUMO

A sociedade da informacéo exige que todos os cidadaos teobainecimentos de Es-
tatistica para poderem intervir de forma critica e fundaada Esta situacdo conduziu a
Estatistica a um lugar de relevo no curriculo dos alunosegigee um novo olhar sobre o0 seu

ensino, cComo preconizam 0s atuais programas.

E neste contexto que surge o presente trabalho que, numeirariparte, apresenta uma
revisdo dos conceitos estatisticos lecionados no enssiocdb@ secundario, uma ferramenta
importante para o trabalho dos professores, permitinds+ima clarificacado desses conceitos,

num texto que se pretende cientificamente rigoroso.

De forma a alertar para incorrecdes, gralhas e/ou erros mans@gue-se uma analise
critica a alguns materiais disponiveis, nomeadamente aimascolares atuais, onde o estudo

da regressao linear assume uma analise mais detalhada.

Com o intuito de enriquecer 0os materiais existentes, numgpptva inovadora, capaz
de promover aprendizagens significativas, apresenta-s®njunto de propostas de trabalho
para a sala de aula onde a tecnologia, nomeadam&ge@ebraadquire um papel de relevo
na compreensdo dos conceitos. De forma a facilitar a Wjdizalestesoftwaresurge, no
inicio da terceira etapa deste trabalho, uma explicac@hdeta sobre o uso deeoGebrana

estatistica descritiva.

Em suma, este trabalho pretende contribuir para a melhorgmsino da Estatistica, quer
no que se refere a preparacdo do corpo docente, quer atravaslusao de propostas de

trabalho para utilizacdo em sala de aula.

Palavras chave:ensino de estatistica, estatistica descritB@pGebraregressao linear.
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Abstract

ABSTRACT

The media industry requires that all citizens have a knogdedf Statistics in order to
play a critical and fundamented role in society. This sitrahas led Statistics to a prominent
place in the curriculum of students and demands a new lookuoaion, as recommended

by current programs.

It is in this context that the present work has been elabdraiée first part presents a
review of statistical concepts taught at an elementary andrglary level, an important tool
for teachers’ work, and allows the clarification of these aapis in a text intended to be

scientifically rigorous.

In order to draw one's attention to mistakes, typos and/amraon errors, the first part is
followed by a critical analysis of some available materialich includes current textbooks

and where the study of linear regression assumes a moréededailysis.

Having as main target the improval of the existing materialth an innovative approach,
which can foster meaningful learning, a set of suggestdd @® presented to the classroom.
In this space, technology, nameéBeoGebraassumes a relevant role in the understanding of
concepts. In order to make the use of this software easietadled explanation dbeoGebra

in descriptive statistics comes in the begining of the tetahe of this work.

In summary, this paper aims to contribute to the improvenwn$tatistic teaching,
whether it concerns the preparation of mathematics teadrdny the inclusion of tasks ap-
plied in the classroom’s context.

Keywords: Statistic teaching, descriptive statistiGgoGebralinear regression.
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Capitulo 1

Introducao

Desde as primeiras grandes civilizacdes que a Estatistitaitio utilizada de forma proficua.
Em 3050 A.C. ja os egipcios recorriam a Estatistica para apsr@cursos humanos e materi-
ais disponiveis para a construcao das piramides. Outiiizapdes, tais como os Chineses, 0s
Gregos ou 0s Romanos, utilizaram a Estatistica para cordmeasrbens que o estado possuia
bem como a sua distribuicdo pela populacéo. Desde entamgioiam os desenvolvimentos
das aplicacdes da Estatistica, nomeadamente no que seaeémolha, organizacdo e analise
de dados, quer esta seja restrita ao resumo da sua informpagéseja com o intuito de infe-
rir ou efetuar previsdes. Atualmente, a Estatistica é ndorsdstrumento indispensavel na
politica de qualquer estado (no século XVII, em Inglatear&statistica era a “Aritmética do
Estado”) como € também um instrumento importante em muitkia®areas, tais como a Psi-
cologia, a Sociologia, a Medicina, a Economia, o DesporRip#bgia, a Fisica, a Educacao,
a Meteorologia, entre muitas outras. Deste modo, preseniiena Estatistica desempenha
um papel fundamental na vida do cidaddo, ndo so pela utdidad suas multiplas aplica-
¢bes, mas igualmente por ser indispensavel para a andlisgyretacdo e compreenséo da

informag&o que os meios de comunicacéo social divulgam.

Como refere Fernandes “a influéncia da Estatistica na vidpetsoas e nas instituicoes
tem-se tornado cada vez mais visivel, o que implica que toda@sdaddos devam ter conhe-
cimentos de Estatistica para se poderem integrar na sdeiegtaual” (Fernandes, 2009, p.
1). Assim, tem havido um reconhecimento da importancia datissgca no curriculo dos
alunos, de tal modo que esta tem vindo a ocupar, cada vez mmaikjgar de destaque no
ensino, desde o ensino basico ao ensino secundario, poisdselylartinset al. a Estatistica

“é encarada como uma area favoravel ao desenvolvimentorties aapacidades expressas

1



Introducéo

nos curriculos, tais como interpretar e intervir no reainfolar e resolver problemas; comu-
nicar; manifestar rigor e sentido critico e ainda a aquistiEiuma certa atitude positiva face a
Ciéncia. Deste modo, ensinar estatistica ndo pode lingtas®nsino de técnicas e formulas
e aprender estatistica ndo pode ser aprender a aplicagiratirente procedimentos desinse-
ridos de contextos, sem ter de interpretar, de analisar etd&ac (Martins et al,, 1997, pp.
7-8). A coletanea de artigos “Ensino e Aprendizagem daigstat’ (Loureiroet al. (2000))

€ um bom exemplo das reflexdes sobre a importancia do Ensiastdtstica no curriculo do
ensino secundario e ensino basico, da utilidade da inchls&cnologia na lecionacdo destes

conteudos, bem como a partilha de experiéncias e mateidaitsabs no inicio do século XXI.

No atual programa do ensino basico o ensino da Estatist@a-se no primeiro ciclo as-
sim como os aspetos elementares da Probabilidade, camdifem conjunto, desde 2007, o
tema “Organizacao e Tratamento de Dados” (GPDgonforme as orientacées internacionais
presentes em NCTf# (2008). No ensino secundario o tema aparece nddr com a de-
signacao “Estatistica”, onde se pretende ampliar os camketos adquiridos anteriormente.
E de referir que n&o é objetivo deste projeto abordar carseilativos & Probabilidade, pelo

gue nos restringiremos a andlise dos conteldos refereBtatastica.

Nos ultimos anos tem havido um esforco por parte de algusesuém fornecer suporte
tedrico e didatico que possa ajudar os professores nasidaagajue se encontram de acordo
com os programas atuais. Martigial. (2007) elaboraram uma brochura direcionada aos pro-
fessores do 2.ciclo que surgiu no ambito do Programa Nacional de Formacabii@@ em
Matematica. Esta brochura, além de conter os conceitoscegtiroentos fundamentais para
um professor deste nivel de ensino, apresenta varias paspds tarefas a implementar na
sala de aula com a respetiva exploracédo. A brochura elab@@dMartins & Ponte (2010)
desenvolve as orientacdes metodoldgicas relativas a QitBsentando quatro capitulos re-

servados a Estatistica, onde também sédo sugeridas tapgfasoa aos alunos na sala de aula.

Um site de referéncia na area da Estatistica € o ALEA — Accéo Localtistta Apli-
cada,wwv. al ea. pt (podemos encontrar mais informagdes em INE (2009)). Esfetpr
existe desde 1999 e tem-se mantido sempre em crescimemgseafando varias compo-

nentes, tais como entretenimento, cursos de estatistiadas @statisticos. E direcionado a

(@ Consulte-se, por exemplo, Loura (2009) para uma analiseacsio novo programa.

(& NCTM — National Council of Teachers of Mathematics.
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Introducgéo

alunos, professores e publico em geral e pretende comtphua melhorar a literacia esta-
tisticd® e fomentar situacdes e experiéncias de aprendizagemeadoras Tecnologias da
Informac&o e Comunicacéo (TIC). E de referir que aquando d@emracio do seu Tani-

versario foi editado um livro constituido por 5 dossiersdumdos pelo ALEA e que é mais
um documento util nesta tematica. Ha, contudo, diverso®®umhateriais para o ensino e

aprendizagem da Estatistica disponiveis (cf. Nascim@@o9)).

Este projeto, intitulado Estatistica no Ensino Basico e Sd#@xio, tem como principais

objetivos:

e apresentar 0os conceitos mais elementares de Estatislicaddos nestes ciclos de en-
sino, num texto cientificamente rigoroso, direcionado dgasores, permitindo-lhes a

clarificacéo destes conceitos;

e analisar alguns materiais disponiveis para o ensino déi&gta nestes ciclos, apresen-
tando as incorre¢des, gralhas e/ou erros detetados, bemroateriais que considere-

mos insuficientes e/ou inadequados para 0s objetivos pa@aisforam concebidos;

e criar novos materiais bem como sugerir metodologias qusgmosser utilizados no
ensino da Estatistica.

Neste sentido, o segundo capitulo apresentara uma rewisacodceitos de Estatistica
lecionados no ensino basico e no ensino secundario: tatbelsquéncias, representacdes
graficas e principais medidas de estatistica descritivdpome definido no Programa de Ma-
tematica do Ensino Béasico (Porgeal, 2007) e no Programa de Matematica A do Ensino
Secundario (Silvat al,, 2001). Este capitulo ira basear-se em livros de autorexiedigtas
na area, tais como Murteira (1993), Reis (1998), Batanero &rdd@003), Pestana & Velosa
(2009) e Maria Eugénia Martins com os seus diversos trabalbsta area (como por exemplo
Martins (2005), Martins & Cerveira (1999), Martins & Pont®{®) ou Martinset al. (2007,
1997)). N&o se pretende que este capitulo seja direciorer@doog alunos, mas antes para
professores que podem procurar neste trabalho a claridicggualquer conceito, entre os
que sao abordados no ensino basico e secundario. Sendopapsincipal preocupacado sera a
precisao e clareza dos conceitos, com um ou outro exemptosema a preocupacao didatica

gue um manual para alunos do ensino basico ou secundaricdetigr. Por esta razao néo

@) Para uma clarificacéio deste conceito podemos consultaexpomplo, Branco & Martins (2002).

Estatistica no Ensino Basico e Secundario 3



Introducéo

havera preocupacédo em colocar os conceitos por ordem dedgéo, mas antes pela ordem

gue se considere mais adequada para obtermos uma clar&armiss mesmos.

No terceiro capitulo do projeto pretende-se fazer uma sméliitica aos materiais dis-
poniveis para 0 ensino e compreensao dos conceitos maisrebes de Estatistica. Serdo
analisados varios manuais escolares, nomeadamente asl@slof escola onde a autora le-
ciona, e apresentadas e fundamentadas as incorrecoéssgoal erros detetados nos temas
OTD e Estatistica. Analisaremos deste modo a adequacao atesiais de forma a serem
identificadas lacunas nos materiais usualmente utiliza8lesa igualmente importante e per-
tinente a comunicacéo dos erros encontradosewiaail as entidades responsaveis. E de
referir que este procedimento ja teve inicio no que diz liespe manual adotado na escola
da autora, para o 10ano, através da representante da editora. Salienta-seqied obje-
tivo desta analise aos manuais nao se restringe a detecaallasgque, embora tenham de
ser corrigidas, por vezes podem até ndo comprometer o etginoonteldos previstos nos
programas. Pretende-se igualmente identificar conteligjas metodologias propostas nos
manuais nos parecam insuficientes para a compreensao dmstosrensinados, dos quais
destacamos a regresséo linear. E de referir um estudoagaigor Martinho & Viseu (2009)
que consistiu na analise de dois manuais 8aio quanto as dimensdes: interpretacao, critica
e producédo. A primeira dimensdao refere-se a capacidade dectanpreender a informacgao
(textos, tabelas, graficos). A segunda dimenséo abrangeaidade de avaliar criticamente
a informacéo estatistica. Por fim, a dimenséo designadaodegio contempla a capacidade
de argumentar, de comunicar a informacao estatistica et thecisbes. Estes autores con-
cluiram que a dimensao mais presente nos dois manuais € tegwetacdo. Concluiu-se
ainda que num manual as dimensdes critica e de producéo aé® igexistentes e no outro,
apesar de mais expressivas, ndo promovem o desenvolviemtitude critica no aluno. E
de salientar a relevancia subjacente a analise de manualares uma vez que a maioria dos
professores recorre, habitualmente, a eles quando prapaaas aulas. Segundo o estudo
“Matematica 2001” realizado pela Associacdo de ProfessteeMatematica (APM (1998)),
no que diz respeito as praticas profissionais dos profesgsone item “materiais usados na
preparacao das aulas”, concluiu-se que 87% dos professdizssempre ou muitas vezes

manual adotado na escola e 68% outros manuais.

Tendo em conta o trabalho desenvolvido no terceiro capdimfarojeto, nomeadamente as

situacOes analisadas e que, de alguma forma, exigem uneg&oyuma explicacao, exemplos
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mais enriquecedores, entre outros, pretende-se no aagitatro do projeto apresentar novos
materiais e propor metodologias que possam ser utilizaolensino da Estatistica, de forma
a facilitar a compreensao e exploracdo dos principais dmsceor parte dos alunos. Uma
vez que uma das vertentes fundamentais para o sucesso do daskEstatistica € termos
professores preparados para 0 seu ensino, pretendemostgsiamateriais vao também ao
encontro das necessidades dos professores, como ilusttasd da regressao linear simples
(consultar seccdo 3.4 na pagina 58), pois trata-se de uneecantrado em varios manuais
consultados. Sendo um erro tdo generalizado s6 pode advaltdade compreensao dos
conceitos, pelo que iremos elaborar propostas para a sifecatziio. Acrescente-se ainda que
dos materiais a elaborar podem constar: propostas delicapata realizar na sala de aula;
a explicagdo de como construir materiais interativos dedoa possibilitar a construcdo de
apresentac0Oes a utilizar pelos professores; metodoldgesonadas ao ensino da estatistica,

sendo que goftwareutilizado na exploracao destes materiais seGeoGebra

De referir igualmente que a escolha deste projeto foi foetgmmotivada pelo gosto da
autora pela Estatistica, o qual é bem patente na contintieipagdo em diversos trabalhos
realizados dentro e fora da sala de aula com os seus alusagjamorientacdes a alunos para
a participacdo em concursos a nivel nacional para estuwéoamo ilustra o Prémio Pedro
Matos organizado pelo IPL, o Prémio Estatistico Junior miggado pela SPE e os Desafios
do ALEA promovidos pelo site www.alea.pt), bem como o sewaglsempre atento e cri-
tico, aos manuais adotados para a lecionacédo dos contefmpamaticos da disciplina de
Matematica, essencialmente d8 @no ao 12 ano. Por outro lado, a autora considera um
desafio explorar as potencialidades@eoGebrana Estatistica, uma vez que as experiéncias
que tinha destsoftwareeram no ambito da Geometria e da Algebra. Acrescente-sa aind
que, a proposito do Plano da Matemética e das sessGes emrtjopaaegularmente, tem
tido oportunidade de analisar o programa atual do ensinodésm mais pormenor, estando

mais sensibilizada para as ideias ai preconizadas.

Este projeto pretende contribuir para melhorar o ensinostiatiStica, uma vez que qual-
quer professor do ensino basico ou secundario podera eacoaste trabalho esclarecimen-
tos relativos a conceitos que tem de lecionar, chamadagdedat para erros comuns na area
da Estatistica e sugestdes de materiais e metodologias paisino da Estatistica. Também
poderda contribuir para que 0os manuais venham a ser cada Veares uma vez que as in-

corregdes, gralhas ou erros detetados serdo comunicaglesumautores.
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Capitulo 2

Conceitos de Estatistica

A Estatistica € uma ciéncia atual, com multiplas funcdedl @ biumanidade. Desde sempre
gue o homem procura o conhecimento e, para tal, recolhe dadodeterminadas intencoes,
nas mais diversas areas do saber. Todos os dias a comursca@@daz-nos chegar noticias
baseadas em estudos estatisticos, apresentando-noschs@es mais relevantes. Para se
obter essas conclusées ha um caminho a percorrer, mais @s tho@go, consoante o estudo
realizado, mas bastante facilitado com o recurso a teciaglagreoria das Probabilidades e
nomeadamente a Inferéncia Estatistica. Tendo em contagsapras do ensino basico e do
ensino secundario (Matematica A) este projeto vai inciolore Estatistica Descritiva cuja fi-
nalidade é descrever os dados recolhidos a partir de umaramaspopulacao, resumindo a
informacéo através de graficos, tabelas e algumas mediddisisas, sem esquecer as com-
paracdes, por exemplo, entre dois conjuntos de dados. @wbdgenento destes conteddos
acompanhado de alguns exemplos sera objeto deste capRelembramos ainda que no
programa do ensino basico a Estatistica aparece desdeairpriitlo e designa-se por “Or-
ganizacdo e Tratamento de Dados”, desde 2007, data em qograma de Matemética do
ensino basico foi homologado. No programa de Matematica Armino secundario o tema
aparece no 10.ano com a designacao “Estatistica” onde se pretende aropl@nhecimen-
tos adquiridos anteriormente. Neste capitulo os conce#@o apresentados sem que se faca
referéncia ao ano de escolaridade em que se lecionamantibza ordem que nos parece mais

adequada para a sua exposigao.

Tendo em conta que os dados que pretendemos resumir e etéegbevem, preferencial-
mente, estar associados a um contexto, vamos comecar poeenas etapas de um estudo

estatistico. Deste modo, um estudo estatistico incluigsrses etapas:
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1. definicdo do problema a estudar, formulando as questdpsaés se pretende dar res-

posta;

2. planeamento da recolha de dados tendo em vista o estudbtizareE nesta fase que
devemos decidir se recorremos a populacdo ou a amostra & dsfivariaveis com

rigor;

3. organizacéo e tratamento dos dados através de tabelasjdéricia, graficos e algumas
medidas estatisticas;

4. interpretagao dos resultados obtidos e estabelecirdertonclusdes.

Exemplo 2.1 Exemplos de estudos estatisticos: habitos alimentarealdoss do ¢ ano;
a crise economica na vida dos torrejanos; o peso e a alturalgoss do & ano da Escola
Artur Goncalves e a durabilidade (em quilémetros percoslidos pneus de uma determinada

marca.

Quando se faz um estudo estatistico pode obter-se infoordegdodos os elementos
(individuos) do universo populacdd sobre o qual incide o estudo e, neste caso, faz-se um
Censo; ou recorre-se a uma parte representativa da pop&nastra) e o estudo efetuado
denomina-se sondagem.

Defini¢do 2.1.Umapopulacdoé uma cole¢do de unidades individuais, que podem ser pes-
soas, animais, objetos, acontecimentos ou resultadogmgogais com uma ou mais caracte-
risticas comuns que se pretendem estudar. A cada elemgmpulacdo chama-sedividuo
ouunidade estatistica O numero de elementos da populacéo é representadb(oaso esta
seja finita).

Definicdo 2.2. Umaamostra € um subconjunto representativo da populagdo que se obtém
através de métodos apropriados. A sua dimenséo é represeatan.

Nas situacdes em que o estudo implica a destruicdo dos dfesreenbservar (por exem-
plo, quando pretendemos estudar a fiabilidade dos pneus gistéaneia de bactérias nos
iogurtes) recorre-se sempre a uma amostra. Também € duévedalecorrer a uma amostra
por razdes econdmicas ou de tempo, pois observar todos rosrétes da populacdo pode

implicar custos elevados ou a obtencgéo tardia dos ressltado
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A determinacao dos elementos que constituem a amostra, istenavobtencéo dos da-
dos para a realizacdo do estudo estatistico, também ddsigoa processo de amostragem,
devera se objeto de especial cuidado. Sempre que pretesdstender os resultados de um
estudo estatistico a toda a populacdo devemos observarcipioida aleatoriedade. Quando,
para todo o elemento da populagéo existe uma probabilidagitva de pertencer a amostra,
dizemos que estamos perante uma amostra aleatoria. Casolpag o processo de amos-
tragem simples onde cada grupo de dimens&Em igual probabilidade de ser selecionado
(com probabilidade igual ?N— uma vez que emster({\ql amostras distintas com igual pro-
babilidade de serem selecionadas). Neste caso prova-seadadandividuo tem a mesma
probabilidade de ser selecionado, sendo esta probalglidadl ag;. Para mais informagdes
consultar INE (2009, p. 43-71).

Quando existem elementos da populacdo que podem nédo sgosatis para a amos-
tra estamos perante um processo de amostragem nédo aledéste caso dizemos que o

processo de recolha da amostra é inviesado e podera coadntarpretacdes erradas.

Exemplo 2.2 Exemplos de situa¢gfes que originamostras enviesadasperguntar aos alu-
nos do & ano que almogcam diariamente no refeitério da escola osdsablimentares e
generalizar a todos os alunos d8aho; perguntar aos torrejanos que trabalham numa em-
presa os efeitos da crise econdmica e generalizar a todasrefahos; perguntar o clube
preferido a porta do Estadio da Luz e generalizar a toda alpgfm e efetuar um inquérito,

num Hospital, sobre a satde dos portugueses.

No primeiro caso ilustrado no exemplo 2.2 ndo obteriamofgeainformacao relativa
aos alunos que almocam no bar da escola, em casa ou nos esrddagscola. No segundo
caso, pelo facto de as pessoas questionadas trabalharer@empresa, ndo estavam incluidos,
por exemplo, individuos desempregados. No terceiro casmdividuos seriam todos ou
quase todos do Benfica e no ultimo caso as pessoas inquiridamesdoentes (ou eram

acompanhantes dos doentes).

As situagOes anteriores evidenciam fontes de enviesamentecolha dos dados, pelo
que esses estudos ndo conduziriam a resultados eficieategermitiriam efetuar genera-
lizacBes. No entanto h& diversos estudos possiveis deaeald nivel do ensino basico e
secundario em que, recorrendo a amostras ndo enviesagaslesgeneralizar os resultados
obtidos. Por exemplo, se selecionarmos aleatoriamentendsbe cada turma de uma escola

(supondo que cada turma tem um numero de alunos aproximasty@armos o numero de
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irmaos, o niumero do sapato ou a altura, faz sentido geramrpkza toda a escola. Neste caso
estamos a considerar que a populacao, constituida petussala escola, esta dividida em va-
rias subpopulagdes (designadas de estratos) mais ou n@nogéneas e em cada uma destas
subpopulagdes recolhe-se uma amostra aleatéria simphesifa aleatoria estratificada). E
de salientar que os alunos mais novos, nomeadamenté dicld, poderdo usar a sua turma

como populacdo em estudo de modo a facilitar os seus praojesta area.

Em qualquer estudo estatistico, é necessario identifickassificar as caracteristicas em

andlise, de acordo com os objetivos tracados.

2.1 Variaveis

Tendo em conta a amostra sobre a qual recai o estudo estagstis objetivos fixados,
definem-se as carateristicas a analisari@veis estatisticay as quais devem ser comuns

a todos os elementos da populacéo.

Definicdo 2.3. Variavel estatisticdou atributo) é a propriedade ou caracteristica comum que
se observa em cada uma das unidades estatisticas. Repsesdrahitualmente, por uma das
ultimas letras do alfabeto, por exempkmuyy.

As variaveis estatisticas podem classificar-se em quivdgaou qualitativas. A variavel
guantitativa é aquela que se refere a uma caracteristica mensuravél, ¢gte se pode contar

ou medir. Por conseguinte, traduz-se por valores numericos

Exemplo 2.3 Exemplos de variaveis quantitativas: numero de divisdesnda habitacao;
idade de um individuo; niumero de alunos por turma e tempasséde para chegar de casa a

escola.

Uma variavel quantitativa pode ser discreta ou continuaan@a a caracteristica em es-
tudo se pode apenas contar e nao medir, a variavel é disooata,por exemplo o nimero de
alunos por turma. Por outro lado, uma variavel quantitajiva se pode medir € uma variavel

continua, como por exemplo 0 tempo necessario para chegasde escola.

A variavelqualitativa é aquela que se refere a uma caracteristica que nao € susiodpti
medicdo ou contagem e, como tal, traduz-se por diferentéalidades (possiveis respostas

gue a variavel pode assumir).
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Exemplo 2.4. Exemplos de variaveis qualitativas: ano de escolaridadeatimos; profisséo
dos pais; meio de transporte utilizado para chegar de caseoéaee cor preferida dos estu-

dantes de uma turma.

As variaveis qualitativas podem ser classificadas em nasminaordinais. Um variavel
estatistica € nominal quando ndo se pode estabelecer tagadaele ordem entre as modali-
dades e é ordinal no caso em que as modalidades apresentaondemasubjacente. Como
exemplo de uma variavel qualitativa ordinal podemos camaidas habilitacdes literarias de
um individuo. Um exemplo de uma variavel qualitativa norhpwe ser a cor preferida dos

estudantes.

2.2 Dados estatisticos

Sempre que se observa uma variavel estatistica, quaritatiqualitativa, obtemos determi-

nados resultados que designamos por dados estatisticos.

Definicdo 2.4. Dado estatisticé o resultado de cada observagéo da variavel numa unidade

estatistica.

Se a variavel em estudo for, por exemplo, o nimero de alundsipoa, os dados estatis-
ticos podem ser:
22,28,24,24, 28 20,28, - - - ,

mas no caso da variavel ser o ano de escolaridade dos aligwss dados estatisticos podem

ser:
5.0 ano; 6° ano; 6° ano; 8° ano; 7° ano; 12° ano,- - -

Os dados estatisticos sdo muito mais do que nimeros ou chadiedi. Eles estdo sempre
associados a um contexto. Na primeira situacdo apresemiadque a variavel € o nimero
de alunos por turma, cada unidade estatistica € uma turma.c&da turma observou-se o
namero de alunos, obtendo-se, assim, os dados estatisflacsegunda situacdo, em que a
variavel é o ano de escolaridade, cada unidade estatistinatino. Para cada aluno registou-
se 0 seu ano de escolaridade. Deste modo, obtiveram-se @s eitdtisticos que neste caso

sdo modalidades, pois a variavel é qualitativa. Aprovessapara reforcar a importancia de,
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num estudo estatistico, saber quais os dados que quereteosiebmodo a dar resposta as

guestdes levantadas, apresentando conclusfes perinente

Neste capitulo vamos recorrer, como exemplo, ao resultadardinquérito efetuado a
25 alunos de uma escola, selecionados de entre as trés torBdsano, relativamente a sua
cor preferida; seus habitos de leitura; idade (em anos)aalem centimetros - cm); notas
do teste diagndstico de Matematica (Mat.) e do teste didigoés Ciéncias Fisico-Quimicas
(C.F.Q.) numa escala de 0 a 100 valores. Os dados obtidosagst®entados na Tabela 2.1.

Notemos que as variaveis cor preferida e habitos de leiioavariaveis qualitativas, as
variaveis nota a Matematica, nota a Ciéncias Fisico-Quémddadé” sdo variaveis quanti-

tativas discretas e a variavel altura € uma variavel quivatcontinua.

Relativamente a notacédo que utilizaremos ao longo destalli@bas observacdes da
amostra serdo representadas por
X1, X2, ..., Xn,
ondex; representa a resposta do individuelativamente a variavel Para o tratamento esta-
tistico € usual agrupar os individuos cujas respostas sasigsendo as diferentes respostas

presentes na amostra representadas por
/
X1, Xg, -y Xp

ondep representa o nimero de respostas distintas e, naturalnpente Desta forma pode-

mMos construir as tabelas de frequéncias.

2.3 Tabelas de frequéncias

Apés a recolha de dados, outra fase muito importante é a gamipacdo em tabelas de

frequéncias. Com este objetivo devemos atender as segdéitegdes.

Definicdo 2.5. A frequéncia absolutaé o numero de vezes que cada valor da variavel (ou
cada modalidade) aparece num conjunto de dados. Represeptain; que corresponde ao

namero de vezes que se obserxpu

(@ Apesar dos dados resultarem de uma medic&o, a forma compEBeatados (ndmero inteiro de anos)
tém a aparéncia de dados discretos. Contudo, por exempllpoM, refere-se a todas as idades maiores ou
iguais a 14 e menores que 15. Por esta razao podemos tambsidecana variavel idade como uma variavel
continua que foi discretizada.
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Aluno Cor Habitos Idade | Altura | Nota a| Nota a
preferida de leitura (anos)| (cm) | Mat. | C.F.Q.
1 azul leio todos os dias 15 150 42 60
2 branco n&o costumo ler 14 159 37 43
3 azul leio todas as semanas 13 146 80 81
4 branco leio todos os dias 14 157 78 80
5 azul leio todas as semanas 14 163 79 85
6 amarelo nao costumo ler 13 158 63 60
7 azul leio todos os dias 15 160 63 64
8 azul leio todas as semanas 15 165 45 53
9 amarelo leio todas as semanas 14 154 50 55
10 | verde S0 leio nas férias 13 149 32 35
11 | branco s0 leio nas férias 14 153 60 70
12 | branco leio todas as semanas 14 166 38 39
13 | cor-de-rosa leio todas as semanas 13 153 45 a7
14 | cor-de-rosa so leio nas férias 13 152 60 62
15 | azul leio todos os dias 14 159 71 70
16 | amarelo leio todos os dias 14 155 25 27
17 | amarelo s0 leio nas férias 13 156 60 64
18 | cor-de-rosa leio todas as semanas 14 152 64 65
19 | cor-de-rosa leio todas as semanas 14 163 65 60
20 | cor-de-rosg so leio nas férias 14 157 37 38
21 | verde leio todos os dias 15 164 64 65
22 | azul leio todas as semanas 15 169 87 90
23 | cor de rosa| leio todas as semanas 14 157 87 88
24 | verde nao costumo ler 16 164 48 54
25 | cor-de-rosa so leio nas férias 14 155 50 55

Tabela 2.1: Dados obtidos através de um questionario a Bbsatlo 8° ano

A soma das frequéncias absolutas € igual a dimensédo da amsttre,

p

(2.1)
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Defini¢do 2.6. A frequéncia relativa de cada modalidad€ é a proporcédo de observacdes
iguais ax;, isto é, o quociente que se obtém dividindo a frequéncialatiasde um valor (ou

modalidade) pelo nimero total de dados. Representa-si pemdo
fi=—, (2.2)

onden é o nUmero de elementos da amostra.

Uma propriedade importante das frequéncias relativas éa sas frequéncias relativas
serigual a 1, isto é,

i fi=1. (2.3)

Notemos que quando pretendemos efetuar comparacdes deusaraa frequéncia rela-
tiva, pois muitas vezes as amostras tém dimensoes diferentestes casos, nao faz sentido
usar a frequéncia absoluta. Por exemplo, quando se preteng®rar o numero de aprova-
cOes de duas turmas com dimensdes distintas ndo se deveraoap&requéncias absolutas

mas antes as frequéncias relativas.

Defini¢do 2.7. A frequéncia absoluta acumuladade cada valok da variavel € o nimero

total de dados com valor menor ou iguaf aRepresenta-se pok.

A frequéncia absoluta acumulada obtém-se adicionand@@séncias absolutas desde o

primeiro até ao ultimo valor considerado da variavel, isto €
i
Ni = Z nj, (2.4)
=1

onde, naturalmentéy, = n.

Defini¢do 2.8.A frequéncia relativa acumuladade cada valox da variavel é a soma das

frequéncias relativas de todos os dados com valor menowualidg. Representa-se péy.

A frequéncia relativa acumulada obtém-se adicionandoeagiéncias relativas desde o

primeiro até ao ultimo valor considerado da variavel, isto €

[
R=7Y (25)
=1
ou utilizando as frequéncias absolutas acumuladas
N.
R=— (2.6)
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ondeF, = 1.

Uma das formas de organizarmos os dados estatisticos ésattaconstrucéo de tabelas
de frequéncias, pois trazem-nos fortes vantagens nadeibs dados. Agora que ja definimos
os diferentes tipos de frequéncia, apresentamos na TaBelana tabela de frequéncias geral.
Na primeira coluna sao apresentados os diferentes valomgdalidades, da variavel estatis-
tica, presentes na amostra e nas colunas seguintes agpoodestes frequéncias absolutas,
relativas e acumuladas. Na ultima linha da tabela é apadeat soma da respetiva coluna,

sempre que tal tenha significado.

Variavel | Frequéncia Frequéncia Frequéncia Frequéncia
absoluta absoluta relativa relativa
X n; acumuladay; fi acumuladds
X& Ny Nl =N fl Fl = f]_
X ny Ny =ng+np fa =1+
X n, Ni=ni+--+n; F = fi fi 4.+ fi
Total n 1

Tabela 2.2: Tabela de frequéncias

E comum designar a tabela de frequéncias de acordo com agfieigs que a compdem.
Por exemplo, uma tabela de frequéncias absolutas simplesegypa apenas estas frequéncias

para cada um dos valores ou modalidades.

2.3.1 Tabela de frequéncias de uma variavel qualitativa

Quando a variavel em estudo é qualitativa os dados estatisipresentam-se na forma de
modalidades. Como tal, deve proceder-se a contagem dasrmdédemodalidades e organizar
os dados numa tabela de frequéncias absolutas e relatiyalesi Vamos ilustrar esta situacéo
com as cores preferidas dos alunos, dadas na Tabela 2.hteresepagina 13. Os dados

apresentam 5 modalidades diferentes=(5) e encontram-se organizados na Tabela 2.3.
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Cor Frequéncia Frequéncia
preferida | absoluta relativa
dos alunos N fi
branco 4:25=0,16 (16%

amarelo 4:25=0,16 (16%

4
4

cor-de-rosa 7 7:25=0,28 (28%
7
3

azul 7:25=0,28 (28%
3:25=0,12 (12%
Total 25 1

Tabela 2.3: Tabela de frequéncias da variavel cor prefeiadalunos

verde

Refira-se que, caso estivéssemos perante uma variavehtjvalirdinal, por exemplo,
habilita¢des literarias, faria sentido o célculo das féeguas acumuladas, uma vez que neste
caso a ordem das modalidades tem significado.

2.3.2 Tabela de frequéncias de uma variavel quantitativa discreta

Tratando-se de uma variavel quantitativa discreta deveeger-se a contagem dos diferentes
valores e a organizacao dos dados numa tabela de frequébsizstas ou relativas, simples
ou acumuladas. Neste tipo de variavel os dados estatiaficesentam-se na forma de valores

sendo, sempre possivel, a sua ordenacao.

Para ilustrar esta situacdo consideremos agora as idag&bddunos. Verificamos que
existem quatro valores diferentes da variavel (13, 14, 16)eldgop = 4. Os dados podem

organizar-se numa tabela de frequéncias conforme a apmdastomo Tabela 2.4.

Funcgao cumulativa para dados discretos

Associada a cada uma das frequéncias acumuladas podenmisadaficdo cumulativa. No
caso das frequéncias absolutas, associa a cada vatar démero total de dados observados

com valor menor ou igual ® isto é,

N(x) = Z n;. (2.7)
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Idade | Frequéncia Frequéncia Frequéncia Frequéncia
dos absoluta absoluta relativa relativa
alunos N acumuladay; fi acumuladds
13 6 6 6:25 = 0,24 (24%)| 0,24 (24%)
14 13 19 13:25=0,52 (52%) 0,76 (76%)
15 5 24 5:25=0,2 (20%) | 0,96 (96%)
16 25 1:25=0,04 (4%) | 1 (100%)
Total 25 1

Tabela 2.4: Tabela de frequéncias da variavel idade dosslun

No caso das frequéncias relativas, faz corresponder a edmfadex a frequéncia relativa do

total de dados observados com valor menor ou igxalsto €,

F(x) = Z fi.

{=x

(2.8)

Como exemplo vamos definir, analiticamente, as funcdes @iivag das frequéncias abso-

lutas e das frequéncias relativas para a variavel idadelalossa

19
24
25

.

0

0,24
0,76
0,96

1

\

sex < 13

sel3x< 14
se 1K x< 15,
se 1< x< 16

sex > 16

sex < 13

selX x< 14
se 14 x < 15
se 15X x< 16

sex> 16

A representacdao grafica da funcdo (2.9) pode ver-se na seeLdpagina 24).

(2.9)

(2.10)
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2.3.3 Tabela de frequéncias de uma variavel quantitativa continua

Quando a variavel em estudo é quantitativa conffuas dados estatisticos podem tomar
qualquer valor de um certo intervalo, surgindo poucas igjes. Por este motivo, nao faz
sentido atribuir uma frequéncia a cada valor diferente di@awel, pois a tabela assim obtida
nao permitiria obter conclusdes importantes pelo factcddeconduzir a regularidades, como
ilustra o exemplo apresentado na Tabela 2.5. Neste exempdideramos a altura dos alunos

e tratamos a variavel altura como quantitativa discreta.

Altura dos alunos Frequéncia absoluta

146 1
149
150
152
153
154
155
156
157
158
159
160
162
163
164
165
166
169 1
Tabela 2.5: Tabela de frequéncias da altura dos alunos (noraovariavel discreta)

RPIN(R[IN|RP|INRP[RPORINIRIN|RPR|R|R

Uma vez que as regularidades sédo impercetiveis nesta,tabet@s agrupar os dados,

) Este procedimento também deve ser aplicado em variaveigitizas discretas que assumam muitos
valores distintos

18 Estatistica no Ensino Basico e Secundario



Conceitos de Estatistica

relativos as alturas, em classes procedendo do seguint& mod

e calcular a diferenca entre a altura maxima e a altura mirammgpljtude da amostra);

e determinar o niumero de clasdea construir, utilizando a regra de Sturges, (oké@eo
menor nimero inteiro tal qu&2> n);

e determinar a amplitude de cada classe que sera aproximat&a(per excesso) o0 quo-

ciente que se obtém dividindo a amplitude da amostra pel@rade classes.

Vamos assim obter os intervalos, habitualmente denom#palointervalos de classe,

lo, Ia[, [lx, I2[, -+ (k-2 lk-1[s [k-1, I,

ondelg < Iy <ly < -+ <1 < lk. Osintervalos séo disjuntos dois a dois e a sua unido contém
todos os valores. Notemos glge menor ou igual que o valor minimo observadp &@maior
ou igual que o valor maximo observado (de forma a garantiroguéervalo|lo, ¢] contenha

todas as observacoes).

Tendo em conta 0s passos anteriores, relativamente a @dtsi2b alunos, verifica-se que
a altura méaxima é 169, a altura minima é 146 e a amplitude é 188= 23. Como 2 > 25
(e 2 < 25), iremos considerdr=5 classes. Dado qu@ = 4,6, vamos construir 5 classes
todas de amplitude 5. Assim obtém-se a tabela de frequémiasentada na Tabela 2.6.

Altura | Frequéncia Frequéncia Frequéncia Frequéncia
dos absoluta absoluta relativa relativa
alunos n; acumulada; fi acumuladds
[145,150] 2 2 2:25=0,08 (8%)| 0,08 (8%)
[150,155] 5 7 5:25=0,20 (20%) 0,28 (28%)
[155,160] 8 15 8:25=0,32 (32%) 0,60 (60%)
[160,165] 6 21 6:25 = 0,24 (24%) 0,84 (84%)

[165,170] 4 25 4:25=0,16 (16%) 1 (100%)

Tabela 2.6: Tabela de frequéncias da variavel altura

Pode aplicar-se este processo (regra de Sturges) de madizad€empre que a variavel
seja quantitativa continua. Saliente-se, contudo, quesrr@étodo Unico e que nem sempre
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conduz a resultados aceitaveis. A titulo de exemplo, usasttométodo, se analisarmos o
rendimento de 100 individuos e um deles tiver um rendimentitonsuperior aos restantes
podemos obter 7 classes de igual amplitude, onde na pries#a 99 individuos e na ultima

apenas um, como se ilustra no exemplo 2.5.

Exemplo 2.5. De um grupo de 100 trabalhadores de um empresa, 99 auferss@&bteuros
(rendimento minimo) e 1100 euros e um individuo aufere 5@00se(rendimento maximo).
Tendo em conta 0s passos descritos previamente, a amitgdal a 5000- 475= 4525 e o
namero de classes a considerar é igual la=% {) uma vez que 2> 100 (e 2 < 100). Dado
que%25 ~ 646,4, segundo a regra de Sturges vamos construir 7 classesdedasplitude
647, de onde se obtém a tabela de frequéncia apresentadalabeda 2.7. Naturalmente,

num caso como este é pertinente o uso de classes com difeaempéitudes.

Rendimento Frequéncia
em absoluta
euros n;
[475,1122] 99
[1122,1769]
[1769,2416]
[2416,3063[
[3063,3710][
[3710,4357[
[4357,5004]
Total 100

Tabela 2.7: Rendimentos agrupados em classes de igual aaeplit

R OO lO|O|O

2.4 RepresentacOes Graficas

Para além de se poder organizar os dados estatisticos dastdbdrequéncias, outra forma
de os apresentar é recorrer a varios tipos de represenggiiesss, tais como pictogramas,
graficos de pontos, diagramas de barras, gréaficos circuldismramas de caule e folhas e

histogramas.
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Um grafico é um instrumento de sintese apelativo e que nos dédaia geral da questao
abordada, sem no entanto deixar de destacar alguns asaggtoslares. Quando pretendemos
representar conjuntos de dados graficamente deveremamsaleo grafico mais adequado
a cada situacdo. Por outro lado, deve ter-se em conta queranagfao que nele existe é

suficiente para que qualquer pessoa o compreenda.

2.4.1 Pictograma

O pictograma € um tipo de representacéo grafica muito sugeptis na sua construcao séao
utilizadas figuras representativas da informacéo. Apesaed)oder usar o mesmo simbolo,
variando a area ou volume de forma a que sejam proporciofr@gw@éncia absoluta, torna-se
mais simples usar uma figura que se repete sempre da mesmaanaxefiguras devem
estar igualmente espacadas e devem apresentar-se emadinbakinas. Apesar de nos dar
uma ideia geral da situacdo uma das desvantagens €, por né@aeser possivel uma leitura
rigorosa das frequéncias absolutas de cada valor ou madalidJm pictograma tem de in-
cluir o significado do simbolo que pode ser a unidade ou nage igualizar-se um exemplo
de pictograma na Figura 2.1, respeitante aos habitos dedelbs alunos (cujos dados estédo

apresentados na Tabela 2.1, na pagina 13).

(OGN

Lé todos os dias Lé todas as semanas SO Ié nas férias Nio costuma ler

Figura 2.1: Pictograma dos habitos de leitura dos alunos

2.4.2 Gréfico de pontos

Um gréfico de pontos é uma representacao grafica muito siraglas pode utilizar-se para
variaveis qualitativas ou para variaveis quantitativaaraR sua elaboracdo comeca-se por

desenhar um eixo horizontal onde se marcam os valores odidamtts que a variavel assume
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em cada conjunto de dados. Por cima de cada valor ou modaldata-se um ponto sempre

gue um elemento da amostra for igual a esse valor ou a essdigadéa

Na Figura 2.2 utilizamos a idade dos alunos para ilustrar téficg de pontos.

16

L 4

~1 0000000000000

-
w
-
()]

idade
Figura 2.2: Gréfico de pontos das idades dos alunos

2.4.3 Gréafico de barras

Um grafico de barras é um grafico muito comum para represafvamacao, pelo facto de ser
facil de elaborar e interpretar. Pode ser usado quando @&eag qualitativa ou quantitativa
discreta. Serve para representar um conjunto de dados ac@aparar conjuntos de dados
relativamente a uma variavel. Tal como no grafico de pont®ixo horizontal indicam-se
as modalidades ou os valores da variavel. Para além desté emcessario um eixo vertical
onde se marcam as frequéncias absolutas ou relativas. Méibaeer quebra de escala no eixo
vertical pois os gréficos tornam-se enganadores, mostgpatentemente grandes variacdes
quando na verdade ndo existem (ou ao contrario). As barresrdeer a mesma largura,
devem estar igualmente espacadas e a sua altura deve sercpogl as frequéncias. Na

maioria das vezes a altura de cada barra coincide com a freiqué

Na Figura 2.3 utilizamos a idade dos alunos para ilustrar tétficg de barras.

2.4.4 Gréafico circular

Um grafico circular € constituido por um circulo no qual serdefi setores de area direta-

mente proporcional a frequéncia que representam. Cada usetinres corresponde a uma
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1

1 12 13 14 15 16 17
idade

Figura 2.3: Gréfico de barras das idades dos alunos

modalidade ou a um valor da varidvel. Desta forma, deve deradb quando a variavel
apresenta um nimero reduzido de valores ou modalidadegeesque essas frequéncias nédo
sejam proximas de 0.

Alguns programas constroem estes graficos a partir da tdbdi@quéncias, no entanto
se utizarmos @GeoGebraou se 0s construirmos usando papel e lapis, é necessanmmdete
nar a amplitude de cada setor. Para isso é habitual usar graametica que consiste em
multiplicar a frequéncia relativa por 36Qgraus). Outra alternativa € utilizar “regras de trés
simples” considerando que o todo (total de elementos dateap@srresponde a 360Para
facilitar a leitura e interpretacédo dos graficos devemadsliiinas percentagens corresponden-
tes a cada setor (como se mostra na Figura 2.4) e sempre (gssaec uma legenda. Este
grafico mostra-nos as cores preferidas dos alunos, cujos dadencontram na Tabela 2.1.

Figura 2.4: Gréfico circular das cores preferidas de 25 aluno

Estatistica no Ensino Béasico e Secundario 23



Conceitos de Estatistica

2.4.5 Histograma e poligono de frequéncias

O histograma é uma representacédo grafica que se utiliza gqaavatiavel em estudo é con-
tinua. E composto por uma sucessao de retangulos adjageeté&m por base um intervalo
de classe e area igual & frequéfiabsoluta ou relativa). Desta forma a area total do histo-
grama én (dimensao da amostra) ou 1 (soma das frequéncias relatNagrimeira situacao,
para determinar a altura de cada retangulo, deve u#%lr-lsa segunda situacao, deve usar-se

%‘I ondeh; representa a amplitude da clagsssto é,hj =I; —l;_1,i=1,--- ,k.

E de referir que nos casos em que os intervalos de classe t@ésnaenamplitude é habitual
considerar as alturas dos retangulos iguais (ou propaispas frequéncias absolutas ou

relativas, como por exemplo, no grafico presente na Figbra 2.

10

140 145 150 155 160 165 170

altura (cm)

Figura 2.5: Histograma da altura (em cm) de 25 alunos

O poligono de frequéncias € um grafico de linhas associadistagiama e que se obtém
unindo os pontos médios da base superior de cada retangaila.g®e o poligono comece
e termine no eixo horizontal, imagina-se uma classe a edguwkx primeira (com a mesma
amplitude da primeira) e outra a direita da ultima (com a neeamplitude da ultima), ambas
com frequéncia igual a zero, como se ilustra no grafico ptesenFigura 2.6. Notemos que,

deste modo, a area do histograma sera igual a area entregyorpmé o eixdOx.

2.4.6 Representacao grafica da funcdo cumulativa

Tratando-se de dados discretos, o gréafico da funcdo cumaylgtier das frequéncias relativas
acumuladas quer das frequéncias absolutas acumuladasse&aa €A titulo de exemplo, na

() Nao é obrigatério ser igual, pode ser proporcional. Conesles sdo os casos mais utilizados.
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Figura 2.6: Poligono de frequéncias referente a altura ldosa

Figura 2.7 apresentamos o grafico da funcdo cumulativa qiees@ pagina 17, referente a
idade dos alunos.

284
244 0—8

204

o—9O

T T T T T
12 13 14 15 16 7 18

idade
Figura 2.7: Funcdo cumulativa relativa a idade dos alunos

No caso da variavel ser continua a representacdo graficangadfiicumulativa é uma
linha poligonal que pode ser obtida a partir do histogramaetpiéncias acumuladas. Con-
siderando as alturas dos 25 alunos, vamos representar&@faagulativa a partir do histo-
grama de frequéncias relativas acumuladas. Assim, conenpaslver na Figura 2.8, antes da
frequéncia da ®.classe, a frequéncia acumulada é nula, pelo que se tracagomeis® sobre
0 eixoOx até ao limite inferior da3classe (ficando sobreposto ao eBx). A partir daqui, e
admitindo que as observacoes se distribuem uniformemantada uma das classes, unimos
os pontos de coordenaddsF),i = 0,1,2,3,4,5, ondel; € o limite inferior da classg, l; 1]
eF afrequéncia relativa acumulada da classe anteriorfgea0. Quando chegamos a dltima

classe temos a garantia que a frequéncia acumulada caordesye ao seu limite superior é
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igual a 1, razéo pela qual se desenha um segmento de retelpa@kixoOx, a partir desse

ponto.

0.84

0.60

0.5 1

0.28

0.08
==

T T T T
140 145 150 155 160 165 170 175 180 185 190

altura (cm)

Figura 2.8: Funcdo cumulativa relativa a altura dos alunos

2.4.7 Diagrama de caule e folhas

O diagrama de caule e folhas é uma forma de representar os dadécil constru¢do. Pode
situar-se entre a tabela e o gréafico, sendo uma das vantafgsis de todos os dados obser-

vados estarem presentes e ordenados.

Para construir um diagrama de caule e folhas desenha-seénimaaértical e coloca-se do
lado esquerdo o digito ou digitos de maior grandeza e do liaglibodos restantes digitos.

Por exemplo, no caso da altura dos alunos, 146, 149,-15fkegistadas na Tabela 2.1, na
pagina 13, colocamos os digitos das centenas e das dezes@sedda e 0s algarismos das
unidades a direita, ficando o inicio do diagrama com esteé@$ge6 9 (conforme Figura 2.9).
Aos valores colocados a esquerda do trago vertical chameamtes e aos valores colocados a

direita denominamos por folhas.

Notemos que o diagrama de caule e folhas tem uma represegtaf&a semelhante a do
histograma, se fizermos uma rotacéo dg 80 sentido contrario ao dos ponteiros do relogio.
Deste modo, corresponderia a um histograma com trés classpetivament¢l140 150,
[150,160 e[160,170. Uma das vantagens do histograma relativamente ao diagiewcsaule
e folhas é o facto de haver menos restricbes na construc&tadass do que na construcao dos

caules, no entanto ao construir as classes para a elabd@b@bograma perde-se informacao
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existente na amostra.

1416 9
1510 2 3 3 455 6 77
16/0 0 2 3 3 455 6 9

‘Chave de Leitura : 3|1 significa 31

7 8 9

Figura 2.9: Diagrama de caule e folhas relativo a altura tlosa

2.5 Medidas de tendéncia central

Nas duas seccdes anteriores dedicAmo-nos a construcduetiestde frequéncias e a repre-
sentacao grafica dos dados. As tabelas de frequéncias@@rorgjanizar e facilitam a leitura

dos dados. Os gréficos, apesar de geralmente conterem mérosacao que as tabelas de
frequéncias, sao de facil leitura e tém um peso significatavanalise descritiva dos dados,

nao esquecendo gque “uma imagem vale mais do que mil palavras”

A partir daqui e até ao final deste capitulo, vamos estudaranjucto de medidas des-
critivas que permitem sumariar alguns dos aspetos maisriemges do conjunto de dados.
Nesta seccdo, em particular, vamos estudar as medidasd#abén central: moda, média e

mediana.

2.5.1 Moda

A moda é uma medida com especial interesse para resumir 0s dadcaso da variavel
ser qualitativa. Nesta situacdo nem a média nem a mediararpedr calculadas ou séo

desprovidas de significado.

Definicdo 2.9.A moda, representada por Mo, é o valor ou modalidade que surge caon ma

frequéncia na amostra.

Se considerarmos o conjunto de dados constituido pelag@$ peferidas dos alunos ve-
rificamos que ha duas modalidades com a frequéncia absadigeetaevada (consultar Tabela

2.3 da pagina 16). Neste caso dizemos que ha duas moda-oosade azul, e a distribuicao
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€ bimodal. Se tivesse trés modas seria trimodal. No casordedie do que trés modas é
multimodal. Quando nenhum valor ou modalidade aparece caiorrfrequéncia do que 0s

restantes diz-se que ndo ha moda.

Quando a variavel é quantitativa continua e ndo se conhesdados reais podemos iden-
tificar a classe modal (classe com maior frequéncia por deida amplitude). Por exemplo,
relativamente a altura dos alunos, representada na Taleetlapagina 19 a classe modal é
[155 160, porque corresponde a classe com maior frequéncia abgalutemidade de ampli-
tude. Notemos que, quando as classes tém igual amplitusiaréadentificar a classe com
maior frequéncia. Caso contrario devemos utilizar a clasmemaior%:, conforme ilustra o

exemplo 2.6.

Exemplo 2.6. Perguntou-se a 40 individuos o nimero de dias que faltaramakbalho, por
doenca, no ano anterior. Os dados encontram-se organigad@bela 2.8. Como podemos
verificar as classes nédo tém todas a mesma amplitude. Nestenthcar a classe modal
implica encontrar a classe em que o quociente entre a freguénsoluta e a respetiva ampli-
tude, € maior. Por observacéo da tabela concluimos quesz ctaxdal € a classe [4,8[ (e nédo

a classe [8,16[ que corresponde a de maior frequéncia).

N.° de faltas por doengaFrequéncia absoluta %:
4
[0.4] 4 1=1
[4,8] 10 =25
12
[8,16[ 12 5 =15
[16,24] 9 2=1,125
[24,30] 5 2=0,8(3)
total 40

Tabela 2.8: Numero de faltas por doenca

2.5.2 Média

De entre as medidas de localizacéo estudadas, a fAédamais usada.

) Geralmente quando falamos em média estamos a referir-néslia aritmética, como a definimos neste
trabalho. No entanto ha outros tipos de médias, como por reanmédia geométrica, a média harmonica
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Definicdo 2.10.A média, representada pat obtém-se dividindo a soma de todos os valores

de uma variavel pelo nimero total de observacdes,

Xp+Xo4--+%, 11
_XatXed ”:_in, (2.11)
n n.Z&

ondexy, X2, - - - , X, SA0 0N valores da variavel quantitativa.

X

Em muitos casos os dados encontram-se organizados nurfedab®, por exemplo, ha
Tabela 2.4 na pagina 17. Nestes casos, para calcular a nifidaamos a frequéncia absoluta
de cada valor distinto da variavel, do seguinte modo:

XiM + X2+ +XpNp

< 12
X= n ﬁi;‘)(i,ni, (212)

ondep representa o numero de valores diferentes da variavel.

Aplicando este raciocinio a idade dos alunos (Tabela 2.4gma 17) temos:

13x6+14x13+15x5+16x1 351

X= 25 25

= 14,04 anos (2.13)

Por vezes, quando a varidvel em estudo é continua, ndo @nbsos seus valores reais.
Nestes casos partimos dos dados agrupados em classeswaters um valor aproximado
da média. Para ilustrar esta situacdo, vamos supor que dgreskg) dos 25 alunos estéao
organizados em 5 classes, conforme Tabela 2.9. Determinangarca da classe, isto €, o

ponto médio de cada classe,

i+l
':—7|:77”'7 .
X '1;' 125 (2.14)

e considera-se, para cada classe, que o peso de cada alunb&ritarca da classé Depois

ou a média (aritmética) aparada. A média geométrica € ma@da) por exemplo, em economia no célculo de
taxas de variagé@o ou de crescimento (se colocarmos no bamooomtante com uma taxa de juro igual a 2%
no primeiro ano e 3% no segundo ano, a taxa média de cresomaatsera exactamente igual a 2,5%). A
média harménica utiliza-se quando estamos perante gramdazrsamente proporcionais, como é o caso da
velocidade e do tempo (hotemos que se fizermos um trajetovéaas, uma a 80 km/h e outra a 120 km/h, a
velocidade média ndo sera 100 km/h). Quando temos algumgsahuito distantes da méd@ufliers) € comum
retirar asa% de observagdes menores eés de observacdes maiores, determinando-se a média acandés
restante$100— 20 )% de observagdes. A esta média denomina-se por média apar&asendo uma medida
mais robusta que a média aritmética quando estamos perartenjunto de dados cooutliers

®) Se considerarmos que as observacdes estio igualmentadespdentro de cada classe (uniformemente
distribuidas) o resultado sera exatamente o mesmo, coatigitia sera mais dificil de transmitir aos nossos

alunos.
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procede-se como no caso anterior e obtemos, desta formaalemaproximado do peso

médio dos alunos dado por:

_ 1452
X= 5o =5808kg (2.15)

><

Peso Frequéncia Marca

dos absoluta | da classs X i
alunos (kg) nj X
40,48 44 | 44x5=220

5

[48,56] 5 52 52x5=260
[56,64] 9 60 60x 9 =540
64,72 3 68 68x 3=204
(72,80 3 76 76x 3=228
Total 25 1452

Tabela 2.9: Tabela de frequéncias do peso dos alunos

A média goza de algumas propriedades importantes. De segpig@sentaremos duas
delas.

Com este proposito, consideremos que a idade dos 25 alunoegfsiada no dia 1 de
setembro de 2010. Por (2.13) sabemos que, nesta data, anidalile dos alunos é igual a
14,04 anos. Qual sera a média das idades destes alunos ndedsetembro de 20117

Facilmente respondemos que, como passou um ano completegda aluno, a média

aumenta uma unidade, passando de 14,04 para 15,04 anos.

Para generalizar este resultado, seyamy, - - - , X, 0sn valores da variavel quantitativa

com médiax.

Propiedade 2.1.Se a cada valor da variavehdicionarmos uma constantes 0 obteremos

uma nova variavel, que representamosyyauja meédia é:

Y=X+C. (2.16)

De facto,

n n
i Zx,+c Zx, Zc:wrc.
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Parailustrar a segunda propriedade da média, suponhamtsdps os alunos comecaram
a frequentar o ginasio que se situa junto a escola no dia 1tderoude 2010. Suponhamos
ainda que ao fim de um més cada aluno tinha perdido 2% do seu@gaabé o peso médio
dos alunos da turma no dia 1 de novembro do mesmo ano? A rasposkg, sera dada por

58,08— 0,02 x 58,08 = 0,98 x 58,08~ 56,92 kg

Cada peso registado no dia 1 de novembro corresponde a 98%jkiive peso anterior.
Entdo a média obtida sera 98% da média anterior. De um modd gemos a seguinte

propriedade.

Propiedade 2.2.Se multiplicarmos cada valor da variawgbor uma constante obteremos
uma nova variavel cuja média é:
W=CXxX (2.17)

Efetivamente,
n n l n

1 1
W=-Swi==-Scx=c-5% x =cx
ni; ni; ni;

2.5.3 Mediana

Para determinar a mediana devemos previamente ordenasasatbes. Neste sentido sejam
X(1):X(2)s """ »X(n) &S Observagdes, Xz, - - , X, ordenadas. Desta formg, representa a menor
observacaa ;) a segunda menor observacao, X ai-ésima menor observacao; e Xy,

sera a observacdo maxima, isto é,
X1 < X2) < 0 <Xy (2.18)

Definicdo 2.11.A mediana representada por Me, é um valor que divide ao meio 0 conjunto
das observacdes, isto €, 50% dos valores séo inferioresiais i@ mediana e 50% dos valores

Sao superiores ou iguais a mediana.

Existe uma regra pratica para calcular a mediana. Depoigd@@ar os valores por ordem

crescente consideram-se 0s seguintes dois casos.

1. Sen é impar a mediana é o valor que ocupa a posi¢ao central. Entda amostra de
dimensam, teremos
Me = X(M) (2.19)
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2. Sen é par a mediana € a média dos dois valores que ocupam a posigéa.cEntéo,

numa amostra de dimensagteremos
X9 X3+
-

NIS

Me = (2.20)

Notemos que, neste Ultimo caso, a mediana pode nédo coincidinenhuma das observacdes

da amostra.

Exemplo 2.7. Consideremos os dados registados na Tabela 2.1 relativad&dds 25 alunos

e ordenemo-los por ordem crescente,
1313,13 131313 14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,15 15,15 15,15, 16.
Como o numero de observacdes é impat, 25, a mediana é dada por

Me= X(l3) =14 (221)

No caso de dados ndo agrupados, através da tabela de friegugodemos determinar
facilmente o valor que ocupa a posicdo central (ou os doweslque ocupam as posicoes
centrais) recorrendo as frequéncias acumuladas (absauteelativas). Caso haja uma mo-
dalidadex ondeF = 0,5 (ouN; = g), entdoMe = % (xi’+xi’+1). Caso contrario, a mediana

corresponderéa a primeira modalidadéal queF; > 0,5 (ouN; > 3).

Por outro lado, quando os dados estdo agrupados em clasdes)gs encontrar a classe
mediana de modo idéntico. Assim, a classe mediing (i[) seré aquela que corresponde a
primeira classe com frequéncia relativa acumulada supeuiagual a 50% g > 0.5) ou, o
gue é equivalente, a primeira classe com frequéncia absatwtmulada superior ou igual a
2 (Ni > 3). Por exemplo, relativamente a altura dos 25 alunos, apied® na Tabela 2.6, na
pagina 19, a classe mediang 65 160, pois esta classe acumula 60% dos valores e a anterior
acumula apenas 28%. No entanto, como neste caso se conloelo=nos valores da variavel,

deve calcular-se o valor da mediana, em vez da classe mediana

2.5.4 Comparacédo das medidas de tendéncia central

As medidas estatisticas média, moda e mediana sdo desigpadanedidas de tendéncia
central, pois sao trés formas distintas de representartmaos dados. A utilizacdo de cada

uma destas medidas apresenta vantagens e desvantagetac@mas outras medidas.
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A moda pode ser determinada quer a variavel seja qualitativa qjermsiantitativa. No
entanto, um conjunto de dados pode ndo ter moda. Além dstsoedida ndo é influenciada
pelos valores extremos. Para ilustrar a relevancia desteddmeodemos referir, a titulo de
exemplo, a importancia que pode ter para uma empresa dodgeimalcado saber qual o
tamanho do sapato mais vendido, ou para uma empresa deitegtisdber o sabor dos iogurtes

preferido dos clientes.

A média € uma medida estatistica muito utilizada e no seu calcuéiéin todos os
dados. Se por um lado ndo ha perda de informacéo, por outalzlquer alteracdo num
dos valores produz um valor diferente no resultado da médiaédia pode ser “enganadora”
pois é influenciada pelos valores extremos (homeadamemtdsseem valores muito baixos
ou muito altos), podendo em alguns casos “deixar de sersepagiva” (isto €, exigir um
cuidado particular na sua interpretacdo). Notemos quegeypamplo, duas turmas com a
mesma meédia na classificacdo da disciplina de Matematie@nptel comportamentos muito
distintos. Neste caso, a determinacdo das medidas desdispgue medem a variabilidade
dos dados, podem ser fulcrais para uma melhor interpretiggidados. Salientemos ainda
que a média apenas se pode calcular quando a variavel étgtizentipodendo em alguns
casos, 0 seu valor ndo coincidir com nenhum dos possiveigegatia variavel (por exemplo,
0 numero médio de elementos de um agregado familiar em detstencidade de Portugal é
2,3, contudo néo é possivel haver um agregado familiar ibwickt por 2,3 individuos!).

A medianadivide as observa¢des em dois grupos com igual nimero dddnds, mas
0 seu valor nem sempre coincide com um dos dados. Uma vez quevaler depende do
namero de observacdes e ndo de todos os valores, é uma msiditistiea mais robusta do
que a média no sentido em que néo € influenciada pelos valoitsatios nem pelos valores

muito baixos @utliers).

Estes valores muito elevados ou muito pequenos, comparaivte aos restantes, sao
comuns em algumas distribuicdes que designamos por asgseséjpositivas ou negativas).
O tipo de assimetria decorre da comparacao das medidasdémtéa central. Seguidamente

apresentamos trés distribuicdes tipicas, conforme dedloa Figura 2.10.
e distribuicdo simétrica se= Me = Mo.
e distribuicdo assimétrica positiva b < Me < X.

e distribuicdo assimétrica negativaxsg Me < Mo.
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Simetria Assimetria positiva Assimetria negativa
X=Me= Mo Mo< Me<X X< Me< Mo

Figura 2.10: Tipos de assimetria

A titulo de exemplo vamos apresentar os diagramas de bafeasmtes as classificacoes
de Matematica, obtidas no final do primeiro periodo, portwésas do 7. ano. Por obser-
vacao do grafico da Figura 2.11 podemos afirmar que a turmaeseamia uma distribuicdo
simétrica, pois os dados estao igualmente distribuidose#tale a esquerda do centro (valor
das medidas de tendéncia central). De facto, a média, a meodeediana tém o mesmo valor,
X = Me= Mo = 3. Quanto as turmas B e C (ver graficos da Figura 2.12), varifisague
na turma B, a distribuicdo é assimétrica positiva ou enveesadireita, sendo a média igual
a 2,76 e a moda e a mediana iguais a 2, Idgp< Me < X. Na turma C, a distribuicao é
assimétrica negativa ou enviesada a esquerda, sendo a 3#2lia mediana 4 e a moda 5,
logox < Me < Mo.

0 1 2 3 4 5 6 7
nivel a Mat.

Figura 2.11: Distribuicdo simétrica

2.6 Medidas de tendéncia nao central

Para além das medidas de tendéncia central existem outdidam€ue nos informam rela-
tivamente a localizacao dos valores da variavel. Costumaigria-se por quantis e iremos

aqui abordar os quartis e os percentis, apesar dos perodéotisstarem contemplados nos
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Assimetria positiva Assimetria negativa

Turma C

0

0 1 2 3 4 5 6
nivel a Mat nivel a Mat.

Figura 2.12: Distribuic6es assimétricas

programas do ensino basico e secundario (contudo sacdtibzem diversas situacdes do

nosso quotidiano).

2.6.1 Quartis

Os quartis sdo medidas estatisticas extremamente Utessawarizacdo de uma amostra. A
partir deles podemos obter uma representacao grafica ddsigror diagrama de extremos e
quartis (subsecgéo 2.6.2) e calcular uma medida de disp@sécao 2.15).

Definicdo 2.12.0squartis sdo os valores que dividem o conjunto das observacdes sd#poi
ordenado, em quatro partes iguais, cada uma contendo 256bskavactes. Os quartis sdo

3 e representam-se pQx, Q2 e Qs, sendaQ, = Me. Assim:

e Q1 — 0 12 quartil é o valor que verifica a seguinte propriedade: 25%otlasrvactes
sao menores ou iguaiga e 75% sao superiores ou iguai®g conforme ilustrado na

Figura 2.13 (ondé&min € Xmax representam o minimo e o maximo da amostra).
e Q, — 022 quartil é igual a mediana.

e Q3 — 0 32 quartil é o valor que verifica a seguinte propriedade: 75%otlasrvacbes

sao menores ou iguaig e 25% sao superiores ou iguaifga

Para determinar o0 4e o 3% quartis de um conjunto ordenado de observacdes comeca-se

por determinar a median&,, dividindo esse conjunto em duas partes iguais. Qydartil
serd a mediana das observacdes que se encontram a esqu€ga de3° quartil sera a

mediana das observacdes que se encontram a direa de
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Xmin Xmax

Figura 2.13: Esquema relativo aos extremos e quartis de istméodicao

Para exemplificar, consideremos as idades dos 25 alunahela 2.1 presente na pagina
13. Ja vimos qudle = X(13 = 14.

13,13,13,13,13,13,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,15,15,15,15,15,16

O 1° quartil € a mediana dos 12 primeiros valores, isto &,

Xe) X7 13+14
2 2

Q= =135. (2.22)

O 32 guartil € a mediana dos 12 ultimos valores, isto €,

_ Xa9) +X20) B 14+ 15

= = 145. 2.23
Q3 2 2 s ( )

Por outro lado, quando a variavel é continua podemos detarras classes as quais per-
tencem o P. e 3° guartis, recorrendo a frequéncia relativa acumulada, cornoedemos
com a mediana. Assim, a classe que contén? gdartil sera aquela que corresponde a pri-
meira classe com frequéncia relativa acumulada superiagual a 25% F > 0,25) ou, o
que é equivalente, a primeira classe com frequéncia absatuimulada superior ou igual a
7 (N > 7). Analogamente, a classe que contém®bdBiartil sera aquela com frequéncia re-
lativa acumulada superior ou igual a 75Bp % 0,75) ou com frequéncia absoluta acumulada

superior ou igual gn (Ni > 2n).

Voltando de novo ao exemplo relativo as alturas dos 25 alapossentadas na Tabela
2.6, da pagina 19, ja vimos que a classe mediana é [155,166[epta classe acumula 60%
dos valores e a anterior acumula apenas 28%. Conclui-sdmgnie, que a classe a qual
pertence o 2.quartil é [150,155][, pois esta classe acumula 28% dos \&lera anterior
acumula apenas 8%. Do mesmo modo, a classe a qual perterfoguagil é [160,165[ pois

esta classe acumula 88% dos valores e a anterior acumulasap@db.
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2.6.2 Diagrama de extremos e quartis

Um diagrama de extremos e quartis € uma representacao graégmdemos utilizar quando
pretendemos representar esquematicamente um conjuntaddse duméricos. A sua cons-
trucao depende de 5 valores: valor minimo, valor maxinfbgdartil, 2° quartil e 3° quar-
til. Comeca-se por tracar um eixo graduado, onde se assiraddnvalores. De seguida,
acima desse eixo, traga-se um segmento horizontal desd@raardté ao P.quartil. Depois
desenha-se um retangulo desde%quartil até ao 3. quartil, divido pela mediana. Por fim,
faz-se novamente um segmento horizontal destguartil até ao valor maximo. No inicio
e no fim do diagrama desenha-se, ainda, um pequeno segmeitalv®este modo, ficam

definidas quatro zonas (contendo cada uma 25% dos dadod), desms delas centrais.

Este diagrama fornece informacdes sobre a forma como os detfiatisticos se distri-
buem, nomeadamente sobre a concentracao/dispersdo. oQuaist estreita for uma zona,
maior concentracao de dados existe nessa zona. Os diagiaeasemos e quartis podem
surgir na posi¢cao horizontal ou vertical. Na Figura 2.14dsrma diagrama de extremos e

quartis das idades dos alunos.

13 14 15 16

Figura 2.14: Diagrama de extremos e quartis relativo a idade25 alunos

2.6.3 Percentis

Como ja foi referido, os percentis estao fora do ambito dogrparoas do ensino basico e se-
cundario, no entanto optamos por fazer uma pequena abondaagje facto destas medidas se

utilizarem na vida real, nomeadamente, para informar smllesenvolvimento das criancgas.

Definicdo 2.13.0spercentissao os valores que dividem o conjunto das observacdes sdepoi
de ordenado, em cem partes iguais, cada uma contendo 1% skxsagdes. Os percentis
sao 99 e representam-se par P, ..., Pgg, sendoPos = Q1, Psp = Me e Py = Q3. Deste
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modo,P, = k significa quen% das observagfes séo inferiores ou igu&ie 8100— a )% das
observacdes séo iguais ou superioré&s a

Assim, por exemplo, se para um conjunto de dados tivermos:

e Pig = 34, significa que 16% das observacdes séo inferiores ousiguad e 84% séo
iguais ou superiores a 34.

e Py, =55, significa que 72% das observacdes séo inferiores owsiguah e 28% séo
iguais ou superiores a 55.

Exemplo 2.8 Consideremos que numa consulta o pediatra, ap0s pesar e anexitnca,
afirma que esta esta no percentil 80 no peso e no percentil 2Blagdio a altura (algumas
das medidas patentes na Caderneta de Saude da Crianca séoeofigdp peso, da altura
e do perimetro cefalico por idade). Qual o significado destses referidos pelo pediatra?
Significam que, relativamente as criancas da mesma idad¢e®x80% de criagcas com um
peso menor ou igual e apenas 20% com um peso maior ou igualu&leegrefere a altura,
relativamente as criangcas com a mesma idade, exitem 25%ateas mais baixas e 75% de
criancas mais altas (a forma da evolucao de cada um destempiebem como a discrepancia

entre eles € um dado importante na analise do desenvolardarndriancga).

2.7 Medidas de dispersao

Abordamos até agora varias medidas estatisticas que permdracterizar uma amostra re-
lativamente a sua localizacdo (seja ela central ou ndoatgn@ontudo, quando se pretende
estabelecer comparacdes, deparamo-nos com muitas sisuagbque estas medidas nao se
revelam suficientes. A titulo ilustrativo consideremosa@tas, numa escala de 0 a 20 valores,
obtidas por dois alunos do mesmo ano de escolaridade, emctiez fie avaliacdo de uma
determinada disciplina.

AlunoA—9,9,11,12,8,7,13,11,9,11
AlunoB —5, 15, 4, 4,5,17, 13,17, 6, 14

Os dois alunos apresentam a mesma nota média, dez valosedarohservacéao das suas
notas poderemos dizer que os dois alunos sao muito difereatgue respeita ao aproveita-

mento nessa disciplina, apesar de terem tido 0 mesmo nuredichds com nota positiva.
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Para além deste exemplo podemos considerar muitos owr®E0mo duas cidades com a
mesma temperatura média e a mesma temperatura mediarsgrdgnelo amplitudes térmi-
cas muito distintas ou duas turmas com a mesma média a Matamén que uma delas

apresenta uma percentagem de negativas bastante supmrioa.a

Nestes casos ha entdo necessidade de calcular outras snedidtdsticas, medidas de

dispersao, para conhecer de que forma os dados se encorgtabutios.

2.7.1 Amplitude total

Uma das medidas de dispersdo mais facil de determinar é atwahepiotal. O seu calculo

depende apenas dos dois valores extremos da amostra.

Defini¢do 2.14.A amplitude total ou amplitude é a diferenca entre o valor maximo e o valor

minimo do conjunto das observacdes. Representa-dg¢ paem-se

It = X(n) - X(l)- (2.24)

A amplitude da-nos informacéo sobre a distancia entre agaslextremos. Em duas
turmas com a mesma média, a amplitude sera maior na que @Bareseclassificacées mais
dispersas. No entanto, esta situacao pode resultar apenasadso classificacdo muito baixa
ou muito alta. Pelo facto de a amplitude ser muito sensivekeatremos, é uma medida de
dispersao pouco utilizada. Outra medida de dispersao gqlenpus calcular, ndo sensivel aos

valores extremos, € a amplitude interquartis.

2.7.2 Amplitude interquartis

Recorrendo a definicdo de quartis de uma distribuicéo, posle@i@rminar a amplitude in-
terquartis que é uma medida de dispersdo que envolve no keeilocd 1° e o 3° quartis.

A amplitude interquartis ndo sé é insensivel aos valorgsmxts observados (maximo e mi-
nimo), como também as 25% de observac¢fes de valores maislgads 25% de valores mais
elevados.

Definicdo 2.15. A amplitude interquartis é a diferenca entre o0 B.e o 1° quartis.

Representa-se pby e determina-se atraves de

lo =Q3—Qx. (2.25)
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Esta medida indica-nos a amplitude do intervalo onde sarsitais 50% das observacdes
centrais, mostrando-nos a variabilidade dos dados emérekagnediana. Assim, € possivel
estabelecer comparacgdes entre dois conjuntos de obsesvag@ue diz respeito a disperséo
ou concentracéo dos valores em relacdo a mediana. Quanto foea amplitude interquartis,

maior é a concentracdo dos valores em relacdo a mediana.

2.7.3 Desvio médio absoluto, variancia e desvio padréao

Ja conhecemos uma medida estatistica que mede a varideilifts valores em relacdo a
mediana, no entanto a medida de tendéncia central mazadtlié a média e, por isso, faz
sentido que haja uma medida de disperséao que nos dé a veadbibos valores em relacao
a meédia. Neste ambito parece interessante que facamosutoadds desvios de cada obser-
vacdo em relacdo a média. De seguida bastaria fazer a méditesidos. Procedendo deste
modo, verifica-se, facilmente, que a soma dos desvios € oofdiarme exemplo das idades
dos alunos apresentado na Tabela 2.10), uma vez que

12 12 12 1
- ﬁn)_(zo

ni;(Xi = ﬁi;)q _F‘i;)_(:)_(_

Para ultrapassar esta situacdo definiu-se o desvio médiutysno qual se considera os
valores absolutos dos desvios, impedindo que a soma dowslelévzero e obtendo a média

das distancias entre as observacdes e a média.

Definicdo 2.16.0 desvio médio absolutprepresentado paky,, € a média das distancias entre
as observacoes e a média, isto é,

d ER |x-—>-<y—3 ; X —X| (2.26)
m_ni; I _”i;I ' '

Outra forma de contornar o facto de a soma dos desvios seérakular a média dos
quadrados dos desvios. Surge assim outra medida de disparsariancia, que teve mais

aceitacao.

Definicdo 2.17.A variancia é a médi& dos quadrados dos desvios de cada observacéo da

) Efetivamente ndo é a média(na sua concecao habitual) umgueezdo dividimos pon, mas antes por
n—1. Esta correcao esté ligada a inferéncia estatistica, aaengente a utilizacao da variancia da amostra como
estimador da variancia da populacéo.
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Idade | Frequéncia Valores absolutos Quadrados
dos absoluta Desvios dos desvios | dos desvios
alunos N, ni (X —X) ni|x — x| ni(x —X)?
13 6 6(13—14,04) = —6,24 6,24 6,4896
14 13 13(14—14,04) = —0,52 0,52 0,0208
15 5 5(15—-14,04) = 4,8 4,8 4,608
16 1 16—14,04=1,96 1,96 3,8416
Total 25 0 13,52 14,96

Tabela 2.10: Célculo do desvio médio absoluto

amostra relativamente & média. Representa-s&’por

n p
- nTllizl(Xi R 3 X -%” (2.27)

Pegando na definicdo de variancia e aplicando propriedadesodhatorios podemos obter

uma férmula simplificada para o célculo da variancia, foardé Kéning,

== 1[21)(' —nx] - 1[Zin.>dz—n>—<2] (2.28)

Notemos que apesar desta formula simplificar os calcules,crecurso a computadores ou

a maquina de calcular a sua utilidade tornou-se reduziddgicentexto).

A variancia pode ser utilizada para comparar dois conjuwhtasservacdes. Quanto maior
for a variancia, maior é a dispers&o dos valores relativéereemédi&); quanto menor é a
variancia, maior € a concentracao dos valores relativaareemhédia. Contudo a variancia
apresenta uma desvantagem, uma vez que os quadrados dios gessam a ser de uma
ordem de grandeza superior aos desvios. Por exemplo, nalaadade, passamos de anos
para anos ao quadrado; se noutra situacao a variavel fosstéracth em metros, passariamos
ametros quadrados. Para resolver este problema, permifiredse volte a ordem de grandeza
inicial, definiu-se outra medida de dispersao que result@idaquadrada da variancia e que

se designa por desvio padrao.

(") Nesta observacao consideramos que os dados comparadpexsEssos na mesma unidade de medida
e que tém médias proximas. Em rigor quando se pretende camgpalispersédo de dois conjuntos de dados
deve-se utilizar o coeficiente de dispers&o de Pea@d#; 3, comx # 0.
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Definicdo 2.18.0 desvio padraoé a raiz quadrada da variancia, sendo representadoepor
determinado por

s=V (2.29)

Por exemplo, se considerarmos a amostra dos 25 alunos éeeladiade, temos:

149

1 4
s— 2—42ni(xi—>—< - ~ /06233~ 0,789 (2.30)
i=

O desvio padrao mede a variabilidade dos valores em relat&dlia e a sua interpretacao
€ idéntica a da variancia. Quanto maior for o valor do desairgo, maior é o afastamento
dos valores em relacdo a média. Um dos inconvenientes dodesirdo é ser influenciado

por valores extremos, ou seja, valores muito maiores owormeinores que os restantes.

O desvio padrao goza de algumas propriedades importantesidécemos, sem perda
de generalidade, X2, - - - ,X, 0SN valores de uma variavel quantitativa com médeadesvio

padraocs.

Propiedade 2.3.0 desvio padréo € sempre ndo negativo.

Esta propriedade é consequéncia imediata da definicdo die gesirao.
Propiedade 2.4.Se o desvio padrao € igual a zero significa que néo existebiatéale.
Consequentemente as observactes sao todas iguais.
De facto,
s=0&a¢& = 0<:> 121 =0& X =X, Vi,

isto &, todos os valores observados tém de ser iguais a média.

Propiedade 2.5.Se a cada valor da variaveldicionarmos uma constart@bteremos um
conjunto de dados cujo desvio padras) € s (os valores das observacdes séo alterados, mas

a distancia entre eles nao).

De facto, recorrendo a propriedade 2.1 (pagina 30), a \@&agara o novo conjunto de

dados é determinada através de

n

CH X CX —:
Zl+. + nlzlm

42 Estatistica no Ensino Basico e Secundario




Conceitos de Estatistica

Propiedade 2.6.Se multiplicarmos cada valor da variawebor uma constante obteremos
um conjunto de dados cuja desvio padra&b-£ c|s.

Neste caso, fazendo uso da propriedade 2.2 (pagina 31 -alete

1 1 2
s’2=— X — CX)? —
“12 (e 12

M:

logos = [c|s.

2.8 DistribuicOes bidimensionais

Em varios estudos estatisticos assume, por vezes, maiortémpia o estudo em simultaneo
de duas variaveis da mesma amostra, pretendendo-se estudaie medida elas se relacio-

nam, isto €, de que forma a variagdo de uma influencia a vardecautra.

Exemplo 2.9. Exemplos de situacdes em que se estuda a relacdo entre déaasisa

relacdo entre as notas de Matematica e de Ciéncias Fisicoic@si

relacdo entre as classificacfes da avaliacao interna esaffickecdes da avaliacdo ex-

terna, numa determinada disciplina;

relacdo entre o peso e a altura de um conjunto de adolescentes

relagcéo entre a idade do bebé e o perimetro cefalico;

relacdo entre a idade do pai e a idade da mée de um conjuntiadeas.

Para estudarmos relacdes deste tipo ha necessidade deeraowla amostra de dados

bivariados que pode ser representada na forma
(Xlayl)7 (X2>YZ); T (Xiayi)7 ) (Xn7Yn)a
isto &,(X;,y;) comi =1,2,--- n, onde cada individuo contribui com um par de valores.

Definicdo 2.19. Distribuicdo bidimensionak uma distribuicdo em que os dados séo bivari-

ados.
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2.8.1 Diagrama de dispersao

A representacao gréafica de uma distribui¢céo bidimensidfexkdbastante das representagfes
ja mencionadas anteriormente. Um conjunto de dados bi@giepresenta-se através de uma
nuvem de pontosou diagrama de dispersagonde séo representados 0s porig/; ), num

sistema de eixos coordenados.

Exemplo 2.10 Estudo da relacdo entre as notas obtidas nos testes diagadt Ciéncias
Fisico-Quimicas e de Matematica, da amostra constituilda & alunos do 8.ano. Se re-
presentarmos graficamente os pontos de coordeiiadas, em quex; é a nota de Matematica

ey, é a nota de Fisica-Quimica, obteremos a nuvem de pontosegpaela na Figura 2.15.

nota a
CF.Q.

o 10 20 30 40 50 60 70 80 %0

nota a
Mat.

Figura 2.15: Diagrama de disperséo das notas de Matemate&&ncias Fisico-Quimicas

O diagrama de disperséo é util pois permite visualizar ssteepu ndo relacdo (ou corre-
lacédo) entre as variaveis. Na situacdo apresentada, psdsreervar que quanto melhor for
o resultado no teste diagndstico de Matematica, melhorosezdultado no teste diagndstico

de Ciéncias Fisico-Quimicas.

Definicdo 2.20.0 ponto médio ou centro de gravidadede uma nuvem de pontos é o ponto
de coordenada&,y), em quex ey correspondem as medias aritméticas dos valores das va-

riaveisx ey, respetivamente.

Se os pontos da nuvem se localizarem a volta de uma reta,edagéio diz-se linear. Por

outro lado, a correlagcéo sera positiva quando a maioriaclo®p se situa a volta de uma reta
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de declive positivo (ver Figura 2.16) e sera negativa quandaioria dos pontos se situam
a volta de uma reta de declive negativo. Para medir o grausteiasao linear entre duas
variaveis utiliza-se @oeficiente de correlacdo linear de Pearsgrusualmente designado
apenas pocoeficiente de correlagéo

2.8.2 Coeficiente de correlacao

Consideremos observagdes bivariada&, yi), (X2,¥2),- -+, (Xn, ¥n) relativas ao par de va-

ridveis quantitativag ey.

Definicdo 2.21.0 coeficiente de correlagéo linearrepresentado paky (ou simplesmente
r), € o valor que mede o grau de associac¢ao linear entre duageia e calcula-se do seguinte
modo:

w3 (=R - 5 (6=R) (=)

ey = >y
\/Z \/Z Yi—

ondes, representa o desvio padréo da variaveb, representa o desvio padréo da varigvel

M =

(2.31)

Notemos que no numerador da primeira formula que permitulzal o coeficiente de
correlacéo, apresentada na definicdo anterior, encontuars medida que se designa por
covariancia. A covariancia depende das unidades de medalasiamos a considerar e por
isso é muito dificil de interpretar (se uma variavel for opesa outra a altura, a covariancia

tera como unidade o produto das duas).
Sqy = COVX,Y) = — 1 Zl . (2.32)

Uma das vantagens do coeficiente de correlacéo relativaraerdvariancia € o facto de nédo

ser influenciado pelas unidades de medida.

Propiedade 2.7.0 coeficiente de correlacéo € invariante para alteracfegidade de me-
dida.

Considerando qua+ bx corresponde a mudanca de unidade de medidg tlenos entéo

5 [(a+bx) - (a+ bR (% —) b3 (6-RM-Y)

- n n :ery:rxy,
/3 @rbo— b2 3 -2 b3 6207 /3 -9
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uma vez que nas mudancas de medida, temeD. Podemos assim concluir que ndo ha
alteracdo do coeficiente de correlagéo.

Embora se possa, por observagcédo dos diagramas de disphrsdicge ha correlacao en-
tre as duas variaveis e, caso exista, se € positiva ou negptidemos compreender melhor
porqué se analisarmos 0 modo como se calcula o coeficientaddacdo. Para explicar esta
ideia consideremos a huvem de pontos relativa as idadesaiioe gas mées de 15 bebés de
uma creche. Marcou-se o por{foy) e um novo sistema de eixos definido pelas retas de equa-
cdox=xey=Y. As coordenadas dos pontos que definem a distribuico 6¢raad,y; —y).

idade

da mae
404

201

40

w
(3]

20 25 30

-0 @ & _____.

idade do pa

Figura 2.16: Diagrama de disperséo da idade dos pais e das mae

O sinal do coeficiente de correlagéo é o sinal do pro¢kite X)(y; —y). Uma vez que nos
guadrantes impares a abcissa e a ordenada tém o mesmo samalp@s pontos se concen-
tram nestes quadrantes, o produto € maioritariamentayaosAssim sera de esperar que a
soma §1<xi —X)(y; — V) seja positiva e por consequéncia o valor do coeficiente delagéo

=
sera positivo. E isto que se verifica na Figura 2.16. Por datto, como nos quadrantes pa-
res a abcissa e a ordenada dos pontos tém sinais contréarm&laos pontos se concentram
nestes quadrantes, o produto é maioritariamente neg&tssim sera de esperar que a soma
E (xi —X)(yi —Y) seja negativa e por consequéncia o valor do coeficiente delagio sera

negativo, como por exemplo no Grafico V da Figura 2.17.

Em qualquer distribuicdo estatistica o valor do coeficiglgteorrelacdo pertence ao in-
tervalo[—1,1], isto é,—1 <ryy <1 ou|rxy| < 1. Quando a correlacéo € perfeita e negativa o
coeficiente de correlag@o toma o valet. Quando a correlagdo é perfeita positiva o coefici-

ente de correlacdo toma o valor 1. A valores préximos de zemesponde uma correlacéo
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quase nuld®. Quanto maior for o valor absoluto dg, mais forte sera a correlagéo linear

entre as variaveis. O sinal do coeficiente da-nos o sentidomealacao.

Apresentamos de seguida na Figura 2.17 um conjunto de gra&fiee traduzem varios
tipos de relacdes entre duas variaveis e na Tabela 2.11@evalos respetivos coeficientes

de correlacéo.

Gréfico| Coeficiente
de correlagad

I 0,99

I 0,47

1] 0,02

\Y; —-0,51

\Y -0,9

VI 0,13

Tabela 2.11: Exemplos de valores do coeficiente de corelaga

2.9 Regressao linear simples

Apos a representacdo da nuvem de pontos ficamos com uma &@e@relagdo que existe
entre as duas variaveis. Existindo correlacdo linear oiprdpasso € tragar a reta que melhor
se ajusta ao conjunto de pontos. Essa reta chamatsele regressace passa pelo ponto

médio ou centro de gravidade. A sua equacéo € do tipo

y=ax+h. (2.33)

Para obter esta reta recorre-se a calculadora grafica oungoutador. Ambos usam o
método dos minimos quadrados, isto é, determinam a retaelhense aproxima dos valores
observados, de tal modo que seja minima a soma dos quad@sidesVios entre os valores

observados e os correspondentes na reta.

®) Refira-se que o facto de o coeficiente de correlacéo ser podkénzeroryy ~ 0, ndo significa que néo se
verifica outro tipo de dependéncia entre as variaveis (egrexemplo, o grafico VI da Figura 2.17). Este valor

indica-nos que ndo ha uma dependéncia linear das variaveis.
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Relacao linear Relacgao linear Auséncia de relacdo
positiva forte (1) positiva fraca (II) (1)
Relacéo linear Relacéo linear Relacéo
negativa fraca (IV) negativa forte (V) nao linear (V1)

Figura 2.17: Diagramas de dispersao com diferentes redagiiee as variaveis

Uma das vantagens de conhecer a equacao da reta € a paadibdiel prever o compor-
tamento da varidvel dependenteconhecendo o valor da variavel independenteComo
veremos no proximo capitulo, surge, frequentemente, nosiam escolares um erro relaci-
onado com a previsdo de um valor da variavel independentbgcalo um valor da variavel

dependente.

2.9.1 Regressao linear no Ensino Secundario

No programa de Matematica A do ensino secundario, nomeadame 107 ano, a terceira
unidade a ser lecionada € a Estatistica. Nesta fase os @upassuem algumas nogdes que
adquiriram no 2. ciclo e ja realizaram pequenos trabalhos, no entanto é @jpavez que se

fard referéncia a distribui¢cdes bidimensionais, sendoatoadagem gréafica e intuitiva.

Desta forma, no 10.ano de escolaridade é transmitida uma ideia intuitiva dedetre-
gressao, tentando explorar a sua interpretacéo e as sitagdies. Apesar de ndo ser objetivo
deste nivel de ensino explicar formalmente a reta obtidansmnitida a ideia pela qual ela é
determinada — corresponde a reta que faz com que a soma diradps das distancias de

cada ponto da nuvem a reta seja minima (método dos minimasaglos), sendo esta reta
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unicamente determinada recorrendo a uma calculadora.

2.9.2 O método dos minimos quadrados

Consideremos um conjunto de dad&sy;), comi =1,...,n para o qual se pretende ajustar
areta
Yi = Bo+Paxi + & (2.34)

ondey; representa a variavel dependente ou endégena (que o moetenge explicar o com-
portamento)y; a variavel independente ou exégena (que sera uma varigalaia para a
modelacao dg), & a variavel erro (que é uma variavel aleatoria com algumastanisticas
fundamentais para a fiabilidade da inferéncia estatistisacégada a regressaof3g e 31 0s

parametros da regressado. A reta estimada sera da forma
¥i = Bo+ P1X (2.35)

ondey;, ﬁo e El representam respetivamente os estimadores (ou estist@jigey;, 3o e Bi.
Desta forma, os errog correspondem a diferenca entre os valores observadogy;par@s
valores estimadose.

& =Y —9 =Y —Bo— Bux. (2.36)
O método habitualmente utilizado para estimar os parasdaoeta € o método dos minimos
quadrados (consultar, por exemplo, Montgonetrgl.(2006jjue determina os estimado@s

e 31 que minimizam a soma dos quadrados dos erros, isto €, queizéam

o~ n n " N2
_ 2 _ Y N A
f(Boufr) =3 &= 3 (v~ Po—Pux) " (2.37)
Para determinar o minimo teremos
Bb) o (B = y-Bx
o (2.38)
& — , )
(5:5) po- BZT S S
B 0 Sy —x2 8§

©) Ao longo do presente trabalho néo iremos efetuar distinoéfe estimador e estimativa no que se refere
a notacao utilizada. Ha, contudo, a referir que as estiamtigora representadas ﬁ@re Bl correspondem aos
parametros anteriormente representadosygds na equacao (2.33).
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ondes,, representa a covariancia enyre x; s, o desvio padrdo de er,, o coeficiente de

correlacéo entrg ey. O determinante da matriz Hessiana € igual a

4nixi2 —4 (ixi> 2 = 4’ (2.39)

que € positivo (desde que ndo assuma sempre o mesmo valor). Assim sendo, a matriz
Hessiana € definida positiva e os valores determinados 88) (brrespondem efectivamente

ao minimo pretendido.

Desta forma, na equacéao (2.38) temos as formulas dos estiesadios minimos quadra-
dos def3y e 31 com 0s quais podemos, recorrendo a regressao (2.35), shteatvas parg
conhecendo um valor especificodé\s propriedades da inferéncia estatistica resultanta des
aplicacdo dependem das caracteristicas dos residua®/glali. Contudo, uma vez que esta
abordagem néao é efetuada no ensino nédo superior, sublishapenas que os estimadores
assim obtidos gozam de excelentes propriedades (ndo ameaaso, eficiéncia e consistén-
cia) caso a variavet satisfaga determinadas caracteristicas, nomeadamenptenalidade,

independéncia e homocedasticidade.

Algumas caracteristicas da regressao sao exploradasino sasundario, como ilustram

as seguintes propriedades.

Propiedade 2.8.A soma dos erros € nula, isto é

n

; & = 0. (2.40)

De facto .

21 <Yi —Eo-ﬁﬂa) = n(V—ﬁo—ﬁD_(),

e, utiIizando[Aio =y— ﬁlx, obtém-se o resultado pretendido.

Propiedade 2.9.A reta estimada pelo método dos minimos quadrados passaeseeip
centro de gravidade dos dadosy).

Efetivamente, utilizando (2.35) e (2.38), obtém-se

§ = Bo+ BiX = y— BiX+BiX=V,

isto €, o valor dg/ quandax = xéy=y.
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A grande maioria dos docentes do ensino secundario, a rapalies manuais por nos
consultados, desconhece que a reta obtida pelo método dosaniquadrados para estimar

y em funcdo de e a reta obtida para estimaem funcao dg ndo séo, em geral, idénticas.

2.9.3 Aregressao linear inversa

Podemos utilizar formulas analogas as (2.38) para efetsaamegressado deem funcéo de
y obtendo

Py

Xi = o+ O1Yi, (2.41)

ondedp=X—ai1yed; = %rxy, (cf. equacdo2.38) Invertendo a reta.(resolvendo em fungéo

dey; e trocando os papéis desempenhados pelas variaveis) gbtemo
Yi = Bo+ Bixi. (2.42)

Os estimadores d& e 3, assim obtidos, supondg, # 0 (pois casag, ~ 0 a reta de regressao

nao terd qualquer sentido), serdo dados por:

~ ado X—01y _ 5 _ s _ 1 5 3
===y =—==r_". 2.43
Bo 7 & Y Pix e B Al (2.43)
As retas (2.42) e (2.35) sado coincidentes se e s6 se
Po = B . -
. _ ebh=pher,=1vr,=-1 (2.44)
B = B

Assim sendo, ambas as retas passam pelo mesmo [Eoytomas so se obtém a mesma recta
utilizando os dois métodos se o modulo da correlacdo foadaifsendo os erros, nestes ca-
sos, todos nulos uma vez gque a reta passa precisamente geowgontos). Deste modo, a
reta de regressao geem funcéo de, determinando os parametros da rq@t@ﬁo + ﬁox que
minimizamy (yt — ﬁ)z, sera distinta (excepto $gy| = 1) da reta obtida quando efectuamos
uma regressado deem funcdo deg/, determinando os parametros da reta- ag+ a1yt que
minimizam ¥ (% —%)?. Esta diferenca resulta da forma como definimos os erros uss d
regressdes, pois enquanto na primeira 0s erros sdo medidiselpmente ao eixo das orde-
nadas (o erro é definido pela diferenca entre o valor obsersag e o seu valor estimado
condicionalmente &, & = y; — Vi, cf. ilustra o primeiro gréafico da Figura 2.18), na segunda
os erros sdo medidos paralelamente ao eixo das abcissas éodafinido pela diferenca en-

tre o0 valor observad® e o0 seu valor estimado pela regressao em funcag de= x — %,
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cf. segundo grafico da Figura 2.18). Desta forma, sera esrotikzar a regressao deem
funcéo dex para efetuar previsdes patguando conhecemos um determinado valor paa
apesar de em algumas aplicagdes a diferenca das duas @as@odiminuta, existem outras
situacdes em que o erro pode assumir valores elevados. kadoo determinadas situagdes
especificas para as quais se justifica a necessidade dedétilizle regressao inversa, como

ilustram alguns modelos de calibrac&b Brown (1993)).

ﬁ*ﬁo+§1x‘ )7i:§0+§1xi

X / X
Figura 2.18: Definicdo dos erros na regresséo linear

Os modelos de calibragem estatistica (ou, por vezes, daados por previsao inversa)
sdo muito usados em quimica, engenharia, bioestatistiodempser extremamente Uteis em
algumas aplicacdes. Contudo, estas aplicacdes sao cemaatdsrpor contextos distintos dos
que previamente referimos. Consideremos, entdo, que a/ekyi@ medida através de pro-
cesso complicado (muitas vezes fora do nosso alcancegndiggso (em termos de tempo
e/ou monetariamente) mas que 0s seus resultados sdo exategrecisos (sem erros ou
com erros negligenciaveis em relacédo aos erros de medicaridael x). A variavelx é
medida por um processo simples, rapido, barato mas com poacesao (obtemos valores
aproximados). O obijetivo é estimar novos valorey gara alguns valores deconhecidos.
Neste contexto, 0s erros a ter em conta no método de reglessdtodeverao seg = X — X
estimando-se a regressgo= Eo+ ﬁlxi utilizando (2.43). Com esta regressao podemos esti-
mar novos valores pasacondicionados a valores conhecidosxd®s estimadores assim ob-
tidos, sob determinadas condi¢des, gozam igualmente depbopriedades. Osborne (1991)
faz uma apresentacéo historica da evolucao destes métarias)do alguma discusséo sobre

a problematica inerente a sua utilizacao.

Contudo, estes contextos especificos nos quais a utilizagéadidracao € frequentemente

utilizada, ndo sdo abordados no ensino secundario.
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2.9.4 Estimacgao de/ condicionada ax = Xg

Consideremos que se pretende estimar o valgrgiendax assume o valaxg. Recorrendo a

equacao (2.35), regressaoydem funcéo de, obtemos

)7:l§0+§1xo:37—zrxywrzrxyxo:w%rxy(xo—)‘() (2.45)
e recorrendo a equacéo (2.42), funcao inversa da regressanufuncao deg, obtemos
Vzﬁﬁﬁ%ﬂ—%jﬂzrxy%:w zrxyl(xO—ix (2.46)

sendo a distancia entre as duas estimativas dada por

g9 = 3 Xo—X| [ry—1.} (2.47)

gue depende do quociente entre o desvio padrdcededex, da distancia entng e X (0 que
era espectavel uma vez que ambas as rectas passam n@ypgj)te da distancia entng, e

Xy °

v Vi:EOJrElXi

)7i:ﬁ30+ﬁlxi

y\:BO+ElXi: - 25 4 E

% 3 ; e
Figura 2.19: Regressao geondicionada & versusgdex condicionada §
Conforme claramente ilustram os quatro exemplos retrataddsigura 2.19, onde sao

apresentadas as duas retas obtidas utilizando conjurstirsi@s de 200 observacdes (recor-

rendo acsoftware GeoGebpacom coeficiente de correlacdo igual a 0.95, 0.90, 0.80@ 0.7

Estatistica no Ensino Basico e Secundario 53



Conceitos de Estatistica

podemos constatar a distincédo entre as duas retas, a gdezatre o valor estimado geob-

tido pelas duas rectas quarxlassume o valaxg, bem como o aumento desta distancia com a
diminui¢do da correlacédo entxeey e/ou o0 afastamento dg relativamente a. Estes graficos
podem ser facilmente construidos em sala de aula (cf.alestros na secgéo 4.1.5 na pagina
71), com a vantagem de serem dinamicos, isto é, ao alteranm@®nto (ou um conjunto de
pontos) visualizarmos imediatamente as consequenteags no coeficiente de correlacéo
e nas retas estimadas, bem como ao mudarmos a coorder@etaebermos as consequentes

implicagdes no valor dgestimado.
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Capitulo 3
Analise critica aos materiais disponiveis

Da analise efetuada a um conjunto de materiais disponiee&s @ensino da Estatistica no
ensino basico e secundério, serdo apresentadas, nestdocafdirias situacdes encontradas
em manuais escolares, onde se detetaram erros e/ou geltita®ms as representacdes grafi-
cas, a notacao utilizada e a exploracao de alguns concPBitma.cada situacao detetada sera
apresentado um exemplo, mencionado o manual (ou manuds, e€aso) e apresentada a

devida justificagéo.

Constatamos que nos manuais do ensino basico ha erros fregjuas representacdes
gréficas, enquanto nos manuais do ensino secundario, em&testambém aparecam em

alguns casos, existe um erro comum no ensino da regressaodimso incorreto de notagao.

llustramos, de seguida, algumas das conclusbes da arfalisada.

3.1 Erros nas escalas

Um tipo de erro que surge com alguma frequéncia diz respsite@resentacdes graficas.
Magroet al. (2010, p. 112) apresentam um grafico de linhas em que a escalaalvertical
nao comeca no zero como devia (ver Figura 3.1). Esta situadéa o leitor em erro pois
parece que a temperatura aumentou muito mais do que naadmlidma situacdo muito
semelhante verifica-se em Newvessal. (2010b, p. 30) num gréfico intitulado “Evolucéo
da temperatura das 6 as 12 horas”. Ainda neste ambito, Nedgdaréinho (2010, p. 144)
apresentam um gréafico de barras de frequéncia relativa dadanem que a escala do eixo

vertical esta errada, apesar de comecar no zero (cf. FiglixaPr outro lado, uma das barras
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esta mal construida pois a sua altura ndo esta de acordo @speiivo rétulo.

Negra & Martinho (2010), p. 144 Maget al. (2010), p.112

Temperatura na sala de cinema
ao longo de um filme

L
o

Frequéncia
-
1 ) |

relativa acumulada

B ey

k=
P
|

Temperatura (graus Celsius)

18 T T T T T
0 20 40 80 80 100

Tempo (minutos)

Figura 3.1: Erros de escala

N.? de automoveis

Relativamente as escalas no eixo horizontal podemos vergpédico de barras intitulado
Carregamento de telemdveis que Duarte & Filipe (2010, p. 4Bfsentam, ndo esta correto
pois a distancia entre as duas Ultimas barras deveria séxdouplo daquela que aparece (cf.
Figura 3.2). Da forma como esta parece que o maior valor davedré 35 euros e nao 50
euros. O grafico deveria também evidenciar que ndo ha carezdas mensais de 35, 40 e
45 euros, ficando no grafico o lugar dessas barras de frequémei. Uma situacéo idéntica
surge no manual de7ano de Costa & Rodrigues (2010b, p. 15) e ainda no manualde 8.
ano de Nevest al. (2011, p. 21).

Duarte & Filipe (2010), p. 131

Catregamento de telemadveis

3000 -

E ]
2500 ‘ 4

2000 ¢ —

1500
1000 -

500 | -

Nuamero de clientes

i
o 1M .[.,..:,,7-“.‘_ = s

Consumo mensal {em euros)

Figura 3.2: Erros de escala horizontal

E de referir ainda o gréafico de barras no manual d®d@o de Costa & Rodrigues (2010a,
p. 182). Este grafico ndo tem qualquer escala no eixo veréoatbora as barras contenham
rétulos e além disso ndo apresenta as barras igualmenigadsga Nao € um bom exemplo

para os alunos.
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3.2 Confusao entre dados e frequéncia

Apresenta-se de seguida algumas situacdes onde ha cophusdaados e frequéncia e que
dao origem a graficos que, embora tenham barras, ndo samgrddibarras segundo Martins
& Ponte (2010), uma vez que no eixo horizontal ndo aparecemvaéores da variavel nem

modalidades.

Um exemplo surge no manual d& ano de Costa & Rodrigues (2010b). A variavel em
estudo é o consumo de agua, logo os dados sdo numéricos,amboens autores designam
por grafico de barras um gréafico que em vez de ter no eixo haalzos valores da variavel
tem os meses do ano. O mesmo acontece noutro manua? dad.. Segundo Fariet al.
(2010) num estudo em que a variavel é o nimero de pares desapatidos, o grafico que
foi considerado pelos autores como um gréfico de barraseapeeso eixo horizontal os dias
da semana (cf. Figura 3.3). Trata-se de um grafico com bakp@eece igualmente mais um
exemplo destes no manual de Passos & Correia (2010). Na @@@iomautores apresentam
um gréafico em que a variavel em estudo € o numero de latas denauwmadas por 10 alunos
e que no eixo horizontal tem os nomes dos alunos em vez do awedatas (cf. Figura 3.3).
Mesmo assim 0s autores perguntam o nome do grafico, espeya@ds discentes respondam
“grafico de barras”. Neste exemplo os valores da variaveDséol, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, isto é,
temos 10 dados estatisticos com os quais podemos fazer et da frequéncias e construir
o respetivo gréafico de barras. Por exemplo, a barra refeaentalor 2 tera altura 4.

Passos & Correia (2010), p. 36 Faeal. (2010), p. 118

Namero de latas de aluminio usadas
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Figura 3.3: Confusao entre dados e frequéncia
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3.3 Calculo da média quando a variavel é continua

Quando estamos perante um conjunto de dados reais de udeevaontinua e pretendemos
calcular a média devemos efetuar os célculos usando os BdEI®SSO deveremos recorrer as
marcas das classes quando ndo conhecemos os valores gnegara essas classésNo
manual de Duarte & Filipe (2010, p. 141) aparece o calculoxaprado da média sem que
nada seja referido, quando os dados reais sdo conhecidemdvgie fosse uma explicacao
do procedimento a fazer noutras situacdes, deve ser dita quedia calculada a partir das
marcas das classes é um valor aproximado e que, neste csolpamao deve ser calculada

deste modo.

3.4 Um erro comum na regressao linear

Nesta seccao iremos focar a atencdo no erro mais comum aaiardes nos manuais por nos
consultados, a de utilizacdo da mesma reta de regresséaa pbto método dos minimos
quadrados, para estimar um valorxeondicionado a um dado valor gebem como para
estimar um valor dg/ condicionado a um valor de quando, corretamente, dever-se-iam
utilizar duas retas distintas (exceto em alguns casos rpaitticulares onde as duas retas
sdo analogas). Um exemplo ilustrativo € o livro de Jagal. (2010) que na pagina 83,
apresenta um diagrama de dispersdo que relaciona o indiBesknvolvimento Humano
(IDH) de Portugal com o numero de anos decorridos apos 19%a & ueta de regressao
y = 0,004x+0,7926 para estimar o IDH para o ano 2008, mas também usa a mesnpara
saber o ano em que Portugal atingiu um determinado indicte df0 sera exemplificado
utilizando umsoftware(que éfreewarg frequentemente utilizado no ensino da geometria no
ensino basico e secundario,GeoGebra e que é uma potencial ferramenta no ensino da
regressao linear (conforme salientaremos na seccao dalpgagina 71). Em muitos manuais
utilizados no ensino secundario é utilizada a mesma retagsimar o valor dg quando
conhecemos um valor de(condicionada & = Xp) e para estimar o valor deem funcao de

um valor especifico da variavely = yo), 0 que ndo deveria ocorrer pelas razdes previamente

(M Esta situacéo é frequente quer por ndo termos acesso aasefaddgumas situacdes, quer pelo facto
de, em alguns inquéritos, as perguntas surgirem logo ersedastJm exemplo ilustrativo desta situacéo é o
rendimento mensal (pois ninguém responde 0 seu rendimgato)e
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apontadas. Esta confuséo deriva do desconhecimento perdeamuitos docentes, incluindo
autores de manuais, de que as retas obtidas séo distintainh®mos que, dos manuais
por nés consultados, ha um que apresenta corretamentemsie t partindo de um exemplo
simples, explica aos alunos a razéo pela qual ndo devem usesraa reta de regressao em

ambos os casos, referindo:

“A recta de regresséo, de equacgae-\0, 797+ 121 282, foi construida para,
dado o peso x, em kg, de um jogador prever a alturay, em cm, dmmg..). Os
erros cometidos, relativamente aos valores de y medidos@o®s previstos sao
0s comprimentos dos segmentos de reta assinalados na figuya& equacao da
reta de regressao € determinada, utilizando ferramentaematicas, de forma
a minimizar a acumulacdo destes comprimentos (...). Persebassim, que é
possivel utilizar a equacao desta reta para prever valogesltura dado o valor
do peso, mas, no entanto ndo se pode utilizar esta equac&@oppever o valor
do peso dado o valor da altuta

[Negra & Martinho, 2010, pp.181-182]

Pelo facto da maioria dos professores do ensino secundésamudhecer a existéncia das
referidas diferencas, € importante divulga-las de formarars efetuadas as corre¢fes ne-
cessarias nos manuais, bem como alertar e clarificar o cagente para esta situagdo. A
exploracdo de exemplos dinamicos &aoGebrasoftwaretorna ébvia a diferenca entre os
dois métodos. O calculo das duas retas € automatico e alteoanvalores da nossa amos-
tra (presentes na folha de célculo @eoGebra permite visualizar a consequente alteracao
(sensibilidade) das retas bem como dos valores estimatissgms modelos, razdo pela qual
nos parece uma ferramenta adequada para o ensino da redimesaaconforme os objetivos

estipulados no programa de matematica do ensino secundario

Perante um erro tdo generalizado, pretendemos divulgé-ortha a serem efetuadas as
correcdes necessarias nos manuais, bem como alertarfeatasi corpo docente para esta
situacgéo, razao pela qual apresentamos um poster aceteadsgnto no XIX Congresso da
Sociedade Portuguesa de Estatistica (SPE) que decorreazaagNem setembro de 2011 (cf.
Martinset al.(2011)).
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3.5 Definicbes pouco claras

Qualquer definicdo ao dispor do aluno deve apresentar-sama imais clara possivel, pois
servira de base para o trabalho que o aluno ira desenvolwdtaadesse topico e o aluno tera
mais seguranca se souber que para relembrar, facilmemtgueu conceito, dispde de textos
esclarecedores. Parece-nos pouco clara, quer para alugrgsaga professores, a definicdo de
mediana dada por Negra & Martinho (2010) que apresenta “Aanace o dado que ocupa a
posicao central da distribuicdo, quando ordenada” (Negkéa&tinho, p. 149). Por um lado,
atendendo ao conceito de dado estatistico, a mediana podemndm dado. Esta situa¢éo so
é garantida se o numero de dados for impar. Por outro ladoaam®m esta definicdo um
aluno ndo conseguiria calcular a mediana de um conjunto diesdaar, como por exemplo:
8,9,9, 12, 12, 15, uma vez que nao é referido na definicdo quedecalcular a média dos

dois valores centrais.

3.6 Erros e/ou falta de clareza na notacao

Os erros relativos a notacao utilizada surgem com mais éregja nos manuais do ensino
secundario, pois no ensino basico a linguagem simbolicdausanuito reduzida. Para anali-
sarmos alguns deles podemos consultar, por exemplo, D&&itge (2010) na pagina 152,

onde na demonstracdo de uma propriedade da média se Ié:

“Sejamxy, X2, X3, -+ , Xy, OSN valores da distribuica®, sendo

R— X1+X2+X3...+Xn ,,

N (3.1)

Quando observamos o que esta escrito pode parecer-nos alina grgue basta trocar
porN. No entanto podera fazer alguma confuséo aos alunos poéirea@anterior 0s autores
usam a letra para designar o numero de valores diferentes da variavaeheNipara designar

0 numero total de valores da distribuicéo.

Também podemos verificar uma situagdo semelhante em Néws (2010a, p. 129),

onde aparece a seguinte formula da variancia:
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S (% —%)2n

S = I— 3.2
1 (3.2)

Os autores usam a letngara designar o nimero de elementos da amostra e simultangam

usam-na para designar o niumero de valores distintos dar@krifuando deveriam ter usado

notacdes diferentes.

Também em Costa & Rodrigues (2010b) surge confusdo com aestatilizadas. Na
pagina 182 aletrié utilizada para representar o numero de valores distiatoaravel. Duas
paginas a frent& ja representa a posicao da mediana. Por outro lado, € usatfald para
designar o total de dados quando estédo agrupados e usadenajigando sdo dados simples.
Ainda no mesmo manual usam a ldtf@ara designar o nimero de dados da amostra ha pagina
178 e na definicdo de mediana referem-se dados (sem referir amostra ou populacéo).
Desta analise e tendo em conta que existem mais situacGeslgan das que foram aqui
apresentadas, conclui-se que é dificil entender o queras lefpresentam neste capitulo do

livro e que é urgente que se realize uma corre¢cdo numa pr@digao.

Deste modo, parece-nos que, porventura, seria mais fausl @etores simplesmente utili-
zassem a notacgao internacional (deste modo a notacéo usadda manual seria consistente,

além de ser consistente com os restantes manuais).

Na tabela 3.1 propomos uma notacéo, baseada na notac@aanbderal e que corresponde

a que utilizamos no capitulo 2.
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Notagéo Descricao
n dimensao da amosta
N dimensao da populacao
X1, ,Xn | observacbes da amostra
X1); "+, Xmn) | observacdes da amostra ordenadas
Xi,-++,Xp | modalidades diferentes na amostra
p namero de modalidades distintas
N frequéncia absoluta de
N; frequéncia absoluta acumuladaxge
fi frequéncia relativa dg
Fi frequéncia relativa acumulada ge
X média de uma amostra
u média de uma populagéo
Mo moda
Me mediana
Q1 1.° quartil
Q3 3.2 quartil
Py Percentila
k namero de classes
h amplitude da-ésima classe
It amplitude total
lo amplitude Interquartis
& variancia de uma amostra
o? variancia de uma populacao
S desvio padrao de uma amostra
o desvio padrao de uma populagéo
P coeficiente de correlacéo da populag

coeficiente de correlagdo da amostrz

3

Tabela 3.1: Sugestéao de notacao

a0
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Capitulo 4

Materiais e sugestbes metodologicas

Neste capitulo vamos apresentar algumas propostas déhtrglzaa a sala de aula com re-
curso asoftware GeoGebréira ser utilizada a verséo 4). Este programa € gratdigpbnivel
em www.geogebra.oy@ muito utilizado em Geometria por ser dinamico. Nestedliabpre-
tendemos explorar as suas potencialidades no ensino elg@agem da estatistica e, por isso,
apresentamos em primeiro lugar uma explicacdo mais ddtakabre os varios comandos

gue serdao utilizados nessas propostas de trabalho.

4.1 O GeoGebrano ensino da Estatistica

O GeoGebraé uma potencial ferramenta que pode ser explorada no enaifstdtistica.
Com estesoftwarepodemos construir tabelas de frequéncia, varios tiposafeegs (graficos
de barras, graficos de pontos, histogramas, diagramas leectalhas, diagramas de extre-
mos e quartis e diagramas de dispersao), calcular quasedsaaedidas estatisticas que sao
lecionadas no ensino basico e no ensino secundario, e pedaiaser unsoftwaredinamico,
podemos alterar os dados e verificar os efeitos dessasgaksrguer nos graficos quer nas
medidas estatisticas, permitindo fazer varias explosagds conceitos. Esta possibilidade de
usar a tecnologia nas aulas de Matematica permitira melhsraportunidades de aprendiza-
gem dos alunos se aproveitarmos aquilo que a tecnologiaeféaroha “correcta e eficiente

—construcao de graficos, visualizagdo e célculo.” NCTM (2p027).
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4.1.1 Inserir dados noGeoGebra

A janela principal doGeoGebradispde de uma barra de menus, uma barra de ferramentas,
uma zona algébrica, uma zona grafica e uma entrada de comdarasiolsém podemos visu-
alizar uma folha de céalculo onde podemos introduzir os dgdesconstituem a amostra e a
partir dai temos a possibilidade de construir tabelas esgraficos, como de seguida vamos
explicar. Para visualizar a folha de célculo deve-se sabecina barra de ferramentasibir

e de seguida escolhéolha de Célculo Surge, entéo, do lado direito (cf. Figura 4.1) uma
folha de calculo, contendo véarias columas,C, - --. Numa delas introduzimos os dados nao
classificados e, utilizando o botdo do lado direito do ragtecgonarmo<Lriar lista. A lista
obtida aparece na folha algébrica (lado esquerdo) desagmatistal, havendo possibilidade
de alterar o seu nome. Para isso, com o cursor colocadseh basta utilizar o botdo do
lado direito do rato, clicar eqropriedades dos objetgambém se pode obter o mesmo efeito
clicando enrenomea) e escrever o nome que se pretende na jamai@e(consideremos, por
exemplo, idade). Refira-se que os dados da Tabela 2.1 preseptagina 13 podem ser in-
troduzidos na folha de céalculo, podendo a primeira colursaner-secor, a segunda coluna
leitura, a terceira coluna&ade a quarta colunaltura, a quintaMat e, finalmente, a sexta
colunaCFQ.

Na folha de célculo podemos igualmente colocar os dadosifitaslos, usando a pri-
meira coluna para colocar os diferentes valores da var(éstll) e a segunda coluna para
as respetivas frequéncias (lista2). Este procedimente pedutil na construcao de graficos,
nomeadamente o diagrama de barras, como poderemos vetéa 4€k.3. De seguida vamos

apresentar como se constroem tabelas de frequéncia.

¥ GeoGebra =0 E=R| <5

Ficheiro Editar Exibir Disposigdes Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
Selecione o objeto e arraste-o =

| o)([%][ZdINN s

Folha Algébrica [*][Z)(x] |Folha Grafica 1 [=)[EI=] |Folha de Célculo B[=E]
Objetos Livres R c |
Objetos Dependentas

Mower | |

e
o
7

A .
L ]

&

)

R

v

=)

ABC || 232

-

m

I =T N T S U S

Figura 4.1: Janela principal deeoGebrae folha de calculo
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4.1.2 Construcao de tabelas de frequéncia

Apbs termos criado a lista de dados podemos contruir tabeldsequéncias colocando na
Entrada de comandasada um dos comandos que a seguir apresentamos, clicaneiguiges

emEnter.

e TabelaFrequéncias[<Lista de Dados>] — Permite obter ub&aale frequéncias abso-

lutas a partir dos dados néo classificados.

e TabelaFrequéncias[True, <Lista dos Dados>] — Permite abnte tabela de frequéncias

absolutas acumuladas a partir dos dados néo classificados.

e TabelaFrequéncias[<Lista dos Limites das Classes>,<dlist®ados>] — Permite obter

uma tabela de frequéncias absolutas para uma variavehaanti

e TabelaFrequéncias[True,<Lista dos Limites das Classkstados Dados>] — Permite

obter uma tabela de frequéncias absolutas acumuladasrpareaiavel continua.

Assim, se pretendermos uma tabela de frequéncias absdéutasiaveidade ver Tabela
2.4 com 0s mesmos dados (pagina 17), podemos usar o comaatmdfFrequénciasfidade]”
e obter uma tabela como a que se apresenta na Figura 4.3. ¢opeoeder de modo idéntico
no caso de uma variavel qualitativa. No caso da variavel edepda dos alunos, usamos a
listacor e, através do comando “TabelaFrequéncias[cor]” obtematssdat da Figura 4.2 cujos

dados constam na Tabela 2.3 da pagina 16.

Valor Contagem
amarelo 4
azul 7
branco 4
corderosa 7
verde 3

Figura 4.2: Tabela de frequéncias absolutas da variavgreterida

Se pretendermos uma tabela de frequéncias acumuladagessosena entrada “Tabe-
laFrequéncias[True, idade]”. Se, por outro lado, estamtesassados numa tabela com os
dados organizados em classes, nomeadamente as alturdsalosds, além da lista das altu-

ras, designada pe@itura, criamos outra lista com os limites das classes {145, 158, 160,
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Valor | Contagem
13 6
14 13
15 5
16 1

Figura 4.3: Tabela de frequéncias absolutas da variavé¢ida

165 e 170} que se pode designar donitese usa-se o comando “TabelaFrequéncias|[limites,
altura]” ou também pode ser escrita diretamente no comandseduinte modo: “Tabela-
Frequéncias[{145, 150, 155, 160, 165 e 170}, altura]”. Raivter a lista dos limites das
classes podemos recorrer a Regra de Sturges. Na tabela, alsticdlasses ndo aparecem es-
critas usando parénteses retos, no entanto a contagera édgittamente, sendo cada classe
fechada a esquerda e aberta a direita. Apresentamos na Bidua titulo de exemplo, a tabela
de frequéncias absolutas para a variaeira construida com estoftware e que ja apresen-
tamos de outra forma na pagina 19. Obteriamos de modo sarteltabela de frequéncias

absolutas acumuladas, introduzindo o comando “TabelaEregas[True, limites, alturas]”

Intervalo | Contagem
145 — 150 2
150 — 155 5
155 — 160 8
160 — 165 6
165 — 170 4

Figura 4.4: Tabela de frequéncias da variavel altura

4.1.3 Representacodes graficas

A construcao de varios tipos de gréficos esta muito facditadorrendo aGeoGebra Assim
vamos apresentar de seguida os comandos utilizados paraatiiins graficos que aparecem

no capitulo 2 deste trabalho.

e GréficoPontos|[<Lista de Dados Nao Classificados>] — Perrhter am gréfico de pon-

tos a partir dos dados néo classificados.
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e DiagramaBarras[<Lista dos Dados nao classificados>, <tadas barras>] — Permite

obter um grafico de barras de frequéncias absolutas a pastdatios ndo classificados.

e DiagramaBarras[<Lista dos Dados classificados>, <Listafidamgiéncias>,<Largura

das barras>] — Permite obter um grafico de barras a partiratissctlassificados.

e DiagramaCauleFolhas[<Lista>] — Permite obter um diagraeneadile e folhas a partir

da lista de dados néo classificados.

e DiagramaCauleFolhas|[<Lista>, <Ajustamento (-1 | 0 | 1)>]eriite obter um dia-
grama de caule e folhas a partir da lista de dados néo classif@ fazer o ajustamento,

em que o aumento de uma unidade corresponde a multiplicaleay valor do caule.

e DiagramaExtremosQuartis[<Ordenada>, <Semialtura>stalde Dados Nao Classifi-
cados>] — Permite obter um diagrama de extremos e quartigiagrlista de dados
nao classificados. O valor da ordenada esta relacionado aistéacia ao eixo das
abcissas e a semi-altura da-nos a largura do retangulo gtént@s dados a volta da

mediana.

e DiagramaExtremosQuartis[<Ordenada>, <Semialtura> nithth>, <Quartil1l>, <Me-
diana>, <Quartil3>, <Maximo>] — Permite obter um diagramaegtremos e quartis a

partir dos valores dos extremos e dos quartis.

e Histogramal|<Lista dos Limites das Classes>, <Lista dasuémgjas>] — Permite obter

um histograma a partir da lista dos limites das classes stdadas frequéncias.

e Histograma|<Lista dos Limites das Classes>, <Lista dos BradeDensidade (true |
false)>, <Escala (opcional)>] — Permite obter um histograrpartir da lista dos limites
das classes e da lista dos dados néo classificados. Casoeselarein histograma de

frequéncias relativas , na densidade seleciortaise

e Histograma[<Acumulada (True | false)>, <Lista dos Limites Classes>, <Lista dos
Dados>, <Densidade (true | false)>, <Escala (opcional)Bgrmite obter, por exem-
plo, um histograma de frequéncias absolutas acumuladasis®ndo primeirdrue e
depois na densidadalseou um histograma de frequéncias relativas acumuladas, sele

cionandatrue em Acumulada e também em Densidade.
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Para representar um grafico de pontos, como por exemplofioogga Figura 2.2 presente
na pagina 22, podemos usar o comando “GraficoPontos[idamte]éidadedesigna a lista de

todas as idades.

Para representar um grafico de barras, como por exemploficogia Figura 2.3 presente
na pagina 23, podemos usar o comando “DiagramaBarras[i@dsl§, ondeidadedesigna
a lista de todas as idades. Para que as barras ndo sejammagjaadargura das barras deve
ser inferior a 1. Outro processo para obter o mesmo gréficaéausomando “Diagrama-
Barras[idadel, freq, 0.5]", ondeadelé a lista das idades diferentesfeeq é a lista das

frequéncias.

Para construir um diagrama de caule e folhas como o da Fig@rage se pode
visualizar na pagina 27, usou-se o comando “DiagramaCadhias{aade]’, em que
idade designa a lista de todas as idades. Também poderiamos ®@w osaomando
“DiagramaCauleFolhas[idadel]”, considerando o ajustamento iguatd ( define o valor

do caule).

Para construir um diagrama de extremos e quartis, como @daa2.14 que se apresenta
na pagina 37, usou-se o comando “DiagramaExtremosQuar8s[L3, 13.5, 14, 14.5, 16]".

Também poderiamos ter usado o comando “DiagramaExtrenaos§)8, 3, idade]”.

Para representar o histograma da Figura 2.5 (pagina 24) asnalteérnativas é usar o co-
mando “Histograma]limites , freql]”, onde limites é a ligtas limites das classes e freql
€ a lista das frequéncias. Se recorrermos a lista da tadalidas dados usamos o comando
“Histograma]limites, altura, false]”. Para obtermos oigoho de frequéncias da Figura 2.6,
presente na pagina 25, recorremos também as potenciaidadeeoGebrano ambito da
Geometria, construindo segmentos de reta cujos extrenogsosdios médios de outros seg-
mentos de reta. Para obter o gréfico patente na Figura 2.81¢a6§) usamos o comando
“Histograma[True, limites, altura, True]” e mais uma vezagencialidades dGeogebrana

Geometria.

Ja vimos algumas potencialidades@eoGebranomeadamente, na elaboracao de tabelas
de frequécia e graficos. Vamos passar de seguida ao calcaledidas estatisticas, apresen-

tando os comandos necessarios.
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4.1.4 Calculo de medidas estatisticas

Depois de inserirmos os dados na folha de calculo e de crsanmma lista podemos calcular as
medidas de localizacao e de dispersao colocando na janefldrdela cada um dos comandos

que constam da Tabela 4.1.

Medidas
estatisticas Comando
meédia Média[ <Lista de Numeros> |
moda Moda] <Lista de Nimeros> ]

mediana | Mediana[ <Lista de NUmeros> ]

quartil 1 Q1] <Lista de Numeros> ]

quartil 3 Q3[ <Lista de Numeros> ]

Vv
e

percentil Percentil[ <Lista de NUumeros>, <Valor do Percentil?

variancia | VarianciaAmostra[ <Lista de NUmeros> ]

desvio padrag DesvioPadrdoAmostra[ <Lista de NUmeros> ]

Tabela 4.1: Comandos para o calculo de medidas estatisticas GeoGebra

Os valores das medidas estatisticas vao aparecendo nalgéiaica representados por
letras, assim como a lista dos dados. Cada uma dessas leteasattesubstituida por um
nome sugestivo de forma a ndo haver confusdo. Como exempéseapamos na Figura 4.5
as medidas estatisticas referentes as idades dos 25 alunos.

Uma das vantagens desteftwareno estudo da Estatistica € o facto de ser dinamico o
que permite visualizar, de imediato, os efeitos, nas medidatisticas, da alteracdo de um
ou mais dados da amostra. Vamos supor que substituiamosladede treze anos por uma
de dezoito anos. Do mesmo modo que a folha de calculo foedietambém as medidas
estatisticas sdo imediatamente atualizadas, como se pod® \Figura 4.6. Facilmente se
vé que a moda e a mediana ndo se alteraram, mas a média e opndo aumentaram o
que confirma uma maior dispersao das idades e, por outrodada@ moda e a mediana nao
sao influenciadas pelos valores extremos. Refira-se queregi@ma também indica o valor
minimo e o valor maximo. Neste caso bastava escrever Minim&ag] e Maximo[notas],

respetivamente.

Outras situacdes deste tipo irdo ser exploradas nestéhimabando possivel beneficiar de

Estatistica no Ensino Basico e Secundario 69



Materiais e sugestfes metodoldgicas

¥ GeoGebra
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Figura 4.6: Medidas estatisticas da idade, apés a altedzcam valor

outras potencialidades ddeoGebraais como analise univariada aanalise multivariada
Depois de registar os dados na folha de calculo e de os seecse clicarmos niwon da
barra de ferramentas que apresenta um grafico e escolhandlise univariadaaparece-nos
uma lista com medidas estatisticas e uma representacamageafire aquelas quesoftware
permite construir. Como exemplo, apresentamos na Figuas4gtatisticas da variavel idade
e um diagrama de extremos e quartis semelhante ao diagraapeegentado na pagina 37.

Se alterarmos a designacgéo do grafico, passaremos de ursspartios. Tudo isto é feito
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automaticamente, sem qualquer comando. Mais uma vez pedemde uma forma simples
os efeitos nas medidas estatisticas ou nos graficos, de aéigeacdes que podem ser feitas na
lista de dados. Outra possibilidade qu&eoGebranos da é a construc¢do de dois diagramas
de extremos e quartis empilhados, a partir de duas listasdiesdpermitindo compara-las.
Para isso, selecionamos as duas listas inseridas na Folt@aldo e clicamos nacon da
barra de ferramentas que apresenta um grafico e escollzralise multivariadaPara além
dos diagramas de extremos e quartis também surge uma talpelascmedidas estatisticas
referentes aos dois conjuntos de dados.

'@ Estatistica Univariada £

Estatisticas = Diagrama de Extremos e Quartis = | =
n|2s
Media | 14.04
| 0.7736
5| 0.7895
o | 351
D | 4043

Min |13
Q1135
Mediana | 14
Q3145
Max | 16

Titulo: | Sem Titulo

s

| Opgles ¥ || Fechar

Figura 4.7: Andlise univariada para a variavel idade

4.1.5 Regresséo linear

Figuras analogas as representadas na Figura 2.19 (pagipadedn ser construidas em sala
de aula com recurso aoftware GeoGebrdendo a vantagem de poderem ser dindmicas. Para
este fim, ndGeoGebrapodemos exibir &olha de Calculce utilizar as duas primeiras colunas
(A eB) para definir as coordenadas dos pontos a utilizar paraessy linear. Com os pontos
definidos podemos criar uma lista de pontos (bastara selacis coordenadas e, utilizando

o botdo do lado direito do rato, selecior@iar lista de pontosque, neste caso, cada ponto
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tera duas coordenadas). Desta forma sera crididtad que contém os pontos que corres-
pondem ao nosso conjunto de dadgsy;). Podemos de seguida determinar o coeficiente de
correlacdo, através do comando “CoeficienteDeCorrelaséd]l’; a reta de regressao ye
em funcdo dex de acordo com a equacgéao (2.35), presente na pagina 49,ardorao co-
mando “RegresséaolLinear[listal]” e, no mesmo grafico, remtes a reta de regressao xle
em funcao de (cf. equacéo (2.41)) utilizando o comando “RegressaolLK[gsral]’. As
duas retas podem ser representadas por cores diferendéfibama a podermos destingui-las
facilmente. Desta forma, ao ser alterado um ou mais pontdistda, quer o coeficiente de
correlacdo quer as retas serdo automaticamente ajustadea auvem de pontos, o que per-
mitir4 visualizar facilmente a diferencga entre as duasrdtam como observar as alteracdes
no coeficiente de correlagdo. Em sala de aula, pode-se axplsensibilidade do coeficiente
de correlacdo bem como da reta ajustada a alteracOes de pemtparticular a existéncia de
pontos mais afastadosutliers). Caso pretendamos analisar igualmente os valores esgmado
paray para um dado valor de bastara definir um ponta [de coordenadass,0)] no eixo
das abcissas, 0s segmentos de reta paralelos ao eixo daadasg&ue liguem o pon#da
cada uma das retas estimadas (sdfamP, 0s pontos das retas com abcigga A ordenada
dos pontod?; e P, correspondem as estimativas obtidas com cada uma dasvat@®$yo

e Yo representados nos graficos da Figura 2.19 da pagina 53)ne#rar visualizar o valor
das estimativas obtidas podemos criar segmentos de retdslpsa ao eixos das abcissas que
liguemP; e P, ao eixo das ordenadas (de forma analoga a apresentada fiossgia Figura
2.18). Com esta construcao, caso alteremos a abgisEapontoA, as estimativas obtidas se-
rdo automaticamente ajustadas, permitindo, desta forbs&rear as suas diferencas quando

utilizamos valores parg mais proximos ou mais afastadosxde

4.2 Propostas de trabalho para a sala de aula

Nesta seccdo vamos apresentar algumas propostas de drphsdha sala de aula com re-
curso acdGeoGebra Algumas destas propostas serdo mais orientadas parano &asico e
outras serdo elaboradas para serem aplicadas no ensima&eaou Procurou-se aliar 0 uso
do computador a analise de dados reais, conforme é recodweadavarios documentos tais
como NCTM (2007), Branco (2000), Poreeal. (2007). Para cada proposta serdo definidos
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objetivos que se pretendem alcancar, tendo em conta osapragratuais. Tendo em conta
gue o professor necessitara de uma sala com computadoaes @alicacao das propostas, na

impossibilidade de haver um computador para cada alunpppros a sua realizagéo a pares.

4.2.1 Proposta 1 — Quantas pessoas vivem em minha casa?

Esta proposta (presente no anexo A.1) destina-se aos aarddsiclo e tem como objetivos:

e recolher dados registando-os através de tabelas de fregsé&bsolutas, graficos de

pontos e gréaficos de barras;
e ler, explorar, interpretar e descrever tabelas e gréficos;

¢ identificar a moda num conjunto de dados.

Os alunos ja devem ter o conceito de moda, saber o que é untemdalfeequéncias absolutas
e conhecer gréficos de pontos e de barras. Um dos aspetoslegjaivnesta proposta € o
facto dos dados serem significativos para os alunos. Ossloagropria aula, devem res-
ponder a questéo “Contando contigo, quantas pessoas vivaoaarasa?”. O professor pode
usar uma lista dos alunos da turma que vai preenchendo noutadap e depois projeta ou
simplesmente escreve 0s nomes no quadro e as respetivastassfbeve ser transmitido aos
alunos que antes de construirem um novo grafico podem guatdaalho anterior e abrir
um novo documento (havendo a possibilidade de copiar adestaados). Deve chamar-se
a atencdo de que os graficos de pontos podem evoluir paraogréficbarras. O item em
gue se pede para o aluno formular questdes revela-se imgogara desenvolver a comu-
nicacdo matematica e deve haver um momento para a apresentdiscussao das questdes
formuladas pelos alunos. Uma vez qu&eoGebraé um softwaredinamico, o professor
pode propor a alteracédo dos dados iniciais, fazendo gueestieo por exemplo “Suponham
gue o pai da Maria (aluna da turma) vai trabalhar para o egan Acham que a moda se
altera?” Os alunos devem dar a sua opinido, mas depois dexenfirmar, alterando a lista
de dados e construindo de novo a tabela, um dos graficos olesimgnte usando o comando
“Moda]listal]”. O professor deve ter a sensibilidade deporoalteracées que facam surgir
outro valor para a moda ou até mesmo duas modas. Também sdisewer se € ou ndo

razoavel generalizar os resultados obtidos para todosinssatla escola (de forma a comecar
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a transmitir a ideia de amostra como representativa da ao@ol explorando situacdes de

enviesamento).

4.2.2 Proposta 2 — Classificacfes obtidas num teste de Matematica

Esta proposta (presente no anexo A.2) destina-se aos aai2diclo e tem como objetivos:

e compreender e determinar a média aritmética de um conjentiados;
e compreender e determinar os extremos e a amplitude de unmtonje dados;

e construir e interpretar diagramas de caule e folhas.

Os alunos ja deverdo ter construido diagramas de cauleasfotim papel e lapis e j& devem
ter os conceitos de média, extremos e amplitude. Com esfa faetende-se que o aluno
explore estes conceitos, nomeadamente, compreenda cajuenas alteracdes nos dados
influencia ou ndo a média, a moda e a amplitude. Por outro Emltrabalharem com da-
dos quantitativos com estas caracteristicas, devemosanaselativamente ao grafico mais
adequado, de entre aqueles que os alunos conhecem, péongjtia desenvolvam o espirito
critico. Uma vez que os alunos também ja aprenderam a coriatvalas de frequéncias, po-
dera perguntar-se qual a tabela mais adequada para restesidados. O diagrama de caule
e folhas pode sugerir classes para organizar os dados nbeta. tRefira-se também a impor-
tancia das alineas que permitem estabelecer conexdes aamadMumeros e operagdes”.
Dependendo das caracteristicas dos alunos, o professendgodais além perguntando, por
exemplo, quais seriam as alteracfes na média, moda, estre@mplitude se os alunos no
proximo teste subissem todos 2 valores relativamente aoi@antOs alunos devem estabele-

cer as suas conjeturas e verifica-las usando novamentesadi®itélculo.

4.2.3 Proposta 3 — Meio de transporte utilizado para chegar a escola

Esta proposta (presente no anexo A.3) destina-se aos aa2diclo e tem como objetivos:

e construir e interpretar tabelas de frequéncias absolutlativas;

e construir e interpretar um grafico circular.
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Nesta proposta de trabalho os alunos irdo construir um gréficular, utilizando as potencia-
lidades doGeoGebra A realizacao desta atividade vai permitir estabeleceextes entre os
temas Tratamento de Dados e Geometria. O aluno ja deve tatraialo um gréfico circular
usando papel e lapis e deve agora recordar como se deterragiamplitudes dos setores
que compdem o gréafico. Primeiro, os alunos constroem o gréficalar referente aos dados
fornecidos pelo professor numa tabela, mas depois devecather os dados na turma e fazer
o respetivo grafico. Caso os alunos ainda néo tenham tralbatbatloGeoGebraam geome-
tria, o professor devera comecar por explicar-lhes os &dadarra de ferramentas que seréo

utilizados.

4.2.4 Proposta 4 — Classificacdes internagrsus classificagcdes externas

na disciplina de Matematica

Esta proposta (presente no anexo A.4) destina-se aos alargfsciclo e do 10? ano e tem

como objetivos:

e escolher as medidas de localizagcdo mais adequadas pararrasoformacao contida
nos dados;

e compreender e determinar a mediana, 0os quartis e a amplitiglguartis de um con-

junto de dados;
e utilizar as medidas de localiza¢do na interpretacdo de umoictm de dados;

e comparar distribuicdes e tirar conclusoes.

Os alunos devem conhecer os quartis, a amplitude intersj@at@ambém ja devem ter cons-
truido com papel e lapis um diagrama de extremos e quariterte-se rentabilizar as po-
tencialidades dé&seoGebraao nivel da folha de célculo, na determinacdo dos quartis e na
construcdo de diagramas de extremos e quartis, evitanitho edlsulos repetitivos e rotinei-
ros. Os conjuntos de dados apresentados tém a mesma méafimnasta medida néo sera a
mais indicada para comparar estas distribuicées uma ver&pevidencia as diferencas. O
aluno usara as medidas de dispersao (amplitude e amplitiedguartis) assim como a obser-
vacao dos diagramas para estabelecer uma comparacaotdasid@es. Salienta-se o facto
deste tipo de questbes permitir o desenvolvimento da carag@d matematica. No caso da
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proposta ser desenvolvida por alunos dd Hho podera ser solicitado o calculo do desvio
padrao. De modo a facilitar a realizacdo da tarefa, o profgss=dera fornecer os dados aos

alunos num ficheiro.

4.2.5 Proposta 5 — Salarios dos trabalhadores de uma empresa

Esta proposta (presente no anexo A.5) destina-se aos alargfsciclo e do 1P ano e tem

como objetivos:

e compreender e determinar a média de um conjunto de dadogariadadequacao da

sua utilizagdo num dado contexto;

e escolher as medidas de localizacdo mais adequadas pararrasoformacao contida

nos dados.

Nesta proposta abordam-se as trés medidas de tendénca,cauds vantagens e desvanta-
gens. Refira-se que a moda e a mediana dos salarios sdo iguezadque nos levou a
elaborar muitas questdes a volta do conceito da meédia @ese-facto de esta medida ser
a mais utilizada e ser importante proporcionar momentodey@n os alunos a entender de
que forma esta medida é influenciada pelos valores muitadbsvou muito baixos, ou sim-
plesmente por um valor qualquer. Os alunos deverdo congeegne a escolha de uma das
medidas de tendéncia central para representar os dadasléape contexto. De modo a fa-
cilitar a tarefa o professor podera fornecer aos alunos umaificcom os 72 dados. Caso isso
ndo aconteca o professor deve alertar os alunos para a idedesde fazer uma copia dos
dados originais (copiar, por exemplo, para a lista B) uma wezrg Ultima questédo o aluno
devera recorrer a lista inicial e ndo aquela que ja foi ateerea questdo 7. De modo a facilitar
a realizacao da tarefa, o professor podera fornecer os dad@unos num ficheiro. Algumas

guestdes desta proposta foram inspiradas em Zawojew<$k)19

4.2.6 Proposta 6 — Comparacao de duas turmas

Esta proposta (presente no anexo A.6) destina-se aos alari@® ano e tem como obijetivo:

e compreender e determinar o desvio padrédo de um conjuntodies. da

76 Estatistica no Ensino Basico e Secundario



Materiais e sugestfes metodoldgicas

Os alunos ja devem conhecer o conceito de desvio padréaa plegtosta pretende-se compa-
rar duas turmas que apresentam a mesma média nas classgieadg@atematica. Pretende-se
gue, inicialmente, os alunos calculem a média sem recoor&esGebrauma vez que 0S
calculos sdo muito simples, no entanto, depois de introelozos dados na folha de célculo,
poderdo proceder a confirmacdo. Os alunos deverdo compreguel as distribuicbes séo
muito diferentes por apresentarem variabilidades diteserelativamente a média. O calculo
do desvio padréo, uma das medidas de dispersao mais wilizath confirmar as diferencas.
Algumas questdes desta proposta foram inspiradas em ZaskjE1992)

4.2.7 Proposta 7 — Peso e altura dos alunos de uma turma do 4@no

Esta proposta (presente no anexo A.7) destina-se aos alai@$ ano e tem como objetivos:

e construir diagramas de dispersao;
e interpretar a reta de regressao e conhecer as suas lingfacoe

e distinguir a regressao deem ordem & da regressao deem ordem &.

Esta proposta prevé a recolha de dados na turma. Por vezesos ndo gostam que o seu
peso seja conhecido. Caso o professor entenda podera ledad@s e ultrapassar essa situ-
acao. Chama-se especial atencao para o facto da maioria dosisiascolares nao explorar
a representacdo das duas retas de regressao (a reta dedegi®sem funcdo de e a reta
de regresséo deem funcao deg/). Pretende-se que os alunos compreendam que séo distin-
tas, podendo ser feitas algumas experiéncias que consstegiterar um ou mais pontos da
lista e verificar as alteracées nas retas e no coeficienterddai@io. E habitual, em alguns
manuais, pedir-se estimativas em relacdo & e dex em relagdo g, usando a mesma
reta. Os alunos deverdo compreender que tal situacdo édatecpois as retas séo distintas.
Para o confirmarem bastara definir um poAtide coordenadas«, 0)] no eixo das abcissas,
0s segmentos de reta paralelos ao eixo das ordenadas gema lgpontoA a cada uma das
retas estimadas definem os porp& P> das retas com abcisgg As ordenadas dos pontos
P, e P, correspondem as estimativas obtidas com cada uma daskEstassituacao pode ser

explorada usando as alineas 8 e 9 da proposta.
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Capitulo 5

Conclusao

Atualmente é fundamental que o cidaddo comum tenha a caplcith compreender a infor-
magcao estatistica que Ihe chega diariamente de variasgoi@scurriculos tém-se alterado
no sentido de desenvolver nos alunos esta competéncian Adessde o reajustamento do Pro-
grama de Matematica para o ensino basico, o tema matemé&irgatizacao e Tratamento
de Dados” percorre todo o ensino basico, desd€ gitlo até ao 2. ciclo e para cada ciclo
foi definido um propadsito principal de ensino que se assumea orientagcdo mais impor-
tante para o ensino deste tema. No caso particular do txelo pode ler-se “Desenvolver
nos alunos a capacidade de compreender e de produzir irféoneatatistica bem como de a
utilizar para resolver problemas e tomar decisfes infoa®éd.).” (Ponteet al,, 2007, p. 59).
Acrescente-se ainda que os tépicos estudados até@ aiwld.sao posteriormente desenvolvi-

dos no 1@ ano no tema “Estatistica”, lecionado no terceiro periodo.

Dada a importancia desta area no ensino, ao realizarmosasiho, consideramos Uutil
a elaboracédo de um texto, direcionado aos professores,ppstaano rigor e apresenta 0s
conceitos fundamentais de Estatistica lecionados néstes de ensino; salientamos algumas
incorrecOes detetadas nos materiais disponiveis paraimoetis Estatistica; apresentamos
uma seccao onde se aprofunda a regressao linear, pois mmeogstum erro comum neste
tema e, por fim, criamos propostas de trabalho para a saldaleau recurso a tecnologia,
permitindo a exploracdo dos conceitos de uma forma pratidtando deste modo que a
estatistica seja reduzida a repeténcia de calculos fasbislidesprovidos de significado (cf.
Carvalho (2006)).

Sabendo que o numero de recursos disponiveis para o ensksiatéstica que incluam
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Conclusao

a utilizacdo doGeoGebraé escasso, situacdo que se confirmou aquando da anélise de um
conjunto de materiais disponiveis, este projeto preterdei®s contributo importante para
o trabalho dos professores no ensino desta area da matema#itia vez que nele se mostra
como operacionalizar as orientacfes atuais e como implam@nefas seguindo essas orien-
tacdes. Sabendo que a tecnologia € crucial no tratamentwds ,decorremos ddeoGebra

um softwareinovador no ensino e aprendizagem da Estatistica que podensealternativa a
outrossoftwareéinstrumentos, por ser gratuito e dindmico. Ao apreserdanm conjunto de
propostas de trabalho tivemos a preocupacao de incluirjes\uas e escrever alguns comen-
tarios de modo a facilitar a sua aplicacéo na sala de aulaaRsfique a maioria das propostas
explora o facto desteoftwareser dinamico, permitindo ao aluno alterar os dados escraos
folha de célculo e verificar rapidamente os efeitos dessarmabes quer nos graficos quer nas
medidas estatisticas. Como refere Zawojewski “A folha deutdlrecalcula todos os dados
de uma so vez e indica os resultados imediatamente. Assinofespor pode concentrar-se
no efeito de introduzir certas alteragbes que, de outro muatteriam perder-se no pantano
dos célculos individuais” (Zawojewski, 1992, p. 33).

Uma vez que este tema é apresentado nos manuais com alguprasigdes, torna-se
necessario que investigadores e professores se debrubegrestas questdes, desenvolvendo
um trabalho cada vez mais rigoroso ao nivel do ensino daigstatde modo a formar cida-
daos cada vez mais ativos, interventivos e criticos.

Deste modo, espera-se que o presente trabalho possa daguenpeontributo para o

incremento da qualidade do ensino da Estatistica.
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Propostas de trabalho para a sala de aula

A.1 PROPOSTA 1 — Quantas pessoas vivem em minha

casa?

Para resolver esta atividade € necessario, em primeiro, lgga cada aluno da turma res-
ponda a questdo: Contando contigo, quantas pessoas vivena@asa? Apos o registo dos

resultados no quadro, ficando visiveis para todos, reaizsaguintes tarefas.

1. Na janela principal dGeogebracomeca por selecionar na barra de ferramesasir

e de seguida escolli®lha de Calculo
2. Na colun& introduz o numero de pessoas que vive em casa de cada aluno.

3. De seguida, seleciona todos os elementos da lista eautillotédo do lado direito do
rato para selecion&@riar lista. A lista obtida aparece na folha algébrica (lado esquerdo)

designada pdistal.

4. Constréi umatabela de frequéncias absolutas introdona@ntrada o comando Tabela

Frequéncias]listal].
5. Indica a moda deste conjunto de dados.

6. Com base na tabela formula duas questdes. Pede ao teu patagasponder a essas

guestdes.

7. Constréi um grafico de pontos introduzindo na entrada o ndmaGraficoPon-
tos[listal].

8. Constroi agora um diagrama de barras para 0 mesmo conjemtadds, usando o co-

mando DiagramaBarras[listal,0.5], sendo 0.5 a largura aaas

9. Que semelhangas encontras entre as duas representafitas g E que diferengas?
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A.2 PROPOSTA 2 — Classificacoes obtidas num teste de

Matematica

1. Comega por selecionar na barra de ferrameliaigir e de seguida escolli®lha de

Céalcula

2. Na colunaA introduz as notas obtidas num teste, na escala de 1 a 106,gbetwms de

uma turma do 6.ano, na disciplina de Matematica.

9050|4844 |92| 41| 68
82|53|62|38|81|62|43
7344|163 |/88| 53| 73|64
421 70| 75| 49|59 | 52| 53

Tabela A.1: Classifica¢des obtidas num teste

3. De seguida, seleciona todos os elementos da lista eauwtillotdo do lado direito do
rato para selecion®riar lista. A lista obtida aparece na folha algébrica (lado esquerdo)
designada pdistal.

4. Altera o nome desta lista para “notas” procedendo do segunodo: com o cursor
colocado entistal, basta utilizar o botdo do lado direito do rato, clicargnopriedades

dos objeto® escrever 0 nome que se pretende na jamaiae neste caso “notas”.

5. Elabora um diagrama de caule e folhas. Para o obteres wsaamdo DiagramaCaule-

Folhas[notas].

(&) Qual é a nota mais alta? E a mais baixa? Como designas aktes?
(b) Qual é o valor da amplitude?

(c) Qual é a nota mais frequente? Como designas este valor?

6. Determina a média das notas dos testes através do comatia{ivbtas].

7. Determina a percentagem de negativas. Da a respostaradezth as décimas.
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Sabendo que um aluno obtém a classificacdo qualitativa oegB@ndo a sua nota é

superior ou igual a 70 e inferior a 90, determina a percentatgealunos que obtiveram

Bom neste teste.

Supde que, por lapso, o professor registou a nota da Amaa(dlesta turma) incorre-
tamente. A nota real da Ana foi 84 e o professor escreveu 4&0Rde as seguintes

questdes, apresentando as justificacdes necessarias.

(a) A amplitude mantém-se? Porqué?

(b) E amoda? Porqué?

(c) A média aumentou ou diminuiu? Calcula novamente a métdieaaldo a lista dos
dados.

(d) Representa novamente o diagrama de caule e folhas.
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A.3 PROPOSTA 3 — Meio de transporte utilizado para che-

gar a escola

Perguntou-se a 40 alunos de uma escola qual o meio de tresmspais utilizado para irem

para a escola. As respostas encontram-se na seguinte tabela

Meio de Frequéncia
transporte absoluta

mais utilizado

A pé 17
Autocarro 12
Carro

Bicicleta

Total 40

Tabela A.2: Meio de transporte mais utilizado pelos alunos

1. Determina a frequéncia relativa de cada meio de traresport

2. Comenta a afirmacéo “92,5% dos alunos néo selecionaranicietaccomo meio de

transporte mais utilizado para ir para a escola”.
3. Constréi um grafico circular com recurso@eoGebraseguindo 0s seguintes passos:

(a) Calcula a amplitude de cada um dos setores. Apresentécaksa

(b) Na janela grafica marca dois pontos A e B. Desenha a cin@ndi&a de centro em

A e que passa em B.
(c) Traca o segmento de reta [AB].

(d) Usando o icorangulo com uma dada amplitudgeleciona o ponto B, o vértice do
angulo e de seguida escreve a amplitude do angulo referestt@a pé Une o
ponto obtido com o centro da circunferéncia.

(e) Repete o mesmo procedimento para 0s restantes meiosisiedrtz.

() Usa o icon ABC e selecionmserir texta Deste modo podes escrever em cada

setor o meio de transporte assim como a percentagem quertesmande.
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(g) Se pretendes colorir de forma distinta os diferenteosnde transporte utiliza
o comando “Sector Circular(Centro, Dois pontos)” para colcada um. Para
selecionar a cor que pretendes, coloca o cursor num setmaecom o botdo do
lado direito do rato. Depois selecioRaopriedades dos objetasCor.

Vi
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A.4 PROPOSTA 4 — Classificacbes internasersus classifi-

10.

11.

cacoOes externas na disciplina de Matematica

. Considera as classificacdes internas e as classificagéesasy ambas numa escala de

0 a 20, obtidas por 27 alunos do 942no, na disciplina de Matematica.

. Comeca por selecionar na barra de ferramelafalsir e de seguida escollf®lha de

Calcula

Na colunaA da folha de célculo introduz as classificagfes internas elna&B intro-

duz as classificacdes externas.

De seguida, seleciona a lista dos resultados da avaliatgioa e utiliza o botédo do
lado direito do rato para seleciorn@riar lista. A lista obtida aparece na folha algébrica

(lado esquerdo) designada pistal.

. Altera 0 nome desta lista para “interna” procedendo doiség modo: com o cursor

colocado entistal, basta utilizar o botdo do lado direito do rato, clicargnopriedades

dos objeto® escrever 0 nome que se pretende na jamaiae neste caso “interna”.

Determina a média, a moda e a mediana. Usa os comandos [ikk&die],

Moda[interna] e Medianalinterna].

Determina a amplitude, o®lquartil, o 3° quartil e a amplitude interquartis. Usa os

comandos Q1[interna] e Q3[interna).

Procede de modo idéntico para os resultados da avaligtgio® criando uma lista que

podes designar por “externa”.

Compara as medidas de tendéncia central obtidas nas digageigma O que podes
concluir?

Compara a amplitude e a amplitude interquartis obtidapiedpodes concluir?

Obtém, agora, os dois diagramas de extremos e quartiedeaodo do seguinte modo:
seleciona as duas listas inseridas na folha de calculo & mtiecon da barra de fer-

ramentas que apresenta um grafico e escolhe “analise mialdigd Para além dos
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Aluno | Avaliacdo| Avaliacéo
interna externa

1 10 11
2 11 10
3 11 8
4 10

5 13 12
6 13 13
7 16 15
8 15 15
9 17 16
10 10 11
11 11 13
12 14 13
13 11 11
14 10 11
15 12 12
16 15 12
17 11 11
18 11 10
19 16 15
20 15 13
21 12 10
22 10 8
23 19 18
24 10 11
25 11 10
26 14 14
27 12 13

Tabela A.3: Classifica¢des internasrsusclassificagdes externas
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diagramas de extremos e quartis também surge uma tabelasomedidas estatisticas

referentes aos dois conjuntos de dados.

12. Faz um comentario aos diagramas obtidos fazendo refar&eoncentracao/dispersao

das classificacoes.
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A.5 PROPOSTAS5 — Salarios dos trabalhadores de uma em-

presa

Na tabela A.4 encontram-se 0s salarios (em euros) doshedmkes de uma empresa.

Tipo NUmero Salario
de emprego de trabalhadores (em euros)

Presidente 1 12000
Vice-presidente 2 6000
Gerente 3 2800
Supervisor 9 1100
Operario 33 900
Funcionério de Caixa 5 750
Tesoureiro 3 700
Vendedor 12 600
Guarda 4 500

Tabela A.4: Salarios dos trabalhadores de uma empresa

1. Comeca por selecionar na barra de ferramelidsir e de seguida escolli®lha de

Célcula
2. Insere todos os ordenados na coluna A da folha de calculo.

3. De seguida, seleciona a lista dos ordenados e utiliza&p ki lado direito do rato
para selecionaCriar lista. A lista obtida aparece na folha algébrica (lado esquerdo)

designada pdistal.

4. Altera o nome desta lista para “salario” procedendo daiség modo: com o cursor
colocado entistal, basta utilizar o botéo do lado direito do rato, clicargnopriedades
dos objeto® escrever 0 nome que se pretende na jamaiae neste caso “salario”.

5. Calcula o ordenado médio, usando o comando Média[sala#adjas que este valor é

representativo dos ordenados de todos os trabalhadorg#icdu
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6. Determina a moda e a mediana dos ordenados. Usa os conModiaisalario] e Medi-
ana[salario]. Qual das trés medidas representa melhodesados dos trabalhadores?
Justifica.

7. Em qual das trés medidas de tendéncia central se dever hesdeabalhador desta

empresa para pedir aumento de salario? Justifica.

8. Se aumentarmos para 900 euros os ordenados dos 24 tdavathgue ganham menos
gue este valor, quais sdo os novos valores da média, modaaa@d\ltera os valores
na lista e compara as 3 medidas obtidas (as medidas surgameteaglgébrica) com as
ja calculadas.

9. Quais foram as medidas de tendéncia central que se nranmiveéE as que se alteraram?

Porqué?

10. Se alterasses apenas um dos 72 salarios, qual era a medaraéncia central que se

alterava de certeza? Porqué?
11. E qual ou quais eram as que garantidamente se manter@onep

12. Foram contratados dois novos empregados pela empmasgerente de fabrica e um
supervisor. Prevé se a média de salarios vai aumentar,rpaixficar na mesma. Ex-

plica a tua previsdo. Verifica a tua conjetura recorrendadheafde calculo.
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A.

6 PROPOSTA 6 — Comparacéao de duas turmas

1. Atabela A.5 apresenta as notas, na escala de 1 a 5, de duas to 7 ano no final
do 1° periodo

Niveis | Turma A | Turma B
a Mat.

1 4

2 5

3 7 20

4 5 1

5 4 1

Tabela A.5: Classificacdes de Matematica das turmas A e B°cn@.

(a) Calcula a média para cada turma.
(b) Se fosses aluno do®7ano, a que turma gostarias de pertencer? Porqué?

(c) Comeca por selecionar na barra de ferramdaxasir e de seguida escollt®lha

de Calculo
(d) Insere todas as classificacfes da turma A na coluna A lda @@ calculo.

(e) De seguida, seleciona a lista das classificacdes eautiliotdao do lado direito do
rato para seleciondCriar lista. A lista obtida aparece na folha algébrica (lado
esquerdo) designada pastal.

() Altera o nome desta lista para “turmaA’ procedendo daugsdgg modo: com o
cursor colocado eriistal, basta utilizar o botao do lado direito do rato, clicar em
propriedades dos objetos escrever o nome que se pretende atribdista 1,

neste caso “turmaA’.

(9) Repete este procedimento para as classificacfes da tuentkesigna a lista por

“turmaB’”.

(h) Confirma os calculos efetuados na determinacdo da médiad#eturma, utili-

zando os comandos “MédiafturmaA]” e “MédiaJturmaB]”.

Xl
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(i) Um aluno calculou o desvio padrao dos niveis a Matemalécairma B e obteve

-0,2. O que podes concluir?

()) Calcula o desvio padréo para cada um dos conjuntos de datls® o co-
mando DesvioPadrdoAmostrafturmaA] e DesvioPadraoAmfistmaB], respe-

tivamente.

(k) Qual das turmas te parece mais homogeénea nesta digGighorqué?

2. Encontra um conjunto de 10 nimeros com meédia 20 e desvidgadrca de 5. Con-

firma com a folha de célculo d@eoGebra

3. Encontra um conjunto de 10 nameros com média 20 e desviéd@adrca de 10. Con-

firma com a folha de célculo d@eoGebra
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A.7 PROPOSTA 7 — Peso e altura dos alunos de uma turma

do 10° ano

Para resolver esta atividade o professor deve solicitéecgradamente, uma lista com os

pesos e as alturas dos alunos.

Comeca por exibir a folha de célculo e utilizar as duas praeeolunasA e B) para
registar os pesos e as alturas dos alunos, respetivameaogen &ssim conhecidas as

coordenadas dos pontos a utilizar para a regressao linear.

Com os pontos definidos, cria uma lista de pontos (baste@i@®ar as coordenadas e,
utilizando o botdo do lado direito do rato, selecio@Gaiar lista de pontospois, neste

caso, cada ponto terd duas coordenadas). Obtém-se dsstial.a

Determina o coeficiente de correlacdo, através do comdddeficienteDeCorrela-

caollistal]’;

Obtém a reta de regressao da altura em funcdo do pesoersdm@o comando “Re-

gressaoLinear]listal]”

No mesmo grafico, representa a reta de regressao do pesogio fla altura utilizando

0 comando “RegressaoLinearX[listal]”.

As retas obtidas sao iguais? Podes representa-las pardiferentes de forma a pode-

res distingui-las facilmente.

Altera um ou mais pontos da listal e verifica a alteracaommeoeficiente de correla-

céo quer nas retas.

Considera que o Manuel sé preencheu o peso (63,450kg).éQuadédr mais provavel

para a sua altura?

Considera que o Jodo s6 preencheu a altura (1,68 m). Qulalrénais provavel para

0 Seu peso?
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