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Resumo

O presente trabalho consiste na construcdo de o®duoterativos de FungbBes Reais de
Variavel Real para a disciplina de Matematica A1do® Ano de escolaridade que pode
contribuir para diversificar praticas letivas, mati alunos e criar condicbes para um estudo

auténomo.

Tendo em conta 0 panorama contextual das prattasd e todos os recursos disponiveis
para o ensino/aprendizagem, pretende-se com @gétgodar a conhecer usoftwarelivre de
testes de matematica com correcado assistida pgrutador, o0 STACK $ystem for Teaching
and Assessment using a Computer Algebra Kgreepossibilitar que professores e alunos
experimentem uma situacdo de aprendizagem num arabietual. A grande inovacao do
STACK é possibilitar a introducdo das respostatormaa algébrica e recorrer ao sistema de
algebra computacional Maxima para avaliar e gdesdback Equipado com uma
desenvolvida arvore de respostas permite aindaderfeedbaclque reconduza o aluno para

o raciocinio certo.

O STACK pode ser associado a plataforma de engiresidizagem Moodle e, desta forma,
fazer uso dos seus sistemas de autenticacdo,orelgiststatisticas e de todos os modulos e
atividades da plataforma. A articulagdo do STACHKndivros interativos, videos applets
possibilita a criacdo de um ambiente virtual quelepaontribuir para uma melhoria da

qualidade do ensino/aprendizagem.

Palavras-chavd-uncdes Reais de Variavel Real; Funcdes Raciodgipjet; Moodle;
STACK; GeoGebra.






Abstract

This projet consists in building interactive modulef Real Variable Functions in the
Mathematics curriculum of 'L grade in Portugal. It can be used by studentko them in
their studies by providing a more interactive amgnfdly environment, stimulating their

motivation and autonomous study.

In the present context of teaching practises akiddanto account the resources available for
teaching and learning, the aim of this projecbiptesent the free software STACRyStem
for Teaching and Assessment using a Computer Adgkbrne), which allows teachers to
author and manage their own questions with comgasgsisted correction and to give to
teachers and students the possibility of engagenmert virtual environment. The great
innovation of STACK is that this software allowstéers to build their own formative and
automatized e assessment in Mathematics. Thismsyaterprets student’s answers entered in
algebraic form and provides feedback to the wramywrs, leading the student to the correct

reasoning.

STACK can be associated to the free learning platfMoodle and thus make use of its
systems for authentication, records and all ofrthredules and activities. The articulation of
STACK with interactive books, videos and appletéoves the creation of a virtual

environment that can contribute to improve the igpaf teaching and learning.

Keywords: Real Variable Functions in the Mathematics; Ratiorraunctions; Applet;
Moodle; STACK; GeoGebra.
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1. Introdug¢ao

O presente trabalho resulta de uma investigacalizada no ambito do mestrado em
Educacdo e Tecnologia em Matematica, baseada mbsidos lecionados na disciplina de
Tecnologia no Ensino da Matematica, e tem comotigbjepresentar uma experiéncia de
criagdo de conteudos interativos e multimédia aados aosoftware STACK (System fo

Teaching and Assessment using a Computer Alg&amael) destinados ao ensino da

Matematica.

O principal objetivo deste projeto é a construc@&onthteriais didaticos e a criacdo de um
ambiente de aprendizagemnline para o capitulo Introducéo ao Calculo Diferentiahais
especificamente para os temas Fun¢cfes RacionagsieaBas de Matematica A do 11.° ano,
na plataforma de-learningdo projeto MITO - Mddulos Interativos de Treif@nline do

Instituto Politécnico de Leiria.

Assim, pretende-se que os alunos disponham de imatepara consolidacdo de
conhecimentos, desafios matematicos que os envolvathes proporcionem melhores
oportunidades de aprendizagem, bem como, recurams ygpm estudo continuado com
contetdos didaticos e exercicios interativos qumptementem os recursos do ensino
tradicional. Pretende-se ainda que os materiaifiemxos professores a compreender em que
medida a utilizacdo de ferramentasediearningpode contribuir para diversificar as praticas

letivas, complementar o ensino presencial e desesnviobdbitos de trabalho.

Este trabalho parte do principio que o uso de amdxsevirtuais influencia a compreensao e a
aplicacao de conceitos, assim como fomenta o egtekistente, a autonomia, a autoestima,
a motivacdo e o interesse dos alunos pela matem&ar este motivo, uma das finalidades

do projeto € conduzir os alunos a conclusdo deagresolucao de determinados exercicios



com recurso as novas tecnologiasfiwarede geometria dinamica, calculadoras gréficas)

exige um bom dominio de conceitos matematicos eitas.

Tal como, Souza (2005), crihamos um modelo de exiecsegundo a concec¢ao construtivista
onde é dada énfase a construcdo do conhecimemtmdpada exploracdo e manipulacéo de
objetos e ideias, para que a aprendizagem podgaarese segundo trocas entre o individuo e

0 meio.

Neste projeto, construimos dois mdédulos interatides treino online, dos temas supra
mencionados, compostos por slides com a matérnigaedivro interativo comappletscriados
em GeoGebraspftwarede Geometria Dinamica), graficos detalhados, \@datoriais e por
exercicios de treino e avaliacdo construidos cawftwvarede construcédo de perguntadine
STACK (System for Teaching and Assessment using a ConAdgehraKerne)).

Este documento estd organizado da seguinte mardoacapitulo 2 é apresentada a
problematica da investigacdo, tendo em conta cegtmiatual do ensino da matematica. No
capitulo 3 é feito o enquadramento do estudo no wientifico e institucional. No capitulo 4
apresenta-se uma descricdo detalhada dos moédtdoativos. No capitulo 5 sugere-se uma
proposta de implementacédo deste projeto, quer @puid ao ensino tradicional, quer como
ferramenta de trabalho autbnomo para o aluno. Por Ho capitulo 6, comparamos 0s
mddulos interativos construidos com materiais @idatsemelhantes e apresentamos algumas

reflexdes finais.



2. Problematica da Investigacao

“A tecnologia é essencial no ensino e na aprendimaga matematica; influéncia a
matematica que é ensinada e melhora a aprendizdgeaiunos.” (NCTM, 2007)

Para este projeto partimos de trés grandes presnsseaalidade do ensino/aprendizagem esta
transformada; é necesséario diversificar materiais Bovas tecnologias podem contribuir para

a melhoria do ensino e da aprendizagem.

Discutir o paradigma educacional €, no século XXha temética incontornavel, uma vez
que, as TIC (Tecnologias da Informacédo e Comun@ag@ uma realidade que tem vindo a

transformar aos poucos a vida de cada um de nétda aas escolas.

A diversificacdo de recursos e de estratégias ipathorar as aprendizagens na disciplina de
Matematica é uma probleméatica de investigacao gge desenvolver, na medida em que o
insucesso na disciplina e as dificuldades apredastpelos alunos € muita vez justificada
pela desmotivacao, falta de atencdo ou concentragsiaulas e falta de métodos e habitos de

estudo e de trabalho.

Richardson afirma erBlogs, Wikis, podcasts and other powerfull Webstdot classrooms
(2006) que as novas tecnologias e 0 seu uso argimama nova literacia, isto é, no atual
paradigma educacional, os alunos devem saber roagsi@l ler e escrever porque a eles se
exige que continuamente facam também as suas g@sOpublicacde®nline 0 que é sem
davida mais estimulante. No entanto, para que wsoal passem a ser mais empenhados e
responsaveis pelas suas publicacbes é preciso guensinemos a ser leitores criticos

relativamente ao que leem e publicam:



“...it obviously requires that we teach our students to become more active
consumers of that information instead of just passively accepting it as legitimate.
Editing, then, means being a critical reader and viewer, not simply accepting what
is presented.”

Na verdade, a maioria dos alunos usa com destreza as novas tecnologias e com muita
facilidade acedem aos conteudos publicados pelos professores, podendo e devendo estes
contribuir com a construcdo de contetdos didaticos que complementem as tarefas escolares e
apoiem o estudo. Este tipo de materiais podera ter algum impacto positivo na aprendizagem,

na motivacao e no envolvimento dos alunos nas atividades propostas.

Acreditamos que o presente trabalho constitui um bom exemplo de utilizacdo de tecnologia
no ensino da Matematica e apresenta ferramentas inovadoras nesse propésito. Todos estamos
conscientes de que as grandes evolucdes tecnoldgicas sdo uma realidade e os professores tém

de estar atentos, porque os alunos nao estéao alheios a essa realidade.

2.1 Questdes de Investigacao

O objetivo principal deste projeto € a divulgacdo de software educativoque, quando
implementado na plataforma Moodle, permite criar um ambiente virtual de aprendizagem.

Mais especificamente procurdmos responder as seguintes questdes:

- Como se procede na criacao de Médulos Interativos?

- Como conceber e construir de perguntas de matematica no STACK?

- Como podem ser contextualizados os Modulos Interativos para melhorar a aprendizagem
dos alunos?

- Como podem os Modulos Interativos proporcionar um ambiente virtual de suporte a
aprendizagem?

- Qual o interesse pedagogico dos Modulos Interativos?

- Quais as facilidades e dificuldades inerentes em producdes futuras de Mdédulos Interativos?

- Poderéo os recursos interativos influenciar o ambiente em sala de aula?

- Poderéo os recursos interativos melhorar habitos e métodos de estudo?

- Quais as vantagens e desvantagens do uso de um sistema aalieste®mo o STACK,

na criacao de Mddulos Interativos para o estudo de funcdes reais de variavel real?



2.2 Pertinéncia do Estudo

Segundo José Manuel Moran no capitulo “A PedagegiaDidatica da Educacdonling’
(2005) ensinar e aprender sdo os grandes desali®sdids de hoje. Com a evolugéo
tecnoldgica existem diversos lugares e formas dendpr para os quais nao podemos estar
alheios. Se educar hoje € cada vez mais complexonpu-se urgente repensar todo o
processo, reaprender a ensinar, a estar com ossalarorientar atividades e a definir o que

vale a pena fazer para ensinar/aprender melhor.

Apesar de muitos recursos tecnolégicos terem sittcados nas escolas, em geral o processo
ensino/aprendizagem manteve-se igual ao de sermigrdecnologias sao utilizadas para
ilustrar os contetdos e ndo como recursos intestarafraseando Moran (2005), estamos a
viver uma etapa em que precisamos reorganizardaaamhecimento em novos moldes, pelo

que é necessario adotar novas propostas e nowaffodes

Desde o inicio da minha carreira profissional quecyro, sempre que possivel, utilizar

recursos didaticos atuais em sala de aula, reflebre o ensino, assim como aperfeicoar as
minhas praticas letivas. As causas do insucessiiagio de oportunidades de aprendizagem
que estimulem os alunos e a criacdo de condi¢cdesnpihorem as aprendizagens séo
problematicas que sempre despertaram o meu irngerésseste perfil de professor que me

enquadro e por isso a minha motivacao para estdcest

Diversificar para melhorar as oportunidades derapragem dos alunos é tarefa que se exige
hoje a um professor. A educacado, a semelhancatdes@etores, necessita de investigacéo e
inovacdo, uma vez que a sociedade esta em profundanca. E urgente pensar em novos
paradigmas de aprendizagem, onde o aluno possaaseautonomo e corresponsavel, com o
objetivo de ultrapassar as suas dificuldades, cegnaponta noBrincipios e Normas para a

Matematica Escolar

“Temos obrigacdo de proporcionar as nossas criamgasevado nivel de literacia
guantitativa e de conhecimentos matematicos, queepsmre para a cidadania, para
o trabalho e para os seus estudos futuros.” (NCI@7)



Partindo deste pressuposto, ndo podemos fechdhas as TIC (Tecnologias de Informacéo
e Comunicacdo) dentro das escolas, ou corremosco de ndo preparar os alunos para o
futuro, mesmo tendo duvidas que os avancos tedgok@ a educacaonline venham a
ocupar um espaco central na pedagogia nos proxamums Com efeito, € necessario desafiar

os professores e todo o sistema no qual se formauserencontram em formacao.

Acreditamos que a educac@mline pode complementar 0 ensino presencial através da
ampliacdo dos espacos de ensino/aprendizagem aragwivirtuais. Tornou-se por isso
pertinente, na sociedade em que vivemos, conhsagfledos da utilizacdo de alguns recursos

didaticos inovadores.

A escolha da tematica tecnologias no ensino darvttea para este trabalho prende-se, com
a necessidade de criacdo de estratégias para arebmwraprendizagens matematicas, por
sentirmos a necessidade de criar recursos diwadds para melhorar o ensino e a
aprendizagem e também para preparar os alunouupsaociedade em que as tecnologias
tém um papel muito importante como vem referidpragrama de Matematica A do ensino

secundario:

(...) “para além de ferramenta, é fonte de atividade, investigacdo e de
aprendizagem, pretende também preparar 0s estagare uma sociedade em que
0s meios informaticos terdo um papel consideragelesolucdo de problemas de
indole cientifica.” (DES, Mateméatica A 10.° anoQ2p

Segundo Duarte & Gomes (2011), cresce o interesseutilizacéo de plataformas de gestéao
de aprendizagem e particularmente da plataformadMod®ma vez que nesta plataforma é
possivel conjugar um sistema de administracdoidiel@des educacionais com um pacote de
softwaredesenhado para auxiliar os educadores, é entfingoee 0 estudo e divulgacao de
um sistema gratuito, STACK que permite construirhanco de questdes, para producdo de
testes de mateméaticanline com grande rigor na escrita matematica e boa emiasio
grafica. Como refere Paiva (2011) no artigo “Codte didaticos multimédia, testes e
exercicios de treino de Matematioalin€’, o STACK, desenvolvido na Universidade de
Birmingham no Reino Unido, é um sistema de avatiagdm vantagens relativamente a
outros sistemas convencionais de avaliagéline da plataforma de ensino/aprendizagem
Moodle, nomeadamente no tipo de perguntas que fgepmaduzir € no tipo de respostas, pois

no STACK o aluno pode introduzir a resposta na od® uma expressao matematica.



O sistema recorre aoftwarelivre Maxima (semelhante ao Matlab e ao Maptdtwaresde
calculo algébrico) para manipular expressdes mdiesmsana forma simbdlica e comparar as
respostas do aluno com as respostas do professte.s@&ftware apresenta um grande
potencial educativo como ferramenta que pode seccasla a plataforma Moodle permitindo
a criacdo de ambientes virtuais, que podem mellamraprendizagens. Acresce ainda que, 0
STACK € um software desconhecido da maioria dos professores do ersasico e
secundario e a sua utilizacdo associada a contentdwativos e multimédia constitui uma

resposta apropriada para os desafios tecnologiemsdp colocados atualmente aos docentes.






3. Enquadramento Tedrico

Neste capitulo apresentamos uma breve revisdocodpibfica realizada com o intuito de

contribuir para uma reflexdo sobre a problematidstente neste projeto. Assim, referem-se
aspetos sobre a sociedade de informacgéo, a evollg;@iso das tecnologias em educacao,
ensino a distancia, as tecnologias na aprendizadammatematica, os programas de

matematica no ensino em Portugal e o tema func@Esnelogias.

3.1 Sociedade de Informacao

Na segunda metade do século XX, a intensidade seobertas ao nivel da matemética,
fisica, engenharia e comunicacao, bem como as madannivel social, politico e econémico
em diversos paises foi de tal forma complexa gaesfegir um novo paradigma social que
muitos denominam como “sociedade de informacaatfaceefere Coutinho (2003). Embora
ndo exista uma definicdo de sociedade de informagénde-se ser “algo que va além do
simples uso de tecnologias que facilitam a armaganacombinacédo e transmissao de dados

e informacgdes” (Coutinho 2003, p. 90).
Desde meados dos anos 90 que é atribuido grande pef®rmacéo e como refere Oliveira:

“a palavra informacao foi uma das palavras-chavei@@em do século e integra a

expressdo sociedade da informacdo que é ententhdejaior parte das vezes,
como sinénimo de sociedade do conhecimento” (Ghy&004)

Com a difusdo daVvord Wide Welacentuou-se a forma como acedemos a informacédo, a
maneira de pesquisar e preparar aulas e em coms@émodo como 0s alunos comunicam

com os professores e os professores com os al@ineira (2004) refere ainda que o



professor continua a ocupar um lugar de relevocnagextos eletronicos, pois a qualidade de

fonte de conhecimento continua a ser atribuidaafegsor.

O acesso a Internet e as tecnologias digitais pemover a criacdo de novos espacos de
interacdo e comunicacdo, possibilitar o acesso feredies areas do conhecimento e
consequentemente a atualizacdo do conhecimenterspotreal, assim como, incentivar para

uma aprendizagem constante, a partir de qualggar.lu

Como refere Coutinho & Lisbba (2011), estamos anviuma revolucdo tecnologica e ensinar
numa sociedade em rede e esse € um desafio qudosa boje aos professores que tém a
responsabilidade de preparar os alunos para ganfoanacdo, construir o conhecimento e
usar as tecnologias de um forma responsavel, aréicriativa. O espaco fisico da escola
deixou de ser o local exclusivo para a construgécothhecimento.

3.2 A Evoluc¢ao do uso das Tecnologias em Educac¢ao

N&o podemos dissociar o estudo das novas tecnsldgianformagéo e comunicagao (TIC)

da forma como se desenvolvem as criancas e se@amsbnhecimento.

Para Papert (1997), colaborador de Jean Piageinstracdo do conhecimento através do
computador sé acontece quando o aluno constroihjetoodo seu interesse, o que significa
que o aluno tem de se envolver afetivamente nand@agens. Papert € também conhecido
pela criacdo da linguagem LOGO, uma linguagem dgramacao que consiste numa acao de
programar ou de “ensinar” a tartaruga a produgirris e graficos através de um conjunto de
comandos, atividade entendida como uma tarefa @no @luno age com o computador.

Como refere Ponte (1997), Seymour Papert deu orgemm forte movimento internacional
de professores e educadores interessados em explatdizacdo do computador no ensino
da matematica. Convém referir que este movimente &gnificativas repercussdes em
Portugal, nos anos 80, e de experiéncias feitasatonos envolvidos em atividades concluiu-
-se que a utilizacdo dos computadores melhora ag¢del com a disciplina e os alunos

mostram-se mais predispostos para a aprendizagem.
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O ponto de vista de Papert relativamente a apragéin, aponta essencialmente, para que a
crianca deva apreender a comandar o computadoroeondontrario. Efetivamente a
motivagdo das criancas e jovens esta cada vez maaisiovas tecnologias. As exigéncias
pessoais de conhecimento dos alunos, extravasamoaeos tradicionais de conhecimento e

os professores devem, dar cada vez mais, impoatanartente efetiva da aprendizagem.

Segundo Seymon Papert, as aprendizagens sdo sequyaeionadas com 0s contextos em

gue elas se realizam:

“A tarefa da educacdo é, assim, a de criar os xtw#eadequados para que as
aprendizagens se possam desenvolver de modo riatBeadert, 1997)

Por isso o autor refere ainda um ponto de vistdivelmente a aprendizagem:

“ aprender a aprender ndo é algo difuso e irrekevamas uma das condicbes
fundamentais de sucesso na sociedade de infornm@Er@ onde caminhamos a
ritmo acelerado” (Papert, 1997)

No periodo de 1983 até 1987 deu-se uma verdadgitaséo no nimero de experiéncias, na
producdo de material de apoio, livros, publicagbesnferéncias sobre o uso do LOGO.

O LOGO, como linguagem e como filosofia educaciptede uma grande influéncia, por
exemplo, no projeto Minerva, uma iniciativa de amhknacional entre 1985 e 1994, que
procurou integrar na escola o uso do computadasuce uma comunidade de professores e
investigadores, usou-se a linguagem LOGO em atieisl& projetos realizados dentro e fora
das salas de aula e foi um projeto inovador congrande nimero de professores envolvidos.
Esta linguagem, apesar do seu interface inovadahaa por envelhecer e logo de seguida
utilizaram-se os sistemas de autoria multimédiapermédia que permitiam a interacdo do

utilizador com a aplicacéo.

Também para Carvalho (2008), com o aparecimenivaoidd Wide Welalterou-se a forma
de aceder a informacdo, de pesquisar, preparas alde comunicar com 0S outros,
possibilitando a criacdo de ambientes colaborateragprendizagenonline Rapidamente
estas tecnologias chegaram as escolas e a grar#gaucomecou a operar-se na vida de

professores e alunos, mas até hoje esta mudangademuito assimétrica.
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Relativamente ao ponto de vista de Souza (2005)naiaria das escolas, a utilizacao da
informatica tem “acontecido isoladamente nas difi@® disciplinas. Para este investigador
ainda se usa predominantemestdtwarede apoio aos conteldos e recursos que propdem
substituir o professor ou reforcar os conteudosdoidos, o que ndo favorece a colaboracao

entre alunos e professores.

3.3 Ensino a Distancia

Sao muitos os estudos ja feitos sobre os primérdmsiso das tecnologias aplicadas a
educacado e ao ensino a distancia. Ao correio postaéculo XIX, seguiram-se o radio e a
televisdo na primeira década do século XX que éwotu rapidamente, em ndo mais que

meio século, para aquilo qgue conhecemos hoje.

Os meios de comunicacao uhass mediaradio e televisdo provocaram a expansao do ensino
a distancia, mas o seu contributo deixou um gralesgafio para as geracdes vindouras, uma
vez que os conteudos produzidos eram uniformestpeos os alunos e as interacdes entre
professor e aluno eram muito pouco existentes. €2rd®lvimento das TIC trouxe novas

perspetivas devido a facilidade de producédo e gagio de conteludos e despertou para a

necessidade de se ir para além disso.

Neste momento, praticamente todas as instituicéemndino superior e de ensino secundario
em Portugal tém uma plataforma de ensino/aprengimagemelhante ao Moodle e ao
Blackboard. Essencialmente, a plataforma € utiéizawhioritariamente no ensino presencial
como repositério de contetdos. Para Miranda (26A8naronline e a distancia é muito mais

do que disponibilizaonline os recursos do regime presencial. Como para quatg@edo de
ensino € necessario definir objetivos, criar cotdsi de qualidade, atividades bem
conseguidas, se possivel interativas e verifiguentemente se 0s conhecimentos estao a

ser adquiridos.

Para Bidarra, no final da primeira década do miléria uma tendéncia para que a
comunicacao se realize “visualmente através delegias de comunicacdes que permitem a
interatividade dos sistemas multimédia e fomentamadividade individual” (Bidarra, 2009),

convém, por isso, aproveitar esta tendéncia e adato processo de ensino/aprendizagem.
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O ensinoonline enquadra-se dentro do ensino a distancia, umagweza comunicacado é
estabelecida por computador, trata-se de comumicsig&rona e assincrona e permite que
diferentes tipos de interacdo se concretizem nomwmesontexto e possibilitem uma

aprendizagem colaborativa.

A introducdo do ensinonline provocou grandes alteracdes e novos problemas sinoea
distancia. Como refere Morgado “O papel do proféagor no ensin@nline complexifica-se
e ganha um maior destaque relativamente aqueledgsempenhou noutras geracfes de
ensino a distancia” (Morgado 2005, p.104). Comtef& professor/tutor passou a tomar uma
série de decisbes sobre o processo de ensino/gagech, tendo um papel bastante
importante na conducdo das aprendizagens e tomow-sesponsavel pela criacdo e

manutencdo de um ambiente propicio a interacamo&horacgao.

O mesmo autor reitera que 0 ensioaline segue uma perspetiva construtivista de
aprendizagem, até agora de dificil aplicacdo nanens distancia, distanciando-se de uma

perspetiva de ensino/aprendizagem individualizadsente na autoaprendizagem.

Do mesmo modo, Souza (2005) afirma que a abordagestrutivista € a que tem gerado
mais beneficios e a que tira mais proveito dosrsesutecnolégicos para os processos de
ensino e aprendizagem, pois da grande importanaganatrucdo do conhecimento e as
maneiras de pensar mediante a exploracdo e a negd@puativa de objetos e ideias tanto

abstratas como concretas.

A educacgédo a distancia em ambientes digitais eaiites de aprendizagem é um sistema
aberto de construcéo da aprendizagem. Os trabdéhBsaget tiveram uma grande influéncia
na concecao construtivista de aprendizagem. Posternte, a interacdo do aluno com o
computador como objeto de aprendizagem € complami@rdom os modelos de Vygotsky

relativamente a forma como os mediadores/professoteragem com os alunos.

Para Piaget, o sujeito s6 pode adquirir conhecionemtiver os esquemas mentais necessarios
para a sua assimilacdo. Os piagetianos mais dagmeatiefendem que os programas da
matematica devem respeitar o nivel cognitivo desmad evitando ensinar nogcfes para as
quais ndo possuem estrutura cognitiva. O profdesorassim, o papel de ajudar os alunos a

construir os seus conhecimentos, pois a aprendaizadacilitada quando € autodirigida.
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Posteriormente Vygotsky refere que o desenvolvimagnitivo esta ligado a interacao
social. Para este cientista o papel do adulto @raa como transmite conceitos as criancas

promove o desenvolvimento cognitivo.

Para Araujo (2006), a partir das ultimas décadasédalo XX, a fundamentacédo tedrica das
Ciéncias da Educacao tem incidido nas duas vestetde psicologia cognitiva: teoria
piagetiana designada porconstrutivismo e a teoria vygotskiana denominada por
construtivismo socialPara Piaget e Vygotsky o conhecimento constroi-spamdir da

interacao do sujeito com o meio envolvente.

Partindo do pressuposto sustentado por Papert de‘aupapel do professor é criar as

condi¢bes para a invencgao, em lugar de fornecdremomentos consolidados” (Papert, 1997),
e como, aliads, sustenta Souza, 0 “uso de tecnolpgiasi s6, ndo garante a melhoria a
educacao” (Souza, 2005) a perspetiva construtiéstiesejavel. No entanto, a maioria das
escolas ndo esta organizada de forma a permitiladbaracdo de professores e alunos ou

possibilitar a criacdo de ambientes construtivid&aaprendizagem.

3.4 Os Programas de Matematica no Ensino em Portugal

Para se compreender tanto o ensino da Matematioa os recursos tecnologicos utilizados
pelos professores, atualmente, € relevante o conéet® de alguns aspetos essenciais ao
nivel do curriculo da Matematica a as grandes @goégrocesso ensino-aprendizagem desde

0s anos 40.

Nos anos 40 e 50, a memorizacdo e a mecanizagéasdw, como refere Ponte (2003), eram
defendidas e os alunos tinham de memorizar teoredessonstracdes e resolver inimeros
exercicios. Ao constatar-se que os alunos apresentaeduzida competéncia ao nivel do
calculo, surgiram muitas criticas ndo s6 no endadlatemética em Portugal como também

noutros paises.

De acordo com o que € apresentado na brochuraiéad&tsino Secundario do DES (1997 a)
os programas de Matematica do 3.° ciclo do ensieal| atualmente 10.° e 11.° anos, mais
ndo sao que uma listagem de temas a tratar, cogedral (funcbes, limites, polindbmios,
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equacles, equacdes irracionais, analise combiaatdtimeros complexos e derivadas),
trigonometria (funcdes circulares diretas e invergdarmulas da soma e diferenca de dois
angulos, uso de tdbuas trigopnométricas e a resphig@quacdes trigonométricas), aritmética
racional (teoria dos nuameros inteiros, potenciagigtemas de numeracdo, divisibilidade,
nameros primos, divisores e multiplos) e, por fimcjuiam uma breve introducdo a geometria
analitica de Descartes e Fermat (distancias, ete&® e posicoes relativas de retas e

circunferéncias).

Bento de Jesus Caraca, matematico que via paradiéseu tempo, ja questionava nessa
época o ensino de memorizacao e mecanizacao, claraatencao para o facto desse ensino
nao promover o espirito critico nos alunos e apedav uso das novas tecnologias no ensino

da Matematica.

Os anos 60 ficaram marcados pelo movimento intevnacda Matematica moderna que foi

seguido pelos matematicos que mostravam grandésfagdo com os conhecimentos dos
jovens que chegavam a universidade e também urseecite preocupacado em modernizar a
linguagem matematica veiculada a estes alunos.aN&ssca, jA se apelava a utilizacdo de
novos métodos de ensino de forma a abandonar qaattto possivel o método expositivo e

adotar um método onde o aluno tivesse um papel atiais na redescoberta de conceitos e
relacionagcdo de temas, na compreensédo das ideiamétas e melhor as competéncias ao

nivel do célculo

O movimento da Matemética moderna apelava esspraniéé a uma mudanca, como

podemos observar nas recomendagfes didaticas ido sesundario:

“(i) usar conceitos e processos unificadores paestruturar os diversos topicos
escolares de um modo mais coerente; (ii) introdumros tépicos que se
considerava poderem ser aprendidos pelos alunesvaldr nas novas aplicacdes
desta ciéncia e (iii) eliminar alguns dos tépicoadicionais, considerados
obsoletos.” (DES, Didactica Ensino Secundario, 1997

Ainda na década de 60, numa primeira fase expetahda Matematica moderna, destacou-
se em Portugal José Sebastido e Silva com a etd#wod®e manuais escolares para os niveis
correspondentes aos atuais 10.° e 11.° anos coos t@was como, por exemplo Iniciacdo a

Légica, Estruturas Algébricas, Algebra Linear, Riuibdades, Estatistica, entre outros, e
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manteve temas que ja se lecionavam como a Inice¢dmlise Infinitesimal, Trigonometria,
Céalculo Algébrico e a Geometria Analitica. Seguddsé Sebastido e Silva, a modernizagéo
do ensino ndo podia ser feita s6 ao nivel dos pmgs, mas também ao nivel de métodos de
ensino, devendo o professor adaptar significativesene método expositivo tradicional.

Segundo Ponte, ja nessa época José Sebastid@mear®ibirava preocupacao pela renovacao

dos métodos de ensino, criticando o0 método expoditadicional.

Em conclusdo, este movimento renovou os temas eatenhdtica traduzindo-se numa
abordagem mais moderna dos conceitos e uma pregmugam a interligacdo das ideias
matematicas. No entanto, o objetivo de melhoraapasndizagens dos alunos que entravam

nas universidades nao foi alcancado.

Nos anos 70, o movimento da Matematica modernargigei-se a todos os niveis de
ensino, dando origem a novos programas e manuaidlaess. Embora a Matematica
tradicional nunca tivesse sido substituida pelaekt@tica moderna, houve uma juncdo das

duas, e as aplicacdes da Matemética, acabaranegaparecer dos programas.

Até aos anos 80, os ideais do movimento ndo for@mestados, mas nesta década surgiram
criticas aos programas de Matematica moderna pelaaga de simbolismo, pelas estruturas
abstratas de dificil compreensao, pelos fracosrgssgs ao nivel do raciocinio, resolucédo de

problemas e no dominio do calculo.

Com efeito, coincidindo com as criticas ja refesideesta década surge uma nova reforma no
ensino da Matematica com a publicacdo de documergtorios, conferéncias, projetos
destacando-se &ormas para o curriculo e avaliacdo da matematiseotar onde se destaca
que o principal objetivo da matematica é levar enala desenvolver o seu gosto pela
matematica. Estas criticas foram cruciais nas mgagague surgiram no final da década de 80

e na década de 90.
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Atentemos nas novas orientacdes e nas suas ide@amentais:

“(i) a natureza das competéncias matematicas quecema especial atencao no
processo ensino-aprendizagem;

(i) o impacto das novas tecnologias computacionai$latematica e na sociedade
em geral;

(iif) a emergéncia de novos dominios na Matematica;

(iv) o aprofundamento da investigacdo sobre o smesnsino aprendizagem.”
(DES, Didactica Ensino Secundario , 1997)

Em 1997 o programa do ensino secundario passou grdade importancia ao uso da
calculadora gréfica e os temas sofreram algunsuses, sendo abordados a Analise
Infinitesimal, o Calculo Algébrico, a Trigonometria Geometria, Estatistica e o aspeto mais
inovador do programa € a abordagem do tema Pradedsls. Este programa inicia uma

renovacao curricular no ensino da matematica.

A razdo de ser para a introducdo destes novos(moget que o programa da disciplina de
Matematica tem de ser simultaneamente abrangeptefendo para garantir que os alunos

tenham uma vasta gama de opcdes profissionaigiéragzas.

Como se refere noBrincipios e Normas para a Matematica Escol@af07), os alunos do
ensino secundario deveriam adquirir autonomia gasenvolver capacidades de trabalho em
grupo, para se tornarem mais reflexivos e deseax@iv competéncias intelectuais e pessoais

gue possam levar consigo para o local de traballmaca o ensino superior.

3.5 As Tecnologias na Aprendizagem da Matematica

Nos ultimos anos, o computador tem influenciado esedvolvimento do ensino da

Matematica. Inicialmente o computador foi usad@paalizar calculos numéricos demorados
e mais tarde passou a ser utilizado para diversosegsos de investigacdo. Atualmente,
matematicos, engenheiros e cientistas criam modelnputacionais para simularem cenarios
que anteriormente se tornavam dificeis. O acesdlo fié@s dias de hoje, a informacao permite
a partilha de conhecimentos e o debate de ideigpresenta um estimulo importante a

atividade de producdo matematica.
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Com base nas normas referidas anteriormente, nadividas quanto a importancia das
tecnologias e a sua importancia para o processmslao/aprendizagem, conforme podemos

verificar no excerto:

“a tecnologia é essencial no ensino e na aprenglizatp matematica; influéncia a
matematica que é ensinada e melhora a aprendizimgaiunos.” (NCTM, 2007)

Os atuais programas de matematica incentivam adasdecnologias, embora recomendem
que estas sejam usadas com responsabilidade de modoriquecer e melhorar as
oportunidades de aprendizagens matematicas do®saluks indicacdes metodoldgicas
incidem em que devem ser dadas oportunidades am®salde abordar questdes de
experimentacdo para que possam sentir as vantatgsigecnologias na execucdo de
procedimentos rotineiros de forma répida, analis@rersos exemplos e diferentes
representacfes dos conteudos, explorar, formulgettmas que manualmente seriam pouco

exequiveis.

A tecnologia ndo substitui o professor de Materaatpnis este assume o papel crucial na
selecado de tarefas adequadas, na observacao acimacidos alunos através de processos que
estes escolhem numa determinada tarefa, possidbiteao professor reunir diversos

elementos de avaliacédo sobre os alunos.

Como se refere no®rincipios e Normas para a Matematica Escol@007), com as
tecnologias € possivel mostrar uma das mais irst@néss aplicacbes da Matematica que € a
modelacdo de fendmenos. Os alunos sédo levadodahima em niveis mais elevados de
generalizacdo ou abstracdo, uma vez que com o asstednologias o aluno pode analisar
mais exemplos ou visualizar diferentes formas g¢gesentacdo, que manualmente seriam

demorados, conduzindo-o a formular conjeturas.

A aprendizagem dos alunos com recurso as novaslogias € auxiliada peli@edback qua
tecnologia pode proporcionar, ao observar os @Edodt quando se efetuam mudancgas nos
programas informaticos, nomeadamente nas folh&sldalo ou nos ambientes de geometria

dinamica.
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As tecnologias sdo, portanto, consideradas muito importantes na aprendizagem e responsaveis

pela formagao do aluno de acordo com o que refere Ricardo Silva:

”(...) o foco de acdo do professor devera deslocar-se, cada vez mais, do ensinar
para o aprender, ou seja aprender a aprender, pelo que a mais significativa
necessidade da educacdo contemporanea ¢ a de formar pessoas com capacidade de
aprender continuamente de forma auténoma, critica e criativa.” (Silva, 2005)

3.6 O Tema Funcgoes e a Tecnologia

Segundo as normas NCTM, desde o pré-escolar ao secundario, os alunos deverao desenvolver
um reportorio de variados tipos de fungdes. No pré-escolar, 1.° ciclo e 2.° ciclo, os alunos
realizam diversas experiéncias com padrdes, com numeros e suas propriedades que
contribuem, mais tarde, para a compreensdo da nocdo de funcdo e para o trabalho com

simbolos e expressdes algébricas.

No 3.° ciclo e secundario, o estudo de fungdes reais de variavel real ¢ desenvolvido nas
fungdes afim, quadraticas, polinomiais, racionais, trigonométricas, exponenciais ¢
logaritmicas. Em todos os casos, recorre-se a diversas tecnologias para obter as suas
representacdes graficas, tabelas de imagens e diversas transformagdes geométricas dos seus

graficos.

No ensino secundario, as tecnologias possibilitam também introduzir dados, gera-los e criar
modelos matemadticos que se ajustem aos dados. Esta andlise grafica e analitica da qualidade
de ajustamento dos modelos aos dados e a possibilidade de efetuar previsdes promove o

interesse pela modelagdo matematica.

Ao longo dos tltimos anos, como ¢ referido na brochura Matematica Func¢des do 10.° Ano de
escolaridade, (DES 1997 b), a forma de ensinar e aprender a fazer o estudo de fungdes mudou
consideravelmente com a introdu¢do da tecnologia, na medida em que, as calculadoras
graficas e os programas de geometria dindmica vieram facilitar a exploragao das
caracteristicas dos varios tipos de fungdes. Com estes recursos tecnologicos, a
experimentacdo ¢ valorizada e o aluno assume um papel mais ativo na aprendizagem pois

anteriormente o estudo de uma fungao era baseado apenas em calculos analiticos.
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O uso de tecnologias sO por si ndo garante methowls aprendizagens. Contudo, com a
introducdo das tecnologias é possivel proporcianaluno situacdes que o levem a pensar e
a experimentar. O aluno deixa de ser apenas unorege informacéo, interagindo com o

professor e com os contetdos que esta a aprender.
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4. Médulos Interativos de Treino Online

Neste capitulo serd apresentado um ambienliee para o estudo do Tema Introducédo ao
Céalculo Diferencial | e destacadosoftwarelivre STACK, por se tratar de umsoftware

desconhecido da maioria dos professores de matentitiensino secundario.

Para este projeto foram construidos dois médulesativos para alunos de Matematica A do
11.° Ano sobre o Tema Introdugdo ao Calculo Difeisn: Funcdes Racionais e Taxa de
Variacdo, Derivadas de funcdes simples. Cada unteslendédulos € composto por um
conjunto de slides, um livro interativo constituidor breves abordagens teéricas sobre o
tema, videos, aplicacdes dindmicas em GeoGebraumpoteste de treino e um teste de
avaliacdo. No caso dos testes de tr@nline as questdes foram produzidas com recurso ao
softwareSTACK e tém varias versdes com resolucao. Quaralorm submete a sua resposta
e feita avaliacdo automatica e se a resposta seaéray em erros frequentes, fornece
feedbackde modo a facilitar o reencaminhamento para ccato certo. O aluno podera
aceder aos médulos interativos, sempre que dedejdorma a realizar um estudo autbnomo,
criar habitos de trabalho e de estudo e respoiiakde pelo seu processo de aprendizagem.

Os médulos produzidos estdo adaptados ao ritm@meadizagem dos alunos e 0s conceitos

sdo apoiados por aplicagdes dindmicas, videosdigt@rexercicios de treino e de avaliacao.

Nos modulos, os materiais sdo apresentados seguestoutura sequencial de conteados com
hierarquia de materiais de acordo com as orientapéegramaticas para o ensino do tema
Funcdes Racionais de Matematica A no 11.° ano. @exthulo esta dividido em duas partes.
Na primeira parte sdo apresentados slides e umititerativo. No livro interativo, os topicos
abordados sdo acompanhados por aplicacbes dinariststivas da teoria apresentada.
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A segunda parte € constituida por um teste deotreipor um teste de avaliacdo sobre os

conteudos abordados na primeira parte.

Os conteudos produzidos no ambito deste projet@oestojados na disciplina Mdodulos
Interativos de Funcdes Reais de Variavel Real ataforma dee-learningdo MITO e séo

acessiveis ap0s autenticacao.

Os recursos produzidos constituem um complemerapo@® a aprendizagem realizada em

sala de aula, promovendo aprendizagens diversétaassentando no pressuposto de uma
aprendizagem autébnoma, responsavel e autodirigigeeordo com as propostas do professor.
Esses recursos permitem essencialmente a intdedzvientre o estudante e os conteudos de

forma a permitir a aquisicdo de conhecimentos.

Neste projeto, a grande preocupacéao foi a utilizatgitécnicas e estratégias que facilitem e
apoiem a aprendizagem, ajudando o estudante airgitod seu projeto de aprendizagem
como refere Morgado (2003) no artigo “Os novos filesalo tutor a distancia: O Regresso do
Paradigma da sala de aula”.

Prosseguimos com a descricdo pormenorizada de tsd@zursos que compdem os moédulos
interativos de treinaonline. Comegamos com uma apresentacdo do projeto MITO e do
software STACK, assim como das questdes produzidas com ogrgma, dos testes
construidos com as questdes e das vantagens entéggres da utilizacdo do STACK. Por
fim, apresentamos uma breve descricdo dos vidémsaig, das aplicacdes dinamicas e dos

livros interativos que compdem estes modulos.

4.1 MITO - Modulos Interativos de Treino Online

O projeto MITO - médulos interativos de treianline (www.mito.ipleiria.pt)é um projeto de

investigacdo do Instituto Politécnico de Leiriaselevolvido por docentes do Departamento
de Matematica (DMAT) da Escola Superior de TecnalegGestao (ESTG). Foi fundado em
setembro de 2010 com o principal objetivo de prognav Matematica e a sua divulgacéo
junto da sociedade em que insere através da co@stde modulos interativos de apoio as

unidades curriculares lecionadas no ensino premeaaio ensino a distancia dos diferentes
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ciclos de oferta formativa do Ensino Superior. Geahewolvimento de quatro projetos de
mestrado relacionados com o projeto permitiu oadagamento ao 3.° ciclo do ensino basico
e ao ensino secundario. A plataformadearningdo projeto MITO consiste numa complexa
modificacdo da plataforma de ensino/aprendizagerndiédode modo a associarsoftware
STACK, conteudos multimédiappletse diversos pacotes do LaTeX (cédigo de escrita de

equacBes matematicas)

Os modulos interativos sdo compostos por slidég@slinterativos constituidos papplets
graficos detalhados, videos tutoriais e por questiéetreino e de avaliagdo com correcéo e

resolucdo automatica produzidas com recurssoftavareSTACK.

4.2 STACK

O STACK (System for Teaching and Assessment using a Compilgtelora Kernel é um
sistema gratuito de construcdo de questdes pdes s Matematicanline desenvolvido na
Universidade de Birmingham no Reino Unido. Esifiwaretem a possibilidade de poder ser
associado a plataforma Moodle, fazendo assim usedasistema de autenticacéo e registo de

estatisticas.

Os diferentes tipos de questdes em testgdine criados na plataforma de
ensino/aprendizagem Moodle sdo basicamente dehaswulltipla. Perguntas que permitem
uma grande variedade de respostas corretas op@steasorreta pode ser dada de muitas

formas diferentes, ndo podem ser implementadatatefgrma Moodle.

Nas questdes criadas no STACK, o aluno pode apeesgisua resposta sob a forma de uma
expressdo matematica. O sistema utilizofbwarelivre MAXIMA (semelhante ao Matlab e
ao Maple) para manipular expressfes matematicasommaa simbdlica e comparar as
respostas do aluno com as do professor.

Todas as funcionalidades do MAXIMA podem ser wifias no STACK. E possivel, por

exemplo, calcular derivadas, simplificar expressa#gbricas, gerar gréaficos, resolver

equacodes, entre outras fungdes.
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As perguntas do STACK séo processadas em codigeX_alpodem depender de parametros
aleatérios definidos pelo professor. Deste modo,tesdes possuem elevada qualidade
tipografica, podem ser criados exercicios diferhas para cada aluno e para cada questéo é
apresentada a respetiva resolucdo. O aluno podwta eeceber unfieedbackassociado a
cada resposta introduzida, permitindo percebermaure esta a cometer. Na modalidade de
teste de treino, o aluno pode praticar, inUmeragesjeperguntas semelhantes até obter

aproveitamento no teste.

O STACK pode ser associado a plataforma de engireidizagem Moodle para ser utilizado
em exercicios de treino, trabalhos de casa difexdos, em testes de avaliagdline O
STACK permite realizar uma avaliacao assistidagoonputador, fazendo com que o aluno se

expresse bem sintaticamente e com rigor matematicno observa Sangwin:

“...We do not comment on how a student actually adts with a CAA system to
express themselves mathematically. We assume thalugh a process of
interactions the student has communicated a sycdiigtvalid expression, and that
the CAS has interpreted this in the way the stuadanded.” (Sangwin, 2006)

Desde 2009 que na ESTG se desenvolvem experié&uaugativas, em unidades curriculares
de matematica de licenciaturas, que associam abwgdatterativos e multimédia ao STACK.
Até ao momento ja mais de 3000 alunos tiveram ctmtzom 12 livros interativos com 150
videos e 1l14appletse 4 bancos de questbes com 176 perguntas de teavaliacdo do
STACK. A experiéncia envolveu 15 docentes do DMAdoasistiu na utilizacdo de trabalhos
de casaonling na avaliagdo periodica das unidades curriculer@enadas pelos docentes,
apoiados em modulos interativos constituidos petededdos didaticos supra mencionados.
Com as experiéncias desenvolvidas os docenteswvii®lconcluiram que os alunos com
melhores classificacdes na avaliacdo presenciahfars que exploraram mais os médulos
interativos e tiveram melhor classificagdo nosaliabs de casanline De acordo com Paiva,
Ferreira, Mendes & Eusébio (2012) houve uma meahdaignificativa dos resultados

relativamente aos anos anteriores.

De seguida, serdo apresentadas algumas das qupstdegidas com recurso aoftware
STACK e analisada a interacdo, o interface gréicautilizador, avaliagdo das respostas dos
utilizadores, as vantagens e as desvantagens ddausoftware STACK na producdo de

guestdes de matematica.
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4.2.1 Vantagens e Desvantagens do Software STACK

O software livre STACK é uma ferramenta com elevado potengiata o ensino da
matematica, nomeadamente por permitir produzir tfeescom grande rigor na escrita
matematica e boa apresentacao grafica. &sftevare permite ao professor de Matematica
uma maior rentabilizacdo da plataforma Moodle, eaida em que os testes produzidos séao
de grande qualidade e tem a possibilidade de dstaibeum sistema de avaliacdo com
vantagens relativamente a outros sistemas conveside avaliagaonline. A possibilidade

de os alunos autoavaliarem as suas aprendizagenalizacdo dos testes, da-lhes um sentido
de maior responsabilidade. Esta ferramenta perragsim, diversificar estratégias e criar
recursos de complemento do ensino tradicionalymaseimo dinamizar as praticas letivas,

uma vez que 0s materiais também podem ser utikizad@nsino presencial.

Uma mais valia das questdes produzidos no STACKue& @pte sistema permite criar
perguntas com parametros aleatérios de forma & enameras versdes de uma mesma
questdo e fornecdeedbackas respostas dadas pelos alunos, possibilitarmtoraogcédo de
uma avaliacao que segundo Lisboa, Junior & Cout{@069) desenvolve o sentido critico do

aluno e da-lhe a oportunidade de construir o sebhemmento.

Estesoftwareé bastante Util para a producdo de tarefas quemlev aluno a desenvolver a
autoaprendizagem e o sentido de responsabilidagie. €5ta ferramenta € ainda possivel
desenvolver habitos de trabalho e persisténcia, vemaque quando o aluno nao resolve
corretamente alguma questao é conduzido a terttapassar as suas dificuldades através de

feedbackesriados pelo professor-autor.

O banco de questdes produzidas atravesoftovareSTACK fica alojado na plataforma @e
-learning do MITO possibilitando a criacdo de testes corishitsl por questdes escolhidas

entre as disponiveis.

Acresce ainda que as questdes produzidas cauftvare STACK sao produzidas pelo
professor para o0s seus alunos, respeitando osemliésr ritmos de aprendizagem e
possibilitam disponibilizar aos alunos varias vess6de uma mesma questdo para

consolidagéo de conteudos.
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O acesso podera ser feito em qualquer altura, luprahora, em qualquer lugar e quantas
vezes for necessario, através da Internet. Estacteaistica promove a autonomia dos

estudantes no seu processo de aprendizagem.

Apesar de ser necessario o professor despendéguie tempo para a producao de perguntas
no STACK, o resultado final tem grande qualidad&iga, simbologia matematica correta e é

possivel proporcionar aos alunos experiéncias dmdzagem inovadoras

Para além das vantagens referidas anteriorment§TACK ndo € umsoftware de
aprendizagem imediata. O programador de pergumeSTACK tem de ter conhecimentos
do softwareMaxima e dosoftwareLaTeX, uma vez que utiliza cédigo LaTeX na esaliga
equacles. Requer ainda do autor ter alguns conbetimde lingua inglesa. De uma forma

geral a construgéo de perguntas com qualidadeenwalito tempo e trabalho.

Este softwarendo permite desenvolver a capacidade de comuicagiis ndo é possivel
apresentar textos como resposta as questdes, essim ndo permite realizar raciocinios

demonstrativos.

Quando o aluno responde e submete as respostasftware interpreta as respostas
mostrando-as ao aluno e solicita que este as satmogamente para proceder a avaliacao.
Este processo €, por vezes, demorado, dependenddodalade da Internet ou até mesmo da

poténcia do computador, 0 que faz com que o alencagempo e desmotive.

Em concluséo, os beneficios superam os inconvesientonsideramos que sdo inumeras as
oportunidades que esta ferramenta proporciona, @oeiprofessores, quer aos alunos para
desenvolver uma aprendizagem de qualidade. Capeotessor o papel, sempre principal, de

criacao de oportunidades de motivacao para osaseniss.
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4.3 Questoes

Nesta seccdo, pretendemos dar especial atencd@qp@ald interacdo que as questdes
produzidas no STACK proporcionam aos utilizadonmes, medida em que essoftware
permite elaborar e disponibilizar a resolucéo daaama das questdes, assim como fornecer

feedbacla possiveis respostas dos utilizadores.

O principal objetivo da producao de questbes do@ Aoi explorar as suas potencialidades
e assegurar a abrangéncia de todos os topicosraoltgroducdo ao Calculo Diferencial |,

abordados no livro interativo, de uma forma apeda¢i motivadora.

Seguidamente sera apresentada uma diversidade estdes que tém como finalidade
permitir & generalidade dos alunos consolidar as&itos abordados no livro interativo sobre

o tema Introducéo ao Calculo Diferencial I.

As questbes produzidas para este projeto esté@adabna plataforma do projeto MITO, que
permite criar um banco de questfes organizadasgtegorias para o professor as reutilizar

sempre que desejar.

Ao responder a questdo o aluno tem de submetespmsta para coftware,interpretar
(Figura 1) e seguidamente é sugerido ao aluno gqueja a resposta e que a submeta
novamente para ser avaliada. Ao submetsgftwarecompara as respostas do aluno com as
do professor e, neste projeto foi definido quea sesposta estiver correta aparece a afirmacéao
A resposta esta correta. ParabéiiBlgura 2), no caso de resposta errada apareitenagio

A resposta esté incorreta. Tente novametigjura 3).

]

2x—

Considere a fung&o / definida analiticamente por f(x) =

(5]

Ix+
Indique:

o dominio: R\ (2731
Atengdo: A resposta deve ser apresentada sob a forma de conjunto. Por exemplo [1 2 }

A sua resposta foi interpretada como:

Figura 1. Interpretacdo da resposta do utilizadédtw goftware
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2y=2

. . 2x—-2
Considere a fungéo f definida analiticamente por f(x) = =
3x+

Indique:

o dominio: R\ 1-2/3}
Atencdo: A resposta deve ser apresentada sob a forma de conjunto. Por exemplo {1 ,l}

A resposta esta correcta. Parabéns!
A classificacdo para esta tentativa € 0.25. @ Com penalizacdes das tentativas anteriores fica com 0.25 em 0.25.

A sua resposta foi interpretada como:

Figura 2: Avaliacdo de uma resposta correta

a equacéo da assintota vertical x-1
A sua resposta foi interpretada como:

A resposta esta incorrecta. Tente novamente!
Para determinar a equagéo da assintota vertical procuram-se os valores de x que anulam o deneminador. A
classificagdo para esta tentativa € 0. @ Com penalizagdes das tentativas anteriores fica com 0 em 0.25.

Figura 3: Avaliagdo de uma resposta errada

Em algumas perguntas os graficos apresentadosspondgem aappletsdo GeoGebra e a
graficos dependentes de parametros aleatdriososriamm o pacote do LaTeX de criacdo de

graficos PSTricks.

Na construcdo das questbes houve sempre a predougdacas construir de forma a que o
aluno tivesse necessidade de resolver a questdiicangente e de fundamentar a sua
resposta ou até mesmo refletir antes de respoistieré, as questdes apresentadas ndo tém

resposta imediata.

Algumas questbes foram adaptadas de questdestds ii@ermedios ou exames nacionais e
outras de manuais escolares, nomeadamente dalkvexercicios do manual de Matematica

A 11.° ano da editora Santillana e do manual NosfmaEo da Porto Editora.

4.3.1 Caracterizacao das Questoes

Os modulos interativos de treimmline de FungBes Reais de Varidvel Real incluem 12

guestdes sobre Fungcdes Racionais e 9 questdesdairadas.
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As questdes sao maioritariamente do tipo de ing@dwe resposta na forma de expressao

matematica e algumas questdes incluem graficogaleme aplicagcdes dinamicas.

A tabela 1 apresenta uma breve descricdo das gsestd

Questdes

Tema

Subtema

Breve descricdo da questao

Questdo 1

Questao 2

Questado 3

Questédo 4

Questdo 5

Questao 6

Questao 7

Questado 8

Questado 9

Questéo 10

Questédo 11

Questéo 12

Funcdes Racionais

Influéncia dos parametros

Analise dos efeitos das mudangas dos param
nos gréficos das fun¢bes de uma mesma classe

etros

Propriedades das funcdes

A partir da expressdo analitica de uma funca
aluno tem de determinar o dominio,
contradominio e escrever as equacdes das assi
do grafico da funcao dada.

0O O
(0]
ntotas

Transformacdes de funcde

No enunciado é apresentada a expresséo ger
uma Funcédo Racional, o dominio e o contradom
sde uma fungdo. O utilizador numa primeira pa
tem de escrever as equacdes das assintots
gréafico da funcdo com o dominio e contradomi
dados. Na segunda parte tem de identifica
dominio e o contradominio de funcdes resulta
de transformagoes.

al de
inio
irte
1s do
nio
r o
ntes

Expresséo analitica de um
Func&o Racional

Dada a representacdo grafica de uma Fur
qRacional o utilizador tem de determinar o domir
0 contradominio e as equacBes das assintot3
gréfico da fungéo. Por fim, tem de determina
expresséo analitica da funcao.

Ncao
io,
s do
r a

Limites

Estudo intuitvo de limites, recorrendo
representacao grafica da funcao e tendo por bal
assintotas do gréafico da fungéo.

a
se as

Simplificar funcdes

Decomposi¢cdo dos polindmios do numerado
denominador de uma Funcdo Racior
simplificacdo de fatores e célculo do dominio.

r e
al,

Operacdes com funcde

Dadas as expressfes analiticas de duas Fu
s Racionais pretende-se que o aluno resolva
inequacdo racional e apligue os conhecime
sobre operacdes com fungdes.

ncoes
uma
ntos

Problema

aluno determine a expressdo analitica de
FuncBes Racionais.

Dada uma aplicagdo dindmica pretende-se que o

Juas

Inequacgdes

Questdo de escolha mdltipla sobre inequa
racionais.

oes

Relacionar a expressao
analitica com o seu graficg

Correspondéncia entre expressdes analiticas
funcdes e respetivas representacdes graficas.

de

Problema sobre a
temperatura do café

A partir de um contexto ndo matematico, faz-se
estudo da funcdo que modela a situacao.

um

Funcdo composta

Questdao de escolha mudltipla sobre a fun
composta que relaciona a representacéo gréfica

céo
com

a expressdo analitica.
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Questdo 1

Questao 2

Questdo 3

Questédo 4

Questdo 5

Questado 6

Questdo 7

Questédo 8

Questédo 9

Derivadas

Derivada de uma funcéo
num ponto

a equacao da reta tangente ao grafico de
funcdo num ponto.

Dada a expressao analitica de uma funcao pretende-
se determinar analiticamente o seu contradominio e

uma

Equacéo da reta tangente

ponto

de uma fun¢éo num ponto.

ndada a expressdo analitica de uma funcgéo pretende-
grafico de uma funcéo num se determinar a equacao da reta tangente ao g

afico

Problema de otimizacag

Partindo de uma situacdo do quotidiano, prete

sua derivada.

nde-

se estudar os extremos de uma funcdo através da

Sinal da derivada monotoni

da funcdo

afun(;éo polinomial de grau dois e pretende
relacionar o sinal da sua derivada num inter
com a variagdo da funcdo nesse intervalo.

A questdo apresenta a representacao grafica de uma

se
alo

Problema

A questdo apresenta a expressao analitica de
funcdo quadratica que modela o movimento de

intervalo de tempo e a velocidade num instante.

uma
ma

bola, é pedida a velocidade média da bola num

Extremos de uma funca

determinar o maximizante e o minimizante
funcéo.

Dada a expressao analitica de uma furcao
h polinomial de grau 3 pretende-se com esta questédo

da

Equacio da reta tangen

reta tangente ao gréafico da fungdo nesse ponto.

Dado o valor da derivada num ponto e a imagem
[esse ponto pretende-se determinar a equacao da

Monotonia da fun¢éo

Dada a expressdo analitica de uma furcao
polinomial de grau 3 o aluno tem de estudar a
monotonia da funcdo e determinar a equacdo de
uma reta tangente ao grafico da fungdo num ponto.

Regras de derivacdo

Questdo que gera varias funcBes para o a
treinar as regras de derivacao.

luno

Tabela 1: Descrigdo sucinta das Questfes

4.3.2 Descricao das Questoes sobre Fun¢oes Racionais

Apresentamos de seguida algumas questdes que famtendo banco de questdes do tema

FuncBes Racionais. As restantes questfes est@mlisjs no anexo |.
Em algumas perguntas houve intencdo de repetiredoscpara consolidar os conteudos e

aprofundar outros conceitos dentro do mesmo tesrap& que possivel, foram estabelecidas

conexdes entre os diversos topicos abordados.
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Questao - Influéncia dos Farametros

Analise a influéncia dos parametros a, b e ¢ numa fungéo do tipo f(x) = a + a,c €EReb #0

xte?

y : a=13
4 i b=-05
3 ; c=1.6
A
T Tl IS ilf B_ _____________________
"
OA/ i X
3 2 -1 Jo 1 ! 3 4 5
I -1 : _ -0.5
AB=(1.6,13) _ {| T00=1.3+ L 8)

1

Quais os efeitos dos parametros a, b e ¢ nos graficos das fungdes em relagéo ao grafico da fungéo definida por f(x) = —.
v

Complete com verdadeiro ou falso

Se a>0 o grafico da fungdo sofre um deslocamento de a unidades para cima segundo o eixo dos y'V'. Naorespondeu ~
Se a<0 o grafico da fungdo sofre um deslocamento segundo o eixo dos 3y de a unidades para cima. Naorespondeu ~
Se 0 < b <1, a amplitude da curva diminui(a curva fica mais fechada). Nao respondeu +

Se b <0, a curva fica simétrica em relagéo ao eixo dos Xx. Nao respondeu ~

Se ¢ < 0 o grafico da fungdo desloca-se ¢ unidades para a direita. Naorespondeu ~

Figura 4 Enunciado da Questaol sobre Fun¢fes Rac

A Questao 1 (Figura) foi construida com o intuito de estudar funcdesijplc

f(x)=a+ ﬁ, através de transformacgdes simples de fun:

A questdo apresenta uma aplicagcdo dinamica, em &waG que serve de apoio
complemento a sua resolucdo. utilizadol, a partir de varias experiéncias ilustradas
(Figura b, identifica a transformacdo geométrica associadar@gdo do parametro e

efeitos produzidos nas caracteristicas da fur

y H
4 :
3 |
|
"""""""""" %"""""ﬁ"'""""""""
1 |
X 0 . X
3 2 1 (U 2 3 4 5 -3 2 1 0 1 2 3 4 5
== \ f(x)=1.6+— . : 1
— N x)=1.6+—— — -
AB=(0,0) AB=(0,1.6) x+(0) AB=(2216) _ =16+ 22)

Figurab: Transformacé geométrica associada a variagdo dos parar
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Nesta pergunta apenas € permitido responder verdeirfalso. Tendo como referéncia a

representacdo grafica da fungéa) = i coma = 0,b =1ec =0 o utilizador € convidado

a explorar a variacao de cada um dos parametrdsimg@es do tipgf(x) = a + L

x+c

Para a exploracao do parameiréixam-se os parametraese c e faz-se variar o parametbo
de modo a analisar a influéncia que a variacdoedpatametro tem no dominio, no

contradominio, nas assintotas do grafico, no simal variacao da funcao.

Fixando o parametrd , procede-se a variagdo do parametrde modo a concluir que o

parametraz esta associado a uma translacéo associado ad @gtdr

Por fim, procede-se a variacdo do parametr® a partir de varias experiéncias, o aluno
identifica a transformacdo geométrica associadaadagéo do parametro e os efeitos

produzidos nas caracteristicas da funcao.

Para cada respostapresentada a respetiva classificacédo de 0.2 nadeassposta correta, 0
no caso de resposta errada (Figura 6). A questdia tacdo maxima de um.

Complete com verdadeira ou falso
Se a»0 o grafico da funcdo sofre um deslocamento de a unidades para cima segundo o eixo dos vv. verdadeiro -

A respaosta esta correcta. Parabéns!
A classificacéo para esta tentativa € 0.2 @ Com penalizaces das tentativas anteriares fica com 0.2 em 02

Se a<0 o grafico da fung&o sofre um deslocamento segundo o eixo dos 1y de a unidades para cima. false -

A resposta esta correcta. Parabéns!

A classificacéo para esta tentativa € 0.2. @ Com penalizacOes das tentativas anteriores fica com 0.2 em 0.2
Se0<b<1, aamplitude da curva diminui (a curva fica mais fechada) verdadeiro -

A resposta esta correcta. Parabéns!

A classificacao para esta tentativa € 0.2. @ Com penalizacbes das tentativas antenores fica com 0.2 em 0.2
Se b <0 acurvafica simétrica em relacédo ao eixo dos ¥t falso -

A resposta esta incorrecta Tente novamenta!

A classificacio para esta tentativa é 0. @ Com penalizactes das tentativas anteriores fica com 0 em 0.2.
Se c <0 o grafico da funcao desloca-se c unidades para a direita. verdadeire -

A resposta esta incorrecta. Tente novamentel
A classificagio para esta tentativa é 0. @ Com penalizacbes das tentativas anteriores fica com D em 0.2,

Figura 6: Algumas respostas da Questéo 1
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Questéao 4 - Expressdo Analitica de uma Funcao Raeib

Observe a seguinte representacéo grafica

Complete:

Dominio:

D=R\{ }

Contradominjo:

D'=R\ { }

Sabendo que % é zero de f e que o gréfico de f tem uma assintota vertical de equacéo x = e uma assintota harizontal de equacio v =

Determine a expresséo analitica da funcéo /-

Resposta: f{x) =

Figura 7: Enunciado da Questdo 4 sobre Fun¢fesiRasi

A partir da representacéo grafica de uma FuncadRace conhecendo as coordenadas de
um ponto da funcéo, pretende-se que o aluno determidominio, o contradominio, as

equacdes das assintotas do grafico da funcéospetira expressao analitica (Figura 7).

Esta questdo tem por objetivo dar enfase a ligagéie as formulas e as representactes

geomeétricas.

A questdo permite a criacdo de varias versoesjhidasdo que quando o aluno faca uma

nova tentativa de resolucao |Ihe seja fornecidanwmna representagéo grafica.

A questéo foi construida de modo a que quandormahoque a equacdo da assintota vertical
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com a equacao da assintota horizontal, Ihe sejedmo a informacdo de que trocou as
equacdes. Se o aluno ndo conseguir determinarassgo analitica, recebe dieedbackcom
dicas para a sua determinacdo (Figura 8). Para dééfeedbacksa questdo também tem
disponivel a respetiva resolugéo (Figura 9).

Sabendo que % ézero de f e que o grafico de f tem uma assintota vertical de equacéo x =-3

A sua resposta foi interpretada como:

Trocou assintota vertical com assintota horizontal. A classificacéo para esta tentativa € 0. @ Com penalizactes das tentativas anteriores
ficacomOem02.

e uma assintota horizontal de equacédo v =4

A sua resposta foi interpretada como:

Trocou assintota horizontal com assintota vertical. A classificacéo para esta tentativa € 0. @ Com penalizagdes das tentativas anteriores
fica com 0 em 0.2.

Determine a expresséo analtica da funcdo f~

Resposta: f(x) =2

A sua resposta foi interpretada como:

)

b
Toda a funcéio racional f do tipo f{x) = a + —— admite como assintotas as retas x = c e ¥ = a. A classificacéo para esta tentativa € 0.
X—¢

@ Com penalizacBes das tentativas anteriores fica com 0 em 0.4.

Figura 8:Feedbaclkas respostas erradas de uma versao da Questao 4

fe)=25-3

Resolucao:

Assintota verticalx = 2

Assintota horizontal v = —3

A expressio analitica da funcéo f é dotipo f{x) = —3 — ——
x—

[

Sabendo que a funcéio admite umzeroiguala3vemque 0 =—3— ——— & b=—3

logo fx) = i_ -3

Figura 9: Resolugéo de uma verséo da Questdo 4
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As duasprimeiras alineas tém a cotacdo de, as duas alineeseguintesde 0.2 e a aline

relativa ¢ determinacgdo da expressado analitica tem a cotagéal

Questéo € Simplificagédo de fungde:

: < : ” L —3x—4x
Considere a fungéo f definida analiticamente por f(x) = ——.

Simplifique a fun(;éofe indigue o conjunto em que a simplificagéo & valida.

-3x3-4x _

f)=

Atencgéao: Para responder por exemplo \/3 ou x” deve escrever sqrt(2) e x*2 respectivamente.

Dr‘ - R\
Atencgdao: A resposta deve ser apresentada sob a forma de conjunto. Por exemplo {l ,2

Figura 10 Enunciado da Questar sobreFunc¢des Racion

A questéi 6 (Figura 0) foi construida com objetivo de que o aluno simplifiqguexpressa
analitica de umiFuncdo Racion, através da decomposicdo em fatores dos polindnti

numerador e do denominador e identifigue o dondaifuncio dade

A questdo permite criar varias expressfes analjtfornece feedbackrelativamente

simplificagcbes erradas (Figull) epossibilita a visualizagéo da sua resoli (Figura 22).

X’ —26x"+25x _

f(\) = A A x+1
3-3x"
Atencgéo: Para responder por exemplo \/5 ou x> deve escrever sqrt(2) e x*2 respectivamente.
A sua resposta foi interpretada como:
x+1
Aresposta esta incorrecta. Tente novamente!

Para simplificar a funt;éof deve decompor os polinémios do numerador e denominador em fatores. A classificagdo
para esta tentativa € 0. @ Com penaliza¢des das tentativas anteriores fica com 0 em 0.7.

Figurall: Feedbaclapresentado para uma resposta e
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Resolugéo:

frg=2E e _Z(Rr)x_
X X

D=R\ {0}

Figural2: Resolug&o de uma versdo da Ques

A cotacdo da questdo € iga 1 tendo a primeira alir e a segunc as cotac¢des de 0. 0.3
respetivamen.

Questao ¢- Problem:

3 -

Considere a funcédo f, definida por f(x) =

i+l

No referencial o.n. da figura, em que a unidade & o centimetro, esta representada parte da funcéo /e um ponto P mével que pertence ao gréfico de f e tem abcissa x, tal
quex € [0,9]. A cada posicdo do ponto P correspondem dois tridgngulos [OP4] e [OPB].

y
f Movimente o Ponto P para verificar que a cada posigéo
do ponto correspondem dois tridngulos [OPA ] e [OPB]
B
P
|
|
|
\
\
\
B
g 9

1. Determine as coordenadas do ponto P, de modo que a area do triangulo [OP4] seja 13,5 cm?
Resposta: P ( R )

Sejam g e / as fungdes que a cada valor de x, abcissa do ponto P fazem corresponder, respectivamente, as areas, em centimetros quadrados, dos
triangulos [OP4] e [OPB].

Determine: g(x) = e h(x) =

Figura 13 Enunciado da Questar sobreFunc¢des Racion

A questa 8 (Figurel3) apresenta um problema que envdFuncdes Racione e leva o alun

a fazer uma reflexdo sobre algumas propriedadefudaées em contexto matemético e
contexto ndo matematic
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A partir da aplicagdo dinamica é possivel verifiqag, & medida que o ponto movP se
desloca sobre a fung, formamn-se das triangulos de area dependente da posicéo qoeto

P ocupa

A gquestdo apenas tem uma versfornece feedbackquando a rewosta ndo esta corre
(Figura 14 e apresenta a resolugdo anali, quando o aluno a pretende visuali(Figura
15).

Determine: g(x) = 2 e h(x) = 2

A sua resposta foi interpretada como:

2x+7

xt1 p classificacéo para esta tentativa € 0. @ Com penalizagdes das tentativas anteriores fica com

Aiopg =
0em0.3.

A sua resposta foi interpretada como:

<
“|>.

A classificagédo para esta tentativa € 0.2. © Com penalizagdes das tentativas anteriores fica com 0.2 em 0.2.

Figura 14:Feedbac apresentado na Questé

Coordenadas do ponto P

A(9,0)
2x+7
o 9XTIT 18x+63 | .
Appa = 3 = 12 pelo enunciado vem que Aropyg = 13,5
18x +63
logo % =13,5 € 18&x+63=21x+21AxED & x=41

P4, f4)

como f{4) = 3 vem que P(4,3)

Msge
9 x
T 18 x+ 63
g(x) = Appy(x) = 3 L - Dt 2
J10) % x X
(x) Jipr]n) = ==

Figura 15 Resolucdo da Questa

37



Relativamente a cotacdo da questdo, assim comoessdgs anterior, tem a cotacdo de
sendo que para a determinacac abcissa do pontP tem a cotagdo de 0.4, da ordenad:
pontoP tem a cotagcdo de 0.1, da expressdo analitica g¢adig tem a cotacdo de 0.3 e

expressao da funcéh tem a cotagéo de O.

Questdo 1(- Expressao Analitica e Representacdo Gra

Considere, as seguintes representacoes graficas e expressdes analiticas

() <=2 (A) 2= (A) 2=t (A) <=
(8) ==k 8) 2=k (8) 2=k (8) 2=
€) 2 +a € —25+a

D) £ (D) £ (D) &% (D) &

Faca corresponder a representacao grafica a expressao analitica que Ihe pode corresponder.

() a -
(Il) Naorespondeu v
(1) N&o respondeu ~

(IV) Naorespondeu ~

[ submit |

Figura 16 Enunciado da Questdo sobreFun¢des Racione

Com a questadO (Figural6) pretend-se que os alun utilizem argumentos que Ih
permitam relacionar a expressdo analitica com eeseptacdo gréafica. Para respo, o
alunoapenas tem de selecionar a letra da expressadianglie corresponde aos nume

romanos que identificam a representacéo gré

Nesta questdo as expressfes analiticas sdo apdesemte uma forma genérica para
permitir o recurso a ceuladora gréfica e visualizar o grafico, pois semadesse a questé
deixaria de fazer sentido. Cada vez que o alundes&ajuestido encontra graficos diferent

a resposta correta também é difer (Figura 1°).
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-

(A)

ex*+d

B ax’+s

cxd

)
© &=

(D)

a

W FE+a (R F+a
® £ (B) 2 ®) =
© 2% © 22 © %
0 L) 0 L) o~k

o

m a

(m ¢

() 8

Resposta correcta. Parabéns!

Aclassificag8o para esta tentativa € 0.25. © Com penalizag3es das tentativas anteriores fica com 0.25 em 0.25.

Resposta correcta. Parabéns!

Aclassificag8o para esta tentativa € 0.25. © Com penalizagdes das tentativas anteriores fica com 0.25 em 0.25.

-

Resposta correcta. Parabéns!

A classificagdo para esta tentativa € 0.25. © Com penalizagdes das tentativas anteriores fica com 0.25 em 0.25.

Resposta correcta. Parabéns!

Aclassificag8o para esta tentativa € 0.25. © Com penalizag3es das tentativas anteriores fica com 0.25 em 0.25.

(B) ax+b

cx+d

(©) &2

cx+d

() o
m a
m s

(Iv) ¢

W % +a " =
(B) £ (B) £ (B) &=
© == © 2= (© 22

Resposta correcta. Parabéns!
Aclassificagéo para esta tentativa é 0.25. © Com penalizagdes das tentativas anteriores fica com 0.25 em 0.25.
Resposta correcta. Parabéns!
Aclassificagéo para esta tentativa € 0.25. © Com penalizagdes das tentativas anteriores fica com 0.25 em 0.25.
Resposta correcta. Parabéns!
Aclassificagéo para esta tentativa é 0.25. © Com penalizagdes das tentativas anteriores fica com 0.25 em 0.25.
Resposta correcta. Parabéns!
Aclassificagéo para esta tentativa € 0.25. © Com penalizagdes das tentativas anteriores fica com 0.25 em 0.25.

Figural7:Duas possiveis versdes para a Quest
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4.3.3 Descricao das Questoes sobre o Tema Derivadas

As questdes para o tema Derivadas foram produzmdasa fase inicial do projeto de
exploracdo dasoftwareSTACK. Algumas questbes ndo possuem resolucéofeediacks
no entanto sao importantes para exploracdo do Renadas e acrescentam mais alguns

exemplos de questbes produzidas casofoware

Na fase inicial do projeto, realizou-se uma expeig piloto com uma turma de 11.° Ano de
Matematica A no tema Derivadas, tendo os alunoslidoea plataforma do MITO.
Resolveram algumas questfes disponibilizadas peiegsora. Nesta experiéncia, foram
detetados alguns problemas com as questdes didjzawnids, nomeadamente ao nivel das
cotacdes de cada questéo, de gralhas nos enuneiaassresolucdes e de dificuldades que os
alunos sentiram ao introduzir respostas, uma vezaguguestdes nao apresentavam instrucées
para a introducdo de respostas. Esta experiéncimiddo enriquecedora e contribuiu de

forma positiva para producdes posteriores.

A ordem pela qual foram construidas foi aleatone mesta fase do projeto o objetivo era

essencialmente aprender a trabalhar caoftovareSTACK.

Nesta seccao serdo descritas algumas questbedazpre parte do conjunto de questbes
elaboradas para o tema Derivadas e estabelecemdesnentre diversos tépicos do tema,
assim como com outros temas relacionados com FsriRéeionais. Algumas questdes sao
trabalhadas com a intengdo de retomar conceitofordea a serem mais aprofundados e
consolidados. No anexo Il podem ser consultadasséantes questdes.
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Questao - Derivada de uma Func&o numonto

Considere a funcdo f(x) = x>(x — 1)(x + 1).

a. Determine o seu contradominio.

Resposta:[ ,too[

b. Determinef(l)

Resposta:f(l):

c. Determine uma equacdo da tangente ao grafico da funcdo no ponto de abcissa 1.

Resposta: v= x+

Figural8: Enunciado da Questdo 1 sobre deriv

Na Questdo 1 (Figura ) é cadaa expressao analitica uma funcdo polinomic O aluno
pode recorrer a uma calculadora grafica para viiarad representacdo grafica da func
prever o seu contradominio e deterr-lo analiticamentatravés do estudo de sinal da fun
derivada. Posteriormel, serlhe-a4 pedido que determine a diada da fungdo num ponto «

reta tangente a funcéo nesse p

A questao apenas tem uma verséa resoluca(Figura 1¢) apresenta uma dica para o al

determinar o contradominio da fung

Resolucdo:
Dica: Para determinar o contradominio € necessario calcular a imagem do minimizante

Figura 19:Dica para a resolucdo da Quest

Questao z- Inclinacdo da Reta Tangente ao Grafico da FuncaomuPonta

-1,
Seja 7 a recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.
Qual a inclinagédo da recta ?

Considere a fungdo f, de dominio R, definida por f(x) =

Resposta: (Apresente a resposta em graus com zero casas decimais)
: Submit

Figura20: Enunciado da Questao 2 sobre deriv
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Questado construida com o objetivo de determinaclmacéo de uma retangente ao grafic

da funcao dada no ponto de abcis (Figura 2().

Esta questdo apresenta varias versdes,, quando o aluno acede novamente a esta qu
aparecdhe uma nova expressao analiticea respetivi funcdo derivada na resolucéo
guestdo. Este exercicio foi construido co intuito de calcular a inclinagdo de retas apt

com declive positivc

A questédo tem resolucdo analiti(Figura 2, mas néo foram criadc
feedback.

) =3x2-1

Resolugéo:
flx)=6x
m=f'(3)=6

— s 11y
. =tg (6)
Figura 21:Resolugdo da Questa a=g (6

Questao . - Problema de (timizagéac

O Senhor Manuel vai comprar rede para construir um galinheiro que, conforme sugere a figura, tem forma rectangular. Na vedacédo seréo utilizados
dois tipos de rede cujos pregos, por metro, séo respectivamente, 3€ e 2€. Amais cara apenas sera utilizada no lado [4B].

a) Admita que a area do galinheiro é de 125m°. Verifique que o custo da vedagéo do galinheiro é dado, em fungo de x, por C(x) = 5x + l

b) Determine o custo minimo da vedac&o e indique as dimensdes do galinheiro para que isso aconteca.

Resposta:
Custo Minimo: €
Dimensdes: Comprimento m. Largura m .(Apresente o resultado sobre forma de fragdo irredutivel)

c) Sabe-se que o Senhor Manuel gastou 40€ na compra da rede. Verifique que a area do galinheiro a vedar é dada pela expresséo

Alx) =10x — =~

d) Determine a quantidade de rede de cada tipo que o senhor Manuel tera de comprar para que a area do galinheiro seja maxima.

Resposta:
Rede a 3€: .
Rede a 2€: m.

Figura22: Enunciado da Quest&o 3 soDerivada
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Partindo de ideias associadao dia a dia e estabelecendo conexdes com conas
geometri, pretend-se que aluno, nesta questdo (Figura), determine funcdes qt
modelem a situacdo enunciada, apligue os conceédoderivadas para minimizar custo

para maximizar a area de tterreno

Questdes deste tipo sdo uma boa estratégia pam@salanos identifiguem a necessidadt
definir fungbes e reconhegam a importancia desta

A questactem apenas uma versao, apresenta resolucdo analiicagpnesentfeedback e
para cada resposta correta € atribuida a cotac@o2dperfazendo um total de 1, que

cotacdo da quests

Questao 9 Regras de lerivagac
Calcule (*3 ¥ —5x- l)l.
Resposta:

Submit |

Figura 23 Enunciado da Questéa

A questar 9 (Figura23) apresentevarias versde e tem como obtivo treinar as regras (

derivacac

A questao permite derivar funcdes polinomiais, fiescpoténciefuncdesracionaisdo tipo%

e apresenta na resolu (Figura24) a respetiva funcéo deriva

Resolugée:

((lxj—i.\'—i)f)r — 5 (22+3x-3)7 (4x+3)

Figura 24 Resolucéo da Questa
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4.4 Testes

Com as questd¢produzidas para este proj, foi criado um banco de quest (Figura25) na
plataformado MITO, comas quais foram criados 4 te: para os alunos testarem 0s s
conhecimentos, dois de treino e outros dois deisg&a para cada um dos tenFuncdes

Racionai e Derivada (Figura 2f).

Acgdo Nome da pergunta Tipo
£# & R [ Derivadas — Regras de derivagdo — P11 i3]
»# R [0 Derivadas - Aplicacéo das derivadas. Movimento Bola P5 i3]
22 &% [0 Derivadas - Aplicacdo das derivadas. Optimizacéo - P3 i3]
»# # R [0 Derivadas - Equac&o da recta tangente paralela a uma recta dada-P8 (i
»# & % [0 Derivadas - Extremos da fungéo - P8 iyl
»# % [0 Derivadas - Sinal da derivada monotonia da funcéo - P4 i}
22 & R [ Derivadas-derivada num ponto, recta tangente e contradominio-P1 i3]
2 & % [0 Derivadas-inclinac&o da recta tangente a funcéo - P2 {0
»# R [[] Funcdes Racionais - Determinar a expresséo analitica P4 i3]
22 & R [ Fungdes Racionais - Determinar dominio, assintotas, zeros P2 i3]
»# # R [0 Funcdes Racionais - Inequacdes com Escolha Mdiltipla - P9 i5i]
»# &R [[] Funcdes Racionais - Operacoes com funcdes - P12 [i5i]
22 ¥ R [ Fungdes Racionais - Operagdes com fungdes- P7 i}
22 & R [ Funcdes Racionais - Probelama sobre a temperatura do café P11 i3]

Figura25: Bancade Questdes na plataforma MITO

Tecrica-Pratica

& Slides- Fungdo Racional

i Introducio ao Calculo Diferencial | - Fungio Racional
Treino e avaliagdo

“? Teste treino

“2 Teste de avaliacdo

Tedrica-Pratica

[ Slides - Derivadas

i Introducdo ao Calcule Diferencial | -Derivadas
Treino e avaliagdo

“2 Teste de treino

“P Teste de avaliagio

Figura2€: Modulos Interativo:

Os testes sdo avaliados automaticamente pelaglatdo MITO, os de treino permitem u
namero ilimitado de tentativas enquanto os de agati permitem apenas uma tentativa
guestde (Figura 2°) apareem por uma ordem aleatéria, e como algumas quetidegarias

versfes podem aparecer questdes com enunciadoarfigate alterados. Quando o all
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resolve as questdes e as sub, vé de imediato a cotacdo que obteve e tem a plidads
de consultar aresoluca. Quando o aluno clica no botdo que terminar test recebe :
mensagem de gIEsta pronto a terminar esta tentativa ndo podetéralr as respost: e fica
registada a tentativa no Moodle. Todas as tentatie reslucdo ficam registadas |

plataforme o que permite ao professor consua atividade do alur.

Pagina: (Prévio) 1 2 3 4 5 6 (Préximo

—3x-7

Considere a fungéo f definida analiticamente por f(x) =

x
Indique:

o dominio: R\
Atencgdo: Aresposta deve ser apresentada sob a forma de conjunto. Por exemplo { 1, 3}

0s zeros
Atencgdo: Aresposta deve ser apresentada sob a forma de conjunto

a equacgdo da assintota vertical

a equagdo da assintota néo vertical

Atengéo: Escreva as equacoes das assintotas.(Exempolo X = 4 ouy = 2

| Submeter || Terminarteste |

Figura 27:Questéo do teste de treino sobre Fun¢bes Rac

4.5 Videos

Eliana (2009) refere que o video facilita a aslacdo de conteudos informativo: a
conpreensdo de mensag, bem comcapela ao envolvimento e participacdo ativa do a
no contexto, razdes suficientes para que o0s paEsgroporcionem aprendizagens n
dindmicas centradas no aluno, na linha do consisaio

Nos dias de hoje, Internetdisponibiliza muitos videos sobre conteldos matieos. A
Academia Khan www.khanacademy.o), € uma organizacdo sem fins lucrativcom o
objetivc melhorar a educacadisponibilizando grafitamente videos e exercicios de esc
multipla na InternetPossui mais de 32Cvideos em inglés sobre algebra, aritmética, fi:

financas, historia entre outr
A grande finalidade da producé&o dos videos nesjetpré essencialmente para explio da

resolucao de alguns exercicios propostos que psdenistos a qualquer hora e em qualc

lugar, permitindo ao aluno, tal como na plataforAt@demia Khan, avancar ao seu ritt
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Assim, o professor pode rentabilizar melhor o tempo que passa com o aluno, procurando
esclarecer as suas duvidas sem estar sempre a repetir o mesmo. Um video relacionado com
conteudos curriculares tem a vantagem de (re)produzir o professor e pode até ser mais
apelativo. O paradigma de que todos aprendem ao mesmo tempo quando o professor da a aula
para uma turma inteira, esta ultrapassado. As tecnologias podem ajudar a introduzir alguma

qualidade na educacéo.

O processo de construcdo dos videos apresentados nos modulos interativos tem como base o
pacote de construcédo de slides Beameofevare de captura de ecrd. Como resultado, os

videos tém elevada qualidade tipogréfica e a possibilidade de edicao.

Produzimos 6 videos (Tabela 2) que estdo alojados no livro interativo do subtema Func¢des

Racionais. Um video é sobre o estudo dos paramebog ¢ de uma funcédo do tipo
b ~ _ . .
f(x) =a+—e os restantes 5 apresentam a resolucdo de exercicios ilustrativos dos

contetdos apresentados no livro interativo.

Tema Subtema Descricdo do video
Familia de Fungbes Racionais do | Estudo da influéncia dos parametrg$ e c numa
tipo f(x) =a+ ﬁ funcédo do tipgf (x) = a + ﬁ
Caracteristicas das Funcdes Resolucdo de um exercicio onde é explorada a
Racionais expressao analitica, dominio, contradominiq e

assintotas de uma Funcgao Racional.

[2)
© Sinal de uma Funcdo Racional Dada uma Funcao Racional é realizado o estudo do
5 . ~
3 sinal da funcéo.
ol
m - -
@ Funcao Produto Resolucédo de um exercicio que caracteriza a fupgao
8. produto.
c
z
Operagdes com fungdes Resolucdo de um exercicio que explora a expressao

analitica de uma Funcdo Racional e as operacfes
entre funcdes.

Problema com Fun¢des Racionais | Dada a expressao analitica de uma Funcédo Racional
€ apresentado um exercicio onde o aluno tem de
resolver uma inequacao racional e posteriormente
um problema com Func¢des Racionais.

Tabela 2: Descrigdo sucinta dos videos que compdem os médulos interativos

46



Familia de Fungées Racionais do tipo f(x) = a + ﬁ

.............................. - )"//_,f_-—““"“'“'"
14
oA )
6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
— -1 ' _ -0.
AB=(1.7,2.4) ! f(x)=2.4+ A7)
-2 H
3

<1 00:13/01:09

Figura 28: Video sobre a influéncia de parametros

Neste video (Figura 28) é feito o estudo da inftiggdos parametrag b e c numa funcéo do

tipo f(x) =a+£.

Inicia-se com a exploracdo do parametrdixando os parametros e ¢ e faz-se variar o
parametrax de modo a analisar a influéncia que a variacate gegametro tem no dominio,

no contradominio, nas assintotas, no sinal e nagza.
Seguidamente, procede-se a variacdo do paraneegoa partir de varias experiéncias
identifica-se a transformacdo geométrica associédariacdo do parametro e os efeitos

produzidos nas caracteristicas da funcao.

Fixando os parametrase c procede-se a variacdo do parametide modo a concluir que o

parametra esta associado a amplitude da hipérbole.
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Caracteristicas das Funcoes Racionais

3z +3
Exercicio: Considere a funcio f definida por: f(z) = -

r—d

o b
+ Escreva a funcdo f na forma y=a + com a.b,c € R.

I' — ¢

Resoluc3o:

— Divisdo inteira entre 3r +3e 0 —5 — et i\: ®
3 3 18
H) =2 % ey =8k

B e ee———————————————— =i 0053/ 0213

Figura 29: Video de exploracéo de algumas caratiters das Funcdes Racionais

Neste video (Figura 29) é resolvido um exercicideon aluno tem de conhecer algumas

caracteristicas das Func¢des Racionais.

E dada uma Funcdo Racional e feito um estudo dedéumelativamente ao dominio,

contradominio e assintotas.

Sinal de uma Funcao Racional

Exercicio: Considere a fungdo definida por:

Estude o sinal da fungdo h(x).

Resolug3o:

1. Determinar os zeros do polinémio que estd no numerador,

g 5+vB2—4x1x6
.4-3—5.‘-—.{.17-0@.;-;%&
4 X
5+1 5—1 r
= Nipi= =

=0 00:35/02:19

Figura 30: Video de explora¢do do sinal de uma &aiiacional
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Assim como no video anterior, este video (Figurat8hbém apresenta a resolucdo de um

exercicio onde o aluno tem de estudar o sinal defkuncao Racional.

Funcao Produto

32 +3

Exercicio: Considere as funcbes f e g definidas por: f(z) = e
L—a

e — 25

HEy=om o

Caracterize a funcdo [ x ¢ e apresente a sua expressio
analitica o mais simples possivel.

Resolucao:
1. Dominio da funcio produto.
Dixg = Dy N Dy =R\ {5} NR\ {-1,0} =R\ {-1,0,5}

=1 00:52/ 07:40

Figura 31: Video de exploragéo da Fun¢éo Produto

Dadas duas Funcfes Racionais, o video (Figura @&penta a resolucdo de um exercicio

onde o aluno tem de caraterizar a fungcao produto.

Operacées com Funcoes

Exercicio: O grafico da funcio f, representado parcialmente na figura,
admite as assintotas de equacdo &+ =2 e y = —2.

A funcao ¢ é tal que y(xr) = de? 4+ 76 -2

= 00:00/ 05:17

Figura 32: Video de exploragéo da Operac¢bes cogdam
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A partir da representacéo grafica de uma funcda exgppressao analitica de outra Funcgao
Racional, (Figura 32) é apresentado um exercicte analuno tem de dominar o subtema
operacdes com fungbes e saber escrever a exprasafiica de uma funcdo dada a sua

representacado gréfica.

Problema com Fungoées Racionais

Exercicio: Considere a fungdo f, de dominio R\ {—2}, definida por

flx)=4— P

» Determine o conjunto dos nimeros reais que sao solucdo da

condicdo f(x) > 3.
Resolucio
fle) =3 & f(a)—3>0
Seja hixr) = f(o) =3
logo h(z) >0

Jl

4 =1 00:46 / 06:11

Figura 33: Video de exploracdo de um problema contées Racionais

Dada a expressédo analitica de uma Funcao Raciayeéentado um exercicio (Figura 33)
onde o aluno tem de resolver uma inequacao racepakteriormente é dada a representacéo
grafica de uma Funcdo Racional com 4 pontos mascgde formam um quadrilatero e
pedido ao aluno que determine a area desse quedrilatilizando conhecimentos das

Funcdes Racionais.

4.6 Aplicacoes Dinamicas

Como refere Eliana Lisbba (2009), a tarefa de ansnaprender torna-se mais divertida se
forem criadas maiores possibilidades de visualzag® objetos didaticos que, por vezes, sdo
de grande abstracao.

As aplicacbes dinAmicas criadas para este progetaifem ilustrar modelos matematicos que
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possibilitam a interpretacdo e resolucdo de pradenevando o utilizador a apreciar o

contributo da Matematica para a compreensdo e ugswlde situacdes da vida real e

representam um poderoso auxilio no desenvolvimdetirico e pratico das ideias

matematicas.

A interatividade e animacado grafica permitida pelpicac6es dindmicas contribuem para

uma melhor compreenséo dos conteudos e tratamesitemhas de uma forma mais apelativa,

0 que ajuda a melhorar as aprendizagens.

Para este projeto foram criadas varias aplicac@ie@micas em GeoGebra sucintamente

descritas na (Tabela 3). O GeoGebra ésoftwarelivre de matematica dinamica que reune

geometria, algebra, calculo probabilidades e s$iz| desenvolvido principalmente para o

ensino e aprendizagem da matematica nas escol&sadds secundarias, por Markus

Hohenwarter, na universidade americana Floridan&itdniversity.

Tema

Subtema

Descri¢cdo da Aplicacdo Dindmica

Funcbes Racionais

Familia de FuncbGes Racionais
tipo f(x) =a +%

Ponto Mével

distudo da influéncia dos parametrg$ e c numa
funcdo do tipof(x) = a+£ onde o utilizadol

movimenta o seletor de cada paréametro e visu
a sua influéncia na representacao grafica da fun

Aplicacdo que ilustra o movimento de um ponto
aparecimento de dois triangulos para cada pos
desse ponto.

aliza
cao

eo
icdo

Derivadas

Derivada de uma funcdo num pont

Funcéo Derivada

Monotonia e extremos relativos
uma funcéo

D Permite visualizar que a derivada de uma fun
num ponto coincide com o declive da reta tangs
ao grafico da funcdo nesse ponto. A aplica
permite ainda representar graficamente a funga
sua funcéo derivada.

Representagdo grafica da funcdo constante, 4
guadratica e polinomial de grau 3 e respet
fungbes derivadas.

détravés do movimento de um ponto, de u
funcdo, é tracada a funcdo derivada, o que per
verificar que quando a funcéo dada é decresce
sua fungao derivada é negativa, quando a fung
crescente a funcdo derivada é positiva e
extremos da funcao a funcdo derivada é nula.

cao
2nte
cao
Dea

afim,
vas

ma
mite
nte a
ao é
nos

Tabela 3: Descricdo sucinta das aplicacdes dinamismsompdem os moédulos interativos
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Para além de aplicacdes dinamicas todas as imdgstmativas dos conteudos foram criadas

com recurso aeoftwareGeoGebra.

. . ) . . b
Familia de Funcfes Racionais do tigh(x) = a + —
AL @] e faee ] [t | Mover: Selecione o objeto e arraste-o (Esc)
o i |

c'12L 5 I‘g

e
|
1
- ] v - . - - + .54
-0 -9 -8 T -6 5 -4 3 2 1 4 - 6 7 8 9 10 11 12 13 14
AB=(1.2,2.2)
-2 .
f(x) =2.2+ -
s ) x+(-1.2)
i |g
-5 i

Figura 34: Aplicacdo dinamica para o estudo daémnftia de parametros

Aplicagao dinamica (Figura 34) que permite o estddanfluéncia dos parametrash e c
numa funcéo do tipf(x) = a + ﬁ.

Ponto Mével

4, | Mover
~_=| Selecione 0 objelo e amaste-o (Esc)

Perto P para verificar que a cada posi¢ho
comespondem dois rianguios (OPA | & [OPE]

S
ot

Figura 35: Aplicacdo dindmica sobre o movimentaigheponto

A partir da representagcédo gréafica de uma funcdanfomarcados os pontegsP,B e O e
desenhados dois triangulos. A aplicacéo (Figurgp8fhite ao aluno movimentar o ponto P e

verificar que para cada posi¢cao do ponto correggombis triangulos.
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Derivada de uma Funcdo num Ponto

' [P B (5 o] %) | P NN 480 =] < | Mover: Selecione o objeto  arraste-o (Esc)
L EHec-H- o~ »-

81y

r Fungdo derivada

Figura 36: Aplicagdo dinAmica sobre o declive da t@ngente ao gréfico de uma fungédo

A partir da representacdo grafica de uma funcamguial de grau trés (Figura 36), o
utilizador ao movimentar o ponto assinalado veificie o declive da reta tangente ao gréfico
da fungcdo nesse ponto € igual & derivada da funeése ponto como ilustra a Figura 37.

Deste modo, apds selecionafulmcao derivadaaparece a representacao grafica da funcéo
inicial e da sua derivada.

¥ Fungdo derivada m =645

Figura 37: Aplicacéo dindmica sobre a derivadarda funcdo num ponto
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Funcao Derivada

[ N Al A =Tl T sl 2l Arrastar a Folna Grafica
| . | Tl | ot || ¥ [ Y was Arraste 3 Folha Grifica ou um eixo (Shit + Arrastar)

rr R
=

Figura 38: Aplicacdo dindmica sobre Funcéo Derivada

Foi igualmente desenvolvida uma aplicacdo que pemsualizar as expressoes analiticas e
representacdes graficas das funcbes constante, gfiatratica e polinomial de grau trés

(Figura 38), assim como as respetivas express@aftieas e representacfes graficas das

funcdes derivadas.

Monotonia e Extremos Relativos de uma Funcao

Sl Al A+ o1 IEE T P ) IS 2o | gy | mover

I il Yl \ 22| e

ot | ) GG N ABE 222 2 | Satacione o onjetn & amsste-o E3¢)
c S

Figura 39: Aplicacdo dindmica sobre monotonia eeexds de uma fungéo

Por fim, desenvolvemos uma aplicagéo permite d@ador movimentar o ponto A e marcar
sucessivos pontos da funcdo derivada de modo aaestu monotonia da funcao inicial
(Figura 39). Selecionando o icofiencdo derivadaé representada graficamente a funcao

derivada da func&o dada (Figura 40).
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Figura 40: Aplicacdo dinamica para visualizar ecme respetiva Funcdo Derivada

4.7 Livros Interativos

1 Fung3o Racional

Uma fungéof real de variavel real, € uma fungéo racional se a sua expresséo analitica puder ser dada pelo quociente de
- P(x)
dois polinémics, em que o denominador € diferente do polinomio nulo, iste &, f(x) = OT em que Q(x) & um polinomio ndo
(x)

nulo.

Exemplos:
1
fl)=—
P
2x+1

3v+4

Sx) =

22 +1

0=
fO=553

(5]

Figura 41: Primeira pagina do Livro Interativo deEdes Racionais

Os livros interativos (Figura 41) foram criadosagés do recurso da plataforma do MITO
para criagdo de livros interativos. A grande fidatle destes livros é disponibilizar todos os
conteldos necesséarios para a resolucdo dos tesleg para que o aluno procure a
informac&o que necessita para a resolucao dasigeesissim como o vocabulario especifico

da Matematica e sua simbologia para a resolucamedamas.

Os livros interativos estdo construidos de forma quutilizador os percorra através dos
botdes de navegacdo do canto superior direito owaido inferior direito, de forma
sequencial, embora o aluno possa consultar o fioracapitulos através do indice localizado

no lado esquerdo do livro.
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Ao longo do livro sdo apresentados os conteudamassmo exercicios resolvidos (Figura
42), aplicacdes dindmicas e videos tutoriais sobreonteudos para guiar os alunos no seu
processo aprendizagem.

1 Funcdo Racional

1.5 Sinal de Fungdes Racionais

P(x)
Para estudar o sinal do quociente m recorre-se a um guadro de sinais, tendo em consideracdo o deminio de uma fungéo
X)

racional (D ={reR. 0x # 0})

Exercicio:
Considere a funcéo definida por:

K -5x+6

232 —Tx+3

h(x) =

« Estude o sinal da fungéo /(x).

com Fungdes ~
e Resolugdo:

L )]

Determinar os zeros do polindmio que esta no numerador.

54 .,/35— 5+ -
xi_sx_5:0<:>x:‘i“_"¢¢>x:‘_’_l\/x:

Sx=3Vx=2
2. Determinar os zeros do polindmio que esta no denominador.
5 TE/T-4x2x%3 7+5 7-5 1
2 —Tx+3= c= c= F= =3V r=—
- -Tx+3=0&x %3 < x 1 Wx 1 Sr=3Vx 5
3. Construir quadro de sinais.
T
T | —oo 5 3 +oo
2—br+6] + [+] + [+ 0 [+] +
20" —Tr+3] + |+ 0 |- 0 |+| +
hz)| + [+ |nd|-]0][+|nd|+] +

Concluséce!

h(x) > 0<:>x6]—oo,% [u}:,—oo[\{s}

Figura 42: Pagina do livro interativo com resoludéam exercicio

4.8 Slides

Para este projeto foram produzidos slides (Fig@)aef Beamer, que € um pacote do LaTeX
de construcdo de slides. Estes slides apresentdorrda sucinta os contetudos e podem ser
utilizados no ensino presencial quando nao se disigdligacdo a Internet na sala de aula.
Para cada tema foi construido um grupo de slidespara o estudo das Func¢des Racionais e
outro para o estudo das Derivadas que esta disggdomiv Mddulos Interativos de Funcdes
Reais de Variavel Real na plataforma do MITO.
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Taxa Instantdnea de Variacio

Se considerarmos o intervalo [a, a + k], sendo h um nimero real
nao nulo, a taxa média de variagao é:

flat+h)— fla)

t.mvg g h) = B

Definicao

A taxa instantdnea de variacdo de uma funcdo f no ponto de
abcissa a é o valor para o qual tende

fla+h)—fla)
h

quando f tende para zero.

Figura 43: Slides sobre Taxa Instantanea de Variacao

Os slides, para além de apresentarem de uma faronates a matéria tedrica para cada um

dos temas, contém também exemplos com resolucé&dieog detalhados.

As principais vantagens que um livro interativo tesiativamente aos slides sao a integragéao

de aplicacdes dinamicas e videos.
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5. Planeamento de Implementac¢ao dos Mddulos
Interativos de Treino Online

Neste capitulo sera apresentada uma proposta demeptacdo dos modulos interativos de
treinoonline uma vez que a autora deste projeto apenas realiravexperiéncia piloto com
uma turma de 11.° Ano de Matematica A no tema Rdeg, como foi referido no tépico
4.3.3, no ano letivo 2010/2011. No presente arieole2011/2012 néo foi possivel atribuir-
-lhe, novamente o 11.° ano de escolaridade, post@e® de continuidade pedagogica. Os
restantes docentes da escola que lecionaram arid i®do manifestaram disponibilidade para
aplicar os médulos interativos aos seus alunos re egtas razées 0 projeto nao foi
implementado. No entanto, pretende-se que esteeglnto sirva de base para a

implementacdo dos moédulos interativos em sala epaun professores interessados.

5.1 Acesso aos Modulos Interativos

A disciplina Modulos Interativos de Funcdes Reaés \daridvel Real esta alojada na

plataforma do projeto MITOwww.mito.ipleiria.pt). Para aceder a disciplina deve ser

efetuada uma inscricdo prévia através do admidstrala plataforma do MITO e do

professor da disciplina.

Apos efetuar autenticacdo na disciplina atravésatoe de utilizador e senha, o aluno acede
aos testes de treino e aos recursos disponibikizaéto professor (Figura 44), de forma
ilimitada. O professor tem a possibilidade de cliasuas estatisticas fornecidas pela
plataforma relativas aos registos de acesso adelmos, assim como, a descricao detalhada

de toda a interacdo dos utilizadores com os exesadile treino e avaliacdo do STACK.
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Tedrica-Pratica

Slides- Fungéo Racional

i& Introduc 8o ao Calculo Diferencial | - Fungdo Racional
Treino e avaliagdo

“2 Teste treino

“? Teste de avaliacdo

Teodrica-Pratica

Slides - Derivadas

i Introdugdo ao Calculo Diferencial | -Derivadas
Treino e avaliagdo

“2 Teste de treino

“2 Teste de avaliacdo

Figura 44: Modulos Interativos de Fungbes Reaigatével Real

5.2 Integracao dos Mddulos Interativos em Sala de Aula

Ao aceder a disciplina Modulos Interativos de FascReais de Varidvel Real, o utilizador
encontra um moédulo sobre Funcdes Racionais e @otbee Derivadas (Figura 44). Cada
modulo € composto por um conjunto de slides, uno linterativo, um teste treino e um teste
de avaliacdo. Este ultimo s6 estara disponivel duanprofessor entender que os alunos se
encontram preparados para o resolver. O teste diagdo estara disponivel num curto
espaco de tempo (por exemplo 90 minutos), deveraresdizado numa sala com um
computador por aluno e pode ter algum peso naamaalicontinua que o professor faz dos

seus alunos.

Depois de realizar o teste de avaliaghdine, o professor devera realizar um teste de
avaliacao escrito em sala de aula sobre 0 mesma fgara comparar resultados e assim tirar
algumas conclusdes sobre a aplicabilidade desfetprano que se refere a sua utilizacao

como elemento de avaliagéo.

Ao longo deste topico sera apresentada uma progestaplementacédo, em sala de aula, dos
modulos interativos. Esta proposta foi planeada patas com a duracdo de 90 minutos em
salas com computador, projetor de video, quadevativo e acesso a Internet, uma vez que, é

necessario aceder a plataforma MITO para ter agassmodulos interativos.
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A Tabela 4 e a Tabela 5 apresentam uma propostapliementacdo dos modulos interativos
para os temas Fun¢des Racionais e Derivadas nempetite em sala de aula. Em cada aula é

apresentado o topico a abordar, 0os seus objebeascomo os recursos a utilizar.

Funcdes Racionais
Topico Aula Objetivos Recursos
Aula | - Definir Fungdo Racional;| Slides
90 min | - Determinar o dominio de| Livro Interativo
o uma Funcédo Racional; | Aplicacdo dinamica para exploracao
Caracteristicas - Determinar contradominipda familia de funcéeg(x) = a +
de ;m"’_‘ Fur:gao e assintotas do grafico de _b_
aeond uma.Fun(;ao Ramonal; K/I;nual de Matematica do 11.° anp
- Analisar a paridade e a ~ .
. | para resolucao de exercicios sobre o
monotonia de uma Fungacﬁjpico
Racional.
_ Aula | - Determinar zeros de uma Slides
Zeros e smaNI d&omin | Funcso Racional: Livro Interativo
uma Funcao - Estudar o sinal de uma | Manual de Matematica do 11.° anp
Racional Funcao Racional. para resolucao de exercicios sobre 0
topico
Aula | - Caracterizar a funcéo Slides
Operagdes com?® ™" | soma, a fungao diferenca, Livro Interativo
Funcdes a fungéo produto e a Manual de Matematica do 11.° anp
funcdo quociente. para resolucdo de exercicios sobre o
topico
Atic\)/lijdt;?jses Aula Objetivos Recursos
Aula | - Consolidar as Teste de treino, com questdes
90 min | aprendizagens efetuadas]; produzidas com recurso aoftware
_ - Rever conteudos; STACK, sobre Fungdes Racionais
Teste Treino - Preparar os alunos para
Online diferentes momentos de
avaliagdo sumativa,
- Identificar dificuldades de
aprendizagens.
Aula | - Aferir se os alunos Teste de avaliagdo, com questdes
Testede |9omin | dominam os topicos produzidas com recurso aoftware
avaliacao relativos a Funcées STACK, sobre Funcdes Racionais
online Racionais.

Tabela 4: Planificacdo do tema Func¢fes Racionaiseyaino presencial
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Derivadas

Topico Aula Objetivos Recursos
Aula | - Introduzir o conceito de taxa | Slides
| %0min | média de variagdo de uma | Livro Interativo
Taxa Media func&o num intervalo; Manual de Matematica do 11.
de Variacéo - Interpretar geometricamente [aano para resolucéo de
taxa média de variacdo de umexercicios sobre o topico
fung&o num intervalo.
Aula | - Introduzir o conceito de taxa| Slides
Taxa 90 min instantéanea de variagdo de | Livro Interativo
instantanea uma fungcdo num ponto; Manual de Matematica do 11.
de variacio - Interpretar geometricamente jaano para resolugéo de
taxa instantanea de variacao|dexercicios sobre o tépico
uma funcédo num ponto.
Aula | - Determinar a derivada de umeSlides
90 min funcdo num ponto. Livro Interativo
_ Aplicacdo dindmica para
Derivada Eje exploracéo do declive de uma
uma funcao reta tangente ao grafico de un
num ponto funcéo
Manual de Matematica do 11.
ano para resolucéo de
exercicios sobre o topico
Aula | - Determinar a derivada da Slides
90 min funcao afim, funcbes Livro Interativo
polinomiais do 2.° e do 3.° | Aplicacdo dinamica para
Funcao grau, Func¢do Racional do 1.9 visualizar a representacéo
Derivada grau e fungéo modulo. grafica de uma funcéo e da
respetiva funcéo derivada
Manual de Matemética do 11.
ano para resolucéo de
exercicios sobre o topico
Aula | - Estabelecer a relacéo entre o Slides
90 min sinal da derivada de uma Livro Interativo
. funcdo com a variacao da Aplicacdo dinamica para
Monotonia e funcio. exploracéo da relacéo entre a
Extrgmos monotonia da fungéo e o sina
Relativos (ﬂe da funcéo derivada
uma Funcao Manual de Matematica do 11.

ano para resolugao de
exercicios sobre o topico
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Outras

. Aula Objetivos Recursos
Atividades )
Aula Consolidar as aprendizagens Livro Interativo
90 min efetuadas;
Problema de Rever conte(dos;
optimizagao Proporcionar aos alunos novas
situacoes.
Aula Consolidar as aprendizagensg Teste de treino, com questdes
90 min efetuadas; produzidas com recurso ao
Rever conteudos; software STACK, sobre
Teste Treino Preparar os alunos para derivadas
Online diferentes momentos de
avaliacado sumativa;
Identificar dificuldades de
aprendizagens.
Aula Aferir se os alunos dominam| Teste de avaliagdo, com
Teste 90 mi - . o .
N min 0s topicos relativos ao tema | questdes produzidas com
Avaliacdo .
Online Derivadas. recurso ao software STACK,

sobre derivadas

Tabela 5: Planificagdo do tema Derivadas para emsgsencial

5.3 Utilizacdao dos Mddulos Interativos fora da Sala de Aula

Fora da sala de aula cada utilizador devera acegdmtaforma MITO com o seu nome de
utilizador e respetiva senha. Apos validar a suergicacdo, pode consultar os contetudos
disponibilizados de forma a melhorar as suas amagens, complementar o ensino
presencial e consolidar conhecimentos. A Tabelad Tabela 7 descrevem propostas de

utilizacdo dos Modulos Interativos fora da salaad&a para os temas Func¢des Racionais e

Derivadas respetivamente.
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Funcbes Racionais

Topico

Objetivos

Recursos

Caracteristicas
de uma Funca

]

O

Definir de Funcgéao
Racional;

Determinar o dominio de
uma Funcéo Racional;
Determinar contradomini

Livro Interativo
Aplicacao dinamica para exploracédo da
familia de funcdef(x) = a + %

Video de exploracdo da familia de funcd
Pf(x) =a+ %

eS

i e assintotas do grafico de , ,. ~ .
Racional ~ g. Video com a resolucdo de um exercicio
uma Funcédo Racional; i ~
. _ sobre caracteristicas de uma Fungéo
- Analisar a paridade e a .
monotonia de uma Funcj Racional
: Manual de Matematica do 11.° ano para
Racional. ~ Iy L
resolucéo de exercicios sobre o topico
. - Determinar zeros de umg Livro Interativo
Zeros e sinal x : : . :
" | Funcao Racional, Video sobre o estudo do sinal de uma
de uma Funcad . espydar o sinal de uma | Fungdo Racional
Racional Funcao Racional. Manual de Matemaética do 11.° ano para
resolucao de exercicios sobre o topico
- Caracterizar fungdo soma, Livro Interativo
funcéo diferenga, funcdo| Video que apresenta um exercicio
B produto e fungéo resolvido sobre a fung&o produto
Operagoes | guociente. Video que apresenta um exercicio
com Funcoes resolvido sobre operacées com funcdes
Manual de Matematica do 11.° ano para
resolucao de exercicios sobre o topico
Outras
o Objetivos Recursos
Atividades :
- Consolidar as Livro Interativo
o aprendizagens efetuadas; Video com um problema sobre Func¢des
Exercicios

Rever conteudos;
Proporcionar aos alunos
novas situacoes.

Racionais

Teste treino

Consolidar as
aprendizagens efetuadas
Rever conteldos;
Preparar os alunos para
diferentes momentos de
avaliacao sumativa;
Identificar dificuldades de

Teste de treino, com questdes produzida
;com recurso ao software STACK, sobre
Funcdes Racionais

S

aprendizagens.

Tabela 6: Planificacdo do tema Funcdes Racionaisgiatidades fora da sala de aula
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Derivadas

Topico

Objetivos

Recursos

Taxa Média
de Variacao

- Compreender o conceito d
taxa média de variacdo de
uma fung¢do num intervalo

- Interpretar geometricamen

uma funcdo num intervalo

eLivro Interativo

e
a taxa média de variacao dge

Manual de Matematica do 11.° ano para
resolucd@o de exercicios sobre o topico

Taxa
instantanea
de variacéo

- Compreender o conceito d

de uma fungdo num ponto

- Interpretar geometricamen
a taxa instantanea de
variacdo de uma funcéo
num ponto.

eLivro Interativo
taxa instantanea de variag@blanual de Matematica do 11.° ano para

[e

resolucé@o de exercicios sobre o topico

Derivada de
uma funcéao
num ponto

- Determinar a derivada de
uma fungdo num ponto.

Livro Interativo

Aplicacao dinamica para exploragéo do
declive de uma reta tangente ao gréfico
uma funcéao

Manual de Matematica do 11.° ano para
resolucao de exercicios sobre o topico

Funcéao
Derivada

- Determinar a derivada da
fungéo afim, fungdes
polinomiais do 2.° e do 3.°
grau, Funcéo Racional do
1.2 grau e funcdo médulo.

Aplicacao dinamica para visualizar a
representacédo grafica de uma funcéo e
respetiva funcéo derivada

Monotonia e
Extremos
Relativos de
uma Funcéo

- Estabelecer a relacao entre
o sinal da derivada de umg
fungdo com a variagdo da
funcao.

2 Aplicagcéo dinamica para exploracéo da
A relagcéo entre a monotonia da fungéo e g
sinal da funcéo derivada
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Exercicios

- Consolidar as
aprendizagens efetuadas;

- Rever conteudos;

- Proporcionar aos alunos
novas situacoes.

Livro Interativo

Teste treino

- Consolidar as
aprendizagens efetuadas;

- Rever conteudos;

-Preparar os alunos para
diferentes momentos de
avaliacdo sumativa,

- Identificar dificuldades de
aprendizagens.

Teste de treino, com questdes produzida
com recurso ao software STACK, sobre
derivadas

S
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6. Consideracgoes Finais

Neste ultimo capitulo, comparamos este projeto aqrojetoEscola Virtualda Porto Editora
e com os conteudos didaticos disponibilizados petfioras de manuais escolares. Além
disso, apresentamos as principais conclusdes sopreducéo dos materiais e uma reflexao

final sobre o projeto realizado.

6.1 Comparacao com outros Materiais Semelhantes

Das pesquisas realizadas sobre recursos semelhastesados para este projeto, encontram-
-se 0S materiais produzidos pelas editoras dispizaitblos em CD-Roms, ou em bases de
dados e e-Books que acompanham os manuais. Togsneateriais podem ser adquiridos

pelos alunos, e consistem em ficheiros em form&é& EPortable Document Format) dos

manuais com ligacdes a algumas aplicacfes dinantedigntamos ainda que o projeto da
Porto Editora Escola Virtual dispde de recursosadas (videos, aplicacbes dinamicas,
exercicios de escolha multipla) e na Internet &ipesencontrar diversos materiais dispersos

produzidos por professores.

Como refere Domingos & Paula (2011) no artigo sobfecnologias na Educacao
Matematica” os materiais disponibilizados pelagogds mostram-se bastante incompletos
em termos de representatividade dos conteldos gmdgicos presentes no curriculo.
Algumas editoras limitam-se a apresentar exempqgsadtes do manual em PDF, ferramentas
para temas especificos, testes de avaliacdo e valitgd@o, por vezes com correcao
automética, questionarios de escolha multipla, iexpbes de conteldos especificos em
PowerPointe algumas aplicacbes dindmicas para manipulacégpleracdo dos conceitos.
Para além destes recursos, € ainda possivel eacatgumas apresentacdes de conteudos

gravados em video ou audio.
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Ainda no mesmo artigo, os autores referem que deras eletronicos disponibilizados

pelas editoras sdo pouco explorados e trabalhatosaéa de aula. Muitos dos materiais
disponibilizados ficam aquém do que seria desejg@aeh proporcionar uma abordagem
alternativa em sala de aula. Ainda assim, € pdssihgntrar alguns recursos em que 0 uso

adequado pode ajudar na construcdo e compreens@nckitos matematicos complexos.

O ambiente virtual de aprendizagem criado paramsieto € muito semelhante ao ambiente
criado pelo projeto da Porto Editora Escola Virtugle se encontra disponivel no endereco

7

(www.escolavirtual.pt)e é acessivel mediante subscricdo. Ambos 0s psotdem ser

englobados em Sistemas de Gestdo da Aprendizagendigpdem de um conjunto de
funcionalidades que permitem criar e gerir um espagle os alunos acedem a conteudos,
interagem com o professor e/ou alunos em modoainobu assincrono, contribuindo para
uma aprendizagem colaborativa. Estes sistemas grossainda funcionalidades de

classificacdo/avaliacao da atividade dos alunos.

Nestes ambientes de aprendizagerine o professor pode em qualquer lugar e a qualquer
hora acompanhar os seus alunos, interagir com esegentualmente estivereanline e
deixar mensagens para 0s que se encorgféime. O professor fica assim, com uma percecao
melhor do que ocorre com 0s seus alunos e temsibpisade de os auxiliar no seu processo

de aprendizagem.

Atualmente, a maioria dos alunos dispde Internetasa, 0 que possibilita o facil acesso aos
materiais disponibilizados pelo professor no antkiaenrtual de aprendizagem. O acesso a

Escola Virtual € possivel mediante a subscricaondeos pacotes de disciplinas disponiveis

A principal diferenca deste projeto é ser totalraegratuito para o professor e para o aluno e
ser dada total liberdade de criacdo de conteludwaessor, assim como a possibilidade de
gerar inUmeras versdes do mesmo exercicio ou peayuntas que permitem uma grande
variedade de respostas corretas. No projeto dao Feditora o professor sé tem a
possibilidade de criar fichas de trabalho e tespenas com exercicios do banco de questdes,
essencialmente de escolha multipla e selecionadias quitora, sem permitir que o aluno

introduza respostas em linguagem simbdlica.
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Em ambos os projetos sdo apresentados os conteudos de forma apelativa com aplicagdes
dinamicas e videos. Santos (2006) no seu estudo refere que a abordagem aos conteudos na
Escola Virtual ¢ muito semelhante a apresentada no Manual Escolar da Porto Editora. Os
exercicios apresentados sdo escassos e apresentam pouca diversidade, acrescentando a
inexisténcia de exercicios com elevado grau de dificuldade. Apesar disto, ressalvam a

variedade de formatos existente nos exercicios o que os torna bastante interessantes.

No projeto Escola Virtual, o aluno pode realizar testes, escolhendo um tema especifico ou, se
preferir, pode fazer testes de caracter global que incidem sobre todos os temas. Necessita de
definir o numero de questdes que quer realizar e a duracdao do teste. No final, o aluno pode

sempre verificar as solug¢des e iniciar um novo teste, se assim pretender.

A principal diferenca e a grande mais valia deste projeto resulta do uso da ferramenta
STACK. A possibilidade do professor programar uma pergunta com varias versoes,
disponibilizar a sua resolugdo, criar feedbacks para erros frequentes. Esta funcionalidade
promove a interagdo com o aluno e contribui, para uma autoaprendizagem mais motivadora e

persistente.

6.2 Reflexao Final

Neste trabalho pretendeu-se mostrar a importancia das tecnologias na construgdo do
conhecimento, facto a que nenhum professor pode estar alheio. Procurou-se mostrar que
existe software gratuito, a disponibilidade dos professores, que permite criar recursos
adaptados ao ritmo dos alunos e com aspeto grafico semelhante ao que o professor apresenta
em sala de aula através dos manuais escolares. Ao longo deste trabalho, foram apresentadas
varias aplicagoes do software STACK, GeoGebra e videos tutoriais que em conjunto com as
ferramentas disponibilizadas pela plataforma Moodle permitem criar uma extensao da sala de

aula onde ¢ possivel promover a cooperagdo entre alunos e professor.
E 6bvio que o recurso a ferramentas como o STACK e a constru¢do de grande parte destes

conteudos vai para além dos limites tradicionais do ensino/aprendizagem na sala de aula e da

disponibilidade de alguns professores. Esperamos que este trabalho tenha ajudado a
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ultrapassar algumas limitacdes e que despertéeeresse pela construcdo de conteudos dos

professores que o lerem.

Para além de toda a atencdo dada as novas te@sylégmportante lembrar que muitos dos
desafios basicos que se colocam a educacdo, esam eem geral, € desenvolver uma
sociedade justa e inteligente coletivamente, cammca com as mesmas oportunidades e

professores altamente qualificados.
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Anexo |: Questoes sobre Fun¢oes Racionais

Questao . - Propriedades das funcde

. . X
Considere a funcéo f definida analiticamente por f(x) = = 3
2x+2

Indique:

o dominio: R\
Atencgao: A resposta deve ser apresentada sob a forma de conjunto. Por exemplo {1 32 }

OS zeros:
Atencgao: A resposta deve ser apresentada sob a forma de conjunto

a equacéo da assintota vertical

a equacédo da assintota ndo vertical

Atencao: Escreva as equacdes das assintotas.(Exemplo X = 4 ouy = 2)

Figura 45 Enunciado da Questdo 2 sobre Func¢des Rac

Na Questéo 2 é dada a expressédo analitica de unp@ofiFigura 4') e pretend-se estudar
dominio, os zeros e determinar as equacfes dadodasiverticais e nao verticais do gra

da funcao dad

Nesta questdo, o estudo relativamente as ass é feito de uma forma bastante intuiti
podendo o aluno recorrer a calculadora grafica, uezaque ndo é gerada a represent

gréfica da funcao, ou efetuar a divisao inteir@xiaressdo dada e escrever uma express
. b N

tipoy = mx +a+—-, equvalente a dad:

A questdo permite gerar varias expressdes analiieiFuncdes Raciong, permitindo c

estudo de assintotas verticais e ndo verticaist@e de assintotas obliquas é facultativ
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programa de Matematica A do 11.° ano mas atravi estudo da familia de funct

b .
y =mx +a+—— teminteresse a sua abordac

A questdo tem a cotacao total de 1 e cada alin€éa28e sendo atribuida a cotacdo de .

guando nao responde ou quando da uma resposta.t

Considere a fung&o f definida analiticamente por f(x) = ——.
—AX— 23

Indigue

o dominio: R\, 13

Atencao: Aresposta deve ser apresentada sob a forma de conjunto. Por exemplo {1 . 2}

A sua resposta foi interpretada como:

{-1}

0Ss zeros: {22}
Atengdo: Aresposta deve ser apresentada sob a forma de conjunto.

A sua resposta foi interpretada como:

{72’2}

Figura 46:Interpretacdo das respostas da Questdo zsoftware

Ao submeter a respostesoftware faz a interpretacacFigura 4¢), posteriormente compare
resposta do aluno com a do professor e procedspatiea avalicAa No caso deesposta
errada é fornecida uma dica ao aluno para tergalver novamente a questéFigura 4°).

a equacdo da assintota vertical x=2

A sua resposta foi interpretada como:

Aresposta esta correcta. Parabéns!
A classificagéo para esta tentativa € 0.25. © Com penalizagbes das tentativas anteriores fica com 0.25 em 0.25.

a equacdo da assintota ndo vertical y=2x+1
A sua resposta foi interpretada como:
y=2x+1
Aresposta esta incorrecta. Tente novamente!
Para determinar a equagéo da assintota ndo vertical deve-se analisar o grau de polinémios do numerador e do

denominador das expressdes racionais que definem as fungdes. A classificagéo para esta tentativa € 0. @ Com
penalizagbes das tentativas anteriores fica com 0 em 0.25.

Figura47: Avaliacdo das respostas da Ques:
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Esta questdo apresenta ainda a resoltFigura 4¢) feita pelo professor acalunos que .
desejarem ve

Resolugéo:

fl) =22

D={r€R:x-2 #0} =R\ {2}

Zeros: {-3,3}

=06 -9=0Ax€D & [xr=-3,x=3] Ax€D
Assintota vertical: x = 2

Dica: Para determinar a equagéo da assintota vertical procuram-se os valores de x que anulam o denominador da
fragdo racional que define a fungéo e néo anulam o numerador.

Assintota horizontal : y = x + 2

Dica: Para determinar a equag&o da assintota n&o vertical deve-se analisar o grau de polinémios do numerador e do
denominador das expressées racionais que definem as fungdes.

Figura 48 Resolucéo da Questa

Questao - Transformacodes (Assintotas

a‘\‘_z.cong:R\ {—l}eD/;: =R\ {1}.

Considere a fungéo racional g do tipo g(x) =

Escreva as equagdes das assintotas do grafico da fungéo g.
Assintota vertical:

Assintota horizontal :
Indigque o dominio e o contradominio das fungdes / e j, definidas por:

h(x)=g (x+3) -2

D;, =R\ .
Jjx) = _g_(:l
o D' =R\

Figura4S Enunciado da Questdo 3 sobre Fungfes Rac

ax+b
cx+d’

propriedades daFuncdes Racion: € dado ao aluno o dominio e o contradominio de

ab,c,d €R, e tendo conhecimento d

Partindo de funcdes da familig(x) =

Funcdo Racion e pedidas as equacdes das assintotas verticalizertal do seu grafic
(Figura <9).

Nesta questdo o € dada uma expressdo analitica concreta deFuncado Racion para

levar o aluno a prever a sua representacdo grafida seguida identificar o dominio ¢
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contradominio de novas fungdes, resultantes dsftnanacfes geométricas da funcéo ini
O duno nesta questdo deve saber descrever o comgotiarde uma fungao e relaciol
formulas e representacfes geométricas. Pre-se ainda com esta questdo que o a
elabore conjeturas, consiga fundamentar a sua stespde modo a nao respon

precipiadamente e que fagca uma analise critica das snelsistes

A questéo foi construida de modo a permitir a &@age varias versdes onde vai variant

dominio e o contradominio da fun¢g e as expressées das funch ej.

Quando o aluno responde as quatro ultimas alineasligem respeito a transformacoe:

errar, élhe fornecido unfeedbac com uma dica para uma posterior tentativa (Fig0).

hx)=g (.\‘ - 3) +1

D, = R\ {1

A sua resposta foi interpretada como:
{1}

A resposta esta incorrecta. Tente novamente!

O grafico de uma fungéo definida por y = g(x + a) em relagéo ao grafico de uma fungéo definida por y = g(x) sofre
um deslocamento de a unidades para a direita se a < 0 e a unidades para a esquerda se a > 0. As seguintes,
entradas estéo incorretas embora estejam simplificadas. {1} A classificacdo para esta tentativa € 0. @ Com
penalizacdes das tentativas anteriores fica com 0 em 0.2.

Figura 50 Resposta da Questa

Na resolucdo dea questdo, apenas sdo apresentadas as soluc@meas por ser tratar

uma questao que nédo requer resolucéo ana
A guestdo tem a cotacao total de 1, as 4 primaiiagas tém a cotacdo de 0.2 e as

ultimas alineas tém a cotacdo de O.r se tratar de questbes sobre uma transforrn

simples.
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Com a questé 5 (Figura 5) pretend-se que o aluno faca um estudo intuitivo, crecurso

Questao &- Limites

"

+9

Considere a fungdo f.definida por f(x) = — 1 que tem parte do seu gréafico representado em referencial 0.m. na figura seguinte.
b 4

Y

N W s LN O

[ S
Nk W g

Complete:

Atencéao: Para responder —0OO escreva minf. Para responder +00 escreva inf.

lim f(x)= lim f(x)=
—-00 x—r—00

lim f(x)= lim f(x)=
| Submit |

Figura 51 Enunciado da Questao 5 soFunc¢8es Racionz

do grafico da funcéo sobre as suas assintotag|zaralos eixos coordenac

Cada vez que o aluno acede a questdo é geradaawadumcao e respetiva represente

grafica, assim como novo enunciado para as duasaglalineas

Ao submeter s respostas e ap0s comparacao entre as respogtagaksor e as do aluno,

caso de respostas diferentes é apresenta feedback(Figura 5:) ao aluno para que, nur

posterior tentativa, responda acertadam
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lim_f(x) =/inf

A sua resposta foi interpretada como:

Analise os valores de f quando x se aproxima de -2 por valores & esquerda. A classificacéo para esta tentativa € 0. @

Com penalizagdes das tentativas anteriores fica com 0 em 0.25.

Figura52: Feedbaclapresentado para uma resposta e



A questdo apresenta resolu¢(Figura 5) que tem por base ndo s6 o estudo das assi

com recurso da expressdo analitica da funcdo, tamioém a sua representacao gré

Resolugao:
lim ﬁ,\ ) =—1. Quando x tende para +00, os valores deﬁ X)= — 1 tendem para —1
X—+00 x+2
lim f{x)=-1. Quando x tende para —0Q, os valores de f{x) = — 1 tendem para —1
X—=—00 XT4
=
lim ﬁ,\ ) = 00. Quando x tende para —2, por valores superiores ﬁ X)= ~ 1 tende para 00
x—=2% X2
y
lim f{x)=—00. Quando x tende para —2, por valores inferiores, f{x) = =~ — 1 tende para —00
X2~ x+2

Figura53: Resolucdo para uma versédo da Ques

A questdo tem uma cotacao total de 1 sendo queatiad@ tem cotacéo de O.

Questéao - Operacgoes corFuncoe:

2 a
x+3 x+3

Considere as fungdes racionais f(x) = 4— eglx)= > 6x

X 2-6x

a. Resolva a seguinte condic&o: f(x) < 1. Resposta: ]

Nota : Para responder +00 ou —00 escreva inf ou minf respetivamente.

b. Calcule:

i (fxg)(4)

i. (f+g) (4) =

iii. (fog) (1)=

c. Escreva a expresséo analitica e indique o dominio da fungéo

Resposta: (g) (x)=

D,;=R\

oq 1,

* 4] ’ [

Aresposta deve ser introduzida sob a forma de conjunto.

Figura 54 Enunciado da Questao 7 soFunc8es Racionz

Com a questao (Figura 5¢ pretend-se que o aluno resolva analiticamente uma ineqt

racional e opere colFuncdes Racione. A alinea c. € um exercicio de grau de dificulc

superior uma vez que os alunos tém de determirexpeessao analitica e o dominio

guociente de fun¢des, sendo que o dominio ndo € visiadicgmente, havendo necessid

de uma resolucédo analitica ou recurso a uma tdeelalores da funcé

Nesta questdo ndo sdo apresentadas as repressergagfieas das funcdef e g para nac
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sobrecaregar 0 aspeto grafico da pergunta, embora epte de exercicios devam ¢
abordados quer numa perspetiva grafica quer ar@afitira permitir relacionar sempre as «

representacdes como aparece referido em Des (C

A questdo tem a possibilidade criar diferentes versdes na medida em que @@gue s
acede surgem expressdes analiticas diferenteseap feedback (Figura 5% e resolucé:

analitia de todas as alineas (Figury).

() (4) =

A sua resposta foi interpretada como:

Aresposta esta incorrecta. Tente novamente!
(f—g) (\) = f(x) + g(x) Aclassificagdo para esta tentativa & 0. @ Com penalizagdes das tentativas anteriores fica
com 0 em0.1.

Figure 55: Feedbac apresentado a uma resposta errada da Que

x+3 x+3 x+3—4x 3x—3
afN) <1l —<le —-1<08 —— <0 &——— <0<:.\~e]—oo.o[u]1,-oo[
4x 4x 4x 4x

b.

i. (f X g) (—1) =f(4) X g(4) = ;;i

21
176

. (f—g) (4) =f(4)+g(@) =

2 €' D)
(f) f(x) 4x 3x—1
c S (b)) ey = e =
g g(x) x+3 2X
2—6x
D[={.\'GR:.\’GD_,J\.\'EDg/\g(.\'i7‘0}=R\{—3,0,:§}
g

Figura56: Resolucdo de uma verséo da Ques

A gquestdo tem a cotacdo maxima 1 e todas as rasposttas tém cotacdo de 0.1 ¢
excecao da ultima que tem a cotacao de 0.2 | tratar de uma questao na qual o aluno ¢

revelar alguma reflexdo e algum espirito crit
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Questao ¢ Inequacéac

[S9]
i

S

Considere, a fungéo real de variavel real g definida por g(x) = —.
X+

O conjunto-solugéo de g(x) < 0 é:

(A) ] — 00, —5[U[5,+o0[
(B) [5,+oo[
(€) ] - o00,-5[U]-5,5]
(D) [-5,+0o0[
(E) ] - 00,5]

Opgao correcta: Naorespondeu ~

Submit

Figura 57 Enunciado da Questdo 9 soFunc¢des Racions

A Questdo 9 (igura 57) € de escolha mdultipla, com varias versdes, samequacoe

racionais onde o aluno apenas tem de selecioriaBrea @jue considera corre

O software¢ atribui cotagcdo maxima de 1 quando a re@a € a letra (C) e 0.5 (Figura)
guandoa resposta € a letra (E) por apresentar o err@aexcluir o valor onde a fungéo r

tem significadc

x> -4

x+2°

Considere, a fungéo real de variavel real g definida por g(x) =

O conjunto-solugéo de g(x) < 0 é:

(E) ] - 00,2]
Opgéo correcta: (€) -

Aclassificac@o para esta tentativa € 0.5. © Com penalizacdes das tentativas anteriores fica com 0.5 em 1.

Figura 58:Resposta parcialmente cori
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As restantes alineas ¢ atribuida a cotacéo depfesemtado feedbac de ue deve ser dac

atencd ao dominio da funcéo (Figura).

¥ -16
Considere, a fungéo real de variavel real g definida por g(x) = 1
x+

O conjunto-solugdo de g(x) < 0 é:

(A) ] - OO,_-l[U[-l,‘OO[
(B) [4,+00[

(€) ] - m774[u] 7474]
(D) [+4,+00[

(E) ] - 00,4]

Opgédo correcta: (g) -

Resposta incorrecta. Tente de novo!
Atengéo ao dominio da fungéo. A classificacdo para esta tentativa € 0. @ Com penalizagdes das tentativas anteriores
ficacom O em 1.

Figura59: Feedback apresentado a uma resposta errada d&Q)t

Nesta questdo o aluno tem ainda a possibilidadeede resolucdo da versique lhe foi
atribuida (Fiura 6().
Resolugéo:

Para resolver a inequacéo g(x) < 0 deve recorrer a uma tabela de sinal, como a que se segue

T | —00 -4 4 +00
22 —16| + [+ 0 [-|0|+]| +
T+4 - -1 0 |+ |+ |+]| +
glz)| - |[-|nd|[-[O0[+] +

CS=]-00,~4[U]-4,4]

Figura60: Resolucdo de uma verséo da Ques
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Questdo 1 - Problema sobre a Temperatura dafée

Numa pastelaria, a temperatura ambiente é constante. Admita que a temperatura, em graus Celsius, de um café servido nessa pastelaria,  minutos
apos ter sido colocado na chavena, é dada por

'@

@

N

f@= 15—%,{ € [0,+00]

1.1

Determine a temperatura do café no instante em que é colocado na chavena.
Resposta: C

1.2

Com o decorrer do tempo, a temperatura do café tende a igualar a temperatura ambiente. Indique a temperatura ambiente.

Resposta: C

1.3

O Sr. Jodo nédo consegue beber café se estiver a uma temperatura superior a 40°C. Quanto tempo decorre entre o instante em que o café e
colocado na chavena e o instante em que o Sr. Jodo pode beber o café? Apresente o resultado em minutos e segundos.

Resposta: minuto(s) e segundos.

Figura 61 Enunciado da Questdo 11 soFung¢8es Racione

A partir de uma situa¢c: ndo matemaética preter-se estudar uma fungdo que mode
situacdo e complemente o estudo com generalizagias contexto matematic
nomeadamente com o estudo intuitivo de um limitesolucdo e uma equacao racior
(Figura €1).
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Esta questdo enas tem uma versdo, apresenta resolucdo anglitedo o aluno a solicit
(Figura 2).

Resolugéo:

60 60 S =02s7:
t+1 - t+1 ; t+1

=04 35-25t=0 A1 €D, & =<

Figura 62:Resolucéo da Questao

Para cada resposta correta é atribuida a cotac@@8leperfazendo um total de 1. Para ¢
respostaerrada é atribuida a cotacdo de zero e fornecid feedbac para que consic

resolver a questénuma proxima tentativa (Figu63).

1.1

Determine a temperatura do café no instante em gue & colocado na chavena.

Resposta: & 'C

Asua resposta foi interpretada como

Calcule f{0). Aclassificag&o para esta tentativa € 0 B com penalizactes das tentativas anteriores fica com 0 em 0.25

Figura63: Feedbaclpara uma alinea da Questa
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Questao 12- Funcao Compost

Na figura estdo representadas partes das fungdes f e g.

O valor de (f og) (4)e:

® 3 ®) 1

(©) 2

(D) -2

Opgéo correta: Naorespondeu v

Figura 64 Enunciado da Questdo 12 sobre Funcfes Rac

A Questdo 12 (Figuri64) que relaciona a expressdo analitica de duas désnedas su:

representacdes grafic

Na questédo varia o enunciado e respetivas repeggeas grficas, assim como as respos

das quatro alineas, 0 que permite a criacdo deedtfss versbes para esta que

A questdo tem cotacdo maxima de 1 e apresentaigdsofjuando solicitac
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Anexo ll: Questoes sobre Derivadas

Questéao . - Sinal da Funcéo Derivada e Monotonia dauncac

Observa o grafico de uma fungéo polinomial de grau dois.

>

Estude o sinal da sua fun¢do derivada.
Complete com (p)para positiva e (n)para negativa.
Resposta: No intervalo ] — 0o, 2[ a fungdo derivada &

Resposta: No intervalo ]: , +00[, a fungdo derivada é
| Submit

Figura65: Enunciado da Questao 4 sobrerivada

Dada a representacdo gréfica de uma funcdo polatode grau dois prendese nesti
guestao (Figura ¢) relacionar o sinal da ngéo derivada num intervalo aberto com a vari
da funcéo nesse intervalo. Nos espacos em braatimo apenas tem de completar com

ou (n) dependendo do sinal da funcéo deriv

A questdo apresenta varias versdes onde vai variangpresenta¢ grafica da funcao

respetivos intervalos de variagi
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Na resolucdo (Figu 66) apenas é apresentada uma pequena informacawvamlante ¢

relacao que existe entre o sinal de uma funcagatie a variagao da funcgéo inic

Resolugéo:
Quando a fungéo é decrescente a sua fungdo derivada é negativa.

Quando a fungéo é crescente a sua fungdo derivada é positiva.

Figura66: Dicas para resolucéo da Quest

Questao 5 Problema sobre o lovimento de uma lola

Uma bola é posta em movimento segundo a equagdo e(r) = 18t + 212, em que e(?) representa o espago percorrido pela bola, em metros, e z 0
tempo decorrido, em segundos, apds o inicio do movimento. Determine:

a. a velocidade média no intervalo [1,4];

Resposta: m[s

b.a velocidade no instante 7 = 2;

Resposta: m/s

c. o instante em que a velocidade é igual & velocidade média no intervalo [1,4].

Resposta: 7 =

Figura67: Enunciado da Questao 5 sobrerivada

A partir de um contexto ndo matematico é apresantsda funcacquadratica e pedida
velocidade média de uma bola, num intervalo de teenp velocidade instantanea que e
associados aos conceitos matematicos de taxa aedaiacdo de uma funcdo num intdo

e taxa instantanea (Figura).

Questdo com apenuma versao, sefeedbacke com resolu¢éo analitica (Figue8).

Resolugéo:
a.

4)—e(1
t.m.vy q = e(,—e():QS
LA 41

b.
d)=4r+18
e'(2)=26

c.

Resolver a equacdo
e'(r)=28,istoé, 41+ 18 =28
Figura 68 Resolugéo da Questa
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Questao ' - Extremos de uma uncac

Considere a fungéo f(x) = x3—27x.
Determine os valores exactos dos extremos da fung&o f.

Resposta:

A fungdo tem um maximo quando
X =

A fungdo tem um minimo quando
X =

Figura69: Enunciado da Questéo 6 sobrerivada

Dada umafuncédo polinomial de grau trés prete-se que o aluno indiqgue a abcissa

maximo e a abcissa do minimo da fun

Esta questao (Figui69) foi formulada com a intencédo de ser resolvidditceamente, isto €
derivar a funcéo dada e relacionar o sita derivada com a variacao da funcao dada. Né
gerada a representacdo grafica da funcdo para gumo nao tire de imediato conclusdes
gréfico, no entanto para resolver a questdo o ghaale recorrer a uma calculadora gré
embora a sua visuaagdo ndo seja imediata e o aluno tenha de adapjaneda de

visualizagdo para conseguir ver a representacdica

Questdo  Equacado da Reta angente acGrafico da Funcado numPonto

Acerca de uma fungéo g sabe-se que g’(2) = 5 e que g(2) = 3.
Determine uma equagéo da tangente & curva de g no ponto de abcissa 2.

Resposta:y = X
[ Submit

Figura70: Enunciado da Questao 7 sobrerivada

88



Nesta questé (Figura70) ndo € apresentada a expressao analitica da fungée dada
derivada de uma fungdg num ponto, a imagem desse ponto pela furg e pedida
equacao da reta tangente ao grafico da funcéo pessa

Apresenta resolugcao(Figura 7)) de como o aluno pode determinar o declive da e

respetiva ordenada na origt

Resolucéo:

!/ \ ~
m=g'(2)=5

Figura 71:Resolugéo da Questac

Questdo ' - Equacado da Reta Tangente acrafico daFuncédo num Ponto laralela
a uma Reta [ada

Considere a fungéo real de variavel real f(x) = x* — 3x°

a.Determine os intervalos de monotonia de f.

Resposta:

A funcéo é crescente em |-00, [eem] , TO0[

A funcéo é decrescente em ] , [-

b. Determine o ponto do grafico onde a recta tangente ¢ paralela a recta da equagdo y = —3x

Resposta: ( . )

Figura72: Enunciado da Questédo 8 sobrerivada

Dada a expresséao analitica de uma funcao polin (Figura 2) de grau trés preter-se que
0 aluno estude a monotonia da funpreferencialmente recorrendo ao conceito de deie
de seguida que resolva uma equacao com a funca@aber Mesmo que a primeira alir
seja resolvida com recurso da calculadora grafeca pesolver a alinea b. tem de aplica

conhecimentos de dvadas.
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Na resolucéo (Figura 73) apenas € fornecida unaardlativamente a relacdo entre o sine
derivada e a variagao da func

Resolugéo:

a. Afuncdo é crescente quandof’(,\”,i >0

Afunc&o é decrescente quando f’(x) < 0

b. Resolver a equac_éof’(.\') =-3

Figura 73 Resolucéo da Questa
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