
Boise State University
ScholarWorks

Mathematics Faculty Publications and Presentations Department of Mathematics

10-1-2005

An Iterated Pseudospectral Method for Functional
Partial Differential Equations
J. Mead
Boise State University

B. Zubik-Kowal
Boise State University

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article. © 2009, Elsevier. Licensed under the Creative Commons Attribution-
NonCommercial-NoDerivatives 4.0 International License (https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/). The final, definitive version of this
document can be found online at Applied Numerical Mathematics, doi: 10.1016/j.apnum.2005.02.010

brought to you by COREView metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

provided by Boise State University - ScholarWorks

https://core.ac.uk/display/61741782?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1
http://scholarworks.boisestate.edu
http://scholarworks.boisestate.edu/math_facpubs
http://scholarworks.boisestate.edu/math
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
http://dx.doi.org/10.1016/j.apnum.2005.02.010


��� �����	��
����	
 �����	��
���������������
���� ���! ��"
 #$�%�
& �'�(����)*�%�+
����,
��-�!).
��0/1)324�	�5�	�6��).
��0798"��
���):�6���

;�<�=?>A@CB D(<FEHGJI!KML5N�OQPSRT@VU
W(>YXZ>Y[\I�>^]4_-`Fa-b5b5c

dTe�f.gihkjSl$g�m(nFoYprq�sut3oApwvyxAtzpr{A|A}$t3x-pr~.�3���$��t3xA�������$�J|A��t3~r�zp.�3����������}$��xY�3pr~.}��A|A������}��Apr|q�s��3oAp���}�tz��}$�'�$�A|"���$�������rp.�F���3�$�Atz��}$�3��������}��+���i�� V��tF�$xAxA����pr|���}¡o�suxCp.�3q-}�����~��$�Y|xS�����$q-}�����~J��{A�A~w����}$�S�$�Zpr¢Z{S���3��}��Ytr£�¤¦¥��$~.}�qA�Z§H��v�pw��}��3�¨�3p.�©��ªY���3��}��«�¬p.��oY}^|­��t®��oAp.��$xYxA����pr|"��}6��oYp«�zprtz{A���3���A¯%t3p.�����°|A��t3~.�3p.�3p���{A�A~.�3��}��A�$�5tzsut±��pr�¬tr²-�$�Y|(�3oAp­�zprtz{A���³��t´�tz���¬xA��p¬tzsutz�3pr�µ}��´}$�3|A���S�$�zs�|A���Vp.�3p.�Z�3�©�$��pr¢Z{S���3��}��Yt,¶¶°·:¸´¹*ºC»w¼�½z¾6¿ÁÀ�ÂY¸Ã¹�ºC»r¼�½z¾!ÄÅ ¼Æ½:Ç.¸´¹· ¾ £�È	pr�3p À4Â ��t­��|A���$¯�}��A�$���������3��ªC²JÉ4��t«�3oApT���A|Apwª4}$�F§H��v�pw��}��3�Ê�3p.�©��ªZ����3��}��\����p.�����3��}��At.² ¸ ¹· ��t%�+��{A�A~w����}$�S�$�H���3¯�{A�¬pr���%~.}���xY{Y��p.|����z}��Ë�3oAp"xA�3pwvu��}�{At����pr�3����p��$�A|y�3oAp���{A�Y~.����}�� Å ²J����Ì$p��3oApT�������z��ª À�Â ²�|Aprx-pr�A|Yt6}��Í��oYpTxA�3}u~rp.t3t¡}��tzpr�¬���°|Y��t3~.�3pw�����r������}��5£���oA��tH§F��v�pw��}��3�Î�zpr����ªY������}��Tt3xY�����z�����A¯�oS��tH��oApÏ�$|^v$���Z���$¯�p�}��t±��������¯�o��«��}��z§F�$�3|V²�|A���3pr~w�¡��xAxA����~����3��}��Ð}$�H���¬xA����~r�����u{Y��p.�3��~r�$�!��pw��oA}u|AtÏ��}��Ï�����¬p���Z�3pr¯��3������}�� ¼ §³oA��~*o(�$����}i§Ñ{Atzp�}$���©�$�z¯�p´�3���¬pÃtz�3prxAt��3oS�$�"pwª^xA����~.���H�¬p.�3oA}u|At ¾ £�¤Ã�^�}$�3oApr���$|^v$���Z���$¯�p!}$�A¥��$~r}$qA��§H��v$p.��}��z�¨�zpr����ªY������}�����t5�3oS���®��oAp!�zprt3{Y�������A¯³tzsutz�3pr�¬t�}��}��z|A���A�$�zs�|A���Cpr�zpr�������$�5p.¢u{A������}���~��$��q-p«pwÒ¬~r��p.������sT������p.¯������3pr|������6xS�����$����pr�C~r}��6�xA{^�����Y¯�pr��vu���z}��A�¬pr����£���oYp���}�t3��}$�'�$�A|T���$���°���rpr�!���3�$�At±��}��3��������}��¬xA�3p.~r}��A|Y������}��At�3oAp­�����3�3��ª À4Â ²-�$�A|(��oA��t´tzxCp.pr|At´{Ax'�3oAp�~.}���v�pr�z¯�pr�Y~rp¡}$��§H��v�pw��}��3�Ó�zpr�©�kªA������}$�5£��oA��t��������Atz��}��z��������}$����tÏqS�$t3p.|Í}��4��xS�$������pw��pr�«Ô�Õ ¼ � Ç �r M²®��oZ{AtÏ§Fp�tz��{Y|YsQ��oAp�zpr�©������}$�At3oA��x�q-p.�°§�prp.�(�3oA��tHxA�$���$�¬p.�3pr�����A|T��oAp�~.}���v�p.�3¯�p.�A~rp«}$�®§H��v$p.��}��z�Ö�3p.�©��ªZ����3��}��T§³����o(pr�z�3}���q-}�{A�A|Yt´|Ap.�3��v�pr|'oApr�zp���}�����oApÏ���3pr�3������}��"xA�3}u~rp.t3t.£�×4p�ØS�A|'�3oS���~.}���v�pr�z¯�pr�Y~rpH}$�u§F�iv$p.��}��z�Ù�3pr����ªY������}������¬xA�z}kv$prt��$t�Ô"���A~.�3p���t3prt.²�§³����oÏ��oAp!¯��zp����3prtz�����xA�z}iv�pr�¬pr���	���´Ô ¿ �«���®�3oApÏt3xS���3�©�$�V|Apr�z��v�������v�pÏ}$����oApÏtz}���{Y�3��}������	�3oApÏqC}${A�A|^��$�z��p.t���t��Ap��$���rpr�z}A£J��oAp.t3p³�3p.t3{A����t����3pH~.}��YØS�z��p.|¬q�s��u{Y��p.�3��~r�$�upwª^xCp.�3����p.�Z�3tr²Z�$�Y|�3oAp.s6oY}���|¡��}���oZsux-pr�zqC}�����~�²�xS�$����qC}�����~��$�A|%�¬��ª^pr|%o�suxCp.�3q-}�����~w�°xA�$���$q-}�����~!xA�3}$qA��p.��t§³����o(�$�A|�§³���3oA}�{Y�³|Ap.�©��s��3pr�z��t.£
Ú(ÛZÜVÝ¡Þ h�ß�f$à(È³s^x-pr�zqC}$����~�²�xS�$�3�$qC}$����~�²���{A�Y~.����}��S�$��pr¢Z{S������}$�Atr²�nFoAp.q�s^tzoAp.v�xAtzpr{^�

�

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



|A}$t3x-pr~.�3���$�´��pw��oA}u|5²³��}�tz��}$� ���$���°�!�.pr�¬�������Atz��}��z��������}$�5²F§F�iv$p.��}��z� �zpr�©�kªA������}$�5²oA}$��}�¯$pr�Ap.}�{At � p.{A���$�A�(qC}�{Y�A|S�$�±s"~r}��Y|A���3��}��At.£
� �����	�	
���
�������
��
� �Í�3oA��t«xS�$x-pr�«§Fp�tz��{Y|YsÍ�Z{A�¬pr�z��~r�$��tz}���{^����}$�At«�3}'�3oApT�����Ap����«�Y}��^�°oY}���}$¯�pr�Ap.}�{At���A���3�©�$�-qC}${A�A|S�$�±sTv��$��{Yp�xA�3}�qY��pr� §³���3o���{Y�A~.�3��}��S���V��p.�3�
�� ½�� ¼��®Ç3½z¾³¿��

���� � � � ¼��®Ç3½z¾�Ä �
�� �!� ¼"�®Çz½z¾�Ä$#V¼��®Ç3½:Ç �&%('*) ·,+ ¾:Ç�-/.�0!�102.³Ç ��3 ½4065³Ç

� ¼��®Ç3½z¾³¿ Å87 ¼��®Ç3½z¾wÇ -�9 7 0 ½:0 � Ç�-;.<0=�>0?.A@
nFoA}$��~rp.tH��}�� � �$�A| � oS��v�p�v��$tz�3��s�|A���Cpr�zpr���³q-proS��vu��}��.²Y�M£ p ��¿ �6��t���oYp�oZsux-pr�zqC}�����~}��Ypw� §F��s�§H��v$pHpr¢Z{S���3��}��V² �³¿ �´��t �3oAp�xA�$���$q-}�����~JoApr����pr¢Z{S���3��}��5²k§³oA����p!qC}���o �CB¿ ��$�Y| ��B¿ ����tÏ��oAp¬xS�$�3�$qC}$����~%��|Yv�p.~.����}��^� |A���C{At3��}���pr¢Z{S���3��}��5£�D����Cpr�3p.���­�°sux-prt�}��q-}�{A�A|A�$�zs"~.}��A|A������}��At��$�zpÏ�3pr¢Z{A���3p.|(��}��H�3oAp��°§F}¬~���t3prt �EB¿ �%�$�A| �F¿ �Y£!FS}��H��oApxS�����$q-}�����~Ã~r�$t3p ¼G�EB¿ � ¾ �3oApr�zp����3p��°§�}�q-}�{A�A|S���zs"~.}��A|A������}$�At

� ¼IHJ.�ÇK5Ã¾�¿ Å�L ¼Æ½z¾wÇ§³oA����pÃ��}$�³�3oApÏo�s^x-pr�zqC}$����~Ã~��$tzp ¼M�F¿ � ¾ ��oAp.�3pÏ��t�}��Yp«q-}�{A�Y|S�$�zsT~r}��A|Y������}��
� ¼G.�Ç3½z¾�¿ Å º ¼�½z¾N@È´p.�3p�² 9 7PO �Y² .RQ �\�$�A| 5 Q � �$�zp+¯���v$pr� ~.}��Atz���$����t.² Å87 �$�A| Å8L �$�3p¯���v�p.� ���A�����©���´���A|ÑqC}�{Y�A|S�$�±s0��{A�Y~.����}��AtT§³oA����p(��oAp+��{A�Y~.����}�� � %('*) ·,+ ��}�� ¼��®Ç3½z¾ Õ� -;.�ÇS.  UT � � ÇK5   ��t�|Ap.ØS�Ypr|�q�s

�&%V'*) ·,+ ¼�9 ¾!¿ � ¼��®Ç3½ ÄW9 ¾:Ç 9 Õ � -19 7 Ç ��  Ç ¼ ��£�� ¾
�$�Y| #6X � -Y.�ÇS.  ZT(� � ÇK5  [T \ ¼ � -�9 7 Ç ��  ÇK](¾!^_] ��t��Ï~r}$�Z�3���Z{A}�{Yt���{A�A~w����}��5£J��¢Z{S����3��}�� ¼ ��£�� ¾ ���A~.��{A|Ap.tr²A��}���p:ªY�$��xY��p$²Y������p.¯��3}�� |A���Cpr�zpr�������$�Vp.¢Z{S������}��At�� ½8� ¼"�®Ç3½z¾!¿?�

� �� � � � ¼��®Ç3½z¾ Ä<�
�� �`� ¼��®Ç3½z¾ Ä=a#V¼"�®Çz½:ÇNb

7
cedGf � ¼��®Ç3½ ÄW9 ¾hgi9S¾wÇ ¼ ��£(j ¾

�$�Y|(|Ypr�©��s"p.¢Z{S������}��At
�� ½ � ¼"�®Ç3½z¾�¿k�

���� � � � ¼��®Ç3½z¾ Ä<�
�� � � ¼��®Ç3½z¾ Ä a#C¼��®Ç3½:Ç � ¼"�®Ç3½l-m9 7 ¾3¾ ¼ ��£Vn ¾
j

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



~.x������Y²��^p.~.�3��}��$n�  £�È´pr�zp$² a#2X � -Y.�ÇS.   T�� � Ç 5  *T ] ^_] ��t��´~.}��������Z{A}${At���{A�A~w����}��5£� � a# ��t�¯���v$pr�(��� ¼ ��£(j ¾ }�� ¼ ��£Vn ¾ ��oAp.�(�3oAp���{A�A~w����}$� # ��t
#V¼"�®Ç3½:Ç��^¾J¿ a#C¼"�®Ç3½:Ç b

7
cedMf �C¼��k¾ g��k¾wÇ}��

#V¼"�®Ç3½:Ç	�Y¾�¿ a#C¼"�®Ç3½:Ç	�V¼Æ½ -m9 7 ¾3¾�zprt3x-pr~w����v�pr��s0§³����o
�
Õ \ ¼ � -�9 7 É Ç ��  ÇK]�¾ £ FS{A�Y~.����}��S�$�³xA�z}�qA��pr�¬t�����Ì$p ¼ ��£�� ¾ �$�3p{Atzpr|��3}��¬}^|Ypr�®~��$�Y~rpr�´~rp.����t	���'oZ{A�����'��{Y��}��ztr² t3p.p����r  £1FS}��³}$�3oApr�Ã�$xAxA����~�������}$�At���(x-}�xA{Y�©���3��}��T|^s^�A�$����~rtH§�p­�zp.��p.�³�3oApÏ�3pr�$|Apr���3}���
� M£×4pQtz��{Y|Ys¦�3oApÐnFoAp.qZsutzoAp.v xAtzpr{A|A}$t3x-pr~.�3���$��tzxS���3�©�$�	|A��tz~r�zp.���������3��}��¦}$� ¼ ��£�� ¾���� J§³����o+��oYp���}�tz��}$�Í�$�A|Ð���$���°���rpr���3���$�Ytz��}��z�����3��}��\���i�k  ² �3}�¯�p.�3oApr��§³����o�¥��$~.}�qA�§F��v�p.��}$�3� �zpr����ªY������}��Í�¬p.�3oA}^|Yt­��}��«�����¬p¬������p.¯������3��}�� �Vji  ²	� n� M£+��oAp�nFoYprq�sut3oApwv


 t3p.{A|A}�tzxCp.~.�3���$����pw��oA}u|Ð��t�~*oA}$t3pr�4qCp.~��${Yt3p ¼ � ¾ ���ÏoS�$tÏoA��¯$o4��~r~r{Y���$~ws�²��$�A| ¼ j ¾§³oAp.�+{Atzpr|'§³����o(§H��v�pw��}��3�Ó�zpr�©�kªA������}$�5²A���3pr�3������}��At�~r}$�Zv$pr�z¯�p¡�¬}��3pÏ¢Z{A��~*ÌZ��s"��oS�$�§³oAp.�­ØS�Y����p!|A���Vp.�3p.�A~rp.tH������ M£�×Í��v�pw��}��3�Ù�3p.�©��ªY���3��}����¬p.�3oA}u|At��$�3p!~*oA}�tzpr�¡q-pr~r�${Atzp
¼ � ¾ �3oAp.sT�$�3p�pwÒ¬~r��p.���³���TxS�����$����pr�-~r}$��xA{^�����Y¯�pr��vu���z}��A�¬pr����t.² �$�A| ¼ j ¾ �3oAp.sT�$����}k§|A���3p.~.�	�$xAxY����~r������}��T}$�����¬xA����~r���F�¬p.�3oA}u|AtH��}��������3pr¯��3������}��"���"������p�£×Í�iv$p.��}��z�Á�zpr�©�kªA������}$�'p.�3�3}$��qC}${A�A|At�|Ypr�3��v�p.|Q��� ������ �t3oA}i§Ù��oA������oYp�~r}$�Zv$pr���¯�p.�A~rp«}$��§H��v�pw��}��3�Ó�zpr�©�kªA������}$�"t3~*oAp.��p.tÃ��t�� �$t±��p.�	�����3oAp«t3~*oAp.��p.t��$�zp­��xAxA����pr|"��}
� D���tJ}�����{Y�A~.�3��}��S��� � D���t�tzsutz�3pr�¬t!§³����o6�������z��~.prt�§³oA}$t3p�pr���3�3��p.t!�$�3p�}��Ctz��������p.����$¯��A����{A|Yp¬�3oS�$�\���F��oApTt3�$�¬pTt3~*oAp.��p.t%�$�3pT�$xAxA����pr|���}+t±sutz��p.��t¡§³����oy�����3�3��~.prt§³oA}$t3p�pr�����z��p.t����3p"�©���3¯�p.�r£ F }$����oA��t6�3pr�$t3}�� §�p({Yt3p"��oAp���}�tz��}$� �$�A| ���$���°�!�.pr��3���$�At±��}��3�����3��}��«§³oA��~*o��zxA�zpr~.}��A|A������}$�At	���3oAp	nFoAprq�sut3oYp.v¬xAt3p.{A|A}�tzxCp.~.�3���$� �������z��ªC²���$ÌZ���A¯6�¬}�t±�³}$���3oApÏpr�����z��p.t	tz��������p.�r²Y�$�A|(���(�$|A|A������}��5²u���$ÌZ���A¯6��oApÏpr��¯�pr��v��$��{Aprt§³����o¡���$�3¯�p�����¯��A���3{A|Ap�t3���$����pr�.£ � �ApF§�}�{A��|���oYpr�3pw��}��3p�p:ª^xCp.~.��²Z���A|¡§FpH§³�����Zt3oY}k§Ï²�3oS���Ï��oAp�~r}���v$pr�3¯$pr�A~.pT}$�H§F��v�p.��}$�3���3p.�©��ªY���3��}����$xAxY����p.|��3}'�3oAp�xY�3pr~.}��A|A������}��Apr|�������z��~.prt���t­� �$t±��p.����oS���y§³����oy�3oAp�nFoAp.q�s^tzoAp.v xYt3pr{Y|A}�t3x-pr~w���3�$���������3��~rp.t­§³oA��~*o�$�zp��A}$�³���zp����3pr|(q�sT��oAp«��}�tz��}$�Ð���A|����$�������rp.���������Atz��}��z��������}$�5£×Í�iv$p.��}��z� �3p.�©��ªY���3��}��\�¬p.�3oA}^|Yt¡��}��6xAt3p.{A|A}�tzxCp.~.�3���$�	t3p.�����°|A��t3~r�zp.�3p"tzsutz�3pr�¬toS��v$p­q-prp.��tz�3{A|A��pr|(���4�����$  ²�� n� M²������� ��$�A|Í����  £���oAp«}��A��s�§F}$�3ÌT§³oAp.�3pÏ��oAp­��}�t3��}$��$�Y| ���$�������rp.�T�������Atz��}��z��������}$�¦§H��t��$xYxA����pr| §F�$t���� � n�  £ � �Ñ��oA����xS�$x-pr�"��oYp.stz}���v$pr|"��oApÏoA}$��}�¯$pr�Ap.}�{At�oApr���³pr¢Z{S���3��}��"§³����o"~r}$�Atz���$���´~.}^pwÒ¬~r��p.����tr²S§³oA����p�oYpr�3p§�p�t3}$��v�p´o�s^x-pr�zqC}$����~�²^xA�$���$q-}�����~³�$�A|�����ªYp.|Tpr¢Z{S������}$�Atr²Z§³���3oT�A}��^� ~r}��Ytz�*���Z�F~r}up.�©�ØS~.��p.�Z�3t��$�A|'§³����o'��{A�A~.�3��}��A�$� ��pr�z��t.£ � �Ð�$|Y|A���3��}��5² ���\� n�  ²-��oAp­xS�$�3�$��pw��p.�Ã���(��oAp��}�tz��}$���$�A|%���$���°�!�.pr�J�3���$�At±��}��3�����3��}��«§H�$t!~*oA}$t3pr���$t!����{A�A~w����}��6}$���4²���oYp��u{Y�%�q-pr��}$�5¯$�3��|¬x-}�������t!���¬�3oApÃtzxS�������$�S|A}����$���5²�§³oA����p³oApr�zp	§�p´§³�����St3oY}k§Ñ�zprtz{A���3t����z}��

n

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



��§³��|Apr�´���$�Y¯�p¡}$�!xS�����$�¬p.�3pr�	~*oA}���~.prt.£�×Íp¡|Ypr�3��v�p��3oAp¡~.}��A~r��{At3��}����3oS���Ã�3oAp¡�3����p}$��~r}���v$pr�3¯$pr�A~.p¡���A~.�3pr�$t3p.t	§³����o����A~r�zp��$tz���A¯¬Ô Õ ¼ � Ç �.  ²A��}��	�$���V�°suxCp.tÃ}$��xA�3}$qA��p.��t�¬pr������}��Ap.|���qC}iv�p�²u�$�A|¬}�{A��~r}$�A~r��{At3��}��%��t�~r}$�YØS�3�¬pr|¬q�s6�Z{A�¬pr�3��~��$�Ypwª^xCp.�3����p.�Z�3tr£×4pH�¡{At±��pr�¬xAoS��t3���.p$²�oA}i§�p.v$pr�r²��3oS����~*oA}u}�tz���A¯ÏÔ�� ����tJ}�xY�3�����$�Z}��A��s«������oAp�~r�$t3p§³oAp.�3p¬��oAp�t3xS���3�©�$��|Ypr�3��v�������v�p¬}$�H��oYp�tz}���{Y�3��}��4���«��oAp¬q-}�{A�A|S���3��p.t­��t­�Yp��$�«�rp.�3}A£��oA��tÏ��t«�(�zp��$tz}��S�$qY��p¬�$t3tz{A�¬xY����}��Ð~r}��Atz��|Ap.�3���A¯(�3oS���«���Ð���$��s��$xAxA����~r������}��Atr²Vprt±�x-pr~.�©�$����s��3oA}�tzpÃ����v$}���vu���Y¯­|A���V{Yt3��}$�5²�§³oApr�zpÃ��oAp	t3}$��{Y�3��}��%��p.�A|At��3}��.pr�3}Y£�nF}��At3��|Apr��3oAp���}�����}i§³���A¯�xAo�sut3��~��$�F��}u|Apr��t������!}$��§³oA��~*o\oS��v�p"t3}$��{Y�3��}��AtÏ§³���3oy�rp.�3}QtzxS�������$�|Ap.�3��v$������v$prt­t3x-pr~r��ØSpr|y�����3oAp�q-}�{A�A|A�$�3��prt"��� 
i  X ¤ v^��qA���������Y¯'t±���3���A¯'�3oS������tÏ���3prp�3}T��}iv$p¡�������Atzv$pr�3t3�$����s'§³����oA}${Y���zprt3��tz���$�A~rp�² oAp�����~r}��Y|A{A~.�3��}��'§³oApr�zp%�3oAp¡}�q��zpr~.��3oA�3}�{Y¯�o�§³oY��~*o0�3oAp(oAp�������t��S}i§³���A¯4��t%xCp.�z��pr~w����s ���Atz{A�©���3pr|5²�pr��pr~w���3��~�xC}$�3pr�������$����\�+~.su�����A|Ap.����oS���6��t­t3p�����pr|\�3}QxA�3pwv�pr���%��oYpT~r{A�z�3p.�Z�%���z}����S}i§³���A¯Ð�$~.�3}�tzt¡��oApq-}�{A�A|A�$�zs$²S}����S{A��|�v$pr��}^~.���°sT�3oS���³��t��.pr�z}������3oApÏqC}${A�A|S�$�z��p.tr£��oAp�}��3¯����A���r������}��Ï}$�A��oYp�xS��xCp.����t �3oAp���}�����}i§³���Y¯A£ ��oApFxYt3pr{Y|A}�t3x-pr~w���3�$�YtzxS�������$�|A��t3~.�3p.�3���r������}��(��}$� ¼ ��£�� ¾ ��t´¯$��v�p.����� �^p.~.����}���ju£ �^pr~w����}$��n�|Ap.t3~.�3��q-prt	��oAp���}�t3��}$��$�Y|Í���$���°�!�.pr�Ï���3�$�Atz��}$�3��������}��5£¬��oAp�§F��v�p.��}$�3�Ê�3pr����ªY������}��Ð��pw��oA}u|4��}$�Ï�3oAp��zpw�tz{A���3���A¯%t3p.�����°|A��t3~.�3p.�3p�tzsutz�3pr�¬tÃ��t�xA�3p.t3pr���3pr|Q��� �^p.~.�3��}�� �����A|'p.�3�z}��³qC}�{Y�A|At´�$�3p���Z�3�3}u|A{A~.pr|5£ �^p.~.�3��}�� 
¬xA�zprt3p.����t��3p.t3{A����t³���3}�� �Z{A�¬pr�z��~r�$�®pwª^xCp.�3����p.�Z�3tr£�×4p�pr�Y|§³����o�t3}��¬p�~r}$�A~r��{A|A���Y¯¬�zpr���$�3ÌZt³��� �^p.~.�3��}�� �Y£
� 	�

� 
��>
�
���� ����������
����E�	�����6����
��Y���;�������C�	� 
6��� 
����i
������

�	��
����������	
! "�#�%$ & ��' �)(
×4p!�$xAxA��s´�3oAp!xA�3}u~rp.t3t }$�^xAtzpr{A|A}$t3x-pr~.�3���$��tzpr�¬��� |A��tz~r�3pw���������3��}��	§³����o��3oAp�nFoAprq�sut3oYp.v��* �${Atzt±�,+ }�qA���3�3}¬x-}����Z�3t �.- ¿ -Y. ~.}�t ¼0/2143 � ¾ ² 1�¿ � Ç*@�@*@rÇ ��£5+ pw� � -°¼�½z¾!¿ � ¼"�.- Çz½z¾ ²�3oApr����oAp%xAtzpr{A|A}$t3x-pr~.�3���$��t3xA�������$��|A��tz~r�zp.���������3��}��Q¯$��v�p.t«�3oAp%��}�����}k§³���A¯Tt±s^t±��p.�Ê}����{A�Y~.����}��S�$� � D���t

gg�½ � -�¼�½z¾'¿_�76 c »89;: » g %
� +- ) 9 � 9 ¼Æ½z¾�ÄP� 6 c »89;:=<?>A@4B %DC + g %

» +- ) 9 � 9 ¼�½z¾rÄ$#V¼"�.-MÇ3½:Çk¼ � -�¾ · ¾
Ä �FE g % � +- ) 7 Å c ¼Æ½z¾ Ä<g % � +- ) 6

Å
º ¼Æ½z¾4G ¼ j^£�� ¾

Ä � E t3��¯�� ¼M�*¾ g % » +- ) 7 Å c ¼�½z¾ ÄPg % » +- ) 6
Å
º ¼�½z¾ G Ç ��3 ½40�5³Ç

� -�¼�½z¾'¿ Å87 ¼��.-°Ç3½z¾wÇ�-�9 7 0 ½4065³ÇH1k¿ t3��¯$� ¼G�*¾:Ç*@*@*@.Ç � - � @
È	pr�3p�²JI % » + ¿ � g % » +- ) 9   6- ) 9;: 7 �$�Y|"I % � + ¿ � g % � +- ) 9   6- ) 9K: 7 �$�3pÏ��oYp¡xAt3p.{A|A}�tzxCp.~.�3���$��|A���Cpr�zpr�^��3�©���3��}��T�����3�3��~.prt�}$����oYpÏØA�3tz�´�$�Y|'tzpr~r}$�A|'}$�3|Ap.�	�zprtzxCp.~.����v�p.��s�² qS��t3pr|(}�����oApÏ¯��z��|

�

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



x-}������3t�� � 9�� 69K: 7 ²C~rx5£Ãpr¯A£%� �$ M²����� M£Ã��oAp���{Y�A~.�3��}��S�����$�z¯�{A�¬pr��� ¼ � -�¾ · ��}$�Ã�:3 ½ 0 5��t�|Ap.ØS�Ypr|�q�s
¼ � -©¾ · ¼"9S¾!¿ � -°¼Æ½®Ä 9S¾wÇ -�9 7 0=9 0 � @��}�oS��v�p���oYp�tzsutz�3pr� ¼ j^£ � ¾ §³�3���3��p.�6���%���������z��ª«��}��z�¨§�p��������z}^|Y{A~rpH�3oApH�A}$��������}��At

¸¡¼�½z¾!¿ ¼ � <?>A@4B %DC + ¼�½z¾:Ç*@*@*@.Ç � 6 c » ¼�½z¾z¾�� aÅ87 ¼Æ½z¾�¿ ¼ Å 7 ¼"� <?>A@4B % C + Ç3½z¾:Ç*@*@*@wÇ Å87 ¼"� 6 c » Çz½z¾3¾���Ç�I % � + ¿ � g % � +- ) 9   6 c »- ) 9;: » Ç
�I % » + ¿ � g % » +- ) 9   6 c »- ) 9;:=<?>A@4B % C + Ç ag %�� +7 ¿ � g %�� +< >A@4B % C + ) 7 Ç*@�@*@.Ç g %�� +6 c » )

7 ¾���Ç ¼ j^£ 
 ¾ag %�� +6 ¿ � g %�� +< >A@4B %DC + ) 6 Ç*@�@*@rÇSg %��
+
6 c » ) 6 ¾ � Ç 	5¿ � Ç ja#C¼Æ½:Ç.¸ · ¾�¿ ¼"#V¼"� < >A@4B %DC + Ç3½:Çk¼ � < >A@4B %DC + ¾ · ¾wÇ�@*@*@rÇ #5¼�� 6 c » Çz½:Çk¼ � 6 c » ¾ · ¾z¾��U@� }k§,��oApÏxA�z}�qA��pr� ¼ j^£�� ¾ ~��$�(q-pÏ§³�z���z��pr�������3oAp���}�����}i§³���A¯���}$�3�

gg�½ ¸¡¼�½z¾�¿ E � �I % � + Ä<� �I % » + G ¸¡¼�½z¾®Ä=a#C¼Æ½:Ç.¸ · ¾ Ä<� E Å c ¼�½z¾ ag % � +7 Ä Å º ¼�½z¾ ag % � +6 GÄ � E t3��¯�� ¼G��¾ Å c ¼�½z¾ ag % » +7 Ä Å º ¼�½z¾ ag % » +6 G�Ç
�$3 ½ 0=5³Ç ¼ j^£ � ¾

¸¡¼�½z¾�¿ aÅ 7 ¼�½z¾:Ç -�9 7 0 ½:0 � @� ����oApÏ�Ap:ªu�Ãtzpr~.�3��}���§�p«|Yprt3~.�3��qCpÏ��oAp«��}�tz��}$�+�$�A|(���$�������rp.���������Atz��}��z��������}$�"�$x^�xA����p.|T��} ¼ j^£ � ¾ £

 � �!�*�_����� �"

� 
���$ �C����
�� � 
�� �
��� �i
����A�	��
���� �����	
� �

���%$ &7� '�� (
×4p�~r}��Yt3��|Ypr� ��oAp!��}�tz��}$�¡�$�A|Ï���$�Z���rpr�®¯��z��|��3���$�At±��}��3�����3��}���� ¿ #�Â ¼"�C¾ §³oAp.�3p���oApnFoAp.q�s^tzoAp.v¡¯��3��| �.-V¿ -Y. ~.}�t ¼ /21 3�À�¾ ��t�tz���zp.�3~*oApr|6q�s«��oAp�xS�$������pw��pr��|Aprx-pr�Y|Apr����²~.}��������Z{A}${At��������Atz��}��z��������}$� #$Â�X � -;.�ÇS.   ^ � -Y.³Ç .   X

� ¿ #�Â ¼"�C¾!¿ tz��� c » ¼ Ô �C¾t3��� c » ¼ Ô ¾ Ç ��3¦Ô 0 � @ ¼ nY£ � ¾
¤´tÃÔ ^ �¬��oYp­¯��z��|'�$xAxA�z}��$~*oAp.tÃ��oYp¡nFoAp.q�s^tzoAp.v+¯��3��|5²A§³oA����p«�$t�Ô ^ �­�3oAp�¯��z��|�$xYxA�3}���~*oAprt´�$��pr¢Z{S�$����s�t3xS�$~.pr|'¯��3��|5£� ��}��3|Ap.����}�t3}$��v�p¬�"¯���v�pr�ÐxS���z�����$��|Y���Cpr�3p.�����©���Jpr¢Z{S���3��}��Ð���Ðv��$�z�©�$qY��p � ¼ � Ç3½z¾ ²}��Ñ��oYpÐ�3���$�Ytz��}��z��p.|,¯��z��|5²³��oYp4¯��z��| v��$��{Yprt � ¼ � 9 Çz½z¾ ��{Atz�(q-p�{Yt3pr| ��}�}�qY���$���v��$��{Aprt%��}��6��oAp(t3xA�������$��|Apr�z��v����3��v�p.t�}�� � }$���$��s0}$�3|Ap.�r£ ��oA��t���t¬�$~r~.}���xY����tzoApr|vu�©�¡�zprx-p����3pr|'�$xAxA����~r������}���}$�®�3oApÏ~*oS�$���"�z{A��p��3}6�3p:�°pwª^xA�zprtzt´tzxS�������$�V|Ypr�3��v�������v�prt�}��




This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



� ¼ � Ç3½z¾ ������p.�3�¬t­}$�³tzxS���3�©�$�!|Ap.�3��v����3��v$prt«}$� � ¼"�®Ç3½z¾ §³���3oÍ�3p.t3x-pr~w�¡��} � ²�su��pr��|A���Y¯A²��}���p:ªY�$��xY��p$²^��}��H��oAp�ØS�ztz�	}��z|Apr�³|Ap.�3��v����3��v$p
g �g � ¼ � - Ç3½z¾�� ¿

�
# �Â ¼"�.-Æ¾ 689K: 7 g % » +- 9 � ¼ � 9 Ç3½z¾wÇ ¼ nY£�� ¾

���i�� M£ È	pr�zp+��oApÐpr���3�3��p.t g % » +- 9 �$�3pQt±�������	�3oApQpr���3�3��p.t�}$�Ï��oApQ�������z��ª I % » + ²³§³oA��~*o�$xYxA�3}�ª^��������p��3oApÏØS�3t±�´}$�3|Ap.�	|Y���Cpr�3p.�����©��� }�xCp.�����3}���}�����oAp�nFoAp.qZsutzoAp.v'¯��3��|5£ � ��3oAp%tz���zp.�3~*oApr|4¯��3��|5²5��oAp%}�x-pr�3����}$� I % » + ��t��3p.xA�©��~rpr|�q�s�I % » +Â ¿�� % » + I % » + ²5§³oApr�zp� % » + ��t³�%|Y�©�$¯�}$�S�$�V�����3�3��ª�§³���3o'p.�����3��prt
� % » +¹�¹ ¿

�
# �Â ¼"� ¹ ¾ ¿

t3��� c » ¼ Ô ¾ � � - Ô � � �¹Ô @
� }$��p���oA��� � % » +¹�¹ ���A~r�zp��$tzprt³���3}��	� ¼ � 3 � ¾ ����É ¿ �Y²S��}
� ¼ � ¾ ��}��´É����³��oApÏ�¬��|A|Y��p}$����oYp«�����3�3��ªC²Y�$�A|���oAp.�'|Ap.~r�zp��$tzprtÃqA�$~*Ì���}�� ¼ � 3 � ¾ ��}��	É ¿ �4£��oApÏ}�x-pr�3����}��ztF��}��HoY��¯�oAp.�H}��z|Apr��|Ap.�3��v$������v$prt³�$�zp�}�qY���$���Ypr|"�����6tz���¬���©���!� ��t3o^���}��5² ���i�Y² �*n� M£�È	pr�zpÏ§�pÏ§³�����C�Aprp.|'�3oApÏt3pr~.}��A|(}��3|Ypr�³|Apr�z��v����3��v�p�}$xCp.�����3}��

g �g � � � ¼�� % » + ¾ � I % � + -
� % � + I % » + ¼ nY£ � ¾
� I % � +Â

§³oAp.�3p I % � + ��tH�3oAp�t3p.~r}��A|'}��3|Ypr��}�x-pr�3����}��H��}$�H��oApÏ}��z��¯����S�$�-¯��3��|5²A�$�Y| � % � + ��tH��oAp|A���$¯�}��A�$�V�������z��ª�§³���3o(p.�����3��prt

� % � +¹�¹ ¿?# � �Â ¼�� ¹ ¾K3Y¼"# �Â ¼"� ¹ ¾3¾��F¿�� tz��� c » ¼ Ô ¾�� � � ¹ @×4pÏ�A}$��p��3oS������oY��t�}�x-pr�3����}�� ¼ nY£ � ¾ ��t��A}��´p.¢Z{A��v��$��pr������} ¼�� % » + I % » + ¾ � £��oAp��¬}��3pTtzp.v$pr�3p(t3~r�$�����A¯+§³���3o�Ô,��p.�A|A���Y¯Ð�3}\��xCp.�3�¬����t­��oAp"{Atzp�}$�Ã���$�3¯$pr��3���¬p6tz��p.xAt����4p:ª^xA����~r���Ïtz~*oApr�¬prt.²JoA}i§�p.v�p.�r²J�����3oAp¬�����¬���r² ���­Ô ¿ ��²®§�pT�$�zp¬��p.�Æ�§³����o\�+oA��¯�oy}��z|Apr��������p.�3x-}��©�$���­}�� �$�\p.¢u{A�$����s4tzxS�$~.pr| ¯��3��|5£ � �6��t­§�pr���FÌZ�A}i§³��3oS���F�3oA��t�~��${Yt3prt��³{A�A¯$p�xAoAp.�A}��¬pr�A}��V²A�$�A|"��� }��Ap´§Fp.�3pÃ�3}¡���AxY{Y���¡�Apr�$�Fp.¢Z{S�$����stzxS�$~rp.|�¯��z��|������3}6FS}��z�ZqCp.�3¯�� tÃ����¯�}��z���3oA� ����  �3}¬~r�$��~.{A�©����p���oYp­|Ap.�3��v$������v$p ¼ nY£�� ¾ }��¼ nY£ � ¾ ��oAp«�$xAxY�3}�ª^����������}���§�}�{A��|(q-p�{A�Atz���$qA��p$£¤Ã����p.�3�S���3��v$pr��s$²^§�p�v^��p.§,��oAp��3���$�At±��}��3�����3��}��"��t�xA�3p.~r}��A|Y������}��A���A¯¡��oAp«nFoYprq�s��tzoAp.vQxYt3pr{Y|A}�t3x-pr~w���3�$�!|Apr�z��v�������v�p¡�����3�3��~.prtÃ§³����oÐ�������z��~rp.t � % » + ²5��}���pwªY�$�¬xA��p�²5���
�

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



�3oAp¡ØS�3t±�Ï|Apr�z��v����3��v�p�~��$��~r{A��������}��5£���oAp6}��Y��s'xC}$�3pr�������$��xY�3}�qA��pr�Ó§³���3oÐ�3oA��t´v^��p.§H�x-}������Ã��t´�3oS���´§³oApr��Ô ¿ ��²-��oAp������3�3��ª � % » + oS�$t�p.�����3��prt � 7 7 ¿ � 6
6 ¿
�Y²5�$�Y|�3oApÏoA}��¬}�¯�pr�Ypr}�{At � pr{A���$�A�(q-}�{A�A|S���zs"~.}��A|A������}$�At

�� � � ¼h- � Ç3½z¾�¿
�� � � ¼ � Ç3½z¾�¿ � Ç�$�zp%���¬xC}�tzpr|�}��Ð��oAp¬t3}���{Y����}�� � £ � ����oA��tÏ§�}��zÌ+��oA��t«��tÏ�A}$�­�(xY�3}�qA��pr� q-pr~r�${Atzp�3oApÃtzxS�������$�-|Apr�z��v�������v�p´}$�5��oYp�t3}���{Y����}�����t��Yp��$�z��s¬�rp.�3}%������oAp´pr�A|Ax-}����Z�3tr£J×4pÃ§³�����tzoA}i§¨�3oS�������'�3oA��t´~��$tzp$²5~*oA}u}�tz���A¯"Ô ¿ �¡��t´}�xY���������5��}��Ãq-}$��o�~r}���v�p.�3¯�p.�A~rp¬�$�Y|�$~.~r{A�3�$~.s$£��oAp«��}�t3��}$�Q���A|����$�������rp.�H���3�$�Atz��}$�3��������}��T¯���v�prt³�Apw§��������z��~.prt��$�Y|�v$pr~w��}��zt

�I % � +Â Ç �I % » +Â Ç ag % � +7 ) Â Ç ag % � +6 ) Â Ç ag % »
+7 ) Â Ç ag % » +6 ) Â Ç ¼ nY£��i� ¾

§³oA��~*oy§Fp�{At3pT��}�� ¼ j^£ � ¾ £ � }$�3p�oAp.�3pT�3oS����§�pT{AtzpT��oAp�~r}���v�p.������}$� �3oS���¡Ô ¿ �¯���v�p.t³�3oApÏ�������3��ª���}$�3�Î������oAp­nFoAp.qZsutzoAp.v'xC}$������t.£
� � ����� � 
���$ ��� ����� �E�	��
�� � 
�� & � '��!(
×4p�tz���¬xA�����ÆsT��oAp­tzsutz�3pr� ¼ j^£ � ¾ q�s't3xA�����z�����Y¯¬pr�$~*oQ}$���3oAp��������z��~.prt �I % � +Â ² 	J¿ � Ç j���Z�3}6�°§F}¬�������3��~rp.t X �I % � +Â ¿ � %�� +Â Ä�� % � +Â Ç 	5¿ � Ç j @ ¼ �A£���� ¾� �¡�3oA��tJtzpr~w����}$�%§�p�~r}$�At3��|Apr�J§F��v�p.��}$�3� �zpr�©�kªA������}$�¡t3~*oAp.��p.t!qS�$t3p.|%}��¡��oAp�¯$pr�Ap.���$�tzxA�����3�����A¯ ¼ �A£���� ¾ ���A|Q|Apr�z��v$p6�$�Qpr�z�3}��ÃqC}�{Y�A|+��}��Ãtz{A~*oÐ¯�pr�Ypr�����Jt3~*oAp.��p.tr£ � �+��oAp�Ap:ªu�³t3pr~w����}��T§Fp�§³����� tz�3{A|Ys(¥���~r}�qA�-§H��v$p.��}��z�Ö�3p.�©��ªY���3��}���t3~*oAp.��p.t�qS�$t3p.|�}��T��oAp��}�����}i§³���Y¯¡t3x-pr~.�©�$�5tzxA�����3�3���A¯

� % � +Â ¿
	���
��C¼ �I %�� +Â ¾:Ç � %�� +Â ¿ �I %�� +Â -�	���
��V¼ �I % � +Â ¾ @ ¼ �A£�� j ¾
�^���A~rpQ�3oAp4�����3�3��~.prt � % � +Â �$�3pÐ|A���$¯�}��A�$� ²³��oAp��3p.t3{A�������A¯ tzsutz�3pr�¬t�}$�­|A���Cpr�zpr�������$�p.¢u{A������}��At³~��$��q-pÏ������p.¯������3pr|(�����%xS�$�3�$����pr�V~.}��¬xA{Y�����A¯6pr��vu���z}��A�¬pr����£ + p.�

a�´Â ¿ � � % � +Â Ä<� � % » +Â ¼ �A£�� n ¾a�ÃÂ ¿ ��� % � +Â ÄP��� % » +Â @
��oAp.�Ñt3}���{Y����}��At ¸¡¼�½z¾ �3}y��oApQt±sutz��p.� ¼ ju£ � ¾ ~��$�Ñq-pÐ�$xAxA�z}iª^�������3pr| q�s tz{A~r~.prt��tz��v�p�����p.�����3prt ¸ ¹ ¼Æ½z¾ ~r}$��xA{^��pr|(�$~.~r}��z|A���Y¯���}¡�3oAp���}�����}i§³���A¯Ï§H��v$p.��}��z�Î�3p.�©��ªY���3��}��

�

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



tz~*oApr�¬p
gg�½ ¸ ¹�ºC» ¼�½z¾'¿ a�´Â^¸ ¹*ºC» ¼�½z¾rÄ a�ÃÂZ¸ ¹ ¼�½z¾�Ä�a#-¼Æ½:Ç.¸ ¹· ¾

Ä � E Å c ¼�½z¾ ag % � +7 ) Â Ä Å º ¼Æ½z¾ ag % � +6 ) Â G ¼ �A£���� ¾
Ä � E t3��¯�� ¼G��¾ Å c ¼�½z¾ ag % » +7 ) Â Ä Å º ¼�½z¾ ag % » +6 ) Â G Ç

�$3 ½ 0=5³Ç
¸ ¹�ºC» ¼�½z¾'¿ aÅ 7 ¼�½z¾:Ç -19 7 0 ½`0 � @

È	pr�3p�²�É ¿ � Ç � Ç�@*@*@ ²��$�A| ¸ 7 ¼Æ½z¾ ��t¡�$�\���3qA���������zsÐtz���$�z�3���A¯(��{A�A~w����}$�5£ � ���3oAp�������3�3��ª � %�� +Â ��tF|A�©�$¯$}��S�$� ¼ ¥��$~.}�qA�V§F��v�pw��}��3�Î�zpr����ªY������}�� ¾ ²Z��oYpr��p��$~*o�p.¢u{A������}��"}$�®��oApt±s^t±��p.� ¼ �A£���� ¾ ~r�$�'q-pÏt3}���v�p.|'���A|Aprx-pr�Y|Apr������s"q�s(�6|A���Cpr�zpr���	xA�3}u~rp.t3t3}$�r£� �6��oA��tJxS�$x-pr��§Fp³tz�3{A|Ys�oA}i§0�3oAp�~r}���v$pr�3¯$pr�A~.p´}$� �3oApH���3pr�3������}��¡t3~*oYpr�¬p ¼ �A£���� ¾|Ap.xCp.�A|At	}��"��oApÏxS�����$�¬p.�3pr�	Ô�£���oAp.�3pw��}��3p�²A§Fp«t3oS�����5t±��{A|Ys"�3oApÏpr�z�3}��
� ¹ ¼�½z¾!¿9¸ ¹ ¼Æ½z¾ -0¸¡¼�½z¾ @+ p.��������qCp��$�4�$�3qY�����3�$�zs'v�p.~.��}$�­�A}$�3� }����3oAp����A|A{A~.pr|��������3��ªQ�A}$�3�(£6FS}��«�$��$�zqA���3���$�±s������3�3��ª À §�pÏ|Ap.ØA�Ap

� ¼MÀ�¾!¿ �����
C�� 7
	

��� ÄP�*À � - ���3oAp���}�¯��$�z����oY����~6�A}��3��}$�F��oApT�����3�3��ª À ²�§³oApr�zp
�Ð��t­�$�y��|Ypr�������°s4�����3�3��ªC£(��}|Ap.�3��v�p«�$�(pr�3�z}���q-}�{A�A|���}�� � ¹ ¼Æ½z¾ §Fp«�Ap.pr|���oAp���}�����}i§³���A¯Y£
d"f�f������®g�� Þ���� m������� ! #"%$%&('�) 
 '*'�)#&,+-&.&0/ � $,'�$ 
  #"%$ � ' ��1 &.23"546$,' 
 4#'�78$,��23)
'9) 
 '

� a#C¼Æ½:Ç.¸�¾ -<a#C¼�½:Ç ¸ · ¾ � 0 7H����ª �#� ¸¡¼"9S¾�- ¸%¼�9 ¾ � X$½ - 9 7 0=9 0 ½ � ¼ �A£�� 
 ¾
: "5+ ½ Õ � � ÇK5  9; ¸�Ç ¸ Õ \ ¼ � -�9 7 Ç 5   Ç3< 6 c <?>A@4B %DC + ¾ ; 
 4 	�a#C¼�½:Ç ¸ · ¾ 	 &9=>4?& 	 � 4A@
B!CED�F�"5+
@
B!CHGIFJC
��oApÏp.�3�3}$�	q-}�{A�Y|(��}�� � ¹$¼�½z¾ ��t�¯���v$pr�(���"��oAp���}�����}i§³���Y¯���oAp.}��3p.�'£
KML ÛZÞ h Û � � mONP���� ! #"%$%&Q'9) 
 'SRT$3$,�VUW �' � "54
X�C�B � $Q$ 
 ' � $9=Y& 	 C[Z\)#&,4

� � ¹*ºC» ¼�½z¾ � 0 ¼ � a�´Â � Ä 7 ¾±¹�ºC»É�] b ·7 � ¹ �%^�_ % a`Va + g�� ����ª7cb d b · � � 7 ¼"9S¾ � Ç ¼ �A£���� ¾
: "5+ ½ Õ � � ÇK5  dC

�

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



� +-"%" : X �u{AqY���3�$~.�3���A¯ ¼ ju£ � ¾�¼ §³���3o(�3oAp­�����3�3��~.prt	�$�A|�v�p.~.�3}��3t´t3x-pr~r��ØSpr|'��� ¼ nY£��i� ¾³¾���z}�� ¼ �A£���� ¾ ¯���v$prt
gg�½ � ¹*ºC» ¼�½z¾ - � � � % � +Â ÄP� � % » +Â   � ¹�ºC» ¼�½z¾!¿ � � � % � +Â Ä<� � % » +Â   � ¹ ¼Æ½z¾ Ä=a#V¼�½:Ç.¸ ¹· ¾ -Pa#C¼�½:Ç.¸ · ¾ @

¼ �A£�� � ¾
� t3���Y¯4��oYp'�A}��*���3��}�� ¼ �A£�� n ¾ ²H�¡{A������xA��su���Y¯ ¼ �A£�� � ¾ q�s � c a` a · ���z}��µ��oYp���pw�Æ�z� oS�$�A|tz��|Ap�²-������pr¯$�����3���A¯%���3}��Î�¬��} ½ �$�A|(��oAp.�+�¡{A������xA��su���Y¯���oAp­�3p.t3{A�������Y¯�p.¢u{A������}���q�s� a`Va · ��¯��$���T���z}��Ö�3oApÏ��p.�Æ�±�°oS���A|"t3��|ApÏ¯���v$prt

� ¹�ºC» ¼�½z¾!¿ b ·7 � a` a % · c ^ + � a�ÃÂ � ¹ ¼��k¾ Ä a#C¼���Ç.¸ ¹^ ¾ -<a#C¼ ��Çw¸ ^ ¾�� g�� @ ¼ �A£�� � ¾
FS�3}$� ¼ �Y£�� � ¾ �$�A|�¤Ãtzt3{A�¬xY����}�� �A£���§�pÏoS��v�p

� � ¹*ºC» ¼Æ½z¾ � 0 � � a�ÃÂ � Ä 7 � b ·7 ��_ % a`Va + % · c ^ + ����ª7 b d b ^ � � ¹ ¼"9 ¾ � g��i@ ¼ �A£���� ¾
FS�3}$� ¼ �A£���� ¾ §�p�oA�iv$p ¼ �A£���� ¾ ��}���É ¿ �^£�×4p'�Y}k§Ît3{AxAx-}�tzp ¼ �Y£���� ¾ ��}���É - ��$�Y|'{Atz���A¯ ¼ �Y£���� ¾ xA�3}iv�p ¼ �Y£���� ¾ ��}$�	ÉC£ FS�z}�� ¼ �Y£���� ¾ �$�A|����3}�� ¼ �A£���� ¾ §³���3o+É Ä ��zprxA���$~rp.|'q�s(ÉT§FpÏoS��v$p
� � ¹�ºC» ¼�½z¾ � 0 ¼ � a�ÃÂ � Ä 7 ¾�¹*ºC»

¼ É - � ¾ ] b ·7 ��_ % a` a + % · c�� + b �7 � ¹ c » ��_ % a` a + ^ g � g�� ����ª7cb d b · � � 7 ¼"9 ¾ � @
¼ �A£(j$� ¾�^���A~rp

b ·7 ��_ % a` a + % · c�� + b �7 � ¹ c » ��_ % a`Va + ^ g � g��­¿ �
É b ·7 � ¹ ��_ % a`Va + ^ g���Ç

¼ �A£���� ¾ ��}�����}i§³tF���3}�� ¼ �A£(j$� ¾ ²Y§³oA��~*o(ØS�Y��t3oYprt³��oApÏxA�z}^}$��£��×4pTtz�3{A|YsÍ�3oAp�p.�3�z}��¡q-}�{A�A| ¼ �A£���� ¾ §³����o a�´Â �$�A| a�ÃÂ |Yp.ØS�Ap.|\q�s ¼ �Y£�� n ¾ �$t�Í��{A�Y~.����}�� }$�Ï��oYp+§H��v�pw��}��3� �3pr����ªY������}��¦����p.�����3��}�� ���A|Ap:ªÑÉ ���=F���¯�{Y�3py��²	�$�Y|�$t¬�+��{A�A~w����}��0}��´�3oAp'xA�$���$�¬p.�3pr�%Ô9���\�3oAp(�Ï}$t3��}��Ñ�$�A|������������.pr�¡���3�$�At±��}��3������3��}������ F���¯${A�3p6j^²®§³oApr� � ¿ niju£T��oAp�xY�3}�qA��pr�1���4q-}$��o F���¯${A�3p.t­��t«x-}�tzpr|y}��� - ��� Ç �i�� ST�� � Ç �r ����A|«�3oAp!pr�z�3}�� q-}�{A�A|Yt����3p!~r}��¬xA{Y�3pr|­��� ½!¿ ��£ �	p.t3{A����t ���3}�� ��oApxA�z}�qA��pr� §³���3oA}�{Y��|Ypr�©��s��$�3pÃ�A}$��tzoA}i§³�(q-pr~r�${Atzp�p.v�p.�(�3oA}�{A¯$oT��oAp�p.�3�z}��Hq-}�{A�A|At�$�zp´tz��������p.�r²��3oApÃ�zprt3{Y����tF�$�3p´t3�������©�$���3}��zprt3{Y����t����3}�� �3oApÃ|Ypr�©��s¬~���t3pÃtzoA}i§³�"oApr�zp$£FS}��Ã�3oAp%|Apr����s���p.�3�Á§�p%~*oA}u}�t3p6��oYp%v��$��{Ap 7 ¿ 
���}�����oAp6��{A�Y~.����}��At # ���3}�� ��oAp� �$�¬����s%§³oA��~*o(t����3��t±ØSprt���oYp)+ ��xAt3~*oA�����Ï~r}$�A|A���3��}��V²Y¤Ãtzt3{A�¬xY�3��}�� �A£���£� ��F���¯�{A�3p«�Ã�3oAp�pr�z�3}���qC}${A�A|AtH���z}�� ��oAp�o�sux-pr�3q-}�����~	xA�3}�qY��pr� ¼M�F¿ �^² ��¿ � ¾ ²�3oApÃxS�����$q-}�����~�xA�3}$qA��p.� ¼G��¿ ��² �³¿ � ¾ ²Y�$�Y|���oAp	�¬��ª^pr|�xA�3}�qY��pr� ¼M�F¿?�³¿ � ¾ �$�3p
�

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



tzoA}i§³�5£ � ��p���~*oÍ}$����oAp%¯��3�$xAoAt«Ô ��t«oYpr��|QØYª^p.|5²����A|��3oAp6��oA�zprp¬�����Aprt��zprxA�zprt3p.���Ô ¿ � Ç � @ � Ç ��£Ð×Íp"tzprp"tz��¯��A��ØS~����Z�¡���¬xA�3}iv�p.��p.���%���y~.}���v�pr�z¯�pr�Y~rp�}��	§F��v�pw��}��3��zpr�©�kªA������}$�+§³oApr�ÍÔ ¿ � @ �(�$�A|4Ô ¿ ��£�nF}���v$pr�3¯$pr�A~.pT��tÏ}�qY���$���Ypr|Q§³���3oÍÔ ¿ �Y²oA}i§�p.v$pr�������*��Ì$prt«�¬}��3p6����pr�3������}��At.²5� £ p$£¬É Q n�������}����3oAp�nFoAprq�sut3oYp.v4~��$tzp$£6×Íp�$��t3}T�Y}$��p��3oS�����3oAp¡|A���V{Yt3��v$p¡xS�$�±��}$���3oAp6����ª^pr|+o�suxCp.�3q-}�����~w� xS�$����qC}�����~ÏxA�z}�qA��p.�|A}$�����S����p.tF��oYp«p.�3�z}��³qC}�{Y�A|5£� � F���¯�{A�3p j�§Fp6xY��}$�	��oAp6p.�3�z}��Ãq-}�{A�A|Ð��t�����{A�A~w����}$�+}$��Ô ÕÑ� � Ç �r ���}$�´��oY�3prp|A���Vp.�3p.�Z�´���3pr�3������}��"���A|Y��~rp.t X É ¿ �i��� Ç � j$� Ç �����Y£�×Íp­t3oA}i§9�zprtz{A���3t	���z}�� }��A��sT��oApo�suxCp.�3q-}�����~«�$�A|�xA�$���$q-}�����~�xA�z}�qA��p.��t³q-pr~r�${At3p�²V��t´��� F���¯�{A�zp¬�$² �3oAp��zprtz{A���3t	���z}���3oAp'�¬��ª^p.|0xA�z}�qA��pr� �$�zp(tz���¬�����$����}Ð��oYp'�zprt3{Y����t%���3}$�µ��oAp(xS�$�3�$qC}$����~"xY�3}�qA��pr�(£� � �3oAp+xS�$�3�$q-}�����~(xY�3}�qA��pr� ���T�$xAx-p��$�zt"�$t��3oA}�{A¯�o0��oAp+p.�3�z}��T��t����A~.�3pr�$t3���A¯Í��}�����A~r�zp��$tz���A¯T����p.�����3��}��'���A|Ap:ªÐÉ'§³oYpr��Ô 39� @ �^£���oA��tÃ��t�q-pr~r�${At3p¡��}$�Ã��oAp.t3p¡v��$��{Aprt}$��Ô�²��$�Y|Í§³oApr� ����� 0 É 0 �����^²���oYpr�3p���t­� �zoZ{A�¬x �+������oAp�pr�z�3}��­qC}�{Y�A|5²��$ttzprpr�Q��� F���¯�{A�zp��$£ � ���3oAp�}���oAp.�´oS���A|5²C§³oYpr�QÔ Q � @ �^² ��oAp­pr�3�z}��´�$t��%��{A�A~.�3��}��}$�HÉQ��tÏtz�3�3��~w����s+|Ap.~r�3pr�$t3���A¯+���­É ¿ �i���Y£ � ����oAp%o�suxCp.�3q-}�����~6xA�3}�qY��pr� ��oAp¬pr�z�3}���$tÏ����{Y�A~.�3��}��Ð}$�FÉ+��t�t±���z��~.�3��s'|Apr~.�3pr�$t3���A¯����«É ¿ �i������}����$����v$����{Ap.t�}$��Ô�²5��oZ{At�3oAp6~r{A�±v�p.t­���3p6{A�A����}��3�(£��'}��zp6���¬xC}$�z�*���Z�3��s$²-§�p%~r}��A~.��{A|Yp¡���3}�� F���¯${A�3p j��3oS�����}����$���!~r�$t3p.t ¼ o�suxCp.�3q-}�����~$²�xS�$�3�$q-}�����~$²�����ªYp.|5²J�A}Q|Ypr�©��s$²!�$�A|Í§³����o\|Ap.�©��s ¾ ²��$�Y|��}���Ø^ªYp.|\ÉC²®��oYp¬p.�3�z}��ÏqC}�{Y�A|At­�$�3p%|Ap.~r�3pr�$t3���A¯'�$t«ÔÑ���A~r�zp��$tzprtÏ§³���3oÐ�3oAp%� �$tz�3prtz�~.}���v�pr�z¯�pr�Y~rp�}���§F��v�p.��}$�3� �3p.�©��ªY���3��}������ÃÔ ¿ ��£

�i�

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



F���¯�{A�zpÍ� X ���3�3}$�TqC}${A�A|At ¼ �A£���� ¾ �$t���{A�A~.�3��}��YtT}$����oYpQ����p.�����3��}��0���A|Ypwª É0§³����o� ¿ niju£

���

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



F���¯${A�3pEj X ���z�3}��³q-}�{A�A|At ¼ �A£���� ¾ �$t���{A�A~w����}$�At�}$��ÔÍ§³����o � ¿ niju£

� j

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



� �'�3oAp«�Apwªu��tzpr~w����}$�'§�p�xA�zprt3p.���Ã��oYp�pr�z�3}��zt � � ¹ ¼�½z¾ ����}��³pwªu�3pr�Atz��v�p��u{Y��p.�3��~r�$�|S���*�y}�qY���$���Ypr| q�s �$xYxA��su���Y¯ ¼ �A£���� ¾ §³����o �3oAp�¥��$~.}�qA�ÃtzxA�����3�3���A¯ ¼ �A£�� j ¾ ��}$����oAp�������z��~.prt �I % � +Â Ç �I % » +Â §³���3o�Ô Õ,� � Ç �r M£ � ��§³������qCp6tzoA}i§³���3oS������oYp6pr�3�z}��3t � � ¹�¼�½z¾ �q-proS��v$p­����Ì$p��3oApr����pr�z�3}���q-}�{A�A|Yt ¼ � £ p$£��3oAp.s�|Ap.~r�zp��$tzp��$t	Ôy���A~r�zp��$tzprt ¾ £
� �_
"$ � �!�*����� � � � � �!� $ � ����

� ����oA��t³t3pr~w����}��'§�p­xY�3prtzpr�����zprtz{A���3t´}$���Z{A�¬pr�3��~��$� p:ª^xCp.�3���¬pr���3t	��}����3oAp���}�����}k§³���A¯�3prtz�	xA�z}�qA��pr�
� �� ½ ¼"�®Ç3½z¾³¿ �

� � �� � � ¼"�®Çz½z¾�Ä��
� �� � ¼"�®Ç3½z¾8- 7 � ¼"�®Çz½�- 9 7 ¾�Ä #V¼"�®Ç3½z¾:ÇA-/.�0	�Y02.�Ç ��3 ½4065³Ç

� ¼GHE.�Ç3½z¾³¿ Å8L ¼�½z¾:Ç �$3 ½ 0=5³Ç ¼ 
^£(j^� ¾
� ¼"�®Ç3½z¾³¿ Å 7 ¼"�®Ç3½z¾:Ç -�9 7 0 ½:0 � Ç1-Y. 0 �>0 .A@

×4p�tzpr��p.~.�´��oAp­�3��¯$oZ�±�°oS���A|�tz��|ApÏ��{A�A~w����}$� #V¼"�®Ç3½z¾ ²V���A|���oYp����Y�������$�5���A|+q-}�{A�A|S���zs��{A�Y~.����}��At Å87 ¼"�®Ç3½z¾ �$�A| Å�L ¼�½z¾ ²Z���¬tz{A~*oT��§F�is6�3oS�����3oAp´tz}���{^����}$�6}$�C�3oAp³xA�3}$qA��p.� ��tÌZ�A}i§³�6pwªY�$~w����s����A|¡pr¢Z{S���u�3} � ¼"�®Ç3½z¾�¿ ½ p:ªYx ¼ -1� � ¾ £�×4pF~*oA}u}�tzp .\¿ �i�^²��3ou{Yt���oApq-}�{A�A|A�$�zs+��{Y�A~.�3��}��At«�$�zp Å�L ¼Æ½z¾�¿ ½ pwª^x ¼ -;. � ¾%¼ �Apr�$�3��s+�.pr�3} ¾ ²��$�A|Ð§Fp¬�����3pr¯��3����p{A���3��� 5Ñ¿ ��£�¤ÃtJ��� �^p.~.����}�� �Ã§�p�~r}$�At3��|Apr�Jtz��ª­xA�z}�qA��p.��t X ��oAp���|Yv�p.~.����v�p:�°|A���V{Atz��v$pxA�z}�qA��pr� ¼G��¿k�³¿ � ¾ ²^�3oAp�|A���C{Atz��v�pÃxA�3}�qY��pr� ¼G��¿ ��² �³¿ � ¾ �$�A|"��oApÃoZsux-pr�zqC}�����~xA�z}�qA��pr� ¼M�H¿ �Y² �	¿ � ¾ pr�$~*o'§³����o 7 ¿ ���$�Y| 9 7 ¿ � ¼ �A}��^� |Apr���isT~��$tzp ¾ �$�A|�§³����o7 ¿ 
¬���A| 9 7 ¿ � @ � ¼ |Apr���isT~��$tzp ¾ £��oAp�§F�iv$p.��}��z� �3p.�©��ªY���3��}��"tz~*oApr�¬p ¼ �A£���� ¾ ��}$�H��oApÏxA�z}�qA��p.� ¼ 
^£ ju� ¾ ��tH§³�z���z��pr������3oAp���}�����}i§³���A¯«��}��3�
gg�½ ¸ ¹*ºC» ¼�½z¾'¿ a�ÃÂY¸ ¹*ºC» ¼Æ½z¾�Ä a�ÃÂ^¸ ¹ ¼Æ½z¾�- 7 ¸ ¹ ¼Æ½ -m9 7 ¾�Ä #-¼�½z¾rÄ Å ¼Æ½z¾wÇ �$3 ½ 0=5³Ç¼ 
^£(j j ¾¸ ¹*ºC» ¼�½z¾'¿ aÅ87 ¼Æ½z¾wÇ -19 7 0 ½ 0 � @
È	pr�3p�²

#C¼�½z¾Ê¿ ¼�#V¼"� ^ -���� % C + Çz½z¾wÇ*@*@�@rÇK#V¼"� 6 c » Ç3½z¾z¾ � ÇÅ ¼�½z¾�¿ �FE Å c ¼�½z¾ ag % � +7 ) Â Ä Å º ¼Æ½z¾ ag % � +6 ) Â G�Ä<� E
t3��¯�� ¼G��¾ Å c ¼�½z¾ ag % » +7 ) Â Ä Å º ¼�½z¾ ag % » +6 ) Â Gl@��oAp����A���3�©�$����{A�A~w����}�� aÅ87 ��t�|Ap.ØS�Ypr|¦��� ¼ j^£ 
 ¾ £ � �	��oAp"�����3�3��~.prt a�´Â �$�A| a�ÃÂ �$�3p|ApwØS�Ap.|\qZs ¼ �Y£�� n ¾ ²��3oApr� ¼ 
^£(j j ¾ ��t6¥���~r}�qA�!§F�iv$p.��}��z�Ë�zpr����ªY������}��Ítz~*oApr�¬p�§³oA��~*o§�pÏ{At3pÏ��}���}�{A���Z{A�¬pr�z��~r�$� pwª^x-pr�3����p.����tr£

� n

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



��}������3pr¯��3����p%��oAp¬tzsut±��pr�¬t ¼ 
^£ j j ¾ ���Ð�����¬p6§Fp�{At3p¬��oAp��:D F�n���pw��oA}u|Ð§³����o�3oAp(�3���¬p�tz��p.x���� ½F¿ � @ �Y£ � ����pr¯$�����3��}���}$�Ã�3oAp�t±sutz��p.��t ¼ 
^£(j j ¾ �3p.t3{A����t¬��� ��oAp�$xYxA�3}�ª^����������}��At ¸´¹- ) � � ¸ -�¼ ��� ½z¾ ²�� ¿ � Ç j Ç�@*@*@ £J×ÍpÏt±��{A|Ys"�3oApÏpr�z�3}��zt
� ¹Â ¼ ��� ½z¾�¿ ����ª- : 7 )������ ) 6 c »

	 ¸ ¹- ) � - � ¼"�.- Ç ��� ½z¾ 	 ¼ 
^£(j n ¾
�¬p��$tz{A�3p.|¬���
��� ½!¿ �³§³oY��~*o%~��$�¬q-p�~r}��¬xS�$�zpr|6§³���3o%�3oApr���J{AxAx-pr�!q-}�{A�A|Yt ¼ �A£���� ¾xA��}$�3�3pr|���� F���¯�{A�zprt��«�$�A| j^£� � F���¯�{A�zp n §�p�xA�3p.t3pr���'��oAp�pr�z�3}��zt ¼ 
^£ j�n ¾ �$t���{A�A~.�3��}��Yt(}�����oYp4����pr�3������}�����A|Apwª�ÉC²�§³oAp.� � ¿ nijQ�$�A|���}��%Ô ¿ �Y²�Ô ¿ � @ �Y²F���A| Ô ¿ �$£0��oAp({AxAx-pr�q-}�{A�A|y��}$�­��oY��t¡p.�3�3}$��~r{Y�zv�p���t�t3oY}k§³� ��� F���¯�{Y�3p(��²!�$�A|y�3oAp"�$~w��{S�$��pr�z�3}��zt%�$�3pp:ªYx-pr~w��p.|A��s%�¡{Y~*o�t3���$����pr����oS���¬�3oApr����q-}�{A�Y|Atr£�È	}i§Fpwv�pr�.²Ytz���¬���©������}Ï��oYp	q-}�{A�Y|Atr²§�p�|A}�t3prp«��oS���Ã��oYp�pr�z�3}��	~r{Y�zv�p�~r}��z�3prtzxC}$�A|A���Y¯���}�Ô ¿ ��oS�$tÃ���©���3¯�p.� �±ou{Y��x �
¼ ~r}��¬xS�$�zpr|Q��}'Ô ¿ � @ � Ç � ¾ ²®���A|��3oS���Ï���Ï|Apr~r�isut­��}��zp6t3��}k§³��s�£ �^���A~rp6�3oAp%pr�3�z}��3t
¼ 
^£ j�n ¾ ���A~r��{A|Ap¬�A}$�­}��A��s��3oAp�§F��v�pw��}��3�Ê�3p.�©��ªY���3��}���pr�z�3}��.²�qA{Y�¡�$��tz}'�3oAp�tzxS�������$��$�Y|¬�3���¬p�|A��tz~r�3pw���������3��}��%pr�z�3}��ztr²���oYp´~.{A�zv$prtF���2F���¯�{A�zp�n«q-pr~.}��¬p	oY}��3���r}����*���A�����Aprt���Æ�3pr�Ï�T¯���v�p.���Z{A��qCp.�«}�������p.�����3��}��At.²V§³oA��~*o�§�p%|Ap.ØS�Yp¬q�s�É���
 ' £¡��oAp6� �$~.���3oS����3oApTpr�z�3}��­~r{A�±v�p.t6qCp.~r}��¬pToA}��z���.}����*�$�����Æ�3pr�6É���
 ' ���A|A��~����3prt­�3oS���­��oAp�§F��v�pw��}��3��zpr�©�kªA������}$�(p.�3�z}��3t	�$�zp­tz���$����p.�F��oS���(�3oAp­tzxS���3�©�$�®�$�Y|(�3���¬p�|A��tz~r�3pw���������3��}���pr�z�3}��ztr²�3ou{YtH��oAp�oA}$�3���.}����*�$�-�����Aprt��3p.xA�3p.t3pr���³��oYp�t3xS���3�©�$�C�$�A|"�3���¬p´|A��t3~.�3p.�3���r������}��Tpr�z�3}��ztr£¤Ãt¬xA�zpr|A��~.��p.|0���PF���¯�{Y�3pQ����oAp��Z{A�¡q-pr��É���
 ' ���0pr�$~*o�xA��~w��{A�zp(}�� F���¯�{A�3p�n��t¡��oAp"���$�3¯�p.tz�6��}��¡Ô ¿ �Y²�t3���$����pr�«��}��%Ô ¿ � @ �Q���A|��3oAp�t3���$����prt±����}��%Ô ¿ ��£×4p¡|Ap.�A}$��p­��oAp.t3p6�Z{A�¡q-pr�zt�q�sÐÉ���
 ' ¼ � ¾ ²5É���
 ' ¼ � @ � ¾ ²5É���
 ' ¼ � ¾ ²V�zprtzxCp.~.����v�p.��s�£Ï��oAp�Z{A�¡q-pr�JÉ���
 ' ¼ � ¾ ��tJ�$q-}�{Y����oA�zprp������¬prt�t3���$����pr�5�3oS�$�%É���
 ' ¼ � ¾ ���­~��$tzpH}$�SxS�����$q-}�����~�$�Y|��¬��ª^p.|QxA�3}�qY��pr�¬tr£ FS}���o�suxCp.�3q-}�����~¡xA�3}$qA��p.� ��oYp6�u{Y�¡qCp.�­É���
 ' ¼ � ¾ ��t��$q-}�{Y���}�{Y�H�����¬prt�tz��������p.���3oS�$��É���
 ' ¼ � ¾ £� �?F���¯${A�3p �y§FpQxA��}$���3oApQpr�z�3}��zt ¼ 
u£ j n ¾ �$t���{A�Y~.����}��AtT}���Ô�²��°§F} }$�Ï§³oA��~*o~r�$�0q-p"~r}$��xS���3pr| §³���3o\��oAp�pr�z�3}��6q-}�{A�Y|At�xY��}$�z��pr|\���PF���¯�{Y�3p j^£ ���3�z}��3t6���z}���3oAp6xA�3}$qA��p.� §³����oA}�{^�Ï�T|Apr����s'�3pr�3�Á�$�3p%����t3}�xA��}$�z��p.|Q��� F���¯�{A�3p �"t3���A~rp¡§�p6t3p.p|A���Vp.�3p.�Z��qCp.oS��v^��}�����oA�$�+§³���3o+��oAp6|Ap.�©��s��3pr�z�'£«��oAp¡��oY�3prp6�����Ap.t����Qpr�$~*oÐ}$�!��oAptz��ªÍ~��$tzprt%�3p.xA�3p.t3pr���¬��oAp"p.�3�z}��3t%������oA�zprp"���3pr�3������}��y���Y|A��~.prt%É���
 ' ¼ � ¾ ²�É���
 ' ¼ � @ � ¾ ²É���
 ' ¼ � ¾ £ � }$�3p³�3oS����p���~*o�}$�C��oAp.t3p	���3pr��������}$�6���A|A��~rp.t����3p�|A���Vp.�3pr������}���p���~*o�}$�-��oAptz��ª"xY�3}�qA��pr�¬tr£� �CF���¯�{Y�3p �³��� �$¯��$���Ï�$xAx-p��$�zt ¼ �$t®���JF���¯�{A�zp!j ¾ ��oA��� ��}�� ���$��s�}$�Z��oAp!xA�z}�qA��pr�¬tr²���$�3¯�p.�´p.�3�z}��Ã}u~r~.{A�3tÃ§³����o+���$�3¯$pr�	����p.�����3��}��(���Y|ApwªC²V��}��	~rp.�z���$����v��$��{Aprt´}$��Ô�£´��oA��t�$¯��$���'��t	|A{Ap��3}���oAp �zoZ{A��x �T�����3oAp�p.�3�z}���q-p.��}��zp����´|Ap.~r�3pr�$t3p.t«�$t�����{Y�A~.�3��}��+}��ÉC£���oAp�� �$~w����oA�����3oApTt3}$����|4�����Ap���t��Apr�$�3��s�oA}��3���r}������$�����y�$���!¯����$xYoAt¡���mF���¯�{Y�3p
�(���A|Y��~�����prt��3oS���«q�s4É���
 ' ¼ � ¾ ²�� £ p$£%q�sQ��oAp%������p�§F��v�pw��}��3���3p.�©��ªY���3��}��+§³����oÐ��oAp

���

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



nFoAp.q�s^tzoAp.v0xAtzpr{A|A}$t3x-pr~.�3���$�	�¬p.��oY}^|�~r}���v$pr�3¯$prtr²��¬}�t±�%~*oA}���~.prt¬}$��Ô 3��'oS��v$pxA�zp.vu��}${At3��s¡~r}$�Zv$pr�z¯�pr|5£!��oAp³tz}�����|6�����YpH|Apr~.�3pr�$t3���A¯Ï�Ap��$��Ô ¿ �³���A|A��~r����p.t���oA������oAp�$~.~r{A�3�$~.s�}����3oApÏt3}���{Y����}��"��t�q-p.�z��pr��§³����o"��oAp.t3p«~*oA}���~rprt³}$��Ô�£� ��p��$~*o�}$� �3oAp�¯��3�$xAoAtH��� F���¯�{A�3p �¡��oAp�|Y}$�3�3pr|��$�A|"|Y}$�z� |S�$t3oYpr|������Aprt ¼ §³oA��~*o§�pr�zp�xA��}��3��p.|���}��FÉ���
 ' ¼ � @ � ¾ ²^É���
 ' ¼ � ¾ ²^�zprt3x-pr~w����v�pr��s ¾ �z}����%��oYpÃt3}$����|¬�����Aprt ¼ xY��}$�z��pr|��}���É���
 ' ¼ � ¾3¾ ����~.pr�±�*�$���¬x-}����Z�3t�Ô�� ¼ p���~*o������Ap�oS��t��Ï|A���Vp.�3pr����x-}�������Ô�� ¾ £	FS}��!Ô OÔ����3oAp³~r}��z�3p.t3x-}��A|A���A¯Ï�����Yprt��$�zp�~r}iv�p.�3p.|�q�s¡��oYp	tz}�����|¡�����Aprt.£���oAp³|A}��3��p.|������Ap.t���}��Ôm3 Ô � ¼ §³����o6Ô � §³oA��~*o6~.}��3�zprtzxC}��Y|%�3}Ã��oYpr� ¾ t3oY}k§���oA�����3oApH�Z{A�¡q-pr�zt�É���
 ' ¼ � @ � ¾�$�zp��3}^}�tz����������}����3oApH����pr�3������}���xY�3}u~rprtztJ��}����$Ì�pF��oAp�§H��v�pw��}��3� �3p.�©��ªY���3��}��­pr�3�z}��3ttz���$����p.�´��oA�$�Q��oAp%t3xA�������$���$�A|Q�3���¬p¡|A��tz~r�zp.���������3��}��Qp.�3�z}��3t.£ � ��}���oAp.�Ï§�}��z|Atr² ��}���3oAprtzp¬~*oY}���~.prt�}$��Ô 3 Ô��Ï�$�A|�É 3¨É���
 ' ¼ � @ � ¾ ��oAp6p.�3�z}��3t ¼ 
^£ j�n ¾ �$tÃ��{Y�A~.�3��}��At�}��É����3p�t±�������®|A{A�z���A¯��3oApr���ÃoZ{A�¬xAt�q-p.��}��zp��zp��$~*oA���A¯��3oApr���Ã~r}$�Atz���$������pwv�pr��tr£ �u���¬���©���xAoYpr�A}��¬pr�A�¡oS�$xAx-pr�T��}��F|A}$�z� |S�$tzoApr|"�����Ap.tr£ � {A�H~.}��A~.��{A|A���A¯¡�zpr���$�3ÌZtF��}��:F���¯�{Y�3p
�(�$�zp¡��oS������}$�����A~.�3p���t3���Y¯'Ô�²5§Fp%tzprp¬|Apr~.�3p���t3���Y¯(p.�3�z}��«����ØYª^pr|4���3pr��������}$�+���A|YpwªÉC²^§³����o���oYp«q-prt±�´�$~r~.{A���$~ws(���	Ô ¿ ��£� �­��tÏ§³��|Ap.��sÐq-pr����p.v$pr|4�3oS����Ô tzoA}�{A��|Íq-p�~*oY}�t3p.� �$t�����{A�A~w����}$�Í}$� ��²�tz}����F���¯�{A�zp 
«§�p�oA}���|TÔÐØYª^pr|(�$�A|TtzoA}i§?p.�3�z}��3t�§³����o�|A���Cpr�zpr���Hv��$��{YprtF}�� �4£ �³prt3{Y����t��� 
Ã�$�zpF§³���3o���oYpFpwªu�3�3pr�¬pFv��$��{AprtJ}�� xS�$������pw��pr��~*oA}���~rp.t X Ô ¿ � ¼ }��­��oApH��p.�Æ� ¾ �$�Y|Ô ¿ � ¼ }��+�3oAp6�3��¯�o�� ¾ £ �³prtz{A���3tÃ���3}$� ��oYp¡�A}��^� |Apr����s+~���t3p%�$�zp¡}��¬���3�3pr|+q-pr~r�${Atzp�3oAp.s����3p�t3�������©�$����}6��oYp�|Apr���isT~��$tzp$²A§³oA����p��3p.t3{A����t����3}$� ��oYp«�¬��ª^p.|"xA�3}�qY��pr�Î�$�3p}��¬���z��p.|"qCp.~��${Atzp«�3oAp.s"�$�3pÏt3�������©�$�!��}6�3oApÏxS�$����qC}�����~�xY�3}�qA��pr�(£

� {A��~r}$�A~r��{At3��}��At�|A}��A}$�Ï~*oA�$�A¯�p�²�¯$��v�p.�Q��oAp%�3p.t3{A����t���� F���¯�{A�zp 
^£«×ÑoS���Ï§Fp|A}QtzprpT�3oApr�zp"��t��3oS���6��� �$����~��$tzprt%���­�*�$Ì�prt6��}��A¯�p.����}��­§F��v�pw��}��3�µ�zpr����ªY������}��Í��}~.}���v�pr�z¯�p��$t � ���A~r�zp��$tzprt.²YqA{Y��§³oAp.�T����|A}uprt�~r}���v�p.�3¯�p�²Y��oYp´p.�3�3}$����t�tz���$����p.�J§³����o���$�3¯�p.� ��£!��oA��tH��tFq-pr~r�${At3p��3oAp����$�3¯�p.���3oApÃv��$��{YpÃ}$� �4²u��oAp��¬}��zpÃ������� ~r}��A|Y������}��Ap.|�3oAp�|Ypr�3��v�������v�p%�������3��~rp.tr£ � �Í�$|A|A������}$�5²®t3���Y~rp%��oAp%���3�$�Atz��}$�3��������}��Ðt3�¬}^}$�3oAt���oApnFoAp.q�s^tzoAp.vy|A���Cpr�zpr������������}��4�����3�3��ªC²®��oAp��$~r~.{A����~.s�}$����oYp�t3}$��{Y�3��}��Ð§³���3oyÔ ¿ ���t�t3��¯��A��ØA~��$������s�q-p.�z��p.�����+��oYp6qCp.¯����A�Y���A¯T����p.�����3��}��At.£ � }$�Ï}��A��s�|Y}^p.t���oAp6~*oA}$��~rpÔ ¿ ��~.}���v�pr�z¯�pT�¬}��3p¬¢Z{A��~*ÌZ��s�²��3oAp�}iv$pr�������!pr�z�3}��­��t­�$��tz}'}��z|Apr�zt�}$�H���$¯$�A���3{A|Aptz���$����p.�r£

� 


This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



F���¯�{A�zp�n X �^}���{^����}$�Ípr�z�3}��zt ¼ 
^£(j n ¾ �$t¡��{A�A~w����}��At¡}$�³�3oAp"���3pr��������}$�Í���Y|Apwª É4§³����o� ¿ niju£

���

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



F���¯${A�3p � X �u}���{Y�3��}��"p.�3�z}��3t ¼ 
^£ j�n ¾ �$t���{A�A~w����}$�At³}$�JÔÍ§³����o � ¿ nij^£

� �

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



F���¯�{A�zp 
 X �^}���{^����}$�"pr�3�z}��3t ¼ 
^£ j�n ¾ �$t���{A�A~w����}$�At³}$�J����pr�3������}��"���Y|Apwª'ÉT§³���3o�Ô ¿ �¼ ��p.�Æ� ¾ �$�A|'Ô ¿ � ¼ �z��¯�o�� ¾ £

� �

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



� � 
������*
����*��� ���%$ � ��� 

��oAp+nFoAprq�sut3oYp.v xAtzpr{A|Y}�t3x-pr~w�������Ãt3xA�������$�³|A��tz~r�3pw���������3��}�� §³���3o0��oYp���}�tz��}$� �$�Y|���$���°���rpr�����3�$�Atz��}$�3��������}��"���i�� ^§H�$t!��xAxA����pr|��3}�o�suxCp.�3q-}�����~$²�xS�����$q-}�����~$²��$�A|6�¬��ª^pr|o�suxCp.�3q-}�����~w� xS�$����qC}�����~'|A���Cpr�zpr�������$��� ��{A�A~.�3��}��A�$�´xY�3}�qA��pr�¬tr£ ��oAp��3prtz{A���3���A¯ tzpr�¬���|A��t3~.�3p.�3p­t±sutz��p.� §H�$t´t3}���v�p.|�q�s"��oAp�¥��$~.}�qA� §H��v$p.��}��z� �zpr����ªY������}��"��pw��oA}u|5²S��oZ{At�3oAp�pr¢Z{S���3��}��Yt	}����3oApÏtzsutz�3pr�Î§�pr�zp­tzprxS�$�3����p.|'���"t3{A~*o��¡§H��sT�3oS���³p���~*o'}$����oYpr�~r�$�4q-p%t3}���v�p.|4q�sÐ��|A���Cpr�zpr���ÏxA�z}^~.prt3tz}��«���ÐxS�$�3�$����pr� £«×Íp%t±��{A|A��pr|Ð��oAp%�zpr�©������}$�^�tzoA��xTq-p.�°§�prp.�(�3oApÃ~.}���v�p.�3¯�p.�A~rpÏ}$� �3oApÏ¥��$~.}�qA�C§F��v�pw��}��3� �3pr����ªY������}���tz~*oApr�¬p��$�Y|�3oAp­xA�$���$�¬p.�3pr�	Ô ������oApÏ���3�$�Atz��}$�3��������}��5£ � �+�$|A|Y������}��5²A§�p�|Ap.�3��v�pr|����Apw§Ùpr�z�3}��q-}�{A�A|¬��}��!��oAp	§H��v�pw��}��3� �3p.�©��ªY���3��}��¬�¬p.��oY}^|5²�§³oA��~*oTt���sutF�3oS����§H��v�pw��}��3� �3p.�©��ªZ����3��}���~r}���v�p.�3¯�p.tÏ��}��zp¡¢Z{A��~*ÌZ��sQ�$t�Ô0���A~.�3p���t3prt����z}��Á���3}Q��£ � {A�¬pr�z��~������zprt3{Y����t���z}�� o�s^x-pr�zqC}$����~�²^xA�$���$q-}�����~$²Z���A|T�¬��ª^pr|�oZsux-pr�zqC}�����~:�°xS�$�3�$q-}�����~F��{A�A~w����}$�S�$� pr¢Z{S����3��}��AtÏ§³���3oy�$�Y|Í§³���3oA}�{Y�­|Apr����s��3pr�z��t­~r}��YØA�3�1��oS���6�$t�Ô ���A~r�zp��$tzprtr²J§F��v�pw��}��3��zpr�©�kªA������}$�4~.}���v�pr�z¯�prt­� �$tz�3pr�r£ � {Y��p.�3��~r�$���3p.t3{A����t��$��tz}�t3oY}k§ �3oS���­��oAp�pr�3�z}��3t«����3oAp­tz}���{^����}$�(|Ypr~r�zp��$tzp6�$t´Ô\���A~.�3p���t3prt	§³���3o(�3oAp­q-prt±���$~.~r{A�3�$~.s'�$�Y|(� �$t±��p.tz��~.}��^�v$pr�3¯$p�}u~r~r{Y�3�3���A¯+���¡Ô ¿ ��§³oAp.�Í��oAp�t3}���{Y����}���oS�$t��.pr�z}+t3xS�����©����|Apr�z��v�������v�p.t¡����3oApÏqC}�{Y�A|S�$�z��prt.£��oApÏ��}�tz��}$�'�$�A|"���$�������rp.�����3�$�At±��}��3��������}��¬��t��°suxA��~��$����s¬{Atzpr|"��}6������}i§ ���$�3¯$pr��3���¬p�t±��p.xAtJ���«pwª^xA����~.����t3~*oAp.��p.t���}��®��oAp�t3}���{Y����}��«}$�SxS�$�±�����$��|A���Cpr�zpr�������$��pr¢Z{S������}$�Atr£nFoA}u}�tz���A¯�Ô ¿ ���$����}i§³t��3oApÃ���$�3¯$prtz��������p	tz�3prx5²^qA{Y�H�����$��t3}��$��}${A����t��3}¡�$xYxA�3}�ª^������������A¯­�3oAp�|Ap.�3��v$������v$p´§³����oToA��¯�oT}��z|Apr�F������p.�3x-}��©�$���F}����$�Tp.¢u{A�$����s�tzxS�$~.pr|(¯��3��|5²tz}­���3�$|A������}$�S�$����s­Ô ¿ �´��t!�A}$��~*oA}�t3p.�5£!È´}i§�p.v$pr�r²Y���V§�p³v^��p.§ �3oA��t!���3�$�At±��}��3��������}���$t�xA�zpr~.}��A|A������}$�A���A¯y�3oAp4nFoAprq�sut3oYp.v,xAt3p.{A|A}�tzxCp.~.���3�$�«|A���Cpr�zpr������������}�� �������3��~rp.tr²�$�Y|%�3oAp³t3}���{Y����}��6oS�$t!�.pr�3}«|Ap.�3��v����3��v$pFv��$��{Ap.t�������oAp³q-}�{A�A|A�$�3��prtr²�~*oY}^}�tz���A¯«Ô ¿ ��A}���}��A��s'�zprtz{A���3t������3oAp¡� �$t±��prt±��~r}$�Zv$pr�z¯�pr�A~.p�}���§H��v�pw��}��3�Á�3pr����ªY������}��5²-qA{Y�«�$��t3}�zprt3{Y����t³�����3oApÏ��}$tz�	�$~.~r{A�3����pÏt3}$��{Y�3��}��T§³����o"§H��v$p.��}��z� �3pr����ªY������}��5£� �Ã§F�$t�xA�zp.vu��}${At3��s'tzoA}i§³�Q��oS���´��oAp­§H��v�pw��}��3� �3p.�©��ªY���3��}��(pr�z�3}��´qC}�{Y�A|At��$�Y|~.}���v�pr�z¯�pr�Y~rp	�$�3p�qCpw�3�3pr��§³����o��3oAp³nFoAp.q�s^tzoAp.v¡xAt3p.{A|A}�tzxCp.~.���3�$�A�¬p.�3oA}^|­��oS�$�­§³����oØS�Y����p(|A���Vp.�3pr�Y~rprt+������  £ � �9� n� 	���¬§F�$t�t3oA}i§³� ��}��6��oYp�oApr����p.¢Z{S������}��0�3oS���¬��oAp��}�tz��}$� ���A|Í���$���°���rpr���3���$�At±��}��3�����3��}��Ð~����Í���¬xA�z}kv$p6��oAp¬~r}���v$pr�3¯$pr�A~.pT}$�F§F��v�p:���}��z� �zpr����ªY������}���§³oAp.�4Ô0��t�~*oA}$t3pr�4�$tÏ����{A�Y~.����}��Q}$� �4£­È´p.�3p�²5��}���o�suxCp.�3q-}�����~$²xS�����$q-}�����~����A|Ð����ªYp.|+��{A�A~w����}$�S�$�Jp.¢u{A������}��At�§�p6|Apr�z��v�p%p.�3�3}$��qC}${A�A|At���}��Ã§F��v�p:���}��z� �3p.�©��ªY���3��}��6§³���3o��3oAp���}�tz��}$�(�$�Y|����$���°�!�.pr�!���3�$�Atz��}$�3��������}������A|�|Apw��p.�3�¬���Ap�3oS����~*oA}u}�t3���A¯¡Ô ¿ �´��t!}�xY�3�����$�Y§³oAp.����oYp´tz}���{Y�3��}��¬oS�$t��rp.�3}­t3xS���3�©�$� |Ap.�3��v$������v$prt�����3oApÏqC}${A�A|S�$�z��p.tr£

���

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



� � � � ��� ����� 

���r  �Ã£��H�$t3tzp$² �Ã£®nÃ£��H�$¯�{A��p.s$²®�³£ �C£ ���$�zt3oS����� ²C×Ù£ �«£5¥$}�t3p.xAo5² �Ã£Vv��$� �F�z{A����²* £-×Í�$Ì�p$² D¡£C¥Y£ � £C×Í�$��� ²S¤ ������oYpr��������~��$�5�¬}u|Apr�®��}��´�$�S�$��s^tz��t´}$�J��oYp¡~rp.���~ws^~.��pÏ����oZ{A���$����{A�¬}��3t.²Y��}¬�$xYxCpr�$�³�����6C�� 
 '�)#&,U 
 ' � 2 
���� � " � " ��	 £� j� «�6£��F{A�3�3�$¯�p�² 
 �����$����pr���$�Y| �^pr¢Z{Ap.�����©��� �'pw��oA}u|At���}$� � �3|Y���S�$�±sÐ|A���Cpr�zpr�������$�p.¢u{A������}��Atr² � ªu��}��z| � �A��v$pr�3tz���°s 
 �zprt3t.² � ªu��}��z|4��� ��
^£
� n� «�6£ �F{A�z���$¯$p$²�
�£�¥��$~*ÌZ��p.§³��~r��² �Ï£ ¤�£ �³pr�S��{Y��²���oAp¬xCp.�z��}��z���$�Y~rp%}$��xA�3p.~r}��^�|A������}��Apr| §F��v�p.��}$�3� �3p.�©��ªY���3��}�� �3pr~*oA�Y��¢Z{Aprt���}��"xAtzpr{A|Y}�t3x-pr~w�������­�¬p.�3oA}^|Ytr²
� � U &,+IC��8&,'9)#" 	 $ � 
 +�' ��
���
 � � &,+-&,4#' ��
������ � 
 ' � "546$T�VN ¼ ��� � � ¾ j � 
k�hj � nY£� �$ ­nÃ£�nH�$�Z{Y�3}A² �4£��¡£iÈ´{Atzt��$���A� ²k¤­£���{S�$�z�3pr�z}��A� ²i��£r¤�£�
5�$�Y¯A² �^x-pr~.�3���$� �(p.��oY}^|At��� F���{A��|�DÃs^�A�$����~rt.² �^xA�z���A¯�p.�±���!pr�3���$¯A²-��� � �^£

��
� ­nÃ£^¥Y£unFo�s��$�V² * £iFF£�×4prqAq5²u¤Ñ��}u|Ap.�A}$�5xY�3}�������pr�3�������A¯�~.pr���Sx-}�xA{Y�©���3��}��At�§³����o~.}��3�zpr�©������}$��}$� �¬}$��oYpr�±� |S�${A¯$oZ�3pr��������}$�3��~�������p.tr²$¤´�A�5£ �'����£ 
 {A����¤´xAxA� £u� 
 �
¼ ��� �Y� ¾ ²5�.������£� �� �×Ù£ �C£ D�}$�"�$�A|"¤­£ �^}���}��¬}��A}$��²Z¤Ã~r~.{A����~.sTp.�AoS�$�Y~rpr�¬pr������}���oA��¯$oApr��|Apr�z��v�����3��v�p.t¡{Atz���A¯ÐnFoYprq�sut3oApwv ~r}�����}u~����3��}��4�$�A|\�'���$xYxA���A¯(��p.~*oA�A��¢Z{Ap�²������ � !#"
�%$'&("*),+�-/.10324"��!}��M£5� �Y² � }A£ �A²SxYx5£ �i� ���k�*�i��
 
^²A¥${Y��s+��� ���^£

����  �Ã£[FS}��3�Zq-pr�z¯A²^¤ 
 ���$~w����~r�$� * {Y��|Ap	��} 
 tzpr{A|A}$t3x-pr~.�3���$� �'p.�3oA}^|Ytr²SnH���¡qA�3��|A¯�p
� �A��v$pr�3tz���°s 
 �3p.t3t.²���� � �Y£

� �� ­¥Y£ �C£	È´p.tz��oA�iv$pr�5² 
 £ * £�D����Aprtzpr�5²����A|�¥Y£ 
 £ +5su�A}iv-² �^x-pr~.�3���$�Ï~.}�����}^~r������}���3���¬pw�°|Y}����������¬}u|Apr�������Y¯´}$�-|A���V�3�$~.�3��v$p�}�xY����~��$�^pr��pr�¬pr����t.²3!#"5),+�-/.10326"�798�:<;="� 
 
^²AxAx5£ j ���k� n$� �Y²V��� � �Y£
� �� /
�£«¥��$~*ÌZ��p.§³��~.�$² �Ã£VD¡£�×Íp.����p.�z��² �´£>
V{AqA��Ì��°�Ï}i§F�$� ² �^xCp.~.�3���$�6v�p.�3tz{AtÍxAtzpr{^�|A}$t3x-pr~.�3���$�-t3}$��{Y�3��}��At!}$�C��oAp³§F�iv$p�pr¢Z{S������}$��q�s%§H��v$p.��}��z� �zpr����ªY������}��%��pw��o^�}u|Atr²A�3}¬�$xAx-p��$�³���?�6C �\2 � C�@ "5UW ��V' C���i�� ED¡£��Ï}$t3��}��Á���A| ¥Y£����$���°���rpr�.²+¤ �¬}^|Y��ØSp.| nFoAp.qZsutzoAp.v xAtzpr{A|A}$t3x-pr~.�3���$��¬p.�3oA}^|4§³����oÍ�$�
� ¼ � c »±¾ ������p¬tz�3prx\�zprtz�3�3��~.����}��5²,!#"A),+�-/.10324"B7C8�:<;="F��� �A²xAxV£ � 
 �k� ��� �Y²C��� � nY£
�����r ­¥Y£ �'p��$|(�$�Y| �«£ �	p.�S�${Y�r²A¤Ã~.~r{A�3�$~.s$² �	p.t3}���{Y����}��5²^�$�A| �u���$qA�������°s 
 �z}�xCp.�z�3��prt}$��� �'}u|A��ØSpr|+nFoAprq�sut3oApwv �'pw��oA}u|5²������ � !#"��5$D&("�),+�-/.1032 j �Y² � }A£®��² xAx5£��� ���*���$�Y²�j$�$�ij^£

j$�

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS



��� j�  �Ï£ �³pr�S�${^�!�$�A|�¥Y£iFS�3}$oA����~*o5²$¤ 
 tzpr{A|A}$t3x-pr~.�3���$�CnFoAp.q�s^~*oYp.v �'p.�3oA}u|%��}$����oApj DÖ×Í��v�p"��¢Z{S���3��}��4§³����omD�}�������� �u���zp.��~*oY���A¯Ð�$�Y|y¤ÃqAtz}��3qY���A¯ ��}�{A�A|S���zsnF}��Y|A���3��}��At.²�!#"*),+�-/.10324"37C8 :<; "�� j �A²AxAx5£/n j ��� n n �Y²-��� � �Y£
��� n�  �Ï£ �³pr�A�${Y�!�$�Y|/�6£ �^{5²��Jv��$��{A������}��­}��CnFoAprq�su~*oAp.v 
 tzpr{A|A}$t3x-pr~.�3���$� �(p.��oY}^|At��}��­��oA���z| � �3|Ap.�$D����Cpr�zpr�������$����¢u{A������}��Atr² � 0�-����6& $��	�9�
���<+
�4&(2 83- ;%���^²JxAx5£j 
 
k�hj �^��²V��� ���^£
�����$  �Ï£V��£ �^xA���������A¯A²ZDÃs^�A�$����~Ï����p.�����3��}��'�$�A|(��oAp­xAt3p.{A|A}�tzxCp.~.�3���$�J�¬p.�3oA}u|5² ��' ���

	 &,4#'�� &d #"5+�'M²/D�p.xS�$�z�3��p.����}$� ������oYpr��������~��$� �^~r��pr�A~.prtr²S��oYp � }��z§�pr¯$�©�$� � �^�t±�����3{Y��pÏ}$����pr~*oA�A}$��}�¯$s$²S���z}��A|AoYpr���(² � }��z§F��s�²®��� � n^£
��� 
� �×Ù£C¤�£ �Z������{At3t.² � 
 ���z�����$�lD����Cpr�3p.�����©������¢Z{S���3��}��Yt�¤Ã� � ���3�3}u|A{A~.�3��}�� �A² ¥$}�oY�×Ñ����p.s�� �^}$�Atr² � �A~�² � p.§ ��}��3Ì ²5��� �ij^£
������  �Ã£1
V{AqA��Ì��°��}k§F�$�M²!nFoAprq�sut3oYp.v xAtzpr{A|A}$t3x-pr~.�3���$�F��pw��oA}u| �$�A|Í§F��v�pw��}��3�µ�zpw�����ªY������}��+��}��Ï|A���Cpr�zpr�������$���$�Y|4|A���Vp.�3p.�Z�3�©�$��� ��{A�Y~.����}��S�$��xS�$�3�$q-}�����~�pr¢Z{S������}$�Atr²

R* ! � C � �VU &,+IC�� 
 '�)6C�� � ¼ j$���$� ¾ ²�n$� ��� n j �Y£

j^�

This is an author-produced, peer-reviewed version of this article.  The final, definitive version of this document can be found online at 
Applied Numerical Mathematics, published by Elsevier. Copyright restrictions may apply.  doi:  10.1016/j.apnum.2005.02.010

J. MEAD & B.ZUBIK-KOWAL in APPLIED NUMERICAL MATHEMATICS


	Boise State University
	ScholarWorks
	10-1-2005

	An Iterated Pseudospectral Method for Functional Partial Differential Equations
	J. Mead
	B. Zubik-Kowal

	tmp.1273005014.pdf.GB5LZ

