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Um modelo de solugéo fechada para avaliagdo de hipotecas
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Jose Azevedo Pereira
Instituto Superior de Economia e Gestdo, Universidade Técnica de Lisboa

Resumo

O objectivo deste estudo é o desenvolvimento de uma solucdo analitica que permita
avaliar hipotecas comerciais. Para tal, considera-se a existéncia de uma Unica fonte de risco
- risco de incumprimento - e por conseguinte a existéncia de uma Unica variavel de estado -
o valor da propriedade hipotecada. O valor da hipoteca corresponde ao valor actual das
prestacdes futuras do empréstimo deduzido do valor da opgédo de incumprimento. A maior
dificuldade na resolucdo do modelo reside no calculo do valor desta opcéo e, por sua vez,
no calculo do valor critico da propriedade, isto €, do preco fronteira abaixo do qual a opgéo
deve ser exercida imediatamente.

Este trabalho constitui uma primeira abordagem ao desenvolvimento de solugdes
analiticas para a avaliacdo de hipotecas, recorrendo a andlise de fluxos contingentes.

Palavras-chave: avaliaco de hipotecas, avaliacdo de opgdes, incumprimento,
solugéo fechada

Title: Commer cial mortgage valuation: a closed for m solution
Abstract

The main objective of this study is to develop a closed form solution for the
valuation of commercial mortgages. We consider only one source of risk - the risk of
defaulting on a mortgage - and therefore, the existence of only one state variable - the value
of the mortgaged property. The value of the mortgage corresponds to the present value of
the future payments on the loan, less the value of the default option. The major difficulty in
designing this model lies in calculating the value of this option, since for that purpose it is
necessary to determine the critical value of the property, i.e. the lowest price below which
the option must be immediately exercised.

This work represents one a first attempts to address the development of analytical
solutions to mortgage valuation, using contingent claims analysis.

K ey wor ds: Mortgage valuation; option valuation; default; analytical solution
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1. Introducao

Os modelos de valorizaggo de hipotecas que recorrem aos principios subjacentes a
avaliagdo de opgBes de tipo Americano consideram que o valor destes activos financeiros é
determinado por uma ou pelas duas fontes de risco: risco de pré pagamento e risco de
Incumprimento. Por sua vez, estas fontes de risco sGo normalmente representadas por duas
variaveis estocésticas: ataxade juro e o valor da propriedade hipotecada.

A literatura da especialidade tem, na esmagadora maioria dos casos, apresentado
apenas solucbes numeéricas, para este tipo de enquadramento de avaliagdo. Em ordem a
obter estas mesmas solugdes numeéricas, € necessario recorrer a complexas técnicas de
computacao, facto que torna o processo demasiado moroso e dispendioso.

Um dominio ainda pouco explorado nesta area de investigacdo, respeita ao
desenvolvimento de solucbes fechadas. Contudo a complexidade do tratamento
matemético que € induzida pela existéncia simultanea de duas opgdes Americanas, tem até
aqui impedido o desenvolvimento de model os eficazes de avaliagéo.

No intuito de dar uma pequena contribuicdo no sentido de ultrapassar estas
dificuldades, o objectivo central deste estudo é o desenvolvimento de uma solucdo fechada
gue permita avaliar hipotecas comerciais. Paratal considera-se que a valorizagdo deste tipo
de activos, para além de incluir uma componente relativa a determinagcdo do valor actual
dos pagamentos futuros de capital e juros, inerentes ao empréstimo hipotecério, considera
uma outra parcela, referente a possibilidade de incumprimento do contrato, por parte do
devedor. Esta parcela é dada algebricamente por uma expressao que representa o valor de
uma opcao de venda de tipo Americano, cujo activo subjacente corresponde ao valor da
propriedade hipotecada’.

Uma parte significativa da literatura da érea considera que, para além da opcéo de
incumprimento, este tipo de contratos tém embutida uma opgdo de pré-pagamento. De
facto, este tipo de enquadramento conceptual € mais proximo da realidade do que aquele
gue é proposto neste trabalho. No entanto, também se constata que o desenvolvimento de
solugdes fechadas, considerando em simultaneo as duas opgdes em causa, constitui um
problema que, até ao presente, se tem revelado de impossivel resolucéo, devido a sua
extrema complexidade matematica. Dai que 0 modelo aqui proposto limite a sua analise a
opcao de incumprimento, o que permite reduzir alguma da complexidade inerente e, ao
mesmo tempo, contribuir para 0 avanco huma area de investigacdo pouco explorada.

Com base nestes pressupostos, o valor da hipoteca corresponde ao valor actual das
prestacdes futuras do empréstimo deduzido do valor da op¢do de incumprimento. O valor

! Collin-Dufresne e Harding (1999) deduzem uma solucgo fechada para os activos hipotecérios residenciais de taxa
fixa, utilizando umaunicavariavel de estado, ataxade juro de curto prazo.

2 Pode também ser modelada, provavelmente de forma ainda mais adequada, como uma European compound option.
Ou sgja, como uma sequéncia de opcdes de venda Europeias, com vencimentos em cada uma das datas de pagamento
inerentes ap empréstimo (vejam-se, por exemplo, Kau, Keenan, Muller e Epperson, 1995 e Azevedo-Pereira, Newton e
Paxson, 2002, 2003).
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actual das prestaces futuras € obtido aplicando o conceito de valor actual de uma renda,
uma vez que a taxa de juro ndo € tratada como uma variavel estocastica. O valor da opgéo
de incumprimento € determinado recorrendo aos principios formulados para a avaliacéo de
uma opc¢éo de venda Americana.

Este trabalho descreve, numa primeira parte, as principais caracteristicas inerentes ao
modelo a desenvolver, tais como a variavel estocastica a considerar e 0 processo estocastico
a seguir pela mesma. Na parte seguinte é desenvolvido o modelo de valorizacdo de uma
hipoteca, aplicando o “método das linhas’, tal como foi utilizado, na avaliagdo de opgdes
Americanas, por Carr e Faguet (1996). Posteriormente é verificada a validade da
formulacéo deduzida no trabalho, através da andlise gréfica e numérica dos resultados
obtidos com o modelo. Por fim é apresentada a conclusdo do trabalho, incidindo nas
sugestdes para desenvolvimentos futuros.

2. Caracterizacdo do modelo de avaliacao de hipotecas comer ciais

2.1 Car acteristicas gerais do modelo

O modelo geral de avaliagdo de activos hipotecarios, a desenvolver ao longo deste
trabalho, recorre a andlise de fluxos contingentes, sendo o estudo limitado & opcéo de
incumprimento. No seguimento deste pressuposto, 0 modelo considera a existéncia de uma
Unica variavel de estado, o valor da construcdo hipotecada (B).

De acordo com estes pressupostos, o valor da hipoteca, V(t,B), corresponde a
diferencaentre Aft ), o valor actual das prestagdes de capital e juros relativas ao pagamento
do empréstimo e P(t,B), o valor da opco de incumprimento. Algebricamente, vem:

V(t,B)=Alt)- P{,B) (1)
Os pagamentos futuros ndo dependem de nenhuma variavel estocastice?, pelo que o

seu valor actualizado € dado por:
e a )

Onde, C, representa o valor anual da prestacdo constante, r, ataxadejuroet , 0
nimero de anos para o término do empréstimo hipotecario.

% Note-se que ao considerar a inexisténcia da opcdo de pré pagamento, também se considera que o comportamento da
evolugdo da taxade juro ndo é estocastica.
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Por sua vez, o valor da opcdo de incumprimento depende do comportamento da
variavel estocéstica, valor da propriedade hipotecada. O processo estocastico seguido por
esta variavel € idéntico ao processo utilizado por Black e Scholes (1973) e Merton (1973)
para modelar o preco de uma opcéo de compra de tipo Europeu, sobre acgoes:

dB =(a - b)Bdt +s ,Bdz, (3)

Onde:
a ° Rendimentoinstanténeo esperado na propriedade
b° Taxaderendimentocontinuada propriedade (proporcional ao respectivovalor)
S ; © Desviopadréoinstantaneo
z, ° Processo de Wiener padréo

Trabalhos como Downing, Stanton e Wallace (2003), Azevedo-Pereira et al. (2000,
2002, 2003), Ciochetti e Vandell (1999), Hilliard, Kau e Slawson (1998), Yang, Buist e
Megbolugbe (1998), Deng (1997), Schwartz e Torous (1992), Titman e Torous (1989),
Kau, Keenan, Muller e Epperson(1987, 1990, 1992, 1993a, 1993b, 1995), Epperson, Kau,
Keenan e Muller (1985), Cunningham e Hendershott (1984) constituem exemplos de
aplicacdo de (3) paracaracterizar o valor da casa ou da propriedade.

Neste trabalho, é pressuposto que o rendimento obtido com a propriedade
hipotecada, f , é constante durante o periodo de vida do respectivo contrato e corresponde
ao valor anual definido em termos de unidades monetérias. Deste modo, b, a taxa de
rendimento continua da propriedade (proporcional ao respectivo valor) é nula. Para fazer
face a esta situacdo € necessario definir umanova variavel, B", aqual corresponde ao valor
da propriedade hipotecada deduzido do valor actualizado do rendimento fixo, f , obtido

com a mesma

B*=B-f?(1- e") 4

2.2 A opcéo de incumprimento

No seguimento destes pressupostos a equacao diferencial geral® que permite avaliar a
opcao de incumprimento, P(t ,B*)S, embutida num empréstimo hipotecério, valida para

B" 3 B, corresponde &

* Neste trabaho, toda a formulagdo utilizada seguidamente, pressupde o valor da propriedade deduzido do valor

actualizado do rendimento fixo, ou sgja, B’ .
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] ﬂP(t ’B*)+ﬂp(t ’*B*)rB* +%s BZB*Zm*’ZB*)- rP(t ,B*)=0

it B 1B (5)

Onde B_t* corresponde ao valor critico da propriedade hipotecada® deduzido do valor
actualizado do rendimento fixo, f .

A obtencéo de uma solucéo fechada para o valor da opgéo de incumprimento e
consequentemente para o0 valor de uma hipoteca, a partir da resolucdo da equagéo
diferencial (5) € um processo complexo. De modo a ser possivel a sua resolucéo é aplicado
0 “método das linhas’.

A aplicacdo deste método resume-se a substituicdo da derivada da funcdo preco da
opcao de incumprimento em ordem ao tempo, na equacdo diferencial dada em (5), por uma
diferenca finita. Quanto menor for o intervalo de tempo considerado na diferenca finita
maior validade tém os resultados alcancados com esta alteracdo. No entanto, um elevado
nimero de intervalos de tempo implica a necessidade de considerar expressdes matematicas
de complexidade progressivamente crescente. Dai que se discretize o tempo num ndmero
relativamente pequeno de intervalos - quatro’ -e, posteriormente, seja aplicada a
extrapolagcdo de Richardson® para acelerar a convergéncia dos resultados obtidos para
valores proximos da realidade.

2.3 Modelo de avaliacéo de hipotecas comer ciais. solucao fechada

O “método das linhas’ tem implicacBes na configuracdo das expressdes dadas em (2),
(4) e (5). Deste modo, no gque concerne ao valor actualizado da divida por pagar, é aplicada
a formula de actualizacdo considerando o tempo discreto, contrariamente ao que foi
definido anteriormente, em (2), onde o valor actualizado foi calculado em tempo continuo.
Tendo por base esta alteracao, (2) passa a ter a seguinte configuracao:

>
1

D: D> (‘D>'Q> D> D
1
[en] ey e ¥ el en Y end

(6)

®> O método utilizado na valorizacdo da opcao de incumprimento é semelhante a0 empregue na determinagéo do vaor
de uma opc¢éo de vendade tipo Americano.

® Trata-se do prego fronteira abaixo do qual a opcéo deve ser exercidaimediatamente.

" Na valorizaco de uma put Americana, ao considerar o tempo total de posse da opgdo dividido em quatro intervalos
de tempo é obtida uma estimativa muito aceitavel para o vaor deste tipo de opgdes. Na valorizacdo de hipotecas é
aplicado 0 mesmo raciocinio, uma vez que se trata de avaliar uma opgdo de incumprimento cujo tratamento €
semelhante a0 de uma opgéo de vendade tipo Americano.

8 A extrapolacdo de Richardson tem sido aplicada na vaorizacdo de opcdes de tipo Americano com sucesso. O
conceito e a gplicabilidade da mesma serdo objecto de andlise detalhadamais afrente.
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Nesta equacdo, C, o valor anual da prestagdo continua, € substituido por n
prestacOes constantes discretas e iguais a C%. O numero de prestagfes constantes deve

coincidir com o nimero de intervalos em que o tempo total de posse do activo hipotecario €
dividido, aquando da aplicacdo do “método das linhas’ ao calculo da opcéo de
I ncumpri mento.

Também, no que concerne a (4), € necessario efectuar um ajustamento. Assim,
considerando que o valor continuo do rendimento fixo foi substituido por n valores

discretos iguais a f t cada, com periodo de tempo entre dois termos consecutivos igual a
n

% , 0 valor da propriedade deduzido do valor actualizado do rendimento fixo corresponde a:

=

w’('
1

W
= |

P8
+
Q- - o

(7)

S|
Q Oy

Note-se que, tal como no valor da propriedade, também no prego critico se verificaa
seguinte relacdo:

Fo <) o}

(; -
B =B + ¢ 1 = ©)
T e o, tor

€ & nys

Por sua vez, a equacéo diferencial, dada em (5), passa a ter a seguinte configuracéo,
para B ® B, *:

dPY(B) o, 1 22 dPUE) P(E")= pW(8')- P*I(B") ©
B

* 2

dB 2 dB’ A

Para a determinaggo de P*)(B") & necessério conhecer a expressio de P*J(B"), pelo
gue esta equacdo deve ser resolvida para k=1234". Como se pode constatar a
configurac@o desta equacdo apresenta alguma simplificac8o em relacdo a equacéo definida

o Bk* corresponde ao valor critico da propriedade hipotecada, deduzido do valor actualizado do rendimento fixo

19k corresponde a0 niimero de sub periodos em relago a0 nimero total de intervalos de tempo, N = 4, considerados
no modelo. Assim, é determinada a expresséo do valor da hipotecareativa a k‘T periodos de tempo, com k =1,2,34.
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em (5), uma vez que a fungdo preco da opcdo passa a ser funcéo de uma Unica variavel, o
valor da propriedade hipotecada.

Neste ambito, o problema aresolver, valido para B* 3 B_k*, corresponde a
e
Cg 1
viO(E)==4- — = 7. PY(B')comn=1234,K =1,234eK £n (10)
p )
é giﬂt—g :
e Ng g

Onde P(k)(B*) corresponde ao valor da opgdo que verifica a equacdo dadaem (9) e
v®(B") diz respeito a0 valor da hipoteca

[ N MY

Por sua vez, a equacdo (10) é vdlida para valores que verifiguem as seguintes
restricoes:

e 6
é giﬂt—g x
e Ng g
lim v®(B')=B, (12)
B ® B, —
QIf=%

lim &V_B)_4 (13)
e dB

A condicéo (11) estipula que o valor da hipoteca coincide com o valor actual dos
pagamentos futuros do empréstimo quando o preco da propriedade tende para infinito.
Nesta situacdo, o valor da opcdo de incumprimento € zero. As restricdes (12) e (13)
imp&em a condi¢éo de que, quando o valor da construcdo tende para o seu valor critico

deduzido do valor actualizado do rendimento fixo, B_k*, o valor do contrato hipotecario,
V(k)(B*), € igual ao preco da propriedade e tem declive unitario. O valor critico da
propriedade corresponde, assim, ao limite superior do intervalo de variagdo de B, onde o
valor da hipoteca é igual a0 valor da propriedade hipotecada. Para B EE*, 0 devedor do
empréstimo ndo cumpre com as suas obrigactes financeiras e perde a propriedade pelo que
o valor da hipoteca é igual ao valor da propriedade. De acordo com estas condigdes o valor
do activo hipotecério, antes do término do contrato, deve verificar a seguinte relacéo:
vi(B)eB .

A resolucdo de (10), sujeita as restricdes (11), (12) e (13) permite determinar uma
solugéo geral para o valor da hipoteca, a qual vem dada por diferentes expressdes de acordo
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com o intervalo de variagdo do prego da propriedade. Considera-se que o tempo total de
posse do contrato esta dividido em n intervalos, n=1,234, e que as formulas apresentadas

correspondem ao valor da hipoteca cujo periodo de tempo até a maturidade corresponde a
K comk=1234ekEn.
n

A condicéo (11) estipula que o valor da hipoteca coincide com o valor actual dos
pagamentos futuros do empréstimo quando o preco da propriedade tende para infinito.
Nesta situacdo, o valor da opcdo de incumprimento € zero. As restricdes (12) e (13)
impB&em a condi¢&o de que, quando o valor da construcdo tende para o seu valor critico

deduzido do valor actualizado do rendimento fixo, B_k*, o valor do contrato hipotecario,

V(k)(B*), € igual ao preco da propriedade e tem declive unitario. O valor critico da
propriedade corresponde, assim, ao limite superior do intervalo de variagdo de B, onde o
valor da hipoteca é igual a0 valor da propriedade hipotecada. Para B" £ B, , 0 devedor do
empréstimo ndo cumpre com as suas obrigacdes financeiras e perde a propriedade pelo que

o valor da hipoteca é igual ao valor da propriedade. De acordo com estas condigdes o valor
do activo hipotecério, antes do término do contrato, deve verificar a seguinte relacéo:

vi(B)eB .

A resolucdo de (10), sujeita as restricdes (11), (12) e (13) permite determinar uma
solugéo geral para o valor da hipoteca, a qual vem dada por diferentes expressdes de acordo
com o intervalo de variagdo do prego da propriedade. Considera-se que o tempo total de
posse do contrato esta dividido em n intervalos, n=1,234, e que as formulas apresentadas
correspondem ao valor da hipoteca cujo periodo de tempo até a maturidade corresponde a

& comk=1234ek£En.
n
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Assimpara B’ 2 B_l* "'k=1234, n=1234 e k £n o valor da hipoteca vem:

& 0
¢ L N
ca- -
§ E‘;-i+rt—9: e
(k)(B*): € Ngg g%
[5’351 r
Cee 2 In(g" )00 o
é‘éak+2nak_18$s + 0 o seB 3 B, (14
& an VA gy -
2
* 29 4 3 6
+ona, 2(?Elfn(B )+2ts 9  Na B 3s
gva, a5 3 ga,
, 30 “In(B), s 4B, In(") &
an% an2 an% %
Onde:
a,.; =Oparak- i £0ei =123.
Para B £B, 2e k=1234, 0 valor da hipoteca vem:
Voo (B7)= B s B £B, (15)

* t
n B, corresponde a0 prego critico da propriedade relativo a um periodo de tempo de posse do contrato igual @ — .
- n

12 Corresponde & zona de incumprimento do contrato.
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Relativamentea zona B, £B" £B, ,para k=234, n=234 e k£ n tem-se:

e 0
i k-1 N
I u
Cgl- 1 gy +rt—9 - 10
B, L 0& N
& S gs - a0
n JB-ya, ¢
) ; Qg'[._k-l -BEa
r&ert 2
e nNg
7 2\
e 2 ")0 y 2g Y
. + 2, ,E MLC )i+2 i Héﬂ@ﬂs Ty
ga, qa, 3 gva, 2 i
& )
¢ L -
f - -
‘é g-i+rt—9 S mefao
. n LG8 2
+B + € k_? 2 é as? 5;,[zk_l+2nzk_2
to
rcl+r—=
e nNg
2\
2 f5) * 2 U
s ° In(B )j+2n22k_38¢n(8 ) s 24
& 2, g gva, a4

Onde:
Ye.i =0 € 7

=Oparak-i£0ei=23
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Por sua vez, para B; £B"£B, , k=34, n=34 e k£n, o valor da hipoteca vem
dado por:

2 0
: k-2
I u
Cgl- ! 6 +r—9 -1
tg £ No
Vi E)=—8 & 12 - ()22
o e T
rgi+r—+
e nNg
& 0
¢ L N
f- 7
to -
x st )0, § & na
ng-2+2an-3’ :T+ k-2 2
a - -
8 V2 g rgﬁrt—g
e nNg
b_\/a7n$ 2 ' w * * *
+B - B as? (})<k2+2nxk_3§$S +IT/(E)?T B, £B £B,
a, A, o — —
Onde:
Para B, £B"£B, , k=4 e n=4, o valor da hipoteca vem:
& 0
cal- e 2y
%5 to-ee Ng 0
§ & s
M (g*) = e a
V[B4’£B’£B3’] (B )_ t o
- r(i;a?[+r—+
e nNg
F 0 B, £B £B;
£G. 17 (18)
¢ t g
(é ¢l+r—=+ =
+B 4 £ = 100
(Bl O
é nNg
b+a, b-a,
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Relativamente as equacoes (14), (15), (16), (17) e (18), vem:

a, :(Zrt +ts 2)2 +8ns

b =ts?- 2rt

Estas diferentes expressdes para o valor da hipoteca contém um conjunto de
parametros cujo valor é determinado atraves da resolucdo de um sistema de equagdes

Assim, vem:

Para k=1, n=1234e B =B, , vem:

Parak=234,n=234, kEne B =B, ,vem:

Vs, ](") (6")= Vg £Bmk_l*](k)(a" )

dv[i’asail’](k) (B* )
dB’

=1

Para k=234, n=234,kE£ne B =B, ,vem:

Voo B )=V e )

dV[B’Si’](k)(B* ) _ dV[E;EB‘Ei’](k)(B*)
B dB’
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Para k=34 ,n=34,kEneB :B_Z*,vem:

V[BiaﬂﬁBifBizi](k)(B* ) = V[EQEB’EE;](k)(B* )

Weores ] B) V()
dB’ - dB’

Parak=4 e B" =B, ,vem:

V[E;EB’EE;](k)(B* ):V[E;EB’EE;](k)(B* )

dv[g,c_s*,c_g](k)(B) _ dv[ggB‘ 537;]0()(5)
dB’ B

(22)

(23)

Da resolugdo de (19) para N=1 e de (20) para N=234 ohtém-se o valor critico,

deduzido do valor actualizado do rendimento fixo, valido para

Cif.

0 s
@!ﬂ+r ws Q
¢c t9-1‘;(C-f)(—b+/an)
. & n g 5
B = T (24)
an+rt o )
r + \2rt +ts“ +,/a
R Jay)
g ee 0 00
g 23 g 4c’(n+rt Fa, N an+rt o::
gts gln(; Bentrt ' & ++2nlne n gl
G20 4% (cof )P b+ya, f o s
S E( F( J;)ZE :
¢ =
¢ b-ya, =
¢ =
¢ =
¢ =
¢ =
¢
BK =e® 2 (25)

Onde: para K =2 vemc =z, para K =3 vem ¢ =w,, para K =4 vem ¢ =u,.
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2.4 A aplicacédo da extrapolacéo de Richardson no modelo de valorizagéo de uma
hipoteca comer cial

A aplicacdo da extrapolacéo de Richardson permite a obtencdo de uma boa
estimativa para o valor de uma fun¢éo quando o tempo continuo é substituido por tempo
discreto. Embora na deducdo das formulas se considere o tempo discreto dividido num
nimero de intervalos relativamente reduzido - neste caso, quatro periodos de tempo, como
anteriormente se mencionou - os resultados alcangados com a aplicagdo da extrapolacdo de
Richardson, estéo muito proximos daqueles que se obteriam caso se considerasse 0 tempo
continuo®. Dai que este método sgja 0 mais aconselhado a utilizar, no modelo aqui

proposto.

Neste ambito, considere-se que os valores relativos a hipoteca obtidos a partir das
equacles determinadas anteriormente, para K =1,2,34, sdo funcbes dos respectivos sub-

periodos de tempo aplicados para cada caso, isto €, de t%%% respectivamente.

Designem-se essas fungdes por V(), com n=12,34.

De acordo com Carr (1998), a utilizagdo da extrapolacéo de Richardson é adequada
umavez que afungoV (L) pode ser representada através da série de Mac-Laurin:

VO(0)+ols)) (26)

onde O((%)”) representa o0 erro da aproximagao, o qual tende para zero quando 0 n

tende para infinito. O valor extrapolado da hipoteca corresponde a solugéo de \7(0). Para
que tal resultado seja possivel de alcancar considere-se:
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(27)

Considerando n=1, n=2, n=3en=4, (27) é transformada num sistema de quatro
equagdes, com quatro variaveis, V(0), V'(0), V"(0) eV "(0). A resolugio deste sistema
permite encontrar o valor extrapolado da hipoteca:

V()= V() SV )+ V) 2V¢) (28)

13 Para. compreender como é aplicada a extrapolacao aavaiacdo de opcdes, vea-se Carr (1998)
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O mesmo tipo de raciocinio deve ser aplicado para a determinagdo do valor
critico extrapolado do activo subjacente:

8.0)= 7 8.0)- 2 B6)+4B,)- 28¢) (29)

Com a aplicagdo da extrapolagdo de Richardson, sdo determinados os valores
extrapolados do prego critico, B,(0) e da hipoteca, V(0), 0 que permite obter uma
aproximacao muito satisfatoria para o valor destas funcoes.

3. Andlise de resultados do modelo de avaliacdo de hipotecas comer ciais

Esta seccdo apresenta e discute, gréfica e numericamente, os resultados
proporcionados pelo modelo geral de valorizagdo de hipotecas comerciais anteriormente
desenvolvido, através da consideracdo de um conjunto bésico de parametros econémicos,
utilizando paratal os pressupostos padréo na literatura®. Esta andlise é efectuada através da
apresentacao de gréficos, representativos da evolucéo do valor do activo hipotecario, assim
como de uma tabela onde sdo apresentados valores numéricos para o prego critico e para o
valor da hipoteca.

3.1 Andlise gréaficadovalor da hipoteca

A representacdo grafica do valor da hipoteca permite, desde j&, avancar com uma
conclusdo que € geral a toda a analise desta secgdo. Verifica-se que variagdes positivas no
preco da propriedade implicam também um acréscimo no valor da hipoteca, sendo este
valor inferior ao preco da propriedade quando este prego € superior a0 prego critico,
enguanto que para valores inferiores ao prego critico, o valor da hipoteca coincide com o
valor da propriedade.

Esta parte do trabalho inicia-se com a apresentacdo de um conjunto de graficos em
trés dimensdes. A representacdo destes gréficos considera o tempo dividido em dois
intervalos®, isto €, n=2, 0 que resulta ha consideracéo de trés funcdes distintas nas figuras
apresentadas seguidamente.

¥V ease, por exemplo, os trabalhos de Titman e Torous (1989) e de Riddiough e Thompson (1993).

5 Considera-se n=2 emvez de n =4, porque ao considerar o tempo dividido em quatro intervalos, a representacéo
gréfica da opc¢do é dada por 5 fungdes distintas, sendo as mesmas muito extensas o que, para além de consumir muito
tempo, necessita de um computador com grande capacidade. Deste modo, optou-se por considerar o tempo dividido em
dois intervalos, 0 que permite obter o mesmo tipo de conclusdes acerca da relagdo que se estabel ece entre o valor da
op¢ao, por um lado, e o prego da propriedade e dos outros parametros do modelo, por outro.
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Figura 1 Valor da Hipoteca como funcéo de B es
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Subjacente a construcdo desta figura os vaores dos parémetros s30 0s seguintes: N, 0 nimero de intervalosde
tempo é2; t , o tempo paraamaturidade é 10 anos; I' , ataxade juro €0,075; C, o valor da prestagéo anua
congante € 14 215; e, f , o valor do rendimento constante anual é 7000.

A Figura 1 apresenta o valor da hipoteca como funcdo do preco e da volatilidade da
propriedade. A superficie com inclinagdo unitaria e positiva® corresponde a zona de
incumprimento do contrato, enquanto que a restante parte da figura, relativa a superficie
com menor declive e com alguma curvatura, representa a zona onde o0 pagamento das
prestacdes do empréstimo hipotecério, por parte do devedor do mesmo, deve continuar
normalmente. No que se refere ao efeito da volatilidade do preco da propriedade, verifica-
se que a medida que a volatilidade aumenta, o preco critico diminui, reduzindo a zona de
incumprimento do contrato. Por sua vez, na zona de cumprimento do contrato, uma
variacdo positiva na volatilidade, torna o valor da hipoteca mais sensivel a variagdes no
preco da propriedade, sobretudo para os valores do preco da propriedade que estédo mais
proximos do valor critico.

16 Note-se que o eixo relativo ao preco da propriedade esta invertido, decrescendo apartir da origem.
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Figura 2 Valor da Hipoteca como funcéo de B ef
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Subjacente a construcéo desta figura os vaores dos parémetros s30 0s seguintes: N, 0 nimero de intervalosde
tempo €2; t , o tempo paraa maturidade é 10 anos; I, ataxadejuro € 0,075; S , avolatilidade do preco da
propriedade é0,15; e, C, o valor da prestacdo anual constante é 14 215.

A Figura 2, apresenta o valor da hipoteca como func&o do prego da propriedade e do
rendimento anual constante. Da andlise da figura, verifica-se que para valores da
propriedade superiores ao preco critico, a medida que o rendimento aumenta, o valor da
hipoteca se revela menos sensivel a variagdes no preco da propriedade.

A Figura 3 representa o valor da hipoteca como func¢éo do prego da propriedade.
Neste caso ja foi possivel considerar o tempo dividido em 4 intervalos temporais 0 que
implica a consideracdo de cinco fungdes distintas, de acordo com 0s correspondentes
interval os de variagdo do preco da propriedade, conforme foi demonstrado anteriormente.

Verifica-se assim que, tal como foi afirmado no inicio desta sec¢do do trabalho, a
linha representativa do valor da hipoteca como funcdo do preco da propriedade tem
inclinag&o positiva, estando dividida em duas zonas distintas: uma zona de incumprimento,
para valores da propriedade inferiores ao preco critico, onde o valor da hipoteca coincide
com o valor da propriedade, que € representada graficamente por uma recta com inclinagéo
positiva; uma zona de cumprimento do contrato, para valores da propriedade superiores ao
preco critico, cuja representacdo grafica representa uma funcdo crescente com taxa de
crescimento decrescente.
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Figura 3 Valor da Hipoteca como funcdode B, paraf 1 0
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Subjacente a construcéo desta figura os vaores dos parémetros s30 0s seguintes: N, 0 nimero de intervalosde
tempo €4; t , o tempo paraa maturidade € 10 anos; I' , ataxadejuro € 0,075; S , avolatilidade do prego da

propriedade € 0,15; C, o vaor da prestagdo anual constante é 14 215; B, , o preco da propriedade critico é

89.365; e, f , o valor do rendimento constante anua é 8500.

3.2 Resultados numeéricos do preco da propriedade critico e do valor da hipoteca

Para terminar é apresentada a Tabela 1 onde figuram os resultados numéricos
obtidos a partir da aplicagcéo do modelo desenvolvido ao longo deste trabalho, para n=4,
relativos ao prego critico da propriedade e ao valor da hipoteca comercial. As colunas (1),
(2), (3) e (4) apresentam diferentes valores para os parametros do modelo, enquanto que as

colunas (5) e (6) dizem respeito aos valores extrapolados do preco critico, %(0), e do valor

da hipoteca, \7(0). Aos valores obtidos foi, posteriormente aplicada a extrapolacdo de
Richardson, de acordo com a formula apresentada anteriormente. A apresentacéo destas
tabelas permite confirmar, numericamente, algumas das conclusdes retiradas aquando da
analise gréfica anteriormente efectuada. Assim, verifica-se que, quando o prego critico €
superior ao valor da propriedade hipotecada, o valor da hipoteca coincide com o valor da
propriedade, enquanto que para valores da propriedade superiores ao prego critico, o valor
da hipoteca é sempre inferior ao valor da propriedade.
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Tabelal Valores Relativos ao Prego Critico eao Valor de uma Hipoteca cujo Rendimento
Obtido com a Propriedade € Fixo

1) 2 3) (4) (5) (6)
t S, i B B,(0) V(0)

50 000 89 555 50 000

7000 100 000 89 555 96 270

150 000 89 555 99 970

50 000 89 953 50 000

0,150 8500 100 000 89 953 96 454

150 000 89 953 99 978

50 000 90 351 50 000

10000 100 000 90 351 96 636

150 000 90 351 99 984

50 000 86 806 50 000

7000 100 000 86 806 95 232

150 000 86 806 99 889

50 000 87 341 50 000

3 0,175 8500 100 000 87 341 95 469

150 000 87 341 99 913

50 000 87 875 50 000

10000 100 000 87 875 95 702

150 000 87 875 99 933

50 000 83 986 50 000

7000 100 000 83 986 94 154

150 000 83 986 99 717

50 000 84 661 50 000

0,200 8500 100 000 84 661 94 442

150 000 84 661 99 769

50 000 85335 50 000

10000 100 000 85335 94 730

150 000 85335 99 815

Os valores dos restantes parametros desta tabela s80 0s seguintes: n, o nimero deintervaos detempo €4;C ,
aprestacdo anual constante €37 224; e, r , ataxadejuro € 0.075.

O objectivo desta seccéo foi atestar a viabilidade do modelo proposto neste trabal ho.
Através da andlise gréfica e numérica mostrou-se que os resultados alcangcados sdo
coerentes com a redidade financeira. NoO entanto, os mesmos carecem de analises
comparativas com outros trabalhos da area, devido abo modelo aqui proposto ter uma
abordagem diferente dos restantes estudos sobre esta matéria, nomeadamente no
desenvolvimento de uma solugdo fechada e da ndo consideracdo da taxa de juro como
variavel estocastica.
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4. Conclusao

Neste trabalho € desenvolvido um modelo de avaliacdo de activos hipotecéarios
comerciais, baseado na técnica de andlise de fluxos contingentes, capaz de melhorar o
actual estado da arte, através da obtencdo de uma solucéo fechada. O método utilizado
recorre aos principios formulados na avaliagcdo de opgdes e aplica-0s na determinacéo do
valor de um empreéstimo hipotecario. Os resultados obtidos sdo compativeis com aintuicdo
econdmica subjacente a natureza do contrato.

Este artigo pretende dar um pequeno contributo numa érea de investigacdo
financeira pouco explorada até ao presente: o desenvolvimento de solugdes fechadas para a
avaliacéo de activos hipotecarios. O modelo aqui desenvolvido constitui uma primeira
abordagem a um tema onde o nimero de estudos publicados é quase inexistente. No
seguimento deste trabalho, € possivel apontar algumas sugestBes para desenvolvimentos
futuros. Nomeadamente, sera desejavel o desenvolvimento de uma formula geral que possa
ser aplicada a qualquer nimero de intervalos de tempo e também o desenvolvimento de um
modelo cujo valor da hipoteca seja dado por uma solucdo analitica na qual o tempo seja
considerado continuo.

Espera-se que este trabalho tenha contribuido, de alguma forma, para a producéo de
avancgos num dominio financeiro pouco investigado até ao presente.
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