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Resumo

Nesta dissertacdo analisamos a Decomposi¢cdo em Valores Singulares e algumas
das suas aplicacgoes.

Comecamos por evidenciar o trabalho efectuado pelos matemdticos que mais
contribuiram para evolugdo deste tipo de decomposi¢do até a actualidade. De seguida, é
feita a exposicdo, demonstracdo de existéncia e interpretacdo geométrica da
decomposicdo em valores singulares, assim como também sdo evidenciadas algumas
das propriedades que fazem desta decomposi¢do uma das mais importantes € com um
maior nimero de utiliza¢des em diversos campos.

Posteriormente sdo expostas algumas das imensas aplicacdes da decomposicao em
valores singulares, nomeadamente na compressdo de imagens, na reconstru¢io e
reconhecimento facial, na recuperacdo da estrutura tridimensional, na recuperacdo de
informacao, na criptografia e na reconstru¢ao da matriz de expressao dos genes.

Palavras-chave: Decomposi¢cdo em Valores Singulares, reconhecimento facial,

recuperacao de informacao, criptogramas, expressao dos genes, compressao de imagens.
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Singular Value Decomposition and its applications

Abstract

In this thesis we study the main properties of the singular value decomposition and
some of its applications.

We begin with a short account of the history of the singular value decomposition.
After giving the existence theorem and the geometric interpretation, we present its main
properties.

The applications we show cover image compression, facial reconstruction and
recognition, 3D structure reconstruction, information retrieval, cryptography and
missing data retrieval in gene expression.

Key-words: Singular Value Decomposition, facial recognition, information retrieval,

cryptograms, gene expression, image compression.
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Capitulo 1

Introducao

O curso de mestrado, no qual esta dissertacdo se insere, tem como principal
objectivo o desenvolvimento profissional dos docentes de matemadtica dos ensinos
basico e secundério, através do aprofundamento da sua formacao cientifica.

Assim, pretendemos com esta tese, actualizar, aperfeicoar e complementar os
conhecimentos ja adquiridos, através da andlise de um tipo de decomposi¢do matricial
nio estudado na licenciatura. A decomposicdo matricial que vamos estudar é a
Decomposi¢ao em Valores Singulares.

A Decomposicdo em Valores Singulares, também designada por SVD', tem mais
de cem anos de existéncia. Este tipo de factorizacdo para matrizes quadradas foi
descoberta por Beltrami em 1873 e Jordan em 1874. A técnica foi posteriormente
estendida para matrizes rectangulares por Eckart e Young na década de 30 do séc. XX e
o seu uso ao nivel computacional deu-se a partir de 1960. Gene H. Golub e Charles F.
Van Loan também se tém debrugado sobre este tipo de decomposi¢do e demonstrado a
sua aplicabilidade com bastante sucesso em diversas dreas.

O estudo da Decomposicao em Valores Singulares é importante pois esta possui
propriedades muito interessantes no que diz respeito ao cédlculo de normas, a
determina¢do da caracteristica de uma matriz, assim como na resolu¢do de sistemas

lineares no sentido dos minimos quadrados. Devido as suas potencialidades, este tipo de

' Do inglés, Singular Value Decomposition.



decomposicao € muito utilizado na édlgebra linear e tem diversas aplicacdes, como j4 foi
referido atras.

A elaboracdo desta dissertacdo teve como base o artigo ‘“Singular Value
Decomposition, Eigenfaces, and 3D Reconstructions”, [1]. Este foca as principais
propriedades da Decomposi¢cdo em Valores Singulares e algumas aplicagdes como a
reconstru¢do e o reconhecimento facial e a recuperacdo da estrutura tridimensional a
partir de imagens num filme.

Nesta dissertacdo serd abordada a contribui¢do da Decomposicio em Valores
Singulares na compressao de imagens, na reconstru¢do e reconhecimento facial usando
faces préprias, na recuperacdo da estrutura tridimensional a partir de imagens de um
filme, na recuperacdo de informacdo, na criptografia e na reconstru¢do da matriz de
expressao dos genes.

O cardcter de interdisciplinaridade destes conhecimentos € importante quer para a
formacdo profissional, assim como para futura divulgacdao aos alunos, no sentido de
motiva-los para o estudo e interesse pela Matematica evidenciando aplicagdes praticas e
actuais.

De um modo geral, o auxilio da Decomposicao em Valores Singulares em todas as
aplicacdes atrds mencionadas, reside no facto de através desta decomposi¢ao matricial
se poder reduzir significativamente a dimensao do espaco inicial, podendo reter apenas
os dados que sdo mais importantes, desprezando os outros.

Neste trabalho comegamos por, no capitulo 2, evidenciar o trabalho efectuado pelos
matematicos que mais contribuiram para evolugdo deste tipo de decomposicido até a
actualidade.

Seguidamente é apresentada a decomposi¢do e a respectiva demonstracio de
existéncia, sendo depois feita a sua interpretacdo geométrica e estudadas as suas
propriedades, no que diz respeito ao calculo de normas e caracteristica de uma matriz,
condicionamento e resolugdo de sistemas lineares no sentido dos minimos quadrados.

Nos capitulos seguintes sao estudadas algumas aplicagdes deste tipo de
decomposicdo matricial, sendo referidos os conteidos considerados pertinentes para
expor a importancia da Decomposi¢do em Valores Singulares na resolucdo desses
problemas.

A primeira aplicac¢do, apresentada no capitulo 3, € a compressao de imagens. A

Decomposi¢do em Valores Singulares € utilizada como suporte para aumentar a rapidez



de descarga de imagens e poupanga de lugares na memoria de um computador. Para isso
utilizamos matrizes aproximadas, com caracteristica inferior.

No capitulo 4 estuda-se a reconstrucio e o reconhecimento facial. Nesta situagao, a
utilizagdo da decomposi¢cao dd um grande auxilio na constru¢dao de uma base ortogonal
para o subespaco que contém todas as imagens faciais.

A recuperacdo da estrutura tridimensional a partir de imagens de filmes, €
apresentada no capitulo 5. A ajuda da Decomposi¢ao em Valores Singulares € notdvel
para o calculo da caracteristica efectiva da matriz de observacao.

No capitulo 6, estudamos a Recuperacdao de Informacdo. Neste caso recorre-se a
decomposicdo para organizar os documentos pela sua relevancia de acordo com uma
pesquisa efectuada.

A descodificacdo de mensagens cifradas, um tema da criptografia, é estudada no
capitulo 7. A decomposicdo € utilizada no cdlculo de matrizes aproximadas com
caracteristicas um e dois para aproximar a frequéncia de cada letra no criptograma e
para fazer a separacdo das letras, respectivamente.

Por fim no capitulo 8, estudamos a determinacdo da expressdao dos genes.
Utilizamos a decomposi¢@o para calcular entradas em falta na matriz de expressdao dos
genes. Escrevemos os vectores que representam os genes com dados em falta como
combinacdo linear dos genes préprios significativos.

Neste trabalho, para além das referéncias citadas no texto, inclui-se também uma
bibliografia adicional, com outros materiais por nds consultados.

Para complementar a exposicdo das aplicagdes, a maioria dos capitulos vem
acompanhada de exemplos concretos da aplicacdo. Para isso foram elaborados

programas em MATLAB 6.5.






Capitulo 2

A Decomposicao

em Valores Singulares

2.1 — Introducao

Desde o século XVIII, a teoria das matrizes tem sido tema de estudo por parte de
diversos matematicos, [2]. A introducdo do conceito de matriz teve origem no
desenvolvimento dos determinantes, para determinar os coeficientes de sistemas de
equagoes lineares.

Uma das descobertas mais proveitosas foi a decomposicao matricial, para além da
SVD, a decomposicdo em valores proprios, a decomposicao LU e a decomposi¢dao QR,
sdo outras decomposicdes notdveis. A apresentacdo de matrizes nesta forma tem sido
muito utilizada para resolver diversos problemas.

Eugénio Beltrami (1835-1899), em 1873 deu um contributo notdvel para o
aparecimento da decomposicdo em valores singulares. A sua contribuicdo mais
importante € a primeira nesta area surgiu no jornal “ Journal of Mathematics for the use
of the students of the Italian Universities” e o seu principal objectivo era incentivar os
alunos para o estudo das formas bilineares. E de notar, a falta de generalizacdo e as
poucas propriedades enunciadas, para esta apresentacdo da decomposicdo em valores
singulares. Beltrami, neste trabalho considerou-a apenas para matrizes quadradas nao

singulares e tendo valores singulares distintos.



Um ano mais tarde, em 1874, Jordan (1838-1922), independentemente de E.
Beltrami, publicou o seu trabalho: ‘Mémoire sur les formes bilinéaires’ onde aparecem
os valores singulares para formas bilineares. Jordan reduziu uma forma bilinear para
uma forma diagonal por substitui¢des ortogonais.

James Joseph Sylvester (1814-1897) também demonstrou a decomposi¢cdo em
valores singulares, em 1889, para matrizes reais quadradas, tendo chamado
multiplicadores candnicos aos valores singulares.

Em 1907, Erhard. Schmidt (1876-1959), definiu os valores singulares no dominio
dos operadores integrais.

H. Weyl (1885-1955) em 1912, deu também um contributo importante para o

estudo dos valores singulares de uma matriz A, aproximada de A.

O desenvolvimento para qualquer tipo de matrizes foi realizado por Eckart e
Young em 1939.

Em 1965, Golub e Kahan introduziram a decomposicdo em valores singulares na
andlise numérica e em 1970 Golub propds um algoritmo para a sua computacdo que
ainda continua a ser muito utilizado actualmente. Surgiu também, em meados da década
de 70, [3] e nos principios dos anos oitenta [4] a Decomposi¢ao em Valores Singulares
Generalizada que tem bastantes aplicagcdes, nomeadamente na comparagdo de

sequéncias de ADN de dois organismos diferentes [5].

2.2 — Existéncia da Decomposicdo em Valores Singulares

Seja R™ ™" o espaco das matrizes reais de ordem mXn .

Defini¢io 2.1: Se A € R" *". Definimos a norma euclideana de A (também chamada

norma-dois) através de ||A|| , =max ||Ax|| -

Il =1

m X n

A decomposi¢do em valores singulares de uma matriz Ae R , € dada pelo

seguinte teorema:

mXn m X m

Teorema 2.1: Seja A € R uma matriz. Entdo existem matrizes U € R eVe

R™", ortogonais, tais que A=UXV", onde X=diag(s,0,,:-,0,)€R" ™" p = min

{mn}e 020p2---20,20.



Demonstracao: (ver, por exemplo, [6])

Seja”A"2 =0, ¢ sejamul(l)e R"™, vl(l) € R, tais que H uf””2 :Hvl(l)“z =le o uil) =Av§1).

Escolhamos agora vectores u(zl),...,u(l) e R" e vgl),...,v(l)

m

e R" tais que
A | ul(l) ugl) u,(,i) ] ev® =] ! vgl) v,(ll) | sejam ortogonais.

Entao temos:

T

U avO =g a0 a0 ay0]

n

A
= uz. [Glul(l) Al Av,(ll)] = { 01 vg }s A,
: 1
W

Como U e vWsio ortogonais, 0, = ||A||2 =||A1||2 e portanto

o 1
o =, = s JAd, =) 4 Lﬂm | > JoksmTm 20,

A desigualdade anterior sé pode ser satisfeita se w; = 0. A conclusdo € que

c R X @D @ ¢ gD x D) o

Repetindo agora o procedimento para B, , sejam U,

v,Pe R"D*@D griogonais, tais que

o, 0
Ul(Z)TBl VI(Z) _|©2 '
0 B,



Definindo entdo

1 1 0 ; ;
y® :{ 0(2)} e V@ = {0 V(z)} ,as matrizes U ) , V) ¢ A satisfazem
1

o, 0 O
U(Z)TU(I)TAv(l)V(Z) =10 o, 0
0 0 B,

Continuando da mesma forma para B; e assim sucessivamente, chegamos a conclusdo

que UTAV =X, 0 que demonstra o teorema.

Os valores ©; (i=1,---, p)s@o os valores singulares da matriz A. As colunas das

matrizes U e V sdo os vectores singulares esquerdos e os vectores singulares direitos

de A, respectivamente.

A SVD pode ser estendida ao conjunto das matrizes complexas, mas tal ndo sera
abordado nesta dissertagao.

Se m # n, a matriz X apresenta uma das seguintes formas.

Para m > n:
(o, 0 0 |
0 o, 0
Z: O n
0 0 0
0 0 0 |
Para m < n:
o 0 0 O 0
0 o, 0 O 0
Y= .
0 0 o O 0



2.3 — Determinacao da Decomposicao em Valores Singu-

lares

Como € facil de verificar,

AA'U =uzv'vE'u'u =uss’ (2.1)
e
ATAv=vE'uTuzv'v =vi'y, (2.2)
em que
ZZT:diag(0'12,0'22,...,0'12,,0,...,0)6 R™>™ (2.3)
e
ZTZ:diag(0'12,0'22,...,0'12),0,...,0)»5 R"™", 2.4)
sendo p = min {m,n}.
Um aspecto importante a ter em conta é que dada uma matriz A, ,, A" Aé uma

matriz simétrica e portanto € diagonalizdvel, sendo os seus valores proprios reais € nao

negativos e os vectores proprios ortogonais.

As colunas de U sdo os vectores préprios de AA” e as colunas de V sio os vectores
proprios de AT A. Além disso, verifica-se que os quadrados dos valores singulares de A
sdo os valores proprios de AAT e de ATA.

Como se viu atrds, A’A=VE'EV" o que implica que XY contém os valores
préprios de A" A e V contém os vectores proprios correspondentes.

Desta forma, obtemos a decomposicio em valores singulares de uma matriz,

resolvendo um problema de valores proprios.

Suponhamos que, de (2.2), j4 conhecemos os valores singulares e a matriz V. Falta

determinar a matriz U.

Sabemos que A = uzv! . Entio
AV =UL, (2.5)

ou seja,



(o, 0O 0 |
0 o, 0
A[v1 vz...vn]:[u1 uz...um] o 0 - o> (2.6)
0 O 0
10 0 0 |

(nocasode m>n).
Se efectuarmos a multiplicacdo das matrizes obtemos

[Av1 Av, - Avn]:[Glu1 Oy, ... OU ]. (2.7)

n-—n

Portanto,

=1, ..., k, (2.8)

onde k € a caracteristica de A.

No caso geral, se kK <m, é necessario acrescentar m—k vectores de forma a

obtermos uma base ortogonal em R".

2.4 — Interpretacdo geométrica da Decomposicdo em

Valores Singulares

Vejamos primeiramente o caso bidimensional, m=n=2.

Consideremos S, uma circunferéncia, a qual € aplicada uma transformacgdo do tipo

A=UzvT.

. X . A
Seja z :{ } , um ponto na circunferéncia S.

Az=UxVT;. (2.9)

Seja
w=VTz. (2.10)

10



Como V é uma matriz ortogonal, VT também é ortogonal, isto é, uma matriz de

rotacdo. Temos assim que, sem perda de generalidade,

cos@ —sinf || x
w=| | ) (2.11)
sin@ cos@ ||y

Esta transformagcdo € uma rotagdo (no sentido contrdrio ao dos ponteiros do

rel6gio) com uma amplitude @. Assim, quando aplicamos V' a circunferéncia S ela

roda de um angulo @, no sentido contrério ao dos ponteiros do relogio.

VT

-

’
N

Fig. 2.1 Rotagdo no sentido contrario aos ponteiros do reldgio

Continuamos agora, transformando S, depois de rodada, através de X . Como

o w
1M . A . .
VEZWZ{ }, vemos que a circunferéncia € transformada numa elipse cuja

O, W,

excentricidade é

Fig. 2.2 Transformacdo da circunferéncia numa elipse

11



Finalmente a aplicacdo de U a elipse f4-la rodar, em sentido contrario, de um

angulo 4.

Fig. 2.3 Rotag¢do no sentido dos ponteiros do reldgio

A transformacao € ilustrada nas figuras 2.1, 2.2 e 2.3 para uma circunferéncia
unitiriae o, =2 ¢ 0, =1.

Esta interpretacdo geométrica é naturalmente estendida ao caso em que S é uma
esfera unitdria em R". Neste caso, definimos uma hiperelipse (generalizacdo de uma
elipse) em R", como a superficie obtida por deformacédo da esfera unitédria ao longo das
direcgdes ortogonais u,, u,,...,u, de R™, de acordo com os valores a,,0,,":-,0,, -
Eventualmente, algumas destas quantidades podem ser nulas e assim pode obter-se uma

hiperelipse de dimensdo n num espaco de dimensdo m, onde m > n. Analogamente, os

vectores O;u; sdo os semi-eixos principais da hiperelipse e os valores singulares

0,,0,,,0, correspondem aos respectivos comprimentos.
2.5 — As normas euclideana e de Frobenius

Através dos valores singulares de uma matriz podemos facilmente calcular a sua

norma euclideana. Com efeito, facilmente se verifica que

4], =/ max |4]. (2.12)

onde (A" A) é o conjunto dos valores préprios da matriz A" A .

12



~ 2 . T ~
sdo os valores préprios de A" A e estdo ordenados por

Como vimos, 0"12, ...,O',f

ordem ndo crescente; logo de (2.12),

|4, =o,. (2.13)

Se agora atendermos ao facto que

4], = sup [Ax], . (2.14)

[+],=1

concluimos que o comprimento do maior semi-eixo da hiperelipse, referido no final do
subcapitulo 2.4, € igual a||A|| ”"

Se A € de ordem 7 e invertivel entao

HA—IH =L (2.15)
2 O-n
onde o, € o menor valor singular de A. Com efeito,
1 T SR 1 1
A7 =VE U ,com X =diag|—,--,—|. (2.16)
1 n

Outra norma que também pode ser calculada é a norma de Frobenius. Tal como
para norma euclideana, o calculo da norma de Frobenius estd directamente relacionado
com os valores singulares, como veremos mais a frente.

Dada uma matriz A, a norma de Frobenius €, por definicao,

N | =

m n 2
”A”F: ZZ‘“U‘ : (2.17)

= j=1

Note-se que ||A|| P = Jtr(ATA) , onde tr é o traco da matriz.

A norma de Frobenius € invariante através de transformagdes ortogonais, pois se Q é

04, =r(0A) (1)) =\ir(ATQ" Q) = Jir(aTA) =|a],.

uma matriz ortogonal,

13



Assim sendo, temos

Jal, =jusv| =[], = (o +. v, 218)

ou seja,

|A]> =0,* +...+0,%  p=minfm,n}. (2.19)

2.6 — A caracteristica de uma matriz

No que segue, designamos por car (A) a caracteristica de uma matriz A. Muitos
resultados da Algebra Linear sio apenas vilidos para matrizes com caracteristica
completa; no entanto, problemas que podem ocorrer, sobretudo a nivel computacional,
como erros devido a arredondamentos, fazem com que seja dificil determinar com
precisdo a caracteristica de uma matriz.

De seguida, vamos mostrar que a utilizacdo da decomposi¢do em valores singulares
€ uma solucdo para esse problema, por caracterizar eficientemente uma aproximacao de
matrizes de caracteristica definida. A base dessa solu¢do é o facto de o nimero de

valores singulares ndo nulos de uma matriz A ser igual a sua caracteristica.
De facto, se considerarmos os valores singulares de uma matriz A,

0,20,2---20,>0,,==0,=0, (2.20)

podemos reescrever a decomposi¢cdo em valores singulares de A na seguinte forma

reduzida:

o, 0

a-lv,u, ] N R (2.21)

mxr rxr

onde U, € R contém as

contém as primeiras r colunas da matriz U, ¥, € R

primeiras r colunas da matriz ¥ e vV, € R™" contém as primeiras r colunas da matriz V.

14



Por outro lado, como U e V sdo ortogonais, car (A) = car (UX VT) = car(2). Mas
visto que matriz 2 € uma matriz diagonal, a sua caracteristica € igual ao nimero de
elementos ndo nulos da diagonal e portanto a caracteristica de A é igual a r .

Repare-se que (2.21) pode ser escrita como a soma de matrizes com caracteristica

um, na forma
A=Y o, u; v, . (2.22)
j=1

Um aspecto que hd a salientar € que por vezes em determinadas aplica¢Oes existem
matrizes cujos valores singulares mais pequenos deveriam ser nulos, mas ndo o sao por
vérios motivos, nomeadamente devido ao ruido em experiéncias. E comum substituir
esses valores por zero, desprezando as suas contribui¢des, € considerar uma matriz

aproximada. Pode assim pensar-se em A, , (k < r) como uma boa aproximagdo a A,

sendo
L T
A=dou v, . (2.23)
j=1

De (2.22) e (2.23) verifica-se que A—A; € uma matriz com os valores singulares

C41s---» 0., logo, de (2.12)
|A-Ac], =0 (2.24)
(Claro que 0,,, =0,sek >r).

Este facto € apresentado pelo seguinte teorema.

Teorema 2.2: Seja A € R™™ com SVD como no teorema 2.1. Se k <r=car(A) e

k
Ak=Z¥5ujWTxmwcﬂgﬂA—ﬂz=MeAJ2=qﬂ.
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Demonstracao: (ver, por exemplo, [6])

Observe-se que, como UTAkV =diag(o,,...,0,,0,...,0), temos car(A,)=k e
UT(A-A,)V =diag(0.....0,0,,,.....0,) . Logo [A- A,|, = oy,

Suponhamos agora que car(B) =k , para alguma matriz Be R™". Entdo podemos
encontrar vectores x; ...,x, , ortonormais, tais que o nicleo de B € o espago gerado
por esses vectores.

O teorema das dimensOes mostra que <x1 N > m<v1,...,vk+l> = {0}.

Seja z um vector unitirio (norma dois) nesta intersec¢io. Como Bz=0 e

k+1
Az=Y0,v/2)u, temos
i=1

|A- B[ 2[(A-B) =|ad =S 020 2 2 02,
i=1

A matriz A, é a melhor aproximac¢do de A, no sentido da norma dois, de todas as
matrizes de caracteristica inferior a k. Portanto, se 6, for suficientemente pequeno, €

seguro considerar apenas k valores singulares. Neste caso diz-se que k € a caracteristica

efectiva da matriz A.

2.7 — Os quatro subespacos fundamentais

Sabemos que o nucleo da matriz A, N(A), é o conjunto de vectores x, tais que Ax=0,
e o espaco gerado pelas colunas de A, R(A), € o conjunto de vectores b para os quais
Ax = b, tem solugdo x.

Considerando as parti¢des das matrizes U e V como se viu em (2.21) podemos
afirmar que as colunas de U, formam uma base ortonormal para o espaco gerado pelas

colunas de A, ou seja uma base para R(A).

As restantes colunas de U, U formam uma base ortonormal para o ntcleo

(m—=r)

esquerdo de A; ou seja para o complemento ortogonal do espago gerado pelas colunas

de A, R(A)*=N(A").
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No que diz respeito as colunas de V,, estas formam uma base ortonormal para o
espaco gerado pelas linhas de A, ou seja para o complemento ortogonal do ntcleo de A,
N(A)*=R(A").

As colunas de V, formam uma base para o niicleo de A, N(A)=R(A")".

(n=r)

O seguinte esquema mostra os quatro subespacos fundamentais:

Fig. 2.4 - Os quatro subespacos fundamentais

Desta forma, tem-se que o niicleo de A corresponde ao complemento ortogonal do
espaco gerado pelas linhas de A em R" e o niicleo esquerdo de A corresponde ao
complemento ortogonal do espaco gerado pelas colunas de A em R™.

Se a matriz A tem caracteristica r, entdo o espaco gerado pelas colunas de A € igual
ao espago gerado pelas primeiras r colunas da matriz U, ou seja, R(A)=R(U,).
Observe-se que U, =AV.Z.'; entio R(U,)cR(A) e A=U,L V! implica
R(A)c R(U,);logo R(A)=R(U,).

Verifica-se também que o espaco gerado pelas linhas da matriz A € igual ao espaco

gerado pelas primeiras r colunas da matriz V, ou seja R(A")=R(V,).
De forma andloga ao caso anterior, V, = AU X" implica R(V.)c R(A") e
A" =V ¥ U!'implica que R(A") c R(V.):;logo R(A")=R(V,).

Os restantes vectores singulares formam as bases ortogonais para o nicleo de A e

. T
para o nucleo de A".
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Tendo em conta (2.21), verifica-se que o nucleo de A € igual ao espago gerado
pelas ultimas n - r colunas de V, pois esta particdo da matriz A implica que AV,_. =0;
logo R(V,_,)c N(A). Como V € uma matriz ortogonal, R(V,_, ) é o complemento
ortogonal, em R", de R(V,) = R(A");logo N(A) = RV, _,).

Verifica-se também que o niicleo de A” é igual ao espaco gerado pelas dltimas m - r

colunas de U.

De forma andloga, AU =0; logo RWU,,_,)c N(A"). Como U é uma matriz

m-—r

ortogonal, R(U, ,) é o complemento ortogonal, em R", de R(U,)=R(A); logo

N(A")=RU,,,).

Se usarmos a decomposi¢cdo em valores singulares de uma matriz A, podemos
facilmente obter as projeccdes ortogonais sobre os quatro espagos associados a A.

Assim, se A € uma matriz mxn, com caracteristica r, tem-se:

U, Uf é a projeccio sobre R(A); U, U & a projeccio sobre N(A")

m-—r m-—r

V. V,T é a projecgdo sobre R(A"); V. VnT_, € a projeccdo sobre N(A).
De facto, por exemplo, para a projeccdo sobre R(A) verifica-se que

RU.UNH=RA), U .U =W, UHUUH=UU"eWw U =U,U".

2.8 — Condicionamento da Decomposicao em Valores

Singulares

O nimero de condi¢do, K(A), de uma matriz Ae R™", relativamente 2 norma

euclideana, pode ser definido, em termos dos valores singulares, como:

Ky =ZmA oo o4y,
o (A) (2.25)
K(A) = +oo, se 0,,,(A)=0

Para o caso particular m = n, o ndimero de condi¢do mede o grau de singularidade

de uma matriz. Quanto maior é K(A), mais A se aproxima de uma matriz singular.
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Se considerarmos o problema da resolucdo de sistemas de equagdes lineares,

Ax=b, (2.26)

o nimero de condigdo, atrds definido, mede a sensibilidade da solu¢do x a alteragdes em

b.

Exemplo:

1.2969 0.8648 || x 0.8642
Ax=bes = .
0.2161 0.1441]| y 0.1440

2
A solugdo exacta deste sistema é x = { } .

0.9911

~ 10.86419999
—-0.4870

Se considerarmos b = , a solugdo obtida é x = . (Calculos
0.14400001

efectuados com o programa MATLAB).

Verificamos que uma pequena alteracdo no vector b, provoca um grande erro na
solugdo.
Para este exemplo, K(A)= 2.497292665336376><108, e o sistema ¢é mal

condicionado.

Na realidade demonstra-se que se Ax = b, A invertivel e b#0, (A+AA)y=b+Ab,

|a4]

<
[l &)

, entao

L P (llAA” +||Ab||]. (2.28)
SN 2

I
4]

No entanto, a determina¢do da decomposi¢do em valores singulares, para qualquer

matriz, € um problema bem condicionado, ou seja, pequenos erros relativos nos dados

produzem pequenos erros relativos no resultado.
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Sejam

A=ULV’
c
U=W+AU,onde W'W =1 e |AU|,<¢; (2.29)
V=Z+AV, onde Z'Z=1¢ |AV], <&; (2.30)
S=W'(A+AA)Z onde [A4], < ]4|, =0, (2.31)

As matrizes U, V e ¥ sdo as aproximagdes de U, V e X respectivamente. O valor
£¢é um pequeno multiplo da precisdo utilizada.
Tem-se, do teorema 2.2, que

O, = m,{gi)gk_l |A-B, ”2

= min |W"(A-B, )ZH2

min |W'AZ-W'BZ|
2

car (B, Y=k—1

= min |WTAZ- BH2

car(B)=k-1

min | (E-B)-W'(AA)Z

car(B)=k-1

2,
uma vez que WTAZ = -WT(AA)Z de (2.31).

Como HWT(AA)ZH2 < ¢£‘||A||2 =&0, e mrr(rggc_l Hik —BH2 =6, verifica-se que

| o, — &k| <é&o, = 8||A| os valores singulares de A

,»parak=1,...,p.Sendo o,,--,0,

e 6‘1,~--,6'p os valores calculados numericamente.

Concluimos assim que os valores singulares calculados 6,,:--,6, estdo préximos

dos valores singulares exactos. No entanto, a precisao relativa no cédlculo dos valores
singulares s6 € realmente boa para valores singulares ndo muito inferiores a o,. Isto tem

uma consequéncia pratica: se for encontrado um valor singular com ordem de grandeza
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proxima da precisdo da maquina ndo serd possivel dizer, com certeza, se ele € diferente
de zero ou ndo. Este facto pode gerar uma indeterminacdo acerca da caracteristica da

matriz A.

Exemplo:

Seja

[-1,4 -08 1.1  04]
03 06 -045 03

A=| 08 1.1 -095 055

-04 02 01 0.1
0.5 05 =05 0.25]

[2.8835 0 0 0
0  0.69684 0 0
=U 0 0 2.0386x107'° 0 vt
0 0 0 4.0255x107"
0 0 0 0 |

Os célculos foram efectuados com o programa MATLAB e tém precisdo
£ =12.2204x10""°; portanto, em termos praticos, nio se pode distinguir, de zero, os dois
menores valores singulares de zero. Assim, numericamente, a caracteristica de A é dois,

embora os valores singulares 6, e 6, nao sejam nulos.

Em geral, os valores singulares de uma matriz sdo a melhor forma de determinar
numericamente a sua caracteristica, mas, como ja se viu, esta sujeita a erros.
Quanto maior for £ e a imprecisdo na obtengao da matriz A (por vezes € obtida a

partir de resultados de experiéncias), mais incerta serd a determinagao da caracteristica.
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2.9 — Resolucdo de sistemas lineares no sentido dos

minimos quadrados

ayp v Ay
Consideremos o sistema de equagdes Ax = b, onde A=| : -, | € R™",
aml amn
Xy b,
x=|:|e R"e b=| : |e R". Para m# n, a matriz A é rectangular e como tal ndo
X, b,

tem inversa. No entanto, com o auxilio da decomposicio em valores singulares
podemos generalizar aquelas matrizes a no¢cao de matriz inversa.
Seja
Ae R™"talque A=UXV" e car(A)=r.
Podemos definir

o, O

r

A"=VX'U" ondeX’ =(i,...,l,0,...,0J e R™" (2.32)

A A" dé-se o nome de pseudo — inversa de A. E a tnica matriz que verifica as

quatro condicdes de Moore-Penrose:
i) AATA=A

ii) ATAAT = AT

iii) (AAT)" = AAT

iv) (ATA) =A"A.

No caso de A ser invertivel, A’ =A",

Calculemos agora a expressdo para A', sendo m > n e car (A) = n. Nesta situacio,

(A" A) é uma matriz invertivel.
Como (A"A) ' =(X'UTULV")) ' =(WX'zv") "' =V(E"L)'VT, verifica-se que
A'=VEU" =vE'EH'VIVEUT =V EE)VIVEUT =(ATA) AT, (2.33)
Por outro lado, se m<n e car (A) = m, a matriz (AA”) é invertivel e constata-se

que (AA")" =EV'VEU) ! =W EL'UN) ! =UEE) U,
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Daqui resulta que

AT=vIUuT =vx'uTu "' 2 U =vx'uT U )'U" = AT (AAT)". (2.34)
a) A matriz A tem caracteristica completa

Comecamos por considerar o caso em que m>n e car (A) = n, ou seja, A tem
caracteristica completa. Nesta situa¢do o sistema possui um maior nimero de equacodes
do que incognitas, € por isso sobredeterminado.

Em geral b¢ R(A) por isso o sistema nio tem solugdo. E necessario encontrar uma
solugdo aproximada. Como Ax—b # 0, consideramos
r=Ax->b, (2.35)
o residuo. Pretendemos encontrar % = x,,, que minimiza o comprimento desse vector.

A X =x,, chama-se solucdo aproximada no sentido dos minimos quadrados de

Ax=b.

Calculemos
? =|Ax=b|’ = (Ax—b)" (Ax—b) = x" A" Ax—2b" Ax+b"b . (2.36)
|| ||2 2

Determinemos agora o minimo de (2.36). Para isso, temos de resolver

AAax—p)" (Ax-1)] .
ox, -

l

,i=1, ..., n. (2.37)

Se juntarmos as n derivadas parciais numa Unica equacao obtemos

2x"ATA-2b"A=0, (2.38)
ou seja

ATAx=A"b. (2.39)

Como A,x, (m > n) tem caracteristica completa, A" A ¢ invertivel e temos

(ATA) AT Ax=(ATA) ' ATD, (2.40)
Xyo =(ATA)'ATD, (2.41)

ou seja
Xyo =A'D. (2.42)
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Analisemos agora o caso em que m<n e car (A) = m, tendo portanto A
caracteristica completa.
Nestas circunstancias o sistema Ax = b tem mais varidveis do que equacdes, ou

seja, € indeterminado. Existe um ntimero infinito de solug¢des, como tal procura-se a

solucdo de norma minima. Pretende-se encontrar uma solu¢do x,,, que minimize ||x||2 .

A solucao de norma minima € dada por

x=ATb=A"(AA") b, (2.43)
b) A matriz A tem caracteristica incompleta

No caso da caracteristica ser incompleta, isto €, car(A) < min(m,n), o sistema &

indeterminado. Nesta situacdo hd um nimero infinito de solugdes, é necessario procurar

a solucdo de norma minima. Essa solugdo é

Xy = Y v, (2.44)

sendo r € a caracteristica de A.

A expressio (2.44) minimiza ||Ax—b||ze tem a menor norma dois e
[Axy, —b]s = 3 @!B)* . 161,
i=r+l

De facto, para qualquer xe R"e o=V " x temos:

|ax—bl; =|w" AVYVTx)-U B[, =|Ea-U"4]

=Y(0, @ -u'b)’ + Y.(u’b)’
i=1

i=r+l

i

T
. ~ u;
Se o vector x resolve o problema dos minimos quadrados, entdo ¢, =| —/— |, para

i=1,...,r. Se considerarmos & =0 para i = r +1, ..., n, entdo verifica-se que x tem

norma dois minima.
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Capitulo 3

Compressao de 1magens

3.1 — Introducao

Desde ha alguns anos sdo bastantes as dreas onde existe a necessidade de transmitir
imagens de uma forma adequada. Existem varias técnicas para o fazer. Uma muito
utilizada € a que faz uso da decomposi¢ao em valores singulares.

A transmissdo de imagens, dependendo da sua resolug@o, pode tornar os sistemas
de transmiss@o pouco eficientes. Para solucionar este problema, sdo utilizados recursos
de compressdo que visam reduzir o tempo de transmissdo, diminuindo o espago
necessario para armazenamento das imagens estdticas ou video. Neste ambito, a SVD
pode ser utilizada para transmitir uma imagem de forma adequada.

No entanto, deve ter-se sempre em consideracdo a possibilidade de perda de
qualidade da imagem. Esta perda de qualidade por vezes é imperceptivel a olho nu e
dependendo do fim a que se destinam as imagens o sistema de transmissao pode ou nio,

ser eficiente.

3.2 — Representacao de imagens

Computacionalmente as imagens sdo geralmente representadas através de matrizes.

A posicdo de cada pixel na matriz corresponde a sua posi¢cao no plano da imagem e a
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intensidade de cada pixel é representada pelo valor de cada entrada na matriz. Assim,
dada uma imagem, o computador faz a sua leitura armazenando os dados numa matriz.
Se a imagem estiver a preto e branco, cada pixel é substituido pelo nimero 0 (zero) ou
pelo nimero 1 (um); caso a imagem esteja em ‘grayscale’- escala de cinzentos, cada
pixel é substituido por um nimero real no intervalo [0, 1] ou por um nimero inteiro no
intervalo [0, 255], onde O corresponde ao preto e 255 ao branco puro.

No que diz respeito a imagens coloridas, a informacdo transmitida ¢
multidimensional. O espago de cor usado pela maioria dos computadores é o espago
tridimensional RGB?. Neste caso, cada pixel pode ser representado por um vector
tridimensional onde cada componente representa a intensidade de cada uma das cores
primdrias: vermelho, verde e azul.

Neste trabalho as imagens serdo convertidas para uma escala de cinzentos, usando
o comando rgb2gray, no programa MATLAB.

Nas situagdes em que se trabalha com muitas imagens € conveniente que, apos a
leitura da imagem, a matriz seja transformada num vector. Esta transformacgdo tem
como objectivo reduzir a complexidade computacional.

Cada imagem, com resolu¢do m X n, é considerada inicialmente como uma matriz
de dimensdo m X n. Depois de efectuada a vectorizagcdo, a imagem corresponde a um

vector num espago de dimensao m n.

_PH_
_Pll P12 Pln ] P21
Py Py b, P
Imagem — —
(Resolug@o m X n) - P12
_Pml Pm2 Pmn_an P22
L dmnxi

Fig. 3.1 — Leitura e vectoriza¢do de uma imagem

O processo de vectorizagdo pode ser feito de diversas formas. Os pixeis podem ser
organizados de maneira que uma coluna da matriz original fique disposta apds outra,
como se pode observar na figura 3.1, ou uma linha apds outra ou ainda uma ordem
definida por uma fungao especifica.

No caso do reconhecimento e reconstru¢do facial apresentados no capitulo 4,

algumas das imagens t€ém uma resolugdo de 256 x 256. Quando € efectuado o processo

2 Red Green Blue
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de vectorizagdo como exemplificado no esquema da figura 3.1, cada imagem ¢ referida
como um vector num espaco de dimensao 65536. Assim, este espaco vectorial pode

descrever todas as imagens que t€ém a mesma resolucao.

3.3 — A utilizacdo da SVD na compressao de imagens

A SVD pode ser ttil na transmissdo de imagens no sentido em que a matriz inicial
pode ser aproximada de uma matriz com caracteristica inferior, tal como foi visto no
capitulo anterior.

De seguida apresentamos um exemplo com uma fotografia com resolugdo

1536x2048.

Fig. 3.2 - Biblioteca Central da Universidade do Algarve

Consideremos A como sendo a matriz que resulta da leitura da imagem. Facamos

k
. . ~ . . - _ T
depois uma aproximagdo do tipo: A= A, = ZIO']. u;v; .
i

1536 x 2048
R % e tem

A matriz que corresponde a imagem € uma matrizA e
caracteristica completa 3

Elabordmos um programa em MATLAB que apds a leitura da imagem da figura
3.2 converte-a numa imagem em escala de cinzentos. Posteriormente, calcula a SVD da

matriz que representa a imagem e faz aproximacdes do tipo acima referido.

? Célculo efectuado no programa MATLAB
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Vejamos algumas dessas aproximacgdes através de matrizes com caracteristica inferior e

igual a 1536.

Fig. 3.3 — Imagem obtida para k = 10 Fig. 3.4 — Imagem obtida para k = 30

Fig. 3.5 — Imagem obtida para k = 40 Fig. 3.6 — Imagem obtida para k = 100

Fig. 3.7 — Imagem obtida para k = 1536
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Verifica-se que a nitidez vai aumentando e que, para valores de k préximos de 40,
ja se obtém uma boa aproximacdo da imagem original. Isto é devido ao facto de os
primeiros valores singulares conterem a informagao essencial.

No gréfico 3.1 estao representados os primeiros cem valores singulares de A.

1200 T T T T T T T T T

1000 .

g00 H .

600 | .

400} .

200 - .

0 10 20 30 40 50 60 70 g0 80 100

Grifico 3.1 - Os primeiros cem valores singulares de A

Constata-se que os valores singulares decrescem rapidamente e que o 60° valor ja
estd proximo de zero, enquanto que o 1° é cerca de 1000. Dai resulta que basta
considerar os primeiros valores singulares, por exemplo apenas 40, para obter uma boa
aproximacao da imagem inicial.

A qualidade da aproximacdo A;, com respeito a A, pode ser quantificada [7],

através do erro relativo,

g=Zkel (3.1)
oy
e do raio de compressao,
LI (3.2)
mn
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O erro relativo, ¢, caracteriza os valores singulares dominantes, os que nao podem
ser ignorados, caso contrdrio a imagem perde por completo a qualidade.

Verifica-se que a imagem comeca a perder qualidade para valores superiores a 107
e para valores superiores a 10 a qualidade da imagem é realmente pobre.

O raio de compressao relaciona a quantidade de armazenamento requerida para Ax
com respeito a necessdria para A. Como se pode observar o raio € menor que a unidade

mn

SO sek < .
m+n

Na tabela 3.1 estdo listados, para alguns valores de k, os valores singulares, o erro

relativo e o raio de compressao.

k o £ r

1 1002.9706 1.7629 x 10! 1.1393 x 107

5 64.3929 5.0022 x 1072 5.6966 x 107
10 30.5557 27162 x 1072 1.1393 x 1072
15 21.8884 2.0579 x 102 1.7090 x 107
30 11.6811 1.1486 x 1072 3.4180 x 107
40 9.0650 8.8138 x 10~ 45573 x 107
100 4.3309 42574 % 107 1.1393 x 10!
500 0.6471 6.4389 x 10 5.6966 x 107
1000 0.1171 1.1566 x 10* 1.1393
1500 0.0202 1.9841 x 107 1.709

Tabela 3.1 — Valores singulares, erro relativo e raio de compressdo para a figura 3.2

Verifica-se um grande decréscimo logo nos primeiros valores singulares, o que
indica que, de facto, sdo estes os mais importantes. No entanto observe-se a primeira
aproximacao que foi feita a imagem, considerando apenas os primeiros dez valores
singulares. Nao se consegue verificar de que imagem se trata, mas de facto a informacgao
principal esta 14. Ao considerarmos por exemplo mais vinte valores singulares jd nos
conseguimos aperceber de que imagem se trata, depois a medida que se acrescentam
mais valores singulares, outros detalhes sdo acrescentados a imagem.

Este procedimento € bastante utilizado na Internet para descarregar fotos,
diminuindo o tempo de espera por parte de utilizador e ao mesmo tempo poupando
lugares na memoria do computador. Por vezes também ¢ utilizado para transmitir
imagem de satélites para a Terra.

Este método tem ainda outras aplicagdes, por exemplo pode-se também modificar

apenas uma parte da imagem representada pela matriz A, para isso basta parti-la
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adequadamente e aproximar a submatriz correspondente por uma matriz de
caracteristica inferior. Para a imagem do exemplo anterior, por exemplo, pode-se querer
ver com alguma definicdo a entrada da biblioteca e o resto da imagem pode ter menos

nitidez.

Fig. 3.8 — Biblioteca (entrada com mais nitidez do que o resto da imagem)

Dada uma matriz A correspondente a uma imagem que se pretende transmitir, a

ideia € dividir a matriz em blocos, como por exemplo se apresenta a seguir:

Posteriormente aplica-se a SVD a cada um dos blocos. Nesta fase dever-se-4 ter em
conta que podemos escolher a caracteristica que se considere necessdria para cada um
dos blocos. Isto de forma a transmitir a imagem com a qualidade que se pretende

ocupando o menor espago possivel na memoria do computador.
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Isto significa que os valores singulares nulos podem ser ignorados porque ndo
transmitem qualquer informacdo acerca de A.

Foi elaborado um programa em MATLAB para comprimir imagens por blocos,
como se pode observar na figura 3.8. Utilizdmos cinco blocos como mostra o esquema
anterior e considerdmos caracteristica 2 para todos os blocos, a excepcdo do bloco As,
para o qual considerdmos caracteristica 40. Este ultimo, por ter maior caracteristica
corresponde a parte da imagem com maior nitidez.

O programa pode ser consultado no Anexo B.
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Capitulo 4
Reconstrucao e reconhecimento

facial

4.1 — Introducao

Um dos sistemas de identificacio mais usados, e aquele a que, por enquanto,
estamos mais habituados, € a utilizacdo de senhas / c6digos (password/ PIN). Todos os
dias o utilizamos quando, por exemplo, efectuamos operacdes bancdrias em madaquinas
automdticas. Mas este, € um sistema que é facilmente corrompido. Todavia, este tipo de
identificacdo de pessoas associado a um eficiente sistema de detec¢do facial é uma
op¢ao pouco evasiva uma vez que nao requer uma acg¢ao especifica do utilizador.

O reconhecimento facial, que pertence a drea da biometria, é uma das solucdes
possiveis, tendo o seu desenvolvimento automdético comeg¢ado em meados dos anos
setenta, do século XX.

Para além do reconhecimento facial hd outros sistemas biométricos para
identificacdo de pessoas, como por exemplo, o reconhecimento da impressao digital, da
retina, da iris, da voz, ou da dinAmica da escrita manual.

A face humana apresenta um problema interessante a nivel computacional pela sua
imprecisdo e complexidade. As faces t€ém a sua estrutura geral, a qual se acrescenta a

originalidade dos detalhes e dos tracos, a cor da pele, a adicdo de acessoérios, como
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Oculos escuros, os quais propdem situacdes amplamente variadas que normalmente nao
sdo vistas em outras aplicagdes de processamento de imagem e de reconhecimento. Dai
o interesse em fazer o reconhecimento de pessoas através da sua face.

Os sistemas de reconhecimento facial, que permitem comparar uma imagem facial
com um conjunto de imagens armazenadas, transitaram do laboratdrio para a realidade e
sdo bastante utilizados, para fazer face as constantes exigéncias da sociedade. Por
exemplo, actualmente, uma delas é o combate ao terrorismo. A pressdao da sociedade
implicou um répido desenvolvimento de algoritmos e da tecnologia.

O reconhecimento facial foi escolhido como um problema de visdo computacional
no inicio dos anos setenta, tendo progredido bastante devido aos contributos de Kirby e
Sirovich [8] e mais tarde Turk e Pentland [9].

Naquela altura, o interesse em identificar faces estava nos padrdes e determinados
tracos faciais; com o passar do tempo, desenvolveu-se para criar um conjunto de faces
que combinadas podem formar qualquer face, prestando atencdo assim as variacdes
matematicas entre as faces das pessoas e ndo as suas caracteristicas.

Actualmente, o desafio tecnolégico ndo estd em lembrar-se de muitas faces mas
sim tentar diferenciar as pessoas numa grande base de imagens (porque quanto mais
individuos forem, menos diferenciados eles sio).

Deste modo, na identifica¢do facial compara-se uma imagem de entrada (imagem
de teste) com um conjunto de imagens (conjunto de treino) e verifica-se qual destas € a

melhor aproximagdo da outra.

4.2 — Conjunto de treino

z

O conjunto de treino ¢ um conjunto de imagens faciais escolhido para ser
representativo de todas as faces que um sistema pode encontrar.

A construgdo deste conjunto é um passo muito importante em todo o processo de
reconhecimento e reconstrucdo facial, pois caso este conjunto nao seja bem construido
os resultados obtidos nao serdo os melhores [10].

Para a obtenc@o do conjunto de treino € necessario que as faces sejam normalizadas
no que diz respeito a posi¢ao, tamanho, orientacdo, e luminosidade, isto &, todas as faces
devem estar na mesma posicao, ter 0 mesmo tamanho, etc. Existem processos para fazer
a normalizacdo das faces mas que ndo serdo aqui explorados; parte-se do principio que

todas as faces no conjunto de treino estdo normalizadas.
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Naturalmente, nem todas as faces estdo incluidas no conjunto de treino, podendo
até haver alguns individuos que sdo tdo unicos que o sistema nao consegue abranger.

H4 dois tipos de sistemas de reconhecimento facial: o sistema em tempo real (pode
ser visto um exemplo em [11]), em que sdo armazenadas varias imagens de uma pessoa
numa base de dados, e o sistema em tempo ndo real, onde é armazenada apenas uma
imagem por pessoa.

Neste trabalho efectuaram-se testes de reconhecimento com os dois tipos de
conjunto de treino atras referidos.

Para o sistema em tempo ndo real, construimos o ‘Conjunto de Treino 1’°, com
uma imagem facial por pessoa. Este conjunto é constituido por 150 imagens faciais,
cada uma com resolucdo 256x256. As condi¢des de luminosidade sdo idénticas e foram
retirados o fundo e o cabelo das fotos. Na figura 4.1 podem ver-se exemplos de faces
neste conjunto de treino. Estas imagens faciais podem ser encontradas em

http://www.stat.ucla.edu/~sczhu/Courses/UCLA/Stat_231/Face_modeling.html.

Fig.4.1 - Exemplos de imagens faciais no ‘Conjunto de Treino 1’
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Para o sistema em tempo real temos o ‘Conjunto de treino 2’°, com 10 imagens
faciais por pessoa (mais expressdes faciais e diferentes angulos de observacdo). As
condi¢des de luminosidade sdo diferentes, as expressdes faciais variam e por vezes hd a
utilizacdo de aderecos (6culos). Foram escolhidas imagens de 9 pessoas, cada uma delas
tem resolugdo 112x92. Temos na figura 4.2 exemplos de imagens de 3 faces diferentes
neste conjunto de treino, com 5 fotografias cada. Estas imagens podem ser encontradas

em http://www.cl.cam.ac.uk/research/dtg/attarchive/facedatabase.html.

Fig.4.2 - Exemplos de imagens faciais no ‘Conjunto de Treino 2’

4.3 — Faces proprias

Actualmente existem vdrias técnicas para se fazer o reconhecimento facial de uma
pessoa. De entre as diferentes técnicas, destaca-se a das faces proprias, também
conhecida por eigenfaces. Este método surgiu devido aos contributos de Sirovich e

Kirby [8] em 1987, tendo sido desenvolvido mais tarde, no MIT Media Lab4, por Turk e

* Podem ser vistos alguns trabalhos em http://www.media.mit.edu/.
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Pentland [9] em 1991. Presentemente € uma das praticas com maior sSucesso no
problema do reconhecimento facial.

A técnica das faces prOprias consiste no seguinte: de um conjunto inicial de
imagens faciais num certo espago (de imagens), encontrar um subespaco que seja
representativo de todas as faces, ou seja, que preserve a informagdo mais significativa
Este procedimento consiste na extrac¢do das caracteristicas relevantes contidas numa
imagem facial, de modo a representd-la o melhor possivel.

Como se viu no capitulo 3, cada imagem bidimensional, com resolucdo m X n,
depois de passar pelo processo de vectorizagdo, pode ser considerada como um vector
(ou um ponto) num espago de dimensao mn. Ao utilizarmos a técnica das faces proprias,
aplica-se este procedimento a todas as imagens do conjunto de treino. Obtemos assim p
vectores de dimensdo mn, sendo p o numero de imagens no conjunto de treino. O
espaco gerado por estes vectores € designado por espaco de faces. As faces proprias sao
vectores ortogonais que formam uma base para o espago de faces.

Noutros sistemas, € necessdrio caracterizar as faces e, para tal, tem de se verificar a
presenca de caracteristicas faciais tais como olhos, nariz, boca, sobrancelhas. Perante a
utilizacdo de faces prdprias, sem analisar as caracteristicas faciais separadamente,
analisa-se a variacdo dos valores assumidos pelos pixeis num conjunto de imagens
faciais.

As faces proprias podem ser obtidas através de uma técnica conhecida por Anélise
de Componentes Principais [12].

A Analise em Componentes Principais tem como objectivo reduzir a dimensao do
espaco original, através da eliminacao das varidveis de menor variancia.

Neste caso em concreto, da reconstru¢do e reconhecimento de faces, os vectores
que representam as faces, sdo reescritos noutro sistema de eixos mais conveniente para a
sua andlise. Estes novos vectores sdo as componentes principais e as suas coordenadas
sd0 uma combinacdo linear das coordenadas dos vectores originais. Para além disso, sdo
ortogonais entre si e ordenados em termos de quantidade de variincia dos dados. Isto
significa que se os dados estdo muito afastados uns dos outros a variancia é grande e a
estes € associado a primeira componente principal; caso estejam préximos, a sua
variancia é menor e estd-lhes associado outro vector. Assim sendo, o primeiro vector
encontra-se na direc¢do de maior variancia. Portanto, a primeira componente principal
contém mais informacao acerca das faces do que a segunda componente principal, que

ndo abrange informagdes contempladas anteriormente e assim sucessivamente.
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Tendo em conta que os eixos sdo ortogonais verifica-se que a correlagcdo entre as
componentes principais € nula.

O numero de total componentes principais, ou seja, de faces proprias € igual ao
numero total de vectores originais e apresenta a mesma informacao que estes vectores.
Porém, este método permite a redu¢do do nimero total de varidveis, uma vez que as
primeiras componentes principais contém normalmente mais de 90% da informagdo
estatistica dos dados originais.

Verifica-se que esta técnica reduz o numero total de varidveis quando existe
redundancia nos dados, ou seja, perante dados correlacionados.

Para averiguar a existéncia ou ndo de redundancia deve analisar-se a matriz de

covariancia.
4.3.1 — A matriz de covariancia

As imagens faciais, por vezes, sdo dificeis de serem reconhecidas, pois todas
possuem basicamente a mesma estrutura. E devido a esta semelhanca entre as faces
humanas que elas possuem uma grande correlacdo. Portanto cada pixel € correlacionado
com os outros pixeis. Tal como foi referido anteriormente, esta correlacdo pode ser
verificada através do estudo da matriz de covariancia.

Sejam f.,onde j=1,...,n, os vectores que, depois do processo de vectorizacao,

referido no capitulo 3, representam n faces. Temos assim uma distribui¢do de vectores,

cuja matriz de covariancia € dada por:
1

c=-3(f,-a)lf,~af, (@.1)
j=1

1 . Lo
onde a = —Z f; € amédia das n faces.
j=l1

Considerando x; = f; —a, normalmente designado por caricatura da face j — a

versao do desvio ndo normalizado, podemos reescrever C na forma:

C=Xxx", 4.2)
onde
1
X=T[x1 xz...xn]. 4.3)
n
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Quando calculamos a covariancia das faces interessa-nos investigar a correlacdo
entre esses vectores.
Geometricamente procuramos a direc¢do que melhor se aproxima dessa

distribuicao de vectores, ou seja procuramos a direc¢do u tal que:

" _Z( ¢4

Tendo em conta a matriz de covariancia escrita na forma (4.2) é possivel reescrever

(4.4) como:
I = max (uT Cu). 4.5)

=t

Uma vez que C € uma matriz real e simétrica, é diagonizdvel com uma matriz

ortonormal U

C=UAU.", (4.6)

onde A, =diag(4,...,4,),com A; ordenados por ordem decrescente. Os 4, sdo todos

positivos ou nulos.

Assim,
p=max (u" UAU" u)=max (A ). @.7)

Como U . é ortonormal e y = U " u, sabemos que ||y||2 = ||u||2 =1, temos de calcular

[ = max i/’ti|yi|2, (4.8)

Iylh=1 45
tendo em conta que
m
2
D=1 4.9)
j=1
Logo u=4, ey=e, =1 o ... o].
Como u=U,y=U, e, a direc¢do de maxima variacdo u € exactamente o vector
préprio u, da matriz de covariancia C, que diz respeito ao maior valor préprio A, . Desta

formaA, mede a variagéo na direc¢do de u, .
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Procurando a direc¢do de méaxima variacdo ortogonal a u,, temos de calcular (4.5),

mas desta vez sujeito a (4.9) e a elT y =0. Isto implica que a primeira componente de y

tem de ser nula. Entdo segue-se que (4.8) € calculado sujeito a Z| yl.|2 =1. Isto leva-
j=2

nos a y=e, =[O 1 0 - O]T,ouseja,u =U.e,=u,, o vector proprio de C
correspondente ao segundo maior valor préprio.

Continuando neste sentido concluimos que o primeiro vector préprio da matriz de
covariancia C aponta na direc¢do da variacdo maxima, e o valor proprio correspondente
mede a variacdo nessa direccao, isto €, a variancia nessa direc¢do. Os restantes vectores
proprios apontam em direc¢des de méxima variacdo ortogonal as anteriores direccoes e
os valores proprios continuam a medir as variagdes.

Todavia, neste trabalho, utilizamos a funcdo svd.m do MATLAB para calcular

numericamente a decomposi¢io em valores singulares.

4.3.2 — Determinacao das faces proprias

Para o cdlculo das faces proprias € necessario encontrar uma base ortonormal para

0 espago gerado pelos x; , ou seja, uma base para R(X). Esses vectores sdo depois

utilizados para a reconstrucdo de qualquer face, quer a face pertenca ou nao ao conjunto
de treino. A base € constituida pelas colunas da matriz U. No entanto, lembremos que
esses vectores correspondem aos vectores proprios de XX ; assim sendo basta calcular
a decomposicdo em valores proprios da matriz de covariancia C.

Encontrados os valores proprios, sabemos que os valores singulares se obtém da

seguinte forma:

Gi:'\/zia l:L’p

onde o, sdo os valores singulares e A, os valores proprios da matriz de covaridncia.

Desta forma tomamos os primeiros k vectores préoprios associados a valores
proprios ndo nulos e assim obtemos a base, cujos vectores constituintes sao as faces

proprias.
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Um aspecto importante a focar no reconhecimento facial, nomeadamente no

calculo das faces proprias, é a média das faces que € subtraida a todas as faces.

Figura 4.3 - Média das faces do ‘Conjunto de Treino 1’

A média pode ndo ser subtraida, o que pode trazer vantagens nalgumas situagdes e
desvantagens noutras. A vantagem € que certos aspectos da andlise das imagens poderdo
ser facilitados, uma vez que a média ndo tem de ser considerada a parte. No entanto,
qualquer imagem ¢é representada através de um vector constituido apenas por elementos
ndo negativos (intensidade dos pixeis) e, de um modo geral, situa-se longe da origem.
Subtraindo a média a todas as imagens significa retirar os elementos que sdo comuns a
todas as faces e assim estamos a tratd-las de forma uniforme e com mais vantagens pois
se a média representar um grande desvio da origem nds, ao subtrairmo-la, temos maior
facilidade no tratamento dos dados. Mais ainda, subtraindo a média asseguramos que os

desvios normalizados da média da face dados por:

X, =%, (4.10)
onde
1 2
> ==Y|f -4 (4.11)
nj= 2

sdo proximos de zero, que € uma propriedade muito util para alguns algoritmos
baseados em faces préprias,[13]. Outra vantagem da subtrac¢do da média € que se
compararmos as caricaturas das faces podemos observar a variacdo entre as faces e nao

das imagens gerais [14].
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Neste trabalho para efectuarmos a reconstrucdo e o reconhecimento facial, utilizaremos
a versdo dos desvios normalizados.

Vejamos uma face do conjunto de treino e a mesma sem a média:

Fig. 4.4 — Imagem no ‘Conjunto de Treino 1’ Fig. 4.5 — Imagem 4.4 sem a média

I[Facell ,=113.0951 I[Face-Médiall , = 23.9064

Verificamos que quando se subtrai a média a uma face esta fica mais préxima da

origem, como foi referido atrés.

0.45 T T

0.4 4

0.35F .

031 -

0.25 .

021 -

|
0 50 100 150

Griéfico 4.1 — Os valores singulares da matriz de faces do ‘Conjunto de Treino 1°,

subtraindo a média

42



Nos gréficos 4.1 e 4.2 estdo representados os valores singulares calculados para a
matriz de faces do ‘Conjunto de treino 1° subtraindo a média e sem a subtrair,

respectivamente.

0.9} .

0.8 .

0.5 .

D4H .

0.3 H .

0.1 L :

0 50 100 150

Gréfico 4.2 — Os valores singulares da matriz de faces ‘Conjunto de Treino 1°,

sem subtrair a média

Para complementar esta andlise, calculimos também o decréscimo de cada valor
0, — 0,

o.

1

singular relativamente ao anterior, , € ainda relativamente ao primeiro valor

0, —0;

singular,
O-l

Verificamos que quando ndo se subtrai a média, o segundo valor singular,
relativamente ao primeiro, decresce mais rapidamente. No entanto os valores singulares
seguintes decrescem mais lentamente.

Nas figuras 4.6 a 4.11 podemos visualizar as faces proprias associadas aos valores

singulares 0, 0,,0,,, Oy, O4 € O}so-
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Fig. 4.6 - 1* face propria Fig. 4.7 - 2* face propria

Fig. 4.8 - 40° face propria Fig. 4.9 - 100* face propria

Fig. 4.10 - 149" face prépria Fig. 4.11 - 150" face propria
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4.3.3 — Reconstrucao facial

Uma aplicacdo possivel das faces préoprias € a reconstrucdo facial. Uma vez que um
vector que representa uma imagem facial é projectado num espaco de dimensao inferior,
entdo esse vector pode ser escrito como combinagdo linear dos vectores da nova base.
Desta forma podemos reconstruir faces.

Assim, qualquer face pode ser representada exactamente em termos de uma
combinacao linear de faces proprias ou pode também ser aproximada usando apenas as
“melhores” faces prdprias, que sdo aquelas que correspondem aos maiores valores
singulares e que sdo as que apresentam maior variacdo dentro do conjunto das imagens
faciais.

De um modo geral, chama-se representacdo através de faces proprias a melhor
aproximacao de uma face em termos de faces proprias.

Dadas as faces proprias u,, u,,...,u, € os coeficientes y,, y,,...,y, pode obter-se a
representacdo de uma face através da soma da média com uma combinacdo linear das

faces proprias:
fzyl u+y,u,+...+y, u,+a (4.12)

Vejamos um exemplo da reconstru¢cdo de uma face do conjunto de treino. Para

efectuar essa reconstrucao utilizaram-se quarenta faces proprias, isto é, v =40:

~ 40
f=f=2yu +a.
i=1

O resultado pode ser visualizado na pagina 46.

Dado o vector y = [yl yv] eamatriz U, = [u1 ...uv], entdo a relacdo (4.12) pode

ser escrita na forma

f=Uy+a. (4.13)

Isto significa que precisamos apenas de utilizar v faces prdprias e os respectivos

coeficientes para representar f .
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Face Original Face Reconstruida

=-0.3332 + 0.3201 +...-0.0647

Meédia das faces

1* face prépria 2% face prépria 40 face propria
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No exemplo anterior v =40; utilizdimos menos de um ter¢co de todas as faces
proprias. Portanto esta representacdo ¢ mais eficiente do que se tivéssemos utilizado
todas as faces proprias, ou seja, se considerdssemos a imagem original.

Segue-se entdo de (4.13) que

~

f-a=U,y, (4.14)

ou seja,
y=0,"(F~a). (4.15)
Mas como Af , o erro da representacdo, é ortogonal a todos u,,...,u,e f =f-Af

y=U,"(f-4f -a)
=U,"(f -a) (4.16)

Esta representacdo captura todas as caracteristicas associadas a uma face f, e em vez
de comparar as faces directamente, comparamos as caracteristicas de y.

Uma vez que (4.16) é uma projec¢do ortogonal, perdemos informacao, no entanto f

¢ uma face do conjunto de treino, portanto ||Af ||2 € pequeno.

Verifica-se assim que aproximacao (4.13) da representa¢do de uma face minimiza

e(f)=[r -7, =larl,- @.17)

O valor &(f) é conhecido como distancia ao espago de faces e utilizado no

reconhecimento facial para classificacao de imagens.
Foi elaborado um programa em MATLAB, para reconstru¢do de imagens, com base
no coédigo disponivel em ftp://dip.sun.ac.za/, que vem mencionado em [1]. Pode ser

consultado no Anexo B.

De seguida apresentam-se alguns dos testes de reconstrugdo facial efectuados com
faces que pertencem ao conjunto de treino e outras que ndo pertencem. Realizdmos
também testes com partes de faces ocultas.

Para cada teste apresenta-se a imagem de teste e as imagens das reconstrugdes.
Apresentamos também tabelas onde sdao apresentados a representacdo das faces de teste

assim como as normas dois e de Frobenius do erro de cada reconstrucao.
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Teste 1: Reconstrucio de uma face que pertence ao conjunto de treino
Utilizdmos, 10, 20, 100 e 150 faces proprias para fazer as reconstrugdes. Observemos as

diferentes imagens obtidas na figura 4.12.

Face Teste 12 Reconstrucdo 2% Reconstrucdo

Fig. 4.12 — Reconstru¢des de uma face que pertence ao conjunto de treino

Nestas reconstru¢des observamos que a medida que vao sendo acrescentadas faces
proprias o erro vai diminuindo, como se pode confirmar na tabela 4.1, e como esta face

pertence ao conjunto de treino ela pode ser reconstruida sem erro.

Representagio I Af 1l A b
10 150
1* Reconstrugio f= Z yiu;+a+ Z il 7.6008 16.8678
i=1 i=11
Af
20 150
2 Reconstrugio f=2 v +a+ ) yu, 5.1330 13.6618
izl i=21
Af
100 150
3* Reconstrugio S =2y tak 2y 1.8829 6.6085
i=or_
Af
150
4* Reconstrugio f= Z yu; +a 0 0
=

Tabela 4.1 — Resultados das reconstrucdes da face que pertence ao conjunto de treino
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Teste 2. Reconstrucao de uma face que nao pertence ao conjunto de treino e esta
normalizada

Face Teste 18 Reconstruco

2* Reconstrucio

3* Reconstrucdo 4* Reconstrucdo

Fig. 4.13 — Reconstru¢cdes de uma face que ndo pertence ao conjunto de treino e estd

normalizada

Ao efectuarmos estas reconstrucdes verificimos que o erro vai diminuindo, no
entanto nunca € préoximo de zero, mesmo utilizando um grande numero de faces

proprias, como se pode confirmar na tabela 4.2.

Representagio I Af 1l , A1 b
10

1* Reconstrucdo f= Z yiujtat+Ay, 6.8413 16.0899
i=1

20
f=Zyiui+a+Af

2% Reconstrugio par 6.4736 15.0977
100

3* Reconstrugio =2y +a+ Ay 48511 12.6293
i=1
150

4* Reconstrugdo /= Z yiy ta+ Ay 4.5367 12.1184

i=1

Tabela 4.2 — Resultados das reconstrucdes da face que ndo pertence ao conjunto
de treino
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O facto anteriormente mencionado deve-se ao facto desta imagem nao pertencer ao
conjunto de treino e portanto ndo estar descrita na sua totalidade pelas faces préprias.

Vejamos ainda outras reconstru¢des da mesma face. Numa primeira reconstru¢ao
omitimos a primeira face propria, considerdmos as faces proprias da 2* até a 20* e na

segunda reconstru¢cao omitimos as duas primeiras faces proprias, ou seja considerimos

as faces proprias da 3* até a 20”.

Face Teste

1% Reconstrucio

22 Reconstrucdo

Ermro 1* Rec. Erro 2* Rec.

Fig. 4.14 — Reconstrugdes de uma face que ndo pertence ao conjunto de treino considerando

apenas algumas faces proprias até a 20* e respectivos erros

Representagio I Af 1l A1 o
1* Reconstrugdo 7 —%W cat A 8.8309 17.3468
= i f
i=2
2* Reconstrucio f —%yu ta+A 10.0867 19.2319
= i f
i=3

Tabela 4.3 — Resultados das reconstrucdes da face que ndo pertence ao conjunto

de treino utilizando apenas algumas faces proprias
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Tendo em conta a figura 4.14 e os resultados da tabela 4.3, verificamos que em
ambas as reconstrugdes que o erro aumenta relativamente a 2* reconstrucdo efectuada
anteriormente, em que foram utilizadas 20 faces préprias. Podemos assim verificar a

importancia das primeiras faces proprias na reconstrucao de uma face.

Teste 3. Reconstrucao de uma face que nao pertence ao conjunto de treino e nao

esta normalizada

Face Teste 1% Reconstrucdo 22 Reconstrucdo

Ermo 1* Rec Emo 2* Rec

Fig. 4.15 — Reconstrugdes de uma face que nao pertence ao conjunto de treino e nio estd

normalizada (utilizando 10 e 20 faces prdprias) e respectivos erros

As reconstrucoes efectuadas tém uma fraca qualidade. No entanto se observarmos
nas figuras 4.15 e 4.16 a imagem do erro de cada uma das reconstru¢des, nomeadamente
a regido da boca, verificamos que esta pode ser decisiva na identificacdo da face em
causa.

Podemos concluir também que ndo se obtém uma boa reconstru¢do desta face,

mesmo utilizando todas as faces proprias, por esta ndo estar normalizada.
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Face Teste 3 Reconstrucio 4*Reconstrucdo

Emo 3* Rec Emo 4* Rec

Fig. 4.16 — Reconstrugdes de uma face que nio pertence ao conjunto de treino e nao estd

normalizada (utilizando 100 e 150 faces prdprias) e respectivos erros

Representagio I Af 1l , A1 o
1? Reconstrucdo e 120: vt +a+Ay 15.0859 28.0344
i=l
2* Reconstrugio . % s +a+ A 13.2204 26.0820
i=l
3* Reconstrugio fe izi‘:: Yy +at A, 8.2352 20.8149
42 Reconstrucdo fe g Vi tatA, 7.5626 19.9709

Tabela 4.4 — Resultados das reconstrucdes da face que ndo pertence ao

conjunto de treino utilizando apenas algumas faces proprias
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Decidimos substituir duas faces no conjunto de treino por duas faces que ndo estio
normalizadas. Nestas novas faces véem-se os dentes como na face utilizada para realizar

oS testes.

Fig. 4.17 - Imagens de faces nao normalizadas colocadas no conjunto de treino

Efectuaram-se testes utilizando o mesmo numero de faces préprias que se no caso

anterior.

Face Teste 12 Reconstrucdo 22 Reconstrucdo

3* Reconstrucdo

Fig. 4.18 — Reconstru¢des de uma face que nao pertence ao conjunto de treino utilizando

algumas das primeiras 20 faces proprias
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Representagio I Af 1l , A1 b

10
1* Reconstrugio f= z yi ra+Ay 15.1391 28.0628
i=1
20
2* Reconstrugio f= Z yii ta+Ay 13.1839 26.0182
i=1
3* Reconstrucéo o 8.0124 20.6712

f :Zy,-u,-+a+Af
i=1

a 5 150
4 Reconstru¢ao F= v tata, 7.4539 19.8900
i=1

Tabela 4.5 — Resultados das reconstrucdes da face que ndo pertence ao conjunto

de treino utilizando outro conjunto de treino

Em todas as reconstrucdes efectuadas verifica-se pela tabela 4.5 e pela imagem 4.18
que o erro praticamente ndo se altera, ou seja, a introdu¢do de duas faces ndo
normalizadas ndo foi o suficiente para que esta face fosse melhor descrita pelas faces
proprias.

Constata-se assim que as faces proprias ndao sofreram alteracdes significativas de
forma a reconstruir esta face com menor erro. Seria necessario fazer mais substituicoes
de faces conjunto de treino por faces ndo normalizadas para obter melhores resultados.

Sejam A, o erro da reconstrucdo apresentada sem utilizar as novas faces no

s

conjunto de treino e A (,, o erro da reconstrugdo apresentada utilizando as novas faces

. . ~ 150 ~ ey .
no conjunto de treino, f =3y u, +q, @reconstrucdo efectuada utilizando o conjunto de

i=l1

. . ~ 150 ~ ey .
treino habitual e fo = y,.u,, +a, & reconstrucao efectuada utilizando o novo conjunto
1 1
i=1

de treino (isto para a utilizacdo de todas as faces préprias). Podemos verificar pelas
tabelas 4.4 e 45 que A, =A,. De certo que a, =a,, o que implica que
150 150
Zyliuli = ZyZiMZi :
i=1 i=1

No ambito da reconstru¢do facial, podemos pensar na reconstru¢do de faces com
oclusdo. Em diversas situagcdes, as pessoas utilizam aderecos como Oculos escuros,
lencgos ou cachecdis, o que pode causar oclusdes parciais do rosto.

De seguida apresentam-se alguns testes que foram efectuados.
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Teste 4. Reconstrucao de uma face que pertence ao conjunto de treino, com oclusao

Face Teste 1* Reconstrucdo 22 Reconstrucdo

o

Erro 1* Rec Emo 2* Rec

Fig. 4.19 — Imagens de reconstru¢des de uma face que pertence ao conjunto de treino,

com oclusdo (a branco) e respectivo erro

Representagio I Af I, A1 grop
20
1* Reconstrugio f=2 yu;+a+ Ay 42.1637 47.2734
i=1
50
2® Reconstruco f=2 vy +a+ Ay 38.3813 44.0895
i=1

Tabela 4.6 — Resultados das reconstrugdes da face que pertence ao conjunto de

treino com ocluséo (a branco)

Estas reconstru¢cdes podem ser comparadas com as reconstrugdes efectuadas no
Teste 1, uma vez que se trata da mesma face. Verifica-se que o facto da face ter uma
regido oculta faz com que o erro aumente bastante.

Quando ¢ feita a leitura destas imagens, com o programa MATLAB, cada pixel é
substituido por um ndmero real no intervalo [0, 1], sendo que zero corresponde a cor
preta e um ao branco puro. Como tal o aumento do erro deve-se ao facto de um grande

nimero de pixeis na imagem ser substituido pelo nimero um.
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Comparando os resultados obtidos nas quatro reconstru¢des efectuadas, verificamos
que para um maior nimero de faces préprias o erro diminui e o resultado obtido j4 é
mais satisfatorio.

Decidimos efectuar também testes com a mesma imagem mas com a oclusio

pintada de preto.

Face Teste 1% Reconstrucdo 22 Reconstrucdo

Erro 1* Rec Ero 2! Rec

Fig. 4.20 — Imagens de reconstru¢des de uma face que pertence ao conjunto de treino,

com oclusdo (a preto) e respectivos erros

Representagio I Af I, A grop

a ~ 20
1* Reconstrugao f=Zy,~ul- ta+A, 36.7578 42.9801

i=1

2% Reconstrugdo 33.4025 39.7346

50
f=Zyiui+a+Af
i=1

Tabela 4.7 — Resultados das reconstrugdes da face que pertence ao conjunto

de treino com oclusdo (a preto)

Verificamos através da tabela 4.7 e figura 4.20 que ha um maior decréscimo do erro
(considerando qualquer um dos tipos de norma) para um grande nimero de faces

proprias utilizadas.
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Utilizando a oclusdo pintada a preto o erro € inferior provavelmente devido a
‘mdscara’que também € preta utilizada em cada uma das imagens faciais e porque a cor
preta € substituida pelo nimero zero quando € feita a leitura da imagem.

De um modo geral, podemos considerar que quando temos uma face com uma parte

oculta podemos também fazer a sua reconstrucio através das faces préprias.

4.3.4 - Reconhecimento facial

Tal como foi referido no inicio deste capitulo, para ser feito o reconhecimento facial
de uma pessoa, ¢ comparada uma imagem de entrada, aqui designada por imagem de
teste, com um conjunto de imagens, o conjunto de treino. Podem ser vistos alguns
trabalhos sobre o reconhecimento facial, por exemplo em [11, 13, 14, 15].

Para o sistema de reconhecimento facial ndo é requerida uma boa reconstrucao.
Apenas € necessdario que as caracteristicas se distingam entre diferentes individuos.

No reconhecimento facial € necessdrio fazer a localizacdao da face numa imagem, o
que ndo € uma tarefa simples pois muitos objectos tém a forma semelhante a de uma
face e além disso as faces sdo objectos que ndao possuem formas bem definidas.

Na industria por vezes € utilizado o reconhecimento de objectos, como a inspec¢ao
automadtica de uma peca numa linha de produg¢io, mas as pecas possuem uma posicao e
dimensdes especificas e luminosidade controlada. Contrariamente, as faces podem
apresentar-se com oclusdo parcial, variacdo de posicdo, diferengas de iluminagdo (que
até podem tornar certas caracteristicas invisiveis ou deformadas pelo efeito de sombras),
além de por vezes, as pessoas usarem 6culos, chapéus, lengos, etc.

Devido a sua complexidade; sdo feitas algumas restricdoes e por exemplo podemos
considerar a detecc¢do de faces apenas quando estas aparecem na posicado frontal.

Por vezes, uma razdo para que sejam feitas estas restricoes tem a ver com a

aplicacdo a que o sistema se destina.

Ha varios métodos para fazer a detec¢do e localizacdo de faces numa imagem, entre

eles podem destacar-se:
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¢ Meétodos baseados em conhecimento humano e morfologia

Estes métodos sdo desenvolvidos a partir do conhecimento humano sobre a
caracterizacdo de faces. Podemos por exemplo caracterizar uma face pelos dois olhos
dispostos com simetria vertical, nariz e boca interiores a uma regido aproximadamente
eliptica. Pelo tamanho e disposi¢do destas caracteristicas, também € possivel estimar o
tamanho e posi¢ao relativa das outras caracteristicas.

Alguns métodos foram desenvolvidos de forma a procurar caracteristicas invariantes
nas faces, tais como sobrancelhas, olhos, nariz e boca sao facilmente destacados através
da deteccao de bordas. Depois de destacadas as caracteristicas, sdo utilizados métodos
estatisticos para verificar a existéncia de uma face. Os problemas que mais afectam esses
métodos sdo variagdes na iluminagdo o que pode causar sombras e oclusdo de
caracteristicas.

Pode também haver o problema das imagens das faces serem relativamente
pequenas e nesse caso as caracteristicas ficam representadas por um pequeno nimero de

pixeis e normalmente ndo sdo reconhecidas pelo sistema.

e Métodos baseados em comparacio de padroes

Neste método € construido um modelo de face padrdo através de representacdes
matemdticas apropriadas ou manualmente. Dada uma imagem de entrada sdo feitas
comparagdes com a imagem padrdo. Por exemplo, o contorno de uma face pode ser
parametrizado pela equacdo de uma elipse ou por diversos segmentos de recta. Dada
uma imagem de entrada, o valor de correlacdo com a imagem padrao € calculado para o
contorno da face, olhos, boca e nariz, independentemente. A existéncia da face € baseada
nos valores de correlagdo. Este método, no entanto, tem-se mostrado inadequado para a
deteccdo facial principalmente quando hd alteracdoes de escala, posicdo e forma das

faces.

e Meétodos baseados em aparéncia

Neste tipo de método, os sistemas de deteccdo “aprendem” quais sdo as
caracteristicas das imagens de interesse através de um conjunto de imagens exemplo.
Estes métodos normalmente utilizam métodos estatisticos e de aprendizagem (machine

learning) para encontrar caracteristicas de imagem face ou imagem ndo face. As
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caracteristicas aprendidas sdo armazenadas na forma de modelos de distribui¢do ou de
funcdes. Deste modo, muitos métodos podem ser abordados de forma probabilistica.
Outra abordagem é a utilizacdo de uma funcdo especifica, isto €, que separa as
classes de faces e ndao-faces. Por terem determinadas semelhancas, as faces encontram-se
agrupadas numa regido especifica do espaco imagem. Este subespaco pode ser
delimitado pela funcdo referida anteriormente, normalmente baseada numa distancia,

construida para realizar a classificacdo em faces ou nao-faces.

Ap6s ter sido feita a localizagdo da face sdo extraidas as suas caracteristicas e passa-
se a fase do reconhecimento.

As imagens faciais de diferentes individuos ocupam posicdes bastante diferentes no
espaco de faces.

Verifica-se também que quando mais de uma imagem da face de um mesmo
individuo € projectada no espacgo de faces, as suas projeccdes agrupam-se numa pequena
regido desse espaco. Cada um desses agrupamentos pode ser visto como uma classe. A
distancia euclidiana entre um ponto qualquer, pertencente ao espagco de faces, e o
centréide de uma classe € definida por distancia no espaco de faces. Designaremos essa
distancia por I(f).

Vejamos a representacdo simplificada do espaco de faces, para ilustrar os quatro

resultados possiveis da projeccao de uma imagem no espago de faces.

Fig.4.23 — Representacdo simplificada do espago de faces
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De um modo geral, existem quatro possibilidades para a posicdo de uma imagem
facial qualquer em relagdo a um espago de faces (U) — neste caso existem duas faces

préprias principais (u; eu,) e trés classes de faces conhecidas (@,, w,e ;). Como

mostra a figura 4.21.

(1) Perto de espaco de faces e perto de uma classe
A face é detectada e reconhecida
(2) Perto do espaco de faces e distante de qualquer classe
A face é detectada mas a sua identidade nao é reconhecida
(3) Fora (distante) do espago de faces, com projecc¢ao no espago de faces perto de
uma das classes
A imagem ndo representa uma face
(4) Distante do espago de faces, com projec¢do no espaco de faces distante de
qualquer classe de faces conhecidas

A imagem ndo representa uma face

A distincia entre uma imagem facial e o espaco de faces, e(f), deve ser pequena
(menor que um determinado limiar). Além disso, uma imagem facial conhecida deve ter
a sua projeccdo compreendida no espaco de faces e proxima da classe correspondente.
Isto é, sua distancia da respectiva classe no espaco de faces, I(f), deve ser pequena
(menor que outro limiar estabelecido). Ambos os limiares sdo calculados através de
experiéncias.

Apresentam-se de seguida as principais fases no processo do reconhecimento facial:

1. Adquirir um conjunto de treino de imagens faciais e calcular as faces proprias
que definem o espaco de faces;

2. Adquirir um conjunto de teste com algumas imagens faciais e outras, para testar
o sistema. Projectar uma destas imagens no espago de faces;

3. Decidir a classificagdo da imagem, de acordo com a distincia ao espago de faces

£(f) e distancia no espaco de faces 1(f).
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Serd importante analisar a distancia das faces no espaco original de faces ao espaco

de faces.

E de notar que as faces do ‘Conjunto de treino 1’ estdo todas aproximadamente 2

mesma distancia do espago de faces por todas terem as mesmas caracteristicas, ou seja

por estarem normalizadas.

Fig. 4.22 — Face nio normalizada

Numero de faces
proprias consideradas/

dimensao do espago de

Distancia (euclidiana)
média das faces ao

espaco de faces

Numero de faces
proprias consideradas/

dimensao do espago de

Distancia (euclidiana)
média das faces ao

espaco de faces

faces faces
1 25.5506 50 10.0011
2 23.7209 60 8.9106
3 22.5455 70 7.9230
4 21.3686 80 6.9920
5 20.4404 90 6.0938
10 17.6224 100 5.2273
15 15.9006 110 4.3789
20 14.6046 120 3.5302
30 12.7139 130 2.5961
40 11.2264 140 1.4968

Tabela 4.8 — Distancia média das faces do ‘Conjunto de Treinol’ ao espago de faces
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A face da figura 4.22 ndo pertence ao conjunto de treino nem estd normalizada e
estd a uma distancia de 22.8601, num espaco de faces de dimensao 50. Estd portanto a
cerca do dobro da distancia das outras faces que estdo normalizadas (ver tabela 4.8).

Verificamos que a medida que consideramos um espagco de faces de dimensdo
superior a distincia ao espago de faces diminui. Portanto o espago de faces é o que mais
se aproxima, ou seja, o que estd mais préximo, no sentido da norma dois, de todas as

faces no conjunto de treino.

Foi elaborado um programa em MATLAB para efectuar reconhecimento de faces.
Neste programa para o reconhecimento facial considerdmos o espago de faces com
dimensao 50. Os procedimentos sdo idénticos aos do programa para reconstrucao facial,
sendo depois necessdria fazer a classificacdo da imagem testada.

Uma das dificuldades que surge frequentemente nos programas de reconhecimento,
para a classificacdo de imagens, é o cdlculo de limiares adequados para &(f ) e para I(f).
No nosso sistema, para determinarmos o limiar para &£(f), calculdimos a distancia
euclideana entre cada uma das faces no conjunto de treino e a respectiva reconstru¢ao.
Considerdmos como limiar para 8( f ), o maior desses valores. Para o limiar I(f),
calculdmos a distancia euclideana entre a projec¢do de cada face e todas as outras
projeccoes das faces do conjunto de treino e considerdmos o seu valor minimo.

Para o Conjunto de Treino 1, obtivemos como limiar&(f), o valor 0.5333 e como
limiar I(f), o valor 0.7791.

Verificdmos que para certas faces normalizadas que ndo pertencem ao conjunto de
treino, o sistema reconhece a face. Isto deve-se ao facto desta ser parecida com as faces
que pertencem ao conjunto de treino. Em todas as outras situacdes as imagens foram
correctamente classificadas.

Na tabela 4.9 apresentam-se resultados de testes efectuados para uma face do
conjunto de treino; para duas faces que ndo pertencem ao conjunto de treino, uma nao

normalizada e outra normalizada e também para uma imagem que nao é uma face.
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Imagem de teste Imagem reconstruida 6‘( f ) 1(r) Resposta
Face
Face que 0.0957 0 conhecida
pertence  ao
conjunto de (correcto)
treino
Face que ndo
pertence  ao Face
conjunto  de 0.1218 | 0.6791 | conhecida
treino ]
(normalizada) (incorrecto)
Face que ndo
pertence  ao Face
conjunto  de 0.2033 | 0.9239 | desconhecida
treino  (ndo
normalizada) (correcto)
Imagem que N3ao é uma
ngo ¢ uma 0.6526 | 0.8495 face
face
(correcto)

Tabela 4.9 — Resultados de testes de reconhecimento para o ‘Conjunto de Treinol’

Para o Conjunto de Treino 2, obtivemos como limiar 6‘( f ), o valor 0.3696 € como

limiar 7(f), o valor 0.2492. Na tabela 4.10 apresentamos alguns resultados obtidos.
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Imagem de teste Imagem reconstruida 6‘( f ) 1(r) Resposta
Face que Face
pert.e nee a0 0.0560 0 conhecida
conjunto de
treino (correcto)
Face que ndo Face
pertence a0 0.2802 | 0.9277 | desconhecida
conjunto  de
treino (correcto)

- e :

Imagem que | b g :
nﬁog p u(in X W“_,_ ;.T- ¢ 0.2372 | 0.7753 | desconhecida
face PR - (incorrecto)

i\&_ ;4

i.:’: h—.. .... T

Tabela 4.10 — Resultados de testes de reconhecimento para o ‘Conjunto de Treino 2’

Verificimos que as imagens do conjunto de treino, assim como as que nao

pertencem, sdo correctamente classificadas. No entanto, experi€éncias com imagens que

ndo sdo faces nao foram correctamente classificadas. Isto pode dever-se ao facto de no

conjunto de treino estarem imagens de faces em diferentes posi¢des e com aderecgos, o

que pode dar uma certa ‘liberdade’ no cdlculo do limiar 8( f )
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Capitulo 5
Recuperacao da estrutura

tridimensional

5.1 — Introducao

Na drea da andlise de movimento, a determinacdo da estrutura tridimensional de
objectos em movimento, por exemplo a partir de imagens de video, tem sido muito
estudada. Este problema € usualmente denominado por structure from motion (SFM).

O SFM tem sido objecto de maior estudo nas ultimas duas décadas. A sua andlise
iniciou-se com Ullman [16] em 1979, mas s6 em 1992 foi introduzido por Tomasi e
Kanade [17] o método da factorizagdo, que resolve o problema de uma forma simples,
fidvel e robusta. Este método tem como base um tipo de projeccdo, designada por
projeccao ortografica, sendo depois alargado a outros métodos mais gerais em [18]. Em
[19], aplica-se o SFM para a segmentacdo a partir do movimento, permitindo a
recuperacgdo da estrutura 3D de vérios objectos.

Pretende-se neste capitulo estudar a recuperacao da estrutura tridimensional de um
corpo rigido a partir de video. Para isso, estudamos as vérias fases do seu
processamento. Comecamos por estimar o movimento bidimensional da projeccdo do

objecto no plano da imagem, fazendo a selec¢@o e seguimento dos pontos caracteristicos.
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Posteriormente, estimamos a estrutura tridimensional através da factorizacdo da matriz

constituida pelas trajectérias dos pontos seguidos.

5.2 — Projeccao ortografica

Nesta sec¢do analisamos como € que os objectos filmados sdo projectados no plano
da imagem.

Para fazer este estudo consideraremos que € utilizada a projec¢do ortografica. Neste
tipo de projec¢do, os objectos sdo projectados no filme, paralelos ao eixo Optico, eixo

Oz. Qualquer projeccao € perpendicular ao plano da imagem.

(u¥) xy.2)

Fig. 5.1 Modelo da projec¢do ortogréfica

Este tipo de projeccao € utilizado em desenhos de engenharia e arquitectura para
representar um objecto mantendo as proporcdes relativas do objecto. A aparéncia deste
objecto pode ser reconstruida a partir de observacdes de diferentes angulos.

Na projeccao ortogréifica, os pontos de uma imagem sdo projectados no plano da
imagem ao longo de linhas paralelas. As linhas paralelas da imagem tridimensional sio
projectadas como linhas paralelas na imagem, ndo existindo deformagao dos objectos.
Seleccionando posi¢des diferentes para se observar uma imagem, pode obter-se

diferentes vistas bidimensionais dos objectos contidos nesta imagem.
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5.3 — Seleccao e seguimento dos pontos caracteristicos

Cada imagem do filme é composta por pontos, os chamados pixeis. Alguns destes
pontos sao considerados caracteristicos quando sdo passiveis de serem seguidos na
sequéncia das imagens.

Quando pretendemos recuperar a estrutura tridimensional de um objecto num filme,
quanto mais imagens do objecto observarmos e de diferentes angulos, maior serd a
informacdo recolhida e mais facilmente se obtém uma aproximagdao da estrutura
pretendida.

A escolha dos pontos caracteristicos deve ser feita de uma forma correcta, pois sao
importantes para a descricio do movimento devendo ser possiveis de identificd-los nas
imagens posteriores. (Normalmente escolhem-se pontos da imagem como cantos, sinais
ou marcas). Depois de ser feita a seleccao dos pontos caracteristicos do objecto € feito o
seu seguimento nas sucessivas imagens. Assim, 0S pontos caracteristicos sao
seleccionados em todas as imagens, sendo de seguida feita a correspondéncia entre os

novos e 0s antigos.

5.4 — Recuperacao da estrutura 3D

Nesta seccdo abordar-se-4 a recuperagdo da estrutura tridimensional de um objecto
utilizando factoriza¢do matricial.

No trabalho original de Tomasi Kanade [17] a formulagdo do problema considera
apenas o movimento de rotacdo, nao tendo em conta o0 movimento de translacdo. Nesse
trabalho a translacdo foi eliminada porque quando € utilizada projec¢ao ortografica ela
ndo dd informacgao adicional acerca da forma do objecto em estudo. No entanto se o
objectivo for recuperar a estrutura tridimensional de multiplos objectos que se movem
independentemente, esta ji € indispensavel.

Neste trabalho, também serd considerado o movimento de translacao.

Para fazer este estudo, assumimos que uma camara fixa filma um dnico objecto em
movimento. Na representacdo desta situacdo sdo necessdrios dois sistemas de

coordenadas, um no objecto e outro na camara, como mostra a seguinte figura:
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Fig. 5.2 — A camara e o objecto com os seus sistemas de coordenadas. (Os vectores i € j

definem o plano da imagem)

Escolhemos no objecto um sistema de coordenadas onde se define a origem de um

referencial tridimensional.

Cada ponto escreve-se como

p, =y |, i=L...n. (5.1)

Considerando n pontos do objecto obtém-se uma matriz, a chamada matriz de

Jorma, que retine as coordenadas dos pontos caracteristicos:

s=[p, py...p.]. (5.2)

Evidentemente que os pontos caracteristicos de um corpo rigido ndo mudam
relativamente ao sistema de coordenadas fixo ao objecto. Mas se o objecto roda com
respeito ao sistema de coordenadas fixo a cdmara, cada ponto caracteristico € projectado,

no plano do filme, nas diferentes posi¢des, em consecutivas imagens da sequéncia do

video.
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Consideremos um dos pontos caracteristicos, p,, do objecto, representado no

sistema de coordenadas fixo ao objecto, como € dado em (5.1). Quando o objecto se
movimenta, a rotacdo relativamente ao sistema de coordenadas da camara, no tempo f,

na imagem do video, € dada pela matriz de rotacao:

. T
lfT L Iy iyt izt
R =|jl | onde | j/ |=|ju Jy Ju (5.3)
k! kE | (ke kye ke
e a translacao dada pelo vector:
xt
T,=|T, | (5.4)
TZ[
Entdo p, € dado no sistema de coordenadas da cAmara por
ptiC:Rr pi+Tt‘ (55)

Esta representacdo pode ser simplificada se forem usadas coordenadas

< 5
homogéneas™.

X
)4 Y
5= = _ 5.6
HE 56
1
A equacdo (5.5) pode ser escrita da seguinte forma:

y R T A R T
S;I — p” — t t pl — t t Sl , (5'7)
1 01><3 1 1 01><3 1

5 ) 1 . ~ .
As coordenadas homogéneas (x;,x,,x3,x4) de um ponto (x,y,z) no espago tridimensional, s3o quaisquer

. . X X X ~ . .
nimeros que satisfagam: ~L=x, =2 =y e => = . Por uma questdo de comodidade consideramos x, =1.

X4 X4 X4
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para cada ponto caracteristico do objecto.

Verifica-se que um ponto
c _ T
Pti _[Xti’ Yt[’Zti] (58)
na camara, € projectado num ponto cujas coordenadas correspondem aos dois primeiros

elementos de P

., ou seja,
B, :[X”,Y”-]T, (5.9)
devido ao facto de se utilizar a projec¢do ortogréfica.

Pode escrever-se:

Bi: Xti _ lxt i:\*t lzt txt , (510)
Yl [Ju Jw Julty
ou seja,
P,=0,F; =0, [Rt|Tt]pi (5.11)
onde O, € a matriz de projec¢do ortografica;
0. - 1 0 0O (5.12)
2701 0 of '

Procedendo desta forma para todos os n pontos, obtém-se uma matriz:

th XtZ th
W, = . (5.13)

Por sua vez, considerando uma sequéncia de f imagens, obtém-se:

X11 Xlz Xln

we| S Koo Xf", (5.14)
Y11 Y12 Yln
_Yf1 Yf2 an_

a chamada matriz de observacao.
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Cada linha tem as coordenadas da abcissa ou ordenada de cada ponto caracteristico

em cada imagem e cada coluna representa a trajectoria de um ponto em toda a sequéncia

de imagens.

Verificamos que a matriz de observagdo pode ser obtida pelo produto das matrizes

de movimento e de forma.

Xll
W = e
Y,
L Y,
Considerando
M

X12

x1

Ler

jxl

jxf

vl

Lyr

jyl

jyf

jzf

J

x1

xf

yl

xl

xf
jxl

xf

vf

z1

jzf

zft
jzl !

x1

yl

yf

x1

yl

zl

como a matriz de movimento e a matriz de forma respectivamente, tem-se:

W=

MS.

(5.15)

(5.16)

(5.17)

Pode assim constatar-se que, dada a matriz W, o problema € encontrar M e S, ou

seja, reduz-se a factorizagdo da matriz de observacdo na matriz de movimento € na

matriz de forma.

A caracteristica mixima dessas matrizes € 4, basta observar (5.15), logo W tem

também, no maximo, caracteristica 4.

Nesta etapa da reconstru¢do do objecto 3D utiliza-se a decomposi¢do em valores

singulares para calcular a caracteristica efectiva de W.
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Viu-se atrds que € necessdario factorizar a matriz de observacdo W nas matrizes de
movimento M, ,,, e de forma S,,, . Para isso calcula-se a decomposi¢do em valores
singulares da matriz de observacao:

w=Uxv’ (5.18)

2f X n

Uma vez que W e R , a sua caracteristica ¢ normalmente superior a 4, pois

naturalmente, 2f > 4 e n > 4. Assim, escolhem-se os quatro maiores valores singulares e

forma-se uma matriz W, aproximacao de W, com caracteristica 4,

w=U,xV,", (5.19)

onde
Y, =diag (0,,0,,05,0,). (5.20)

. 2f X 4 4 N . .
As matrizes U, € R x4 o V. e R"™" correspondem as primeiras quatro colunas de

U e V respectivamente.
A expressao (5.19) é a melhor aproximacdo da matriz W, por uma matriz com

caracteristica quatro, no sentido da norma dois. Desta forma, pode escrever-se:

W=MS, (5.21)
onde

1 1
M=UZ32 e S=3x2v". (5.22)
+ + *

Verifica-se no entanto, que esta factorizacdo ndo € tunica. Seja A, ,uma matriz

invertivel. Entdo:

W = (374)(a~'5) (5.23)

¢ outra factorizacdo possivel. Isto deve-se ao facto das matrizes de movimento e de
forma serem encontradas a menos de uma transformacgao afim. Temos de encontrar uma

matriz A de modo que

M=MA, (5.24)

possua todas as propriedades da matriz de movimento.
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Podemos considerar

A=Agla,], (5.25)

onde A, € uma submatriz de dimensdo 4x3 e corresponde a parte rotacional e a, € um

vector 4x1 que diz respeito a translacdo. Tem-se assim:
M=MA= [MAR‘Ma,] . (5.26)

As equacdes que se escrevem a seguir surgem do facto de MA, ser uma matriz de

rotacdo e como tal as suas linhas e colunas sdo ortogonais e normalizadas.

Para se obter A, , que ¢ a parte rotacional do movimento é necessario que:

! AR AL i, =1 (5.27)
'l A AL, =1 (5.28)
! AgAL i, =0 (5.29)

parai=1,....,fej=f+1...2f, onde /i e /i’ sdoas linhas i e da matriz M .

Podemos verificar que o sistema (5.27) — (5.29) é dado por (5.30). Para mais
detalhes pode consultar-se o Anexo A.

By 0 o = Cspa (5.30)

e que é um sistema sobredeterminado, por possuir um maior nimero de equacdes do que

incognitas. Como tal procura-se uma solucdo aproximada, no sentido dos minimos
quadrados,

a=B'C. (5.31)

Desta forma encontramos as entradas da matriz A, A} . Seguidamente factorizamos

esta matriz na forma: A,A; =UXU", por ser uma matriz simétrica.

1
Calculamos assim A, =U 2.
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Vejamos de seguida como encontrar a,, ou seja, 0 movimento de translacdo.
Quando se utiliza projec¢ao ortografica, o centréide dos pontos caracteristicos do

objecto 3D coincide com o centréide da projec¢do dos pontos caracteristicos. Este ponto

pode ser escrito na forma
o -
~2. X
n s=1

1
;;Ysl

- [via,

=
I

: Ma,]Lﬁ } (5.32)
1 n
; é XSf

1 n
i

onde
(5.33)

€ o centréide do objecto.
Como a origem do sistema de coordenadas no objecto € arbitréria, pode escolher-se

p =0. Consequentemente, de (5.32) obtém-se:

i (5.34)

Wapa =M ypy Qg -

Este sistema de equacdes também é sobredeteminado, entdo resolve-se no sentido

dos minimos quadrados.

a =01)w (5.35)
—(mrm)' v w (5.36)
1 I
=(22UTUZZJ 22U w (5.37)
1
=X U'w (5.38)

Encontramos assim todas as entradas da matriz A e consequentemente

1 1

M=UZAeS=A"22V].
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Capitulo 6

Recuperacao de Informacao

6.1 - Introducao

A evolugdo das bibliotecas digitais e o crescimento exponencial da quantidade de
documentos disponiveis na Internet transformou profundamente o processamento, o
armazenamento e a procura de informacao. Neste contexto tecnoldgico, sistemas digitais
armazenam dados relativos a pesquisas, factos ou acontecimentos relatados diariamente,
que sdo disponibilizados para buscas e utilizados por um grande nimero de pessoas.

Uma maneira comum de disponibilizar esses dados na Internet, € sob a forma de
hiperdocumentos, que podem ser vistos como uma rede de informacdes estruturadas com
ligacOes entre si que sdo facilmente acessiveis aos utilizadores. Um dos problemas
relacionados com esta forma de se estruturar e disponibilizar a informacdo € a
dificuldade em se realizar pesquisas sobre conteidos, na Internet. Essa procura de
hiperdocumentos expde os utilizadores a uma pesada sobrecarga cognitiva, uma vez que
sdo eles proprios os responsaveis por analisar a informacgdo e relaciond-la do ponto de
vista semantico.

Desta forma, tornaram-se necessdrios métodos eficazes para o armazenamento, o

processamento e a recuperacdo de informacgdes. E o que acontece com a generalidade

dos motores de busca existentes actualmente.
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Os utilizadores definem perguntas, através de palavras-chave e o sistema fornece
conjuntos de documentos relacionados com elas através de um processamento de dados.
Essas palavras-chave sdo comparadas com palavras presentes nos documentos da base
de dados. Uma desvantagem desta abordagem € que a recuperacio baseada em palavras-
chave geralmente introduz uma distancia semantica entre a necessidade do utilizador e o
conjunto de documentos que sdo devolvidos, ou seja, nem sempre os documentos
devolvidos sdo os do interesse do utilizador. Essa distancia pode aumentar perante a
dificuldade em se trabalhar com texto em linguagem natural, pois estes textos podem
nao ser bem estruturados ou serem ambiguos. Como resultado, quando efectuamos uma
pesquisa, a presenca de documentos ndo relevantes entre os documentos devolvidos €
bastante comum.

A drea da ciéncia da computacdo denominada Recuperacdo de Informacgdo, RI, é
uma drea que trata da representacdo, do armazenamento, da organizacdo e do acesso a
informagdes que tanto podem estar na forma de texto como de imagens multimédia.
Apesar destas diferencas de formato, um sistema de recuperacdo de informagao trabalha
com essas informagdes como se fossem apenas textos.

Muitas das vezes sdo associados indices aos documentos para se fazer a pesquisa de
informacdo. Para manipular colec¢des de documentos e para comparar consultas aos
documentos, os sistemas de Recuperacdo de Informagdo utilizam uma série de
mecanismos tais como: andlise textual léxica; filtragem de informagdo por meio de

>

extraccdo de “stopwords’®”; técnicas de reducdo de palavras aos seus radicais; técnicas
de indexacdo como, por exemplo, arquivo invertido, que corresponde a um indice textual
composto por um vocabuldrio e uma lista de ocorréncias; modelos matematicos e
estatisticos para a representacdo de documentos, de consultas e a definicdo de
coeficientes de similaridades; ou estruturas de categorizacio e de expansdo de consultas
por meio da utilizagdo de, por exemplo, diciondrio de sinénimos e andlise de relevancia
por parte do utilizador.

Assim, o principal objectivo de um sistema de Recuperacdo de Informacdo é
recuperar o maior nimero possivel de documentos relevantes e 0 menor niimero possivel
de documentos ndo relevantes.

Uma forma trivial de gerar um conjunto resposta para a consulta do utilizador é

determinar quais sao os documentos de uma colec¢do que contém exactamente as

® Conjungdes, proposicdes e artigos.
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palavras-chave presentes na consulta. Esta técnica é muito utilizada, mas tal forma de
recuperagdo implica que documentos relevantes para o utilizador possam ndo ser
recuperados. E além disso, muitas palavras possuem multiplos significados; como
resultado, palavras numa consulta podem aparecer em documentos ndo relevantes.

Numa tentativa de melhor satisfazer a necessidade de informagdo do utilizador,
tenta-se que os documentos devolvidos sejam ordenados de acordo com o grau de
relevancia em relagcdo a essa consulta.

E evidente que o sucesso e a eficiéncia de um sistema de Recuperagio de
Informacdo sao medidos de maneira subjectiva. Por vezes, as informacdes desejadas sdo
todos os dados que o sistema possui relacionados com a pesquisa do utilizador. Noutras,
o utilizador deseja apenas algumas informagdes que lhe sejam suficientes, e a devolucao
de todos os dados relevantes poderia dificultar-lhe o trabalho.

Por outro lado, na visdo do sistema, algumas informac¢des ndo relevantes para o
utilizador sdo consideradas como relevantes. Em resumo, pode acontecer uma das
seguintes situacoes:

¢ Documentos relevantes serem devolvidos;

¢ Documentos relevantes ndo serem devolvidos;

e Documentos nio relevantes serem devolvidos;

e Documentos nio relevantes nao serem devolvidos.

Encontramos aqui uma situagdo andloga a que acontece no reconhecimento facial,
onde uma face que € detectada pode ser reconhecida ou ndo; ou outra imagem que nao é

uma face pode ser erradamente reconhecida ou ndo representar uma face para o sistema.

6.2 — O modelo vectorial

Actualmente este ¢ o modelo mais utilizado. A recuperagdo de documentos
relevantes € feita através da comparagdo de termos entre os documentos da coleccdo e a
consulta.

Neste modelo os dados s@o representados através de uma matriz:
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a a; a,
A= a. a. - a. t.
! A A 6.1
_aml amj amn_

onde #; sdo os termos e d; os documentos.

Na matriz A, designada por matriz de termos x documentos, cada a;; € o peso de

cada termo ¢; associado ao documento d; ,1<i<m,1< j<n, sendo m e n o nimero de

termos e documentos respectivamente, contidos na base de dados do sistema. As colunas
da matriz A podem ser ou ndo normalizadas.

Normalmente cada a; € decomposto em [; € g;, tal que a;j- [;; g;. Neste caso g; € a
influéncia global que um termo #; tem sobre todos os documentos, por sua vez, [; € o
peso local que um termo ¢#; possui sobre um documento d;.

Suponhamos, por exemplo, temos um conjunto de documentos com conteido
matematico. O termo ‘matemadtica’, nesse caso teria uma influéncia global, sobre todos
os documentos. Como a inclusdo deste termo na descri¢do dos documentos nio € muito
importante, € suficiente termos um g; pequeno. A palavra ‘geometria’, por sua vez, €
mais especifica, nem todos os documentos iriam tratar disso, por isso € apropriado
termos pesos /;; diferentes para cada documento d;.

Os pesos [; podem ser representados de diversas formas: como uma varidvel

boleana, frequéncia do termo no documento, fun¢gdes envolvendo logaritmos, entre

outras. Caso se utilizem pesos bindrios, como faremos nesta apresentag@o,/; =0se o
termo nao estiver relacionado com documento e [ i = 1, caso contrario.

Os pesos g, podem também ser representados de diversas formas. Podem ser feitas

normalizac¢des, entre outro tipo de transformagdes. Neste trabalho consideraremos

g, =1, ou seja, a; =lU.

No modelo vectorial, cada pesquisa é definida como um vector p =(p,,...,p,)" €
a medida de similaridade entre uma pesquisa p e um documento d; =(a,;,...,a ), é

’ le

dada pelo coseno do angulo &; formado por d; e p:
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cos(d;) = d’—p (6.2)

|11,
Se ndo existir nenhuma relagdo entre a pesquisa p e o documento d, diremos que

os dois vectores sdo ortogonais sendo entdo cos(6;) =0. Quanto maior for o coseno,

mais d; e p estdo relacionados.

O conjunto de documentos relevantes para a pesquisa p € designado por
R, ={d |cos(8))> L}, (6.3)

sendo L um limiar previamente definido. (Se cos (8;) > L, entdo d; € um documento
relevante para a pesquisa p)

O valor para L é normalmente definido através de experiéncias e depende do tipo de
colecgdo com que se estd a trabalhar. De um modo geral o limiar para a similaridade
acima mencionada € 0.9 [20].

Um valor elevado para o limiar pode ser justificado pelo facto de que quando se
trabalha com bases de dados com milhdes de documentos, se o limiar nao for elevado
quando se faz uma pesquisa, sdo devolvidos milhares de documentos, o que pode
dificultar o trabalho a pessoa que efectuou a pesquisa. Assim sdo devolvidos apenas os

documentos com maior relevancia.

Exemplo:

Consideremos os m = 7 termos

T;: geometri(a)(camente) T4: seminario(s)
T,: exponencial Ts: professores

T;: universidade Te: matematica

T7: estudo

Observemos que os termos sdo indicados pelo radical da palavra. Por essa razdo
‘geometria’ e ‘geometricamente’ sdo semanticamente equivalentes e identificados de
maneira inica. Do mesmo modo, o plural de uma palavra ¢ identificado juntamente com

o seu singular correspondente.
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Consideremos agora os n = 6 documentos existentes no sistema:

D;= Seminarios para professores na Universidade do Algarve: ‘Um estudo acerca da
geometria hiperbdlica’;

D,= O crescimento exponencial do preco dos combustiveis;

D;= Horérios dos professores de Matematica;

D4= A diminui¢ao do abandono escolar;

Ds= Seminario: ‘Geometricamente falando’;

D¢= Milhares de professores no desemprego.

A matriz A, de termos x documentos, € dada por:

B

Il
—_— O = = = O =
oS O O O O = O
S = = O O O O
S O O O O O O
oS O O = O O =
S O = O O O O

onde 1 significa que o termo estd no documento e 0 o caso contrario.

Normalizando (norma - dois) as colunas de A, obtém-se:

(04472 0 0 0 0.7071 0

0 1 0 0 0 0
04472 0 0 0O O O
A=04472 0 0 0 07071 0
04472 0 07071 0 0 1

0 0 07071 0 0 O
04472 0 0 0 0 0

Seja agora p, o vector de pesquisa que representa a procura pela palavra

‘seminario’:

p,=[0 0010 0 of
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Aplicando (6.2), obtemos o vector de cosenos:
cos(@)=[0.4472 0 0 0 0.7071 0] .
Se estabelecermos um limiar, por exemplo, de 0.4, uma vez que se estd perante uma

coleccio de documentos e termos escassos, verificamos que todos os documentos

relevantes sdo devolvidos, tendo o Ds uma maior relevancia.

Consideremos agora a pesquisa pelas palavras: ‘semindrio’ e ¢ professor’:
p,=0 00110 of

O vector de cosenos, que mede a similaridade entre a pesquisa p € 0s seis

documentos, é o seguinte:
cos(0)=[0.6324 0 05 0 0.5 0,7071]

Considerando o mesmo limiar, continuamos a verificar que todos os documentos
relevantes sdo devolvidos. Verificamos que o dltimo € o que tem maior peso; no entanto
a palavra semindrio ndo estd contemplada neste documento. Portanto este documento

ndo deverd ser o mais relevante para esta pesquisa.

Diversos tipos de técnicas sdo utilizados para evitar este e outro tipo de erros,
comuns neste modelo [20, 21], que também nado considera as relagdes entre os termos e
o contexto em que estio inseridos. E sabido que muitas palavras tém multiplos
significados e os termos de uma consulta poderdo estar presentes em documentos
irrelevantes. Além disso, podem haver muitas maneiras de expressar um conceito e
termos de documentos relevantes que nio estdo indexados por algum termo da consulta

ndo serdo recuperados.

6.3 — Indexacao Semantica Latente

O método de Indexacdo Semantica Latente ou Andlise Semantica Latente € uma
variante do modelo vectorial, em que é feita uma aproximagao da matriz de documentos

X termos por uma matriz de caracteristica inferior [22]. Este método tem como suporte a
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decomposicdo em valores singulares e faz uso do modelo vectorial para representar as

descricdes de documentos, de termos e de consultas.

Neste caso consideramos A =UXV”, onde as colunas da matriz U sido designadas
por vectores dos termos e colunas de V por vectores dos documentos.

O modelo de Indexagdo Semantica Latente realiza uma andlise estatistica do uso das
palavras entre todos os documentos da base de dados, permitindo que documentos
relacionados semanticamente com uma consulta sejam recuperados, mesmo sem
compartilhar os mesmos termos. Foi criado para minimizar um problema fundamental
que dificulta as técnicas de recuperagdo existentes. Um dos principais problemas é que
os utilizadores querem recuperar dados na base do significado dos conceitos e as
palavras soltas (fora do seu contexto) ndo sdo evidentes acerca do seu significado. Como
ha muitas maneiras de exprimir um conceito, os termos isolados podem nao coincidir
com o seu significado num documento relevante. Ha a acrescentar que muitas palavras
tém vdrios significados, entdo os mesmos termos em diferentes documentos podem nao
ser do interesse do utilizador. Tem-se assim que algumas dificuldades na Recuperacao
de Informagdo automadtica sdo: os diferentes idiomas; varios tipos de informacao: texto,
figura, dudio, video; sinénimos (vdrias palavras com o mesmo significado); polissemia
(palavras que se escrevem da mesma maneira com significados diferentes), enorme
quantidade de documentos e um recurso limitado de processamento. O método de
indexacdo semantica latente tenta solucionar estes problemas por meio da organizacao
automdtica de texto numa estrutura semantica mais apropriada para a recuperacdo de
informacao.

Neste modelo utiliza-se a matriz de termos X documentos com caracteristica
reduzida, pois o espaco gerado pelas colunas da matriz A original ndo &,
necessariamente, a melhor representacdo da base de dados. A redugdo da caracteristica
de A permite remover algumas informagdes menos pertinentes.

Seja A, uma matriz aproximada da matriz A, matriz de termos X documentos.

Normalmente k é definido através de experiéncias. Na escolha desse valor k tem de se ter
em conta que ele deve ser suficientemente grande para descrever a estrutura dos dados e
suficientemente pequeno para desprezar erros ou detalhes sem importancia. Esta
aproximacdo de A diminui a probabilidade de consultas e documentos referenciarem o

mesmo conceito utilizando termos diferentes. A partir disso, a matriz aproximada €
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considerada para organizar a estrutura semantica e a aproximagdo das informacdes a
serem recuperadas.

Outro aspecto que também hd a salientar € que considerando a existéncia de muitas
palavras-chave manipuladas por um sistema de Recuperacdao de Informacdo, € natural
que o nimero de termos relacionados com um documento seja pequeno em relagdo ao
nimero total de termos de uma coleccdo. A matriz A €, portanto, esparsa, bem como o
vector p. E de notar que como p e A sdo esparsos, os cdlculos sdo consideravelmente

pequenos.

Utilizando a decomposi¢do em valores singulares no exemplo atrds mencionado,

[-0.3292 0.5824 -0.0000 0.1727 0.1503 -0.1570 -0.6895 |
0.0000 0.0000 1.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000
-0.1727 0.1503 0.0000 -0.3292 -0.5824 0.6895 -0.1570

U=|-0.3292 0.5824 -0.0000 0.1727 0.1503 0.1570 0.6895

-0.8121 -0.4528 0.0000 -0.2533 0.2671 0.0000 0.0000

-0.2533 -0.2671 -0.0000 0.8121 -0.4528 -0.0000 -0.0000

| -0.1727 0.1503 0.0000 -0.3292 -0.5824 -0.6895 0.1570

1.4502 0 0 0 0 0
0 1.1609 0 0 0 0
0 0 1.0000 0 0 0
Y= 0 0 0 0.5866 0 0
0 0 0 0 0.4529 0
0 0 0 0 0 0.0000
0 0 0 0 0 0

[-0.5600 0.3901 0.0000 -0.4318 -0.5898  0.0000 |
0.0000 0.0000 1.0000  0.0000 0.0000 0.0000
-0.5194 -0.4385 0.0000 0.6736 -0.2900  0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -1.0000 |
-0.3210 0.7095 0.0000 0.4163 0.4693  0.0000
|-0.5600 -0.3901 0.0000 -0.4318 0.5898  0.0000 |

Como se viu no capitulo 2, uma aproximacdo de A com caracteristica inferior é

k
T
dada por A, =U,X.V/} =Zdj u; v, , podendo portanto desprezar-se os valores
j=1
singulares mais pequenos, encontrando desta forma uma matriz aproximada da matriz

inicial.
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Vamos agora mostrar como utilizar a decomposi¢do em valores singulares para
calcular a similaridade entre termos e documentos numa pesquisa.
Seja A, a matriz de termos x documentos aproximada, com caracteristica k, p o

vector de pesquisa e A,e; a coluna j da matriz Ax. Entéo os cosenos dos éngulos entre o
vector de pesquisa e os vectores dos documentos aproximados sdo dados por:
(Akej)Tp (UkaVkTej)Tp e,T'Vka (UkTp)

.= = = , (6.4)
U e el eEvie el Ve LIl

paraj=1, ..., n.
Considerando
s; :ZkaTej , (6.5)
paraj=I, ....,n , tem-se:
cos(8.) = M (6.6)
sl

E de notar que (6.6) pode ser calculado sem formar a matriz A; explicitamente e que

Hs f”z ¢ calculada apenas uma vez para cada matriz de fermos X documentos e

independentemente da pesquisa.

4
. T . z .
Para o exemplo, consideremos A= A, = ZO‘ UV Seria no entanto necessario
j=1
efectuarmos experiéncias para verificar se esta aproximacao era suficientemente boa ou
ndo para recuperar sempre a informagao que € pertinente.

Consideremos a pesquisa pelas palavras ‘semindrio’ e ‘ professor’. Esta &
representada pelo vector p, :[0 0 0110 O]T.

Ao aplicarmos (6.6) obtemos:

cos(8) =[0.7381 4.4068x10"7 0.5435 2.1290x10™* 0.4475 0.6520] . No caso

de utilizarmos o mesmo limiar, L=0.4, seriam devolvidos quatro documentos, sendo D;
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o documento de maior relevancia, seguido por Dg, D3 e Ds. Este resultado € mais
satisfatorio do que o anterior obtido através de (6.2), uma vez que todos os documentos
pertinentes sdo devolvidos e ordenados pelo seu grau de relevancia. Repare-se que o
primeiro documento contém as palavras ‘semindrio’ e ‘ professor’, sendo o documento

de maior relevancia.

Verifica-se assim com um exemplo que a decomposi¢do em valores singulares é
muito util na Recuperacdo de Informacdo, nomeadamente na Indexacdo Semantica
Latente.

A matriz A, captura a estrutura mais importante de associagdo entre termos e

documentos, ignorando o ruido, ou seja, as estruturas com um menor grau de associagao,
[21].

No contexto da Recuperacao de Informacgdo, para além da decomposi¢do em valores
singulares, podemos também utilizar a factorizacdo QR.

Consideremos a decomposicio em valores singulares da matriz A, A=UXV" e a
factorizagio QR, A=QR. E sabido que em qualquer uma das situacdes podemos
encontrar uma matriz A; aproximada de A, com caracteristica k, sendo
A, =U,X,V/ (como ja foi definido nas sec¢des anteriores) e Ay =Qi Ry, onde as
matrizes Qk € Ry sdo constituidas pelas primeiras k colunas da matriz Q e da matriz R,
respectivamente. Uma grande diferenca entre estas duas factorizagdes € que a SVD
fornece duas bases, uma para o espaco gerado pelas colunas de A e outra para o espaco
gerado pelas linhas de A, enquanto que a QR fornece apenas uma base para o espaco
gerado pelas colunas da matriz A. O facto de encontrarmos uma base para o espaco
gerado pelas linhas da matriz A quando utilizamos a SVD € uma vantagem, pois assim

podem ser feitas comparacdes entre termos [21], como veremos de seguida.

6.3.1 — Comparacao entre termos

No contexto do modelo vectorial e, particularmente da Indexacdo Semantica
Latente, podemos também fazer comparagdes entre termos. Este facto ajuda bastante os
utilizadores quando efectuam pesquisas.

A comparacdo € feita através do valor do coseno do angulo formado entre os

vectores de termos.
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Considerando um par de termos i e j, a similaridade serd, dada por:
(e] A)(A"e))
47 ], |47,

sim(termoi, termo j) = cos(w;) = , (6.7)

parai, j=1,...., m.
Utilizando agora uma aproximagdo de A com caracteristica k e a sua decomposicao

em valores singulares, A, =U,X,V,’ , obtemos:

elu .z v;! )(VkaUkTej) B (e,.TUka)(ZkU,fej)

(w;) = = (6.8)
o HVkaUkTe"HzHVkZ"U"Tesz HZkU’?e"quku"Tefuz
parai, j=1,....,m.
Considerando s, =X, U/ e,, obtemos:
s's
cos(w; ) = ———— (6.9)
Js: [,

parai, j=1,....,m.

Com os resultados da similaridade entre os diferentes documentos constroi-se uma

matriz W, tal que W, =cos(w;). Esta matriz ¢ simétrica, pois sim(termoi,termo j) €

igual a sim(termo j,termoi) .

As entradas W, mostram a associagdo entre os termos i ¢ j. Se a entrada € proxima

de 1, os termos sdo similares e t€ém funcdes semelhantes na descricdo semantica do
documento. Se a entrada é proxima de zero, os vectores sdo quase ortogonais e
correspondem a termos que nao estdo relacionados.

A separagdo dos vectores de termos pela sua similaridade leva a construgcdo de
grupos de termos semanticamente independentes. A este processo di-se o nome de
clustering. Esta € uma das formas de ultrapassar o problema da polissemia.
Geometricamente, o cdlculo de similaridades acima mostra que dois vectores de termos
sdo relacionados se eles estdo suficientemente proximos no espago gerado pelas linhas
da matriz de termos X documentos. Além disso, eles ndo t€m relacdo alguma se forem
ortogonais entre si.

No processo de agrupamento, os termos sdo associados aqueles que normalmente
surgem com eles nos diversos documentos de uma base de dados. Quando se efectua

uma expansdo da pesquisa, essa expansao € feita com base neste facto.
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Capitulo 7
Descodificacao de mensagens

cifradas

7.1 — Introducao

Desde hd bastante tempo que a descodificacdo de mensagens cifradas, também
conhecidas por criptogramas, tem sido uma actividade muito popular. Existem muitas
maneiras para efectuar essa descodificagdo.

A criptandlise ou criptoandlise € um método para analisar mensagens cifradas com o
objectivo de decifra-las.

Neste capitulo pretende-se descrever como a decomposicdo em valores singulares
pode ajudar a descodificacdo de mensagens, nomeadamente na descoberta de vogais e
consoantes em mensagens codificadas. Serd aqui apresentado o trabalho exposto por
Cleve Moler e Donald Morrison [23]. Estes autores, sendo de lingua inglesa, fazem o
estudo incidir sobre o inglés, utilizando as componentes dos primeiros vectores
singulares para aproximar a frequéncia de cada letra no criptograma e os segundos para

separar as vogais das consoantes.
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7.2 — O problema dos criptanalistas

Os criptanalistas sdo aqueles que fazem estudos de técnicas matematicas, na
tentativa de quebrar mensagens cifradas.

A técnica que a seguir se expde resulta para mensagens codificadas através da troca
de letras numa mensagem, por uma permuta entre si. Quando o criptanalista analisa uma
mensagem, comega por contar as ocorréncias das letras, individualmente, na mensagem
e compara a frequéncia de ocorréncia com a do texto normal. No entanto, é necessario
que a mensagem seja suficientemente longa para que esta técnica resulte. Um
procedimento que € indispensavel para descodificar é fazer uma particdo do criptograma
em dois conjuntos sendo um o das consoantes e outro o das vogais.

Os textos escritos em diversas linguagens, incluindo o inglés, tém a propriedade de
que as vogais sdo frequentemente seguidas por consoantes e vice-versa. No entanto ha
algumas excepcoes; por exemplo, nos textos escritos em inglés a letra ‘4’ muitas vezes é

precedida por outras consoantes para formar os sons: th, gh, ph, sh e ch.
Dizemos que um texto € “vogal depois de consoante” ou mais simplesmente “vdc”
se a proporcdo de vogais que seguem vogais € menor que a propor¢do de vogais que

seguem consoantes, ou seja:

n° de pares (vogal, vogal ) < n° de pares (consoante, vogal )

, (7.1)
n° de vogais n° de consoantes

Ao dividirmos o texto em dois conjuntos verificamos se a regra “vdc” € cumprida
ou ndo. Esta é uma condicdo essencial para que a técnica resulte; qualquer experiéncia
que tente todas as particdes possiveis antes de satisfazer a regra “vdc” fard com que o
procedimento ndo resulte.

Seja n, o nimero de letras do alfabeto. O diagrama de frequéncia é uma matriz

A sendo o elemento a;; o numero de ocorréncias que a letra j segue a letra i. Os

nXxn
espacos e pontuacao sao ignorados e a primeira letra do texto é assumida como seguindo
a ultima.

Em geral, A, , ndo é simétrica e a letra i ocorre um nimero de vezes igual a

f EZ% =Zajl.. (7.2)

n
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Verifica-se assim que a soma da linha j e da coluna j € igual ao nimero de vezes que a

letra i aparece no texto.

Para a parti¢do, ou seja, a divisdo das letras do texto em dois conjuntos disjuntos,

podem definir-se os vectores v e ¢ da seguinte forma:

i =

1, seé vogal, 1, seé consoante,
V.= - ’
0, sendo € consoante.

0, sendoé vogal.

onde i=1,...,26.
Verifica-se que os vectores v € ¢ sdo ortogonais € que

v Av =niimero de pares (vogal, vogal) no texto,

c" Ac = niimero de pares (consoante, consoante) no texto

Logo a regra “vdc” pode escrever-se

v Av c'Av

viAv+ce) c"Alv+e) ’

ou seja,

D=("av) (' ac)- [ ac) [ av)<o.

(7.3)

(7.4)
(7.5)

(7.6)

(7.7)

Entdo o problema do criptanalista é: dado um diagrama de frequéncias A, encontrar

uma particdo v e ¢ que verifique (7.7).

Utilizando a SVD podem escrever-se matrizes aproximadas de A:

e Aproximacido de A com caracteristica 1

A:Alzo-lxlle

(7.8)

T 2 . N .
Sendo e = (1,...,1) e f o vector em que cada entrada, f;, € o nimero de ocorréncias

da i-ésima letra no texto, entdo

Ae=Ale=f

&9

(7.9)



e logo

U

T T
Gl(yl e)xl = O-l(xl e))’l f- (7.10)
Os primeiros vectores singulares esquerdos e direitos tendem a ser aproximadamente
iguais e reflectem a frequéncia das letras no texto. Utilizando esta informacdo e a
aproximacao com caracteristica um de A, o criptanalista deve ser capaz de estimar, com

algum grau de confianga, as entradas do alfabeto permutado.

e Aproximacido de A com caracteristica 2

A=A, =0, x5 +0,%, ) (7.11)

2.

E a mais simples aproximagao que tem em conta a correlacdo entre os pares de
letras no texto. Os segundos vectores singulares (esquerdo e direito) contém a chave para

a solucdo do problema do criptanalista.

Os sinais dos componentes de x, e de y, sdo usados para dividir as letras da
mensagem da seguinte forma:

I, sex;;>0e y;, <0
v, = ? Yz (7.12)
0, caso contrario.

I, sex;,; <0e y,>0
¢ = oo (7.13)
0, caso contrario.

n = 1, se sign (xiZ): sign ()’iz) (7.14)
0, caso contréario.

A terceira categoria de letras, letras neutras, sdo os que ndo podem ser classificados
nem como vogais nem como consoantes. Na pratica poucas letras ficam nesta categoria.
No texto escrito em inglés, por exemplo, o ‘4’ normalmente é uma letra neutra, pois é
seguida por uma vogal e precedida por uma consoante.

Antes de se analisar como se encontra a solu¢do para o problema dos criptanalistas

apresenta-se uma defini¢do, o teorema de Perron-Frobenius e um lema.
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Definicao 7.1: Uma matriz A, diz-se irredutivel se ndo existe uma matriz de
permutacdo P, que transforme A numa matriz triangular por blocos, sendo os blocos da

diagonal matrizes quadradas.

Teorema 7.1 (Perron-Frobenius): Seja A, , uma matriz irredutivel, com entradas a;;
ndo negativas. Entdo:
1. A tem um valor préprio real e positivo r tal que qualquer outro valor préprio A
satisfaz: |/1| <r;
2. O valor proprio r é simples: r € uma raiz simples do polindmio caracteristico em
A. O espago préprio esquerdo ou direito associado tem dimensao 1;
3.  H& um vector préprio esquerdo e um vector proprio direito associados a r apenas

com entradas positivas. Isto significa que existe um vector linha v = (vl, .. .,vn) e

T .. .
um vector coluna w= (wl,...,wn) com entradas positivas v, >0, w; >0, tais

que vA=rve Aw=rw;
Lema 7.1: x, ey, tém todas as componentes ndo negativas.

Demonstracao: (ver, por exemplo, [24])

O teorema de Perron-Frobenius implica que se A € ndo negativa e irredutivel entdo o
vector préprio correspondente a0 maximo valor proprio tem componentes positivas.

Sendo

A=UxV’
Verifica-se que
A"Ax, = A, x,
e
AATYl =K Yis

sendo 4, e k; valores proprios de A" Ae de AA” respectivamente.
Como A é nio negativa e irredutivel implica que A” Ae AA” também o sio.
Como o, é o maior valor singular de A e 0, =44 =./k;, A4 e k; sdo os maiores

valores proprios. Logo pelo teorema Perron-Frobenius x; € Yy, tém componentes

positivas.
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A solugdo para o problema do criptanalista usando as parti¢des v; e c; € encontrada

verificando o teorema que a seguir se apresenta.

Teorema 7.2: Seja A= A, uma matriz ndo negativa de caracteristica dois. Sejam v e ¢
definidas por (7.12) e (7.13) respectivamente, entdo a regra “vdc”,

D= (V’Av) (ctAc)— (V’Ac) (ctAv)< 0, € satisfeita.
Demonstracao:

Substituindo A, em D, obtém-se:

D= (Vt(o-lxd’lT +O_2xz)’2T )V)(Cl(glxﬂ’lT +62x2)’2T )C)

_(Vt(alxlle +62x2y2T )C)(Ct(o-lxlle +O_2x2y2T )V)

_ t T t T t T t T
=0,0,||Vixy v cxy,c|+|vix,y,v||cxyc

2 3 4
t T t T t T t T
— V)Clle cxzyzv — V)CzyzC C)ClylV

5

Os produtos 1, 4, 5 e 8 sdo ndo negativos, pois pelo lema 7.1, x;ey, t€m todas as
componentes nao negativas, assim como 0s vectores ¢ € V.

Considerem-se as defini¢oes (7.12) e (7.13) para v; e c¢;. De todos os produtos

restantes desta expressdo, apenas y,v e c¢'x, sio negativos. Consequentemente todos os

termos dentro de parénteses sdo negativos logo a expressdo D é negativa, como ¢é

pretendido.

Suponha-se que se pretende descodificar a seguinte mensagem (apresentada por

Bruce Schatz [24]):

xvqiq hig h mighx chso xvzsma ey zccqsaq zsxqigax hpekx lvzjv ajzqgsjq, hx nigagsx,

bsela tzxxtq. zx za Xvq uep ey nvzteaenvo xe bqqn anqgjkthxzes hpekx xvqaq htzdq
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Para separar no criptograma as vogais das consoantes e das letras neutras utilizimos
a fun¢do digraph.m, disponibilizada pela coleccio NCM, que pode ser consultada em
http://www.mathworks.com/moler/ncmfilelist.html.

Nesta fun¢do constréi-se a matriz A, ,,, tendo em conta que cada q; i ¢ o ndmero
de ocorréncias que a letra j segue a letra i. Seguidamente calcula-se a sua SVD e

constrdi-se o grafico da distribuicdo das letras de acordo com o sinal das coordenadas

dos segundos vectores singulares esquerdo e direito, conforme se apresenta na tabela a

seguir.

Letras A B C D E F G H I J K L M
U, -0.34 | 006 | -0.04 | -0.11 | 0.13 0 0 013 | 055 | -0.13 | 001 | 003 | 008
V, 028 | 00002 | -0.02 | 0.005 | -0.15 0 0 045 | 021 | 007 | 0019 | 00002 | 0.04

Letras N (0} P Q R S T U v W X Y V/
U, 007 | 002 | -0.07 | 061 0 012 | 007 | -0.02 | -0.30 0 -0.12 | 0.0013 | 0.03
V, 00416 | -0.03 | 006 | -0.71 0 032 | 004 | 009 | -0.11 0 007 | 004 | -0.03

Tabela 7.1: Segundos vectores singulares esquerdo e direito da matriz A

132 Letras

0.6 1

0.4r 1

Griafico 7.1 — Distribui¢do das vogais, consoantes e letras neutras

Tendo em conta as defini¢des (7.12), (7.13) e (7.14) e o grafico obtido verifica-se que

E e Q sdo vogais; I e A sdo consoantes e V, M, S e H sdo letras neutras.
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Grafico 7.2 — Separacdo das vogais, consoantes e letras neutras

Verifica-se que B € uma consoante e que L € uma letra neutra.

As letras no criptograma classificam-se da seguinte forma: as vogais sdo E O Q Z,

as consoantes ABDIJNPUX e as letras neutras: CHKLMRSTVY.

Para se descodificar a mensagem comeca-se por contar a frequéncia de cada letra no

criptograma:

Depois € feita a comparacdo com a frequéncia das letras no texto normal, escrito em inglés.

015

Letras Frequéncia Letras Frequéncia
Q 20 LN, T 5
X 16 J 4
zZ 11 C.K,P 3
AE 10 B,L,M,0,Y 2
H 9 D,U 1
S,V 8 F,G,R, W 0

Tabela 7.2 — Frequéncia das letras no criptograma

Essa frequéncia € apresentada na tabela a seguir:

Letra % Letra % Letra % Letra %
A 8.06 H 5.99 o 8.00 v 0.97
B 1.49 I 6.85 P 1.97 W 2.06
C 2.75 J 0.17 Q 0.09 X 0.21
D 4.09 K 0.68 R 6.20 Y 1.70
E 12.51 L 3.68 S 6.11 z 0.07
F 2.79 M 2.37 T 9.50
G 1.80 N 7.12 U 2.77

Tabela 7.3 - Frequéncia das letras no inglés
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Seguidamente faz-se a correspondéncia entre as letras do criptograma e as do texto

normal, ou seja, decifra-se a mensagem, obtendo-se:

xvqiq hiq h mighx chso xvzsma ey zccqsaq zsxqiqax hpekx lvzjv ajzqgsjq, hx nigagsx,
there are a great many things of immense interest about which science at present
bsela tzxxtq zx za xvq uep ey nvzteaenvo xe bqqn anqgjkthxzes hpekx xvqaq htzdq

knows little it is the job of philosophy to keep speculation about these alive

Esta mensagem cifrada serviu apenas de exemplo ilustrativo, pois é demasiado curta
para que se possa ter a certeza de que a técnica resulta na integra.

O cdédigo utilizado anteriormente pode ser também utilizado para fazer experiéncias
em textos ndo cifrados escritos noutras linguas, para fazer a separacdo de vogais

consoantes e letras neutras.
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Capitulo 8

A expressao dos genes

8.1 — Introducao

Em 1869, o médico suico Friedrich Miescher (1844-1895) fez uma descoberta
curiosa: o nucleo de cada célula contém uma substancia complexa mas desconhecida, o
seu composto quimico ficou conhecido como 4cido nucleico. Posteriormente descobriu-
se que hé dois 4cidos nucleicos: um deles passou a ser conhecido por dcido ribonucleico
ou ARN e o outro por dcido desoxirribonucleico ou ADN.

O ADN ¢é uma molécula que reproduz o codigo genético, é responsdvel pela
transmissdo das caracteristicas hereditarias de cada espécie, quer seja nas plantas, nos
animais ou nos microrganismos. A molécula do ADN é formada por fosfato e agicar e
por sequéncias de quatro bases nitrogenadas: adenina (A), timina (T), citosina (C) e
guanina (G), ligadas por pontes de hidrogénio, formando uma dupla hélice. A estrutura
quimica das bases € tal que cada uma s6 pode emparelhar com o mesmo parceiro. A
adenina forma sempre um par com a timina e a citosina com a guanina. Estes quatro
pares: AT, TA, CG e GC, formam as ‘letras’ do cédigo do ADN. Pode ver-se na figura
8.1 a representacdo esquematica do ADN.

Cada gene é um segmento de ADN que contém uma férmula quimica da

composi¢do de uma proteina particular ou de ARN. O genoma humano contém de 25000

a 30000 genes.
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Cerca de 98% do ADN humano contém regides ndo codificadas.

Chromosome

Chromatid Chramalid

Talomers

Canfromerns

http:/ /www.accessencellence.org/AB/GG/chromosome.html

Fig. 8.1 - Representagdo esquematica do ADN

O ARN tem uma composi¢do muito semelhante a do ADN, contudo apresenta
algumas diferencas. Tem uma estrutura geralmente em cadeia simples e € formado por
moléculas de dimensdes muito inferiores as do ADN. Localiza-se no nucleo das células
e no citoplasma’, participando na sintese de ADN quando as células se multiplicam. A
quantidade de ARN ¢ varidvel de célula para célula de acordo com a actividade celular.

Existem diferentes tipos de ARN, o que nos interessa para este estudo ¢ o ARN
mensageiro (ARNm). Este forma-se no nucleo da célula e transporta as informacdes do
codigo genético do ADN para o citoplasma, determinando as sequéncias dos
aminodcidos na construcao das proteinas.

Nos dltimos anos, a genética tem sido bastante estudada. Esta drea pode ter diversas
aplicacdes, como a selec¢do de espécies, a criacdo de medicamentos mais eficazes, a
melhoria de diagndstico e tratamento de vdrias doengas.

Tem-se tentado descobrir, para além da sequéncia dos genes, como € que estes

interagem no controlo do metabolismo. Estuda-se para isso, nos genes, a variagdo no

7¢ 4 .
E tudo o que compreende a célula menos o nicleo
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tempo da produ¢do de ARNm para codificar uma proteina, ou seja, a expressao dos
genes. Quando um gene recebe a ordem para se expressar, 0 segmento correspondente
(da dupla hélice) abre e € feita uma copia dessa informagdo numa Unica cadeia, ARNm.
O ARNm deixa o nucleo da célula e no citoplasma € feita a tradugdo. A cada trés bases é
associado um aminodcido. O conjunto desses aminodcidos € a proteina sintetizada, ou
seja, € a expressdo desse gene.

Para se fazer a leitura da expressio dos genes sdo utilizadas micropistas
(“microarrays”) de ADN que s3o instrumentos que medem simultaneamente a
concentracdo de milhares de moléculas de ARNm.

Cada cadeia simples de ADN, copiada a partir de um segmento de gene particular é
ligada a micropista. O conjunto de ARNm produzido por um tipo celular ¢ marcado e é
designado por ‘“sonda”. Estas sondas vao ligar-se com muita afinidade ao ADN
correspondente que se encontra na micropista. Esta ligacdo torna-se fluorescente quando
¢ iluminada a laser.

A intensidade da luz libertada por cada molécula de ARNm € medida. Estes valores
correspondem a entradas numa matriz, com m linhas e n colunas. Cada linha representa a
expressdao de um gene em n experiéncias.

A matriz mostra a expressdao dos genes (a producio de ARNm) num determinado
momento de vida da célula (em etapas consecutivas de crescimento das células, por
exemplo).

Pode acontecer que nalguns sitios da sequéncia do ADN faltem dados, por exemplo
devido ao erro de leitura da mdquina. Por vezes, também ¢é dispendioso ou torna-se
demorado repetir a experiéncia, entdo os cientistas t€ém vindo a tentar descobrir métodos
para obter os dados em falta.

Os métodos mais comuns para fazer a reconstruc¢ao sao [25]: método da substitui¢ao
por zero, média da soma das linhas, métodos de andlise de clusters e SVD. Nestes
métodos a reconstru¢do dos dados que faltam é feita independentemente, isto €, a
estimacdo de cada entrada ndo influencia a estimac¢do de outras entradas.

Em [26] € sugerido um novo método em que a estimac¢do dos dados em falta € feita
em simultaneo.

Neste trabalho descreve-se um método que faz uso da SVD.
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8.2 — A matriz de expressao dos genes

Seja E € R"*", com m >>n, a matriz de expressdo dos genes.

Eu 8 7 8un
8 8»n 7 8u
E=|"" 2o (8.1)
gml gm2 gmn
O vector g(_T:[gil 8in - gm], (i=1,...,m), corresponde aos niveis de

expressao para o i-ésimo gene nas n experiéncias.

Consideremos a decomposi¢cdo em valores singulares da matriz E.

_ T
men - Um><m men Vn><n (82)
As colunas da matriz V, v,---,v,, did-se o nome de genes proprios sendo os

valores singulares de E, o, -, 0,,, as respectivas expressdes proprias.

m?

Através de véarias experiéncias, feitas em bases de dados, verificou-se que apenas

alguns genes proprios sdo necessdrios para obter toda a expressdo dos genes. Esse

P T n N
nimero de genes significativos nunca excede —, portanto para obter toda a expressao

dos genes € suficiente considerar menos de metade do niimero de experiéncias [25].
Existem varios métodos para estimar o nimero de genes préprios significativos. De

seguida descreve-se um deles, conhecido por critério da fraccao.

8.3 — O critério da fraccao

Considere-se

p,=—", (8.3)

onde g =1,...,n.
O valor p, representa a contribuicdo da expressdo do g-ésimo gene proprio.

Escolhem-se [/ genes proprios que contribuam mais de 90% de toda a expressao.

100



8.4 — Reconstrucao da matriz de expressdao de genes

através da SVD

De seguida descreve-se um método para a reconstru¢do da matriz E que faz uso da
decomposicdo em valores singulares.

Comeca-se por considerar que m' € o nimero de linhas de E em que sdo conhecidas
todas as entradas. Seguidamente reorganizam-se as linhas na matriz escrevendo

primeiramente aquelas em que ndo faltam entradas.

i 8u 8 81(n'+1) 8in |

81 8on 8o(n'+1) 8o

‘ . : . m'
gml gmn gm'(n+1) gmn (8 4)
E=| ’
g(m +1)1 g(m +1)n g(m'+1)(n +1) g(m +1)n
m—m'

L gml gmn' gm(n'+1) gmn i

Considera-se agora a submatriz F € R” ™ que se obtém a partir de E eliminando as

linhas em que faltam entradas.
z T . ~
Neste método, se falta uma entrada no gene g, , esta escreve-se como combinagao

linear das entradas correspondentes dos / genes proprios significativos de F .
Primeiramente considera-se a decomposicao em valores singulares da matriz F , na

forma

Fm'><n = Ul Zitxn anxn N (85)

m'xn

Encontram-se depois os [ genes préprios significativos através do critério da

fraccao.
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Sejao gene g’ com algumas entradas desconhecidas,

g,.T:[gil 8 0 8w i) gin]‘ (8.6)

Vamos escrever este gene como combinagdo linear dos genes proprios

significativos de F', ou seja, das primeiras / colunas de Vl,

1
gl =Yay;, (8.7)
j=1

ou mais simplesmente,

g' =V'a. (8.8)

Considere-se agora o vector g’ que corresponde ao gene g’ tendo em conta

apenas as entradas conhecidas. Entdo g’ é a projeccdo de g’ num espaco de dimensio

igual ao nimero de entradas conhecidas de g’ . E com o auxilio destes vectores, &',
que se calculam os coeficientes, a,, da combinacdo linear (8.7).
Cada um dos g/ pode escrever-se como combinagdo linear dos / genes proprios Ir

Os vectores V; correspondem aos genes proprios calculados em (8.5), suprimindo as

entradas cuja posi¢dio é a mesma das entradas desconhecidas no gene g’ . Tem-se assim

que
AT A
8i =24V (8.9)
J=
gl =a, b, +a,V,++a,, (8.10)
ou seja,
a,
a
gl = 0,51 2] (8.11)
a,
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Para cada gene com entradas em falta, temos de encontrar a solu¢do para o sistema
de equacdes,

AT -

g = kxla[><17 (812)

onde k é o niimero de entradas conhecidas do gene g” .

Analisemos a classificagdo do sistema (8.12), para o caso de V ter caracteristica
completa.

Se k=1, o sistema € determinado e a = v g’

Se k> 1, o sistema é sobredeterminado, g’ ¢ R(V) e este sistema ndo tem solugdo.
Nesta situacdo € necessario encontrar uma solug¢do aproximada no sentido dos minimos

quadrados, a tal que

A

g'-Va H = min
2 a

\gT —Va Hz (8.13)

z

Para se determinar os coeficientes € agora necessdrio multiplicar ambos os

membros de (8.13) pela pseudo inversa de v,
Vi @i - (8.14)
Encontram-se assim os coeficientes da combinagdo linear

a=V'g’. (8.15)

No caso de k < [, o sistema € indeterminado, tendo por isso infinitas solugdes.

Temos de procurar a solu¢ao de norma minima.
Verifica-se que se V' tem caracteristica incompleta, isto €, se car(V) < min(k,l), o

sistema pode ser indeterminado e por isso ter infinitas solu¢cdes. Neste caso, procura-se

também a solu¢do de norma minima.

Pode agora substituir-se o resultado acima mencionado em (8.9)

gh=vvigh. (8.16)
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Desta forma, para determinar a entrada p, em falta no gene g, , utiliza-se a seguinte

férmula

l 4
8y =2 V;,v8 - (8.17)
Jj=1

Depois de calculadas as entradas que faltam nos genes sdo substituidas nas
respectivas posicoes da matriz E.

Elabordmos um programa em MATLAB, utilizando dados disponiveis em
http://genome-www.stanford.edu/SVD/ e que fazem parte de [27]. Este programa estima
as entradas em falta em cada gene. Pode ser consultado no Anexo B.

Os dados atrds referidos contém a expressdao de 6113 genes em 24 experiéncias.
Calculdamos as entradas em falta na matriz de expressdo dos genes aplicando os
procedimentos anteriormente descritos. Verificimos € suficiente considerarmos apenas 5
genes proprios, pois estes contribuem mais de 95% para toda a expressao.

Na impossibilidade pratica de apresentar a totalidade da matriz (6113 linhas por 24
colunas) apresentamos apenas um bloco, com falta de dados, j4 com a troca de linhas

efectuada e a respectiva reconstrucao, utilizando a decomposi¢do em valores singulares.

[1.07 070 179 047 1.50 0.80 1.72 129 2.50 047 091 0.69] [1.07 070 1.79 047 150 0.80 1.72 129 250 047 091 0.69]
031 044 0.69 093 138 1.68 1.70 1.11 195 083 056 0.49 031 044 0.69 093 138 1.68 1.70 1.11 1.95 0.83 0.6 0.49
1.00 1.14 140 0.54 120 1.13 1.78 127 1.73 043 0.84 0.80 1.00 1.14 140 054 120 1.13 1.78 127 1.73 043 0.84 0.80
143 054 160 049 157 133 159 157 222 044 080 051 143 054 1.60 049 157 133 159 1.57 222 044 0.80 0.51
1.81 126 053 1.13 1.75 093 142 0.65 124 1.09 097 0.94 1.81 126 053 1.13 1.75 093 142 0.65 124 1.09 097 094
1.09 098 120 0.84 145 102 121 1.18 1.16 091 0.82 0.96 1.09 098 120 0.84 145 1.02 121 1.18 1.16 091 0.82 0.96
1.08 056 0.68 1.25 3.01 272 5.09 340 4.85 2.04 1.62 1.06 1.08 0.56 0.68 1.25 3.01 272 5.09 340 4.85 2.04 1.62 1.06
0.75 0.80 0.46 085 0.88 0.83 1.05 1.07 0.78 0.72 1.00 0.86 0.75 080 0.46 0.85 0.88 0.83 1.05 1.07 0.78 0.72 1.00 0.86
1.46 1.13 1.07 083 1.14 094 136 257 204 213 226 211 146 1.13 1.07 0.83 1.14 094 1.36 257 2.04 213 226 2.11
1.43 0.74 1.25 129 0.69 121 1.45 200 0.84 095 093 :> 143 074 125 074 129 0.69 121 145 200 084 095 093
1.20 1.18 1.69 1.53 0.65 197 1.02 0.62 0.87 0.50 120 1.18 1.69 0.72 153 0.65 197 1.02 178 0.62 0.87 0.50
0.74 1.02 1.37 1.34 075 099 137 1.02 076 0.73 0.69 0.74 1.02 137 0.62 134 075 099 137 1.02 0.76 0.73 0.69
1.17 120 1.80 1.37 0.69 1.71 1.06 049 0.87 0.50 1.17 120 180 0.70 137 0.69 1.71 1.06 1.61 049 0.87 0.50
1.07 1.06 1.79 140 0.62 1.89 1.10 2.88 0.74 1.15 048 1.07 1.06 1.79 0.77 1.40 0.62 1.89 1.10 2.88 0.74 1.15 048
120 098 1.13 147 082 1.58 2.80 0.58 0.87 0.50 120 098 1.13 0.78 147 0.82 1.58 2.80 2.04 0.58 0.87 0.50
1.43 1.07 1.96 1.11 0.85 141 089 3.00 0.73 1.04 047 1.43 1.07 196 078 1.11 0.85 141 089 3.00 0.73 1.04 047
1.05 1.10 1.85 120 068 123 1.61 0.13 0.87 050 1.05 1.10 1.85 0.67 1.20 0.68 123 1.61 143 0.13 0.87 0.50
1.13 097 1.17 148 0.88 1.57 0.86 130 092 087 0.50 1.13 097 1.17 064 148 0.88 157 086 130 092 087 0.50
123 097 0.88 116 123 111 229 133 1.82 1.14 1.22 123 097 0.88 084 116 123 1.11 229 133 182 114 122
1.44 1.07 224 120 1.06 146 1.60 0.53 0.87 0.50 [1.44 107 224 077 120 106 146 160 1.68 0.53 0.87 0.50]

Concluimos que os valores calculados pelo método atrds descrito parecem ser

fidveis, ja que sdo da mesma ordem de grandeza dos restantes, obtidos nas experiéncias.
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ANEXO A

Neste anexo, constroi-se, em detalhe, o sistema (5.30).

Seja A AT =

a4 a3 4y ||l

X
a, 4y, 04y a i
~ PO 12 22 23 24 :
Na equagdo (5.27) temos [lx i tx] 7 1=1, ou seja,
13 oy Ay Ay || L
ay Gy Gy Ay || 1,
o]
apn
a3
a4
P T L S .o . . anp | _ ..
[lxlx byl Fiyly iy Fiyly Ty Fipty dyiy fpdy i oy +igt, i iyt +it, txtr] =1
anq
as3
azq
L %44 |
A equacdo (5.28) € analoga a anterior.
ay Ay Qi Ay || s
a,, a a,, da N
~ . e 12 22 23 24 y .
Na equagdo (5.29) temos [zx i1 tx] " |=0, ou seja,

Az Ay Ay Ay || ],

Ay Gy Ay Gy |1,

.. .. .. . ay
[lxj)C Ly je i)y I gy tic, Ly tidy Iy )y I JyFiyj, G, ity 1 j, tj +it, txty]
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Obtemos assim o sistema B; ., d,q = Cs,, , definido em (5.30) pelas equagdes (5.27 a

5.29), em que B ¢ a matriz

[ (i ix)l (iyix +ixiy )1 (izix +ixiz )1 (xiy +ixty )1 (iy iy )1 (iziy +iyiz )1 (txiy +iy’)c)l O N N )1 (13t )1 ]
(ix ix)f (iyix+ixiy)f (izix+ixiz)f (txix+ixix)f (iy iy)f (iziy+iyiz )f (txiy+iytx)f (i, iz)f (txiz+iztx)f (txtx)f
(f)c j)c)l (jyfx+ijy)1 (jzj)c+ijz)] (txfx+fxtx)1 (ly jy)l (jzfy +fyfz )1 (txfy+jytx)1 (]z jz)l (tsz+fztx)1 (t)ct)c)l

(jxj.x)f (jyj.erjxj)f)f (jzjx+jsz)f (t.xijrjx’x)f (jyj)f)f (jzjy+jyjz )f (’.xijrj)r’x)f (jzjz)f (tszJrjz’x)f (txtx)f

(ix fx)l (iyfx‘*'ixfy)l (izjx‘*'ixfz)l (’xfx*'ix’y)l (iy fy)l (izfy fiyjz)l (’xfy*’iyfy)l (iz jz)l (’xfz‘*'iz’y)l (’x’y)l

(ixjx)f (iyj.x+i.xjy)f (izj.x+i.sz)f (’xjx*ixfy)f (iyjy)f (izjy*iyjz)f (’xjy*iy’y)f (izjz)f (tsz*iz’y)f (’x’y)f
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ANEXO B

Programa para comprimir imagens por blocos

%Este programa divide uma imagem em 5 blocos e comprime cada um desses blocos de acordo com a
Yocaracteristica pretendida.

II=zeros([1536 2048]);
% L& imagem

I=imread('biblioteca.jpg’);
I=rgb2gray(I);

%Mostra imagem

imshow(I)
pause
close

I=im2double(]);
for i=1:1536

9%Construcao Bloco Al
for j=1:682
ALG))=IG));
end

9%Construcao Bloco A5
for j=1:684
AS5(1,j)=I(1,j+1364);
end
end

for j=1:682

% Construcao bloco A2
fori=1:512
A2(i,j)=I(i,j+682);
End

% Construcao bloco A3
fori=1:513
A3(1,))=1(1+512,j4+682);
end

% Construcao bloco A4
fori=1:511
A4(1,j)=1(1+1025,j+682);
end
end

% Escolha da caracteristica para os blocos
k1=2;
k2=40;

[ul,s1,v1]=svd(A1,0);
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% bloco Al
Al=ul(:;,1:k1)*s1(1:k1,1:k1)*v1(:,1:k1)";

[u2,s2,v2]=svd(A2,0);

% bloco A2
A2=u2(:,1:k1)*s2(1:k1,1:k1)*v2(:,1:k1)";

[u3,s3,v3]=svd(A3,0);

% bloco A3
A3=u3(:,1:k2)*s3(1:k2,1:k2)*v3(:,1:k2)";

[u4,s4,v4]=svd(A4,0);

% bloco A4
Ad=u4(:,1:k1)*s4(1:k1,1:k1)*v4(:,1:k1)";

[u5,s5,v5]=svd(A5,0);

% bloco A5
AS5=u5(:,1:k1)*s5(1:k1,1:k1)*v5(:,1:k1)";

Y%Forma imagem
for i=1:1536
for j=1:682
11(G.)=A1():
end
for j=1365:2048
II(i,j)=A5(1,j-1364);
end
end
%
for j=683:1364
for i=1:512
I1(i,j)=A2(1,j-682);
end
for k=513:1025
II(k,j)=A3(k-512,j-682);
end
for 1=1026:1536
I1(1,j)=A4(1-1025,j-682);
end
end

% Mostra a imagem
imshow(II)

pause
close

Programa para reconstrucao de imagens

%Este programa reconstréi uma face do conjunto de teste considerando o nimero de faces préprias
%escolhidas, ou seja a dimensdo do espaco de faces

% 1.¢ as faces %
Matriz_Faces=zeros([256*256 150]);
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for i=1:150

nome=sprintf('face_treino/face%d.bmp',i);

[Face]=im2double(imread(nome));%L€ cada uma das faces colocando-as numa matriz com entradas
Yoentre 0 e 1%

Matriz_Faces(:,i)=Face(:);% Processo de vectorizagdo: cada face passa a vector coluna%

end

% Calcula a média%
A=zeros(size(Matriz_Faces(:,1)));

for [=1:150
A=A+Matriz_Faces(:,]);

end

A =A./150;

D2=0;

for I=1:150
Matriz_Faces(:,])=Matriz_Faces(:,])-A; % Subtrai a média a cada face%
D2 = D2 + norm(Matriz_Faces(:,1))"2;

end

% Calcula as faces préprias%
D2 =D2/150;
D = sqrt(D2);

Matriz_Faces = Matriz_Faces/(sqrt(150)*D);
9%Matriz_Faces = Matriz_Faces/(sqrt(150));
[U,S,V] = svd(Matriz_Faces,0);

k=inputdlg('Introduza o numero', 'Qual e a 1* face prépria a considerar?');
k=str2num(k{1});

k1=inputdlg('Introduza o numero', '‘Qual e a dltima face prépria a considerar?"’);
kl=str2num(k1{1});

Ei = reshape(U(:,1),256,256);

%Le faces teste%
Matriz_FaceT=zeros([256%256 28]);

for I=151:178
nomes=sprintf('face_teste/face%d.bmp',I);
[FaceT]=im2double(imread(nomes));
Matriz_FaceT(:,I)=FaceT(:);

end

i=150+menu('Escolha a face do conjunto de teste', Face 151,...");

F=Matriz_FaceT(:,i);%F e a face a ser projectada%

X = (F-A)/D;

U1=U(,k:k1);

coef = U1'*X;%coef- coeficientes de projeccio

r = length(coef);

Un=Ul(,1:1);

F_recon = Un*coef*D + A;
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Fr = reshape(F_recon,256,256);
nomes=sprintf('face_teste/face%d.bmp',i);
[FaceT]=im2double(imread(nomes));

subplot(2,2,1);axis off; imshow([FaceT])
z=text(75,-15,Face Teste');
set(z,'FontSize',10,'Color’,'r")

subplot(2,2,2);axis off; imshow([Fr])
t=text(45,-15,'Face Reconstruida');
set(t,'FontSize',10,'Color','r")

subplot(2,2,3.5);axis off; imshow([FaceT] - [Fr])
t=text(95,-15,'Erro");
set(t,'FontSize',10,'Color’,'")

pause(10);
Perg='Quer ver os coeficientes da projeccdo ?';
titulo= 'Pergunta’;
b1='Sim";
b2='Nao';
default='Sim’;
t=questdlg(Perg,titulo,b1,b2,default);
if t=="Sim'; coef
end

close (figure(1));

Perg='Quer fazer outra reconstru¢do da mesma face?";

titulo= 'Pergunta’;

b1='Sim";

b2='Nao'";

default='Sim’;

t=questdlg(Perg,titulo,b1,b2,default);

if t=="Sim'

k2=inputdlg('Introduza o ndmero', 'Qual e a 1* face prdpria considerar?');
k2=str2num(k2{1});
k3=inputdlg('Introduza o niimero', 'Qual e a ultima face prépria a considerar?');
k3=str2num(k3{1});

Perg='Quer ver as faces proprias?";
titulo= Pergunta’;
b1='Sim’;
b2='Nao’;
default="'Sim";
r=questdlg(Perg,titulo,b1,b2,default);
if r=='Sim"; figure(1);clf;
for j = k2:k3
Ej = reshape(U(:,j),256,256);
imshow(Ej,[]);pause% pause - para mostrar uma a uma carregando em qualquer tecla%

close (figure(1));
end
else
for j = k2:k3
Ej = reshape(U(:,j),256,256);
end
end
X = (F-A)/D;
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U11=U¢(:,k2:k3);
coefl = U11*X;%coef- coeficientes de projeccao

r = length(coefl);
Un=Ul1(,1:x);
F_recon = Un*coefl *D + A;

Frl =reshape(F_recon,256,256);
nomes=sprintf('face_teste/face%d.bmp',i);
[FaceT]=im2double(imread(nomes));

subplot(2,3,1);axis off; imshow([FaceT])
z=text(75,-15,Face Teste');
set(z,'FontSize',10,'Color’,'r")

subplot(2,3,2);axis off; imshow([Fr])
t=text(45,-15,'1* Reconstrucio ");
set(t,'FontSize',10,'Color’,'r")

subplot(2,3,3);axis off; imshow([Fr1])
t=text(45,-15,2% Reconstrucio');
set(t,'FontSize',10,'Color’,'r'")

subplot(2,3,4.5);axis off; imshow([FaceT] - [Fr])
t=text(70,-15,'Erro 1* Rec.");
set(t,'FontSize',10,'Color’,'r")

subplot(2,3,5.5);axis off; imshow([FaceT] - [Fr1])
t=text(70,-15,'Erro 2% Rec.");
set(t,'FontSize',10,'Color’,'r'")

Norma_2_erro_1lreconst= norm(|[FaceT] - [Fr])
Norma_Frob=norm([FaceT] - [Fr],'fro")
coefl

Norma_2_erro_2reconst= norm([FaceT] - [Frl])

Norma_Frob=norm([FaceT] - [Fr1],'fro")
end

end

Programa para a recuperacio de dados em falta na matriz de expressao dos genes

%Este programa, dada a expressdo de m genes em n experiéncias, faz a recuperacdo dos dados em falta
através da SVD.

% Introduzir a matriz dos genes
A=[matriz dos genes];
[m,n]=size(A)

% troca linhas na matriz A, sendo as primeiras sdo as que tem os genes completos
fori=1:m

ip(i)=1;
end
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fori=1:m
for j=1:n
if A(1,j)==0
ip(i)=0;
end
if ip(i)==0
break
end
end
end
ip;
fori=1:m
if ip(i)==
ifi+l <=m
for jj=i+1:m
if ip(jj)==
for j=1:n
c=A(jj.));
AQjJ)=AG));
A(ij)=c;
end
id=ip(jj);
ip(jj)=ip(i);
ip(i)=id;
break
end
end
end
end
end

ip;
% Construcdo da matriz Al - linhas sdo genes em que ndo faltam entradas

k=sum(ip); % k € o nimero de linhas em que ndo faltam entradas
Al=A(1k,);
[m1,nl]=size(Al)

%Calculo da SVD de Al
[U,S,V]=svd(Al,0);

Yocritério da fraccio

b=trace(S*S");

for i= 1:min(m1,n1)
q()=(S(,1)*S(1,1))/b

end
q % Vector em que cada entrada € a contribui¢do de cada gene préprio

C=cumsum(q);
for x=1:min(m1l,nl)
if C(x)>=0.95
g=X;
break
end
end
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g; % numero de genes proprios a considerar

% Matriz Aproximada, com caracteristica g
Ul=U(,1:g);

S1=S(1:g,1:2);

V1=V(,1:g);

%linhas em que faltam entradas
B=A(k+1:m,:);
[bl,b2]=size(B);

for kk=k+1:m

B1=A(kk,:);
[i,j,B1]=find(A(Kkk,:));%B1 ¢é primeiro vector da matriz A(:,k+1) com as entradas nulas suprimidas

% em cada gene préprio tem de se suprimir as coordenadas suprimidas no gene
b=find(A(kk,:)==0); % este é o vector que indica as posi¢des que sao suprimidas em B1
c=size(b);
[c1,c2]=size(c);
V2=V1;
for e=1:c(2)
V2(b(e),:)=0;% Anula as coordenadas que estdo nas mesmas posi¢des das entradas que faltam
9%mnos genes
[1,j,V3]=find(V2);% V3 é um vector com todas as entradas( ndo nulas) da matriz VI1( uma
coluna ap6s a outra)
end

V4=reshape(V3,[],g);% cada coluna desta matriz € um gene préprio sem as entradas nas posicdes que
Yfaltam no gene

a=pinv(V4)*B1";
D=B;
for f=1:¢c(2)
h=b(f);
D(1,h)=V1(h,:)*a;
A(kk,h)=D(1,h);% entradas que faltam no gene B1

end

end
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