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Resumo

NOME: Brigitte Melo Tomé Lehodey
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TITULO DA TESE: Modos r de oscilagao em estrelas de neutroes

A presente tese é dedicada ao estudo dos modos 7 de oscilacao em estrelas de
neutrdoes. O seu objectivo consiste em determinar a influéncia da rotagao diferencial
na evolugao da instabilidade do modo r e na detectabilidade das ondas gravitacionais
associadas a este modo de oscilacao. A rotacao diferencial, como foi demonstrado
recentemente, é uma caracteristica inevitavel dos modos r nao lineares. Analisamos
o papel desempenhado por esta rotacao diferencial na evolugao da instabilidade do
modo em estrelas de neutroes recém-nascidas. Mostramos que, devido a presenca
de rotacao diferencial, a amplitude do modo r satura naturalmente, enquanto a
velocidade angular da estrela diminui para valores compativeis com os dados obser-
vacionais. Estudamos, ainda, a detectabilidade das ondas gravitacionais emitidas,
devido a instabilidade do modo r, por uma estrela de neutroes recém-nascida, tendo

em conta a presenca de rotagao diferencial. Mostramos que a detectabilidade destas
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ondas gravitacionais depende crucialmente da rotacao diferencial associada ao modo
r. Se a rotacao diferencial inicial for pequena, as ondas gravitacionais poderao ser
detectadas pelas versoes avancadas dos detectores interferométricos LIGO e Virgo,
desde que a estrela se encontre a menos de 20 Mpc da Terra.

Palavras-chave: oscilagoes estelares, rotacao diferencial, estrelas de neutroes,

modos r, ondas gravitacionais.



Abstract

R-modes oscillations in neutron stars

This thesis is devoted to the study of r~modes in neutron stars. Its aim is to
determine the influence of differential rotation on the evolution of the ~mode insta-
bility and on the detectability of gravitational waves from the r-mode. Differential
rotation, as shown recently, is an unavoidable feature of nonlinear r-modes. We
analyse the role played by this differential rotation on the evolution of the rmode
instability in newly-born neutron stars. We show that, due to the presence of dif-
ferential rotation, the amplitude of the ~mode saturates in a natural way, whereas
the angular velocity of the star decreases to values compatible with observational
data. We also study the detectability of gravitational waves emitted by newly-born
neutron stars, due to the ~mode instability, taking into account differential rotation.
We show that the detectability of these waves depends crucially on the differential
rotation associated to the mmode instability. For small initial differential rotation,
gravitational waves could be detected by the advanced laser interferometer detectors
LIGO and Virgo, if the neutron star is located less than 20 Mpc away from Earth.

Key-words: stellar oscillations, differential rotation, neutron stars, r-modes,

gravitational waves.
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Prefacio

Os modos r sao oscilagoes nao radiais em estrelas com rotagao cuja forca de
restituicao é a forca de Coriolis. Estes modos de pulsacao foram descobertos por
Papaloizou e Pringle em 1978. Contudo, s6 a partir de 1998 é que os modos r
atrairam as atencoes, quando Andersson descobriu que estes modos sao instaveis
em estrelas de fluido perfeito qualquer que seja o valor da velocidade de rotacao.
Posteriormente, verificou-se que mesmo na presenca de viscosidade, a instabilidade
dos modos 7 continuava activa para valores relevantes da velocidade angular da
estrela.

O estudo dos modos rde oscilacao em estrelas de neutroes pode ser relevante para
varios dominios de investigacao. Em primeiro lugar, os modos r podem explicar a
diminuicao da velocidade de rotacao em estrelas de neutroes recém-nascidas, recon-
ciliando a teoria com os dados observacionais. Efectivamente, a teoria de formagao
das estrelas de neutroes prevé valores para a velocidade angular da estrela muito
maiores do que aqueles que sao observados. A emissao de ondas gravitacionais
devido a instabilidade dos modos r de pulsacao poderia levar a diminuicao da ve-
locidade angular da estrela, explicando a discrepancia acima referida. Em segundo
lugar, os modos r de oscilacao representam também uma provavel fonte de ondas

gravitacionais que podera ser detectada pelos detectores interferométricos de ondas

viil



X

gravitacionais LIGO e Virgo. Finalmente, a deteccao destas ondas podera permitir
estudar a composi¢ao do nicleo interno das estrelas de neutroes.

A maioria dos estudos sobre os modos r e as suas implicagoes astrofisicas foi
realizada no ambito da teoria linear. No entanto, um conhecimento mais profundo
dos modos 7 e da sua relevancia astrofisica requer que se tenham em conta os efeitos
nao lineares na evolucao do modo.

Nestes tultimos anos, dedicAmo-nos a investigacao da evolugao da instabilidade
do modo r no ambito da teoria nao linear e ainda ao estudo da detectabilidade das
ondas gravitacionais emitidas devido a esta instabilidade. Os resultados obtidos sao
descritos nesta tese.

Uma introducao as estrelas de neutroes, as pulsagoes nao radiais, ao mecanismo
CFS (Chandrasekhar-Friedman-Schutz) e as ondas gravitacionais é apresentada no
primeiro capitulo. Nesta introducao limitamo-nos a descrever os aspectos que con-
sideramos essenciais para a compreensao do material contido nos capitulos seguintes.

No capitulo 2 apresentamos os modos r no ambito da teoria linear. Comecamos
por descrever os modos r em estrelas de fluido perfeito, explicando como surge a
instabilidade CFS. Seguidamente, debrugamo-nos sobre a influéncia da viscosidade
e determinamos a curva de instabilidade no caso de estrelas de neutroes recém-
-nascidas. Descrevemos, ainda, a evolugao da instabilidade do modo r, usando um
modelo fenomenoldgico simples proposto por Owen et al. Por fim, descrevemos de
forma sucinta os modos r em estrelas de neutroes mais realistas, em que a presenca
de uma crusta, de um campo magnético ou de matéria exdtica é considerada.

O capitulo 3 é consagrado ao estudo dos modos r no ambito da teoria nao li-
near. Comegamos por descrever, de forma sucinta, os primeiros trabalhos em que
se sugere a existéncia de rotacao diferencial associada aos modos r de oscilagao.

Seguidamente, descrevemos de forma detalhada a extensao nao linear dos modos r



obtida no caso de estrelas newtonianas de fluido perfeito barotropico. Esta solugao
corresponde a rotacao diferencial que produz derivas em larga escala de elementos
de fluido ao longo das latitudes estelares.

No capitulo 4, estudamos a evolucao da instabilidade do modo r em estrelas de
neutroes. Para tal, usamos a solucao nao linear descrita em detalhe no capitulo 3,
que descreve rotacao diferencial associada aos modos . Mostramos que esta rotagao
diferencial desempenha um papel crucial na saturacao da amplitude do modo 7 e na
diminuicao da velocidade de rotacao da estrela de neutroes para valores compativeis
com os dados observacionais.

Finalmente, o tdltimo capitulo é consagrado ao estudo da influéncia da rotacao
diferencial na detectabilidade das ondas gravitacionais emitidas devido a instabili-
dade do modo r em estrelas de neutroes. Mostramos que a detectabilidade destas
ondas depende crucialmente da rotacgao diferencial associada ao modo 7. Se a rotagao
inicial for pequena, as ondas gravitacionais poderao ser detectadas pelas versoes
avancadas dos detectores interferométricos LIGO e Virgo, desde que a estrela de
neutroes emissora das ondas gravitacionais se encontre a uma distancia da Terra
inferior a 20 Mpc.
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of gravitational waves from the r-mode instability”, Phys. Rev. D 74 (20006)
044011.

e P. M. Sd e B. Tomé, “Gravitational waves from r-modes”, Astrophys. Space

Sci. 308 (2007) 557.
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

Esta tese tem como objectivo estudar os modos r de pulsacao em estrelas de
neutroes recém-nascidas, a emissao de ondas gravitacionais associada a instabili-
dade dos modos r e a detectabilidade destas ondas gravitacionais com os modernos
detectores de interferometria laser. Antes de nos debrucarmos sobre estes assun-
tos, introduzimos alguns temas que serao abordados com maior ou menor énfase
ao longo deste trabalho. Assim, nesta introducao descrevemos brevemente as es-
trelas de neutroes, as pulsagoes nao radiais nestas estrelas, a instabilidade CFS

(Chandrasekhar-Friedman-Schutz) e as ondas gravitacionais.

1.1 Estrelas de neutroes

Em 1934, Baade e Zwicky sugeriram que um novo tipo de estrela poderia existir,
a estrela de neutroes, que representaria o ponto final da evolugao estelar. Assim,
eles escreveram [1]: “Com toda a reserva, avancamos com a ideia que uma super-
nova representa a transicao de uma estrela comum para uma estrela de neutroes,
constituida principalmente por neutroes. Tal estrela pode possuir um raio muito
pequeno e uma densidade extremamente elevada.”

Mais tarde, em 1939, foram publicados os primeiros modelos tedricos sobre es-
trelas de neutrdes por Oppenheimer e Volkoff [2], onde se assumia que estas estrelas
eram constituidas por um gas perfeito de neutroes livres com uma densidade elevada.

Como nessa altura se desconhecia a proveniéncia da energia das estrelas, os
primeiros trabalhos sobre estrelas de neutroes procuravam essencialmente associar
a fonte da energia estelar a existéncia de um nicleo de neutrdes em estrelas macigas
normais. No entanto, assim que se compreendeu o mecanismo de fusao nuclear e a

producao de energia no ntucleo das estrelas, as estrelas de neutroes deixaram de ser
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estudadas e foram praticamente ignoradas pela comunidade cientifica durante os 30
anos que se seguiram. Outra razao pela qual, nessa altura, as estrelas de neutroes
nao despertaram grande interesse por parte dos cientistas estava relacionada com o
facto de estas estrelas serem objectos muito pequenos e frios, parecendo impossivel
observa-los.

Este cenario modificou-se consideravelmente com a descoberta do primeiro pul-
sar. Em 1967, foi detectado um objecto astronémico que emitia ondas de radio sob a
forma de sinais periédicos, parecidos com um pulso [3]. A associagao dos pulsares a
estrelas de neutroes nao é 6bvia, e o primeiro a propo-la foi Gold em 1968 [4]. Efec-
tivamente, Gold propos que estes sinais eram emitidos por estrelas de neutroes que
giravam muito rapidamente sobre si préprias e que tinham um campo magnético na
sua superficie da ordem de 10'2 G. A partir desse momento, comecou a realizar-se
investigagao tedrica sobre as propriedades e a composicao das estrelas de neutroes,
que continuou muito activa até hoje.

As descobertas quase simultaneas dos pulsares do Carangueijo [5] e de Vela [6]
em 1968, os dois situados em remanescentes de supernovas, vieram confirmar as
previsoes de Baade e Zwicky sobre a formagao de estrelas de neutroes em explosoes
de supernovas.

Os termos “pulsar” e “estrela de neutroes”, apesar de aparecerem muitas vezes
associados, nao sao equivalentes. Assim, o termo “pulsar” é usado para definir um
objecto astrofisico observado que tem a propriedade de emitir radiagao pulsada,
enquanto o termo “estrela de neutroes” refere-se ao objecto tedrico, independente-
mente da sua observagao como pulsar, ou a uma estrela muito compacta que nao
seja observada através da sua radiacao pulsada mas por outro meio qualquer.

Uma estrela de neutroes tem, tipicamente, uma massa M da ordem de 1.4

massas solares (1Mg = 1.989 x 10%° kg), um raio R da ordem de 12 km e uma
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densidade central p. da ordem de 5 a 10 vezes a densidade nuclear de equilibrio
po == 2.7 x 10" g.cm™3 [7]. Assim, uma estrela de neutroes representa uma das for-
mas mais densas de matéria no Universo. Embora os neutroes sejam maioritarios na
composigao nuclear das estrelas de neutroes, alguns protoes (assim como electroes
e muodes) também estdo presentes. A densidades supra nucleares, vérios tipos de
particulas podem aparecer como, entre outras, mesoes condensados ou até quarks
desconfinados. Além do mais, espera-se que na regiao mais central, devido as ele-
vadas temperaturas, os fluidos de neutrées e de protoes sejam superfluidos [8].

O termo estrelas de neutroes abrange as estrelas ditas “normais”, as quais sao
compostas por matéria hadronica “classica”, onde os quarks estao confinados em
hadroes, as estrelas “hibridas”e as estrelas “estranhas”, compostas, em parte ou
totalmente, por quarks desconfinados do tipo up, down e strange [9].

Uma estrela de neutroes tem cinco regioes principais, os nicleos interno e externo,
a crusta, o envelope e a atmosfera.

A atmosfera e o envelope representam uma proporcao negligencidvel da massa
total. No entanto, a atmosfera tem um papel preponderante na forma do espectro
dos fotoes emergentes e o envelope influencia de forma crucial o transporte e a
libertacao da energia térmica para a superficie estelar [7].

A crusta, com uma espessura de 1 a 2 km, é composta essencialmente por nucleos
atémicos. Dependendo da densidade, encontram-se diferentes tipos de nicleos. As-
sim, quando a densidade é menor do que aproximadamente 10° kg.m ™3, estéo pre-
sentes essencialmente nicleos de 5°Fe, mas mais perto do nicleo, quando se atinge
densidades da ordem de p = pg/3, encontram-se nicleos com A = 200. Este tipo
de nucleos, com uma quantidade tao elevada de neutroes nao sao observados em
laboratério [7].

Os restantes 10 a 11 km formam os nicleos externo e interno. Estas regioes
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centrais representam cerca de 99% da massa da estrela. O ntcleo externo, cuja
espessura varia conforme os modelos, consiste numa “sopa” de nucledes, electroes e
mudes. Os neutroes sao provavelmente superfluidos e os protoes supercondutores.
No niticleo interno existem provavelmente particulas exéticas [7].

Subsistem ainda muitas incertezas acerca das estrelas de neutroes, nomeada-
mente no que diz respeito a sua equacao de estado. Efectivamente, a equacao de
estado estd relativamente bem determinada para a crusta e o nicleo externo, mas
permanece uma incégnita para a regiao central da estrela de neutroes.

Um factor importante para a definicao da equacao de estado é a determinacao
da massa limite da estrela de neutroes, valor maximo da massa que a estrela pode
sustentar. Assim, o valor da massa limite para um determinado modelo de estrelas
de neutroes vai depender do tipo de equacao de estado escolhido. Por exemplo,
quanto mais “stiff” a equacao de estado, maior serd o valor da massa limite [9].

Devido a dificuldade de modelar uma estrela de neutroes real e também a falta
de consenso quanto a composicao do nicleo, uma das equacoes de estado mais
utilizadas é a politrépica. As estrelas politropicas sao modelos pseudo-estelares onde
se assume a priori que a densidade e a pressao estao relacionadas por p = kp?, mas
onde nao se faz nenhuma referéncia ao transporte de calor ou ao equilibrio térmico.
Apesar destas equagoes serem apenas uma aproximacao da estrutura estelar, tém-se
mostrado muito uteis para interpretar muitos aspectos da estrutura estelar real.

No que diz respeito a massa das estrelas de neutroes, modelos teéricos mostram
que a faixa de massas permitidas varia entre 0.2 e 3M [9]. Uma massa inferior a
0.2M, nao seria suficiente para a forca gravitacional manter a estrela no seu estado
condensado e uma massa maior do que 3M, levaria ao colapso gravitacional para
um buraco negro. Porém, valores proximos do limite de Chandrasekhar (1.4M)

para uma estrela de neutroes parecem ser favorecidos pela Natureza. O limite de
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Chandrasekhar corresponde ao valor maximo da massa de uma estrela que pode ser
suportada pela pressao de degenerescéncia dos electroes, valor maximo da massa de
uma ana branca. O valor final da massa da estrela de neutroes pode ser inferior a este
limite se houver perda de massa durante a formacao da estrela de neutroes. Num
estudo recente, onde foram determinadas as massas de doze estrelas de neutrées com
elevada precisao, mostrou-se que dez destas estrelas tinham massas muito préximas
do limite de Chandrasekhar e que apenas duas ultrapassavam este valor [10]. Outro
levantamento das massas de 23 estrelas de neutroes encontrou valores que variam
entre 0.6Mg e 2.5M, [11]. A determinagcao precisa da massa das estrelas de neutroes
desempenha um papel fundamental no constrangimento da equacao de estado da
estrela de neutroes e, portanto, no conhecimento detalhado das suas propriedades e
€cOMposicao.

O raio de uma estrela de neutroes esta relacionado com a sua massa através da
equacao de estado. Por exemplo, o raio tipico de uma estrela com uma massa de
1.4M¢ é de 10 a 15 km, dependendo da equagao de estado do interior [8]. Aqui, mais
uma vez, constatamos que a determinacao exacta da equacao de estado da estrela
de neutroes é essencial para a descricao e a compreensao das estrelas de neutroes.

Nesta tese, assumimos para o nosso modelo de estrela de neutroes uma estrela
barotropica e newtoniana, na qual a densidade p e a pressao p da estrela estao
relacionadas por uma equacao de estado politrépica p = kp?, com & tal que a massa
¢ de 1.4M,, e o raio de 12.53 km.

Varios aspectos da teoria das estrelas de neutroes ainda nao foram esclareci-
dos. Por exemplo, um dos problemas da astrofisica dos pulsares ainda nao resolvido
diz respeito a baixa taxa de rotacao observada para estes objectos. De facto, as-
sumindo que as estrelas de neutroes sao o resultado do colapso gravitacional de

uma estrela no fim da sua vida, e considerando a conservagao do momento angular,
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uma estrela de neutroes recém-nascida deveria apresentar uma velocidade de rotagao
muito préxima da velocidade angular de Kepler (velocidade angular maxima da es-
trela, acima da qual a matéria comeca a escapar-se pelo plano equatorial). Porém,
nenhum dos pulsares observados até hoje apresenta uma velocidade angular tao ele-
vada, bem pelo contrério, as velocidades angulares observadas sao, no maximo, de
aproximadamente 10% da velocidade angular de Kepler. Vadrias propostas foram
avangadas ao longo dos anos para tentar resolver este problema, mas nenhuma foi
conclusiva. Recentemente, foi sugerido que a instabilidade dos modos 7 de oscilagao
poderia resolver este problema, ao extrair momento angular da estrela de neutroes
sob a forma de ondas gravitacionais, o que levaria ao abrandamento da estrela para
velocidades de rotacao compativeis com os dados observacionais. Voltaremos a este
ponto nos proximos capitulos. A detecgao de ondas gravitacionais associadas aos
modos r de pulsacao também poderia ajudar a clarificar a questao da composicao
da parte central das estrelas de neutrdes [12, 13, 14].

Outro problema que poderia eventualmente ser esclarecido pelos modos r refere-
-se aos pulsares em sistemas binarios. As observagoes mostram que as estrelas de
neutroes mais antigas e frias existentes em sistemas binarios de massa reduzida e
que emitem raios X (LMXB: Low Mass X-ray Binaries) também tém frequéncias
de rotacao menores do que seria esperado. Nestes objectos, a emissao de ondas
gravitacionais devido a instabilidade do modo r de pulsagao compensaria o aumento
de velocidade angular resultante da acre¢ao de matéria da outra estrela do sistema
binario, limitando desta forma a velocidade angular maxima da estrela de neutroes

a valores compativeis com as observagoes [15, 16, 17].



CAPITULO 1. INTRODUCAO 8

1.2 Pulsacoes nao radiais

O estudo de pulsacoes em estrelas pode ser uma ferramenta poderosa para estu-
dar a sua estrutura interna, da mesma maneira que a sismologia permite estudar o
interior da Terra. Por analogia, este dominio de investigagao ¢ chamado de astrosis-
mologia. A maneira como uma estrela oscila depende obviamente da sua estrutura
interna e de outros factores como, por exemplo, a presen¢a ou a auséncia de um
campo magnético e de rotagao. Assim, a observacao de oscilagoes em estrelas de
neutroes poderia constranger a equacao de estado do ntcleo interno.

As pulsagoes estelares dividem-se em dois grupos, as pulsacoes radiais e as nao
radiais [18, 19]. Pulsacoes radiais sdo um tipo simples de oscilagdes: a estrela
oscila em torno de um estado de equilibrio, expandindo-se e contraindo-se, mas
conservando a sua forma esférica. As pulsacOes nao radiais, as quais os modos r
pertencem, sao um tipo mais geral de oscilagao: a estrela oscila de tal modo que
se desvia da sua forma esférica original. Como veremos a seguir, as pulsagoes nao
radiais sao as unicas capazes de induzir a emissao de ondas gravitacionais.

Quando as oscilacoes de uma estrela sao de pequena amplitude, estas podem ser
aproximadas por perturbacoes lineares. Para estudar estas perturbagoes é necessario
usar modelos muito simplificados para descrever a estrela. Assim, consideramos a
estrela como um fluido perfeito ligado pela forca de gravidade. Tais perturbacgoes
podem ser estudadas de duas maneiras equivalentes. A descricao euleriana consiste
em considerar todas as propriedades fisicas do fluido como funcgoes da posicao 7
e do tempo t. O vector 7 nao indica a posicao de um determinado elemento de
fluido, mas sim a posicao de observacao. Assim, considerando um exemplo simples,

para estudar o escoamento de um fluido num tubo usando a abordagem euleriana,
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farfamos um buraco no tubo e observariamos as propriedades fisicas do fluido através
desse buraco. A perturbacéo euleriana de uma quantidade f é designada por §™ f.
Na descricao lagrangiana, pelo contrario, o fluido é estudado, seguindo o movimento
de um dado elemento de fluido. Assim, neste caso, o vector 7 representa a posicao
de um dado elemento de fluido. A perturbacao lagrangiana de uma quantidade f é
designad AW f
esignada por Az f.
Dito de uma forma diferente, a abordagem euleriana representa um ponto de vista
“ P i . - o
macroscépico”, de acordo com o qual consideramos modificacoes das varidveis que
descrevem o fluido num determinado ponto do espaco. A abordagem lagrangiana é
“microscopica” no sentido em que elementos de fluido na configuracao de equilibrio
estao relacionados com elementos de fluido correspondentes na configuracao pertur-
bada através de um vector deslocamento lagrangiano €. A variacdo lagrangiana
das grandezas que descrevem o fluido é definida entao como a variagao relativamente
. i . . ~ . 1 . ~
a um referencial arrastado por €. Assim, a variacdo lagrangiana Aé ) f e avariacao

euleriana (Y f de uma grandeza escalar f estdo relacionadas por [18, 19, 20]
AL =00f+ 60V, (L1)

onde fy representa a grandeza f na configuracao de equilibrio.
De uma forma mais geral, a relacao entre as variagoes euleriana e lagrangiana de

um tensor 7% ¢ dada por [20]

(1) ai;...,a
B T b

k m
B Z T“17~-~’Cu~~-ﬂzglw7bmch(l)ai + Z Tal’“.’aih...,c,...,bmvbjg(l)c' (12>
i=1 J=1

— 5(1)Ta17~~~7a1z bm+5(1)CVCTa1’m,akbl,...,b

IERE) m

Em segunda ordem da teoria das perturbagoes, as expressoes que relacionam
as variacoes euleriana e lagrangiana devem ser generalizadas de modo a incluirem

termos quadréticos no vector lagrangiano de primeira ordem, ¢V, e termos lineares
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no vector deslocamento lagrangiano de segunda ordem, £2). Em particular, para
grandezas escalares, f, e para a componente contravariante do vector velocidade, v

(usadas no capitulo 3) temos [20, 21]

AP =80 f 4@V, f + %5(1)05(1)bvavbfo +Wav, s f (1.3)

A?)Ui 5@y 5(2)avavé — e a§(2)i o Vag(m' (é”bvbv(% o Ugvbé(na)

+eWay Wyt — §Wyay Wi (1.4)

onde, na tltima expressao, v§ é a componente contravariante do vector velocidade
de um elemento de fluido na configuragao nao perturbada.

Vejamos agora a solugao geral para as pulsacoes nao radiais numa estrela sem
rotacao, constituida por um fluido perfeito e considerando a aproximagcao adiabatica,
onde assumimos que todos os mecanismos de transferéncia de energia podem ser
ignorados, de modo que o sistema é puramente mecanico. As equacgoes fundamentais
para estudar estas pulsacoes sao a equacao de Euler, a equacao da continuidade e a

equacao de Poisson para o potencial gravitacional ®:

p(at+17-6)77 — _Vp— pVd (1.5)
Op+V - (pt) = 0, (1.6)
V20 = 4nGp, (1.7)

onde v, p e p sao, respectivamente, a velocidade, a pressao e a densidade do fluido,

e ¢ é o potencial gravitacional. Todas estas variaveis sao fungoes de 7 e de t.
Vamos considerar que, inicialmente, a estrela esta num estado de equilibrio. As

variaveis fisicas pg, pg € g, que caracterizam este estado de equilibrio, sao unica-

mente fungao de r = || (¥p = 0, j& que estamos a considerar estrelas sem rotagao).
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A pulsacao é considerada como uma perturbacao deste estado de equilibrio. Vamos
assumir que estas perturbagoes sao suficientemente pequenas para que possamos
considerar unicamente os termos de primeira ordem nas perturbacoes e negligenciar

os termos de ordem superior, isto é, vamos considerar a teoria linear:

7 = oWz, (1.8)
p = po+3dWp, (1.9)
p = po+3Up, (1.10)
d = Do+ V0. (1.11)

Introduzindo estas expressoes nas equacoes de Fuler, da continuidade e de Poisson

para o campo gravitacional e retendo apenas os termos de primeira ordem, obtemos:

5(1)p

000,007 = —V§Wlp+ ; Vo, (1.12)

0
0:0Wp+V - (po V7)) = 0, (1.13)
VWMo = 4xGsWp. (1.14)

Para obter a Eq. (1.12) usdmos a equagao de equilibrio hidrostético, ﬁpo + poﬁcbo =
0, e ainda a aproximacao de Cowling, i.e., negligenciamos 6" ®.
Cada elemento de fluido é deslocado da sua posicao de equilibrio em 7 por um

—

vector £(7,t) (deslocamento lagrangiano), tal que!
§Wg = 9,6, (1.15)

Assumimos, agora, que £, tal como as demais varidveis hidrodinamicas de

primeira ordem, 6Mp, 6Wp e 6M®, tem uma dependéncia temporal do tipo e™,

1Visto estarmos a considerar uma estrela sem rotacao (7 = 0), temos Aél)ﬁ =My = at€<1>.
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podendo ser escrita na forma?

V(7 1) = £V (7)™, (1.16)

Introduzindo as expressoes anteriores nas equacoes linearizadas de Euler e da con-

tinuidade, obtemos, no sistema de coordenadas esféricas:

1 dWp dp
WM = %&«5%— pf o (1.17)
0
16MWyp
W = 9 (— ) 1.18
& o\ (1.18)
2+(1) 1 15(1)])
= - 1.1
' siné’aq5 <7“ oo )’ (1.19)
1) - (1) . v
0p _y.dn oSV (1.20)
Po Po

Na equagao da continuidade, a constante de integracao foi igualada a zero, ja que
§Mp =0 quando 5(1) = 0. Tendo em conta que as variagoes euleriana e lagrangiana

da densidade p estao relacionadas por
AP p=5Wp+ V. Vp,, (1.21)

a Eq. (1.20) pode ser reescrita como:
AL ;
D¢ P -V- g(l)‘ (1.22)
Po
Vamos também reescrever a Eq. (1.17) noutra forma, mais conveniente:
0 (6Wp TPo &
w2eM = — (—) — A2V W), (1.23)
aor \' po Po

onde utilizamos a relacao

£yl (1.24)

2 Aqui, e nas equacdes seguintes, iremos cometer um pequeno abuso de notacao, usando o simbolo

5(1) para representar quer a fungao que depende de 7 e t, quer a funcao que s6 depende de 7.
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vélida na aproximagao adiabdatica, sendo v = (po/po)(0po/Ipo) a constante adiaba-
tica. Introduzimos, ainda, o discriminante de Schwarzschild

:dlnpo_ldlnpo (1.25)

A
(r) dr v dr

que permite avaliar o grau de instabilidade (no caso, A > 0) ou de estabilidade
(no caso, A < 0) convectiva. As Egs. (1.18), (1.19), (1.22) e (1.23) admitem duas

separacoes de variaveis: a esferoidal e a toroidal. A esferoidal é dada por

5 0 . 0
U = g mE + & mag, + &V 0E g5 50| Yim(0:0). (126)
S S
onde ft(l) e 6Wp estao relacionados por
15Wp(r
) = 12 (1.28)

e Yo (0, 6) é a fungao harménica esférica de indices £ e m. Esta fungao é solugao da

equacao diferencial parcial de segunda ordem:

1 a(, anm) 1 0%,
sin 6

sin 6 00 00 sin2f 0¢? +L(+1)Ypn = 0. (1.29)

Aqui ¢ pode ser igual a um inteiro positivo ou a zero e m sé pode ser um inteiro
compreendido entre —¢ e ¢. Assim, para um dado valor de ¢ existem 2¢ + 1 va-
lores possiveis para m. Esta separacao de varidveis corresponde a classe dos modos
esferoidais onde w? # 0 [22].

A separacao de variaveis toroidal é dada por:

Tgm(r) (9 Tgm(’f’) 8

"rsing 9¢° r 00 Yin(6,9), (1.30)

) -

onde Ty, (r) é uma funcao arbitraria de r. Os modos toroidais em estrelas esféricas
sem rotacao tém frequeéncia angular w igual a zero e as variacoes eulerianas e la-

grangianas de pressao, densidade e potencial gravitacional sao nulas. Os modos r de



CAPITULO 1. INTRODUCAO 14

pulsagao sao um caso particular destes modos; correspondem aos modos toroidais
quando a estrela estd em rotagdo [18]. Neste caso, como veremos no préximo
capitulo, a frequéncia do modo ja nao é nula.

Para completar esta introducao as pulsagoes nao radiais, damos a expressao da

funcao harmonica esférica:

20+1(0 —m)! ,
}/ém(ea ¢) = \/ 4—7’; Ef—i—:;!PZm(COS e)ezmqb’ (131)

onde P;"(cosf) sao os polinémios de Legendre associados,

_1\m l+m
D) sin™ Gd—(cos2 0 —1)". (1.32)

Py (cos ) = £/ d costtm g

1.3 A instabilidade CFS (Chandrasekhar—Fried-

man—Schutz)

A instabilidade CFS (Chandrasekhar, Friedman e Schutz) foi descoberta por
Chandrasekhar, em 1970, em esferdides incompressiveis de Maclaurin [23]. Mais
tarde, em 1978, Friedman e Schutz mostraram que esta instabilidade existia em to-
das as estrelas de fluido perfeito com rotagao, surgindo devido & emissao de ondas
gravitacionais [20]. Nesse trabalho, foi introduzida uma nova classe de desloca-

D para descrever as perturbacoes

mentos, chamados deslocamentos canénicos, &
adiabéticas em fluidos estacionarios. Esta classe de deslocamentos é suficientemente

vasta para incluir todas as perturbacoes fisicas. A estabilidade da perturbacao é
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entao aferida pelo sinal de uma energia canénica F,,

2
) ) .
+7po (V€M) + 26Miw;pg v ;61

1 . , .
Fe = _/ [poatg(l)lat@(l) — poug V£V Ve

P 1 ;
HEDE (ViVpo + poViVP0) = = Vi VOVIeN | dV, (1.33)

expressa em termos dos deslocamentos canénicos. Quando F, < 0, o modo é instavel
e quando E. > 0, o modo ¢é estavel.

A instabilidade CFS permite que alguns modos de pulsacao de uma estrela de
fluido perfeito com rotacao sejam excitados devido a emissao de ondas gravitacionais.
Podemos descrever as propriedades de uma estrela com rotacao no referencial que
gira com a estrela (referencial de co-rotagao) ou no referencial que estd fixo relati-
vamente as estrelas distantes (referencial inercial).

Consideremos um modo de pulsacao que, no referencial de co-rotacao, se propaga
no sentido contrario ao do movimento de rotagao da estrela. Neste caso, o momento
angular do modo é negativo, pois a estrela perturbada tem momento angular menor
do que a estrela nao perturbada. Se a estrela tiver uma velocidade de rotacao
suficientemente elevada, este modo, no referencial inercial, pode propagar-se no
sentido do movimento de rotagao da estrela. Neste caso, a radiacao gravitacional
emitida devido a este modo de pulsacao remove momento angular positivo da estrela.
Em consequéncia, o momento angular do modo torna-se mais negativo.

Em resumo, um modo ¢ instavel se, no referencial de co-rotacao, se propagar no
sentido contréario ao de rotacao da estrela e se no referencial inercial se propagar no

mesmo sentido de rotagao da estrela, i.e.,
WIWCOR = wl(wj + mQ) < 0, (134)

onde wy € a frequéncia angular no referencial inercial, wegr = w;+mf) é a frequéncia
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angular no referencial de co-rotagao e onde m foi introduzido na Eq. (1.31). Este
critério é equivalente a exigir que E. < 0.

Como veremos no proximo capitulo, a relevancia astrofisica dos modos r provém
essencialmente do facto de estes verificaram o critério de instabilidade do mecanismo

CFS para qualquer valor da velocidade angular em estrelas de fluido perfeito.

1.4 Ondas gravitacionais

As ondas gravitacionais surgem como uma das solucoes das equacoes de campo
de Einstein
1 811G

Gl“’ = RHV - §gNVR = FTMV7 (135)

onde R,, e R sao o tensor e o escalar de Ricci, respectivamente, G, e g, sao o
tensor de Einstein e a métrica, respectivamente, enquanto 7}, ¢ o tensor de energia-
-momento. Esta solucao, que tem a particularidade de se comportar como uma
onda, s6 é valida em determinadas condigoes, i.e. no vacuo, num espaco-tempo
assimptoticamente plano e num regime linearizado para os campos gravitacionais.

As equagoes de Einstein linearizadas, no vécuo, escrevem-se como [24]

92 _
(—@ + v2> he? =0, (1.36)
onde
h* =0 (1.37)
(§]
hP = pob — %naﬁhzf (1.38)

Nesta 1ltima equagao, h’ é uma pequena perturbacio da métrica (|Jh*?| < 1),

Gos = Nap + haﬁv (139)
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onde 7,4 ¢ a métrica de Minkowski. Estas equagoes admitem a solucao [24]:
hof = AP exp(ik,a?), (1.40)

onde k, sao as componentes de um quadri-vector nulo, k%%, = 0 e A8 sdo as

componentes de um tensor ortogonal a k.,
Akg = 0. (1.41)

Podemos utilizar a liberdade de gauge para restringir ainda mais a amplitude
A8 nomeadamente,

A® =0 (1.42)

AnsUP =0, (1.43)

onde U” sdo as componentes de um quadri-vector constante do tipo temporal.

As condigoes (1.41)—(1.43) sao as chamadas condigoes de gauge transversa e
trago nulo (transverse-traceless, TT). Impondo estas condigdes, verificamos que a
amplitude A%’ tem apenas duas componentes independentes, que tém um significado
fisico: correspondem aos dois estados de polarizagao independentes das ondas gravi-
tacionais. Efectivamente, escolhendo U? = §” 0, & Eq. (1.43) implica que Ay, = 0
para qualquer «. Se orientarmos os eixos espaciais de tal forma que a onda se
propague na direc¢io z, o vector k% tem componentes (w,0,0,w), onde w = k° é a
frequéncia da onda. Usando agora a Eq. (1.41) e A, = 0, obtemos A,., = 0, para
qualquer a. Por fim, a Eq. (1.42) implica que A,, = —A,,. Em resumo, na gauge
TT a amplitude A,s tem apenas duas componentes independentes, A, e Ay = Ay,

A quantidade de energia transportada pelas ondas gravitacionais pode ser obtida
fazendo um paralelo com o electromagnetismo. De facto, em electrodinamica classica,

esta quantidade corresponde a energia emitida por unidade de tempo por um dipolo
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eléctrico em oscilagao; para as ondas gravitacionais, esta quantidade corresponde a
energia emitida por unidade de tempo por uma massa quadrupolar em oscilagao.
Assim, a formula quadrupolar para a luminosidade das ondas gravitacionais é dada
por

G
L= §<qjkqjk>, (1.44)

onde gj; ¢ o tensor momento quadrupolar reduzido, definido como

1 .
qjk = /p (xjxk — géjkmixl) dv, (1.45)

com p correspondendo & densidade de massa e os parénteses (...) indicando a média
temporal.

Enquanto as ondas electromagnéticas sao oscilagcoes dos campos eléctricos e
magnéticos que se propagam no espaco-tempo, as ondas gravitacionais sao oscilagoes
do préprio espaco-tempo, isto é, correspondem a uma contribuicao oscilatéria a cur-
vatura do espago-tempo. Neste sentido, as ondas gravitacionais sao mais parecidas
com as ondas que se propagam a superficie dos oceanos do que com as ondas elec-
tromagnéticas. Estas ondas comprovam directamente o estado dinamico do sistema.
Isto significa que elas podem revelar-nos informagoes sobre regioes opacas a radiagao
electromagnética, tais como o interior de uma supernova ou o proprio Big Bang. As
ondas gravitacionais interagem fracamente com a matéria, o que torna muito dificil
a sua detecgao [25].

A teoria das ondas gravitacionais ja contribui de maneira consideravel para a
compreensao de sistemas astrofisicos como estrelas de neutroes em sistemas binérios
e LMXB e até para a compreensao da anisotropia da radiacao de fundo de microon-
das. A medida que a compreensao dos sistemas relativistas aumenta, é de esperar
que as ondas gravitacionais se tornem cada vez mais importantes como ferramenta

tedrica. Porém, a perspectiva mais excitante para a area é a observacao directa
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de ondas gravitacionais, que podera fornecer informagoes tinicas sobre sistemas as-
trofisicos. Por exemplo, as ondas gravitacionais representam a tnica possibilidade
de observacao directa de buracos negros. Todas as outras informacoes sobre bu-
racos negros sao indirectas, provenientes dos seus efeitos sobre a matéria na sua
vizinhanca.

As ondas gravitacionais entraram definitivamente no dominio da fisica como uma
consequéncia natural da relatividade geral. Pouco tempo depois de ter introduzido
a relatividade geral, Einstein previu a existéncia das ondas gravitacionais numa pu-
blica¢ao de 1916 [26]. Esta andlise compreendia alguns erros de algebra importantes
que foram corrigidos num artigo subsequente [27]. Einstein mostrou que a radiac¢ao
gravitacional provinha de variacoes do momento quadrupolar da fonte e derivou o
que ficaria conhecido como “férmula quadrupolar”. Uma das consequéncias impor-
tantes desta formula é que se houver simetria esférica, o momento quadrupolar é
constante e nao ha emissao de ondas gravitacionais. Eis a razao pela qual o nosso
estudo se limita as pulsacoes nao radiais e, em particular, aos modos r.

Hoje, a ciéncia das ondas gravitacionais encontra-se na seguinte situacao: do
ponto vista tedrico, temos uma descricao completa deste tipo de radiagao; existem,
também, provas irrefutaveis indirectas da sua existéncia. Porém, até hoje, nao houve
nenhuma deteccao directa sem ambiguidade de ondas gravitacionais.

A prova indirecta mais relevante da existéncia das ondas gravitacionais provém
da descoberta do primeiro pulsar binario PSR 1913416 por Hulse e Taylor em
1974 [28]. Depois de vérios anos de observagao, constatou-se que neste sistema
binario, formado por um pulsar e uma estrela de neutroes, o periodo orbital do
pulsar diminufa. Este resultado corresponde ao que Einstein ja tinha previsto em
1916 quando sugeriu que duas massas em rotagao em torno uma da outra perderiam

energia sob a forma de ondas gravitacionais. Como os calculos teéricos e os dados
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observacionais concordam com uma elevada precisao, esta foi a primeira prova ob-
servacional indirecta da existéncia das ondas gravitacionais. Como tal, em 1993,
Hulse e Taylor receberam o prémio Nobel.

Neste contexto, os modos r de oscilagao em estrelas de neutroes, enquanto fonte
de ondas gravitacionais, representam uma esperanca para a deteccao directa de

ondas gravitacionais.
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Os primeiros estudos sobre os modos r foram realizados no ambito da teoria
linearizada, considerando estrelas newtonianas em rotacao, com equacgao de estado
barotrépica.

Recentemente, verificou-se que os modos r sao instaveis para qualquer valor da
velocidade angular de estrelas de fluido perfeito. Os estudos sobre a influéncia da
viscosidade na instabilidade dos modos r de estrelas de neutroes recém-formadas
mostraram que a viscosidade, apesar de dificultar o crescimento da instabilidade,
nao a elimina. Isto é, existe uma “janela” de temperaturas e velocidades angulares da
estrela, onde a instabilidade esta activa apesar da viscosidade. Assim, a instabilidade
do modo r pode ser relevante do ponto de vista astrofisico.

Um modelo de evolugao para a instabilidade do modo r, proposto no ambito da
teoria linearizada, permite-nos analisar de forma aproximada a evolugao ao longo
do tempo da amplitude do modo e da velocidade angular da estrela, duas grandezas
que sao fundamentais para estudar as ondas gravitacionais emitidas devido a insta-
bilidade do modo 7.

Os trabalhos acima referidos foram realizados no ambito de modelos estelares
simples. Contudo, os modos r de pulsacao foram também analisados em modelos
estelares mais realistas, nomeadamente, considerando a existéncia de uma crusta,

de campos magnéticos ou de matéria exdtica no nicleo da estrela.

2.1 Modos r de oscilacao

Os modos 7 de pulsagao foram descobertos por Papaloizou e Pringle durante um
estudo de oscilagbes nao radiais em estrelas varidveis cataclismicas [1]. Conside-

raram estrelas newtonianas em rotacao, com equacao de estado barotrépica, tendo
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procurado solugoes do tipo toroidal das equagdes da hidrodinamica (1.5)—(1.7). Este
tipo de solugoes é caracterizado por 57(}) =0eV- 5(1) = 0, onde 5(1) é o vector deslo-
camento lagrangiano e f,gl) é a sua componente radial em coordenadas esféricas. No
caso de estrelas sem rotagao, a solucao para os modos toroidais é trivial, no sentido
em que a frequéncia do modo é nula. Quando se consideram estrelas com rotagao,
os modos deixam de ser triviais e passam a ser modos de oscilagao, com frequéncia
diferente de zero. Papaloizou e Pringle mostraram [1] que, em ordem mais baixa na
velocidade angular €2 da estrela, {él) o P"(cos0)e™? e fél) o Op P (cos 0)e™? | onde
Py sao os polinémios de Legendre associados (Eq. 1.32), e a frequéncia do modo,

no referencial inercial, é dada por:

2ms)

R WL
WIS TR )

(2.1)

Como estes modos sao similares as ondas de Rossby na atmosfera e oceanos ter-
restres, Papaloizou e Pringle [1] optaram por denominé-los “modos r”.

Provost, Berthomieu e Rocca estudaram, posteriormente, os modos r para estre-
las com rotagao lenta até a segunda ordem em 2 [2]. Neste estudo, foram procu-
radas solugoes do tipo modo r para estrelas politrépicas distorcidas considerando,
num caso, estrelas totalmente convectivas e, noutro caso, estrelas isentropicas, para
as quais os gradientes de temperatura sao nulos. No primeiro caso, obtiveram
um problema de Sturm-Liouville para o qual existe um conjunto infinito de mo-
dos 7 para cada combinacao de ¢ e de m. Dada a complexidade das equacoes,
estas foram resolvidas numericamente. No segundo caso, onde se negligencia a con-
vecgao, as equacoes simplificam-se nitidamente, permitindo uma resolucao analitica
do problema. Provost, Berthomieu e Rocca procuraram solugoes do tipo é}w =
02 f(a)P™(cos0)e™?, onde a coordenada a é constante em superficies de nivel

(a = r, se se negligenciar a deformagao da estrela devido ao movimento de rotacao),
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concluindo, erradamente, que nao existiam solucoes do tipo modo r em estrelas
isentropicas. Este resultado deve-se ao facto do Ansatz escolhido ser demasiado
restritivo. Se se considerar o Ansatz & = Q*f (a)P! . (cosf)e™? obtém-se uma
solucao do tipo modo r, para £ = m, em que f(a) é proporcional a a’ [2].

Posteriormente, o estudo dos modos r foi aprofundado por Saio [3], o qual inves-
tigou o comportamento destes modos de pulsagao em varios tipos de estrelas.

Os modos r sao modos de oscilacao atipicos, porque as oscilagoes de elementos
de fluido tém lugar em superficies de nivel e as perturbacoes de densidade de fluido
sao pequenas. Efectivamente as componentes 6 e ¢ da perturbacao da velocidade
sao proporcionais a €2, enquanto a componente r da perturbacao da velocidade é
proporcional a Q2 e a perturbacao da densidade é proporcional a 2.

Vejamos, entao, a solucao dos modos r lineares em estrelas de fluido perfeito.

2.2 Modos r em estrelas de fluido perfeito

Consideremos uma estrela newtoniana de fluido perfeito, de raio R e veloci-
dade angular €2 constante para a qual a densidade p e a pressao p do fluido estao
relacionadas por uma equagao de estado do tipo barotrépico p = p(p). A fim de
negligenciarmos a deformagao da estrela devida a forca centrifuga, consideramos que
Q < Q, onde Qf é a velocidade angular maxima da estrela (aquela acima da qual

a estrela perde massa pelo equador). As equagdes de Euler, da continuidade e de
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Poisson para o campo gravitacional, no referencial inercial, sao dadas por

p<at+z7ﬁ)z7 — _Vp— pVo, (2.2)
Qup+V - (pF) = 0, (2.3)
V20 = 4nGp, (2.4)

onde v é a velocidade do fluido e ® é o potencial gravitacional.

As equagoes linearizadas sao obtidas a partir das Eqs. (2.2)—(2.4) considerando
que ¥ = ¥y + 67, onde 7y = Qrsin ey ¢ a velocidade da estrela nao perturbada e
§M7 representa a perturbacio euleriana de primeira ordem da velocidade, propor-
cional a «, onde « é a amplitude adimensional da perturbacao. Da mesma maneira,
considera-se que p = pg+ 6Wp, p = po + 6Wp e & = Oy + §Md, onde py, po e P
dependem apenas de r. Assim, a evolucao de uma pequena perturbacao do estado
de equilibrio é descrita pelas equagoes linearizadas de Euler, da continuidade e de

Poisson para o campo gravitacional, que no referencial inercial sao dadas por:

- - - (oW
9,607 + ((5(1)17-V> T + (Uo-v) §Vg = —v( pp +5<”<I>), (2.5)
0
0,6Wp + 7 - VéMp+V - (po 5(1)17) = 0, (2.6)
VWMo = 4xGsWp. (2.7)

Assumindo uma dependéncia temporal do tipo €t e conservando para as vérias
quantidades unicamente os termos de ordem mais baixa numa expansao em termos

de €, obtém-se para as Eqs. (2.5) e (2.6) uma solu¢ao do tipo modo r que em
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coordenadas esféricas e considerando apenas a parte real fica [4]:

WMy, = 0, (2.8)
rL
oWy = aQCWUR (ﬁ) sin®~10 sin(0p + wit) (2.9)
¢
oM, = aQCUR (%) sin®~'6 cos 0 cos(lg + wit), (2.10)
Cyt r 1
(1) _ 2 Y p2 (T il
U 2002 €+1R (R) sin” 0 cos 0 cos(lp + wit) , (2.11)
onde
1
50 = 2P 4 5, (2.12)
Po
20+ 1
= (20 -1 2.1
Ce=( ) \/2w(2£)!£(€+1) (2.13)
e
2Q)
=00+ —. 2.14
Wwr + é—}— 1 ( )

Consideramos apenas os modos cujo nimero harmonico é ¢ > 2.

A separacdo dos termos 60Mp e 6V ® na Eq. (2.11) é feita a partir da equacdo de
Poisson perturbada (2.7) e das condigbes fronteira para o potencial gravitacional na
superficie da estrela e no infinito. O potencial gravitacional perturbado 6V ® deve
desaparecer no infinito, rli_)rg@ §MP = 0. Além disso, 6(V® e a sua primeira derivada

devem ser continuas na superficie da estrela. Assumindo que §(V® tem a mesma

dependéncia angular que 6VU, ou seja, 6)® tem a forma
SM® = aQ?f(r)sin’ @ cos b cos(lp + wit) (2.15)

e substituindo na Eq. (2.7), obtém-se que a parte radial f(r) deve ser solugao da

equagao [5]
d*f(r) | 2df(r) dpo  (L+1)(0+2) dpo 7\
- 4 _— —4 oo (L .
dr? + rodr * ( mGipo dpy r2 ) f(r) =4rGpo e <R>

(2.16)
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A solucao (2.8)—(2.11) também satisfaz a condigao fronteira para a pressao, ou

seja, a perturbacao lagrangiana da pressao desaparece na superficie da estrela !,
APp = 6Wp + Wivpy =0, (2.17)

onde €M s3o0 as componentes contravariantes do vector deslocamento lagrangiano.

O deslocamento lagrangiano £ é solucdo das equacdes [6]

Wyt = 9 W kv eWi —cmyg 8 = (8, + Q) €V (2.18)

0Wp = =Vi(pet™), (2.19)

onde v} = Qéé é a velocidade do fluido na estrela nao perturbada e 9y = 9, + Q9,, é
simplesmente a derivada em relagao ao tempo no referencial em co-rotacao (¢ = ¢—
Qt e t' sao, respectivamente, as coordenadas azimutal e temporal de um observador
num referencial em co-rotagdo com a estrela). Em ordem mais baixa em (2, estas

equacdes admitem para €1 a seguinte solucdo [4]:

¢Wr — o, (2.20)
1 -1
o — —éaC’gé(ﬁ +1) (%) sin®~' 0 cos(L + wrt), (2.21)
1 -1
¢ = ZaCul(l+1) (%) sin®~2 0 cos A sin(£é + wrt). (2.22)

Visto py s6 depender da coordenada radial, py = po(r), £V ser nulo e §(Mp ser
proporcional a Q2 [ver Eq. (2.11)], concluimos que, em ordem mais baixa em (, a
perturbagao lagrangiana da pressao Agl)p desaparece em toda a estrela, incluindo a

superficie.

INos resultados que se seguem deixamos de considerar um referencial ortonormado e passamos
a diferenciar as componentes covariantes das componentes contravariantes. As componentes con-
travariantes A’ e covariantes A; estdo relacionadas por A; = g;;A7, onde as componentes da
métrica, g;;, sio dadas, em coordenadas esféricas, por g, = 1, ggg = 1> € gpp = r* sin?6 e 9i; =0

para i # j.
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Os deslocamentos lagrangianos (2.20)—(2.22) constituem um conjunto canénico,
tal como é definido na teoria das perturbacgoes lagrangianas de Friedman-Schutz
para fluidos ndo relativistas [6], i.e., os deslocamentos £V sdo ortogonais aos deslo-
camentos trivias 717, os quais satisfazem as Eqs. (2.18) e (2.19) com §Mv? e 5

iguais a zero,

0 = W +vEvnW — nmy 48 (2.23)

0 = —Vi(oon™). (2.24)

Assim, os deslocamentos lagrangianos €M7 e £1i correspondem & mesma perturbagao
fisica se £V = ¢Wi 4 pMi Da condicao de ortogonalidade de €M ¢ M resulta [6]

que os deslocamentos lagrangianos candnicos satisfazem a condicao
€ ANy, =0, (2.25)
onde a perturbacao lagrangiana da velocidade é dada por
ALy, = 9 + b Vel + ke, (2.26)

A condigao (2.25) esta directamente relacionada com uma propriedade dos modos r

em primeira ordem: a conservacao da vorticidade,
AL (€75 u;) = 0. (2.27)
Efectivamente,
AN (€750) = AV ERY vy, + €75V AN vy, — €950V V€D
= ANy, (2.28)

’ 1 17 . s, .
onde usamos Aé Jeiik = (. Para estes deslocamentos, a energia canonica E., dada

pela Eq. (1.33), é invariante relativamente a transformagoes de gauge (adigao de um
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deslocamento trivial), permitindo, assim, definir um critério de estabilidade [7]. Para
os deslocamentos lagrangianos candnicos (2.20)—(2.22), a energia canénica E,. é ne-
gativa para qualquer ¢ > 2 e para uma rotacao arbitrariamente lenta [8], implicando
que os modos 7 sao instaveis relativamente a emissao de radiagao gravitacional [7].
Este resultado foi obtido analiticamente apds Andersson [9] ter demonstrado, nu-
mericamente, que os modos r sao instaveis em estrelas relativistas devido a emissao
de ondas gravitacionais para qualquer valor da rotacao.

A partir do trabalho de Andersson [9], o nimero de publica¢oes sobre os modos
r de pulsagao conheceu um grande crescimento. De facto, existem outros modos
de pulsacao que também sao instaveis devido a emissao de radiagao gravitacional,
mas a principal diferenca e, por conseguinte, o principal interesse dos modos r de
pulsacao reside no facto de estes se tornarem instaveis em estrelas de fluido perfeito
para qualquer valor da velocidade angular. Note-se que para os outros modos de
pulsacao esta instabilidade sé se torna activa para valores elevados da velocidade
angular da estrela.

A instabilidade dos modos r é explicada em termos do mecanismo descrito por
Chandrasekhar [10] e Friedman e Schutz [7] (instabilidade CFS). Como vimos no
capitulo anterior, o critério de existéncia da instabilidade CFS pode ser expresso na

forma

wi(wy 4 69Q) < 0. (2.29)

Substituindo w; = —€€Q 4 2Q /(¢ + 1), verificamos que para os modos r de pulsacao
o critério é satisfeito para qualquer ¢ > 2.

No seu trabalho [9], Andersson frisou também o possivel papel dos modos r de
pulsacao na limitacao do periodo de rotacao de estrelas de neutroes recém-nascidas.
Efectivamente, como ja menciondmos no capitulo anterior, o valor muito alto do

periodo de rotagao dos pulsares jovens relativamente ao periodo minimo possivel é
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uma questao ainda em aberto para a qual os modos r aparecem como uma resposta
plausivel. Voltaremos a esta questao na seccao seguinte.

Apesar dos resultados até aqui apresentados ignorarem a viscosidade, esta tem
um papel preponderante na estabilizacao do modo, e portanto um efeito oposto
a emissao de ondas gravitacionais. Na seccao seguinte, analisaremos os efeitos da

viscosidade na instabilidade do modo r de pulsacao.

2.3 Modos r em estrelas com viscosidade

Num estudo sobre os efeitos da viscosidade e da radiagao gravitacional nos mo-
dos de oscilagao de estrelas newtonianas com rotacao rapida, Ipser e Lindblom pro-
puseram um método para derivar as escalas temporais de variagao destes efeitos [11].
Num primeiro tempo, assumiram que a frequéncia do modo de oscilagao é dada por

wr = wy + i, de tal forma que a perturbacio da velocidade 6(V¥ passa a ter, além

iwot w

da componente oscilatéria e®°f, uma componente e~®!, que dependendo do sinal de
w vai levar ao crescimento ou a diminui¢ao da amplitude do modo. Num segundo
tempo, a fim de determinar o valor de w, definiram uma energia das perturbacoes:

1 1
E(t) = / {poaﬂw- oW + 3 (6WpsWU* + 6WprsVU) | dia, (2.30)

onde o asterisco representa o complexo conjugado e 5N, 6 p e SMU sdo as solucoes
das equacoes da hidrodinamica, as quais incluem os efeitos da viscosidade e da
radiacdo gravitacional. Como j& anteriormente referimos, as quantidades 6", 60V p

wwrt

e (WU sdo proporcionais a e*t. Usando w; = wy +iw e a Eq. (2.30), obtém-se que

E o 2@t de onde resulta que dE/dt = —2wE. Definindo a escala temporal como
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7 = 1/w, obtemos

1 1 dE
= 2.31
T 2F dt’ (2:31)

a qual pode ser escrita como

1 1 1 1 [(dE 1 [dE
= == - — [ = , (2.32)
T Tv  TGR 2B\ dt ), 2E \ dt ).n

onde Ty e Tgr representam, respectivamente, as escalas temporais relativas aos
efeitos da viscosidade e da radiacao gravitacional. A fim de calcular dE/dt na
Eq. (2.31), Ipser e Lindblom [11] derivaram em ordem ao tempo a energia dada
pela Eq. (2.30) e eliminaram as derivadas temporais de V%, 60 p e 61U usando as
equagoes da hidrodinamica linearizadas (para um fluido viscoso e incluindo os efeitos
da radiacao gravitacional). Deste modo, expressaram as escalas temporais 7 e Tgr
em funcao de M7, §Wp e §WU. Se os efeitos da viscosidade e da radiacio gravi-
tacional nas equacgoes da hidrodinamica forem pequenos, as solucoes das equacoes
da hidrodinamica para um fluido perfeito constituem uma boa aproximacao das
solugoes das equacgoes que incluem os efeitos da viscosidade e da radiacao gravita-
cional, pelo que para calcular 7y e 7o Ipser e Lindblom usaram simplesmente 617,
§Wp e SWU dadas pelas Egs. (2.8)(2.11).

E de referir que Ipser e Lindblom estavam interessados nos modos f de pulsacao,
pelo que deduziram a escala temporal relativa a radiacao gravitacional 7gr con-
siderando apenas o momento multipolar de massa (os diversos termos da expansao
multipolar da radiagao gravitacional estao definidos na Ref. [12]).

O método de Ipser e Lindblom foi aplicado posteriormente aos modos r de osci-
lagao nos artigos de Lindblom, Owen e Morsink [13] e Andersson, Kokkotas e Schutz
[14]. Nestes artigos foram deduzidas as expressoes explicitas para as escalas tempo-
rais de variacao dos efeitos da radiacao gravitacional e da viscosidade na evolucao

da perturbacao. No calculo de 7¢gr tiveram em conta que, no caso dos modos 7, o
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momento multipolar dominante é o de corrente. Consideraram dois tipos de viscosi-
dade, a viscosidade de cisalhamento (shear) caracterizada pelo coeficiente 7, inver-
samente proporcional ao quadrado da temperatura, e a viscosidade de volume (bulk)
caracterizada pelo coeficiente (, proporcional a sexta poténcia da temperatura. As
expressoes analiticas obtidas para cada escala temporal para os modos r foram as

seguintes [13]:

L 3mGe (- (RN (gss)
o 23 [0+ DI \e+1 , P ’ '

-1

o (¢ —1)(2¢+1) /R nr*tdr (/OR por”“dr) , (2.34)

TS 0

2
1 arz2 o [AY)p R -
T A = S 242 9.35
Sy e (/ por ) ’ (2:35)

onde TR, Ts € T sao, respectivamente, as escalas temporais para a radiacao gravi-
tacional, a viscosidade de cisalhamento e a viscosidade de volume, e Ag) p=06Wp+
€MV, py é a perturbacio lagrangiana da densidade.

Das Egs. (2.33)—(2.35) podemos imediatamente concluir que, para ¢ > 2, 7ar < 0
e 17s, 7 > 0, pelo que enquanto a radiacao gravitacional tende a tornar os modos r
de pulsacao instaveis, a viscosidade tende a estabiliza-los.

A escala temporal relativa a radiacao gravitacional também foi obtida usando
outro método. Dias e S& [15] resolveram explicitamente para ¢ = 2 as equagoes da
hidrodinamica linearizadas na presenca da forca da radiacao gravitacional, usando
uma expansao pés-newtoniana até a ordem 3.5 para a forca da radiagao gravita-
cional. Demonstraram que a variagao euleriana da velocidade tem o mesmo com-
portamento oscilatorio e a mesma frequéncia que a variacao euleriana da velocidade
no caso em que a forca de radiagao gravitacional é nula. Também provaram que a
amplitude da velocidade perturbada é proporcional a e */7¢% onde 75 é dada pela

Eq. (2.33). Finalmente, mostraram que a variagao euleriana da velocidade possui
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também termos proporcionais a .

Para determinar o valor numérico da escala temporal associada a viscosidade de
volume, 7p, Lindblom, Owen e Morsink [13] usaram, na Eq. (2.35), a perturbagao
euleriana da densidade 6V p em vez da perturbacio lagrangiana da densidade Ag) p-
Efectivamente, em ordem mais baixa em (2, Ag) p = 0 [ver condic@o fronteira para
a pressao, Eq. (2.17)], o que implica que 1/75 = 0. Assim, é necessério ir para
a ordem seguinte, onde Ag)p # 0. Para o efeito, é preciso conhecer €<1> até a
segunda ordem em €2, o qual sé pode ser obtido a partir da resolucao das Eqs. (2.5)—
(2.7) até & ordem Q*. Como Lindblom, Owen e Morsink nio tinham esta solugao,
assumiram que dMp é aproximadamente igual a Ag)p. Andersson, Kokkotas e
Schutz calcularam o valor de 75 usando a perturbacao lagrangiana da densidade
Aél)p [14]. Para tal, resolveram as Eqs. (2.5)-(2.7), até & ordem Q?, usando o
formalismo desenvolvido por Saio [3]. Posteriormente, Lindblom, Mendell e Owen
[5] usaram um outro formalismo, o dos dois potenciais [11], para resolver também as
Egs. (2.5)—(2.7) até & ordem Q! e, deste modo, determinar o valor da perturbagao
lagrangiana da densidade Aél) p. Existe, no calculo de Aél) p, uma discrepancia entre
os resultados obtidos por Andersson, Kokkotas e Schutz [14] e aqueles obtidos por
Lindblom, Mendell e Owen [5], discrepancia que proviria, segundo estes tltimos
autores, de alegados erros associados ao formalismo desenvolvido por Saio. Nesta
tese, adoptamos para 75 o valor obtido por Lindblom, Mendell e Owen [5].

Lindblom, Owen e Morsink [13] aplicaram o método de Ipser e Lindblom [11] a
uma estrela de neutroes, jovem, quente e com rotacao lenta. Para o efeito, assumiram
que uma estrela de neutroes é, em boa aproximacao, modelada por uma esfera de
fluido com equagao de estado politrépica de indice 2, py = kpZ, onde  é tal que a

massa da estrela é M = 1.4Mg e o seu raio R = 12 530 m. Assim, considerando
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apenas o modo ¢ = 2, as expressoes (2.33)—(2.35) podem ser simplificadas,

LI L( { )6, (2.36)

TGR 7~—GR \/WGﬁ

1 1 /10°K\?
— = — 2.37
TS 7~—S ( T ) ’ ( )
1 1L/ T \( QY
- = — y (238)
TB 78 \ 10° K VTGp

onde Tgr = —3.26 s, Tg = 2.52 x 10% s [13] e 75 = 2.01 x 10! s [5]. Nas expressoes

anteriores, T" denota a temperatura da estrela e p é a sua densidade média.
Analisando as expressoes (2.36)—(2.38), notamos que existe um conjunto de
temperaturas T e de velocidades angulares (), para o qual se verifica a relacao
—Ta ,1% =Tg 4 s ! ou seja, para o qual o efeito da viscosidade é exactamente com-
pensando pelo efeito da radiacao gravitacional. Assim, de acordo com a Eq. (2.31),
a energia do modo neste caso mantém-se constante e a sua amplitude nao aumenta

nem diminui.

Num diagrama (2, T'), os pontos que satisfazem a equagao

1 1 1 1
QT " ren (@ @ ety (2.39)

definem uma curva a que se chama curva de instabilidade (ver Fig. 2.1). Para uma
dada temperatura existe um valor da velocidade angular, a que chamamos velocidade
angular critica ()., acima da qual a instabilidade ja se encontra activa.

Como vemos na Fig. 2.1, hd uma “janela” de temperaturas dentro da qual a
instabilidade dos modos r esta activa. Como a viscosidade de cisalhamento tende
a estabilizar o modo para valores baixos da temperatura e a viscosidade de volume
domina para temperaturas elevadas, esta janela corresponde a valores intermédios
da temperatura. A forma desta janela vai depender de varios factores, entre os

quais, a composicao e a equacao de estado da estrela de neutroes, a existéncia ou
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Figura 2.1: Curva de instabilidade dos modos r em funcao da velocidade angular e

da temperatura da estrela.

nao de uma crusta e a presenca de campos magnéticos. A influéncia destes diversos
factores sobre a instabilidade do modo 7 sera analisada na Sec. 2.5.

Na seccao seguinte, analisaremos um modelo simples de evolugao da instabilidade
do modo 7, considerando apenas a viscosidade de cisalhamento e a de volume na

determinacao da curva de instabilidade.

2.4 Evolucao da instabilidade dos modos r

Um modelo de evolucao da instabilidade do modo r de pulsagcao permite-nos
verificar se a instabilidade tem a possibilidade de crescer durante um tempo sufi-
cientemente longo para que o modo 7 seja astrofisicamente relevante.

Owen et al. [16] propuseram um modelo simples para estudar a evolugdo dos
modos 7, com o objectivo de determinar a forma das ondas gravitacionais que eram

produzidas devido a instabilidade do modo r numa estrela de neutroes quente, jovem
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e com rotacao rapida. Para atingir este objectivo é necessario estudar o comporta-
mento da estrela de neutroes ao longo da evolucao da instabilidade.

De acordo com o modelo de Owen et al. [16], a evolucao da estrela e do modo
r de pulsacao é caracterizada por duas grandezas, a amplitude do modo, «a, e a
velocidade angular da estrela, €2. Consideraram que, inicialmente, a amplitude do
modo 7 é muito pequena (por exemplo, oy = 107%), pelo que a evolugao do modo é
descrita de forma adequada pela teoria linear. Assumiram ainda que, inicialmente,
a velocidade angular da estrela é a méaxima possivel, {0y = Qi = §\/7T_Gﬁ Neste
modelo, o momento angular total da estrela depende apenas da velocidade angular

da estrela e da amplitude do modo r, sendo dado por
J(a, Q) =12+ J.(a, Q), (2.40)

onde I é o momento de inércia da estrela nao perturbada e J. é o momento angular
canénico do modo 7 (tal como é definido Eq. (3.25) do préximo capitulo). E de
referir que Owen et al. [16] consideraram que o momento angular fisico do modo r
em segunda ordem ¢é sempre igual ao momento angular canénico; como veremos no
proximo capitulo, este resultado sé se verifica num caso muito particular. No caso
geral, estas duas quantidades sao diferentes.

Como veremos a seguir, as estrelas de neutroes estudadas por Owen et al. [16]
tém, inicialmente, uma velocidade angular elevada (2 &~ Qf, onde Q é a velocidade
angular de Kepler) e, apds algumas centenas de segundos de evolucdo, a amplitude
do modo r cresce para valores préximos da unidade (o &~ 1). Em rigor, nestas
condigoes extremas, Owen et al. deviam usar, para calcular J., uma solugao geral
das Eqgs. (2.2)—(2.4), valida para € e « arbitrarios. Contudo, tal solugao analitica
nao é conhecida, pelo que é usada a solucao (2.20)—(2.22), valida para 2 < Q e

a < 1. Estudos numéricos mostram, no entanto, que a evolucao dos modos r em



CAPITULO 2. MODOS R LINEARES 39

estrelas de neutroes com velocidade de rotagao elevada nao difere significativamente
da evolugao em estrelas lentas [17], pelo que os resultados de Owen et al. sdo validos
numa boa aproximagao.

Partindo da Eq. (2.40) para o momento angular total e considerando, por um
lado, que a estrela perde momento angular sob a forma de ondas gravitacionais
devido a instabilidade do modo r e, por outro lado, que a viscosidade dificulta o

crescimento do modo, Owen et al. [16] obtiveram o sistema de equagoes diferenciais

d§) 20 o?Q

_— = ——— 241
dt v 1+ CMZQ’ ( )
do « al—a?Q

_ = ————— 2.42
dt TGR TV 1—’—062@7 ( )

onde @ = 9.4 x 1072 no modelo politrépico considerado. Estas duas equacoes de-
terminam a evolucao da velocidade angular da estrela, €2, e da amplitude do modo,
«, na fase inicial da evolucao, i.e., quando a amplitude do modo é ainda suficiente-
mente pequena para que a teoria linear seja valida. Numa estrela de neutroes jovem,
a temperatura é muito elevada (T > 10° K), pelo que, de acordo com as Eqs. (2.36)—
(2.38), a escala temporal associada a radiagao gravitacional, 7¢g, ¢ muito menor do
que as escalas temporais associadas a viscosidade, 79 e 7p.

Analisando as Egs. (2.41) e (2.42), notamos que durante a fase linear da evolucao,
a velocidade angular da estrela, ), é praticamente constante, evoluindo na escala
temporal da viscosidade, enquanto a amplitude do modo « cresce exponencialmente
na escala temporal da radiagao gravitacional. Apds aproximadamente 500 s [16], a
amplitude do modo torna-se tao elevada que ja nao se podem ignorar os efeitos nao
lineares. Contudo, Owen et al. [16] desconheciam a solu¢ao nao linear dos modos
r, pelo que nao possuiam as ferramentas necessarias para descrever com precisao a
fase de evolugao nao linear. Nao tendo nenhum mecanismo nao linear de saturagao

disponivel, optaram por saturar o modo r a mao, escolhendo um valor de saturagao
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proximo da unidade. O valor escolhido para a amplitude de saturagao é justificado
pela analogia entre este estudo e estudos sobre os efeitos da radiacao gravitacional na
evolucao dos modelos elipsoidais [18, 19]. Neste tltimo caso, o0 modo instavel cresce
exponencialmente até atingir uma amplitude da ordem da unidade. A partir deste
momento, ocorre uma espécie de saturacao nao linear que faz parar o crescimento
do modo. O excesso de momento angular da estrela é emitido sob a forma de ondas
gravitacionais e a estrela evolui para um novo estado de equilibrio com momento
angular menor. Owen et al. [16] esperavam uma evolugao idéntica para os modos r-

Assim, durante a primeira fase de evolucao, a amplitude do modo r cresce expo-

nencialmente. Quando atinge o valor

o= gy = VK (2.43)

(onde k é uma constante da ordem da unidade), entramos na fase nao linear da
evolucao do modo e as Eqs. (2.41) e (2.42) deixam de ser adequadas para descrever
o sistema. Durante a fase nao linear, a amplitude do modo « é dada pela Eq. (2.43)

e a evolugao da velocidade angular é determinada pela equacao [16]

Q20 KQ
dt _TGRl—/iQ.

(2.44)

No decurso desta fase, a velocidade angular da estrela diminui (na escala temporal
associada a radiagao gravitacional) para valores muito inferiores a sua velocidade
angular inicial, a velocidade de Kepler {2, e uma parte importante do seu momento
angular inicial ¢ emitida sob a forma de ondas gravitacionais.

Ao fim de aproximadamente um ano (segundo as simulagdes numéricas de Owen
et al. [16]), a velocidade angular e a temperatura da estrela de neutroes ja sao
suficientemente pequenas para que o modo r deixe de ser instavel, i.e., a estrela sai

da janela de instabilidade apresentada na Fig. 2.1. A evoluc¢ao do modo r passa a ser
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novamente descrita pelas Eqgs. (2.41) e (2.42). Durante esta ultima fase da evolugao,
a amplitude do modo diminui e torna-se de novo suficientemente pequena para ser
descrita pela teoria linear.

Resumindo, no modelo de evolucao de Owen et al. [16], podemos distinguir
trés fases. Durante a primeira fase a amplitude do modo cresce exponencialmente,
enquanto a velocidade angular da estrela se mantém aproximadamente constante.
Depois, a amplitude do modo é saturada a mao num valor préximo da unidade devido
a efeitos hidrodinamicos nao lineares nao especificados, seguindo-se uma segunda
fase, que dura aproximadamente um ano, em que a velocidade angular diminui
de maneira significativa e uma parte importante do momento angular da estrela é
irradiada sob a forma de ondas gravitacionais. Finalmente, durante a terceira fase,
a amplitude do modo decresce e a velocidade angular da estrela continua a diminuir
muito lentamente.

Com base no modelo acima descrito, considerando uma amplitude inicial do
modo 7 oy = 107% e uma velocidade angular inicial da estrela igual a Qx, Owen et
al. [16] concluiram que, ao fim de aproximadamente um ano, a estrela abrandaria
para uma velocidade angular de aproximadamente 0.1€2x. Este tiltimo resultado
estd de acordo com os valores observados em pulsares jovens.

Usando o seu modelo de evolu¢ao, Owen et al. [16] analisaram a possibilidade
de detectar ondas gravitacionais emitidas por estrelas de neutroes recém-formadas
em que a instabilidade do modo r se encontra activa, concluindo que o sinal poderia
ser detectado, por detectores de interferometria laser como o LIGO e o Virgo, se
as estrelas de neutroes emissoras estivessem a uma distancia da Terra inferior a 20
Mpc.

O modelo de evolu¢ao proposto por Owen et al. [16] permite-nos estudar a

evolucao da instabilidade do modo r de pulsagao a partir das duas grandezas funda-
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mentais que sao a velocidade angular da estrela e a amplitude do modo. No entanto,
este modelo de evolugao nao descreve satisfatoriamente o que acontece durante a
fase nao linear. A opcao de Owen et al. [16] de saturar a amplitude do modo & méao
introduz um critério arbitrario que torna os resultados finais pouco fidedignos.

As Figs. 2.2 e 2.3 mostram os primeiros 1000 s da evolucao de « e €2, respectiva-
mente, para diferentes valores da amplitude de saturacao. Nestas figuras, além do
valor aie & 1 escolhido por Owen et al. [16], consideram-se ainda outros valores da
amplitude de saturacao que, sabemos hoje, sao mais realistas.

10 . T ’ .
saturado a mio
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107

1 0-5 i 1 " 1 i 1 r ! s
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o

Figura 2.2: Evolucao da amplitude do modo, «, em fungao do tempo, para diferentes

valores de saturacao da amplitude do modo.

Vemos, na Fig. 2.3, que a velocidade angular da estrela depende sensivelmente
do valor da amplitude de saturacao. Como este tltimo é escolhido arbitrariamente,
o valor final da velocidade angular também é arbitrario. Assim, se em vez de esco-
lhermos um valor de saturacao para « proximo da unidade, como sugerido por Owen
et al. [16], considerarmos amplitudes de satura¢ao muito inferiores & unidade, veri-
ficamos que a velocidade angular final da estrela j4 nao diminui significativamente.

Do mesmo modo, para amplitudes de saturacao a,, < 1, o momento angular emi-
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Figura 2.3: Evolucao da velocidade angular da estrela, €2, em funcao do tempo, para

diferentes valores de saturagao da amplitude do modo.

tido pela estrela sob a forma de ondas gravitacionais é apenas uma pequena fraccao
do momento angular inicial. Assim, devido a arbitrariedade na escolha da ampli-
tude de saturagdo, o modelo de evolugdo proposto por Owen et al. [16] ndo nos
permite concluir sobre a relevancia astrofisica dos modos r. Para o efeito, é preciso
considerar os efeitos nao lineares, o que nos propomos fazer no capitulo 4 desta tese.

Uma vez definido um modelo de evolucao da instabilidade para estrelas com
viscosidade de volume e de cisalhamento, as publicagoes subsequentes debrucaram-
-se sobre modelos de estrelas de neutroes mais realistas e verificaram se, nestas
condicoes, a instabilidade dos modos r continuava activa para valores relevantes da
temperatura e velocidade angular da estrela. Assim, alguns autores introduziram
um campo magnético, outros consideraram os efeitos da crusta ou ainda a existéncia

de matéria estranha.
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2.5 Modos r em estrelas de neutroes com crusta

Como referimos no capitulo anterior, todas as estrelas de neutroes, excepto as
mais quentes, possuem uma crusta solida com espessura de alguns quilémetros. A
presenca da crusta aumenta os efeitos dissipativos, o que leva a uma reducao do
tamanho da “janela” de instabilidade do modo 7 [20]. De facto, quando se tem em
conta a presenca da crusta, a curva de instabilidade passa a ser definida por

1 1 1 1 1
1) @ @ T e Teen 0 B9

onde 7o é a escala temporal associada aos efeitos dissipativos provocados pela pre-
senca da crusta. Assim, é importante verificar se em estrelas de neutroes com crusta
a instabilidade dos modos r estd activa para valores relevantes da temperatura e
velocidade angular da estrela.

Entre os varios trabalhos que estudaram a instabilidade do modo r em estrelas
de neutroes com crusta, diferentes modelos foram propostos. Bildsten e Ushomirsky
assumiram uma crusta sélida e infinitamente rigida, onde as oscilagoes do modo r
nao podem penetrar [20]. Esta crusta envolve um niticleo de fluido viscoso, no qual os
modos 7 de oscilacao estao activos. Devido a estas oscilagoes a camada superficial do
nucleo é friccionada contra a crusta rigida, levando a dissipagao de energia do modo 7.
Esta dissipacao de energia é tal que a escala temporal associada a viscosidade é muito
menor do que para uma estrela de fluido sem crusta, tornando-se comparavel a escala
temporal da radiagao gravitacional. Assim, a janela de instabilidade é, neste caso,
muito menor do que numa estrela sem crusta e, consequentemente, para qualquer
valor da temperatura, o valor minimo da velocidade angular critica é da ordem de
0.3Qk [20]. Assim, o valor final da velocidade angular da estrela, em resultado da

evolucao da instabilidade do modo r, é superior a 0.3(2x, ou seja, muito maior do



CAPITULO 2. MODOS R LINEARES 45

que os valores observados em pulsares jovens. Por outro lado, a instabilidade s6 vai
estar activa durante 10* s em vez de aproximadamente 1 ano (como no caso sem
crusta), o que implica uma quantidade menor de ondas gravitacionais emitidas.

Posteriormente, Andersson et al. [21], considerando também uma crusta rigida e
usando diferentes parametros para a estrela de neutroes, chegaram a conclusao que a
janela de instabilidade é um pouco maior do que no modelo analisado por Bildsten e
Ushomirsky e, consequentemente, obtiveram valores para velocidade angular critica
minima um pouco inferiores a 0.3 .

Levin e Ushomirsky [22] consideraram um modelo mais realista, em que a crusta
é elastica. Neste caso, os modos r ja penetram na crusta e esta comeca a oscilar com
as camadas superficiais do fluido viscoso, pelo que a dissipacao de energia é muito
menor do que no caso da crusta rigida. Deste modo, a escala temporal associada
a viscosidade é muito menos afectada pela presenca da crusta, sendo cerca de 100
vezes maior do que aquela obtida por Bildsten e Ushomirsky, levando o tamanho da
janela de instabilidade a aumentar relativamente ao caso da crusta rigida. Assim,
para qualquer valor da temperatura, o valor minimo da velocidade angular critica
¢ inferior aquele obtido por Bildsten e Ushomirsky, e, por conseguinte, o valor da
velocidade angular final da estrela devido a instabilidade do modo r também.

Lindblom, Owen e Ushomirsky [23] avangaram a possibilidade do derretimento
da crusta como consequéncia da instabilidade dos modos r. Efectivamente, se a
amplitude de saturagao do modo for maior ou igual a um determinado valor critico
(st = H X 1073 para estrelas com velocidade angular 2 = Q ), o calor resultante da
friccao entre a camada superior do nicleo e a crusta pode ser suficiente para derreter
a crusta. Neste caso, Lindblom, Owen e Ushomirsky mostraram que a velocidade
angular final da estrela, em resultado da evolucao da instabilidade do modo r, é da

mesma ordem de grandeza do que aquela obtida no caso sem crusta.
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Em resumo, ao contrario do que foi sugerido inicialmente, o efeito da crusta
sobre a evolucao da instabilidade do modo r é muito pequeno. Assim, modelos de
estrelas sem crusta permitem-nos descrever de forma mais simples a evolucao da

instabilidade do modo r, sem alteracao significativa dos resultados finais.

2.6 Estrelas de neutroes com um campo magnético

Supondo que uma estrela de neutroes é o resultado do colapso gravitacional de
uma estrela da sequéncia principal com um campo magnético de 100 G “congelado”
na sua superficie, uma diminuicao do raio de um factor de 10° provoca um aumento
do campo magnético de um factor de 10'°. Assim, uma estrela de neutrdes pode
possuir um campo magnético da ordem de 102 G.

Rezzolla et al. [24] foram os primeiros a sugerir a existéncia de rotac¢ao diferen-
cial associada ao modo r, tendo obtido uma expressao analitica aproximada para
a rotacao diferencial induzida pelos modos r. Esta expressao foi obtida a partir
da variacao euleriana de primeira ordem da velocidade de um elemento de flui-
do, expandida em poténcias da amplitude do modo, fazendo a média sobre uma
oscilagao e conservando unicamente os termos de ordem mais baixa. Rezzolla et
al. [24, 25, 26] investigaram a influéncia do campo magnético de uma estrela de
neutroes na evolucao da instabilidade dos modos r a partir da analise da interacgao
da rotacao diferencial induzida pelos modos r com o campo magnético. Mostraram
que o campo magnético inicialmente presente na estrela vai enrolar-se em torno desta
devido a rotagao diferencial que produz derivas em grande escala de elementos de
fluido, na direccao azimutal. Assim, a interaccao entre a rotacao diferencial induzida

pelos modos 7 e o campo magnético da estrela é tal que uma parte da energia da osci-
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lacao é transferida para o campo magnético. Dependendo, entao, da amplitude do
campo magnético inicial, o crescimento da instabilidade do modo r pode ser atenua-
do ou, até, a instabilidade pode nao ter a possibilidade de se activar (para campos
magnéticos suficientemente fortes). Paralelamente, o campo magnético inicial da
estrela é amplificado devido a transferéncia de energia dos modos r, podendo até
explicar a existéncia de “magnetars” (pulsares com campos magnéticos superiores a
10" G). E de referir que apesar das conclusoes serem muito interessantes, nos arti-
gos de Rezzolla et al. assumiu-se que a estrutura dos modos r de oscilacao nao era
afectada pela presenga do campo magnético, ou seja, assumiu-se que a velocidade de
elementos de fluido numa estrela magnetizada é dada pelas Egs. (2.8)—(2.10). Um
estudo mais realista devera ter em conta a reaccao do campo magnético na estrutura
dos modos 1, a qual pode ser significativamente alterada, levando eventualmente a
outro tipo de conclusoes.

Num artigo subsequente, Ho e Lai [27] investigaram o efeito de um campo
magnético na evolucao da instabilidade do modo r de oscilagao, usando o modelo
proposto por Owen et al.. Assumiram também que o momento angular fisico do
modo 7 era dado pelo momento angular candnico, afirmacao, que, como ja referi-
mos, nao é verdadeira no caso geral. O efeito do campo magnético foi introduzido,
considerando, nas equacoes que determinam a evolucao de « e €2, uma escala tem-
poral suplementar associada ao campo magnético e que favorece o crescimento da
instabilidade. O efeito do campo magnético so se torna relevante para valores muito
elevados (muito maiores do que 10** G); nestes casos, o crescimento da instabilidade
faz-se mais lentamente e, como a janela de instabilidade é maior, o valor final da ve-
locidade angular da estrela diminui nitidamente. Ho e Lai sugeriram também que a
analise da forma das ondas gravitacionais emitidas e do valor da velocidade angular

final da estrela poderia, eventualmente, permitir o constrangimento da amplitude
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do campo magnético na estrela de neutroes.
Estes resultados mostraram a importancia de incluir o campo magnético num
estudo completo dos modos r, visto que a sua influéncia pode ser decisiva para a

evolucao da instabilidade.

2.7 Estrelas de neutroes com matéria exotica

Como referimos no primeiro capitulo, a composicao da regiao central das estrelas
de neutroes é ainda uma questao em aberto. Vérias hipoteses foram avancadas,
entre as quais, devido as condicoes extremas, a presenca de matéria exotica. Alguns
autores debrugaram-se sobre a eventual influéncia da matéria exoética na evolugao
da instabilidade do modo 7.

Jones [28] foi o primeiro a propor que a presenca de hiperoes no nicleo da estrela
de neutroes poderia alterar o coeficiente de viscosidade de volume e, logo, influenciar
a instabilidade dos modos r. De facto, a escala temporal associada a viscosidade de
volume é suficientemente pequena para impedir o desenvolvimento da instabilidade.
Com o objectivo de melhorar a andlise anterior, Lindblom e Owen [29] consideraram
as propriedades da matéria nuclear no nicleo da estrela. Esta andlise mostrou que
a viscosidade de volume devida aos hiperoes suprimia totalmente a instabilidade do
modo 7 em estrelas de neutroes com temperaturas inferiores a 10° K.

No entanto, ainda subsistem muitas dividas acerca da natureza da matéria
exotica em estrelas de neutroes. Estas estrelas poderiam ter um nicleo de quarks
up, down e strange desconfinados, as chamadas estrelas estranhas. Neste caso, Mad-
sen [30] mostrou que o coeficiente de viscosidade de volume é maior do que em

estrelas de neutroes usuais, deslocando, assim, a janela de instabilidade para valores
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da temperatura menores. Por conseguinte, em estrelas estranhas jovens, a insta-
bilidade dos modos r nao se activa, pelo que estas estrelas deveriam possuir uma
velocidade angular final maior do que estrelas de neutroes usuais. Segundo Ander-
sson, Jones e Kokkotas [31] os modos r em estrelas estranhas deveriam emitir um
sinal de ondas gravitacionais persistente que poderia ser detectado por detectores de
interferometria laser, como o LIGO e o Virgo, durante um periodo de observagao de
semanas a meses. A observacao de um sinal deste tipo poderia ser uma prova indis-
cutivel da existéncia de estrelas estranhas e, ao mesmo tempo, poderia constranger
os parametros da Cromodinamica Quantica. Finalmente, estudando o efeito da ins-
tabilidade do modo 7 sobre a evolucao de uma estrela estranha, Zheng, Yu e Li [32]
sugeriram que se o campo magnético nao for muito elevado entao a estrela demora
milhoes de anos para arrefecer devido a instabilidade do modo 7.

Estes trabalhos mostram que a influéncia da matéria exdtica sobre a instabilidade
do modo r permanece uma questao em aberto devido a complexidade dos meca-
nismos envolvidos e as incertezas relativamente a composicao exacta das estrelas de
neutroes.

Apresentamos, neste capitulo, um resumo dos trabalhos realizados nos ultimos
anos sobre os modos r lineares. Apesar de estes estudos terem elucidado muitas
caracteristicas interessantes dos modos r nao permitiram determinar o valor da am-
plitude de saturacao do modo. De facto, a amplitude de saturagao, de fulcral im-
portancia, é determinada pelos efeitos nao lineares, pelo que se torna imprescindivel
estudar a evolucao da instabilidade do modo r no ambito da teoria nao linearizada.

Este é o objectivo do préximo capitulo.
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Modos r nao lineares
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3.1 Introducao

A primeira fase de crescimento da instabilidade dos modos 7 é adequadamente
descrita pela teoria linear. No entanto, quando a amplitude do modo atinge valores
préximos da unidade, a teoria linear deixa de ser valida para descrever a evolugao
do modo. E importante compreender o que acontece no regime nao linear, visto que
sao efeitos nao lineares que levam a saturacao da amplitude do modo r, impedindo
que este cresca infinitamente. Antes dos primeiros trabalhos no ambito da teoria nao
linear, o modo 7 era saturado a mao, como no modelo fenomenoldgico de evolugao
de Owen et al. [1]. O valor escolhido para a amplitude de saturagao era aquele em
que, supostamente, o modo rsaturaria se fossem considerados os efeitos nao lineares.
Esta escolha era justificada qualitativamente por analogia com os resultados obtidos
no caso dos elipséides [2, 3]. No entanto, como ja referimos no capitulo anterior, a
arbitrariedade na escolha da amplitude de saturacao do modo r tornava as conclusoes
obtidas no ambito da teoria linear pouco fidedignas.

Todos os estudos consagrados aos modos r nao lineares partilham o mesmo objec-
tivo, determinar o valor de saturacao da amplitude do modo. Os primeiros estudos
foram numéricos. Stergioulas e Font [4] resolveram numericamente as equagoes rela-
tivistas da hidrodinamica para estrelas com rotagao rapida sem ter em conta a forca
de reaccao da radiacao gravitacional. A auséncia da forca de reaccao da radiacao
gravitacional nas equagoes nao permite estudar a evolugao da instabilidade do modo,
mas apenas a interaccao entre os varios modos e mais precisamente a transferéncia
de energia. Partindo de um valor inicial préoximo da unidade para a amplitude do
modo, mostraram que a transferéncia de energia entre os modos nao ¢ significativa.

Verificaram ainda que surgia rotacao diferencial. No entanto, a precisao da anélise
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numérica nao era suficiente para confirmar se esta rotacao diferencial era a mesma
que havia sido prevista por Rezzolla et al. [5].

Lindblom, Tohline e Vallisneri [6, 7] também resolveram numericamente as equa-
¢oes da hidrodinamica mas no caso newtoniano e tendo em conta a forca de reacgao
da radiagao gravitacional. Visto que o tempo real de crescimento da amplitude do
modo devido ao efeito desta for¢ca é demasiado longo para um estudo numérico,
consideraram uma forga de reaccao da radiacao gravitacional artificialmente ampli-
ficada. Neste caso, mostraram que o modo cresce até valores superiores a unidade.
Nessa altura, ondas de choque na superficie da estrela provocam a diminuicao brusca
da amplitude do modo. Também nestes estudos numéricos surgiu rotacao diferen-
cial, que se encontra confinada a uma camada de espessura infinitesimal na superficie
da estrela.

Mais tarde, Arras et al. [8] estudaram analiticamente a interac¢ao entre modos.
Para o efeito, consideraram a teoria das perturbacoes até a segunda ordem na ampli-
tude do modo e, negligenciando o acoplamento com ordens superiores, reduziram a
descrigao da evolugao nao linear a analise de um conjunto de equagoes diferenciais or-
dinarias acopladas para as amplitudes dos diferentes modos do sistema. Mostraram
que, devido a interaccao entre os modos, o modo perde energia levando a saturagao
da amplitude. O valor obtido para a amplitude de saturacao do modo, em torno
de 1073 — 1072, é nitidamente menor do que aquele escolhido por Owen et al. [1],
mostrando que a interac¢ao entre os modos representa um mecanismo de saturagao
eficiente para a amplitude do modo r. Este resultado difere daqueles obtidos nos
estudos numéricos descritos anteriormente [4, 6, 7]. No entanto, a validade dos es-
tudos numéricos pode ser contestada tendo em conta as metodologias usadas. No
primeiro estudo, Stergioulas e Font [4] ndo tiveram em conta o efeito da forca de

reaccao da radiacao gravitacional, nao permitindo o crescimento da instabilidade e,
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por conseguinte, a saturacao da amplitude do modo. No segundo estudo, Lindblom,
Tohline e Vallisneri [6, 7] consideraram a forga de reacgao da radiagao gravitacional
amplificada artificialmente. Mas serd que amplificar a forca de radiacao gravita-
cional produz o mesmo resultado ou, pelo menos, um resultado semelhante a uma
integracao numérica durante o tempo completo da evolucao? Segundo Arras et
al. [8], fazendo um paralelo com o efeito do vento sobre as ondas do mar, nao se
pode comparar o crescimento lento das ondas na superficie da dgua devido a uma
ligeira brisa com o efeito de um tornado.

Em artigos subsequentes, Brink, Teukolsky e Wasserman [9, 10] integraram nu-
mericamente um conjunto de aproximadamente 5000 modos acoplados e mostraram
que o crescimento linear do modo cessava antes deste atingir uma amplitude de 1073,

Usando o modelo proposto por Owen et al. [1] (ver Sec. 2.4), Arras et al. [§]
analisaram a detectabilidade das ondas gravitacionais devidas a instabilidade do
modo 7 no caso em que ha interaccao nao linear entre modos. Apesar da amplitude
de saturacao do modo ser muito menor do que a unidade, mostraram que ainda
existia a possibilidade do sinal emitido por estrelas de neutroes recém-formadas ser
detectado pela versao avancada do detector de interferometria laser LIGO se a fonte
emissora estivesse a uma distancia da Terra inferior a 100 — 200 kpc.

Além da interaccao entre varios modos, podemos ainda considerar a auto-interac-
¢ao do modo r, que produz rotagao diferencial. Rezzolla et al. [5] foram os primeiros a
sugerir a existéncia de rotagao diferencial de origem cinematica e também a deduzir,
no ambito da teoria linear, uma expressao analitica aproximada. Posteriormente,
usando um modelo muito simplificado, que consistia num fluido perfeito incom-
pressivel numa camada esférica de espessura infinitesimal, e considerando o efeito
da forga de reacgao da radiagao gravitacional, Levin e Ushomirsky [11] mostraram

a existéncia de outro tipo de rotacao diferencial, uma rotacgao diferencial induzida
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pela forga de reaccao da radiagdo gravitacional. Finalmente, Sa [12] encontrou
a expressao analitica exacta da rotagao diferencial induzida pelo modo 7, em se-
gunda ordem na amplitude do modo, para estrelas newtonianas de fluido perfeito
barotropico com velocidade angular constante. Esta rotacao diferencial de origem
puramente cinematica constitui, como mostraremos no préximo capitulo, um meca-

nismo muito eficiente de saturagao do modo 7.

3.2 Primeiras abordagens a rotacao diferencial

Rezzolla et al. [5, 13, 14] inclufram na anélise da evolugao da instabilidade do
modo 7 a influéncia dos campos magnéticos, os quais, como vimos no primeiro
capitulo, se encontram presentes nas estrelas de neutroes. Rezzolla et al. estudaram
o acoplamento entre o campo magnético e o modo r e as suas consequéncias na
evolucao da instabilidade. Mostraram que as propriedades cineméticas das oscilagoes
do modo r dao origem a rotacao diferencial que, acoplada ao campo magnético
pré-existente na estrela, leva ao aparecimento de campos magnéticos toroidais que
crescem exponencialmente a medida que a instabilidade vai crescendo, extraindo
assim energia ao modo.

Visto que Rezzolla et al. [5] ndo conheciam a expressdo exacta para a rotagao
diferencial obtida no ambito da teoria nao linear, usaram uma técnica que permite
calcular quantidades nao lineares a partir de quantidades lineares. Deste modo, Rez-
zolla et al. deduziram uma expressao analitica aproximada para a rotagao diferencial
induzida pelo modo r de pulsacao. A técnica usada da, no caso de ondas sonoras ou
ondas em dguas profundas, resultados exactos [15]. Contudo, no caso estudado por

Rezzolla et al. nao era claro se o resultado obtido seria exacto ou apenas aproximado.
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Expandindo a velocidade de um elemento de fluido em poténcias da amplitude do
modo 1, fazendo a média sobre uma oscilagao e conservando unicamente os termos
de ordem mais baixa nao nulos, obtiveram, para ¢ = 2, que a velocidade de deriva

de um elemento de fluido é dada por

Tp = 2@(9)@2@)9@)3 (%)2@, (3.1)

onde ky(0) = (1/2)7(5!/7)(sin? @ — 2 cos? ). Assim, a rotacdo diferencial associada
aos modos r produz uma deriva de elementos de fluido na direc¢ao azimutal. Como
¢ sublinhado pelos autores, este resultado é apenas uma aproximacao, visto que
a técnica usada para a sua obtencao nao é equivalente a resolugao das equagoes
da hidrodinamica até a segunda ordem em «. No entanto, como em alguns casos
particulares (ondas sonoras ou ondas em aguas profundas) a expressao exacta da ve-
locidade de deriva é, em ordem o, determinada pela velocidade linear [15], Rezzolla
et al. esperavam que, no caso dos modos r, a velocidade de deriva fosse qualita-
tivamente correcta e talvez mesmo exacta em ordem o?. Contudo, a solucao das
equacoes nao lineares poderia conter termos que cancelassem total ou parcialmente
a velocidade de deriva obtida a partir da velocidade linear. De facto, como veremos
na ultima parte deste capitulo, a solucao das equacoes nao lineares até a segunda
ordem em « [12] mostra que a expressao (3.1) nao é exacta. Contudo, apesar de
nao ser exacta, esta expressao foi 1til ao mostrar que os modos r poderiam induzir
rotacao diferencial.

A existéncia de outro tipo de rotagao diferencial associada ao modo r foi posteri-
ormente demonstrada por Levin e Ushomirsky [11] num modelo muito simplificado,
em que a estrela era representada por uma camada esférica de espessura infinitesimal
de fluido incompressivel. Neste caso, as solugoes exactas do tipo modo r das equacgoes

da hidrodinamica nao lineares sao conhecidas e encontram-se descritas na literatura
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geoffsica [16], ndo comportando rotacao diferencial. Neste modelo, a rotacao dife-
rencial s6 surge na solucao das equagoes da hidrodinamica quando é introduzida a
forca de reaccao da radiacao gravitacional. As equacoes da hidrodinamica deixam,
entao, de ter uma solugao exacta, pelo que Levin e Ushomirsky procuraram uma
solugao até a segunda ordem em «. Esta solucao é composta por dois termos, um
termo associado ao abrandamento da estrela e outro termo que representa rotacao
diferencial.

Levin e Ushomirsky [11] demonstraram a existéncia de rotacao diferencial asso-
ciada aos modos r em camadas esféricas de espessura infinitesimal. Esta rotagao
diferencial aparece como uma consequéncia da introducao da forca de reac¢ao da ra-
diacao gravitacional nas equacoes da hidrodinamica, nao sendo puramente cinematica
como no caso de Rezzolla et al. [13]. Com base nos seus estudos sobre camadas
esféricas, Levin e Ushomirsky conjecturaram que, em trés dimensoes, também exis-
tiria rotacao diferencial induzida pela forca de reaccao da radiacao gravitacional.
Porém, esta conjectura ainda nao foi confirmada, apesar dos esforcos desenvolvidos

nesse sentido [17].

3.3 Expressao exacta para a rotacao diferencial

S4 [12] investigou os modos 7 no ambito da teoria nao linear até a segunda ordem
na amplitude do modo, «a, no caso de uma estrela newtoniana de fluido perfeito
barotrépico com velocidade angular 2 < Qg, onde Qg é a velocidade angular
de Kepler. Encontrou uma extensao nao linear do modo r que representa rotagao
diferencial. Nesta seccao, descrevemos em detalhe esta solucao, a qual sera usada,

no préximo capitulo, para estudar a evolugao nao linear da instabilidade do modo 7.
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As grandezas de segunda ordem sao obtidas expandindo simultaneamente em
poténcias de a e de 2. De modo a negligenciar de forma consistente os termos de
ordem superior que surgem numa expansao em {2, assumiremos neste capitulo que
a > (Q/Qk)% A investigagao dos modos r até segunda ordem em €2, negligenciando
os termos de ordem superior que surgem numa expansao em c«, foi realizada na
Ref. [18] (usando o formalismo de Saio [19]) e na Ref. [20] (usando o formalismo dos
dois potenciais [21]).

As equacoes nao lineares sao obtidas a partir das equacgoes da hidrodinamica
Eqgs. (2.2)-(2.4) considerando que @ = @ + W7 + 6@, onde @y = Qrsinbe, é a
velocidade da estrela nao perturbada, §(V¥ representa a perturbacio euleriana de
primeira ordem da velocidade e 67 é a perturbacao euleriana de segunda ordem
da velocidade. Da mesma maneira, considera-se que p = py + 6Wp + §@p, p =
po+6Wp+6Pped = 0,4+ 6D + §2P, onde py, py e Py dependem apenas de

2 respectivamente, onde «

r. As grandezas 6(Vq e §?¢ sdo proporcionais a a e «
¢ a amplitude adimensional da perturbacao. Assim, a evolugao de uma pequena
perturbacgao do estado de equilibrio é descrita pelas equagoes nao lineares de Euler,

da continuidade e de Poisson para o campo gravitacional, que no referencial inercial

sdo dadas por [12]

8t5(2)v¢ + (5(2)ka;€1}0¢ + vgvké(mvi + 5(1)?}kvk(5(1)1}i = —V15(2)U
s s
+2 Py, ( P ) (3.2)
Po Po
0:6@p + vy V0P p + Vi(pod D) + V(6D psMo') = 0, (3.3)
ViVePo = 47GsPp, (3.4)

onde 60U = §®p/p, + 6. Nas equacdes anteriores distinguimos as compo-
nentes covariantes das contravariantes. Assumindo que « > (Q/Q)?, negligencia-

-se, entdo, termos em 6@’ proporcionais a a)? (aparecendo numa expansao em
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poténcias da velocidade angular da estrela) relativamente a termos proporcionais
a a*Q (aparencendo numa expansao em poténcias da amplitude do modo). Pelo
mesmo motivo, negligencia-se em 6@ p, §@p e §2® os termos proporcionais a af)?.
Da mesma maneira, o dltimo termo da Eq. (3.2), sendo de ordem a?Q*, é negligen-

ciado. Com estas simplificagoes, a equacao (3.2) admite a solugao [12]

6@y =0, (3.5)
6! = 0, (3.6)
1 P 202

6Dt = SaPQCHA( — 1) <}_z) sin10 + a2QAN Lsin¥ 1, (3.7)
sU = —1042920251%2 (L)% sin?~2¢ (sin2 0 — 262)

4 ¢ R

20202 A

](ié[ — N+1 i N+1 0, (3.8)

onde A e N sao constantes arbitrarias fixadas pelas condigoes iniciais, w = —Qf +

2Q0/(¢ + 1) ¢é a frequéncia angular do modo no referencial inercial, R é o raio da

estrela nao perturbada e Cp = (2¢ — 1)!1\/(20 + 1)/[27(20)!4(¢ + 1)]. Esta solugdo
satisfaz também a Eq. (3.3), que em ordem mais baixa em () fica simplesmente
Vi(pod@v') = 0. A separacao de 6®@p e 6 ® na Eq. (3.8) é feita usando a Eq. (3.4)
e as condicoes fronteira para o potencial gravitacional na superficie da estrela e no
infinito.

A solucao (3.5)—(3.8) é apenas uma parte da solugao, a parte independente do
tempo e axissimétrica. Na realidade, o termo 6Mv*V,.6(Mv; na Eq. (3.2) induz
também uma solugao proporcional a cos[2(£¢p+wt)], que corresponde a uma oscilagao
com frequéncia igual a duas vezes a frequéncia do modo na teoria linear. Devido
ao seu caracter oscilatorio, esta solucao nao traz contribuicao ao momento angular
fisico da perturbacao e nao esta relacionada com a rotacao diferencial.

A solugao (3.5)—(3.8) representa uma extensao nao linear da perturbacao linear

do modo r, descrevendo rotacao diferencial de caracter puramente cinematico que
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produz derivas em grande escala ao longo das latitudes estelares. Esta rotacao dife-
rencial tem duas componentes: uma induzida pelo termo M0 V,.6(Mv; e outra que
é um efeito puro de segunda ordem. Como uma das componentes esta estratificada
em cilindros e a outra nao, entdo nao se podem cancelar mutuamente. Assim, a
rotacao diferencial é uma caracteristica inevitavel dos modos r nao lineares.

Comparando a expressao (3.7) com a velocidade de deriva (3.1) encontrada por
Rezzolla et al. [5], verificamos que esta iltima é apenas uma aproximagao.

Como vimos no capitulo 2, uma das caracteristicas dos modos r lineares é a con-
servagao da vorticidade. Com a solugao (3.5)—(3.7), é possivel verificar que a vorti-
cidade nao se conserva em segunda ordem. FEfectivamente, a variagao lagrangiana

da vorticidade em segunda ordem é dada por [12]
= Aéz) (Eijkvj"l}k) = A?)Eijkvj'vok + eijkAéz)Vjvk + Aél)eijkAél)Vjvk. (3.9)
onde

Ag)eijk _ _eijkvmé«@)m . 5(1)nvn (Eijkvmg(l)m)
+€ijkvm (5(1)nvn€(1)m) + Ezmnvmg(l)jvng(l)k

+€mjnvm§(l)ivn§(l)k —f—Emnkvmf(l)ivnf(l)ja (310)

APV o = ViAPy, — 0V, ViER — (9,60™ + iy, DM Vv (3.11)

AP v, = 9P 1+ oMW 1 9,6 4 oh (vg}f) + vg}”) . (3.12)

Nas equacoes anteriores, £ e €2 sdo, respectivamente, as componentes con-

travariantes do vector deslocamento lagrangiano em primeira ordem (dadas no capi-
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tulo 2) e as componentes lagrangianas do vector deslocamento lagrangiano em se-

gunda ordem. Estas tltimas sdo determinadas pelas equagoes [12]

L X R A VA L i VR A VIR IOV (3.13)
1

Vig®t = Svgmy g0, (3.14)
1

R, py = —éf(l)kﬁ(l)mvkvmpoa (3.15)

que admitem, em ordem mais baixa em €2, a seguinte solugao

1 20-1

¢@r 1_6a20122€2(£ +1)%’R (%) sin® "2 §(sin® 6 — 2), (3.16)
1 20-2

@0 — 1—60[26’362(6 +1)’R (%) sin® 30 cos A(sin? § + 20 — 2), (3.17)

1 P 20-2
@ _ 1, 2000122 _ r . 202
¢ J0PQCEE(+ 1)(20 = 1) (R) sin?2 0
+a?QArN tsin¥ T 0t + C(r, 0), (3.18)
onde C' é uma funcao arbitraria de r e de 6.

Usando £ e ¢@) dadas, respectivamente, no capitulo 2 e pelas Eqgs. (3.16)-

(3.18), obtém-se para ¢' as seguintes expressoes [12]:

1 r 20—2
¢ = 00K+ (5) sin® T Oeos [£(0 4 1)sin® 0+ 4(¢ — 1)?]

+a?QA(N + 1)rV " sinV 1 0 cos 0, (3.19)
G L o2 N S .2
¢ = —70'QCH L+ DR (E) Sin 30 [(¢ + 1) sin 0 + 4(0 — 1)]
—a*QA(N + 1)rV2sin™V 0, (3.20)
¢ = 0. (3.21)

As expressoes (3.19)—(3.21) mostram que a variacao lagrangiana da vorticidade
em segunda ordem é sempre diferente de zero qualquer que sejam os valores das cons-
tantes arbitrarias A e N. Este resultado é uma consequéncia directa da existéncia
de rotacio diferencial. E de notar que Levin e Ushomirsky [11], num modelo sim-

ples de estrela em camada esférica de espessura infinitesimal, haviam mostrado que
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a variagao lagrangiana da vorticidade nao era nula devido a presenca de rotagao
diferencial.
A solugao (3.5)—(3.8) permite calcular exactamente o momento angular fisico do

modo 7 em segunda ordem em «, o qual é dado por:
6] = / pdPvydV. (3.22)

E de referir que a parte da solucao que corresponde a uma oscilacao de frequéncia
dupla nao contribui para o momento angular fisico da perturbagao. Substituindo,

entdo, vy na Eq. (3.22), obtemos [12]:

R
5@ = —(e—1)(20+ 1)a2QR2_2€/ pr22dy
0

1

2

R T

+27r042§2A/ prN+3d7‘/ sin® 2 0do. (3.23)
0 0

Segundo Friedman e Schutz [22], o momento angular fisico pode ser decomposto

em duas partes: uma parte linear na variagao lagrangiana em segunda ordem da ve-

locidade Aéz)vi e outra, chamada por eles momento angular canénico J., quadrética

no vector deslocamento lagrangiano de primeira ordem ¢M? ie. |
1 NG,
63 J = ﬁ/povoAé Vo dV + J,, (3.24)

onde
Jo== [ ;o (0 + ohviel”) av (3.25)

e a variagao lagrangiana em segunda ordem da velocidade, A?)vi, ¢ dada pela
Eq. (3.12).

Até se ter demonstrado que os modos r induziam rotacao diferencial, conside-
rava-se que o primeiro termo do lado direito da Eq. (3.24) era nulo, pelo que o

momento angular fisico da perturbacao era identificado com o momento angular
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canonico. Contudo, a presenga de rotacao diferencial faz com que o primeiro termo
da Eq. (3.24) seja, em geral, diferente de zero [12],
R
l iA(2), _ 1 2 g 2 2-2¢ 2142
povpAg v dV = (507 — £ —2)a"QR por<Todr
Q 4 0
R T
+2ma’QA / por¥ P3dr / sin" ™2 0d.  (3.26)
0 0
Assim, o momento angular fisico do modo r difere do momento angular candnico.
Quando olhamos para a energia fisica do modo em segunda ordem, verificamos

que também esta é diferente da energia candnica dada pela Eq. (1.33). Efectiva-

mente, a energia fisica do modo 7 em segunda ordem em « é dada por [22]
§Op = / pove AP v dV + E,, (3.27)

onde, tal como no caso anterior, o integral de volume é, em geral, diferente de zero.

Com as expressoes analiticas exactas da velocidade e do deslocamento lagran-
giano do modo r em segunda ordem em « foi possivel obter as expressoes analiticas
exactas para o momento angular fisico e a energia fisica do modo . Na maior parte
dos trabalhos publicados até entao, nomeadamente no modelo fenomenolégico de
evolucao de Owen et al. [1], como a solugao analitica em segunda ordem em « do
modo 7 nao era conhecida, partia-se do principio que o momento angular fisico e
a energia fisica do modo eram idénticos ao momento angular candnico e a energia
canodnica, respectivamente. E de lembrar que para calcular as quantidades candnicas
apenas sao necessarios os deslocamentos lagrangianos em primeira ordem. A igual-
dade das quantidades fisicas e candnicas foi, pela primeira vez, posta em causa por
Levin e Ushomirsky [11], com o modelo da camada esférica de fluido. No ambito
deste modelo, contudo, sé se demonstrou que as quantidades fisicas e candnicas
sao diferentes em duas dimensoes; para uma estrela em trés dimensoes, os autores

limitaram-se a conjecturar que estes resultados também se aplicariam. Porém, s6
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com a solucao exacta em segunda ordem em « foi possivel verificar esta afirmagao.
Contudo, no modelo da camada esférica, Levin e Ushomirsky encontraram um mo-
mento angular fisico nulo para o modo r, o que nao é o caso em trés dimensoes.

Os resultados acima descritos mostram que o modelo fenomenolégico proposto
por Owen et al. [1] analisa apenas uma situagdo muito particular e ndo pode ser
considerado como representativo da evolucao dos modos 7 no caso geral. Para obter
um modelo de evolugao mais préximo da realidade fisica, é essencial calcular o
momento angular fisico e a energia fisica do modo r tendo em conta a contribuicao
da solucao de segunda ordem.

Visto que a diferenga entre as quantidades canonicas e fisicas surge devido a
existéncia de rotacao diferencial, esta tem um papel preponderante na evolucao dos
modos 7, em particular no que se refere a saturacao do modo. O nosso préximo
capitulo é consagrado ao estudo detalhado da evolucao dos modos r tendo em conta

a rotacao diferencial.
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4.1 Introducao

No capitulo anterior, apresentamos uma solugao dos modos 7 em segunda or-
dem na amplitude do modo no caso de uma estrela newtoniana de fluido perfeito
barotrépico com velocidade angular Q@ < Qk [1]. Como vimos, esta solugao é uma
extensao nao linear da perturbagao linear do modo r e descreve uma rotacao diferen-
cial de origem puramente cinematica que produz derivas em grande escala ao longo
das latitudes estelares. Também verificamos que esta rotacao diferencial é uma ca-
racteristica inevitavel dos modos r nao lineares. Entre os potenciais mecanismos de
saturagao dos modos r de oscilagao, a rotacao diferencial ¢ um dos mais promissores.
Neste capitulo, iremos estudar a evolucao dos modos r no ambito da teoria nao li-
near aplicando a solugao encontrada por S& [1] ao modelo fenomenolégico proposto
por Owen et al. [2].

O modelo de evolucao simples que escolhemos para aplicar aos modos 7 nao
lineares ¢ aquele que descrevemos no capitulo 2 mas com duas alteracoes. Primeiro,
como ja mencionamos, o momento angular fisico da perturbagao do modo r nao é
somente o momento angular canénico como sugerido por Owen et al. [2], mas sim o
momento angular fisico completo calculado por S& [1]. Esta primeira alteragao, como
veremos, traz diferencas fundamentais com o modelo de Owen et al. [2] e abrange
todas as possibilidades de evolugao, nao se limitando apenas a um caso particular.
A segunda alteragao, menos significativa, diz respeito a deducao das equagoes de
evolugao da amplitude do modo, «, e da velocidade angular da estrela, 2. Em vez
de seguir o método de Owen et al. [2], em que se faz um balango da energia do
sistema, optdmos por usar a proposta de Ho e Lai [3], que considera unicamente

variagoes do momento angular.
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No modelo de evolugao de estrelas de neutroes recém-nascidas que iremos usar,
assumiremos que, inicialmente, a velocidade angular da estrela é da ordem da ve-
locidade angular méxima possivel (2 ~ Q). Além disso, apds algumas centenas de
segundos, verificaremos que a amplitude do modo cresce para valores que poderao
ser da ordem da unidade. Nestas condigoes extremas, para calcular o momento
angular fisico do modo r deviamos usar, em rigor, solugoes do tipo modo r das
equacoes da hidrodinamica vélidas para valores de €2 e a arbitrarios. Contudo, tais
solugoes analiticas nao sao conhecidas, pelo que usaremos as solugoes de primeira
e segunda ordem, derivadas nos capitulos 2 e 3, as quais sao estritamente vélidas
para Q < Qg, a < 1 e, no caso de segunda ordem, para a > (Q/Qx)?. Estudos
numéricos mostram, no entanto, que a evolucao dos modos r em estrelas de neutroes
com velocidade de rotacao elevada nao difere significativamente da evolucao em es-
trelas lentas [4], pelo que os nossos resultados serao vélidos numa boa aproximagao.

Antes de desenvolvermos o modelo de evolugao, vamos primeiro definir o mo-

mento angular fisico do modo 7.

4.2 Momento angular fisico do modo r

No capitulo anterior, mostramos que, de maneira geral, o momento angular fisico
do modo r ¢ diferente do momento angular canénico.
O momento angular canénico do modo r, que depende apenas das componentes

do vector deslocamento lagrangiano em primeira ordem, £, definidas no capitulo
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2, é dado por

Jo = = / pode€ " (06 + b i) av
1 R
— —ZaQQE(ﬁ + 1)R2_2€/ por?2dr. (4.1)
0

No entanto, o momento angular canénico J. nao é o momento angular fisico total
em segunda ordem 6 J, a diferenca sendo dada por [5]

1 )
6B J—J, = ) /povf)A?)vidV, (4.2)

onde Aéz)vl- é a variagao lagrangiana em segunda ordem da velocidade, definida na
Eq. (3.12). O integral da Eq. (4.2) contém termos lineares no vector deslocamento
lagrangiano em segunda ordem, £ além dos termos quadraticos em £, Este
integral estd relacionado com a conservagao da vorticidade [5]. Visto que em segunda
ordem na amplitude do modo r a vorticidade nao é conservada [1], o integral da
Eq. (4.2) é, em geral, diferente de zero. Efectivamente, usando as equagoes para

£@i deduzidas no capitulo anterior, obtemos:
1 i A(2) L 20y P2—2¢ f 2042
a povy A vidV = 1(56 —{—2)a"QR por<Todr
0

R T
+27roz2§2A/ porN+3d7’/ sin® 2 0df. (4.3)
0 0

Das expressoes anteriores, concluimos que o momento angular fisico do modo r é

dado por:

R
5@ = (0—1)(2¢+ 1)0429]%2”/ por2t2dy
0

1
2
R T
—I—27ra2QA/ porN+3dr/ sin® 2 §df. (4.4)
0 0

Nesta tese, vamos considerar que N = 2¢ — 1 e redefinir a constante A como

1
A= 50362(6 +1)R**K, (4.5)
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pelo que o momento angular fisico em segunda ordem pode ser escrito como [6]:
1 R
63 J = 50529[2;@ + (0 —=1)(20+ 1) R¥H / porH2dr. (4.6)
0

Existe um valor particular para a constante K para o qual o momento angular
fisico do modo r é igual ao momento angular candnico, K = (—5¢*+ (+2)/4(. Este
caso particular (para ¢ = 2), corresponde ao caso estudado em detalhe por Owen et
al. [2] no ambito do seu modelo fenomenolégico de evolucao para o modo r. Porém,
a nosso ver, nao existe nenhuma razao fisica para a escolha deste valor especifico
para a constante K. Optamos, portanto, por estudar a evolucao da instabilidade do

modo r para valores arbitrarios de K.

4.3 Modelo de evolucao

Depois de ter definido o momento angular fisico do modo r, podemos, agora,
apresentar o nosso modelo de evolucao. Como o modo ¢ = 2 é o modo mais instavel,
vamos considerar, no nosso modelo de evolucao, apenas este valor de £. O momento

angular fisico do modo r, dado pela Eq. (4.6) fica entao [6]

1 1 ("
2) 7 _ 2 6
0] = ¢ Q4K +5) 7 /0 por’dr

1 -
— 5029(4}( +5)JMR?, (4.7)

onde J = 1/(MR*) fOR por®dr. No nosso modelo, o momento angular total da estrela
é dado por
J(a,Q) =IQ+ 69 J(a, Q), (4.8)

onde I é o momento de inércia da estrela em equilibrio

st (%, I,
I:? pordr = IMR?, (4.9)
0



CAPITULO 4. EVOLUCAO DA INSTABILIDADE DOS MODOS R 73

com | = (87T)/(3MR2)f0R poridr. Nas Egs. (4.7) e (4.9), M e R sdo, respectiva-
mente, a massa e o raio da estrela, para os quais escolhemos os valores M = 1.4M
e R =12.53 km.
Usando as Egs. (4.7) e (4.9), podemos expressar o momento angular total da
estrela como
J= {i + <2K + g) Joﬂ] QM R?. (4.10)
Os valores das constantes I e J dependem da equacio de estado escolhida para
a estrela. No nosso caso, vamos considerar para a estrela nao perturbada a equacao

de estado politrépica po(r) = kp3(r), para a qual a solucio de Lane-Emden ¢ bem

conhecida [7]:

po(r) = pcb(r), (4.11)

onde p. = TM/(4R?) é a densidade no centro da estrela e a varidvel adimensional
6(r) ¢ dada por 6 = (7r/R)™'sin(7r/R).

Usando a solucao de Lane-Emden, podemos calcular facilmente as constantes [

e J:
. 2 [ .
I = 33 i &7 sinéd€ = 0.261, (4.12)
L [T s -2
- 4_77'6/0 €5 sin €dE = 1.635 x 1072, (4.13)

O momento angular total da estrela J, dado pela Eq. (4.10), decresce, devido a
emissdo de radiacao gravitacional, como [2]

dJ A [40\°
dt 167G (?) S (4.14)

onde 0 momento multipolar de corrente é [§]

522 = —O./QRSJ. (415)
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Substituindo o momento multipolar na expressao (4.14), obtemos

dJ 217 GM2RS , . -
E:—37X52 C7 (0 Q J=. (416)

Mas a escala temporal de variagao dos efeitos da radiagao gravitacional 7qr, dada

pela Eq. (2.33), fica, para ¢ = 2,

1 2" GMR* . -
= — 05J. 4.1
TGR 38 x 52 c’ I ( 7)

pelo que a Eq. (4.16) pode ser escrita como

dJ - 20)
& 3IMRPE (4.18)
dt TGR

A escala temporal 7 pode ser reexpressa na forma

1 1 Q \°
SN a
Ter  Tar \V7Gp
onde p é a densidade média da estrela e, para o modelo politrépico considerado,

. 3 x 52 ¢'R°
Fon =~ 5 s = —326 s (4.20)

Introduzindo na expressao (4.18) o momento angular total da estrela, dado pela

Eq. (4.10), obtemos uma equagao diferencial para a evolucao temporal de a e 2

1 aQ 2 da Qa2
14+ -(4K +5)0a%| — + = (4K +5)QQa— = 20—— 4.21

onde introduzimos a notacéo Q = 3.J/(2I) = 0.094.

Precisamos agora encontrar outra equacao diferencial de forma a poder deter-
minar a evolucao temporal da amplitude do modo 7, «, e da velocidade angular da
estrela, 2. Como ja foi referido anteriormente, as equagoes de evolugao sao deduzi-
das no ambito do nosso modelo, considerando apenas variagoes do momento angular,

de acordo com a proposta de Ho e Lai [3]. Efectivamente, Ho e Lai mostraram que
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o método de Owen et al. [2], para a obtengao das equagoes diferenciais de evolugao
temporal de a e €2, nao é adequado quando a amplitude do modo e a velocidade
angular da estrela variam simultaneamente. Para demonstrar esta afirmacao, os au-
tores consideraram uma situagao hipotética, onde nao ha viscosidade nem rotacao
gravitacional mas existe uma forca externa como, por exemplo, uma forca elec-
tromagnética que abranda o movimento da estrela de forma gradual. Numa tal
situacdo, uma oscilacdo do tipo do modo r é amplificada por um factor a oc Q~1/2
[3]. Por outro lado, se considerarmos a equagao de balanco energético adoptada por

Owen et al. [2],

dE, 1 1
c— 9p [— 4 — 4.22
dt (TGR + Tv) ’ ( )

onde F, = jMRQQQQQ/Q, no caso em que 7‘511% = T‘;l = 0, terfamos a o< 27!, em
contradicao com o resultado obtido por Ho e Lai.

Assumimos, entdo, que o momento angular fisico do modo r, 6®J, aumenta
devido a emissao de radiagao gravitacional e diminui devido ao efeito dissipativo da

viscosidade,

do@ J 1 1
=260 — 4+ ). 4.2
dt J (TGR + Tv) ( 3)

Para a escala temporal da viscosidade, 7y, usamos as Eqs. (2.37) e (2.38) defini-
das no capitulo 2 para uma estrela recém-nascida, quente, com rotacao rapida,

considerando apenas as viscosidades de volume e de cisalhamento,

11 /10°K\? 1 T \°/ Q \?
1 _1/(0 o) () (4.24)
v Ts T 75 \ 109 K VrGp

onde T é a temperatura da estrela e as escalas temporais 7g e T sao dadas, respec-

tivamente, por 75 = 2.52 x 10% s [9] e 75 = 2.01 x 10! s [10].
Substituindo o momento angular fisico do modo 7, dado pela Eq. (4.7), na

Eq. (4.23), obtém-se uma segunda equagao diferencial para a evolugdo temporal
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de o e Q:

d ds? 1 1

202 + a— = —2af) (— + —) . (4.25)
TGR TV

A partir das Eqgs. (4.21) e (4.25), obtém-se facilmente um sistema de duas equagoes
diferenciais de primeira ordem, acopladas, nao lineares, que determinam a evolugao

temporal da amplitude do modo 7, a(t), e da velocidade angular da estrela, Q(t) [6]:

dQ 8 Qa? 2 Qa?

S 2 (K +2)07 % L ZUK 1502, (4.26)
dt 3 TGrR 3 Tv

do 4 «Q 1 «Q

— = — |14+ (K+2)Qa*| — — |1+ =(4K +5)Qa?| —. 4.27
o + 5 +>@a]m [+3< +5)Qa?| . (427)

E a partir destas equacoes que vamos estudar a evolucao da instabilidade do
modo r em fun¢ao do parametro K. E importante notar que, para o caso particular
K = —2, as Eqgs. (4.26) e (4.27) coincidem com as equagoes encontradas por Ho e
Lai [3] (quando se negligencia o efeito do campo magnético) e com as equagoes de

Owen et al. [2] a menos de termos de ordem Qa?.

4.4 Evolucao nao linear do modo 7r: solucao anali-

tica

Como vimos no capitulo 2, a condicio 754(Q) + 75,1 (2, T') = 0 define a curva de
instabilidade, isto é, o conjunto de pontos no diagrama (€2, T") para o qual o efeito da
viscosidade é exactamente compensado pelo efeito da radiacao gravitacional. Para
uma estrela de neutroes recém-formada, quente e com rotacao rapida, existe um
intervalo de temperaturas e velocidades angulares da estrela para o qual a escala

temporal da radiagao gravitacional 7gr ¢ muito menor do que a escala temporal
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da viscosidade 7y,. Assim, neste intervalo, a evolugao da amplitude do modo r e da

velocidade angular da estrela é determinada, numa boa aproximacao, pelas equacoes

dQ 8 %

— = - (K+2)Q— 4.28
- g Ere— (4.28)
da_ 1+4(K+2)Qa2 a (4.29)
dt n 3 TGR. )

Estas equagoes podem ser consideradas como uma boa aproximagao das Eqs. (4.26)
e (4.27) para um periodo de tempo durante o qual a temperatura e a velocidade
angular da estrela sao tais que o ponto correspondente, num diagrama (£2,7), fique
acima da curva de instabilidade. Para o nosso modelo, este periodo de tempo varia
entre aproximadamente um e trés meses, como veremos na seccao 4.5.

Para resolver o sistema de equagoes diferenciais (4.28) e (4.29), temos que definir
as condicoes iniciais. Em t = t,, as condicdes iniciais devem ser tais que §©).J (ty) <
IQ(ty), i.e., inicialmente, o momento angular fisico da perturbacao deve ser muito
inferior ao momento inercial da estrela nao perturbada. Para uma amplitude inicial
ap = alty) = 1075, a condicio 6@ J(t)) < IQ(ty) impdoe um limite para |K],
nomeadamente, |K| < 10'3. Para K < —5/4, o momento angular fisico do modo r,
dado pela Eq. (4.7), é negativo, 6 J < 0. Isto implica que & medida que a amplitude
do modo cresce devido a instabilidade da radiacao gravitacional, o momento angular
total da estrela, dado pela Eq. (4.8), decresce até se tornar negativo. Para evitar

esta situacao, que nao é fisicamente viavel, o crescimento da amplitude do modo tem

de ser parado & mao num valor de saturagdo a. < \/—3/[(4K + 5)Q], valor para
o qual o momento angular da estrela é nulo ou positivo. Esta situacao ocorre no
caso estudado por Owen et al. [2]. No caso K > —5/4, o momento angular fisico do
modo r é positivo, pelo que, a medida que a amplitude do modo cresce, o momento
angular mantém-se sempre positivo. Assim, nao é necessario saturar a amplitude

do modo r a mao; como veremos, tal saturacao ocorre naturalmente.
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No que se segue, iremos considerar separadamente os casos K > —5/4 e K <

—5/4.

441 K> -5/4

No caso K > —5/4, a amplitude do modo, a(t), e a velocidade angular da estrela,
Q(t), sdo determinadas pelo sistema de Eqs. (4.28) e (4.29). A partir deste sistema,

eliminando 7¢g, € facil obter a equacao diferencial

dQ S(K +2
UL G )i LN (4.30)
Q 1+ g(K + 2)@@2
que admite a solugao [6]
1+ 2(K +2)Qa?
L (H 4 2)Qa (4.31)

Q 1+ HK+2)Qa?

onde Qp = Q(tp) e ap = a(ty) sao, respectivamente, a velocidade angular inicial da
estrela e a amplitude inicial do modo r. Esta tltima expressao permite-nos eliminar

2 da Eq. (4.29), obtendo

d_a__i( Qo )6[1+%(K+2)Qa2]6 «
dt — Tgr \V7Gp 3 I+ 4K +2)Qa?]”

A equacao diferencial (4.32) admite a solugao [6]

—é (\/S%ﬁf {1 + %(K—i—?)@agr(t—to)

a 5! 4 R .

Visto nao ser possivel resolver esta ultima equacao explicitamente em ordem a

(4.32)

«, vamos analisar o seu comportamento para valores limites de ¢.
Nos primeiros instantes da evolucao da instabilidade do modo r, o lado direito

da Eq. (4.33) é dominado pelo primeiro termo, pelo que « cresce exponencialmente

a(t) ~ apexp {0.027 (3—2)6 (t — to)} , (4.34)



CAPITULO 4. EVOLUCAO DA INSTABILIDADE DOS MODOS R 79

onde Q = (2/3)v/7Gp = 5612 s71 ¢ a velocidade angular de Kepler, acima da qual
a estrela comeca a perder massa pelo equador. No entanto, a medida que o tempo
passa, no lado direito da Eq. (4.33), o ultimo termo (n = 5) torna-se cada vez mais
importante e, para t > tj, a passa a crescer muito lentamente como

(t) =~ 2.48 ( o )3/5 (t — tg)/10 1 (4.35)
(6% ~ Z. —_ — ) .
Qg 0 K—+2

Nas Eqgs. (4.34) e (4.35), t —tg é dado em segundos e assumimos que a constante K
e a amplitude inicial do modo ag sao tais que 4(K + 2)Qa?/3 < 1.

A transicao entre os dois regimes (4.34) e (4.35) faz-se de forma suave e acontece
algumas centenas de segundos depois da instabilidade se tornar activa. O momento
em que ocorre esta transicao pode ser definido de maneira mais precisa, introduzindo
um tempo de transicao t,. Este tempo corresponde ao momento, determinado pela
condi¢ao d?a/dt?*(t,) = 0, em que a amplitude do modo passa de um crescimento
exponencial para um crescimento mais lento do tipo ¢". Usando as Eqgs. (4.19), (4.28)
e (4.29), da condicdo anterior obtemos a(t,) = [12(K + 2)Q] "% Inserindo «(t,)
na Eq. (4.33), assumindo que Qy = Q e tendo em conta que 4(K + 2)Qa3/3 < 1

e ap < aft,), obtém-se
ta At + [521.0 — 18.5In(K + 2)]s. (4.36)

A Eq. (4.33) descreve a evolugao temporal da amplitude do modo r a partir do
momento em que a instabilidade se torna activa até ao momento em que os efeitos da
viscosidade passam a dominar, levando a diminuicao da amplitude do modo. Esta
equacao mostra que a saturacao do modo r acontece algumas centenas de segundos
depois do inicio do crescimento exponencial de a. Assim, no ambito do nosso modelo
de evolugao, que inclui os efeitos nao lineares da rotacao diferencial induzida pelos

modos 7, a amplitude do modo satura de forma natural (ver Fig. 4.1).
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Figura 4.1: Evolucao da amplitude do modo 7, «, em funcao do tempo, para di-
ferentes valores de K. O valor de saturacao da amplitude do modo depende, de
forma crucial, do valor do parametro K, que esta relacionado com a quantidade de
rotacao diferencial inicial associada ao modo 7. Os valores iniciais da amplitude do

modo e da velocidade angular da estrela sao, respectivamente, og = 1075 e Qy = Q.

O valor de saturacao da amplitude do modo r depende de forma crucial do para-
metro K, agy ox (K —1—2)_1/ 2. A quantidade inicial de rotacao diferencial associada ao
modo r pode ser minimizada se K for escolhido de maneira apropriada, nomeada-
mente, K ~ 0, levando a amplitude do modo a saturar em valores préximos da
unidade. Neste caso, como vimos no capitulo 2, existem outros efeitos nao lineares
como, por exemplo, a interaccao modo-modo que induz uma saturacao do modo em
valores muito inferiores & unidade [11]. Contudo, se a quantidade inicial de rotacao
diferencial associada aos modos 7 for significativa, entao a amplitude de saturacao é
pequena. Por exemplo, se K ~ 10%, entao a,, ~ 1072 — 1073, Neste caso, a rotacao
diferencial tem um papel muito importante na saturagao dos modos r.

Analisemos, agora, a evolucao temporal da velocidade angular da estrela, €.

Usando a Eq. (4.31) para eliminar o da Eq. (4.28), obtemos a seguinte equagao
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diferencial,
e 2%/ 2 \° 4 0
— = —) 14+ (K+2)Qa? — — 4.37
it~ o (m) {+3< TR g ) (437)

a qual admite a seguinte solugao [6]
2 [ Q \°[, 4 ‘ Q
S () 4 S(K +2)Qa2] (E—tg) =In -2
or (o) [1# 500+ 9008] €10 =03
+

+i 1+ 4(K +2)Qa3]" K%)n_ 1] o

n Q

WK +2)Qak — &
3 Qo
F(K+2)Qa3 (4.38)

n=1

Visto nao ser possivel resolver esta equacao explicitamente em ordem a €2, vamos,

entao, proceder da mesma maneira que para a evolugao temporal de «, isto é, vamos
analisar o comportamento da Eq. (4.38) para os valores limites de t.

Nos primeiros instantes da evolugao da instabilidade do modo 7, o lado direito

da Eq. (4.38) ¢ dominado pelo dltimo termo e €2 decresce como

%z) ~1— %(K +2)Qaj exp {0.054 (3—0) (t — to)} . (4.39)

K

Mais tarde, o lado direito da Eq. (4.38) passa a ser dominado pelo segundo termo
(n =5) e Q passa, entao, a decrescer lentamente como

O(t) 0o\ *° s

Analisando a Eq. (4.39), notamos que inicialmente {2 decresce muito lentamen-
te, mantendo-se praticamente constante, como no modelo de Owen et al. [2]. A
transigdo suave entre os regimes (4.39) e (4.40) ocorre algumas centenas de segun-
dos depois da instabilidade se tornar activa (ver Fig. 4.2), tal como foi o caso para
a.

E de salientar que, de acordo com a Eq. (4.40), a velocidade angular nao depende
do valor do parametro K durante a segunda fase da evolucao e, consequentemente,

também nao depende do valor da amplitude de saturagao do modo ay,. Como
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Figura 4.2: Evolucao da velocidade angular da estrela, {2, em funcao do tempo,
para diferentes valores de K. Depois de algumas centenas de segundos, o valor da
velocidade angular torna-se praticamente insensivel ao valor de . Os valores iniciais
da amplitude do modo e da velocidade angular da estrela sao, respectivamente,

Qp = 10_6 e QO = QK.

podemos ver na Fig. 4.2, jd em t — tg = 1000s, para valores de K variando entre
0 e 108, as velocidades angulares nao diferem muito; ao fim de alguns meses, as
diferencas entre as velocidades angulares correspondendo a cada valor de K sao
negligenciaveis. Este resultado difere daquele obtido por Owen et al. [2], onde o
valor da velocidade angular final da estrela dependia, de maneira critica, da escolha
do valor de aq (ver Fig. 2.3 do capitulo 2).

Depois de alguns meses de evolucao, quando os efeitos dissipativos da viscosidade
passam a dominar e comecam a abrandar o crescimento do modo r, a velocidade
angular da estrela atinge valores consistentes com os resultados observacionais. De
facto, assumindo que a estrela gira inicialmente com a velocidade angular maxima
permitida, 5 = Qg, obtemos da Eq. (4.40) que Q(t=2 meses) ~ 0.06Qx. Este
ultimo valor esta de acordo com os valores das velocidades angulares iniciais inferidos

para os pulsares mais rapidos associados a remanescentes de supernovas.
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E importante lembrar aqui que a Eq. (4.40) é o resultado de uma aproximagao,
pois na resolucao das equacoes que determinam a evolucao de « e €2 os termos da
viscosidade foram negligenciados. Na realidade, como veremos na proxima seccao
com a resolugdo numérica das Eqgs. (4.26) e (4.27), em que os termos de viscosidade
nao sao negligenciados, a velocidade angular da estrela ao fim de alguns meses de
evolugao depende muito ligeiramente do valor de K.

Os gréficos relativos a evolucao da amplitude do modo r e da velocidade angular
da estrela em fungao do tempo (Figs. 4.1 e 4.2) mostram, nitidamente, as duas fases
na evolucao. Como a transicao entre as duas fases de evolucao acontece ao fim de
algumas centenas de segundos, dependendo do valor de K, optamos por representar
a evolucao durante os primeiros 1000 s da instabilidade e para varios valores do
parametro K. As Figs. 4.1 e 4.2 podem ser comparadas com as Figs. 2.2 e 2.3
do capitulo 2, respectivamente, que ilustram os resultados de Owen et al. [2]. No
trabalho de Owen et al. [2], o valor da amplitude de satura¢ao do modo 7 foi escolhido
de maneira arbitraria, enquanto no nosso caso, a saturagao ocorre de forma natural.
Assim, a inclusao de rotacao diferencial associada ao modo relimina a arbitrariedade
na escolha de ay,;. Notamos ainda que, enquanto no trabalho de Owen et al. [2] o
valor da velocidade angular final da estrela depende fortemente do valor arbitrario
da amplitude de saturacao do modo r, no nosso caso, o valor da velocidade angular
final da estrela é praticamente independente de crgy;.

Durante a evolucao nao linear do modo r, o fluido desenvolve uma forte rotacao
diferencial. Para quantificar esta rotacao diferencial, definimos uma rotacao dife-

rencial média como a variancia ponderada da velocidade angular €2 [12],

(AQ)? = [ por?sin? 0(6Pv? — Qy,)2dV (4.41)
[ por?sin® 0dV ’ '

onde a velocidade angular média €., caracterizando a deriva de elementos de fluido
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Figura 4.3: Evolucao temporal da rotacao diferencial média AS2 para diferentes va-
lores de K. Depois de algumas centenas de segundos, a rotacao diferencial média
cresce rapidamente, saturando em valores elevados relativamente a velocidade an-
gular inicial da estrela nao perturbada. O valor inicial da amplitude do modo é

Qp = 10_6.

ao longo das latitudes estelares, é dada por

= 5@ S por? sin? 05 vedV
o [ por?sin® 6dV

(4.42)

Para o modelo politrépico considerado, as Egs. (4.41) e (4.42) dao para a rotagao

diferencial média a seguinte expressao:

AQ = %ORQQ g (24K + 56K + 35) ]J—Ij — (4K + 5)? 1/2, (4.43)
onde H = fOR por®dr /(M R®) = 0.01. Como podemos ver na Fig. 4.3, depois de
algumas centenas de segundos, a rotagao diferencial média cresce rapidamente, satu-
rando em valores elevados relativamente a velocidade angular inicial da estrela.

E de notar que a rotacao diferencial média é sempre diferente de zero, qualquer
que seja o valor do parametro K. Este resultado é a consequéncia directa do facto da

variacao euleriana de segunda ordem da velocidade ser composta por dois termos, um
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termo induzido pelas quantidades de primeira ordem e outro, fixado pelas condicoes
iniciais, que é um efeito puro de segunda ordem. Visto que estes dois termos nao se
cancelam mutuamente, qualquer que seja o valor de K, a rotagao diferencial ao longo

das latitudes estelares é uma caracteristica inevitéavel dos modos r nao lineares.

442 K< -5/4

Consideremos agora o caso K < —5/4, e vejamos como se processa a evolugao
de a e . Neste caso, como ja foi mencionado, a um dado ponto da evolucao, o
modo 7 tem de ser saturado a mao para evitar que o momento angular total da
estrela se torne negativo. Assim, durante uma primeira fase da evolucao, a e 2

sdo determinados a partir das equagoes (4.28) e (4.29) e durante uma segunda fase

@ = g < \/—3/[(4K +5)Q] e Q ¢é determinado pela Eq. (4.21) com do/dt = 0:

a0 20 a2 Q
dt  Tapl+ %(4[( +5)a2,Q

(4.44)

Como ja foi frisado, o facto de se fixar o valor da amplitude de saturacao o, a
mao introduz um elemento de arbitrariedade que néo exitia no caso K > —5/4. Em
particular, é possivel escolher ay,, de tal forma que o valor final de €2 seja consistente
com os dados observacionais.

Para K < —2 e —2 < K < —5/4, a evolucao de «(t) e Q(t) na primeira fase
é dada pelas Egs. (4.33) e (4.38). Durante a segunda fase da evolucdo, o = avggs €
Q(t) é dada por

B 0.030a2,, Qt)\°

~1/6
, (4.45)

onde t, é o momento em que ocorre a transicao da primeira para a segunda fase da

evolugao e t — t, é dado em segundos.
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O caso K = —2 ¢é o caso particular que foi tratado detalhadamente por Owen
et al. [2] e que apresentamos no capitulo 2. Neste caso, durante a primeira fase da

evolucao, a evolugao das varidveis «(t) e (t) é determinada pelas equagoes

ds?
— =0 4.46
dt 7 ( )
da Q
—_— = ——. 4.47
dt TGR ( )
que admitem as solugoes
Q) = Q, (4.48)
alt) = age on | (4.49)
Se a velocidade inicial for g = Qf, entao 7gg = —37.1 8, 0 que implica que a

perturbacao cresce exponencialmente, da amplitude inicial ag = 107% até valores da
ordem da unidade, em apenas aproximadamente 500 s. Depois desta primeira fase,
relativamente breve, em que () se mantém constante e « cresce exponencialmente,
a amplitude do modo « tem de ser saturada a mao num valor inferior ou igual a
Q1?2 =3.26. A evolucio é entdo determinada pela Eq. (4.44), cuja solugao é

-1/6

0.03002 ,(t — t,
Gorll Z8) 4T (4.50)

1- Qagat

Q) = Q

onde t, representa o momento em que ocorre a transicao da primeira para a segunda
fase. O valor da velocidade angular da estrela depois de um ano de evolucao esta
sujeito a um elemento de arbitrariedade devido a escolha subjectiva do valor da
amplitude de saturacao. Por exemplo, depois de um ano de evolucao, para ag, = 1
e Qp = Qg obtém-se Q(t=1 ano) ~ 0.1Qx, enquanto para a,, = 1072 a velocidade

angular é Q(t=1 ano) ~ 0.9Q.
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4.5 Evolucao nao linear do modo r: solucao numé-

rica

As Egs. (4.26) e (4.27) sao demasiado complexas para que consigamos encontrar
a sua solucao analitica. Assim, vamos, agora, estudar a evolucao temporal da am-
plitude do modo « e da velocidade angular da estrela §2 resolvendo numericamente
as Eqgs. (4.26) e (4.27). Para isso precisamos especificar como é que a temperatura
da estrela varia com o tempo, visto que a escala temporal da viscosidade, dada pela
Eq. (4.24), é uma funcao da temperatura 7.

Assumimos, tal como na Ref. [2], que a temperatura da estrela decresce devido

a emissao de neutrinos através do processo URCA,

L 10°K\ ©
Te TO

onde Ty é a temperatura inicial da estrela e 7. = 1 ano caracteriza a taxa de arrefe-

~1/6

() , (4.51)

10K

cimento.

A escala temporal da viscosidade, dada pela Eq. (4.24), aplica-se a um modelo
simples de uma estrela de neutroes com viscosidade de volume e de cisalhamento.
Como vimos no capitulo 2, existem outros tipos de viscosidade associados a presenca
da crusta [13] ou a composi¢ao do nicleo [14]. Porém, como os processos envolvi-
dos sao muito complexos, nao existe ainda consenso quanto a escala temporal da
viscosidade mais apropriada para descrever uma estrela de neutroes real. Assim,
neste trabalho, usamos simplesmente a escala temporal da viscosidade descrita pela
Eq. (4.24).

Assumimos que a temperatura, a amplitude do modo r e a velocidade angu-

lar da estrela tomam os valores iniciais 7y, = 101K, ag = 1076 e Qg = Qx, onde
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Figura 4.4: Velocidade angular da estrela em funcao da temperatura. A linha
tracejada representa a curva de instabilidade, 754(Q) + 7,1 (€2, T) = 0, ou seja o
conjunto de pontos onde o efeito da viscosidade é exactamente compensado pelo

efeito da radiagao gravitacional.

Qr = (2/3)y/7Gp = 5612 s71 ¢ a velocidade angular de Kepler, acima da qual a es-
trela comeca a perder massa pelo equador. Assim, durante os primeiros instantes da
evolugao, a viscosidade de volume domina a dinamica das Eqgs. (4.26) e (4.27). Mas
isto s6 acontece durante uma fraccao de segundo. Efectivamente, a temperatura da
estrela cai tao rapidamente que a forga de reaccao da radiacao gravitacional torna-
-se quase imediatamente dominante. Esta preponderancia da radiagao gravitacional
continua durante a maior parte da evolucao, terminando entre ¢, = 3.6 x 10° s (para
K = —5/4) et, =71 x 10°s (para K > 1). A Fig. 4.4 ilustra a evolugao da
velocidade angular da estrela em funcao da sua temperatura. A medida que a es-
trela arrefece e emite ondas gravitacionais, a sua velocidade angular decresce para
valores quase insensiveis ao valor de K. Efectivamente, para T' = 10° K, as curvas
correspondentes a diferentes valores de K sao quase indistinguiveis. Na Fig. 4.5

fazemos uma ampliacao do canto inferior esquerdo da Fig. 4.4. Podemos ai ver que
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Figura 4.5: Velocidade angular da estrela em fungao da temperatura para diferentes
valores de K. A linha mais grossa representa a curva de instabilidade, 754(Q) +

1 (Q,T) = 0.

para diferentes valores de K, as curvas (7)) intersectam a curva de instabilidade
para diferentes valores da temperatura. Contudo, os valores da velocidade angular
da estrela na altura da interseccao (isto é, quando os efeitos dissipativos comegam a
dominar a dindmica da evolugao) dependem apenas ligeiramente de K. Por exem-
plo, para K = —5/4, obtemos Q(t,) = 0.065§), enquanto para K > 1, obtemos
Q(ty) = 0.067€2, onde t;, corresponde a0 momento em que a curva da evolucao da ve-
locidade angular da estrela em funcao do tempo intersecta a curva de instabilidade.
Assim, a conclusao obtida com a solugao analitica da seccao anterior é confirmada
pela solucao numérica: a velocidade angular da estrela no fim da evolucao da insta-
bilidade do modo r praticamente nao depende do valor da rotagao diferencial inicial,
parametrizado por K.

A partir do instante t;, a viscosidade de cisalhamento passa a dominar a dinamica
da evolucao e a instabilidade do modo r torna-se inactiva. Em consequéncia, a

amplitude o do modo comega a diminuir.
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Figura 4.6: Amplitude do modo r em funcao do tempo para varios valores de K,

tendo em conta o efeito da viscosidade.

Em ¢ = 1 ano, paramos a integragdo numérica das Eqgs. (4.26) e (4.27), dado
que a esta temperatura se espera que os efeitos superfluidos se tornem importantes,
tornando inadequada a escala temporal da viscosidade dada pela Eq. (4.24).

Nas Figs. 4.6 e 4.7 apresentamos a evolucao temporal de a e €2, durante um
ano, usando a integragao numérica das Eqgs. (4.26) e (4.27). Tal como referimos, a
amplitude do modo r cresce inicialmente de forma exponencial, saturando ao fim de
algumas centenas de segundos, em valores que dependem de K. Quando os efeitos
da viscosidade de cisalhamento passam a dominar, no instante t, (que depende de
K), a amplitude do modo r comega a diminuir. No que diz respeito a velocidade
angular da estrela, verificamos que, apds algum tempo, esta deixa de depender
significativamente de K. No instante t,, os valores da velocidade angular diferem
muito pouco, estando compreendidos entre 0.065 (para K = —5/4) e 0.067Qx
(para K > 1), valores estes que estao de acordo, em boa aproximagao, com os dados
observacionais. As Figs. 4.6 e 4.7 mostram claramente que os resultados obtidos a

partir da solugao analitica da seccao 4.4 constituem uma aproximacao muito boa.
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Figura 4.7: Velocidade angular da estrela em funcao da tempo para varios valores

de K, tendo em conta o efeito da viscosidade.

De facto, notamos pequenas divergéncias apenas para t maior ou da ordem de t,.

4.6 Conclusoes

Este capitulo foi consagrado ao estudo da evolugao da instabilidade dos modos
r no ambito da teoria nao linear. Usdmos a solu¢ao nao linear dos modos r, que
descreve rotagao diferencial de natureza puramente cinematica, para calcular o mo-
mento angular fisico do modo r até a segunda ordem na amplitude do modo [1].
Modificdmos, entao, o modelo de evolugao de Owen et al. [2] de modo a incluir
o efeito da rotagao diferencial. Mostramos que a rotacao diferencial desempenha
um papel fundamental na saturacao da amplitude do modo r. Estudos anteriores
haviam sugerido que os efeitos nao lineares estariam na origem da saturacao da
amplitude do modo r. Contudo, a influéncia da rotacao diferencial sobre a evolucao

da instabilidade nao tinha sido demonstrada. Mostramos ainda que a velocidade
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angular da estrela no fim da evolugao da instabilidade do modo 7 praticamente nao
depende do valor da rotacao diferencial inicial, convergindo para valores que estao
de acordo com os dados observacionais. Os resultados obtidos permitem-nos prever
que a rotacao diferencial também tem um papel importante no que diz respeito a
detectabilidade das ondas gravitacionais emitidas devido a instabilidade do modo 7.
Assim, o nosso préximo capitulo é dedicado ao estudo da influéncia da rotacao dife-
rencial na detectabilidade da radiagao gravitacional emitida por estrelas de neutroes

recém-nascidas em que a instabilidade do modo 7 se encontra activa.
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5.1 Introducao

Depois de estudar a evolugao dos modos 7 no ambito da teoria nao linear e,
em particular, a influéncia da rotagao diferencial sobre esta evolucao, vamos agora
determinar se as ondas gravitacionais emitidas devido a instabilidade do modo r
em estrelas de neutroes recém-nascidas podem ser detectadas pelos detectores inter-
ferométricos de ondas gravitacionais actualmente em actividade.

De acordo com a Relatividade Geral, as ondas gravitacionais sao perturbagoes
na curvatura do espago-tempo que se propagam a velocidade da luz. Como a in-
teraccao gravitacional é muito fraca, sao necessarias grandes quantidades de matéria
e grandes aceleragOes para produzir ondas gravitacionais de amplitude significativa.
Esta amplitude diminui a medida que as ondas se afastam da fonte. Ao atingirem a
Terra, produzem pequenissimas variacoes da curvatura do espaco-tempo, que, con-
tudo, podem ser detectadas.

Os primeiros detectores de ondas gravitacionais, propostos por Joseph Weber no
inicio dos anos 60 do século passado, eram barras ressonantes de grandes dimensoes
que se deformavam a passagem de ondas gravitacionais de determinadas frequéncias.
Posteriormente, as barras ressonantes foram arrefecidas até temperaturas perto do
zero absoluto, o que permitiu aumentar a sua sensibilidade em véarias ordens de
grandeza. Encontram-se em funcionamente, actualmente, vérias barras ressonantes.
Por exemplo, o detector NAUTILUS é uma barra de aluminio de 2300 kg arrefe-
cida a 0.1 K que se encontra na Itdlia. As suas frequéncias de ressonancia sao
de 908 e 924 Hz e tem, nestas frequéncias, uma sensibilidade de aproximadamente
1072 Hz /2,

Nos anos 70 do século XX, surgiu outro tipo de detectores, os detectores inter-
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Figura 5.1: Esquema de um detector interferométrico de ondas gravitacionais (corte-

sia de www.ligo.caltech.edu/LIGO_web/about/factsheet.html).

ferométricos, cujo principio de funcionamento ¢ idéntico ao de um interferémetro de
Michelson. No interior dos dois tubos de aco que compoem os bragos, geralmente
perpendiculares, é mantido um vacuo profundo. Nas extremidades dos bragos,
encontram-se espelhos (massas de teste) suspensos de forma a minimizar as per-
turbacoes do meio ambiente. Um feixe de luz laser é injectado no interior dos bracos,
sendo reflectido varias vezes pelos espelhos. A interferéncia entre os feixes de luz
provenientes de cada um dos bragos é analisada a fim de detectar qualquer desvio
na posicao das massas de teste. Na Fig. 5.1 esta representado esquematicamente o
principio de funcionamento de um detector interferométrico.

Os primeiros protétipos tinham bracos com alguns metros de comprimento. A
sua sensibilidade era, contudo, demasiado baixa para permitir a deteccao de ondas
gravitacionais. Actualmente, existem varios detectores interferométricos em com-
pleta operacao, nomeadamente, LIGO, Virgo, GEO600 e TAMA.

O LIGO ¢é um conjunto de trés detectores interferométricos, dois construidos
em Hanford (Washington, EUA), e outro em Livingston (Louisiana, EUA). Os dois

detectores situados em Hanford tém bracos com comprimentos de 2 e 4 km, par-
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Figura 5.2: Curvas da sensibilidade dos varios detectores interferométricos de ondas
gravitacionais, onde h(f) = \/Sk(f) e Su(f) é a densidade espectral de poténcia do

ruido no detector (cortesia de www.johnstonsarchive.net/relativity /pictures.html).

tilhando os mesmos tubos de ago. O detector em Livingston tem bragos de 4 km
de comprimento. Visto que os interferémetros em Hanford e Livingston estao se-
parados por uma distancia significativa (cerca de 3000 km), é possivel correlacionar
os sinais recolhidos de modo a determinar a localizacao no céu das fontes de ondas
gravitacionais. O LIGO esta em operacao desde 2002. Na Fig. 5.2 estao represen-
tadas as curvas da sensibilidade dos varios detectores interferométricos em funcao
da frequéncia da onda gravitacional.

O Virgo é um detector de ondas gravitacionais situado na Italia, proximo de Pisa.
A dimensao dos bragos ¢ de 3 km e a sua sensibilidade maxima estd muito proxima
da sensibilidade do LIGO. Este detector esta em operacao desde 2003. Comparando
as curvas de sensibilidade do Virgo e do LIGO (Fig. 5.2), verificamos que o Virgo é

mais sensivel a baixas frequéncias. Isto deve-se a sofisticada suspensao dos espelhos,
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que permite um melhor isolamento das perturbacgoes sismicas do que o LIGO.

O GEO600, situado na Alemanha, e o TAMA, situado no Japao, tém bracos com
comprimentos menores, 600 m e 300 m, respectivamente. Estes detectores tém uma
sensibilidade menor do que o LIGO e o Virgo, podendo, no entanto, detectar ondas
gravitacionais de fontes localizadas mais perto da Terra.

No que diz respeito a futuros detectores interferométricos, o projecto da versao
avangada do LIGO (“Advanced LIGO”) ja foi aprovado e este devera entrar em fun-
cionamento por volta de 2013. Esta versao do LIGO devera atingir uma sensibilidade
pelo menos dez vezes maior do que a versao inicial. O aumento da sensibilidade de
um factor dez significa que um sinal com amplitude suficiente para ser detectado
pela primeira versao podera ser detectado se for emitido a uma distancia dez vezes
maior, ou seja, o volume abrangido pelo Advanced LIGO sera mil vezes maior.
Consequentemente, a probabilidade de deteccao de ondas gravitacionais aumentara.

Uma versao avancada do detector Virgo também estd prevista para entrar em
funcionamento por volta de 2013.

Os detectores interferométricos podem detectar ondas gravitacionais provenien-
tes de varias fontes [1]. Entre estas fontes pode estar uma estrela de neutroes
recém-nascida que emite ondas gravitacionais devido a instabilidade do modo r. A
detectabilidade destas ondas gravitacionais depende crucialmente da distancia entre
o detector e a fonte. Por um lado, a amplitude da onda é inversamente proporcional
a distancia até ao detector, pelo que, quanto mais perto da Terra estiver a fonte
maior serda a amplitude do sinal recebido e, portanto, maior a possibilidade de ser
detectado. Por outro lado, quanto menor a distancia considerada, menor a probabili-
dade de ocorrer um evento susceptivel de emitir ondas gravitacionais com amplitude
suficiente para serem detectadas. Deste modo, para avaliar a detectabilidade das

ondas gravitacionais, teremos que procurar um compromisso entre a amplitude do
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sinal e a probabilidade de ocorréncia de eventos. Assim, iremos nesta tese considerar
distancias até 20 Mpc (de forma a incluir o enxame de galdxias da Virgem), suficien-
temente pequenas para que a amplitude das ondas gravitacionais seja significativa,
mas suficientemente grandes para que haja um nimero razoavel de eventos por ano.
Iremos, também, restringir a nossa analise aos detectores LIGO e Virgo por serem
aqueles que tém maior probabilidade de detectar um sinal.

Na pratica, a deteccao do sinal produzido pelas ondas gravitacionais emitidas por
uma estrela de neutroes recém-nascida em que a instabilidade do modo r se encontra
activa é uma tarefa muito complicada, visto que o sinal é muito fraco relativamente
ao ruido no detector. Assim, é necessario utilizar técnicas de processamento de
sinal para isolar o sinal do ruido. Nesta tese, utilizaremos a técnica do filtro adap-
tado (matched filtering). Na realidade, o uso desta técnica implica o conhecimento
bastante preciso da forma da onda gravitacional, que nao esta disponivel actual-
mente, devido a extrema complexidade das estrelas de neutroes reais. Contudo, o
uso desta técnica permite-nos fazer uma andlise aproximada da detectabilidade das
ondas gravitacionais.

A detectabilidade das ondas gravitacionais emitidas pelo modo r ja foi estu-
dada no passado, nomeadamente por Owen et al. [2], usando o modelo de evolugao
fenomenolégico que apresentamos detalhadamente no capitulo 2. Contudo, e tal
como ja referimos, a andlise de Owen et al. é baseada na teoria linearizada e nao
tem em conta o efeito da rotagao diferencial. Na proxima seccao, discutiremos
brevemente os resultados de Owen et al. e na seccao seguinte apresentaremos os
nossos resultados sobre a detectabilidade de ondas gravitacionais, tendo em conta a

influéncia da rotacao diferencial.
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Figura 5.3: Amplitude da onda gravitacional |h(t)| para ase = v/2 e para uma fonte

situada a uma distancia de 20 Mpc da Terra.

5.2 Detectabilidade no ambito da teoria linear

Depois de propor um modelo fenomenolégico de evolugao da instabilidade do
modo 7, Owen et al. [2] debrugaram-se sobre a detectabilidade das ondas gravita-
cionais devidas a essa instabilidade. Para tal, determinaram a amplitude da onda
gravitacional em funcao do tempo para ¢ = 2, assumindo que as ondas gravitacionais
retiram momento angular da estrela, essencialmente durante a fase de saturacao nao
linear da instabilidade. Assumiram, ainda, que durante esta fase de saturacao, a
amplitude do modo r é da ordem da unidade. Na Fig. 5.3 esta representada a
amplitude h(t) da onda gravitacional. O facto da amplitude do modo r ter sido
saturada a mao, provoca uma transicao brusca entre a primeira e a segunda fases de
evolucao. Como veremos na préxima secgao, quando a saturacao da amplitude do
modo acontece de forma natural, a transicao entre as duas fases de evolucao ocorre

de forma suave.
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Figura 5.4: Amplitude da onda gravitacional |h(f)| para . = V2 e para uma

fonte situada a uma distancia de 20 Mpc da Terra.

Owen et al. [2] também analisaram a evolugao da amplitude da onda gravitacional
em funcao da frequéncia, que se encontra representada na Fig. 5.4. O pico para
uma frequéncia de aproximadamente 1200 Hz é devido ao facto de na primeira fase
de evolucao a velocidade angular da estrela praticamente nao variar, o que leva a
emissao de ondas gravitacionais quasi-monocromaticas. Efectivamente, como vimos
no capitulo 2, ao descrevermos o modelo de evolugao de Owen et al. [2], durante a

primeira fase da evolucao a velocidade angular da estrela é determinada por

2
onde 7y representa a escala temporal associada aos efeitos da viscosidade. Como
inicialmente os efeitos da viscosidade podem ser negligenciados em comparagao com
os efeitos da radiagao gravitacional, a Eq. (5.1) pode ser aproximada por d€2/dt ~
0. Assim, na primeira fase, ) ~ const. e a frequéncia da onda gravitacional é
f=20/(37) =~ const.

No que diz respeito a detectabilidade das ondas gravitacionais emitidas pelos

modos r, Owen et al. [2] calcularam a razao entre o sinal e o ruido para uma fonte
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localizada a D = 20 Mpc da Terra. A esta distancia (que inclui o enxame de galéxias
da Virgem), espera-se uma taxa de formagao de estrelas de neutrdes em supernovas
suficientemente elevada para que a probabilidade de deteccao seja razoavel. Ob-
tiveram para a razao entre o sinal e o ruido, usando a técnica do filtro adaptado, os
seguintes valores: S/N = 1.24, 7.6 e 10.6 para LIGO I, II e III, respectivamente!.
Analisando os valores de S/N, Owen et al. concluiram que somente a nova geracao
de detectores (LIGO II e III) teria a possibilidade de detectar um sinal proveniente
de uma fonte situada a distancia de 20 Mpc da Terra.

Outros autores debrugaram-se sobre a possibilidade de detectar ondas gravita-
cionais levando em conta efeitos nao lineares na saturagao da amplitude do modo 7,
nomeadamente, considerando a influéncia da interaccao nao linear entre os modos
[3]. Para este efeito, usaram os resultados obtidos para a amplitude de saturagao do
modo 7 no modelo de Owen et al. [2]. Como a amplitude de satura¢do na presenca
da interaccao nao linear entre modos é cerca de duas ordens de grandeza inferior a
amplitude de saturacado de Owen et al. [2], a distancia maxima até a qual esperam
poder detectar um sinal é menor, da ordem de 200 kpc [3]. Visto que o ntimero de
supernovas num volume de raio 200 kpc é muito reduzido (algumas por século), a
probabilidade de deteccao de ondas gravitacionais emitidas por estrelas de neutroes

também ¢é muito reduzida.

IE de notar que, na altura em que Owen et al. escreveram o seu artigo (1998), estava previsto
que o LIGO teria duas versoes avancadas o LIGO II e o LIGO III. Mais tarde, estes dois projectos

foram fundidos num sé, o chamado “Advanced LIGO”.
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5.3 Detectabilidade no ambito da teoria nao li-

near

Usando o modelo de evolugao descrito em pormenor no capitulo anterior, pro-
pomo-nos analisar a detectabilidade das ondas gravitacionais emitidas devido a ins-
tabilidade do modo r, tendo em conta a influéncia da rotacao diferencial [4].

Como vimos no capitulo precedente, durante a evolugao da instabilidade do modo
r, uma parte do momento angular inicial de uma estrela de neutroes jovem é emi-
tida sob a forma de ondas gravitacionais, levando a uma diminui¢ao da velocidade
de rotagao da estrela. Estas ondas gravitacionais poderao em principio ser detec-
tadas pelos detectores de interferometria laser LIGO e Virgo, usando estratégias de
deteccao apropriadas.

A frequéncia das ondas gravitacionais é dada por [2]

20

"~ 31

f (5.2)

onde € ¢é a velocidade angular da estrela de neutroes. Assim, no nosso caso, o inter-
valo de frequéncias estd compreendido entre f,;, = (77 —80) Hz e fi0. = 1191 Hz,
onde a frequéncia maxima corresponde ao valor inicial da velocidade angular da
estrela, Qx = 5612 s7!, e a frequéncia minima corresponde & velocidade angular
final da estrela, €(t;), que varia entre 0.065Qx (para K = —5/4) e 0.067Qx (para
K> 1)%

Vamos comecar por determinar a amplitude da onda gravitacional, que é dada

2ty corresponde a0 momento em que termina a segunda fase da evolucdo e foi determinado
resolvendo numericamente as Eqs. (4.26) e (4.27) para vérios valores do parametro K (ver capitulo

anterior).
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pela expressao [2]

3 w2522

h(t) =1/ =— 5.3
(1) =)o 222, (53)

onde o momento multipolar de corrente é [5]

32v2r GMR® -

Sao = QJ 5.4
22 15 e QL (5.4)
D ¢ a distancia até a fonte e w = —4Q/3 é a frequéncia do modo 7 no referencial

inercial. Para o modelo politrépico considerado no capitulo 4 (M = 1.4Mg, R =

12.53 km e J = 1.635 x 1072) obtemos para a amplitude da onda gravitacional

h()] = 1.3 x 10~ (%)3 (20 EAPC) , (5.5)

onde (t) é a velocidade angular da estrela e a(t) é a amplitude do modo r. Para de-

terminar como é que |h(t)| varia durante a evolugao da instabilidade, usamos para o
e € os valores obtidos no capitulo 4. Mais concretamente, resolvemos numericamente
as Eqs. (4.26) e (4.27), que incluem os efeitos da viscosidade (ver Fig. 5.5). Visto
que durante a maior parte da evolucao da instabilidade, a influéncia da viscosidade
é negligencidvel, também podemos usar as Eqs. (4.28) e (4.29) para determinar «(t)
e ((t). Tal como vimos no capitulo anterior isto constitui uma boa aproximacao.
Durante a primeira fase de evolugao, substituindo a e €2 pelas expressoes (4.34)
e (4.39), respectivamente, obtém-se que |h(t)| cresce exponencialmente. Durante a
segunda fase, substituindo a e  pelas expressoes (4.35) e (4.40), respectivamente,
obtém-se que |h(t)| decresce lentamente como ¢t~*/2. O valor maximo da amplitude

da onda gravitacional é atingido no instante t,, determinado pela expressao

d|h|
—(t:) =0, 5.6
(E) (5.6)
ou, equivalentemente,
d s
0% ) + 3055t =0 (5.7)
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Figura 5.5: Amplitude da onda gravitacional |h(t)| para diferentes valores de K e

para uma distancia até a fonte D = 20 Mpc. Em ¢, ~ [543.1 — 18.5In(K + 2)] s a

amplitude da onda gravitacional atinge o seu valor maximo, A,e, = 9.5 x 1072 (K +

2)~1/2,

Substituindo da/dt e dS2/dt pelas expressoes (4.28) e (4.29), respectivamente, obte-

mos a equacao

Q(t)olt. )’

m——ry =0, (5.8)

4 2| 2t )e(ts)
— |1+ g(K+ 2)Qa(t,) } ron(t) +8(K +2)Q

3
a(ts) = Um, (5.9)

onde @ = 0.094 no ambito do modelo politrépico considerado. Substituindo «(t,)

cuja solucao é

na expressao (4.31), obtém-se que

Q@Q—%Qm (5.10)

onde consideramos que 4(K +2)Qa?2/3 < 1. O valor mdximo da amplitude da onda

gravitacional é entao dado aproximadamente pela expressao (5.5) onde «a e € sao
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substituidos pelas expressoes (5.9) e (5.10), respectivamente,

1 20 M
Be = 9.5 x 10723 — ( Dpc> , (5.11)

onde consideramos que 2y = Q. O momento ¢, em que a amplitude da onda gravi-
tacional atinge o seu valor maximo pode ser determinado simplesmente substituindo
a expressao (5.9) na Eq. (4.33) ou a expressao (5.10) na Eq. (4.38). Considerando,

por exemplo, o primeiro caso e assumindo que 4(K + 2)Qa3/3 < 1, temos que

1 /2\° 3 > 51 1\"
 For (g) te=n \/QO(K +2)Qad * ; 2n(5 —n)!n! (5) ’ (5.12)

de onde se obtém que

t, =543.1 — 18.5In(K +2) s, (5.13)

onde Tgr = —3.26 s (ver Eq. 4.20) e assumimos que oy = 107%. Se compararmos
este valor com o valor de ¢, da expressao (4.36), notamos que o valor maximo da
amplitude da onda gravitacional ocorre breves segundos depois do fim da primeira
fase da evolucao da instabilidade do modo.

Determinemos, agora, a amplitude da onda gravitacional no dominio das frequén-

cias, |h(f)| 3, usando a aproximacao da fase estaciondria, nomeadamente,

(B = [h(t)]//1df /dt], (5.14)

onde df /dt é directamente deduzido da Eq. (4.26),

. 3
£ ofounen(L) (-3

5 7 AL
-9 e -
w810 (K4 3) ()

Nesta expressao, o segundo termo do lado direito torna-se menor do que o primeiro

S~ |

Hz/s. (5.15)

termo depois de apenas uma fraccao de segundo, enquanto o terceiro termo sé se

3h(f) é a transformada de Fourier de h(t), dada por h(f) = [~ e*™/th(t)dt.
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torna comparavel ao primeiro no fim da segunda fase da evolucao. Assim, conserva-
mos unicamente o primeiro termo do lado direito da Eq. (5.15), pelo que, a amplitude

da onda gravitacional no dominio das frequéncias, |l~1( f)], é dada simplesmente por

~ 4.6 x107% | free (20 Mpc .
()] = 2 [ ( . )H

Esta expressao é valida durante as duas fases da evolucao da instabilidade do modo

(5.16)

r para frequéncias variando de f,;, = (77 — 80) Hz até f,,.. = 1191 Hz.

A amplitude da onda gravitacional no dominio das frequéncias pode ser deduzida
usando outro método. Esse método, que foi usado por Owen et al. [2], baseia-se no
facto de dJ/df o I, onde J é o momento angular total da estrela, f é a frequéncia
da onda gravitacional emitida e I ¢ o momento de inércia da estrela nao perturbada.

Efectivamente, das Eqs. (4.7) e (4.8), obtemos que

dJ 1 , Q da

onde Q = 3.J/(2I). Podemos usar, agora, as equacdes (4.28) e (4.29) para relacionar

da e df2, nomeadamente,

Q) S(K +2
— == 3(4 JQa . (5.18)
Q 1+ 3(K +2)Qa?
Inserindo esta expressdo na Eq. (5.17) e usando f = 2€/(37), obtemos
dJ I
—_— = 5.19
af ~ S(K +2) (5.19)

Como a Eq. (5.19) é valida durante as duas fases da evolugao da instabilidade
do modo 7, podemos deduzir a amplitude da onda gravitacional no dominio das
frequéncias pelo método proposto na Ref. [2] chegando a expressao (5.16). O facto
da Eq. (5.19) ser valida durante as duas fases da evolugao da instabilidade reveste-

-se, aqui, de uma grande importancia dado que no trabalho de Owen et al. [2] isto
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Figura 5.6: Amplitude da onda gravitacional no dominio das frequéncias, |h(f)],

para diferentes valores de K e uma distancia até a fonte D = 20 Mpc.

nao se verifica. Efectivamente, no modelo proposto por Owen et al. [2], a rela¢do
dJ/df o I s6 é vélida durante a segunda fase da evolugao, pelo que a expressao
obtida por eles para |h(f)| s6 se aplica a esta fase.

Na Fig. 5.6 representamos a amplitude da onda gravitacional |iL( f)| para dife-
rentes valores de K e para frequéncias da onda gravitacional compreendidas entre
Jmin € fmaz-

E importante lembrar, aqui, que no ambito do modelo de evolucao proposto por
Owen et al. [2], a amplitude da onda gravitacional no dominio das frequéncias apre-
senta um pico nas altas frequéncias (ver Fig. 5.4). A existéncia desse pico deve-se ao
facto de, durante a primeira fase da evolucao da instabilidade do modo r, a veloci-
dade angular da estrela evoluir muito lentamente segundo a escala temporal da vis-
cosidade, conduzindo a uma emissao de ondas gravitacionais quasi-monocromaticas
durante os primeiros 500 s da evolugao. Contudo, como mostramos no capitulo
4, se tivermos em conta a influéncia da rotagao diferencial, nomeadamente, a sua

contribuicao para o momento angular fisico da perturbacao do modo 7, entao a
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velocidade angular da estrela evolui segundo a escala temporal da radiagao gra-
vitacional logo na primeira fase de evolugao [ver Eq. (4.26)]. Em consequéncia, a
amplitude da onda gravitacional, |h(f)|, é dada pela expressao (5.16) também na
primeira fase da evolucao e nao aparece o pico.

Analisemos, agora, a possibilidade de detectar as ondas gravitacionais emitidas
devido a instabilidade do modo r em estrelas de neutroes recém-nascidas, usando os
detectores interferométricos LIGO e Virgo. Devido a complexidade das estrelas de
neutroes reais, o nosso conhecimento actual da evolucao da instabilidade do modo
r nao ¢é suficiente para prever a forma da onda gravitacional com uma precisao
tal que nos permita aplicar uma técnica de processamento de sinal tipo filtragem
adaptada. Contudo, podemos usar a filtragem adaptada para fazer uma estimativa
da detectabilidade do sinal produzido pela passagem das ondas gravitacionais nos

detectores. Com este objectivo, a amplitude caracteristica do sinal,

) 5.5 x 10722 20 M
() = S = = fJf( Dpc>’

é comparada com o valor eficaz da sensibilidade do detector,

hrms(f) =V fSh(f)7 (521)

onde Sy(f) é a densidade espectral de poténcia do ruido. Para frequéncias no in-

(5.20)

tervalo 50 Hz < f < 1200 Hz, as curvas para as densidades espectrais de poténcia
do ruido do LIGO [6], do Virgo [7] e do Advanced LIGO [8] sao bem aproximadas

pelas seguintes expressoes analiticas [4], respectivamente,

Su(f) = S, [(%)4 + (%)1 , (5.22)

onde S; = 3.4 x 107% Hz ! e f; = 142.0 Hz,

Su(f) =Sy |1+ é (%)2 + é (%)1 , (5.23)
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Figura 5.7: Comparacao entre os valores eficazes da sensibilidade dos detectores
LIGO e Virgo e as amplitudes caracteristicas do sinal para D = 20 Mpc, D = 1 Mpc
e D = 30 kpc.

onde Sy = 1.5 x 107% Hz ' e f, = 249.6 Hz, e

R ORTO] SO =

onde S3 =22 x 107" Hz ', fy =52.8 Hz e f, = 421.3 Hz.

Na Fig. 5.7 as curvas correspondentes aos valores eficazes da sensibilidade dos
detectores LIGO e Virgo sao comparadas com as curvas correspondentes a amplitude
caracteristica do sinal da onda gravitacional para diferentes valores do parametro K e
para distancias da Terra até a fonte de D = 20 Mpc, D =1 Mpce D = 30 kpc. Para

uma distancia de D = 20 Mpc, que inclui o enxame de galaxias da Virgem, onde
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Figura 5.8: Comparacao entre o valor eficaz da sensibilidade do detector Advanced
LIGO e as amplitudes caracteristicas do sinal para D = 20 Mpc, D = 1 Mpc e
D = 30 kpc.

algumas supernovas por ano sao esperadas [9], notamos que nao hé possibilidade
de detectar qualquer sinal com os detectores LIGO e Virgo, mesmo que a rotagao
diferencial inicial seja pequena (K ~ 0). No entanto, quando consideramos uma
distancia menor entre o detector e a fonte, o sinal passa a ser detectavel, mas a
probabilidade de ocorrer algum evento diminui muito. Por exemplo, para D =
30 kpc, que inclui a nossa Galéxia, a taxa de formacao de supernovas é somente de
1 ou 2 supernovas por século [10]; neste caso, a probabilidade de detectar um sinal
¢ muito reduzida.

Na Fig. 5.8, fazemos a mesma comparacao mas, desta feita, considerando o
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detector de ondas gravitacionais Advanced LIGO. Aqui, devido a maior sensibilidade
do detector, verifica-se que para D = 20 Mpc as ondas gravitacionais devidas a ins-
tabilidade do modo r podem ser detectadas se a rotagao diferencial inicialmente
presente na estrela nao for muito elevada (K < 100). Para distancias inferiores, o
sinal é detectavel mesmo para K > 1; contudo, tal como acima referimos, neste
caso, a probabilidade de ocorréncia de uma supernova é reduzida.

A caracteristica mais importante das Figs. 5.7 e 5.8 é que a detectabilidade
das ondas gravitacionais devidas a instabilidade do modo r em estrelas de neutroes
jovens reduz-se drasticamente com o aumento do valor inicial da rotagao diferencial
associada ao modo r. Efectivamente, para K 2 100, até o detector Advanced LIGO
nao tera sensibilidade suficiente para detectar as ondas gravitacionais se a fonte
estiver a uma distancia de 20 Mpc da Terra. Quanto maior for a rotacao diferencial
inicial mais dificil se torna a deteccao de ondas gravitacionais. Assim, a rotacgao
diferencial associada aos modos r tem um papel fundamental na detectabilidade das
ondas gravitacionais.

A comparagao visual, nas Figs. 5.7 e 5.8, entre a amplitude caracteristica do
sinal e o valor eficaz da sensibilidade do detector dd-nos uma medida qualitativa da
razao entre o sinal e o ruido usando a técnica de filtro adaptado. Uma determinacao
quantitativa da razao entre o sinal e o ruido é obtida a partir de

fmaz

(3) -2 /76 o

min

de onde, para f;, = (77 — 80) Hz e f,4. = 1191 Hz, se obtém

0.9 (LIGO)
0.7 (Virgo) : (5.26)
12.9 (Advanced LIGO)

1 20Mpc><
K+2 D

=]
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Figura 5.9: Para valores de D e de K correspondentes a pontos abaixo da linha, a

razao entre o sinal e o ruido é S/N > 4 para o detector Advanced LIGO.

Para os detectores LIGO e Virgo, até para uma rotacao diferencial inicial pequena
(K =~ 0), a razéo entre o sinal e o ruido nao ¢é significativa para D = 20 Mpc.
Evidentemente, esta razao pode ser aumentada se considerarmos fontes situadas
a distancias menores, mas sera a custa do decrescimo do nimero de supernovas
esperado por ano, e, por conseguinte, da probabilidade de uma deteccao.

Para o detector Advanced LIGO, a situacao melhora nitidamente. Assim, para
pequenos valores de K, a razao entre o sinal e o ruido é significativa até para
D = 20 Mpc. Portanto, e dado que a tal distancia é previsivel a ocorréncia de
algumas supernovas por ano, é de esperar que o detector Advanced LIGO consiga
detectar ondas gravitacionais devidas ao modo r de estrelas de neutroes jovens.
Contudo, isto so se verificard se as estrelas de neutroes nascerem com pouca rotagao
diferencial associada ao modo r. Mas este pode nao ser o caso! Se uma estrela
de neutrdes nascer com uma quantidade substancial de rotagao diferencial (K 2
100), entao as ondas gravitacionais devidas ao modo r nao poderao ser detectadas

nem mesmo pelo detector Advanced LIGO. No entanto, como ja mencionamos,



CAPITULO 5. DETECTABILIDADE DAS ONDAS GRAVITACIONAIS 114

08 [

RTAN

04

02 |

0 1 1 1 1 1 1
1 10 10? 103 10* 10° 10°
t(s)

Figura 5.10: Evolugao temporal do momento angular total da estrela, J, para dife-

rentes valores de K.

poderiamos considerar distancias menores até a fonte, porém o numero de eventos
por ano também diminuiria e, em consequéncia, diminuiria a probabilidade de uma
deteccao.

Considerando, por exemplo, que uma razao entre o sinal e o ruido S/N = 4 é
suficiente para uma detec¢ao com o detector Advanced LIGO, entao da Eq. (5.26),
obtemos que um sinal de uma dada fonte pode ser detectado se a distancia até essa
fonte for menor do que 64.5 Mpc/v/K + 2 (ver Fig. 5.9). Para pequenos valores da
rotagao diferencial inicial (K < 10), um sinal poderia ser detectado se a distancia
até a fonte fosse menor do que aproximadamente 20 Mpc. Por outro lado, se estrela
nascer com uma quantidade de rotacgao diferencial significativa (por exemplo, K 2
10°%), entdao uma deteccio s6 seria possivel se a estrela estivesse situada a menos
de 60 kpc da Terra. Numa esfera com este raio, somente uma ou duas supernovas
por século sao esperadas [10]; assim, neste caso, a probabilidade de detectar ondas
gravitacionais devidas ao modo r é relativamente reduzida.

O resultado fundamental, que um aumento da rotacao diferencial associada ao
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Figura 5.11: Momento angular transportado pelas ondas gravitacionais em fungao

do tempo, AJ(t), para diferentes valores de K. Para K >> 1, s6 uma pequena por¢ao

do momento angular inicial da estrela é emitido sob a forma de ondas gravitacionais.

modo 7 torna mais dificil a deteccao das ondas gravitacionais devidas a instabi-
lidade deste modo, pode ser facilmente explicado do ponto de vista de variagoes
do momento angular. Efectivamente, no inicio da evolugao o momento angular
da estrela é aproximadamente Jy = Q) assumindo-se que (4K + 5)Qag/3 < 1.
Vamos considerar que, inicialmente, ag = 107% e Qy = Q. Devido & instabilidade
do modo r, o momento angular inicial da estrela vai decrescer para valores que
dependem crucialmente de K. Este resultado estd claramente ilustrado na Fig. 5.10.
A diferenga AJ = Jy — J(t) é emitida sob a forma de ondas gravitacionais (ver
Fig. 5.11). Nesta figura, constatamos que quanto maior é o valor de K, menor é a
quantidade de momento angular emitida sob a forma de ondas gravitacionais. Este
resultado deve-se ao facto de quanto maior K, maior a quantidade de momento
angular transferida para o modo r (ver Fig. 5.12).

Na Fig. 5.13, comparamos a evolucao temporal, para K = 0 e K = 10, dos

diferentes momentos angulares: momento angular total da estrela, J, momento
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Figura 5.12: Evolucao temporal do momento angular do modo r, 6 .J, para difer-

entes valores de K.

angular do modo r, 6®).J, momento angular transportado pelas ondas gravitacionais,
AJ, e o momento angular da estrela nao perturbada, I€). Para o caso K = 0, apesar
do momento angular da estrela nao perturbada decrescer para aproximadamente 7%
do seu valor inicial, 0 momento angular total da estrela sé decresce para 65% do seu
valor inicial. Isto deve-se ao facto de uma parte do momento angular inicial da estrela
(mais precisamente 58%) ser transferida para o modo 7, uma consequéncia do rapido
aumento da rotacao diferencial média, A2, como vimos no capitulo anterior. Em
consequeéncia, somente cerca de 35% do momento angular inicial da estrela é emitido
sob a forma de ondas gravitacionais. Para K = 10, o momento angular da estrela
nao perturbada também decresce para aproximadamente 7% do seu valor inicial,
mas o momento angular total da estrela s6 decresce para 94% do seu valor inicial,
neste caso. Efectivamente, aproximadamente 87% do momento angular inicial da
estrela é transferido para o modo r e somente 6% ¢é emitido sob a forma de ondas
gravitacionais. Para valores maiores de K, o momento angular emitido sob a forma

de ondas gravitacionais é menor, nomeadamente, A.J/Jy < 1% para K > 100.
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Figura 5.13: Evolucao temporal do momento angular total da estrela, J, do momento
angular da estrela ndo perturbada, I, do momento angular do modo r, §?.J, e do

momento angular emitido sob a forma de ondas gravitacionais, AJ, para K = 0 e

K =10.

Tal como Owen e Lindblom mostraram [11], baseados num argumento nao pu-

blicado de Blandford, a razao entre o sinal e o ruido dada pela expressao (5.25) é

S\? 2G  AJ(t)
(N) T srD? R, (5.27)

rms

bem aproximada por

onde AJ(t,) = Jo—J(tp) e tp, é 0 instante em que a segunda fase da evolugao termina.
Usando as Egs. (4.7) e (4.8), o momento angular total emitido sob a forma de ondas

gravitacionais pode ser escrito como

AJ(ty) . Q) 1 Qty)
Jo 1 Qob — 3K+ 5>Q9—0ba (t), (5.28)

ou, visto que Q &~ Qo[1 + 3 (K + 2)Qa?]™!, como

AJ(ty) 3 Q(ty)
B AR <1‘ % ) (5-29)

onde Q(t,) = (0.065—0.067)€2. Assim, para K > 1, somente uma pequena parte do

momento angular da estrela é emitida sob a forma de ondas gravitacionais. Conse-
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quentemente, quanto maior K, menor a razao entre o sinal e o ruido [ver Eq. (5.27)]

e a deteccao das ondas gravitacionais torna-se uma tarefa mais dificil.

5.4 Conclusoes

Neste capitulo, investigadmos a influéncia da rotacao diferencial na detectabi-
lidade da radiagao gravitacional emitida por uma estrela de neutroes jovem, quente
e com rotacao rapida, quando esta abranda devido a instabilidade do modo 7.

Usamos um modelo de evolugao da instabilidade do modo r, que tem em conta a
rotacao diferencial [12], para deduzir a amplitude da onda gravitacional, |h(t)|, e a
sua transformada de Fourier, |h(f)|. Mostrémos que o valor maximo da amplitude
da onda gravitacional, h,,.., depende da rotacao diferencial inicial associada ao
modo 7, nomeadamente, h,q, < (K + 2)_1/ 2. Também mostramos que a amplitude
das ondas gravitacionais no dominio das frequéncias, |h(f)|, ndo tem um pico nas
altas frequéncias, contrariamente ao resultado obtido na Ref. [2]. Af, o pico de
\h(f)| deve-se ao facto de durante a primeira fase da evolucao da instabilidade do
modo 7, a velocidade angular da estrela evoluir muito lentamente na escala temporal
da viscosidade, levando a emissao de uma onda gravitacional quasi-monocromatica
durante as primeiras centenas de segundos. Contudo, como vimos, se tivermos em
conta a influéncia da rotagao diferencial, entao a velocidade angular da estrela evolui,
ja na primeira fase, na escala temporal da radiacao gravitacional e, por conseguinte,
durante esta fase da evolucdo a onda gravitacional ndo é monocromatica e |A(f)|
nao apresenta um pico.

Neste estudo, assumimos a técnica de filtragem adaptada para investigar a de-

tectabilidade do sinal de ondas gravitacionais. Porém, o nosso conhecimento da
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evolucao da instabilidade do modo r nao é suficiente para prever a forma da onda
gravitacional com uma precisao tal que nos permita aplicar esta técnica optimal
de processamento de sinal. No entanto, existem estratégias de processamento de
sinal nao optimais que produzem resultados muito préximos daqueles obtidos com a
filtragem adaptada (ver, por exemplo, [13] ou [14]). Assim, os nossos resultados so-
bre a detectabilidade das ondas gravitacionais dos modos r podem ser considerados
como uma boa aproximagao.

Assumindo, entao, a técnica de filtragem adaptada, a amplitude caracteristica
do sinal, h.(f), foi comparada com o valor eficaz da sensibilidade dos detectores
LIGO, Virgo e Advanced LIGO. Chegamos a conclusao que a detectabilidade das
ondas gravitacionais devidas a instabilidade do modo r é drasticamente reduzida
com o aumento do valor inicial da rotagao diferencial associada ao modo r. Para
os detectores LIGO e Virgo, a razao entre o sinal e o ruido para fontes situadas a
20 Mpc é menor do que a unidade, até para pequenos valores da rotacao diferencial
inicial associada aos modos r (K = 0), tornando impossivel qualquer deteccao.
Para o Advanced LIGO, se K = 0, entdao uma razao S/N > 10 pode ser obtida para
D = 20 Mpc. Contudo, se as estrelas de neutroes nascerem com rotagao diferencial
substancial, entao, neste caso, a deteccao so seria possivel se a distancia até estas
estrelas fosse consideravelmente menor que 20 Mpc. Por exemplo, se K = 10,
para obter uma razao entre o sinal e o ruido maior que 10 é preciso que a fonte
esteja situada a uma distancia maxima de 80 kpc, o que corresponde a uma esfera
que compreende a Via Lactea, as Nuvens de Magalhaes e mais algumas pequenas

galéxias, esfera na qual apenas algumas supernovas por sectlo sao esperadas.
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