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Resumo. Neste trabalho apresenta-se um modelo de elementos finitos baseado na teoria de
deformacédo de corte de 32 ordem, o qual € aplicado ao controlo activo de vibragoes,
incluindo o fendmeno de ressonancia, em estruturas laminadas. Sensores e actuadores
piezoeléctricos na forma de laminas estdo colados nas superficies superior e inferior do
laminado, permitindo assim um sistema de controlo, ligando os efeitos piezoel éctricos directo
e converso, através dum algoritmo baseado na realimentacdo com velocidade negativa. As
estruturas sdo forcadas a vibrar num determinado modo, e a sua amplitude no tempo é
calculada usando o método de Newmark. Apresenta-se uma aplicacgéo ilustrativa.

1. INTRODUCAO

Estruturas compositas incorporando sensores e actuadores piezoeléctricos tornaram-se muito
importantes devido ao desenvolvimento das estruturas ‘inteligentes . Estas estruturas oferecem
potenciais beneficios numa larga gama de aplicagdes em engenharia, tais como atenuacéo de
vibracOes e ruido, controlo de forma e deteccdo de dano. Investigagdo pioneira no dominio
das estruturas inteligentes é devida a Allik e Hughes [1] que andlisaram a interaccdo entre
electricidade e elasticidade. Referem-se ainda os trabalhos de Crawley e de Luis [2], que
estudaram o controlo de vibragtes de vigas laminadas com material piezoeléctrico embebido
ou colado a superficie da viga, e de Tzou e Tseng [3], que apresentaram uma formulacdo por
elementos finitos em placa e cascas contendo actuadores e sensores piezoeléctricos. Referem-
se ainda revisdes bibliograficas acerca da modelacdo de estruturas adaptativas por elementos
finitos publicada por Senthil et al. [4], Benjeddou [5] e Franco Correla et a. [6]. Vérios
investigadores formularam modelagdes por elementos finitos de estruturas compdsitas
integrando sensores e actuadores piezoeléctricos. Para o controlo activo de vibracdes de placas
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laminadas com sensores e actuadores distribuidos, Samanta et al [7], desenvolveu um elemento
finito isoparamétrico de oito nés, e Lam et a. [8] desenvolveu um modelo de elementos finitos
baseado na teoria classica de placas laminadas. Neste trabalho, é apresentado um modelo de
elementos finitos, baseado na teoria de deformacéo de corte de 32 ordem de Reddy [9],
desenvolvido para a andlise do controlo activo em dindmica linear de placas integrando
sensores e actuadores piezoeléctrico na forma de laminas coladas na superficie das estruturas.
Este modelo permite tomar em consideracéo os efeitos das deformacdes de corte sem requerer
0 uso de factores de correccdo de corte, e € aplicavel na andlise de estruturas com elevada
anisotropia, finas e semi-espessas.

E usado um elemento placa/casca triangular plano de 3 nds, com 24 graus de liberdade
referentes ao vector de desocamentos generalizados, e em cuja formulagéo se introduz 1 grau
de liberdade referente ao potencial eléctrico, por cada camada piezoeléctrica do elemento. E
utilizado método de Newmark, Bathe [10], para a solucdo iterativa das equagdes de equilibrio.

2. CAMPO DOSDESLOCAMENTOSE DEFORMACOES

No modelo de elementos finitos desenvolvido, os desocamentos u,v no plano (X,y) séo
funcdes cubicas da coordenada segundo a espessura, € 0 desocamento transverso w constante
segundo a mesma coordenada, satisfazendo a condicéo de se ter tensdes de corte transversais
nulas nas superficies superior e inferior, 0 que é equivaente a requerer-se que as
correspondentes deformactes se anulem naquelas superficie9].

4 ¢ Twg
u(x,y,2) = ug(x,y)- zay(x,y) +2° ﬁéqy(x’y)' ‘oné

4 é \
v(x,y,2) = vo(x,y) +zay (x,y) + 2° 2§ (xy)- ﬂﬂvioé @

w(x,y,z) = wy(x,y)
onde u,, V,, W, sd0 os deslocamentos dum ponto genérico da superficie média do laminado
nas direcgOes dos eixos X, Y, z, gy € g, S3o asrotagdes danorma a superficie média, em

torno dos eixos x ey, respectivamente, e fw/Tx e fw/fy sdo as inclinagdes da tangente a
superficie média deformada com os eixos x ey respectivamente.
As componentes das deformagdes associadas com os deslocamentos da equacdo (1) sdo:

.}.ém +Z2 &+ 6, u
[P y=Z e @)
1€ tZ76& b

ondeZ éuma matriz apropriada contendo poténciasde z (z" comn=0,...,3).

As componentes do vector € sdo dadas por
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onde c, =4/h?

3. LAMINADOSPIEZOELECTRICOS. RELACOES CONSTITUTIVAS.

Assumindo que uma placa compdsita é constituida por vérias laminas, incluindo as l&minas
piezoeléctricas, a equacdo constitutiva duma lamina ortotropica do substrato €

s=Qe (4)

e as equacdes constitutivas dum meio piezoeléctrico deformavel, ligando os campos eléstico e
eléctrico sdo, Tiersten [11]:

-eE (5)

ol

5=Q

D=g'

ol

+pE (6)
— _ T . — _ T ~
onde s = { Sy Sy Sy Iy 1 yz} ee= { €& © Oy O« gyz} S80 0s vectores das

tensdes e das deformacdes elasticas, respectivamente, Q é amatriz congtitutiva, € é amatriz

dos coeficientes piezoeléctricos, E o vector do campo eléctrico, D o vector do deslocamento
eléctrico e p a matriz dos coeficientes dieléctricos, no sistema de eixos loca (x,y,z) do

elemento laminado, e dados em Reddy [9].
O vector do campo eléctrico E, é o gradiente negativo do potencial eléctricof nalaminak

E=-Nf 7)

E={0 0 E;} 8
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E, =-f/t, 9)

O vector das deformagdes em electro-elasticidade pode ser escrito na forma seguinte

~ 1 el
€ =i —v 10
g (10)
As equactes congtitutivas (5) e (6) podem entdo ser escritas na forma:
. 160 _éQ eule-u_ ..,
S=igy=er i =y=Ce (11)
iDp & -pui- Ep

4. FORMULACAO POR ELEMENTOSFINITOS.

Neste trabalho usa-se um elemento finito ndo conforme de alta ordem com trés ndés e oito
graus de liberdade por né. Os deslocamentos e rotacdes Sdo expressos em termos das variavels
nodais através de fungdes de formaN, , dadas em termos das coordenadas de éreal; [12]:

u:Z(_éslNidi):ZNa (12)
i=
d:_égNidi:Na (13)
com -
21 00 0 -2z 0 - z+7% 03
Z=0 10 -72%, 0 +z-7Z% 0 0g (14)
gO 01 0 0 0 0 OH
d; :iuo Vo Wo‘%%qx dy 9 gi (15)
As deformagdes definidas pelas expressdes (3) podem entdo ser escritas na forma:
€,=BMa
€, =B"a
&, =BPa (16)
e, =B°a
e, =B%a
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onde as sub-matrizes das relacdes deformaces-deslocamentos,B™, B®, B™®, BSe B™ sio
dadas em [13].
O campo eléctrico é dado por:

E=-B'f (17)

f

ondeB" éamatriz campo eléctrico — potencial, dada por

dt, L 0
B =31 O
€0 L 1t

(18)

j e ey ey end

As equacdes da dindmica sdo derivadas do principio de Hamilton. Para laminados é dado por:

PN 2 h T Tt e?
Ql.é é@qk dé' C, edz dA® —@q,lk dé rk&dsz B ofdudV+0TdudS+aF du; +

fK=1 gae A ' (19)
oQ dfds%dt 0
Entrando com as equagdes (11) a (18) na equagdo (19), tem-se,
éN x ‘aT A MeC UT AC) A 11 ép mec ua
83 Sodr aiy £ 05 EY (1u: jazda - N (&1,
185 B ™ ifh 80 B'g @ -pas O gt I (20)

gr, 27 dz)N da)+ el NT da+ odfal NTtds+a{a F, +oQ df dS Ldt=0
- \Y S S u

Ao primeiro e segundo termos do primeiro membro da equacdo (20), correspondem as
matrizes de rigidez e de massa do elemento, respectivamente dadas por

&y Kuf u

= A
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M= oNT 2 he 5T
=oN (& re@* Z Z dz)N dA (22
A k=1 k1
sendo os elementos da rigidez mecénica, piezoeléctrica e dieléctrica dados por:
N
A= 4 [q;H
K=1

[B D]= g [E?inz E?in4]
K=1

C Eu_ N &Q;H H
ié: s: é é?] 3 QlJ 5 (23)
& G k=1gQjjHs Qin7g
As Csu_ N 95 Hi QmHsl
& Esl 80, H Hs
&s Esq Kléle 3 QmHs(g
. NP
A =34 _j Hl
k=
NP
B = é. _J H2 (24)
k=1
NP
D=4 & Hy
k=1
. NP
A = 4pazH; (25)
k=1
- n n
H, —(zk - zk_l) n (26)

onde i,j=1,2,6 and I,m=45 ; n=1,2,3,4,5 7, N éo nimero de laminase NPéo
nimero de laminas de material piezoeléctrico.

Ao terceiro termo da equacdo (20), corresponde o vector de carga eléctrica aplicadaF(A) , €0
vector de forgas mecéanicas exteriores aplicadas, o qual é definido por:

FIC = oNT fdA +oNTt dS+F, (27)
V S

onde f sdo forgas de volume, t forgas de superficie, eF. forcas concentradas.

As matrizes de rigidez e de massas, assim como 0 Vvector das forgas exteriores sdo inicialmente
obtidas no sistema de coordenadas locais. Para obter a solucdo de estruturas genéricas, sao
feitas as transformacdes de coordenadas locais para globais, Zienckiewicz [12]. Depois destas
transformacdes, o sistema de equacdes no referencial global €
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Assumindo que tanto os sensores como 0s actuadores piezoeléctricos estdo colados nas
superficies da estrutura, o vector dos potenciais eléctricos é subdividido em dois componentes,

a dos sensores & e a dos actuadores f®). A carga eléctrica exteriormente aplicada nos

sensores € zero. Separando as componentes dos actuadores e dos sensores, 0 sistema de
equacdes (28) toma a forma seguinte:

(28)

@)(D)£

Mool {8+ K o] Lo+ k9] {1®)={roe - k@ 1@ ] (29)
[k @] {r@}={Fm} (30)
ke {q}+[K§?’] {1®}={0 (31)

Da ultima destas equagdes, 0s potenciais eléctricos {f (5)} induzidos nos sensores sdo obtidos
do seguinte modo:

=- [K (S)] [K % (32)

5. DINAMICA LINEAR

A carga em cada sensor, com polarizagdo na direccéo da espessura, pode ser expressa em
termos de integracdo espacial do deslocamento eléctrico sobre a sua superficie, tendo em
consideracdo que o efeito piezoeléctrico reverso € desprezavel, Samanta et a. [7]. Tem-se
entdo

QO (1) = 0D (t)dA——g o D (t)dA + o Dz(t)dAg (33)
A(z=zy) A(z=2y41) s!

Da equagdo (6), a Ultima equacdo pode ser escrita como segue
Q¥ =ce" e da (34)
A
ou naforma discretizada
Qo) =" 8™ dA){a} = k® (35)

A corrente na superficie do sensor é dada por

dQ S

I(t) = (36)
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aqual pode ser convertida em diferenca de potencial do sensor f ©© em circuito aberto
©®
£ = G dQT (37)

onde G (= R,,resistenciadoamplificador)é o ganho constante do amplificador, o qual

transforma a corrente do sensor em diferenca de potencial.
A diferenca de potencial dos sensores pode alimentar os actuados através dum amplificador e
com uma mudanca de polaridade. Tem-se entéo para a diferenca de potencial dos actuados:

©)
fA) =.G,G, dQ (38)
dt
onde G; € o ganho do amplificador parareaizar o controlo.
A diferenca de potencial dos actuados, escrita na forma discretizada, € entdo dada por
fA) =.GG [K (S (39)
Substituindo a equacdo (39) na equacdo (29), obtém-se a equacdo do movimento:
Ml (8- oo @ k2] @ il k@l ko]%a-{rrol @
Para amortecimento do tipo Rayleigh , esta equagéo toma aforma:
[M uu]{ } CR +CA +%Kuu] [K (S)] [K (S)] [K (S) : Fer;g?c(t)} (41)
sendo
CR =aM uu +bKUU (42)

onde a e b sdo os coeficientes de Rayleigh, e 0 efeito de amortecimento devido ao controlo
activo é dado por:

Ca :-GiGC[K(A)] [K(S) (43)
A solucdo da equacdo (41) é obtida usando o método directo de Newmark, Bathe [10].

6. APLICACOES
6.1. Viga compdsita adaptativa com controlo activo.

Uma viga encastrada-livre (Figura 1) feita de graphite-epoxy, com sequéncia de laminacéo
[a/ 0°/90°/90°/0°/ s] , onde a e s representam as laminas actuadora e sensora feitas de PVDF
coladas nas superficies superior e inferior da estrutura principal, foi modelada por uma malha
(5x1) de elementos finitos (10 elementos triangulares). As propriedades mecénicas e
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piezoeléctricas do PVDF s8o E;=E, =2 GPa, G5=0775GPa Gj3 =Gy3 =0.775GPa,
n;, =0.29, r=1800kg/m’, t=0.1x10° m, ps; =1.062x107'°F/m, e, = €5, = 0.046 C/m?, e
as propriedades mecénicas da graphite-epoxy sdéo E, =98GPa, E, =7.9GPa,
Gy, =5.6GPA, n;, =0.28,r=1520 kg/m®, e tém espessura 0.125x10° m. As dimensbes da
viga sdo: comprimento L=0.1 m e largura b=0.005 m. Os coeficientes de amortecimento de
Rayleigh sB a =1.0x10"% e b=9.6x10°. A viga é sujeita a uma carga transversa
harmonicamente variavel q(t) =q sin2pf t, onde g = 7.5 N/m? é uma pressio uniformemente

distribuida. Para uma carga sinusoidal com frequéncia f=10 Hz, a Figura 2 mostra a resposta
w da ponta da viga no primeiro modo de vibragéo, respectivamente para 0s casos de nao
controlo e controlo activo. Observa-se claramente o efeito obtido com o controlo

G,G, =1.0x10%,

Figure 1. Vigaencastrada-livre com actuadores e sensores colados nas superficies superior einferior.

0.00015

——nédo controlada = controlada

=l A AR AL
siAR AR

-0.00015

w (m)

Tempo (9)

Figure 2. Efeito do controlo activo na respostaw, f=10 Hz
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As Figura 3 e 4 mostram a diferenca de potencial induzida no sensor e e aplicada no actuador,
colocados no elemento 1, onde se observa que estas variam com a vibragdo da viga, e que 0
seu periodo de variagdo € 0 mesmo do periodo de vibragdo da estrutura.

—— Potencial no sensor

s
>
-0.25
Tempo (9
Figure 3. Diferenca de potencial no sensor, =10 Hz
900
Potencial no actuadgr
600
s o ‘
> V v (\7 \/ v \j v \/ v \/ |
-300
-600
-900
Tempo (s)
Figure 4. Diferenca de potencial no actuador, f=10 Hz
0.002 -
o001 | ——néo controlada
= controlada
0.001
=N
E 0 VA T T " —
= -0.0005 ¢ VO‘S(/ ‘U .1 .15 0l12
-0.001
-0.0015 -
-0.002

Tempo ()

Figure 5. Efeito do controlo activo na resposta w, =50 Hz
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Para uma carga sinusoidal com frequéncia f=50 Hz, a qual é muito proxima da 12 frequéncia
natural daviga, a Figura 5 mostra as respostas w néo controlada e controlada, onde o efeito do

controlo activo G;G, =1.0x10'! é agoramuito mais evidente.

12. CONCLUSOES

O modelo de elementos finitos baseado na teoria de deformacéo de corte de 32 ordem,
foi desenvolvido para ser aplicado em estruturas laminadas, integrando sensores e
actuadores piezoeléctricos na forma de I&minas ou patches.

O modelo desenvolvido foi aplicado no amortecimento activo de estruturas simples a
vibrarem sob a ac¢do de forcas superficiais harmonicamente variaveis.

Os resultados obtidos mostram que o modelo desenvolvido permite andisar o
controlo activo de vibragdes forgadas de estruturas do tipo placa.
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