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1 - Introduction 

Le Procambarus clarkii est une espece d'ecrevisse d'eau douce, originaire 
du nord-est du Mexique et du centre et du sud des USA (Huner, 1981) qui 
s'est maintenant rapandue pratiquement sur tout le globe a !'exception de 
I' Australie et de I'Antartique (Huner, 1981; Laurent, 1986; Hobbs, 1989}. Au 
Portugal, elle est reperee pour Ia premiere fois en 1981 (Ramos et Pereira, 
1981) et des etudes publiees en 1989 indiquent deja une phase d' expansion 
tres nette, marquee tant par l'elargissement de ses aires de distribution que 
par le prolongement de sa periode de reproduction. 

Le pouvoir d'adaptation de cette espece a de grandes fluctuations de 
l'environnement se caracterise par Ia survie dans des systemes assez differents 
du point de vue biologique et par une enorme capacite de reproduction. Au 
Portugal, elle vit en particulier pres de barrages destines essentiellement a 
!'irrigation de terrains cultives. Mais en creusant le sol, elle provoque des 
dommages, ou meme Ia destruction des cultures agricoles pratiquees sur les 
terrains voisins des barrages {Adao, Morais et Pinto, 1990}. L'acces a ces 
surfaces s'effectue surtout par le biais des canaux d'irrigations, leur 
engorgement etant meme parfois constate pendant l'arrosage. On observe 
d'ailleurs aussi des dommages sur des terrains maralchers, et ce a travers le 
sol, mais les degats sont neanmoins beaucoup plus graves sur les terrains 
irrigues que sur les terrains cultives au sec. 

Le nombre de regions ou ce phenomene est deja considere comme un 
fleau est en augmentation et il fait !'object de reglementations appropriees ayant 
pour but d'en empecher Ia proliferation et Ia dissemination. 

La croissance rapide de cette espece oblige done a Ia controler, pour eviter 
que les degats qu'elle commet en se repandant dans les champs cultives ne 
soient trop importants. C'est d'autant plus indispensable, que les agriculteurs 
qui ont maintenant pris conscience des risques, menacent de se defendre en 
utilisant massivement des pesticides extremement destructeurs des especes 
piscicoles et tres nocifs pour les oiseaux, substituant ainsi un desequilibre 
ecologique a un autre. Deja, au Printemps 1990, les agriculteurs de Ia region 
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du Mondego ont eu recours a des pesticides et, en 1991, Lisbonne a vu 
manifester des riziculteurs en colere. 

Pour permettre ce controle, les canaux d'irrigation peuvent etre equipes 
de systemes de capture automatique en utilisant, avec quelques adaptations, 
les appareils hydrometriques ou electriques destines a Ia retention des rameaux, 
feuilles, algues, ... pouvant d'ordinaire gener le fonctionnement normal du reseau 
d'irrigation. Toutefois ces moyens peuvent se reveler insuffisants et les autorites 
ont alors Ia possibilite d'autoriser Ia peche dans le lac pres du barrage. 

Cette peche est pratiquee dans le cadre d'activites recreatives et en fixant 
des quotas, les autorites peuvent en faire ainsi une veritable variable de 
controle, ce qui n'est pas le cas du systeme de capture dans les canaux, qui, 
fonctionnant automatiquement a un rendement qui depend de Ia taille de Ia 
population d'ecrevisses. 

Entin, le probleme pose par Ia gestion de cette espece d'ecrevisse a une 
autre dimension economique que celle du cout des dommages causes, dans 
Ia mesure ou le produit de Ia capture, que ce soit dans les canaux ou pres du 
barrage est vendu sur le marche permettant ainsi aux autorites de compenser, 
au moins en partie, les depenses en personnel, necessaire a l'entretien des 
canaux et a Ia surveillance des abords du barrage. Le Procambarus clarkii est 
en eftet a Ia fois un produit de consommation finale, en plats cuisines, surgeles 
ou frais et un produit de consommation intermediaire qui intervient dans Ia 
fabrication d'aliments pour animaux, de medicaments (extraction de carotenes) 
ou d'amorces pour Ia peche. 

Neanmoins, toutes les donnees necessaires a une application specifique 
a des cas Portugais n'existent pas encore, que ce soit dans le domaine 
biologique ou le domaine economique. On ne connait pas, par exemple, Ia 
taille des populations ou les taux de natalite et de mortalite, ni les estimations 
concernant les degats economiques provoques par le Procambarus Clarkii, etc. 
Notre modelisation bioeconomique est done une approche theorique de Ia 
gestion conditionee d'une population d'ecrevisses vivant pres d'un barrage. 

II s'agit alors de definir une politique generale de quotas qui evite a Ia 
population d'ecrevisse de depasser le seuil critique au-dela duquel les degats 
causes aux cultures ne seraient plus acceptables. 

La premiere partie du papier est consacree a Ia description des 
caracteristiques biologiques et economiques du probleme, ce qui nous permet 
dans une deuxieme partie de le resoudre dans le cadre d'une modelisation 
ayant recours a Ia theorie du controle optimal. Notre modele, quoique tres 
simple, est cependant suftisamment general pour etre compatible avec un grand 
nombre de specifications, concernant tant Ia fonction de reproduction naturelle 
de la.population que celle modelisant Ia capture automatique dans les canaux. 
Dans ce cadre, nous caracterisons Ia politique optimale de quotas et analysons 
ses proprietes en fonction de Ia taille initiale de Ia population. 

Entin, nous discutons en conclusion un certain nombre d'hypotheses faites 
au cours de notre travail. 

2 - Les donnees biologiques et economiques 

II existe, aproximativement, 400 especes d'ecrevisses dans le monde, qui 
occupent des biotopes varies depuis les eaux tropicales jusqu'aux lacs de 
montagne (on en trouve a 2200 m d'altitude) et aux regions polaires. Parmi 
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ces especes, Procambarus clarkii est Ia plus recherchee. Elle prolifere dans 
les barrages d'eau douce et dans Ia plupart des ecosystemes aquatiques. En 
1985, dans les marais de Louisiane, les captures atteignent 55 000 tonnes par 
an, soit 85% du marche mondial. La seule reproduction naturelle de l'espece 
permet une capture moyenne superieure a 200 kg/hab./an, quant a l'elevage, 
il autorise des recoltes (couplees avec du riz) de 1 tonne/ha./an (Roqueblo, 
de Hureaux, 1989. 

Au Portugal, on le repere, pour Ia premiere fois, en 1979, dans Ia reviere 
Caia, appartenant au bassin hydrographique du fleuve Guadiana, certaine­
ment en provenance des terrains voisins du sud de L'Espagne, sans que l'on 
sache si cette introduction est naturelle ou le fait de l'homme (Ramos, Pe­
reira, 1981). 

A partir de ce bassin hydrographique, en 1986, l'espece etait disseminee 
dans le sud du Portugal, notamment dans les cultures de riz pres de Elvas, a 
Ia frontiere espagnole, mais aussi dans le bassin du Tage et en 1987 on Ia 
signale dans Ia region du Baixo Mondego, au centre du pays (Marques et 
Anastacio, 1988). 

Depuis 1989, on est dans une phase d'expansion tres acceleree, 
caracterisee tant par l'elargissement de ses aires de distribution que par le 
prolongement de sa periode de reproduction (Adao, Morais et Pinto, 1990). 
Aujourd'hui, sa culture est interdite et !'augmentation de ses aires n'est plus 
due qu'a des introductions sauvages. La figure 1 donne une idee des principales 
zones de developpement de l'espece. 

Cette expansion s'explique par le mode de reproduction de l'espece. Une 
femelle donne de 200 a 750 oeufs suivant Ia taille. La longueur minimale de 
reproduction est d'environ 5 em, atteinte en 6 a 12 mois. Une femelle peut 
reproduire deux fois par an. Dans de bonnes conditions, le vitesse de 
croissance de cette espece est assez impressionnante. Des mesures faites a 
Bordeaux, sur un lot de jeunes Procambarus clarkiis maintenus a 20-22QC 
montrent que deux mois apres l'eclosion, Ia taille moyenne est deja de 3 em, 
les individus les plus grands pouvant atteindre 6 em. Entin, !'augmentation de 
Ia temperature provoque un accouplement supplementaire, ce qui peut faire 
trois reproductions par an au lieu de deux normalement. 

II s'agit done d'une espece rapidement proliferante et de plus tres 
resistante. II a fallu 15 mois de secheresse dans le sud de I'Espagne pour 
observer les premiers cas de mortalite. Pendant ces periodes, le Procambarus 
clarkii creuse les terrains jusqu'a un metre de profondeur. De plus, ce n'est 
qu'au bout de cinq jours de sejour dans des atmospheres pauvres en oxygene 
(0,5 mg/1) que les individus les plus faibles (les plus jeunes) commencent a 
mourir. Entin, l'espece resiste a tous les traitements a base de pesticide s'il 
sont appliques a des doses normales. 

Cette expansion rapide et le mode d'habitat de l'espece expliquent les 
dommages causes aux cultures. Le Japan, Hawai, les USA, I'Espagne subissent 
des dommages, en particulier dans les rizieres. Aux USA, des remises en etat 
de certaines cultures ont entraine des couts de 250 000$. La seule estima­
tion connue pour !'instant au Portugal, pour Ia region du Mondego, porte sur 
2700$/ha. Meme si on peut penser qu'elle est surestimee, car emanant des 
cultivateurs concernes, elle n'en indique pas moins un ordre de grandeur non 
negligeable au niveau d'une exploitation agricole. 
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3- Le modele 

Nous traitons ici de Ia gestion de Ia reproduction du Procambarus clarkii 
par une autorite centrale, par exemple Ia direction d'un barrage construit pour 
irriguer des cultures et confrontee aux degats causes par le developpement 
de l'espece. 

On note q(t) Ia population d'ecrevisses a Ia date t et F(q) (1) sa fonction 
de croissance naturelle sur laquelle on fait les ecrevisses classiques suivantes: 

II existe une taille qM pour laquelle les ecrevisses se reproduisent a un 
rythme maximum, soit F'(q~ = 0. Pour q < qM (resp. >) on F'(q) > 0 (resp. <). 
Entin, P'(q) < 0 et F(O) = 0. 

La quantile d'ecrevisses capturees automatiquement dans les canaux 
d'irrigation est simplement fonction de q(t) et on notera c(q) cette quantile. On 
suppose c(O) = 0, c'(q) > 0 et c"(q) < 0 ce qui s'explique par un rendement 
marginal decroissant de Ia capture automutique lie a !'engorgement croissant 
avec Ia taille de Ia population. 

Ouand Ia taille de Ia population est <<faible", on fait I' hypothese que Ia 
reproduction naturelle de Ia population se fait plus rapidement que Ia capture 
dans les canaux (2). Entin, il y a une limite a Ia capture dans les canaux 
inferieure a Ia reproduction maximum de Ia population sinon il n'y aurait pas 
vraiment de probleme de contr6le de l'espece. 

Sous ces hipotheses, Ia figure 2 represente les fonctions F(q) et c(q). On 
note q Ia taille de Ia population pour laquelle F(q#) = c(q#). 

FIGURE 2 

Outre le systeme de capture automatique dans les canaux, les appareils 
de capture plus utilises sont Ia nasse et des filets speciaux. Les autorites 
peuvent recourir a une politique plus souple de quota, en permettant l'acces 
au lac de retenue a des pecheurs. On notera b(t) Ia quantile d'ecrevisses que 
les autorites souhaitent voir capturee a Ia date t et pour laquelle ils donnent le 
droit de pecher. On a 0 < b < if! ou if! est le quota maximum possible, 
determine de fa<;on exogene, par exemple pour des raisons biologiques liees 
a Ia reproduction de l'espece. Au Portugal Ia <<Portaria" 297/90, s'appuyant 

(1) On omettra Ia variable t chaque lois qu'il n'y a pas risque de confusion. 
(2) Autrement dit, c'(O) < F'(O). Nous reviendrons sur cette hipothese en conclusion. 
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sur Ia <<Portaria» 223/88 qui classe le Procambarus Clarkii comme une espece 
proliferente et agressive, elargit les zone de peche sensibles en autorisant Ia 
capture dans les lieux ou Ia peche professionelle est interdit. Pour garantir un 
equilibre des effectifs aquicoles indigenes et pour eviter des dommages aux 
agriculteurs, Ia <<Portaria» 1054/90 autorise Ia peche sportive et Ia peche 
professionelle. Dans les deux cas on doit utiliser un maillage minimum de 2 em 
dans Ia diagonale. 

On en deduit !'equation d'evolution de Ia population d'ecrevisses: 

(1) q = F( q) - c( q) - b q(O) = qo 

Les ecrevisses captures, que ce soit dans les canaux ou dans le lac de 
retenue sont vendues par les autorites au prix de marche p, que nous poserons 
egal a 1 par convention. Ces recettes couvrent ainsi au moins une partie des 
frais occasionnes par le fonctionnement du barrage ( entretien du systeme 
d'irrigation, surveillance du lac ... ) que sont essentiellement composes des 
salaires des fonctionnaires attaches au barrage et qui sont done des couts 
fixes. Les autorites doivent done simplement chercher a maximiser leurs recettes 
actualisees au taux 8, ce qui conduit au probleme suivant: 

Max J e-M(c(q) + b)dt 
0 

q = F( q) - c( q) - b q(O) = qo 

On note n(t) Ia variable adjointe associee a !'equation d'evolution (1). Du 
fait de Ia linearite du probleme par rapport a Ia variable de contr61e b, on a une 
solution de type «bang-bang» donnee par: 

(2) 
b = b"' si n < 1 
0 ::;; b ::;; b"' si n = 1 
b = 0 si n > 1 

D'autre part, le principe de Pontryagin nous indique que n doit verifier 
!'equation differentielle suivante: 

(3) ic = 8n - c'(q) - n [F'(q) - c'(q)] 

Les relations (1), (2) et (3) vont nous permettre de decrire Ia solution 
optimale du probleme en nous plac;ant dans l'espace de phases du plan (q,n). 

Considerons tout d'abord le cas n < 1. 
Dans ce cas, b = b"' et on a le systeme differentiel suivant: 

q = F(q) - c(q) - b"' 

~ = n[d - F'(q) + c'(q)] - c'(q) 
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q:::: 0 est defini par F(q)- c(q) =if!. On supposera que bm est superieur 
au maximum par rapport a q de F(q)- c(q), sinon cela voudrait dire que le 
quota le plus haut autorise if! n'empikhe pas Ia croissance de Ia population 
de langoustines, rendant par Ia le contr61e peu efficace. 

Sous cette hypothese, on a done q < 0 pour q > 0 quand n < 1 . Pour q = 0, 
F( q) = c( q) = 0, done b = 0 puisqu' il n'y a rien a pee her et q = 0. 

L'etude de 1t = 0 est plus delicate. n est alors defini comme une fonction 
de q par: 

(4) n(q) = c'(q)/[8 - F'(q) + c'(q)] 

D'ou: 

(5) drrJdq = [(8 - F'(q))c"(q) + c'(q)F"(q)]/[8 - F'(q) + c'(q)F 

Soit alors q* tel que F'(q*) = 8, d'ou n(q*) = 1. On va etudier les variations 
de n(q) selon Ia position de q par rapport a q*. 

Pour q > q*, F'(q) < 8 et les hypotheses faites sur F(.) et c(.) assurent que 
drcldq < 0. Done n(q) decrolt a partir de 1. 

Pour q < q*, le numerateur g(q) dans Ia relation (5) este compose de deux 
termes, l'un, (8- F'(q))c"(q) est positif, !'autre c'(q) F"(q) est negatif. Toutefois, 
g( q) est continue et g(q*) < 0, done g(q) reste negatif dans un certain voisinage 
de q*. Nous ferons !'hypothese que 0 appartient a ce voisinage. Dans ces 
conditions, dnldq < 0 pour q < q* e). 

Entin, pour n < 1 fixe, dic!dq =- n F"( q) + (n- 1 )c"( q) > 0 d'ou le sens des 
fiE~ches sur Ia partie du diagramme des phases donnee dans Ia figure 3 et 
correspondant a !'etude cidessus. 

FIGURE 3 

1t 

. 
1t = 0 

L-----~---------------------------L--+ q 
q' q# 

e) Nous renvoyons en annexe une discussion plus approfondie sur cette question. 
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Considerons maintenant le cas n > 1. 
Dans ce cas, b = 0 et on a le systeme differentiel ci-dessous: 

q = F(q) - c(q) 

ic = n [8 - F'(q) + c'(q)] - c'(q) 

L'etude de ic = o a deja ete faite precedemment et on sait que n(q) est 
decroissant et superieur a 1 pour q < q* et que si n est fixe, c£cldq est posifif 
a partir d'une certaine valeur de q ce qui assume ic > 0 a droite de ir: = 0. 

D'autre part, on a q = 0 pour F( q) = c( q) so it q = q!f et si q > q# (resp. <), 
F( q) < c( q) (resp. >) (voir figure 2}. 

Entin, q* < qM puisque F'(q) > 0 et qM < qli par hypothese. D'ou Ia partie 
de diagramme des phases de Ia figure 4. 

FIGURE 4 

~----~--------------------------~--·q 
q' q# 

II reste a etudier Ia solution singuliere detinie par n: = 1 et qui conduit au 
systeme differentiel suivant: 

q = F( q) - c( q) - b 

1i: = n[8- F'(q)] 

TI: = 0 pour q = q* et q = 0 quand b = F(q)- c(q). Ainsi, pour chaque valeur 
de q entre 0 et q# il existe une valeur de b telle que q = 0, q devenant negatif 
pour q> q#. 

La figure 5 resume !'ensemble de l'etude precedente et represente Ia 
trajectoire optimale de long terme. 
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FIGURE 5 
7t 
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Nous pouvons maintenant decrire Ia solution optimale et en donner une 
interpretation economique. 

Comme il est usuel, 1t represents le prix implicite de l'ecrevisse a Ia date 
t et en mesure Ia rarete relative. Si Ia taille initiale de Ia population %est egale 
a q*, le gestionnaire est indifferent entre laisser l'ecrevisse marginale dans le 
lac ou Ia pecher pour Ia vendre sur le marche, puisque le rendement des deux 
options est le meme, 1t etant alors egal a 1. De plus, en choisissant le quota 
optimal b* = F(q*) - c(q*) le niveau q* est soutenable indefiniment. 

II y a evidemment peu de chance pour que % soit justement egal a q*, 
aussi Ia solution precedents est-elle peu probable et on doit distinguer deux 
cas selon Ia valeur de %: 

Si %< q*, l'ecrevisse est relativement rare et son prix implicite est 
superieur au prix de marche. Le systeme automatique de cap­
ture est suffisant pour eviter une crossance trop forte de Ia 
population qui augmente regulierement et tend vers q*. II est 
done inutile de recourir a une ponction supplementaire dans le 
lac, d'ou le quota optimal b* = 0; 

Si q0 > q*, Ia situation est inversee, l'ecrevisse est trop abondante, 
son prix implicite est inferieur a son prix de marche et le systeme 
automatique peut etre insuffisant pour reduire Ia taille de Ia 
population a son niveau optimal de long terme q*. II est done 
necessaire d'autoriser l'acces au lac, le quota optimal etant le 
plus eleve possible, soit lJ"I. On peut noter que si les activites 
recreatives ne suffisent pas a atteindre le quota optimal, les 
fonctionnaires attaches au barrage peuvent suppleer a l'action 
des pecheurs, permettant ainsi d'obtenir Ia quantite desiree. 

La solution donnee par notre modele est ainsi tres simple (4) et demande 
pour etre operationnelle d'avoir juste une bonne estimation de % et de q*. Ce 

(4) Nous etudions en annexa um modele introduisant una contrainte supplementaire sur Ia 
gestion de Ia ressource sans que Ia solution en soit fondamentalement modifiee. 
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dernier depend de F(.) et de 8, tandis que %depend de Ia croissance naturelle 
de l'espece et de l'efficacite du systeme de capture automatique, scient F(.) et 
c(.). On voit done que les donnees du probleme a resoudre se limitent d'une 
part a Ia connaissance des formes fonctionnelles de ces deux fonctions, ce 
qui releve d'etudes biologiques pour Ia premiere et d'ingenierie pour Ia seconde, 
et, d'autre part, au choix d'un taux d'actualisation, sachant que plus ce taux 
est eleve, plus q* sera faible et done plus on aura de chances d'avoir une 
politique de quota optimal egal b"'. 

4 - Conclusion 

Nous avons done montre qu'il serait possible de gerer de fa9on optimale 
le Procambarus clarkii pour eviter qu'ils ne generent des nuisances trop fortes 
dans les cultures avoisinnantes. Toutefois, Ia simplicite de Ia solution obtenue 
pourrait ne refleter qu'un certain simplisme des diverses hypotheses que nous 
avons ete amenes a poser. Aussi allons-nous en conclusion revenir sur 
certaines d'entre-elles. 

Gelles sur Ia fonction de croissance naturelle sont habituelles dans Ia 
litterature et correspondent a ce que l'on sait sur Ia reproduction des 
langoustines (en particulier concernant le taux de croissance rapide initial), et 
nous avons deja justifie celles faites sur Ia capture dans les canaux. II nous 
reste alors quatre hypotheses specifiques a notre modele et susceptibles d'etre 
discutees. 

Nous renvoyons en annexe Ia discussion de !'hypothese sur le 
comportement de Ia fonction g( q) qui no us a conduit a notre diagram me des 
phases. 

Que Ia capture dans les canaux soit bornee semble devoir se passer de 
justification, mais il n'en est pas de meme sur Ia valeur de Ia borne elle-meme. 
Nous avons suppose dans le texte qu'elle est inferieure au maximum de 
reproduction de Ia population, ce qui impliquait q# > cf et done q* < q#. En 
fait, le point important est de connaltre Ia position de q* par rapport a q#, ce 
qui ne depend plus de !'hypothese precedente (qui est done simplement 
suffisante) mais de F(.), de c(.) et du choix du taux d'actualisation. Toutefois, 
compte tenu de Ia rapidite de Ia croissance des Procambarus clarkii et de 
l'efficacite relative du systeme de capture dans les canaux, Ia situation Ia plus 
vraisemblable est q# superieur a cf. 

Nous rappellerons ici pour memoire que !'hypothese que le quota maximum 
autorise bm est superieur au maximum par rapport a q de F(q)- c(q) nous 
semble acceptable dans Ia mesure ou b"' est exogene et peut toujours etre 
choisi de cette maniere, un choix different indiquant qu'on peut se trouver dans 
des situations ou il n'est plus possible de controler efficacement Ia population. 

II reste enfin !'hypothese sur F'(O) et c'(O) qui, dans notre modele, impli­
que !'existence d'une seule valeur q# pour laquelle F(q) = c(q). La encore, cette 
hypothese est justifiee par Ia comparaison entre Ia croissance extremement 
rapide des Procambarus clarkii et Ia faible efficacite de Ia capture dans les 
canaux. 
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Au dela de Ia definition, quelque peu abstraite, d'une politique de gestion 
de Ia ressorce au travers de Ia mise en place d'une reglementation basee sur 
des quotas, notre modele nous a permis de faire ressortir les elements sur 
lesquels on devait porter l'effort pour Ia concretisation de cette politique. En 
effect, comme nous l'avons deja souligne en introduction, dans l'etat actuel 
des donnees biologiques et economiques disponibles sur le Procambarus 
Clarkii, il n'est pas encore possible de se livrer a une etude appliquee plus 
concrete de ce probleme de gestion. 

D'une part, il est necessaire de definir le plus precisemment possible les 
formes fonctionnelles F(.) et c(.), sans doute variables avec les lieux geogra­
phiques d'implantation de l'espece. C'est d'autant plus indispensable, qu'au 
Portugal, i1 n'existe pas encore de travaux publies sur ce sujet. 

D'autre part, une bonne connaissance de Ia taille initiale de Ia population 
%. au moment ou Ia reglementation est decidee, en liaison avec le choix d'un 
taux d'actualisation, est fondamentale pour Ia determination du quota optimal. 
La premiere exigence suppose le recours a des travaux empiriques d'estimation 
pres des barrages et Ia seconde est un probleme habitue! rencontre par les 
gestionnaires. 

Entin, Ia realisation des travaux precedents permettrait de fixer une borne 
inferieure au quota optimal bm, egale au maximum de F(q)- c(q), par rapport 
a q assurant ainsi l'efficacite de Ia gestion de Ia ressource. 

ANNEXE A-1 

Le modele traite dans notre papier peut etre complete par l'adjonction d'une contrainte 
supplementaire sur Ia taille de Ia population de langoustines. II est en effet possible d'avoir une 
connaissance a priori d'un niveau maximum qm au-dela duquel les degats ne sont plus marginaux 
et qu'il est done indispensable de ne pas depasser. 

Cela signifie que l'on doit ajouter au modele precedent une contrainte sur Ia variable d'etat 
de Ia forme q S qm. 

Deux cas sont a envisager (1): 
Dans le premier, qm > q# mais alors, pour q > q#, on a F(q) < c(q) done q < 0 quel que soit 

b, ce qui fait que qm n'est jamais atteint. 
II reste a trailer le second cas pour lequel qM < qm < q#. 
On note o le multiplicateur associe a Ia nouvelle contrainte, les conditions necessaires 

s'ecrivent alors: 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

q = F(q) - c(q) - b 

b = 0 si 11: > 1 
0 S b S bm si 11: = 1 

si 11: < 1 

o > 0 (= 0 si q < q"') 

7t = rr (o- F'(q) + c'(q)]- c'(q) + o 

Les conditions (1) et (2) etant les memes que precedemment, Ia courbe definie par q = 0 dans 
le diagramme de phases est inchangee. 

De meme si 11: > 1, b = 0 et on a toujours q < q* < qm done o = 0 et on obtient Ia me me courbe 
definie par ir. = 0 que dans le texte. 

(I) Le cas q1
'' < qM nous semble devoir etre ecarte au rnoins dans un premier temps. 
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Quand q depasse q* mais reste inferieur a qm, on a 0 = o et il n'y a toujours pas de 
changement, mais on a q = qm pour 0 > 0 et dans ce cas Ia courbe definie par ir. = 0 a pour 
equation: 

(5) rr (qm) = (c'(qm) - 0)/[o- F'(qm) + c'(qm)] 

Comme qm > qM, F'(qm) < o et le denominateur est positif, d'ou: 

rr (qm) < c'(qm)/[o - F'(q"') + c'(qm)] 

et il y a une discontinuite en qm par rapport au diagramme de phases precedent. 
En resume, on obtient le nouveau diagrame de phases de Ia figure ci-dessous. 

FIGURE 6 

~--------~--------------~------~----------·q 
q' q"' q# 

La trajectoire optimale de long terme a egalement ete representee sur Ia figure et on peut 
verifier que Ia solution optimale reste inchangee. 

ANNEXE A-2 

La construction du diagramme des phases nous a amene a faire intervenir une fonction 
g(q) = (o- F'(q))c"(q) + c'(q)F"(q) que nous avons suppose negative sur ]O,q*]. 

Pour des raisons de continuite, comme elle est negative sur [q*, + ~ [et que g(q*) < 0 elle 
reste negative dans un certain voisinage]q1,q*] et il en est de meme de drrldp. 

Done rr (q) > 1 pour q1 < q < q* et, toujors par continuite, rr (q) reste superieur a 1 dans un 
voisinage de q1 . L'hypothese faite dans le texte est que 0 appartient a ce voisinage. L'etude des 
conditions d'ordre mathematique permettant de justifier cette hypothese ferait intervenir les derivees 
troisiemes de F(.) et de c(.) ce qui rendrait difficile leur interpretation economique, aussi nous 
contenterons nous d'indiquer que ces conditions son! verifiees avec des specifications habituelles 
dans Ia litterature comme une fonction c(.) lineaire ou bien en prenant Ia fonction logistique de 
Schaeffer pour F(.) et une fonction logarithmique [du type Log(1 + q)] pour c(.). 
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