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“Modelling in science remains, partly at least, an
art. Some principles do exist, however, to guide the
modeller. A first, though at first sight, not a very
helful principle, is that all models are wrong; some,
though, are more useful than others and we should seek
those. At the same time we must recognize that eternal
truth is not within our gasp. A second principle is
not to fall in love with one model to the exclusion of
alternatives. Data will often point with almost equal
emphasis at several possible models and it is important
that the statisticians recognize and accept this. A third
principle recommends thorough checks on the fit of a
model to the data, for example by using residuals and
other statistics derived from the fit to look for outlying
observations and so on. Such diagnostic procedures
are not yet fully formalized, and perhaps never will
be. Some imagination or introspection is required here
in order to determine the aspects of the model that are
most important and most suspect.”

McCullagh e Nelder (1989)






Resumo

A determinacao de modelos, que engloba a selec¢ao e a validacao, é um dos problemas
importantes da estatistica. A abordagem bayesiana deste problema é o assunto tratado
nesta dissertacdo. Efectua-se uma revisao de alguns métodos de seleccdo e validacao
de modelos, propoe-se métodos de pesquisa do “melhor” subconjunto de covaridveis em
modelos de regressao e, através de estudos de simulag¢ao, compara-se a performance de
alguns critérios de seleccao de modelos.

Durante muitos anos, o factor Bayes foi a ferramenta bayesiana preferida para a
comparacao de modelos, pelo facto de possibilitar a inclusao da informacdo a priori
existente sobre o vector de parametros do modelo. Compara-se o factor Bayes com diversos
critérios de verosimilhanca penalizada, entre eles o critério de informacgido bayesiano,
o critério de informagao bayesiano estimado e o critério de informacao da deviance.
Como alternativa a seleccao de modelos sugere-se, em certos casos, a utilizacdo da média
ponderada de modelos bayesianos.

Nos problemas de seleccao de covaridveis em modelos de regressao, o niimero de
modelos a comparar é, de um modo geral, elevado. Neste caso particular de seleccao
de modelos, nao sendo vidvel a pesquisa exaustiva, propoe-se dois métodos bayesianos
de pesquisa do “melhor” modelo: os métodos de seleccdo progressiva e de eliminacao
regressiva de covaridveis via medidas de discrepancia. Dois exemplos, um de regressao
linear normal e outro de regressao gama, sao usados para ilustrar estes métodos de seleccao
de covariaveis.

Relativamente a validacdo de modelos, destaca-se a utilizacao do p-value preditivo a
posteriori e, em particular, do p-value de discrepancia, como medidas de adequabilidade
do modelo.

Palavras-chave: estatistica bayesiana, seleccio de modelos, validacdo de modelos,
seleccao de covaridveis, estudos de simulacao.
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Abstract

Model determination, which refers to model selection and validation, is an important
statistical problem. The Bayesian approach to this problem is the purpose of this thesis.
A review of some methods of model selection and validation is made. Search methods for
selection of the best subset of independent variables in regression models are proposed.
Simulation studies are made to compare the performance of some model selection criteria.

For many years, Bayes factor was the favourite Bayesian tool to compare models, since
it made possible the inclusion of existing prior information on the parameter vector of
the model. Bayes factor is compared with several penalized likelihood criteria, namely,
the Bayesian information criterion, the estimated Bayesian information criterion and the
deviance information criterion. In some cases, instead of model selection, the use of
Bayesian model averaging is suggested.

In variable selection problems the number of models to compare is large, even if the
number of independent variables is moderate. In this particular case of model selection,
since an exhaustive search is not feasible, two Bayesian methods of search of the best
model are proposed: the forward variable selection and the backward variable elimination
via discrepancy measures. Normal linear regression and gamma regression examples are
used to illustrate these methods of variable selection.

As for model validation, the use of posterior predictive p-value and discrepancy p-value
are highlighted as goodness of fit measures.

Keywords: Bayesian statistic, model selection, model validation, variable selection,
simulation studies.
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Nota Introdutoria

Um dos desafios mais importantes da Estatistica é a construcao de modelos que,
aproximadamente, descrevam um determinado fenémeno aleatério presente na natureza.
Na maior parte dos casos, dada uma amostra de uma experiéncia relacionada com
esse fenémeno, diferentes propostas de modelos podem ser consideradas. A seleccao
ou comparacao de modelos é o procedimento estatistico que determina qual a estrutura
probabilistica que deve ser escolhida, de um conjunto de modelos candidatos.

O modelo seleccionado deve incorporar toda a informacao essencial, mas excluir as
particularidades menos relevantes, de modo que os aspectos importantes nao se diluam no
excesso de pormenores. Por este motivo, qualquer procedimento de seleccio de modelos
deve ter em conta o equilibrio entre o ajustamento — o modelo seleccionado deve descrever
o conjunto de dados o melhor possivel — e a parciménia — deve evitar-se a desnecessaria
complicacdo do modelo.

De modo a impedir que maus modelos sejam aceites, meramente porque ajustam
melhor os dados que outros ainda piores, deve também efectuar-se a validagao do modelo,
isto é, averiguar se o modelo seleccionado é adequado. A seleccao e validagao de modelos
constitui uma etapa da andlise estatistica, por vezes, designada determinacio de modelos.

A abordagem bayesiana ao problema de ajustamento de modelos passa, nao sé
pela especificacdo da distribuicdo de probabilidade conjunta do vector de observagoes,
condicional a um vector de parametros, bem como pela atribuicdo de uma distribuicao
de probabilidade ao préprio vector de parametros. Este é o modelo bayesiano padrao,
definido através de uma hierarquia em dois niveis. Mas, em muitos casos, a especificacao
da propria distribuicao a priori do vector de parametros é também feita a custa de diversos
niveis de hierarquia. Esta estrutura hierarquica é uma das principais caracteristicas da
modelagao bayesiana.

Na literatura estatistica encontra-se uma grande variedade de critérios para
comparacao de modelos. Os mais conhecidos e utilizados sdo os que se baseiam na
minimizacao de uma quantidade, que pode ser expressa como menos duas vezes 0 maximo
da log-verosimilhanca mais uma funcdo de penalizacao, que depende do nimero de
parametros do modelo. Entre eles destaca-se o critério de informagao de Akaike (Akaike,
1973) e o critério de informacao bayesiano (Schwarz, 1978). A funcao de penalizagao do
critério de informacao bayesiano depende, nao s6 do nimero de pardmetros do modelo,
como também da dimensao da amostra. Apesar de algumas aproximacoes assintOticas que
procuram justificar a utilizagdo destes critérios na abordagem bayesiana (Kass e Raftery,
1995), eles nao sao intrinsecamente bayesianos, na medida em que ndo permitem incorporar
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a informagao a priori eventualmente existente.

O factor Bayes (Jeffreys, 1961) foi durante muito tempo considerado como o tinico
modo correcto de efectuar a comparacao bayesiana de modelos. Um dos problemas
inerentes a utilizacao do factor Bayes na comparagao de modelos é o facto de ele nao se
encontrar bem definido quando se utilizam distribuicoes a priori impréprias, o que acontece
frequentemente no caso de distribuicoes a priori nao informativas. Para contornar este
problema, diversas modificagoes do factor Bayes tém sido propostas, tais como os factores
Bayes a posteriori (Aitkin, 1991), parcial (O’Hagan, 1991), intrinseco (Berger e Pericchi,
1996), fracciondrio (O’Hagan, 1995) e o factor pseudo-Bayes (Gelfand et al., 1992).

Alternativamente a estas modificagoes do factor Bayes, Carlin e Louis (2000) propdem
um critério de verosimilhanca penalizada, de cariz bayesiano, para comparagao de modelos.
Este critério, designado critério de informagao bayesiano estimado, consiste em escolher o
modelo que minimiza menos duas vezes o valor esperado a posteriori da log-verosimilhanca
mais uma fungao de penalizagao, que depende da dimensdo da amostra e do niimero de
parametros do modelo.

A estrutura tipicamente hierdrquica da modelagdo bayesiana dificulta, contudo, a
determinagao do nimero de pardmetros do modelo. Se algum dos modelos comparados
tiver muitos niveis de hierarquia, a utilizagao do critério de informacao bayesiano estimado
pode estar inviabilizada. O critério de informagao da deviance (Spiegelhalter et al., 2002)
surgiu como uma alternativa adequada para a comparacao de modelos nesta situagao. Este
critério é constituido por duas componentes: uma medida da qualidade do ajustamento —
o valor esperado a posteriori da deviance bayesiana — mais uma medida da complexidade
do modelo — a diferenca entre o valor esperado a posteriori da deviance bayesiana menos
a deviance bayesiana calculada no valor esperado a posteriori do vector de parametros.

Note-se que, a deviance bayesiana, tal como é definida em Spiegelhalter et al. (2002),
é menos duas vezes a log-verosimilhanga mais duas vezes o logaritmo de uma fungao que
depende apenas dos dados. Na comparacao de modelos é usual considerar que esta funcao
é igual a 1. Deste modo, a medida da qualidade de ajustamento do modelo do critério
de informacao bayesiano estimado e do critério de informacao da deviance é a mesma,
havendo apenas diferenca na medida da complexidade do modelo.

O modelo seleccionado depende, obviamente, do critério de comparacao de modelos
utilizado; além disso, pode também depender do método de pesquisa utilizado na seleccao
de modelos. De facto, quando existem muitos modelos para comparar nao é possivel
examinar exaustivamente todos eles e, deste modo, a arbitrariedade na escolha do melhor
modelo é devida ao critério de seleccao de modelos e ao método de pesquisa utilizados.

Por exemplo, no caso particular da selecgao de covaridveis em modelos de regressao, o
nimero de modelos a comparar é extremamente elevado, mesmo com um niimero moderado
de possiveis covaridveis. Assim, a pesquisa exaustiva do melhor modelo é uma solucao que
nao pode ser considerada na maior parte das aplicagoes praticas, sendo necessario recorrer
a métodos alternativos.

Ao contrario do que acontece na abordagem cldssica, onde o nimero de packages
estatisticos para andlise e modelacio de dados é bastante elevado, a utilizacao da
metodologia bayesiana nas aplicagoes préaticas é um fenémeno que sé recentemente foi
despoletado, com o aparecimento do BUGS (Spiegelhalter et al., 1996a) — de Bayesian
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inference Using Gibbs Sampling. Este programa utiliza uma técnica de simulagao
conhecida por amostragem Gibbs, que possibilita a utilizacgdo das metodologias de
inferéncia bayesiana nas aplicacoes estatisticas. O WinBUGS, isto é, a versao do BUGS
para Windows, gratuitamente disponivel em “http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/”,
foi determinante para o rdpido crescimento da utilizagdo da inferéncia bayesiana nas
aplicagoes praticas. Além dos manuais do préprio programa (Spiegelhalter et al.,
1996b, 1996¢), outros exemplos do modo como a inferéncia bayesiana pode ser efectuada
recorrendo a0 WinBUGS podem ser vistos, por exemplo, em Congdon (2001).

A generalizagao da utilizagdo dos métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov
possibilitou o aparecimento de diversos métodos bayesianos de seleccao de covaridveis via
amostrador Gibbs, que actuam simultaneamente no espago dos modelos e no espago dos
parametros, entre os quais se destaca o método Gibbs de seleccao de covaridveis (e.g.,
Dellaportas et al., 2000). Este método permite estimar as probabilidades a posteriori de
todos os possiveis modelos, com base nas respectivas probabilidades a priori e nos dados.

Se nenhum dos modelos candidatos for claramente superior aos restantes, a média
ponderada de modelos bayesianos (Hoeting et al., 1999) pode ser a alternativa adequada
a seleccao de modelos. Neste caso, as inferéncias sao efectuadas a custa da distribuicao
a posteriori da quantidade de interesse, que é uma mistura das distribuicoes a posteriori
da quantidade de interesse para cada um dos modelos, ponderada pela probabilidade a
posteriori do respectivo modelo.

Apés a selecgio de um modelo deve proceder-se & validacdo do mesmo. Mais
precisamente, deve averiguar-se se o modelo é adequado, isto é, se possibilita uma boa
descricao dos dados, permitindo efectuar as inferéncias necessirias para dar resposta
as questoes pretendidas. Destaca-se o p-value preditivo a posteriori (Rubin, 1984)
e, em particular, o p-value de discrepancia (Gelman et al., 1995), como medidas de
adequabilidade dos modelos.

Muitas vezes relegada para um segundo plano nas aplicagoes praticas, a seleccio e
validagao de modelos é uma etapa fulcral para o sucesso de um processo de inferéncia, seja
ele classico ou bayesiano, paramétrico ou preditivo.

O objectivo desta dissertacdo é fazer uma revisao de alguns métodos de seleccio e
validagao de modelos, propor métodos de pesquisa do melhor subconjunto de covaridveis
em modelos de regressao e, através de estudos de simulagdo, comparar a performance de
alguns dos critérios de seleccao de modelos.

Esta tese estd organizada em seis capitulos.

Com o capitulo 1, intitulado “Fundamentos de Estatistica Bayesiana”, pretende-se
despertar a curiosidade dos utilizadores de ferramentas estatisticas para a abordagem
bayesiana, apresentando algumas mnocgoes bésicas, indicando algumas referéncias
importantes e enquadrando o problema da abordagem bayesiana & determinacao de
modelos, que é o objectivo desta dissertagao.

No segundo capitulo sao apresentados alguns critérios de seleccao de modelos, com
destaque para os diversos factores Bayes e para os critérios de verosimilhanga penalizada,
nomeadamente o critério de informagao bayesiano estimado e o critério de informacao da
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deviance. Estes critérios sao ilustrados através de um exemplo simples — a comparagao
dos modelos beta/binomial negativo e gama/Poisson para dados de contagem —, em que
é possivel obter analiticamente as suas expressoes. Faz-se também referéncia a média
ponderada de modelos bayesianos como uma alternativa a seleccao de modelos.

A seleccao de covaridveis em modelos de regressao é o assunto tratado no terceiro
capitulo. A comparacao dos subconjuntos de covaridveis pode ser efectuada a custa
das medidas de seleccio de modelos que, no contexto da seleccado de covariaveis, sao
designadas medidas de discrepancia. Daé-se destaque ao método de selec¢ao informal
por pesquisa manual via medidas de discrepancia (Paulino et al., 2003) e ao método
Gibbs de selecgao de covaridveis (Dellaportas et al., 1997). Neste trabalho propoe-se, para
problemas de selecgao de covaridveis em modelos de regressao, dois métodos bayesianos
de pesquisa do melhor modelo, inspirados nos seus homologos classicos — os métodos de
seleccao progressiva e de eliminacao regressiva de covaridveis via medidas de discrepancia.
Recorre-se a dois conjuntos de dados da literatura, o da massa gorda (e.g., Johnson, 1996)
e o da homocisteinemia (e.g., Teles, 1995), para exemplificar estes métodos de seleccao de
covariaveis, respectivamente, em modelos de regressao linear normal e modelos de regressao
gama.

Os dois estudos de simulagao efectuados sao apresentados no capitulo 4. No primeiro
estudo, simula-se dados de contagem dos modelos beta/binomial negativo e gama/Poisson
e, para cada amostra, ajusta-se estes dois modelos, determinando as percentagens de
classificacao correcta obtidas com cada um dos critérios de seleccao de modelos. No
segundo estudo, simula-se dados de regressao linear normal de 16 modelos, cada um deles
resultante da inclusdo no modelo de uma das combinacoes possiveis de 4 covaridveis; para
cada amostra simulada, ajusta-se os 16 modelos possiveis, sendo registados, de modo a
avaliar a sua performance, os resultados obtidos com cada um dos critérios de seleccao de
covariaveis.

Os modelos seleccionados devem ser criteriosamente validados. No capitulo 5
destaca-se alguns métodos de validagao de modelos, com especial destaque para o p-value
e, em particular, para o p-value preditivo a posteriori. Sao também sugeridos alguns
graficos que permitem efectuar a validagao informal de modelos. Tlustra-se estes métodos
com modelos beta/binomial negativo e gama/Poisson para os dados de contagem, com
modelos de regressao linear normal para os dados da massa gorda e com modelos de
regressao gama para os dados da homocisteinemia.

Por fim, no capitulo 6, denominado “Discussao e Trabalho Futuro”, resume-se
as conclusoes efectuadas nos restantes capitulos e discute-se as conclusdes gerais,
perspectivando o muito trabalho que ainda hé para fazer.

Em anexo sao listadas as distribuigoes de probabilidade (anexo A) e os conjuntos
de dados (anexo C) referidos nesta dissertacdo. Além disso, sao também apresentados
alguns aspectos da determinacao de modelos via métodos MCMC (anexo B), os cédigos do
WinBUGS para implementacao de alguns dos métodos de seleccao e validacao de modelos
(anexo D), e algumas tabelas com resultados dos estudos de simulacao (anexo E).
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Capitulo 1

Fundamentos de Estatistica
Bayesiana

1.1 Introducao

A interpretagdo dos fendmenos aleatérios é usualmente feita com recurso & nogao
de vector aleatdrio, visto que a quantidade observada z = (z1,z2,...,7,) € R”"
numa ocorréncia desse fendmeno pode ser encarada como uma observacao de um vector
aleatério X = (X1, Xo,...,X,,). Designa-se por espago-amostra, e representa-se por X, o
contradominio do vector aleatério X; trata-se de um subconjunto de R" que corresponde
a ideia intuitiva dos valores que uma amostra pode tomar.

Para a interpretacao descrita ter interesse pratico torna-se necessario estabelecer uma
familia F de distribuicoes & qual pertenca a distribuicdo F' do vector aleatério X. Uma
forma de isto ser feito é considerar que F é uma familia indexada num determinado
conjunto de parametros © C RF:

F={F:0c0}.

Diz-se que F é um modelo estatistico para X.

Tendo em conta a natureza aleatéria dos fendmenos a que se aplica o modelo F, pode
refinar-se a construcéo anterior e considerar que o préprio vector de pardmetros 6 tem
natureza aleatdria. Sob este ponto de vista, @ pode ser encarado como um dos possiveis
valores de um novo vector aleatério ©j. Chama-se espago-parametro de ©¢ ao subconjunto
de R¥ que é contradominio do vector aleatério ©g.

Por convencao utiliza-se letras latinas para indicar varidveis aleatdrias e letras gregas
para os parametros. Ainda por convencao, reserva-se as letras maiisculas para varidveis
aleatérias e as mintsculas para valores observados da varidvel aleatéria. Assim, por
coeréncia, o parametro enquanto varidvel aleatdria deveria ser representado por letra
maiuscula grega. Contudo, para nao sobrecarregar a notacao, nao se fard distincao na
representacdo do parametro e da varidvel aleatdria que representa esse pardmetro, &
semelhanca do que acontece em trabalhos de indole bayesiana.

Se as varidveis aleatérias X;, i = 1,2,...,n, forem independentes, condicionalmente
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a 0, entao f(z]0) = [[; fi(zi|@), onde f;(z;|0) é a densidade da varidvel aleatéria X;
condicional a 0. Se, além de independentes, as varidveis aleatorias X; forem identicamente
distribuidas, sendo fo(z;|0) a respectiva densidade, entao f(z|0) = [[." fo(:]0).

Considere-se que foi observada a amostra z. A densidade de probabilidade conjunta
para X e 0 pode ser escrita como o produto de duas densidades,

p(z,0) = f(z]0) h(0).

Nesta expressao f(x|0) representa a especificagao do modelo para o vector de observagoes z,
dado o vector de parametros 6 — denominada informagao amostral — e h() é a densidade
de probabilidade da quantidade aleatéria 8 — muitas vezes referida por distribuicao a
priori de 6. A funcao de verosimilhanca L(6|z) é proporcional a f(z|f) a menos de
factores que nao dependem de 6, isto é, L(f|z) o f(z|f), e representa a plausibilidade
ou verosimilhanca de cada 6 € ©, quando foi observada a amostra .

Representa-se por f(z) a distribuigdo do vector de dados X, desconhecido mas
observavel,

flz) = /@ p(a.6) df = /e £(2(6) h(8) db (L1)

que se designa por distribuicdo marginal de X. Também é usual designar f(z) por
distribui¢ao preditiva a priori, uma vez que sumaria a informagao relativa a z antes de x
ter sido observado.

Condicional aos dados observados x, a distribuicdo de probabilidade de 8 pode ser
actualizada usando propriedades basicas da Teoria de Probabilidades, nomeadamente o
teorema de Bayes para densidades,

hol) = 280 _ @O0y g (1.2)

f@)  Jo f(z[t)h(t)dt

A distribuigao h(6|z), que se designa por distribuicao a posteriori de 8, é proporcional ao
produto da informagao amostral f(x|6) pela distribui¢do a priori h(#), combinando estas
duas fontes de informacao. O teorema de Bayes para densidades pode ser entendido como
uma forma de actualizar a informagao sobre 6, através da multiplicacao de h(6) pela razao
f(z]0)/f(z). Quanto maior for a dimensao da amostra, mais forte é a informagao amostral
e, consequentemente, menor o impacto da distribuicdo a priori h(f) na distribuicdo a
posteriori h(f|x) (e.g., Sorensen e Gianola, 2002, capitulo 7). A distribuicao h(f|z)
tem um papel fundamental em todo o processo de inferéncia, seja ele paramétrico ou
preditivo. Nas secgoes 2.5.1 e 2.5.2 exemplifica-se, para os modelos beta/binomial negativo
e gama/Poisson, a determinacao de distribuigoes a posteriori dos parametros.

Quando nao for necessiaria a especificacdo completa da distribuicdo a posteriori
utiliza-se a densidade a posteriori nao normalizada,

h(0]z) o< f(z]0)h(0) ,

evitando-se deste modo o cdlculo do integral (1.1) que por vezes s6 é possivel recorrendo
a métodos de integragdo numérica ou de simulagao estocéstica.

Uma das vantagens da Estatistica Bayesiana é a facilidade com que as inferéncias
podem ser actualizadas, quando os dados sao obtidos em varias etapas. Para ilustrar esta
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situagao, considere-se que os dados x foram obtidos em 2 etapas: numa primeira etapa foi
observada a amostra (1) e numa segunda etapa foi observada a amostra (2. Por (1.2)
a distribuicao a posteriori de @ depois de observada a amostra z(1) na primeira etapa é
dada por
W16) h(8)
x

h(ole)y = L& _1910) 1.3
Na segunda etapa, quando se observa a amostra £, a informacio a priori sobre o
pardmetro 6 j4 foi actualizada para h(0)z()) e, por (1.2), conclui-se que

hOlzD, 22)) = f @@z, 0) h(0]=M)
f f(z@|zM ¢) h(t|zV) dt
Mas, como f@f($(2)|x( t) h(t|lzM) dt = f(zP|z(M) logo
BBz, 5?) = f(z? |iv(1) 0) h(6|z)

fz®]z)
e, substituindo h(A|z(")) pela expressio (1.3), obtém-se

) _ £GP0, 0) f(]6) o)
T I6®RD) fED)
Uma ver que f(e@]a),0) f(c]6) = f(a,2210) e f(a?]z0) fz0) = f(a,2)

entao W o)
f(x(1)7 ;13(2))

Fica assim demonstrado que a distribuicdo a posteriori de 6, com base na amostra x =
(1), 2?), tanto pode ser obtida determinando primeiro h(6|z(1)) e usando a distribuicao
a posteriori de 6, observados os dados z(1), para distribuicdo a priori de 0, quando se
observa os dados #(?), como considerando de uma s6 vez os dados = = (z(1), 2(?)). Este
resultado é bastante util quando os dados sao obtidos sequencialmente no tempo, pois
permite a actualizacao da distribuicao a posteriori & medida que a informacdo amostral
fica disponivel. O resultado (1.4) pode ser generalizado para as amostras D @ k)
obtidas em k etapas.

h(6|zM, z?

(1.4)

Numa andlise estatistica tem-se, em geral, como objectivo ndo sé a inferéncia sobre os
parametros do modelo, mas também a predicao de observacoes futuras. Depois do conjunto
de dados z ter sido observado, pode-se querer predizer um conjunto de dados desconhecido
mas observdvel, y, de um modelo que partilha do mesmo vector de parametros. A
distribuigao de Y, condicional a x, que se representa por p(y|z), é dada por

plylz) = /@ p(y,6l) d6 = /@ £ (yl,0) h(6]z) do

e designa-se por distribui¢do preditiva a posteriori. A distribui¢do p(y|z) sumaria a
informagao relativa & plausibilidade de observar uma amostra y, condicional & amostra
observada x. Por vezes as observagoes a predizer sdo, condicionalmente ao parametro,
independentes de z e, neste caso, f(y|z,0) = f(y|0) e

pylz) = /@ £ (y16) h(6]) do
3
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Uma, vez obtida a distribuicao preditiva a posteriori, a predi¢ao de observacoes futuras
é efectuada com base nesta distribuicao, através dos métodos inferenciais mais adequados
ao caso em analise.

Embora a inferéncia bayesiana seja bastante intuitiva, pois permite uma interpretacao
directa, em termos probabilisticos, dos testes de hipdteses e das regides de confianga, ainda
nao é muito utilizada na maior parte das areas cientificas de aplicagao, devido a dificuldades
de indole prética na implementacao desta metodologia. Nomeadamente, dificuldades na
especificagao da distribuigao a priori, no calculo do integral do denominador de (1.2) com
vista a determinacao da distribuicao a posteriori e no calculo de outros integrais necessarios
ao processo de inferéncia. O desenvolvimento de software para andlise estatistica de dados
segundo a metodologia bayesiana esta a ser um factor fulcral para uma maior utilizacao
da Estatistica Bayesiana por parte de investigadores de outras areas.

1.2 Modelos hierarquicos bayesianos

A maioria das aplicagbes estatisticas envolve varios parametros que estao relacionados
através da estrutura do préprio problema, o que se traduz no facto do modelo de
probabilidade conjunta para esses parametros reflectir, de algum modo, a sua dependéncia.
A modelagdo nao hierdrquica de problemas deste tipo pode dar origem a uma de duas
situacoes: caso se considere poucos parametros, os modelos nao ajustam convenientemente
os dados; com muitos parametros, os modelos tém tendéncia a ajustar bem os dados
conduzindo, no entanto, a mas predicoes de observacoes futuras.

A modelacdo hierdrquica simplifica a compreensao dos problemas com varios
parametros e facilita o desenvolvimento de estratégias computacionais para a aproximacao
dos integrais envolvidos. Mas, mais importante ainda, com a modelagao hierdrquica é
possivel ter o nimero suficiente de parametros para ajustar adequadamente os dados,
permitindo que a distribuicao da populacao estruture a dependéncia entre parametros,
por forma a evitar problemas de sobrestimagao.

O modelo bayesiano padrao é definido por uma hierarquia de dois niveis, o primeiro
constituido pela distribuicao amostral dos dados X condicional ao vector de parametros
0, e o segundo referente & distribuicao a priori de 6. Este modelo pode ser generalizado,
através da especificacao hierdrquica em varios niveis da distribuicao a priori.

Considere-se que a distribuicao a priori de 0 estd indexada num vector de parametros
7, que se designa vector de hiperparametros, sendo representada por h(f|n). De modo
a salientar que a distribuicdo a posteriori é condicional a 7, a expressao (1.2) deve ser
actualizada para

Bl — PO _ SO RO

flaln) [ flalt) h(tln) dt

Por sua vez, caso exista incerteza relativamente ao valor a atribuir a 7, deve expressar-se
essa incerteza através da especificacdo, num terceiro nivel, de outra distribuicao a priori
g(n), que se designa por hiperprior. Neste caso a distribuicdo a posteriori é obtida

4
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integrando também sobre 7,

p,0)  [p(@,0,m)dn [ f(x]0)h(Oln) g(n)dn
f@)  [[p(z,t,n)dndt — [[ f(x]t) h(tln) g(n) dndt’

h(0|z) = fco. (L)

Também a distribuicdo a priori de n pode depender de um vector de parametros
desconhecidos ¢, conduzindo & generalizacao de (1.5), através de duas distribuigoes a
priori, h(6|n) e g(n|¢), e de uma hiperprior 1(£), originando um modelo hierdrquico com
quatro niveis.

Uma informagao mais detalhada acerca dos modelos hierarquicos bayesianos pode ser
encontrada em Gelman et al. (1995, capitulo 5) e nas referéncias ai indicadas.

1.3 Distribuicoes a prior:

Tal como na Estatistica Cldssica, o alicerce matematico da Estatistica Bayesiana é
a nogao de espaco probabilizivel (2, A). A partir de um espago destes, constrdi-se um
espaco de probabilidade (2,4, Pr) atribuindo probabilidades aos elementos de A. E na
nocao do espaco que é probabilizavel e no conceito de probabilidade que reside a diferenca
fundamental entre a Estatistica Cladssica e a Estatistica Bayesiana.

Na Estatistica Cléssica pressupde-se que sé sdo probabilizaveis os elementos de A
que representam situacoes fisicas repetiveis e a atribuicao de probabilidade é baseada em
critérios frequencistas. Na Estatistica Bayesiana os elementos de A podem representar
situacoes repetiveis ou nao repetiveis, e a atribuicdo de probabilidade aos elementos
nao repetiveis baseia-se na quantificacdo das crencas sobre eles, devendo incluir nao sé
a informacao acumulada no passado como também a opinido de especialistas da &area
cientifica do estudo. Individuos distintos podem ter, e é natural que tenham, graus de
credibilidade diferentes, uma vez que é pouco provavel que estejam na posse do mesmo tipo
de informacao. Contudo, estas probabilidades subjectivas ou pessoais tém que obedecer a
critérios de coeréncia e consisténcia.

Além da dificuldade inerente ao calculo de integrais, ja referida na seccdo 1.1, a
atribuicao de uma distribuicao de probabilidade ao vector de parametros 6 é outro factor
que traz uma dificuldade acrescida a uma aplicagao generalizada da metodologia bayesiana.
Nesta seccao faz-se um breve resumo sobre o modo de representacao da informacao a priori.
Outros aspectos relativos a eliciacao da distribuicao a priori podem ser vistos em Paulino
et al. (2003, capitulo 2) e nas referéncias ai mencionadas.

Na maior parte dos casos nao existe duvida relativamente & forma da distribuicao
a priori, bastando eliciar os hiperparametros para que o modelo fique completamente
especificado. Considere-se que a distribuicao a priori de 6 pertence a uma familia de
distribuigoes representada por h(f|n), em que n é escolhido de modo a representar as
credibilidades do eliciador sobre o vector de parametros 6. Por exemplo, se 1 for um vector
com duas componentes, o conhecimento de dois momentos ou de dois quantis é suficiente
para a especificacao completa de h(6|n). Este modo de eliciar os hiperparametros faz parte
dos métodos de eliciacao estrutural. Existem também os métodos preditivos de eliciacao de
hiperparametros que, como o proprio nome indica, sao baseados na distribuicao preditiva
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a priori; neste caso, sao pedidas ao especialista informagoes referentes a distribuicao
preditiva a priori.

Para exemplificar estes dois métodos, considere-se o caso particular de uma
verosimilhanga binomial negativa em que o parametro 6, que se pretende eliciar, é a
probabilidade de sucesso numa prova de Bernoulli. Neste caso o espaco-parametro é
© = [0, 1] e, caso se opte pela beta para distribui¢ao a priori de € (que como se ird ver é, por
vezes, conveniente), basta eliciar os dois parametros da beta de modo que a especificagao
da distribuicao a priori esteja completa. Caso se pretenda utilizar o método de eliciacao
estrutural, basta fazer uso da relagao existente entre os parametros da beta e o seu valor
médio e varidncia (ver anexo A), e decidir quais os valores a atribuir a estes momentos
da distribuicdo de modo a obter os valores dos hiperparametros. Para utilizar o método
preditivo na eliciagao dos hiperparametros da distribuicao beta é necessario determinar a,
distribuicao preditiva a priori (seccao 2.5.1). Para encontrar os seus parametros, pede-se
ao especialista que elicie duas ou mais (caso se pretenda testar a coeréncia da informagao)
probabilidades associadas a distribuicao preditiva a priori.

A escolha de uma distribuicao a priori, que represente a informacao que o eliciador tem
sobre 6, pode ser feita em funcao da conveniéncia de simplificacdo da derivacao analitica
da distribuicao a posterior: e da distribuicao preditiva a posteriori ou de diminuicao do
esforco computacional. Nesta perspectiva, a seleccao da distribuicao a priori adequada,
que incorpore as crencas existentes sobre @, deve ser feita na familia conjugada natural®
da distribuicdo f(z|f), pois deste modo a distribui¢do a posteriori tem a mesma forma
da distribuicao a priori. Muitas das distribui¢oes usadas para representar a informacao
amostral pertencem & familia exponencial, para a qual existem distribuicoes a priori
conjugadas naturais. Por exemplo, identifica-se facilmente a distribui¢do conjugada
natural da binomial negativa se a forma da distribuicao for analisada nao como funcgao de
x, mas como funcio de 6; nesta perspectiva a estrutura 6%(1—6)® revela que a distribuicio
conjugada natural da binomial negativa é a beta.

Quando nao existe informacao de natureza objectiva nem subjectiva sobre 6, ou quando
essa informagao é escassa, diz-se que se estd, respectivamente, num estado de ignorancia
a priori, ou num estado de conhecimento vago. Nestes casos de auséncia ou escassez de
informacao sobre 0, ou quando se pretende fazer inferéncia baseada apenas nos dados,
deve utilizar-se distribui¢oes a priori ndo informativas. A utilizagdo de distribuicbes a
priori nao informativas foi inicialmente justificada com o Principio da Razao Insuficiente
de Bayes e Laplace: na auséncia de informagdo a priori suficiente para privilegiar umas
hipdteses em detrimento de outras, deve atribuir-se igual credibilidade a todos os valores de
©. No caso de O ser finito, ©® = {6y, ..., 0}, a distribui¢ao nao informativa obtida por este
argumento é a uniforme discreta, h(6) = 1/k, para § € ©. No caso uniparamétrico, se o
espago-parametro for um intervalo limitado, digamos © = (a,b), com —oo < a < b < 400,
entao a distribuicao uniforme no intervalo (a, b)

h(0)=1/(b—a), a<O<b

pode ser encarada como uma distribui¢do nao informativa para 6, pela generalizacao do

'Seja f(z|f) um elemento de F = {f(z|f) : § € O} e seja H = {h(fla) : a € A} uma familia
de distribuigdes a priori indexada no conjunto A. A familia H diz-se conjugada natural de F se (i)
f(z|6), para cada x, é proporcional a um membro de H e (ii) H é fechada em relacdo a produtos, isto é,
Y ao,a1 € A, Jas € A: h(flao) h(fla1) x h(B]az).
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Principio da Razao Insuficiente de Bayes e Laplace, embora este argumento nao seja
consensual. Se o espaco-parametro for um intervalo nao limitado, por exemplo © =
(—00, +00), entao esse principio levaria & distribuicao a priori

h(0) = ¢,

onde ¢ é uma constante positiva. Mas como f@ h(0)df = oo esta distribuicao é
imprépria podendo originar distribuigoes a posterior: impréprias e inviabilizar o processo
de inferéncia.

A consideracao de distribuigoes a priori uniformes, além de dar origem a distribuicées a
priori impréprias quando o espaco-pardametro nao é limitado, tem também a desvantagem
de nao ser invariante sobre reparametrizacdo. Uma distribuicdo é invariante sobre
reparametrizacdo se a ignorancia sobre € implicar ignorancia sobre 1 (6), sendo 1) uma
aplicacao injectiva de 6, do espago pardmetro © para o espago-parametro 1(©). O
método de Jeffreys permite a obtencdo de distribuigoes a priori invariantes perante
reparametrizacdo. No caso de 0 ser uniparamétrico, a distribuicdo a priori de Jeffreys
baseia-se na medida de informacao de Fisher sobre 6,

h(9) o< [1(6)])2,

sendo I(#) definida por

2
10 - 5y [ (224507

No caso de 0 ser multiparamétrico, a distribuicdo a priori de Jeffreys é baseada na matriz
de informacao de Fisher
h(9) o [19)["2, (1.6)

em que |I(0)| é o determinante da matriz I(6), de elementos

dln f(X|0) d1n f(X|0)

Ii5(0) = Exg 90, 90,
i J

A utilizagdo de (1.6) para obter distribui¢oes a priori nao informativas pode ser
muito trabalhosa, principalmente quando o vector de pardmetros 6 tem dimensao elevada.
Atendendo ao argumento de que a ignorancia a priori é coerente com independéncia,
a dificuldade de aplicagao do método de Jeffreys no caso multiparamétrico pode ser
ultrapassada encontrando distribuicbes a priori nao informativas para cada um dos
parametros e considerando como distribuicdo a priori conjunta o seu produto.

Existem outros métodos para encontrar distribuicbes que representem situagoes de
ignorancia a priori, como por exemplo o método da entropia maxima devido a Jaynes e o
método de Berger-Bernardo (e.g., Paulino et al., 2003, sec¢oes 2.4.5 e 2.4.6).

Veja-se trés situagoes muito usuais em Inferéncia Bayesiana (Berger, 1985):

1. a densidade de X envolve p apenas através do termo z — p, isto é, f(z|u) = fo(z —
i). Neste caso p designa-se por parametro de localizacao e uma distribuicao a
priori nao informativa para pu, invariante sobre transformagoes de localizagao (isto
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é, transformacoes do tipo Y = X + ¢), é a distribui¢do uniforme no intervalo de
variacao de pu. No caso ® = R pode utilizar-se

h(p) =1, p € R;

2. a densidade de X é da forma f(z|o) = %fo(%), com o > 0. Neste caso o
designa-se por parametro de escala e uma distribui¢do a priori ndo informativa para
o, invariante sobre transformagoes de escala (isto é, transformagoes do tipo Y = ¢X,
para ¢ > 0), no caso © = R™, é dada por

1
h(o) = —, 0 > 0;
o

3. adensidade de X combina pardmetros de localizagao e de escala na forma f(z|u,0) =
% fo(*=£). Neste caso, e atendendo ao argumento de que a ignorancia a priori é
coerente com independéncia, uma distribui¢do a priori (conjunta) nao informativa
para o vector de pardmetros (u,0) é o produto das distribui¢bes a priori nao
informativas de ;1 e 0. No caso © = R x RT obtém-se

1
h(u,a)z;, ueER, 0>0.

No caso das distribuicoes a priori serem nao informativas, as inferéncias efectuadas a
partir da distribuicao a posteriori baseiam-se apenas nos dados, permitindo a comparacao
destas inferéncias com as da Estatistica Classica.

1.4 Inferéncia paramétrica

A inferéncia paramétrica é efectuada a partir da informagao sobre 6, expressa em
termos da distribuicao a posterior, e engloba estimativas pontuais, estimativas por regioes
e testes de hipdteses.

No caso de 6 ser uniparamétrico, a representacao grafica da densidade a posteriori
h(f|z) permite visualizar a forma da densidade e efectuar algumas inferéncias de natureza
qualitativa. Por exemplo, se a densidade tiver duas modas distintas, pode deduzir-se
que os valores mais provaveis para 6 estao agrupados em dois intervalos separados. Ou,
caso exista uma assimetria pronunciada, conclui-se que intervalos de valores de 6 de igual
amplitude e equidistantes da moda tém probabilidades associadas bastante distintas. Além
disso, o esbogo do gréfico de h(f|z) possibilita a escolha das medidas de localizagao e de
dispersao mais adequadas para sumariar a informagao sobre 6 contida na distribuicao a
posteriori.

1.4.1 Estimacao pontual

Como, numa perspectiva bayesiana, a inferéncia é efectuada com base na distribuicao
a posteriori, toma-se como estimativa de localizagao central do vector de parametros
0 = (61,...,0r) uma medida resumo de h(f|z) — a média, a mediana (se k = 1) ou
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a moda — que se representa por 6 = (91, . ,9k) Deve seleccionar-se a medida sumaéria
da distribuicao a posteriori mais adequada, tendo em conta a forma de h(0|x) e o uso final
da estimativa.

A moda a posteriori é dada por 6 = My|[0], tal que

h(0|z) = max h(0|z) .

Assim, para determinar a moda nao é necessério calcular o integral (1.1), uma vez que

max h(6]e) = max{f(z|6) h(8)} .

Evitar o cdlculo do referido integral pode ser uma vantagem da utilizagao da
moda a posteriori como medida de localizacdo. Note-se que a moda a posteriors
(maximo da distribuicao h(f|z)) nao corresponde necessariamente ao vector das modas
a posteriori marginais dos 6;, obtidas pela maximizacao separada de h(0;|z) =

[ ... [h(O]z)d6; ...d0_1db;.;...dO.

A média a posteriori é o valor médio de 8 com respeito a distribui¢ao a posteriori, isto
é,0 =(04,...,0;), com

. Jo 0i f(x]0) () do
ZZE z\Vi] = 7 s :1727"'5 ;
b; = Eypal63] /@9 o) do = S8 k

estes integrais, na maior parte dos casos, nao podem ser resolvidos analiticamente.

Pelo facto de nao haver relagdo de ordem (compativel com as operagoes algébricas)
em R*, nio tem interesse definir a mediana a posteriori de vectores k-dimensionais. A
mediana a posteriori é, no entanto, bastante utilizada nos subespacos univariados como
estatistica suméria de h(6;]z). Neste contexto, define-se § como o vector das medianas (de
quantidades escalares) a posteriori, 6 = (91, 92, . Ok) com 6; 0 menor valor que verifica

Pr{@iﬁéilx} Z% e Pr{ez‘ZéHm}Z %7

para i = 1,...,k. Do mesmo modo, define-se o vector dos quantis (de quantidades
escalares) a postemom de probabilidade «, 6 = (91,92, Ok) com 6; o menor valor
que verifica

Pr{&i §él|x} >a e Pr{@i Zéﬂm} >1—a,
parai=1,...,k.
A matriz de covaridncia a posteriori é dada por

V = By [(0 = Egpalf]) (6 — Egjal6)]

e, no caso univariado, a variancia a posteriori é

Varg,l6] = Bo [0 = Bal6)’] = | (0= Eyl6)? 1012 a0

A variancia a posteriori é bastante utilizada nos subespagos univariados de h(f|z) como
medida de precisio de Fjy,[0;] enquanto estimativa de 6;.

9



Capitulo 1. Fundamentos de Estatistica Bayesiana

1.4.2 Estimacao por regioes

De modo andlogo ao que se passa na estatistica classica, também na estatistica
bayesiana tem interesse sumariar h(f|z), ndo apenas através de estimativas pontuais,
mas principalmente através de regides de ® que contenham a maior parte da massa
probabilistica a posteriori. Neste contexto, R(z) é uma regiao de credibilidade v, com
v € (0,1), para 6 se

Pr0 € R(x)| 2] :/R( 00 2 .

Uma vez que existem infinitas regides de credibilidade -y, interessa encontrar a regiao
que inclua todos os valores de 6 mais crediveis a posteriori, isto é, que verifique a condicao

h(61|z) > h(02]z), V6, € R(z), 02 & R(x).

De acordo com esta condi¢ao, define-se regiao de credibilidade v com densidade a posteriori
méxima (ou regiao HPD, de highest posterior density) como sendo a regiao R(z) tal que

R(z) = {0 € ©: h(z) > ¢}

onde ¢, é a maior constante para a qual se verifica Pr[6 € R(z) |z ] > 7.

Ao contririo do que acontece com as regides de confianga cldssicas, a regiao de
credibilidade tem uma interpretacao probabilistica directa.

1.4.3 Testes de hipdoteses

De modo idéntico as regioes de credibilidade, também os testes de hipéteses bayesianos
tém uma interpretagdo probabilistica directa, consistindo em calcular as probabilidades a
posteriori de cada uma das hipdteses e, caso seja esse o objectivo, optar por uma delas.

Considere-se o teste de hipoteses Hy : 0 € Og versus Hy : 0 € ©1, onde ©1 = 6 — O,.
Representa-se por O(Hy, Hy|z) a razdo das vantagens a posteriori de Hy sobre Hy,

Pr{Hy|z}
O(Hy, Hi|z) = ———7
(Ho, Hile) Pr{H |z}’
que é uma medida da plausibilidade relativa entre as hipéteses em confronto. A razdo das
vantagens a priori de Hy sobre Hi é o quociente entre as probabilidades a priori de Hy e
Hla
PI‘{H()}

O(Hy, Hy) = Pr{E]

Para avaliar a influéncia do vector de dados z na alteracao da credibilidade relativa das
duas hipdteses, utiliza-se o quociente entre a razao das vantagens a posteriori e a razao
das vantagens a priori, que se designa por factor Bayes a favor de Hy (ou contra Hi) e se
representa por

O(Hy, H1|)

BF(z) = O(Ho. 1))

10
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Aplicando logaritmos & expressao anterior obtém-se
InBF(z) =InO(Hy, H|z) —In O(Hy, Hy) .
Pode interpretar-se In BF(z) como o peso relativo da evidéncia contida nos dados a favor

da hipdtese Hy, isto é, o peso da evidéncia a posteriori menos o peso da evidéncia a priori.

Um factor Bayes muito grande ou muito pequeno quando comparado com 1, constitui
evidéncia a favor de Hy ou Hjp, respectivamente. Os valores aproximados para a
interpretacao de BF(z) e 2InBF(x), sugeridos por Jeffreys (1961), sao apresentados na
tabela 1.1 (e.g., Raftery, 1996).

Tabela 1.1: Interpretacio dos valores do factor Bayes.

BF 21n BF Evidéncia a favor de Hy
inferior a 1 negativo negativa (favorece Hy)
la3 0a?2 fraca

3a20 2a6 moderada

20 a 150 6 al0 forte

superior a 150 superior a 10 muito forte

Além da interpretacido probabilistica directa, os testes de hipdteses bayesianos tém
duas outras vantagens sobre os seus homodlogos cldssicos: nao existe limite no niimero de
hipdteses que se pode considerar simultaneamente e as hipéteses nao necessitam de ser
encaixadas umas nas outras. Deste modo, o conceito de hipdtese Hy e H; é muitas vezes
substituido pelo conceito de modelo m;, com ¢ = 1,2,..., M, como se ird ver no capitulo
2.

1.5 Inferéncia preditiva

Em muitas situagoes a realizagao de inferéncias sobre o vector de parametros 6 nao
¢é o objectivo final da andlise estatistica, mas sim uma etapa do processo de predicao de
observacoes futuras.

Como j4 foi referido, a distribuicao preditiva a posteriori p(y|z), definida na secc¢ao
1.1, sumaria a informacao respeitante a plausibilidade de observar y, dados o modelo
amostral f(-|@), a distribuigdo a priori h(6) e os dados x observados até esse momento. A
inferéncia preditiva é efectuada de modo andlogo & inferéncia paramétrica, tendo apenas
em atengao que a densidade de interesse é agora p(y|z) em vez de h(6|z). A obtencao de
medidas sumarias da distribuicao preditiva a posteriori pode ser feita através de predigoes
pontuais ou através de regioes de predi¢ao, como é o caso da regiao de predicao com a
mais alta densidade preditiva. Uma predi¢ao pontual para y pode ser obtida & custa do
valor esperado de Y, calculado em relagao a distribuicao p(y|x), isto é,

§= By lY] = / yply|z) dy = / / y £ (410) h(6]x) dy db
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1.6 Decisao

Embora a distingao entre inferéncia e decisao nao seja uma questdo consensual
(Barnett, 1999), a decisao estatistica pode ser encarada como uma extensao da inferéncia
paramétrica na qual, além da informacao inicial sobre # € © representada pela distribuicao
a priori h(f) e da informacao amostral f(z|f), é também incorporada a informacao
respeitante aos custos ou as consequéncias de adoptar uma determinada acgdo. Estas
consequéncias devem ser quantificadas de um modo adequado e a informacao dai resultante
deve influenciar a decisao a tomar, isto é, deve influenciar a escolha da accdo a adoptar.

Para formalizar esta abordagem estatistica é necessario introduzir o conceito de espago
de acgoes A, constituido por todas as possiveis accoes a entre as quais o decisor tem que
optar. No contexto da decisao estatistica o espago-parametro © é designado por espago
de estados da natureza, pois cada 6 € O representa um estado da natureza ou “cendrio”
onde se desenrola a accao.

O decisor desconhece qual o estado da natureza que prevalece e tem que tomar uma
decisdo numa situacao de incerteza, tendo em conta a informacao a priori, a informacgao
amostral e, além disso, a informacdo sobre a consequéncia de adoptar a accdo a. A
quantificacao desta nova informagcao, referente & interaccao da accao a com o estado da
natureza 6, pode ser feita através da fun¢ao perda [(6,a). Esta fun¢ao, que tem como
dominio o produto cartesiano © x A e contradominio R, representa a perda ocorrida
quando 6 é o verdadeiro estado da natureza e foi tomada a accao a.

Exemplos de fungoes perda muito utilizadas sdo a fungao perda quadrética [(0,a) =
|6 — a|?, a funcdo perda absoluta [(6,a) = |# — a| e a funcio perda 0 — 1 definida por

0 se 8=a
1(0,a) =
1 se O#a

A funcao ou regra de decisao d é uma func¢ao com dominio em X e contradominio em
A, que face aos dados observados z, induz uma determinada ac¢ao a. Designe-se por D
o conjunto de todas as possiveis regras de decisao; quando o decisor utiliza a regra de
decisao d € D e observa x € X' incorre numa perda [(0, d(x)).

Sob o ponto de vista bayesiano, e perante os dados observados z, a opiniao do decisor
estatistico face a um determinado estado da natureza 6 é sumariada através da distribuicao
a posteriori h(0|x). Deste modo, associado a cada acgdo a, tem interesse definir a perda
esperada ou risco a posteriori,

r(a|x)=E9|x[l(9,a)]=/®l(9,a) h(6l) db .

Deve assim escolher-se, caso exista, a ac¢do a € A que minimiza a perda esperada a
posteriori, isto é, tal que
r(alz) = inf r(a|z).
acA
Considerando func¢oes perda especificas, a estimacao pontual e os testes de hipéteses
podem ser vistos como casos particulares de decisao estatistica. Na estimacao pontual o
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espago de acgoes é igual ao espago-parametro, isto é, A = ©, e uma acgao a € A consiste
em propor a como estimativa de 6. Relativamente ao teste de hipbteses Hy : 6 € O versus
Hy:0 € ©, em que ©; = © — O, o espago de acgoes é constituido por dois elementos,
isto é, A = {ag,a1} — a accdo ag representa a aceitacao de Hy e a ac¢do aj representa a
rejeicao de Hy.

1.7 Meétodo de Monte Carlo

Conforme referido na seccao 1.4, a realizacdo de inferéncias sobre o vector de
parametros 6 é feita com base na distribuicao a posteriori

f(x]6) h(6)
h(f|x) = 1.7
(6]) Jo f(x|t) h(t) dt (L.7)
e as inferéncias sumdrias podem ser obtidas na forma de valores esperados a posteriori
Epla() = | a(0) o) do (18)

para certas escolhas de ¢(-). Caso se pretenda determinar a média ou a varidncia
a posteriori da i-ésima componente de 6, entdo considera-se g(f) = 6; ou g(0) =
(Oi — E9i|m[9,-])2, respectivamente. Se y for uma observacao futura de um modelo indexado
no mesmo vector de parametros 6, as inferéncias preditivas de y sdo baseadas na
distribuicao preditiva a posteriori

plylz) = /@ £ (yl,0) h(6]) do (1.9)

onde f(y|z,0) é a distribuicao de Y sob o modelo paramétrico considerado, o qual pode
ser ou nao estocasticamente dependente de X, conforme foi referido na seccao 1.1. De
modo andlogo, as predigoes sumarias podem ser obtidas na forma de valores esperados
preditivos

By ulg(¥)] = / 9(y) plylz) dy (1.10)

para escolhas adequadas de g(+).

A operagdo de integracdo desempenha assim um papel fundamental na Estatistica
Bayesiana, como se pode ver pela necessidade de célculo dos integrais das expressoes (1.7)
a (1.10). As dificuldades surgem pois, na maior parte das situac¢oes, nao é possivel obter
expressoes explicitas para os integrais envolvidos. Alguns métodos analiticos, como a
aproximacao da distribuicao a posteriori a distribuicao normal multivariada, ou o método
de Laplace de aproximacao de integrais, assim como métodos de integragdo numérica,
como a quadratura iterativa, sao algumas das solugoes possiveis para aproximar estes
integrais (e.g., Paulino et al., 2003, capitulo 5). A utilizacao de métodos de Monte Carlo
é uma alternativa apropriada aos métodos numéricos para a aproximacao de integrais,
particularmente no caso multidimensional. Os métodos de Monte Carlo assentam em
simulacao estocastica, isto é, na reproducao de valores de distribuicoes de probabilidade.
Nesta sec¢ao sumaria-se a ideia geral subjacente ao método de Monte Carlo directo, ao
método de Monte Carlo com amostragem via fun¢do de importéncia e ao método de Monte
Carlo via cadeias de Markov, em particular, ao algoritmo Gibbs.
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1.7.1 Monte Carlo directo

Considere-se o problema de aproximar um integral da forma apresentada em (1.8).
Caso se possa simular uma amostra aleatéria 601,60-,...,0y da densidade a posteriori
h(f|z), o método de Monte Carlo directo aproxima este integral pela média empirica

E(9|.1' Z g

a qual converge quase certamente para Fy|,[g(f)], quando N — oo (Lei Forte dos Grandes
Niimeros?). A precisio desta estimativa pode ser medida pelo erro padrio estimado de
Monte Carlo, dado por

1/2
N /

1 1 & i
m Z lg(ei) N ;9(91‘)]

=1

A distribuigao preditiva a posteriori, apresentada em (1.9), é o valor médio a posteriori
de f(Ylx,0), isto é, p(y|z) = Eg|,[f(Y]z,0)], logo a aproximagao de Monte Carlo para esta
distribui¢ao é dada por

L X
plylz) = 5 > f (], 0:)
Z:l

sendo (#1,02,...,0y) uma amostra de valores simulados de h(f|z). A obtengao de
estimativas de Monte Carlo associadas com a distribuicao preditiva p(y|z) passa pela
simulacao de amostras desta distribuicao. Para isso, comeca-se por gerar uma amostra
(01,02,...,0N) de h(0|x); para cada i, i = 1,..., N, obtém-se y; de f(y|z,0;). Com base
na amostra (y1,y2,...,yn), pode calcular-se véarios resumos da distribui¢ao preditiva.

1.7.2 Monte Carlo com amostragem de importancia

Quando nao é possivel simular uma amostra independente e identicamente distribuida
directamente da distribui¢do a posteriori h(f|z), uma das solugbes possiveis é a
amostragem via funcao de importancia, que consiste em simular de uma distribuicao
semelhante & distribuicdo a posteriori. Para estimar o valor esperado a posteriori
apresentado em (1.8) procede-se do seguinte modo. Seja k(f) uma funcdo densidade da
qual é facil simular valores e que constitui uma boa aproximagao de h(f|z). Escrevendo

w(f) = f(z]0) h(0)/k(9), tem-se

Jo9(0) w|9) h(6)do _ [ g(0) w(0) k(0) do
/@g(&)h(9|x)d B Jo f(]0) h(0) db - Jow(®)k(0)do

o que sugere aproximar Ey,[g(6)] por

Fnlo(0)) = —o— 3w g(6)

zlwlil

2Seja {Xk}r>1 uma sucessdo de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com X
e defina-se Sy = Z,Icvzl Xre Xy = %SN. Entao, com N — oo, Xy converge quase certamente para f
finito se e s6 se E(|X]) < oo, e tem-se F(X) =
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onde w; = f(x|6;)h(0;)/k(0;) e 61,02, ...,0n é uma amostra simulada de k(6).

Este método, que se designa por método de Monte Carlo com amostragem de
importancia, atribui mais peso a regioes onde k(0) < h(f|z) e menos peso a regides onde
k(@) > h(0|z). A funcao de importancia k() deve constituir uma boa aproximacao de
h(f|z), mas com caudas mais pesadas do que h(f|z) e, além disso, deve ser escolhida de
modo a que seja facil a geragao de amostras dessa distribuigao.

1.7.3 Monte Carlo via cadeias de Markov

Como a simulagao da distribui¢do a posteriori h(f|z) nem sempre constitui tarefa
facil, a ideia bésica subjacente ao método de Monte Carlo via cadeias de Markov, que
se representa por MCMC, é a transformacao do problema estitico em consideracao
num problema de natureza dinidmica, através da construgdo de um processo estocastico
temporal, que deve ser facil de simular e que deve convergir para a distribuicdo original.
Este processo temporal é, de um modo geral, uma cadeia de Markov homogénea cuja
distribuicao de equilibrio é a distribuicdo da qual se pretende simular amostras. Das
muitas referéncias existentes sobre o método MCMC, destaca-se Gamerman (1997) e Gilks
et al. (1996).

Para compreender integralmente o método MCMC é necessario ter alguns
conhecimentos sobre cadeias de Markov. No entanto, como este capitulo pretende apenas
dar a conhecer algumas ferramentas da Estatistica Bayesiana, a teoria das cadeias de
Markov necessaria para a compreensao integral dos métodos MCMC nao é aqui abordada.
Conceitos basicos de cadeias de Markov relacionados com os métodos MCMC podem ser
vistos em Roberts (1996) e Paulino et al. (2003, secgao 8.1).

O algoritmo de Metropolis-Hastings permite, precisamente, a construcao de cadeias de
Markov com distribuicoes de equilibrio especificas. Os denominados métodos de Monte
Carlo via cadeias de Markov nao sao mais do que a associagao deste algoritmo para
simulacao de distribuicoes ao método de Monte Carlo para aproximacao de integrais. O
método de amostragem Gibbs, que a seguir se apresenta, pode ser interpretado como um
caso particular do algoritmo de Metropolis-Hastings (Gelman et al., 1995; Gamerman,
1997; Paulino et al., 2003).

Algoritmo Gibbs

O método de amostragem Gibbs baseia-se no facto que, se a distribuicdo a posteriori
h(0|z), com 6 = (61,...,0), for positiva em ©1 X - - - X O, com O; suporte da distribuicio
de 0;, para i = 1,...,k, entdo h(f|z) é unicamente determinada pelas distribui¢oes
condicionais completas h(0;|z,0_;)), onde 6_; = (01,...,0;—1,0i41,...,0k).

A geragao de vectores de h(6y,...,0;|z) através do algoritmo Gibbs pode ser resumida
do seguinte modo:

e inicializa-se o vector @ atribuindo-lhe um valor inicial arbitrario 60 =
(0%0),050), .. ,0,(60)) pertencente a ©1 X Qg X -+ X Op;

e gera-se um valor 9%1) de h (61 |z, 050), 9:(,)0), 94(10), ... 79120))3
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() g© o)

e gera-se um valor 9%1) de h (02 |z, 0,7, 0y,

0 0L7);
() D) g g0,

e gera-se um valor 9:(),1) de h (03 |z, 0,

e gera-se um valor 9,(61) de h (6 | z, 951),051),0:(31), e ,0,(61_)1).

Completa-se assim um ciclo deste algoritmo, transitando-se do estado 6 para o estado
o) = (951),951), . ,9,(61)). Considerando como vector inicial o vector (1) resultante do
primeiro ciclo, é efectuado um novo ciclo que possibilita a transicao do estado #Y) para o
estado ) = (9(2) 9(2) "791(3))’ e assim sucessivamente. Este ciclo é repetido T vezes,
tomando sempre como valor inicial em cada ciclo o vector gerado no ciclo anterior.

A sucessio 0 91 9@ 91 ¢ uma realizacio de uma cadeia de Markov com
espaco de estados © e funcao de transicio p(6),00¢+1)) dada por (e.g., Smith e Roberts,
1993):

p(6®, 6+ H h(00 0 1w, 0D, 00
O método de amostragem GlbbS permite, através de um processo iterativo, gerar
realizacoes de uma cadeia de Markov de tal modo que, & medida que o niimero de iteragoes
aumenta, a cadeia aproxima-se da sua condicao de equilibrio. Se num determinado instante
t a cadeia j4 se encontrar no estado de equilibrio, entdo o vector (%) gerado nesse instante
pode ser considerado uma realiza¢ao da distribuicao h(0|x).

A teoria subjacente as cadeias de Markov permite concluir que, quando ¢ — oo,
60 = (9?),9@) ..,9,(:)) tende em distribuicdo para um vector aleatério cuja funcao
densidade de probabilidade conjunta é h(f|z) e a média ergddica %Zle g(6®) converge
quase certamente para Ey,[g(0)], para qualquer funcdo g(-), onde Ejy,[g(6)] representa
o valor esperado de g(#) em relagdo a distribui¢do a posteriori h(6|z). Este resultado é

conhecido por Teorema Ergddico. Em particular, verifica-se que se ¢ — 0o, entao 91@ tende
em distribuicao para uma quantidade aleatéria cuja densidade é a marginal a posteriori
de 6;, h(0;|z).

O niimero total de iteragoes T' a efectuar depende de trés aspectos essenciais: (i) a
velocidade de convergéncia da cadeia para o seu estado de equilibrio, (ii) a correlagiao
entre os sucessivos valores gerados, (iii) a precisdo pretendida para as estimativas dos
parametros.

Relativamente ao primeiro aspecto, é necessario efectuar um determinado ntimero m
de iteragoes que vao ser descartadas, isto é, cujos valores nao vao ser considerados nas
inferéncias a efectuar. Estas primeiras m iteracoes, correspondentes & simulacao de valores
que se assume nao pertencerem & distribuicao de equilibrio, constituem o chamado periodo
de aquecimento (burn-in). A natureza dindmica do método de simulagao faz com que
observacoes consecutivas geradas pelo algoritmo Gibbs sejam obviamente correlacionadas.
Para obter observacoes independentes a técnica usual consiste em considerar apenas as
observagoes espagadas de um valor h (espacamento de amostragem), depois do periodo de
aquecimento. Em relagao ao terceiro aspecto, a precisao das estimativas dos parametros
pode ser controlada pela dimensao da amostra final N.
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Os trés aspectos essenciais para determinar o niimero de iteracoes T' dao origem a
outras tantas questoes: (i) quantas iteragoes m deve ter o periodo de aquecimento? (ii)
qual deve ser o espacamento h entre as iteracoes? (iii) qual deve ser a dimensdo da
amostra final N? Embora a escolha adequada do nimero de iteragoes do periodo de
aquecimento dependa do valor inicial atribuido a 6 e da estrutura de correlacao da cadeia,
valores m = 1000 ou m = 5000 sao usuais em muitas aplicagoes. Relativamente & segunda
questao, alguns autores sugerem que valores de h = 10 ou h = 20 sao suficientes na maioria
das aplicagoes; no entanto, ha casos de cadeias com estrutura de correlacao elevada que
obrigam a considerar h = 40. Valores de N = 5000 ou N = 10000 conduzem a estimativas
com uma precisdo aceitidvel em muitas aplicagoes.

O numero total de iteragoes T do algoritmo Gibbs, necessirias para obter uma
amostra final de dimensao N, é T' = m + h x N. No processo de inferéncia é apenas
utilizado o subconjunto de dimensao N extraido desta cadeia, constituido pelos vectores
0(m+1)’ g(m+(h+1)) , g(m+[(N—1)h+1])

P

A utilizacao da metodologia bayesiana nas aplicacoes praticas é um fenémeno recente,
ao qual nao é alheio o aparecimento do WinBUGS (Spiegelhalter et al., 1996a). Este
programa possibilita a utilizacdo das metodologias de inferéncia bayesiana nas aplicagoes
praticas, recorrendo, para isso, ao método de amostragem Gibbs.

Um risco inerente & utilizacdo de métodos MCMC é o facto de se considerar que
h& convergéncia do método MCMC antes da distribuicao de equilibrio ter sido atingida.
Existem diversos métodos de diagnéstico da convergéncia do método de amostragem Gibbs
que, embora nao provem que a cadeia convergiu, permitem detectar situacoes de nao
convergéncia (e.g., Gill, 2002; Paulino et al., 2003). Entre estes métodos destaca-se: (i)
as representacoes graficas das estimativas dos pardmetros, com a exclusiao do periodo
de aquecimento; (ii) as representagoes graficas das autocorrelagoes dos parametros; (iii)
a monitorizacdo das médias ergddicas de certas quantidades escalares (por exemplo, do
primeiro e do segundo momentos ou de alguns percentis); (iv) o diagnéstico de Geweke
(Geweke, 1992); (v) o diagnéstico de Gelman e Rubin (Gelman e Rubin, 1992); (vi) o
diagnéstico dos quantis de Raftery e Lewis (Raftery e Lewis, 1992). Os softwares CODA
(Best et al., 1996) e BOA (Smith, 2005) possibilitam a anélise do output do método MCMC
e, em particular, a andlise da convergéncia deste método.
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Capitulo 2

Critérios de Seleccao de Modelos

2.1 Introducao

Perante uma amostra aleatoria de uma dada populagao, um dos principais objectivos
da Estatistica é o ajustamento de modelos, com o objectivo de estimar pardmetros
populacionais ou prever comportamentos futuros. Na abordagem bayesiana ao problema
do ajustamento de modelos é necessario especificar a distribuicao de probabilidade
conjunta do vector de observagoes, condicional a um vector de parametros, assim como a
distribuicao a priori desse vector de parametros. A incerteza inerente & especificacdo, quer
da distribuicao do vector de observacoes, quer da distribuicao do vector de parametros,
proporciona o aparecimento de varios modelos candidatos ao ajustamento dos dados. A
seleccao de modelos constitui, portanto, um dos problemas mais importantes da Estatistica
e da investigacao cientifica em geral, na medida em que possibilita a escolha, num conjunto
de modelos em comparacao, do modelo que melhor descreve o fenémeno aleatério que é
objecto de estudo.

Num problema de seleccao de modelos, o investigador deve ter sempre presente
a necessidade de equilibrio de dois conceitos distintos: a bondade ou qualidade do
ajustamento e a parciménia do modelo. O primeiro conceito implica a escolha do modelo
que melhor descreve a situacao que é objecto de investigagdo e o segundo conceito previne
contra a desnecessaria complicacdo do modelo. Um modelo demasiado complicado pode
ajustar bem os dados mas ser totalmente inttil, por nao permitir uma simplifica¢do e uma
melhor percepcao do fenémeno em estudo, nem proporcionar, as vezes, boas predicoes.

Numa situacao real que envolva incerteza, a informacao disponivel deve ser usada
para seleccionar o melhor modelo — isto é, para escolher um modelo parcimonioso que
possibilite o melhor ajustamento da realidade — no conjunto de modelos candidatos.
Pode acontecer que nenhum dos modelos, do conjunto de modelos candidatos, seja um
bom modelo e, neste caso, o melhor modelo nao é sequer um bom modelo. De modo a
evitar que maus modelos sejam aceites, meramente porque ajustam melhor os dados do
que outros modelos ainda piores, deve também efectuar-se a validagao do modelo, isto é,
averiguar se o modelo seleccionado providencia um ajustamento adequado dos dados. A
validacao de modelos é o assunto tratado no capitulo 5. A seleccéo e validacao de modelos
constitui uma etapa da andlise estatistica muitas vezes designada por determinagao de
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modelos.

Os testes de hipéteses bayesianos tém a vantagem, sobre os seus homdlogos cldssicos,
de nao impor um limite ao nimero de hipdteses a serem consideradas simultaneamente,
nem exigir que estas sejam encaixadas. Por este motivo, a designagao “hipétese” é, por
vezes, substituida por “modelo”. Nao é portanto de estranhar que, sendo o factor Bayes a
ferramenta utilizada nos testes de hipoteses, seja também um método eleito para a seleccao
de modelos. Existem, no entanto, diversas dificuldades na sua aplicagdo do ponto de vista
pratico, o que impulsionou o aparecimento de solucoes alternativas para a seleccao de
modelos: outros factores Bayes, critérios definidos & custa dos residuos, métodos baseados
na verosimilhanca penalizada, etc. Neste capitulo sao descritos e exemplificados alguns
destes critérios de seleccao de modelos.

Alternativamente & selec¢ao de modelos, os factores Bayes podem ser convertidos em
pesos que, “anexados” aos varios modelos, possibilitam a obtencao de estimativas ou
predigoes compostas, que tém em conta a incerteza na selec¢ao do modelo (e.g., Hoeting
et al., 1999). Esta metodologia, designada por média ponderada de modelos bayesianos,
(abrevia-se BMA, de Bayesian model averaging), origina inferéncias mais precisas, na
medida em que é contemplada a incerteza inerente ao processo de seleccao de modelos.

Antes de se avancar na exposicao dos diversos critérios de seleccao de modelos, convém
clarificar alguns conceitos e notagoes utilizados.

Um dos conceitos que pode suscitar alguma divida é o conceito de modelo. Entende-se
por modelo, no caso mais simples, o modelo bayesiano padrao, definido através de uma
hierarquia em dois niveis: a distribuicdo dos dados, condicional ao vector de parametros
0 e a distribuicao a priori de 6. Se a distribuicao a priori de 0 estiver indexada por outro
vector de pardmetros 7, pode ser necessirio especificar essa incerteza através de uma
distribuicao a priori para n. Assim, no caso mais geral, o modelo engloba a distribuicao
dos dados, condicional ao vector de parametros, e os varios niveis de hierarquia referentes
a distribui¢ao do vector de parametros.

Na apresentagao de alguns critérios de seleccado de modelos de indole classica,
nomeadamente do critério de informacao de Akaike e do critério de informacao bayesiano,
o conceito de modelo ndo é o mesmo. Neste caso, o conceito de modelo refere-se apenas a
distribuicao dos dados, condicional a um vector de parametros.

Neste capitulo, 6; representa o vector de parametros do modelo m; e nao, como
anteriormente se considerou, a i-ésima componente do vector de parametros 6.

A distribuicao preditiva a priori ou distribui¢do marginal de z, relativa ao modelo
m;, é representada por f(z|m;). Esta notacao pode suscitar alguma divida, uma vez que
f(xz|m;) indica apenas que o modelo m; origina uma determinada forma para a distribuigao
preditiva a priori, o que poderia também ser representado por f;(z). O mesmo se passa
com a distribuicao dos dados, condicional ao vector de parametros 6;, para o modelo m;,
que é representada por f(z|0;, m;) em vez de f;(z|6;); do mesmo modo, a verosimilhanga
do vector de pardmetros 6;, para o modelo m;, é representada por L(6;|z,m;) em vez de
L;(0;]x).
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2.2 Factor Bayes

Considere-se o conjunto I = {1,2,..., M}, que supostamente contém o indice i*, tal
que m;» é o modelo “verdadeiro”, embora desconhecido. Representa-se por Pr{m;} a
probabilidade a priori de m; ser o modelo “verdadeiro”. Uma vez observado o conjunto
de dados x, o teorema de Bayes pode ser usado para obter a probabilidade a posteriori de
m; ser o modelo “verdadeiro”,

f(z|mi) Pr{m;}
Pr{m;|x} = , 1€1, 2.1
o) = (2.1)
sendo f(z) a distribui¢ao preditiva global, definida por
M
f@) =" f(xlmy) Pr{m;}, (2.2)
j=1

e f(xz|m;), i € I, a distribuicao preditiva a priori de z ou distribuigdo marginal de z, para
o modelo m;, definida por

Substituindo f(z) em (2.1) pela expressao apresentada em (2.2) obtém-se, para a
probabilidade a posteriori do modelo m;, a seguinte expressao:

f(@|mi) Pr{m;}

Pr{m;|z} = , 1
T} =S ) Pefgy €

(2.4)

Observado o conjunto de dados z, e caso se pretenda seleccionar um entre varios modelos,
o modelo que maximiza Pr{m;|z} ou, de modo equivalente, o modelo que maximiza
f(z|m;) Pr{m;}, para i € I, deve ser o escolhido. Se as probabilidades a priori dos
modelos m; forem iguais, isto é, se Pr{m;} = ﬁ, entao

x|m;
Pr{mifz} = ).
>2j=1 [ (@my;)
neste caso, o modelo escolhido deve ser o modelo com maior valor de f(z|m;), sugerindo
a utilizacao desta quantidade nos critérios de seleccao de modelos.

Quando os modelos sao comparados aos pares, o que constitui uma situagdo muito
usual, o factor Bayes emerge. Considere-se a comparac¢ao de dois modelos paramétricos,
my e mgy, com vector de parametros 01 e 6o, respectivamente. Designe-se por Pr{m;} e
Pr{ms} =1 —Pr{m;} as probabilidades a priori dos modelos m; e my, respectivamente.
A observagao do conjunto de dados z, que se assume obtido de um dos modelos m1 ou mao,
com funcgao de probabilidade f(z|61,m1) ou f(z|f2, ms2), possibilita que a opinido a priori
sobre a plausibilidade relativa dos modelos seja transformada numa opinido a posteriori,
representada pelas probabilidades a posteriori de mq e mo, Pr{mq|z} e Pr{mg|z} =1 —
Pr{m;|z}, respectivamente.
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No caso em que se compara apenas dois modelos, a probabilidade a posteriori do
modelo m;, apresentada em (2.4), pode ser simplificada,

[ (z|mi) Pri{m}
zlmq) Pr{mi} + f(xz|mg) Pr{ms}

Pr{m;|z} = T , 1 €41,2}.

Deste modo, supondo que Pr{ms|z} # 0, tem-se

Pr{m|z} _ f(zlmy) Pr{m}
Pr{my|z}  f(z|ma) Pr{mo}’

e o quociente das probabilidades a posteriori dos modelos em competicao pode ser obtido
através do produto do quociente das probabilidades a priori desses modelos pelo factor

f(z[my)
f(z[ma)
que, como se viu na seccao 1.4.3, é o factor Bayes a favor de m e contra msy. Assim,

como BF(z) é o quociente entre as distribuicoes marginais de z para o modelo m; e mag,
atendendo a (2.3), obtém-se

BF(z) =

_ [ f(]61,m1) h1(61) db,
ff($|92,m2) h2(92) d92 )

O “melhor” modelo corresponde ao modelo que apresenta o maior valor da distribuicao
preditiva a priori para z. Assim, se BF(z) > 1, os dados z favorecem my, e se BF (z) < 1,
os dados z favorecem mo. Valores aproximados para a interpretacdo dos factores Bayes
obtidos sdo apresentados na tabela 1.1.

BF(z)

(2.5)

Existe alguma similaridade entre a estatistica razao de verosimilhancas e o factor Bayes,
embora neste 1ltimo caso os parametros sejam eliminados por integracao em vez de o
serem por maximizagdo. Ja que em (2.5) x estd fixo, f(x|6;,m;) ndo é mais do que a
verosimilhanca de #; para o modelo m; e, portanto, o factor Bayes pode ser interpretado
como o quociente das médias das verosimilhangas dos parametros para os dois modelos,
calculadas relativamente as respectivas distribuicoes a priori do vector de parametros.

A comparacdo de M modelos, cada um com vector de parametros 0;, i € I, pode
ser feita aos pares. O modelo seleccionado corresponde ao modelo com maior valor da
distribui¢ao marginal de x. Considere-se, por exemplo, o caso M = 3, em que se pretende
comparar os modelos mq, my e mg3; pode comecar-se por comparar os modelos mq e mg e
depois compara-se o modelo seleccionado com o modelo mg.

De modo a identificar inequivocamente os modelos comparados, sempre que necessario,
representa-se por BF;;(z) o factor Bayes a favor do modelo m; e contra o modelo m;.

Se o objectivo for o cdlculo dos factores Bayes de todas as combinagoes possiveis dos
M modelos, nao é necessario calcular (1\2/[ ) factores Bayes, pois verifica-se que:

BFZ'j(:B) = Bsz(:lZ) X Bij(ZE),
parai,j,k € I.

O factor Bayes nao depende das probabilidades a priori dos modelos mas depende,
salvo raras excepcgoes, das distribuicoes a prior: dos vectores de pardmetros dos modelos
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em comparagao. Assim, se a distribuicdo a priori do vector de parametros de um dos
modelos for imprépria, o que é usual quando se considera distribui¢ées a priori nao
informativas, a correspondente distribui¢ao preditiva a priori também pode ser impropria
e, consequentemente, o factor Bayes pode nao estar definido. Esta é uma das criticas
apontadas ao factor Bayes (Gelfand e Dey, 1994).

Na auséncia de informacao a priori substancial sobre o vector de parametros, a
especificacdo de uma distribui¢ao a priori nao informativa, para representar a ignorancia
a priori, parece ser a solucao mais adequada. Esta solucao pode, no entanto, no caso do
espago-parametro ser nao limitado e da hipdtese nula ser simples — isto é, do modelo
estar completamente especificado —, conduzir ao paradoxo de Lindley (Lindley, 1957),
como se ilustra no exemplo 2.1. Este paradoxo ocorre quando, & medida que n — oc e
independentemente dos dados, o factor Bayes favorece mq, quer ele seja ou nao o modelo
“correcto”. Isto deve-se ao uso inapropriado de algumas distribuicoes na representacao da
ignorancia a priori. Neste caso, um factor Bayes a tender para infinito ndo quer dizer que
exista uma forte evidéncia fornecida pelos dados a favor do modelo nulo m, mas sim uma
forte rejeicao da distribuigao a priori difusa do modelo mo (Aitkin, 1991).

Exemplo 2.1

Em Aitkin (1991) é apresentado o seguinte exemplo para ilustrar o paradoxo de
Lindley. Considere-se, para a amostra © = (x1,x9,...,%,), dois modelos alternativos,
my X, i N(p1,0%),i=1,2,...,n, com p; e o2
i=1,2,...,n, com h(us) = %, para g € (—C,C), com C grande, e o
distribuigoes preditivas a priori de cada um dos modelos sdo dadas por:

flzlmy) = ( . )nexp{—%g(xi—mf},

oV 2w

C n n
flalma) = /c <0 127T> eXP{—% > (@i —M2)2} %dm
- =1

e o factor Bayes a favor de m; e contra ms é:

exp {57 2i (@i — )’}

conhecidos, e ms : X; | 2 S N(pa, 02),
2 conhecido. As

BF(z) = & - — T
f—C exp {_P Zi:l(wi - ,u/2) } 2C dﬂ'?
_ 90 exp{—# [Z?:l(:ci—:i)2+n(a_:—u1)2]}
f_cc exp {—gaz [ Yoim (wi — 2)? + n(T — p2)? ]} dpg
_ 90 exp { — g2 (T — 11)*}
JSoexp {— 5 (7 — 12)2} dpo
vn
= 20— 7 ¢) — : (2.6)
o [T(a‘c—i—(]) — [T(:z 0)}
sendo z = @(:ﬁ — 1), € ¢(-) e ®(-) a funcao densidade de probabilidade e a fungao
distribuicao da normal padrao, respectivamente.
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O denominador de (2.6) tende para 1 & medida que C aumenta. Assim, o valor
do factor Bayes pode ser arbitrariamente grande & medida que C — oo ou n — oo,
independentemente dos dados (isto é, qualquer que seja o valor de z fixo). O paradoxo de
Lindley ocorre porque é atribuido, & medida que C — oo oun — oo, através da distribuicao
a priori h(ps), peso nao nulo a intervalos com verosimilhanga insignificante do parametro
po. Aitkin (1991) refere que a distribuicao a priori nao necessita de ser uniforme; qualquer
distribuicao a priori prépria que se considere produz o mesmo resultado, & medida que
n — Q0. |

Além da eventual ocorréncia do paradoxo de Lindley, produzindo um factor Bayes que
favorece o modelo mq quer ele seja o modelo “correcto” ou nao, a utilizacao de distribuigoes
a priori nao informativas pode também originar situagées em que o préprio factor Bayes
nao estd bem definido. De modo a obviar estes problemas, Aitkin (1991) defende
que é mais apropriado efectuar a seleccao de modelos através do quociente das médias
das verosimilhancas com respeito as distribuicoes a posteriori dos vectores parametros,
observados os dados z, em vez de usar o quociente das médias das verosimilhancas com
respeito as distribui¢ées a priori, como acontece em (2.5). Surge deste modo o factor
Bayes a posteriori, que é dado por

_ [ £(=]01,m1) b1 (61]) db,
[ f(x|02,m2) ha(Oa|z) dby -
O factor Bayes a posteriori é alvo de criticas devido ao facto dos dados serem utilizados

duas vezes, uma na especificacdo da distribuicdo amostral e a outra na determinagdo da
distribuicao a posteriori (e.g., Cuzick, 1991 e O’Hagan, 1991).

BFpost (:I?)

O’Hagan (1991) propoe uma solugao para este problema. Dividir o conjunto de dados
z em duas partes © = (;c(l),a:(z)): a amostra z(1) ¢ designada por amostra de treino e é
usada para determinar as distribuicoes a posteriori hi(9i|$(1)), que conjuntamente com a
informacio amostral f(z(?)|0;,m;), para i € {1,2}, permite calcular o factor Bayes parcial

2)] (1)
B (o]0 _ 220 m)

p(z@ [z, my)

onde

p(z Pz m;) = /f($(2)|9i7mi)hi(9i|ﬂ?(1))d9i, i€{1,2},

é a distribuicao preditiva a posteriori de (2 condicional a (Y, para o modelo m;. Embora
deste modo se consiga contornar o problema das distribuicoes a priori impréprias, surge
outro problema que é necessario solucionar: como dividir a amostra z em duas partes?

Berger e Pericchi (1996) propoem a utilizagdo do factor Bayes intrinseco que, grosso
modo, consiste em determinar a média aritmética ou geométrica dos factores Bayes
parciais, obtidos usando todas as amostras de treino de dimensao minima, isto é,
de dimensao nj, tal que n; representa a menor dimensao da amostra que conduz a
distribuicoes a posteriori hi(0;|z") préprias.

O’Hagan (1995) sugere a utilizagao do factor Bayes fracciondrio definido por

f(1;7 b|m1)

BF froc(z) = (@, bima)
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onde b = ny/n, sendo ny a jd mencionada dimensao de amostra minima e

[ f(@05,ms) hi(6;) db;

f(z, blmy) ie{1,2}.

De modo a reduzir a sensibilidade do factor Bayes & escolha da distribuicao a priori,

O’Hagan (1995,1997) aconselha a utilizagdo de valores elevados para b, nomeadamente
b = max(ny,Inn)/n ou b = max(ny,/n)/n.

O assunto “factor Bayes” nao fica de modo algum esgotado. Na seccao 2.3.1 é também
definido o factor pseudo-Bayes. Cavalcante (1998) faz uma revisdo dos factores Bayes
a posteriori, parcial, intrinseco e fraccionario. Han e Carlin (2001) comparam diversas
técnicas, baseadas nos métodos MCMC, para calcular o factor Bayes. Destaca-se ainda,
como uma referéncia obrigatdria, o artigo de Kass e Raftery (1995), que apresenta com
major detalhe os assuntos mencionados nesta seccdo e outros aspectos nao referidos,
ilustrados com aplicacoes praticas.

2.3 Residuos bayesianos

Considere-se que o vector y = (y1, %2, ..., Yn+) constitui uma amostra de validacao, isto
é, uma amostra independente de z (condicionalmente a 6), proveniente do mesmo modelo
que gerou os dados z. O valor médio preditivo e a varidncia preditiva de cada componente
de Y, sao dados por:

Bypltil = [wiptulo)dy o Varyulvi = [ = By ¥ pulo) dus.
respectivamente, para 1 = 1,2,...,n*, sendo a distribuicido preditiva a posteriori de Y;
definida por

p(yilz) =/(9f(yi|9)h(9|x) do .

A estimagao, via métodos MCMC, do valor médio preditivo e da varidncia preditiva é
apresentada no anexo B.2.

O residuo bayesiano associado & i-ésima observacao é a diferenca entre o -ésimo valor
da amostra de validagio, y;, e o correspondente valor predito §; = Ey;|,[Yi], isto &,

ri =Y; — EY1|:c[YPZ]7 1= 1,2, e ,n*. (27)

De modo a eliminar a dependéncia dos residuos da escala dos dados, é usual considerar o
residuo bayesiano padronizado:
i — By, [Y;
dizy’—“"’”[’], i=1,2,... n*. (2.8)
Varmx[Yi]

A determinagao dos residuos bayesianos pressupoe a existéncia de duas amostras
independentes, uma para efectuar o ajustamento e a outra para a validagdo do modelo. No
caso de nao ser possivel obter duas amostras independentes, pode particionar-se o conjunto
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de dados z de modo a obter duas amostras z() e z(2) que sao usadas, respectivamente,
como amostras de ajustamento e validacao. Surge entdo outro problema: como particionar
a amostra, isto é, quantas observacoes devem ser usadas para o ajustamento do modelo e
quantas devem ser usadas para a valida¢ao do modelo? Carlin e Louis (2000, secgao 2.4.1)
sugerem que se reserve 20% a 30% da amostra para subsequente validagao do modelo. No
entanto, esta solugdo nao é vidvel caso a amostra tenha dimensao reduzida.

Quando nao é possivel obter duas amostras independentes, Gelfand et al. (1992)
sugerem a utilizagio de uma metodologia do tipo Jackknife (ou leave one out) na
determinagao dos residuos, que d4 origem ao residuo bayesiano de eliminagao. Neste caso,
o residuo bayesiano pode ser determinado & custa de uma tnica amostra z, pois o valor
médio preditivo e a variancia preditiva de X; sao calculados condicionalmente ao conjunto
de dados z excluido z;, isto é, condicionalmente a z(_;) = (1, Ti1,Tit1,---,Tpn), Para
1=1,2,...,n

Seja h(f]z_;) a distribuicdo a posteriori de 6 observado o vector de dados z(_;,
f(zilw(_s),0) a distribui¢do de X; condicional a z(_;), isto é,

f(x]6)
flz_yl0)’

e p(wi|z(—;) a distribuicao preditiva de X; condicional a x(_;), definida por:

f(zilz_s,0) =

p(zile / Flaila iy, 0) BBz ) db. (2.9)

O valor médio preditivo e a varidncia preditiva de cada componente de X,
condicionalmente a z(_;, sdo dados por:

EX¢|$(_¢) [X] /‘/I:Z.p(‘/l:l|‘,B )dxl I

Vary, ., [Xi] = /(a:, —Exz_, [X:])? p( (zilz(—s)) d; .

Com esta metodologia o residuo r;, definido em (2.7), é substituido pelo residuo
bayesiano de eliminacao

T::'xl_EXl [XZ]7 221,2,,77;,

|z -i)
e o residuo d; definido em (2.8) é substituido pelo residuo bayesiano de eliminagio
padronizado
&= o 12 .

Va'TX¢|CD(_i)[Xi]

] 2

As somas dos quadrados dos residuos — > 7 d;? ou S dl® — ou as somas dos seus
valores absolutos — Y7 |d;| ou Y.I'|d;] — podem também ser usadas na selecio de
modelos, devendo optar-se pelo modelo que apresentar o menor valor para estas somas.

Se os modelos em competicdo nao tiverem o mesmo numero de parametros, deve
representar-se graficamente no mesmo eixo de coordenadas (ou em graficos com a mesma
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2.3. Residuos bayesianos

escala para o eixo das abcissas e das ordenadas) os residuos nao padronizados y; — Ey;|,[Y]
versus o desvio padrao (Varmx[Yi])l/ 2. Um modelo com mais parametros que o necessario
serd detectado pela presenca de variancias maiores para os residuos nao padronizados do
que um modelo com menos parametros mas também adequado (Paulino et al., 2003, sec¢io
8.4.2). O mesmo é vélido para os residuos bayesianos de elimina¢ao nao padronizados.

2.3.1 Ordenadas preditivas condicionais

O valor de p(wi|lz(_;), definido em (2.9), quando z; é a i-ésima componente do
vector observado z, designa-se por ordenada preditiva condicional da observacao z; e
representa-se por CPO(z;) (de conditional predictive ordinate). O modo de estimar, via
métodos MCMC, as ordenadas preditivas condicionais é apresentado no anexo B.1.

Gelfand et al. (1992), citando Besag (1975), afirmam que se a distribuigdo preditiva
a priori f(z) for prépria e estritamente positiva no seu dominio, entao f(z) é equivalente
ao conjunto {p(zi|r(_z) : i = 1,...,n} no sentido em que um determina unicamente o
outro. Com base neste resultado, se X;, para i = 1,2,...,n, forem condicionalmente
independentes dado 6, Geisser e Eddy (1979) sugerem que se use [;_; p(zi|z(_;)) em vez
da distribuicao preditiva a priori, na comparacao de modelos. Seguindo esta sugestao,
Gelfand et al. (1992) propoem a substituigao, no calculo do factor Bayes, da distribuigao
preditiva a priori pelo produto das ordenadas preditivas condicionais, que designam por
distribui¢ao pseudo-preditiva, dando origem ao factor pseudo-Bayes:

_ I1%, CPO, (1)
[1, CPOy, ()

onde CPOyp,; (z;) é a ordenada preditiva condicional da observacao z; para o modelo m;.
Deste modo, o produto das ordenadas preditivas condicionais constitui uma medida de
seleccdo de modelos. O factor pseudo-Bayes pode ser considerado uma versao “validacao
cruzada” do factor Bayes. A interpretagao do valor do factor pseudo-Bayes é idéntica a

apresentada para os outros factores Bayes definidos na sec¢ao 2.2.

BFpseudo (517 )

Se SInCPO,,; () representar a soma dos logaritmos das ordenadas preditivas
condicionais do modelo my;, isto é, se SInCPO,,;(z) = > i, InCPOy, (z;), entdo o
logaritmo do factor pseudo-Bayes é dado por:

InBF seudo(z) = SInCPOyy,, (2) — SInCPO,,, () .

Como InBFsey40(z) representa a alteracado do valor do SInCPO do modelo m; para o
modelo mgo, é usual representar esta diferenca por ASInCPO(z). Se ASInCPO > 0,
selecciona-se o modelo m1; no caso contrario, selecciona-se mo.

Caso se pretenda utilizar o factor pseudo-Bayes com varios modelos em competicao,
deve seleccionar-se o modelo m; que apresenta o maior valor de H?:l CPOpy; (z;) ou,
equivalentemente, o que apresenta o maior valor do SInCPO,, ().

Designe-se por C(z;) o quociente entre as ordenadas preditivas condicionais da i-ésima
observacao, dos modelos m; e my, isto é, C(z;) = CPO,y,, (z;)/CPOy,, (z;). Entao, o factor
pseudo-Bayes pode ser dado por

n

BFpseudo(a;) = H C("Ez) ;

i=1
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sendo C'(x;) > 1 para as observagoes z; que dao preferéncia ao modelo my e C(z;) < 1 para
as observagoes z; que dao preferéncia ao modelo mo. A representagao grafica de InC/(x;)
versus i ou x; permite ter uma perspectiva global das observagoes que se encontram melhor
ajustadas para cada um dos modelos em competigao.

2.4 Critérios de verosimilhanca penalizada

Akaike (1973) encontrou uma relacao bastante simples entre a discrepancia de
Kullback-Liebler' e o maximo da log-verosimilhanca (e.g., Burnham e Anderson, 1998,
capitulo 2), que conduziu ao aparecimento de uma metodologia bastante geral para
seleccionar modelos parcimoniosos para os dados observados. A discrepancia de
Kullback-Liebler entre modelos constitui a base tedrica, preconizada por Akaike, para a
seleccao de modelos. Surge, assim, o critério de informacao de Akaike (Akaike, 1973), bem
como outros critérios de seleccao de modelos baseados na verosimilhanca, com penalizagoes
impostas ao incremento do ntimero de parametros do modelo: o critério de informacao
bayesiano (Schwarz, 1978), o critério de informagao bayesiano estimado (Carlin e Louis,
2000, seccao 6.5.1) e o critério de informacao da deviance (Spiegelhalter et al., 2002).

2.4.1 Critério de informacao de Akaike

O critério de informacao de Akaike é o mais conhecido dos critérios de seleccao de
modelos baseados na verosimilhanca penalizada. Nesta seccdo, a notacdo m;, isto é,
o conceito de modelo, refere-se apenas a distribuicdo de X, condicional ao vector de
parametros 6;, e assim a dimensao de 6; coincide com p;, o nimero de parametros do
modelo m;. Designando por L(6;|z, m;) a verosimilhanca do vector de pardmetros 6; € ©;
para o modelo m;, o critério de informagao de Akaike consiste em escolher o modelo que
apresente o menor valor do

AIC,,, (z) = —21In[supg, L(6;]z, m;)] + 2p;

onde AIC abrevia Akaike information criterion. Se ; for o valor de ; que maximiza a
verosimilhanca, supg, L(0;|z, m;) = L(0;|z,m;), entdo

AIC,,, (z) = —21In[L(0;|z,m;)] + 2p; .

A primeira parcela é uma medida do ajustamento do modelo e a segunda parcela é uma
penalizagao ao incremento da complexidade do modelo, permitindo que modelos com
diferente nimero de pardmetros possam ser comparados. Burnham e Anderson (1998,
secgao 2.7.1) argumentam que esta interpretagao do AIC nao faz justica a derivacao tedrica
que lhe deu origem, baseada na distancia de Kullback-Liebler.

LA discrepancia (também designada distincia) de Kullback-Liebler entre os modelos f e g é definida,
para fungdes continuas, como o integral (usualmente multidimensional), sempre que exista, I(f,g) =

J f(z)In (5 ((;;) dz. E utilizada a notacdo I(f, g) pois esta discrepancia quantifica a “informacao” perdida

quando g é usada para aproximar f. Encontrar o modelo que origina a menor perda de informacio é
equivalente a encontrar a fun¢ao g que minimiza I(f, g).
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Quando se pretende comparar os modelos m; e mg usa-se a diferenca
AAIC(z) = AIC,,, (z) — AIC,,, (),

onde AAIC representa a alteracao do valor do AIC do modelo m; para o modelo msy. Se
AAIC < 0, selecciona-se 0 modelo mq; no caso contrério, selecciona-se mo. A quantidade
AAIC aproxima assintoticamente —2InBF, se a informacdo da distribuicdo a priori
aumentar & mesma razao que a informacao da verosimilhanca, o que nao é uma suposi¢ao
realista do ponto de vista pratico. Este critério tem tendéncia para manter demasiados
parametros no modelo, devido ao facto da penalizagao utilizada para o incremento no
nimero de parametros ser demasiado pequena (Carlin e Louis, 2000, seccao 2.3.3).

Como os valores do AIC estdo numa escala relativa, Burnham e Anderson (1998,
secgao 2.2) definem A; = AIC; — min AIC, onde AIC; é o valor do AIC do i-ésimo modelo
e min AIC é o menor valor do AIC dos modelos que estao a ser comparados, e recomendam
que se use as diferencas A;, em vez dos valores do AIC, dos modelos candidatos. Burnham
e Anderson (1998, sec¢ao 4.2.1) apresentam uma regra empirica sobre o que constitui uma
diferenca importante no valor do AIC. Estudos de simulacao e a ideia do percentil 0.95 de
uma distribuicdo amostral aplicada a A; levam estes autores a sugerir que modelos com
A; > 4 nao devem ser tidos em conta, uma vez que constituem modelos pouco plausiveis
para os dados. Acrescentam que o valor considerado deve ser maior para amostras de
pequena dimensao ou quando existem modelos para os quais a razao p/n é muito grande.

Para amostras de dimensao elevada e observacoes independentes, Burnham e Anderson
(1998, secgao 4.2.3) sugerem a seguinte interpretacao para o valor de A;:

e se A; <2, nado existe evidéncia de que o i-ésimo modelo nao é o melhor modelo;

e se 2 < A; < 4, existe uma evidéncia fraca de que o i-ésimo modelo ndo é o melhor
modelo;

e se 4 < A; < 7, existe alguma evidéncia de que o i-ésimo modelo nao é o melhor
modelo;

e se 7 < A; <10, existe uma evidéncia forte de que o i-ésimo modelo nao é o melhor
modelo;

e se A; > 10, existe uma evidéncia muito forte de que o i-ésimo modelo nao é o melhor
modelo.

2.4.2 Critério de informacao bayesiano
Nesta seccao, tal como na seccao 2.4.1, a notacao m;, isto é, o conceito de modelo,
refere-se apenas & distribui¢ao de X, condicional ao vector de parametros 6;.

Para dar resposta ao problema de seleccao de modelos com vectores de parametros
de diferentes dimensoes, Schwarz (1978) defende a utilizagdo do seguinte procedimento:
escolher o modelo m; que apresente o maior valor de

SCm; (z) = supg, [In L(0;|x, m;)] — %pi Inn,
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onde L(60;|x, m;) representa a verosimilhanga do vector de pardmetros #; para o modelo
m;, p; 0 numero de parametros do modelo m; e n a dimensao da amostra. Mas, para cada
um dos modelos m;, o supremo de L(6;|z,m;) ndo é mais do que L(éﬂx, m;), em que 6; é0
valor de 0; que maximiza a verosimilhanca. Assim, o procedimento apresentado, designado
por critério de Schwarz, consiste em escolher o modelo m; que apresente o maior valor de

SCyn. () = In L(Bi], my) — %pi nn.

Quando se pretende comparar dois modelos, mq e mo, usa-se a diferenca
ASC(z) = [In L(0; |z, my) — In L(Bs|z, ms) ] — S(p1 —p2)Inn.

Se ASC > 0, selecciona-se o modelo mi; no caso contrdrio, selecciona-se mo. Para
amostras de dimensao elevada, pode obter-se aproximacoes para InBF, independentes
das distribuigoes a priori consideradas, fazendo uso de ASC (Kass e Raftery, 1995).

O critério de informacgao bayesiano consiste em escolher o modelo m; que apresente o
menor valor de —2SC,,. (), isto é, o menor valor de BIC,,, (z), com

BICn,;(z) = —2In[supg,L(0;|z,m;)] + p;lnn
= —2WnL(0i|z,m;) +p;lnn, (2.10)

onde BIC abrevia Bayesian information criterion. A primeira parcela de (2.10) é uma
medida do ajustamento do modelo e a segunda parcela é uma penalizagdo que permite
corrigir uma eventual diferenca no nimero de parametros dos modelos.

Para comparar os modelos m; e mg usa-se a diferenca
ABIC(z) = BIC,,, (z) — BIC,, (),

onde ABIC representa a alteracdo do valor do BIC do modelo m; para o modelo msy. Se
ABIC < 0, selecciona-se 0 modelo m1; no caso contrario, selecciona-se ms.

Embora seja apenas utilizada informacao relativa & verosimilhan¢a da amostra, (2.10) é
designado por critério de informagao bayesiano, pois ABIC(z) constitui uma aproximagao
de —2InBF(xz), independente das distribui¢oes a priori consideradas, o que equivale a
dizer que exp {—% ABIC(z)} aproxima o factor Bayes (e.g., Kass e Raftery, 1995).

2.4.3 Critério de informacao bayesiano estimado

Volta a considerar-se que m; engloba a distribuicdo de X, condicional ao vector de
parametros, e também os varios niveis de hierarquia referentes & distribuicdo do vector
de parametros. Seja /£,,, o logaritmo da verosimilhanca do vector de parametros 6; para
o modelo m;, isto é, ¢,,, = InL(6;|xz, m;). De modo a evitar o cilculo do maximo da
verosimilhanca por simula¢ao, Carlin e Louis (2000, sec¢ao 6.5.1) estimam £,,; através do
seu valor esperado a posteriori,

émi = Eﬂilx[gmi] = EGiIz[lnL(9i|$7mi)] s (2'11)
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e sugerem a utilizagdo de —2 Emi como medida de ajustamento relativo do modelo m,;. Para
que modelos com vectores de parametros de diferentes dimensoes possam ser comparados,
estes autores sugerem que se use a mesma penalizagao imposta no BIC. Surge, deste modo,
o critério de informacgao bayesiano estimado, que consiste em escolher o modelo m; que
apresente o menor valor de

]§I\CW (z) = —2émi +p;lnn,

onde p; representa o niimero de parametros do modelo m;. Atendendo a (2.11), a expressao
do critério de informagao bayesiano estimado é dada por

BICy, (z) = —2Ey, ,[In L6z, m;)] + p; lnn. (2.12)

A comparacao dos modelos mq e ms pode ser feita & custa de
ABIC(z) = BIC,,, (z) — BIC, (z),

onde . ABIC representa a alteracao do valor do BIC do modelo mq para o modelo mo. Se
ABIC < 0, selecciona-se 0 modelo m1; no caso contrario, selecciona-se mso.

A comparacao de modelos através do critério de informagao bayesiano estimado requer
o conhecimento do niimero de observacoes e também do ntimero de pardmetros desses
modelos. No caso dos modelos com varios niveis hierdrquicos surge um problema: o que
sao exactamente p e n?

Para motivar o leitor para esta questao, Carlin e Louis (2000, sec¢ao 6.5.1) apresentam,
como exemplo, o caso de um estudo longitudinal, no qual existem s; observacoes do
paciente i, i = 1,...,m. Deve considerar-se n = ), s; (0 nimero total de observacoes) ou
n = m (o nimero de pacientes)? Se as observagoes de cada paciente forem independentes,
n = ), s; parece ser a escolha mais apropriada, enquanto se as observacoes de cada
paciente forem perfeitamente correlacionadas deve escolher-se n = m. Mas certamente
a modelagdo mais conveniente serd tomar n algures entre estes dois valores. Caso se
considere m efeitos aleatérios, um para cada paciente, que contribuicao pode advir dai
para p? Se os efeitos aleatérios nada tiverem em comum (isto é, se forem essencialmente
como efeitos fixos), entao m deve ter uma contribuigao elevada para p, e p estard préximo
de m. Mas, se os dados e a distribuicdo a priori indicarem que eles sdo essencialmente
idénticos, entao a contribuicao de m para p é pequena, pelo que p deve ser pouco superior
al.

O problema da defini¢ao exacta de p e n pode ser ultrapassado através da utilizagao
do critério de informagao da deviance, proposto por Spiegelhalter et al. (2002).

2.4.4 Critério de informacao da deviance

A abordagem clissica a validacdo de modelos pode ser feita a custa da
estatistica deviance, definida por “2 x log-verosimilhanga (modelo saturado) — 2 X
log-verosimilhanca (modelo ajustado)”?.  Dempster (1974) sugere que se utilize a
distribui¢ao a posteriori da deviance na selecgao bayesiana de modelos.

2Um modelo saturado é um modelo com tantos pardmetros quantas as observacoes e que permite um
ajustamento perfeito dos dados.

31



Capitulo 2. Critérios de Seleccao de Modelos

Esta sugestao é seguida por Spiegelhalter et al. (2002) ao proporem o critério de
informagao da deviance para a seleccao bayesiana de modelos. Estes autores definem a
deviance bayesiana do modelo m;, com vector de parametros 6;, que representam por
Dy, (0;), como sendo

Dy, (0;) = —21n f(z[0;,m;) + 2In gi(z) , (2.13)

onde g;(z) é uma funcdo apenas dos dados z e f(z|0;,m;) é a fungdo densidade de
probabilidade do modelo m; com vector de parametros 6;. Quando o objectivo de utilizacao
da deviance bayesiana é a selecgao de modelos, as fungoes g;(z) tém que ser idénticas, de
modo a nao influenciar na escolha do modelo. Nas aplicagoes efectuadas considera-se
g9i(z) = 1.

Neste critério o ajustamento do modelo é sumariado através do valor esperado a

posteriori da deviance bayesiana?,

Dy (6:) = Egyja[ Doy (6] (2.14)

As estimativas para D,,, (0;) podem obter-se, no WinBUGS, através da monitorizacao
da deviance. Quanto melhor for o ajustamento do modelo aos dados, maior é o valor
da verosimilhanca; deste modo, valores pequenos de D, (0;) identificam os modelos que
ajustam melhor os dados.

Por sua vez a complexidade do modelo é expressa através do nimero efectivo de
parametros do modelo PD,,, s que Spiegelhalter et al. (2002) propoem ser obtido como
a diferenca entre o valor esperado a posteriori da deviance bayesiana e o valor da deviance
bayesiana calculado no valor esperado a posteriori de 6;:

poZ- = E0,|a:[sz (01)] - Dmi (E01|$[91]) :

Escrevendo 0; = E91|x[9i], o nimero efectivo de parametros do modelo pode ser expresso
por: ~
poi = Dmi (92) - Dmi (91) . (2.15)

A estrutura hierdrquica da modelacdo bayesiana induz uma dependéncia entre os
parametros do modelo, originando uma reducdo — que pode depender da quantidade
de dados disponiveis — na dimensionalidade efectiva do vector de parametros do modelo.
Por este motivo, o valor de pp,,. é muitas vezes inferior ao nimero total de parametros
do modelo m;.

A equagao (2.15) pode ser reescrita na forma

D (0i) = Dy, (0i) + pp,, (2.16)

e, assim, a medida de ajustamento do modelo pode ser interpretada como a soma de uma
medida classica de ajustamento por estimativa directa com uma medida da complexidade
do modelo. Por este motivo, Dy, (0;) é também muitas vezes considerada uma medida de
adequabilidade.

3Em Spiegelhalter et al. (2001), o valor esperado a posteriori de Dy, (6;), quando se considera g;(z) = 1,
é simplesmente designado por deviance. Existe falta de coeréncia, nas referéncias de Estatistica Bayesiana,
no que se refere a definicdo de deviance, de deviance bayesiana e de valor esperado a posteriori da deviance
bayesiana.
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Por analogia com os resultados cldssicos, Spiegelhalter et al. (2002) propdem a
utilizacao do critério de informacado da deviance, que consiste em escolher o modelo m;
que apresente o menor valor de

DICmi (:17) = Dmi (91) —l—poi (2.17)
= 2Dmi (oz) - Dmi (az) ’ (2'18)

onde DIC abrevia deviance information criterion. O DIC do modelo m; é definido & custa
da medida de ajustamento do modelo Dy, (0;), penalizada pela complexidade do modelo

PDp, -

Quando se pretende comparar dois modelos, m; e ms, pode usar-se a diferenca
ADIC(z) = DIC,,,, () — DIC,,,(z),

onde ADIC representa a alteragdo do valor do DIC do modelo m; para o modelo ms. Se
ADIC(z) < 0, selecciona-se o modelo mq; no caso contrario, selecciona-se ms.

A utilizacdo do DIC é particularmente 1til quando a complexidade dos modelos
comparados dificulta o conhecimento do niimero de parametros dos mesmos.

Atendendo a (2.16) e (2.18), o DIC pode ainda ser dado por
DIC,y, (%) = D, (6;) + 2pp,,, - (2.19)

Spiegelhalter et al. (2002) apresentam uma justificacdo assintética para o DIC, no
caso em que o numero de observacoes aumenta com o nimero de parametros p; e a
distribuicao a priori é nao hierdrquica e estd completamente especificada. Neste caso,
AIC;(z) = Dy, (0;) + 2p;, onde 6; representa a estimativa de maxima verosimilhanca
de ;. Esta férmula é idéntica & expressio (2.19), mas com a média a posteriori 6;
substituida pela estimativa de maxima verosimilhanca éi, podendo o DIC ser considerado
uma generalizacao do AIC. No caso em que a distribuicao a priori de 8; é dominada pela
verosimilhanca, devido ao incremento da dimensao da amostra ou pelo facto da distribuicao
a priori ser nao informativa, o AIC e o DIC tém valores semelhantes, uma vez que a média,

a posteriori 8; estd muito concentrada em torno da estimativa de maxima verosimilhanga

0;.

Tal como os valores dos outros critérios de verosimilhanca penalizada, também os
valores do DIC nao tém significado intrinseco; apenas as diferencas dos valores do DIC
entre modelos tém significado.

O célculo do DIC via métodos MCMC é bastante ficil. Uma estimativa de Dy, (0;)
pode ser facilmente obtida monitorizando D, (6;) e considerando a média amostral dos
valores simulados de D,y (6;). Depois, basta determinar D, (6;) por estimativa directa,
sendo, para isso, necessirio monitorizar 8; por forma a calcular ; e obter Dy, (6;).

O 1nico inconveniente com o cilculo do DIC via métodos MCMC é o facto de nao existir
qualquer método eficiente para estimar a Var(DIC), de modo a possibilitar a determinagao
do erro de Monte Carlo associado a este critério. Zhu e Carlin (2000) sugerem que se utilize
duas amostras independentes, de dimensoes G e G2, do método MCMC, para o calculo de

Dy, (0;) € Dy, (0;), respectivamente. Assim, estas duas estimativas sao nao correlacionadas

33



Capitulo 2. Critérios de Seleccao de Modelos

e, atendendo a (2.18), conclui-se que
Var[DIC] = Var[2 Dy, (0;) — D, (0;)] = 4Var[ Dy, (0;)] + Var[Dy,, (6;)] .

Zhu e Carlin (2000) estimam 4Var[Dy,(0;)] directamente do output {D(g1)}§"11:1
522:1 para estimar
Var[Dy,, (6;)]. Esta abordagem nao deu grandes resultados e estes autores concluem que
a abordagem do tipo “for¢a bruta por replicacao”, que consiste em replicar N vezes o

célculo do DIC e estimar Var[DIC| através da sua variancia amostral,

e recorrem ao método delta multivariado com o output {D(92)}

1 N

- DT 2
T kZI(DICk DIC)?,

Var[DIC] =

deve ser preferida. Embora este modo de estimar a varidncia do DIC constitua uma
abordagem bastante dispendiosa em termos de tempo computacional, parece ser, para ja,
o modo mais adequado de obter uma indicagao da variabilidade inerente ao DIC.

Segundo referem Spiegelhalter et al. (2002), as regras apresentadas em Burnham e
Anderson (1998) sobre o que constitui uma diferenga importante no valor do AIC, parecem
funcionar razoavelmente bem com o DIC. Acrescente-se, ainda, que em Spiegelhalter et al.
(2001) é salientado “.. if the difference in DIC is, say, less than 5, and the models make
very different inferences, then it could be misleading just to report the model with the lowest
DIC”.

2.4.5 Log-verosimilhanga a posteriori

Quando se considera g;(z) = 1 a deviance bayesiana, apresentada em (2.13), simplifica
para
Dy, (0;) = —21n f(x|60;,m;) .

Atendendo a (2.16), o valor esperado a posteriori da deviance bayesiana pode
ser considerado uma medida de adequabilidade do modelo, que se designa por
log-verosimilhanga a posteriori e se representa por LLP (e.g., Paulino et al., 2003, secgio
9.4.4):

LLP(2) = Dy, (6;) = —2 By, [In £ (/65 my)] (2.20)

Os valores mais pequenos de LLP identificam os modelos mais adequados.
Quando se pretende comparar dois modelos, usa-se a diferenca,
ALLP(z) = LLP,,, () — LLP,, (),

onde ALLP representa a alteracao do valor do LLP do modelo my para o modelo ms. Se
ALLP < 0, selecciona-se o modelo mq; no caso contrério, selecciona-se ms.

2.4.6 Relacio entre DIC, BIC e LLP

Caso se considere g;(z) = 1 na definicao da deviance bayesiana apresentada em (2.13),

tal como acontece nas aplicacoes efectuadas neste trabalho, é ébvia a relacdo existente
entre DIC, BIC e LLP.
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2.5. Aplicacao a dados de contagem

Atendendo a (2.14), (2.15) e (2.17), tem-se
DICy,, (z) = =2 Ey,|,[In L(0; | z,m;)] + pp,,. » (2.21)

sendo
DD, = —2 B, o[l L(0; | £, m;)] + 2In L (0; |z, m;)

com 0; = Ejy,12[0i]. Deste modo, comparando as expressdes (2.21) e (2.12) verifica-se
que a primeira parcela — referente & medida de ajustamento do modelo — do DIC e do
BIC coincidem. Essa parcela corresponde, precisamente, a log-verosimilhanga a posteriori,
definida em (2.20). Assim, o BIC, o DIC e o LLP encontram-se relacionados do seguinte
modo:

]§I\Cmi (x) = LLP,(z)+pilan,
DICy,(z) = LLPn,(z)+ pp,, -

2.5 Aplicagao a dados de contagem

A distribuicao Poisson é usualmente utilizada para descrever fendmenos aleatérios que
envolvam a contagem de acontecimentos raros que ocorrem em determinado periodo de
tempo ou espago e, de um modo geral, para dados de natureza discreta com suporte
numerivel. Uma das particularidades da distribuicdo Poisson reside no facto da variancia
ser igual & média. KEsta caracteristica dificulta a aplicacao desta distribuicao a dados
de contagem que tém, muito frequentemente, varidncia superior & média, sendo mais
adequado o ajustamento de uma distribui¢do binomial negativa. A distribuicao binomial
negativa pode, assim, ser vista como uma alternativa a distribuicdo Poisson, pois o
suporte da distribuicdo é o mesmo, mas a existéncia de um parametro adicional permite a,
especificacao independente do valor médio e da variancia. Johnson e Kotz (1992) referem
que a distribuicao Poisson com parametro 6o é a forma limite da distribui¢cdo binomial
negativa de pardmetros r e 61, com r — 00, 0 — 1 e r(1 — 61) — 6s.

Para exemplificar alguns dos critérios de seleccao de modelos apresentados neste
capitulo, supoe-se a existéncia de uma amostra de dados de contagem e compara-se
dois modelos alternativos: o modelo beta/binomial negativo (modelo m;) e o modelo
gama/Poisson (modelo mg). O modelo beta/binomial negativo define-se para observagoes
T1,T9,...,T, independentes, condicionalmente a 67, por

mi @ X;|61 % BiNeg(r,61), 61~ Be(a,b), i=1,2,...,n.
O modelo gama/Poisson define-se para observacoes z1,x2,...,T, independentes,
condicionalmente a 6o, por

mao : X; |69 id Poi(6), 69 ~ Ga(c,d), 1=1,2,...,n.
Nas secgoes 2.5.1 e 2.5.2 sao apresentados alguns resultados referentes, respectivamente,

aos modelos m1 e mo. As expressoes de alguns dos critérios de seleccdo de modelos, para
comparacao de my e mo, sao apresentadas na seccao 2.5.3.
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2.5.1 Modelo beta/binomial negativo

Considere-se uma sucessao de provas de Bernoulli e seja X; a varidvel aleatdria que
representa o nimero de insucessos que precedem a ocorréncia de r sucessos. A distribuicao
binomial negativa de parametros r e 61, BiNeg(r, #1), com funcao de probabilidade definida
por

z, +r—1
f(zi]01,m1) = <
é adequada para modelar experiéncias em que se pretende estudar o niimero de insucessos

até a ocorréncia de r sucessos, numa sequéncia de provas de Bernoulli independentes em
que a probabilidade de sucesso se mantém constante de prova para prova.

)9{(1—91)“, z;,=0,1,2,..., 0<0, <1, reN,

i

O parametro 6 é, de um modo geral, desconhecido. Num contexto bayesiano, para
fazer inferéncia sobre o parametro 6, é necessirio incorporar, através da distribuicao
a priori, qualquer tipo de conhecimento ou juizo que o investigador possa ter sobre o
parametro. No caso de nao existir qualquer conhecimento sobre 61, a informacao a priori
deve ser representada por uma distribuicao a priori nao informativa ou vaga.

Por exemplo, pode considerar-se que 6 representa a proporcao de atletas esquerdinos
na populacgao dos praticantes de basquetebol em Portugal. Um problema que se coloca
desde logo é a atribuicao de uma distribuicdo a priori ao parametro 6;. No caso
do investigador ser um treinador de basquetebol, a distribuicdo a priori reflectiria,
certamente, a experiéncia por ele adquirida ao longo dos anos enquanto treinador dessa
modalidade. Se o investigador fosse um leigo em basquetebol, mas um conhecedor
das caracteristicas da populacdo portuguesa, entdo a distribuicdo a priori incorporaria
essencialmente o conhecimento relativo a proporcao de esquerdinos na populagao
portuguesa. Nao sendo um conhecedor de basquetebol nem das caracteristicas da
populacao portuguesa, o investigador pode sempre adoptar uma distribuicao a priori vaga
na familia conjugada natural da binomial negativa, que simplifica substancialmente o
calculo da distribuicao a posteriori e todo o processo inferencial.

Como ja foi referido, a familia conjugada natural da binomial negativa é a beta, como
facilmente se verifica pela forma das respectivas funcoes de probabilidade. Considere-se,
portanto, que #; tem distribui¢ao Be(a, b), com func¢ao densidade de probabilidade

1
B(a,b)
onde B(-,-) representa a fun¢ao beta. No decurso desta seccao sao utilizadas algumas

propriedades das distribui¢oes binomial negativa e beta, que se encontram sumariadas no
anexo A.

hi(61) = (1 —6)"t, 0<6, <1, a>0, b>0,

A média preditiva a priori de X; para o modelo m, é dada por

1
E[X;|m] = /E[Xi|917m1]h1(91)d91
0

1 r{L — a
— /O (101 01) ]];‘((a):—[i:((;)) 0¢11—1 (1 _ al)b—l d91

b U T4 e -~
N (1—1/0 I‘(a—l)]_"(b+1) 01 (1_01) d91
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Como a fungao integranda do integral da expressdao anterior é a funcao densidade de
probabilidade de uma beta de parametros a — 1 e b + 1, entao este integral é unitario e

rb
1

E[X;|mi] = - para a > 1. (2.22)

Para determinar a variéncia preditiva a priori de X;, Var[X;|mi] = E[X?|m1] —
(E[X;|m1])?, é necessario calcular

1
E[X}mi] = / E[X261,m1] hy(6) db; .
0

Como E[Xi2|91,m1] = Var[Xi|01,m1] + (E[Xi|01,m1])2 logo

1 _ ,’,2 _ 2 a
E[X12|m1] = /0 [7’(19% 1) + (10% 6) ] 1{1(((1);:(11)))) 9‘11_1 (1— 91)b_1 df,

_ Lr(1—6y) T(a+b) _
_ /0 7 Tt 00 o+

Lr2(1—-6,)2 T(a+0) _
+/0 7 L a0 09~ (1 —6,)"" do,

J— 1 —_
- Marbol) 1T bo ) et g0t g+
0

(a=1)(a-2 a—2)0(b+1)
r2b(b + 1) ' T(a+b) (a—2)—1 )
—i—(a—l)(a—?) /0 P(G—Q)F(b—i—Q) 91 (1—91) +2 1d91.

A funcao integranda do integral da primeira parcela é precisamente a funcao densidade de
probabilidade de uma beta de parametros a — 2 e b+ 1, donde este integral é unitario. Do
mesmo modo, a fungao integranda do integral da segunda parcela é a funcao densidade
de probabilidade de uma beta de parametros a — 2 e b+ 2, donde este integral também é
unitario. Portanto

rb(a +b—1) r2b(b + 1)

2 —
BXimil = a2 T a-De-2)
rb
A —1
(a—l)(a—2)[a+b +r(b+1)]
e assim obtém-se
rb a+b+r—1 rb
Var[X;|mi] = ] p— + @-1)a-2]" para a > 2. (2.23)

A covariancia preditiva a priori entre X; e X,;, supostos condicionalmente
independentes e identicamente distribuidos, é

COU[XZ',leml] = E[Xin|m1] — E[Xl|m1] E[Xj|m1] s
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com

1
E[Xin|m1] = /E[Xin|01,m1]h1(91)d91
0

1
= / E[X,-|01,m1]E[Xj|91,m1] h1(01)d01
0

Y [r(1—-61)]% Ta+b) .- _
-/ [ 2 ] T & 0

(b4 1) 1 I'(a+b) (a-2)-1 )
- (a-1(a-2) / Ta—2T0h+2) (1—6,) "D~ 1qp, .

Como a fungao integranda do integral da expressdao anterior é a funcao densidade de
probabilidade de uma beta de parametros a — 2 e b + 2, entao este integral é unitario e

r2b(b + 1)

BIXiXjlm) = 5=

Deste modo, atendendo a (2.22), obtém-se

r2b(b + 1) b \?  r2b(a+b—1)
Cov[X;, Xj|mi] = ) — <a—1) = (@—12a—2) para a > 2.

A distribuicao preditiva a priori de X; para o modelo m, é dada por

1
flzilmy) = /Of($i|91,m1)h1(91)d91

1
_ Ti+r—1 (1 _ zl; a—1 (1 _ b—1
_ /0 < N ) 0 (1= 0" gy O (1= 0" oy

B ;i +r—1 1 ! (a+r)—1 (b+wi)—1
N < zi )B(a,b) /0 EE v

Como o integral da expressao anterior é a funcao beta de parametros a +r e b + z;, logo
_(zi+r—1\ Bla+rb+ ;)

que é a funcdo de probabilidade da distribui¢do binomial-negativa-beta de parametros
a>0,b>0,r €N (Bernardo e Smith, 2000, pdg. 118).

, x; € Ny,
Z;

Seja x = (x1,%9,...,Z,) uma amostra com n observacoes, condicionalmente
independentes e identicamente distribuidas, do modelo BiNeg(r, #1). Neste caso, a fungao
de verosimilhanga é dada por

L(br|z,m1) = ﬁ <xz J;: N 1) o (1—6,)% = [ﬁ <~'17z +x: - 1>

i i

o7 (1 —61)™",

e o logaritmo da funcao de verosimilhanca é dado por

In L(61]|z,m1) Zl <x, e 1) +nrlné; +nzln(l —0y). (2.24)
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Aplicando o teorema de Bayes, a densidade a posteriori de 6; é dada por:
f(@]61,m1) hyi(61)
fo (@|ui,m1) hy(ur) duy
[Hz (xHZ 1)] enr ( _ al)ni B(;,b) 9(11—1 (1 _ el)b—l
I [H? (%Z_l)] uf” (1= )™ gy uf ™ (1= u1)P=! duy
95‘14'”7")—1 (1 _ 91)(b+n5:)—1

fol u§a+nr)—1 (1— ul)(b+na?)—1 dur .

h1 (91|$) =

Como o integral do denominador da expressao anterior é a funcdo beta de parametros
a+nr e b+ nz, logo

_ 1 (a+nr)=1 (1 _ o \(b+n)—1
h (01 |2) = B(a + nr,b+ nt) 01 (1-61)

donde se conclui que a distribuicao a posteriori de 61 é a distribuicao beta de parametros
a+nreb+ nz, isto é,
01|z ~ Be(a + nr,b+ nz). (2.25)

A distribuicao preditiva a priori ou distribuicdo marginal de X para o modelo m; é
dada por:

1
flalm) = /O F (2|01, m1) b (61) d6,

" zi+r—1 nr nT 1 a—1 b—1
_ /0 [H< N )91 (1= 007 s 07 (1= 00" o)

i

- e

)

1
Bé D / oy (1= 00) D
) 0

Como o integral da expressao anterior é a funcao beta de parametros a 4+ nr e b+ nz, logo

Falmy) = Bla +B7ZZ, l;)+ nz) H <xz +$: - 1) Cren. (2.26)

i

O logaritmo de f(z|m,) é dado por

In f(z|my) = Zln(aci +r—1)!— Zlnxi! —nln(r —1)!'+InT(a +nr) +

+InT(b+ nz) —InT(a+nr+b+nz) —InT'(a) — InT'(b) + InT'(a + b).

2.5.2 Modelo gama/Poisson
A distribuigao Poisson de parametro 2, Poi(fs), tem fungao de probabilidade

1 .
f(zi]02,m2) = ;0516_0% r;=0,1,2,..., 62>0.
!
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Como a familia conjugada natural da Poisson é a gama, considera-se que 62 tem
distribuigao Ga(c,d), com funcao densidade de probabilidade

dC
ho(6y) = @eg—l e 2 0,50, ¢>0, d>0.

No decurso desta seccao sao utilizadas algumas propriedades das distribuigoes Poisson e
gama, que se encontram sumariadas no anexo A.

A média preditiva a priori de X; para o modelo mo é dada por:

o0
E[Xi|mo] = / E[X;|02, m2] ha(02) db
0

= / 92—901‘d92d9
I'(e)

_ d/ dc+1 c—|—1)—1 =02 gp,

Como a funcao integranda do integral da expressdao anterior é a funcao densidade de
probabilidade de uma gama de parametros ¢+ 1 e d, entdo este integral é unitario e

c
E[X;|ms] = 7 (2.27)
Para determinar a varidncia preditiva a priori de X;, Var[X;|mo] = E[X?|ma] —
(E[X;|m2])?, é necessario calcular
o
B[X2|mj) = / E[X2{ims, 02] h(6:) d6)
0
Como E[X?|92,TI’L2] = Var[X;|02, mo] + (E[Xi|02,m2])2, logo
B[X2\my] = / (04 03)-L gt 02 g
0 I'(c)
e d° d°
Or—— 05" e~ dfs + / 05— 05" e " db, .
/0 L(c) o T(e)”
A primeira e a segunda parcelas sdo E[f] e E[#2], donde
9 ¢ cle+1)
E[X7|ma] = pi
e assim obtém-se g1
Var[X;lma] = & d;r ). (2.28)

A covariancia preditiva a priori entre X; e X,;, supostos condicionalmente
independentes e identicamente distribuidos, é

COU[XZ',Xj|m2] = E[Xin|m2] - E[Xl|m2] E[lemg] s
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sendo

00
E[Xin|m2] = / E[Xin|02,m2] h2(92) d92
0

= /00 [X:|02, m2) E[X |62, ma] ho(62) dba
/ 62

90 1 —dﬂg d92

_ (et De [ d ra1 g,
- /()F(c+2)92 =12 46, .

Como a fungao integranda do integral da expressdao anterior é a funcao densidade de
probabilidade de uma gama de parametros ¢ + 2 e d, entao este integral é unitario e

(c+1)c
a2

E[Xin|m2] =
Deste modo, atendendo a (2.27), obtém-se

(c+1)c c\2 ¢
CO’U[Xi,X]‘|m2] = dQ — (8) = ﬁ .

A distribuicao preditiva a priori de X; para o modelo mo é dada por

Flaifms) = / " F (4]0, ms) ha(62) dos

= / = — O3t e et oo g
o ! T(c) 2 ’

_ 1 d¢ F(C—Hvi), /00 (d+ 1)ctai pleted =1 o—(d+1)02 gg.
zi! I'(c) (d+ 1)ct I(c+z;)

Como a fungao integranda do integral da expressdao anterior é a funcao densidade de
probabilidade de uma gama de parametros ¢+ z; e d + 1, entao este integral é unitario e
1 d° T(c+ )
z;! T(c) (d+ 1)ctzi’

fzilma) = z; € Ny,

que é a fungdo de probabilidade da distribuigdo Poisson-gama com parametros ¢ > 0 e

d > 0 (Bernardo e Smith, 2000, pag. 119)*.

Considere-se uma amostra aleatéria de dimensao n, * = (x1,z2,...,%,), do modelo
Poi(62). Neste caso, a funcao de verosimilhanga é dada por

LA . 1
L(92|$7m2) = H ?egl 6_02 = 1__[ ({L,l ) enm —nf2 3
i i

“Esta distribuicdo, tal como estd definida em Bernardo e Smith (2000, pag. 119), tem um paridmetro
adicional que, neste caso, é 1.

i
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e o logaritmo da funcao de verosimilhanca é dado por

In L(62|z, ms2) Z Inz;! + nZInby — nbs . (2.29)

Pelo teorema de Bayes, obtém-se a densidade a posteriori de 62 para o modelo my:

f(fL‘|92, m2) h2(92)
Io° [ (z|ug, ma) ho(ug) dusy

h2(92|£l7) =

H”(x ) enac —nbs I“%Cc) 00 1 —d02

n¥ ,—nuy _d° =1 —dus
I Hn(z Ten Ys” e NG u§ e dus

9§c+m‘:)—1 o—(d+n)02

T s iy

(d+ n)c—i—m‘c 950"'”9?)—1 e (d+n)0>

1°(d + n)etna ugﬂ'”i‘)—l e—(d+n)us gy

Como o integral do denominador da expressao anterior é a funcdo gama de pardmetro
¢+ nZz, logo i
(92|ZE) _ (d + n)c—l—_nx 050—1—719’:)—1 e_(d+n)02
I['(c+ nz)
donde se conclui que a distribuicao a posteriori de 6 é a distribui¢ao gama de parametros
c+nx e d+n, isto é,
02|z ~ Ga(c+nz,d+n). (2.30)

A distribuicao preditiva a priori ou distribuicdo marginal de X para o modelo mg, é
dada por

f(z|mg) = /Ooof($|92,m2)h2(92)d92

1 d¢ o0 =\ _
—(d+n)0y p(c+nz)—1
[T @) T ()/o ¢ b7 db
1 d¢ 1
@) T(0) (d T n)e

0 = -
o /O e (402 gLATD L (g 4 p)etnd gg,

Como o integral da expressdo anterior é a func¢ao gama de parametro ¢ + nz, logo

_ 1 T(c+nz) d°
Tl = e 1@ @emee

)

z €Np. (2.31)

O logaritmo de f(z|ms) é dado por

In f(z|ms) = Z Inz;!'+ InT(c+nz) —InT(c) + clnd — (¢ + nz)In(d + n) .
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2.5.3 Ceritérios de selec¢cao dos modelos

Com os modelos mi e ms, descritos nas seccoes 2.5.1 e 2.5.2 respectivamente,
exemplifica-se o cdlculo das expressoes de alguns dos critérios de seleccao de modelos
apresentados, nomeadamente do factor Bayes, do critério de informagao bayesiano, do
critério de informacao bayesiano estimado, do critério de informacao da deviance e da
log-verosimilhanca a posteriori. No caso do critério de informagao bayesiano, que nao tem
em conta a informacdo a priori, os modelos comparados sdo, simplesmente, os modelos
binomial negativo e Poisson.

Para simplificar a apresentagao dos critérios de seleccao de modelos, usa-se a; e by
para representar, respectivamente, a +nr e b+ nz nas expressoes obtidas na seccao 2.5.1.
De modo analogo, usa-se ¢ e d; para representar, respectivamente, ¢ + nZ e d + n nas
expressoes obtidas na seccao 2.5.2.

Mesmo quando os modelos comparados sao bastante simples, como é o caso deste
exemplo, a determinacao analitica das expressoes dos critérios de seleccao de modelos
pode nao ser trivial.

Factor Bayes

Atendendo a que o factor Bayes, a favor do modelo m; e contra o modelo ms, é o
quociente entre as distribuicoes preditivas a priori de X para os modelos mq e my, de
(2.26) e (2.31), conclui-se que:

[T} [(xi +r = 1Y B(ar,b1) T(e) di'
(r—1)n B(a,b) T(ci) d¢ -

BF (z) = (2.32)

De modo a ultrapassar alguns problemas que surgem na implementacao do calculo do
factor Bayes, deve logaritmizar-se BF(x), obtendo-se:

n
InBF(z) = > In(z;+r—1)!—nln(r—1)!+InT(a1) + InT(by) — InT(as +by) —

—InT(a) —InT(b) + InT(a + b) + InT'(¢c) — InT(c1) + ¢1Ind; — clnd.

Critério de informacao bayesiano

Por (2.24) e atendendo a que 0, = HLE e p1 = 1, o critério de informacao bayesiano do
modelo binomial negativo é dado por

n p—
z;+r—1 r ~ P

n n

= -2 E In(z; +r— 1)1 +2 E lnxi!+2nln(r—1)!—2nrln< _:_) —
. - r+z
) 7

—2n:1‘cln< a: _> +Inn.
r+x
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Por (2.29) e atendendo a que 6y = T e py = 1, o critério de informacio bayesiano para
o modelo Poisson é dado por

n
BIC, () = 2nZ — 2nzInz + QZlnxi! +1nn.

i
Assim, obtém-se:

ABIC(z) = —22111 zi+r—1)!4+2nln(r—1)! —2nrin <r-:$) +2nZ In(r + ) — 2nz .

7

Critério de informacao bayesiano estimado

Atendendo a (2.24), o valor esperado a posteriori do logaritmo da funcgao de
verosimilhancga para o modelo m; é:

n
. -1
~Y (af ’ ) By, o [In64] + nz By, o [In(1 — 6,)].
. 1

Como 0|z ~ Be(ai,b;), tendo em conta algumas propriedades da distribui¢do beta
apresentadas no anexo A e sendo v a fungao digama, conclui-se que

b= () o) — e + 0]+ 0 00) — o+ )

T
donde o critério de informacao bayesiano estimado do modelo m; é dado por

BIC,, (z) =

- —221 (77 1) — 2wrtotan) — ptan + )]~ 20afo(on) = plor + b0 +

= —22n:1n(a:¢ +r—1)I+ Qilnxi! + 2nln(r — 1)! —2nr[p(ar) — (a1 + b1)] —

—2nZ[p(by) — (a1 + b)) +1nn.

Atendendo a (2.29), o valor esperado a posteriori do logaritmo da fun¢ao de
verosimilhanca para o modelo ms é:

by = = —nEp,4[02] + nTEy, |, [In O] — Z Inz;!.
Como 6|z ~ Ga(cy,dy), tendo em conta algumas propriedades da distribui¢do gama

apresentadas no anexo A, conclui-se que

A c1
by = —nd—l + nZ[p(c)) — Indy] — Zlnxl ,
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donde o critério de informagao bayesiano estimado para o modelo mo é

]§I\Cm2(x) = 2n§—1 —2nz[Y(c1) — Indy] + 22 Inz;!+1nn.

1 -
)

Deste modo, obtém-se:

ABIC(z) = -2 In(z;+r— 1) +2nln(r — 1)! — 2nrf(ar) — plas + by)] —

—on@[ih(br) — lay + by)] — 2n% + 20z (c1) — Indy].

Critério de informacgao da deviance

Por (2.24) e considerando ¢;(z) = 1, a deviance bayesiana do modelo m; é dada por
1
D,,, (61) ——221 <xz+r ) —2nrnf; — 2nzIn(1 — 6y) .
Assim, o valor médio a posteriori da deviance bayesiana é
Ti+r—1 _
Dy, (61) = —221 —2nr By, |,[In61] — 2nZ Ey, ;[ In(1 — 6) ]

e, atendendo a algumas propriedades da distribuicdo beta apresentadas no anexo A,
obtém-se
+ 1
Dy, (67) = _221 ("” " ) — onrfip(ar) — (a1 + b1)] — 2nZ[p(b1) — (a1 + b1)].

(2.33)

Como 0, = E91|m[91] e 01|z ~ Be(ay,by), logo 0; = donde se obtém

a+b’

:l?z-i‘?" al _ b1
0 =-2 In —2nrl —2nzl .
Dy, (81) Z ( ) n<+b) n<+b)

Deste modo, o nimero efectivo de parametros do modelo mq é

PD., = —2nr |:1,b(0/1) — (a1 +b1) —In <a10—t bl)] -

b
—2ni [w(bl) —4p(ar + by) —ln< ! )] :
e o critério de informacao da deviance é dado por

DIC,,, (z) =

_ _221 <"’3Z+T 1)—4n7’[¢(a1)—¢(a1+b1)]—4ni[1/)(b1)—1/)(a1+bl)]+

+2nrln< il >+2na’cln< b >
a1 + by ay + by
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Por (2.29) e considerando g2(z) = 1, a deviance bayesiana do modelo my é dada por

Din, (02) = 2065 — 2nZInby + 2 Ina,!.

)

Segue-se que o valor médio a posteriori da deviance bayesiana é

n
D, (02) = 2n Ep, ,[05] — 2n% Ep, ,[In65] +2) " Inz;!

e, atendendo a algumas propriedades da distribuicdo gama apresentadas no anexo A,
obtém-se

n
Diny (62) = 20" — 2nz[(c1) — Indy] +2 Y Inz;!. (2.34)
d i

Como by = Ey,|;[02] e O2]z ~ Ga(ci,d1), logo 5 = G, donde

n
a C1 _ C1
D,,,(02) = 2nd—1 —2nzIn <d_1) +2 zi:lna:i!.

Assim, o niimero efectivo de parametros do modelo mq é dado por
PD,, = 2nZ[Inc; —4(c1)]

e o critério de informacao da deviance para esse modelo é

n
DIC,,(z) = 2n;—1 +2nz[lne; — 2¢(c1) + Indy] + 2 Z Inz;!.
1 .

)

E entio imediato que:

ADIC(z) = —22 In(z; +r— 1)+ 2nln(r — 1)! — 4nr(ar) — (a1 + b1)] —

)

_ a1 _ b1
—4 - 2nrl 2nz 1 —
nz[p(by1) — Y(ay + b1)] + 2nrln <a1 n b1) + 2nzIn <a1 " b1)

—2n2—1 —2nz[lnc; — 29(c1) + Ind;].
1

Log-verosimilhanga a posterior:

Como LLP,,, () = Dy, (01) e LLP,,, () = Dy, (62), as expressoes (2.33) e (2.34) sao,

respectivamente, as log-verosimilhancas a posteriori para os modelos m; e ms. E também
imediato que:

ALLP(z) = —2ZIH($,~ +r—1'+2nln(r — 1) —2nr[(ar) — (a1 + b1)] —

1

—onz[h(by) — (ay + b1) — p(c1) +Indy] — 2n% .
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Exemplo 2.2

Para ilustrar a aplicagao dos critérios de seleccao de modelos apresentados nesta secgao,
compara-se os modelos beta/binomial negativo e gama/Poisson, para as observacoes
T1,T9,...,T9, definidos respectivamente por:

my : Xi|0, % BiNeg(2,61), 6 ~Be(3,3), i=12,...,20 e

ms © Xi|0s % Poi(fy), 05~ Ga(0.3,0.1), i=12,...,20.

Tal como sugerem Bernardo e Smith (2000, exemplo 6.5), compara-se modelos para
os quais as médias preditivas de X; sao iguais: E[X;|m;] = E[X;|mg] = 3. Opta-se por
fixar os hiperparametros de modo que as variancias preditivas de X; dos dois modelos nao
sejam muito diferentes: Var[X;|mi] = 30 e Var[X;|mz] = 33.

Da distribuigdo Be(3,3) gera-se dois valores para o pardmetro 61, 0.399 e 0.839. O
parametro r da binomial negativa que representa o niimero de sucessos fixa-se em r = 2.
Simula-se duas amostras de dimensao 20,

T, = (2,1,2,3,2,17,1,1,4,6,4,2,6,6,5,2,1,6,0,9) e
z = (0,0,0,0,0,1,1,1,0,0,1,1,0,0,2,1,0,1,0,1),

constituidas por observagoes independentes e identicamente distribuidas BiNeg(2, 0.399) e
BiNeg(2,0.839), respectivamente. De notar que a distribui¢ao BiNeg(2, 0.399) se distingue,
em principio, da Poisson, enquanto a distribuicao BiNeg(2,0.839) pode, eventualmente,
confundir-se com uma Poisson.

Para a amostra z, obtém-se Z,, = 4 e sz = 14.947, donde

e a verosimilhanca é L(0|z,m;) o 61° (1 — 6,)%°, 6, € (0,1), e a distribuico
posteriori é 01|z, ~ Be(43,83), no caso do modelo my;

IS

e a verosimilhanga é L(fs|z,ms) o 050e729% 0y > 0, e a distribuicio a posteriori é
02|z, ~ Ga(80.3,20.1), no caso do modelo ms.

Para a amostra z, obtém-se z, = 0.5 e s% = (.368, donde

e a verosimilhanga é L(6|x,m;1) oc 61°(1 — 01)1° 6, € (0,1), e a distribuigio a
posteriori é 01|z, ~ Be(43,13), no caso do modelo my;

[N

e a verosimilhanca é L(6s|z, ms) oc 030e720% 0y > 0, e a distribuicio a posteriori
02|z, ~ Ga(10.3,20.1), no caso do modelo my.

Nas figuras 2.1 e 2.2 ilustra-se, para os modelos m; e msg, a influéncia da
informacado amostral na alteracdo das credibilidades a priori sobre os parametros 6, e
0,, respectivamente. Como a verosimilhanca pode ser multiplicada por uma constante
arbitraria, para a representar graficamente escolhe-se a constante conveniente, de modo a
obter drea unitaria; neste caso, diz-se que a verosimilhanca estd normalizada. Para ajudar
na interpretacio destas figuras veja-se Barnett (1999, pag. 226) citando Lindley (1965,

pag. 21):
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“... if the prior [distribution of 0] ... is sensibly constant over that range
of 0 for which the likelihood function is appreciable, and not too large over
that range of 6 for which the likelihood function is small, then the posterior
[distribution] ... is approzimately equal to the [normalized] likelihood function

Analisa-se, em primeiro lugar, o que se passa no caso do modelo m; (figura 2.1). Se z,
for a amostra observada, entao a distribuicao a priori Be(3,3) é praticamente constante
no intervalo de #; com verosimilhancga relevante mas, além disso, verifica-se que grande
parte da distribuicdo a priori estd concentrada num intervalo de 6; com verosimilhanca
insignificante; por este motivo, a moda da distribuicdo a posteriori de 6, é ligeiramente
superior & moda da verosimilhanca normalizada. Se z, for a amostra observada, entao
a distribuicdo a priori Be(3,3) nao é constante no intervalo de #; com verosimilhanca
relevante e, além disso, verifica-se que parte da distribuicao a priori estid concentrada
num intervalo de #; com verosimilhanca insignificante, registando-se uma diferenga mais
apreciavel (do que a verificada no caso da amostra z,,) entre a verosimilhanga normalizada
e a distribuicao a posteriori de 6. As modas das distribuicoes a posteriori de 6, obtidas
com cada uma das amostras apresentam-se “deslocadas”, comparativamente as modas das
respectivas verosimilhancas, na direccao da moda da distribuicdo a priori considerada;
mas, mesmo assim, a influéncia da distribui¢ao a priori é quase negligivel.

Considera-se, agora, o modelo my (figura 2.2). Se z, for a amostra observada,
entdao a distribuicao a priori Ga(0.3,0.1) é praticamente constante no intervalo de 6o
com verosimilhanca relevante mas, além disso, verifica-se que a distribuicao a priori esta
essencialmente concentrada num intervalo de 65 com verosimilhanca insignificante, sendo
a moda da distribuicao a posteriori de 6o ligeiramente inferior & moda da verosimilhanga
normalizada. Se z, for a amostra observada, entao a distribuigao a priori Ga(0.3,0.1) nao
é constante no intervalo de #> com verosimilhanga relevante e, além disso, verifica-se que
parte da distribuicdo a priori estd concentrada num intervalo de 6y com verosimilhanca
insignificante, sendo a moda da distribui¢ao a posteriori de 05 ligeiramente inferior & moda
da verosimilhanga normalizada.

-
o

01|z, ~ Be(43,83)

01|y ~ Be(43,13)

O =2 N W A OO N ©
+ P

o
o
o
N
IS)
w

04 05 06 0.7 08 0.9 1
61

Figura 2.1: Distribuicdo a priori, verosimilhancas (a continuo) e distribuicoes a posteriori (a
tracejado) do pardmetro 6; do modelo my, obtidas com as amostras , € .
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3 -
i 02|20 ~ Ga(10.3,20.1)

1 L(0s)20)
: 02|z, ~ Ga(80.3,20.1)

Figura 2.2: Distribuicdo a priori, verosimilhancas (a continuo) e distribui¢des a posteriori (a
tracejado) do pardmetro 62 do modelo ms, obtidas com as amostras , € .

Atendendoa que r =2, a=3,b=3, c=0.3, d=0.1 e n = 20, é ficil obter os valores
dos critérios de seleccao de modelos para as duas amostras, que sao apresentados na tabela
2.1. As somas dos logaritmos das ordenadas preditivas condicionais dos modelos my e mo
obtém-se por execugao do programa em Fortran CPO _bbn_gp, apresentado no ficheiro com
o mesmo nome no CD anexo a este documento.

Tabela 2.1: Valores dos critérios de seleccdo de modelos, obtidos com as amostras z, e x,, para
os modelos m; e ma !

amostra critério ma meo A critério
In f(z|) —50.586 —61.165 | InBF(x) 10.579
BIC () 100.481  119.239 | ABIC(z) —18.758
T BIC(z) 101.460  120.237 | ABIC(x —18.777
DIC(z) 99.411  118.240 | ADIC(z) —18.829
LLP(z) 98.465 117.291 | ALLP(z) —18.826
SInCPO(z) | —49.902 —60.575 | ASInCPO(z) 10.673
In f(z|-) —20.523 —19.905 | InBF () —0.618
BIC(z) 39.748  38.245 | ABIC(z) 1.503
z, BIC(z) 40.866  39.238 | ABIC(x) 1.628
DIC(z) 38.687  37.228 | ADIC(x) 1.459
LLP(z) 37.870  36.751 | ALLP(z) 1.119
SInCPO(z) | —19.180 —18.516 | ASInCPO(z) | —0.663

No caso do critério de informacio bayesiano os modelos comparados sio
mi: Xi |6 % BiNeg(2,6,), parai=1,2,...,20,ems: X; |62 ~ Poi(6s),

parat¢=1,2,...,20.

No caso da amostra z,, qualquer um dos critérios favorece o modelo beta/binomial
negativo com uma evidéncia bastante forte; como a distribuicdo BiNeg(2,0.399) se
distingue, em principio, da Poisson nao é de estranhar esta opcao dos critérios de seleccao
de modelos por my. No caso da amostra z,, todos os critérios favorecem o modelo
gama/Poisson, embora com uma evidéncia bastante fraca; esta situacdo ocorre porque
a distribui¢ao BiNeg(2,0.839) pode, eventualmente, confundir-se com uma Poisson. [
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2.6 Meédia ponderada de modelos bayesianos

Na anélise estatistica de alguns problemas pode haver motivos cientificos subjacentes
que justifiquem a opcao por um sé modelo. Noutros casos, o processo de seleccao de
modelos pode ndao conduzir & escolha de um tinico modelo mas sim de véarios. A solu¢ao
ideal para esta situacao consiste em efectuar as inferéncias & custa da média ponderada
desses modelos, em vez de as obter simplesmente & custa de um tinico modelo. De facto,
em situacoes deste tipo escolher um tinico modelo pode nao ser a solucao éptima, pois as
inferéncias, condicionais ao modelo escolhido, ignoram a incerteza inerente ao processo de
seleccao de modelos. Isto conduz & subestimagao da incerteza sobre o vector de parametros
de interesse, isto é, as estimativas obtidas para o vector de parametros de interesse sao
estimadas com demasiada confianca.

Considere-se o conjunto de modelos candidatos M = {mj,ma,...,my}, sendo as
probabilidades a priori e a posteriori do modelo m; dadas, respectivamente, por Pr{m,} e
Pr{m;|z}, parai =1,2,..., M. Seja A uma quantidade de interesse (vector de pardmetros
ou observagoes futuras) que estd bem definida para todos os modelos do conjunto M.

Cada um dos modelos m;, para ¢ # 1, pode ser comparado com o modelo my, dando
origem aos factores Bayes BFy(z), BF31(z), ..., BFyi(z). Entdo, atendendo a (2.4), a
probabilidade a posteriori do modelo m; pode ser reescrita por
f(z|mi) Pr{m;}
f(zlmi1) Pr{m.}

ZM f(z|m;) Pr{m;} °
J=1 f(zlm1) Pr{mi}

Pr{m;|z} =

Pr{m;} = S ) : f(xlm:) 4
Como Pr{m;} € & razao das vantagens a priori de m; relativamente a m; e Falmn) € ©

factor Bayes a favor de m; e contra mi, entdo a igualdade anterior pode ser expressa por

O(mi, ml) BFZ'I(ZL‘)
>, O(my,my) BF i (z)

Pr{m;|z} = (2.35)

para 1 = 1,2,...,M; obviamente BFyi(z) = 1 e O(my,m;) = 1. Na auséncia de
informacao a priori sobre a plausibilidade relativa dos modelos em competicio, a escolha
natural consiste em considerar que as probabilidades a priori de todos os modelos sao
iguais, isto é, que O(m;, m1) = 1; neste caso,

BF;
Pr{mife} = <ot
Zj:lBFjl(x)
para 1 = 1,2,...,M. Outros valores para O(m;,m;) podem ser usados de modo a

incorporar o conhecimento a priori sobre a plausibilidade relativa dos modelos. As
probabilidades a posteriori dos modelos, dadas por (2.35), podem ser utilizadas como
ponderagoes, que associadas as distribuigoes a posteriori da quantidade de interesse A,
sob a validade de cada um dos modelos, permitem a realizacao de inferéncias que tém em
conta a incerteza na escolha do modelo.

A distribuicao a posteriori da quantidade de interesse A, sob a validade do modelo m;,

h(Alz,m;) =/h(A|$,9i,mi)h(9i|w,mz’)d9i«
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A distribuicao h(A|z,m;) pode ser usada para fazer inferéncias sobre o parametro A
condicionalmente ao modelo m;. Mas este nao é o procedimento adoptado no caso da
média ponderada de modelos bayesianos. No caso da metodologia BMA, as inferéncias
sao efectuadas a custa da distribuicao a posteriori de A sem condicionar no modelo m;,
h(A|z), que nao é mais do que uma mistura das distribui¢oes h(A|z, m;), ponderada pela
probabilidade a posteriori de cada um dos modelos m;:

M
h(Alz) =Y h(A|z,m;) Pr{mj|z}. (2.36)

i=1

Como j4 foi referido, as inferéncias realizadas a custa de h(A|z) tém em conta a incerteza
no processo de seleccao do modelo.

A média e a varidncia a posteriori de A sdo dadas (e.g., Kass e Raftery, 1995),
respectivamente, por:

M
E[A|z] =Y E[Alz, m;] Pr{m|z} (2.37)
i=1

M
Var(ala] = Y {Var[Als, mi] + (B[Als,mi))*} Pr{milz} - (E[Als])? .

=1

Como E[A2|z, m;] = Var[Alz, mi] + (E[A]z, m;])?, logo a Var[Alz] é dada por:

Var[Alz] = Z E[A?|z, m;] Pr{m;|z} — (E[A]z])? . (2.38)

Na maior parte das aplicacoes estatisticas, quando existem varios modelos em
competicdo, a abordagem usual consiste em escolher um modelo, que supoe-se ser o
“melhor” modelo. A equagao (2.36) mostra que escolher um tnico modelo e efectuar
as inferéncias condicionalmente ao modelo seleccionado sé é razoavel se a probabilidade a
posteriori de um dos modelos for préxima de 1 ou se a soma em (2.36) for dominada por
modelos m;, cujas distribuigoes h(Al|z, m;) sejam idénticas (Kass e Raftery, 1995).

No exemplo 2.3 ilustra-se a aplicagdo da metodologia BMA numa situagao simples,
em que é possivel determinar analiticamente o valor médio e a variancia a posteriors
da quantidade de interesse via média ponderada de modelos bayesianos. Exemplos da
aplicacao desta metodologia a modelos de regressao linear normal podem ser encontrados
em Raftery et al. (1997) e Hoeting et al. (1999).

Exemplo 2.3

Utiliza-se os modelos beta/binomial negativo e gama/Poisson definidos,
respectivamente, nas secgoes 2.5.1 e 2.5.2, para exemplificar a média ponderada de
modelos bayesianos. Considere-se uma amostra de dados de contagem de dimensao
n, £ = (z1,...,%,), € os modelos m; : X;|0; id BiNeg(r, 6,), para i = 1,2,...,n,
01 ~ Be(a,b), e mg : X;|02 id Poi(6s), para i = 1,2,...,n, 03 ~ Ga(c,d). Supoe-se que
as probabilidades a priori dos modelos m1 e mg sao iguais. Para ilustrar a metodologia
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BMA, considera-se a quantidade de interesse A = E[X] e determina-se a média a
posteriori e a varidncia a posteriori da quantidade de interesse A, com base na média
ponderada dos modelos mq e ms.

Como se estd a considerar apenas dois modelos, a expressao (2.37), referente ao valor
médio a posteriori de A, simplifica para

E[Alz] = E[Alz,m1] Pr{mi|z} + E[A|z, ms] Pr{mas|z}
= E[Alz,m1] (1 — Pr{ma|z}) + E[A|z, ms] Pr{ms|z}
= E[A|z,mi] + (E[Alz, ms] — E[A|z,m1]) Pr{ma|z}, (2.39)
sendo a probabilidade a posteriori do modelo mo dada por

BF21 (:l?)

P =
r{m2|$} 14+ BF9; (:l?)
e, atendendo a (2.32), o factor Bayes a favor de msy e contra m; dado por

(r—1)I" B(a,b) I'(ci) d°
[T7(zi +7—1)! B(a1,b1) T(c) df*~

BFQl(:B) =

Assim, para determinar E[A|z], é necessério calcular E[A|z, m1] e E[A|z, ma].

No caso do modelo m1, a quantidade de interesse A é dada por A = r(la;lel), logo

— Lyl =

Escrevendo a1 = a + nr e by = b+ nz tem-se, por (2.25), que 1|z ~ Be(ai,by). Assim,

"r(1—61) T(a1+b1) 61 b1
ElAls,mi] = /O g e (1= 0 o
P(al + bl) /1 (a1—1)—-1 (b1+1)—1
P Ll to) (7, | — gy) D=1 g
Ma)ton Jo 7 070 !

, I‘(a1 + bl) F(a1 - 1) F(bl + 1)
I‘(al) F(bl) F(al + bl)

’I’bl

a1 — 1 '
No caso do modelo ms9, a quantidade de interesse A é dada por A = 65. Pondo
¢y =c+nZ e dy =d+n tem-se, por (2.30), que 02|z ~ Ga(cy,d;). Deste modo,

(&
B[Alz,ms] = Ey,jafta] = -

Assim, substituindo as expressoes de E[A|z,m1] e E[A|z, ms] em (2.39), obtém-se

rb; N <c_1_ rb;
0,1—1

E[A|z] = > Pr{ms|z}.

d1 0,1—1
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Como se estd a considerar apenas dois modelos, a expressao (2.38), referente a varidncia
a posteriori de A, simplifica para

Var[Alz] =
—  BA%, mi] Pr{ma|s} + BA2,my] Pr{msla} — (B[Als])?
= B[A%|z,mi] (1 = Pr{mo|a}) + E[A%|z,mo] Pr{mo|a} — (E[Al2])?
— BIA%z,m] — (B[Al2])? + (BIAfo, ma] — EIA%|s,mi]) Pr{mafs}. (2.40)
Para determinar Var[A|z] é, portanto, necessario calcular E[A2%|z, m] e E[A?|z, ms).

No caso do modelo m; o valor esperado a posteriori de A2 é

BIA% g, mi] = By, [(“9;"1’)2] -/ 1 (“9;"1))2 h(01]) oy

e, como 0|z ~ Be(ay, by ), entao

Yr2(1 - 61)% (a1 + by)
EIA2 _ 7 ( 1 1 1 091 (1 — 011 40
o] = [ R 4o

(a1 +b1) (1 (a-2)- _
= " (;11) r‘<b11)) / oD (1= 0) 1 ag,
0

.2 F(al + bl) F(a,1 - 2) F(b1 + 2)
['(ay) I'(b1) ['(a1 +b1)
‘T’2b1(bl + 1)

(a1 —1)(a1 = 2)

No caso do modelo ms, como 63|z ~ Ga(cy,dy), o valor esperado a posteriori de A? é:

2 2
2 c c c|+c
BIA% o, 0] = Bypl68) = Varay 0] + (Bagalts)’ = 5+ () =223,

Assim, substituindo as expressoes de E[A%|z,m ] e E[A?|x,ms] em (2.40), obtém-se

b c1 b1 2
— - P
(@ -2 |a—1" <d1 al_l) r{mzlw}] +
[Cl +cf r2by (by + 1)

B iy Primle)

Variap] = ol

Para concretizar este exemplo, considere-se uma amostra de dados de contagem, de
dimensao n = 20, gerada da distribui¢do binomial negativa com r =2 e 6, = 0.4,

z=(3,9,5,3,3,6,3,4,2,8,2,2,4,4,5,2,7,5,4,9).

As estimativas para o valor médio e varidncia a posteriori de A, obtidas através da
média ponderada dos modelos mq e mo, em trés casos distintos de especificacao dos
hiperparametros, sao apresentadas na tabela 2.2.
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Tabela 2.2: Exemplo ilustrativo da média ponderada de modelos bayesianos'.

caso 1l caso 2 caso 3

BF.: (x) 1.047  0.040  0.238
Pr{m |z} 0489 0962  0.807
Pr{ms|z} 0511  0.038  0.193
E[A|z, m] 4279 4333 4476
E[A|z,ms] 4136 3.957  4.136
E[A|z] 4206  4.319  4.411

Var[Al|z, m] 0.640 0.669 0.707

Var[A|z, ms] 0.188 0.172 0.188

Var[A|z] 0.414 0.656 0.625
Nocaso 1, tem-sea=4,b=2,c=1ed=2;
no caso 2, tem-sea =3, b=1,c=1ed = 3;
no caso 3, tem-sea=3,b=4,c=1ed=2.

No caso 1, as probabilidades a posteriori dos dois modelos sao idénticas; assim, o valor
médio a posteriori de A é aproximadamente igual & média de E[A|z,m;] e E[A|z, ms],
e a variancia a posteriori de A é aproximadamente igual & média de Var[A|z,m ] e
Var[A|z,my]. No caso 2, a probabilidade a posteriori do modelo m; estd préxima de
1 e, assim, as inferéncias efectuadas com a metodologia BMA sdo muito idénticas as
obtidas com o modelo m;. No caso 3, a probabilidade a posteriori do modelo m; é
bastante superior & do modelo my; assim, neste caso, o valor médio a posteriori de A e a
varidncia a posteriori de A tém valores mais préximos, respectivamente, de E[A|z,m1] e
Var[Alz,m1], do que de E[A|z, m2] e Var[Alz, my]. "

Hoeting et al. (1999) apontam quatro factores responsaveis pela pouca utilizacao da
metodologia BMA nas aplicagoes préticas:

1. o nimero de modelos candidatos ser, de um modo geral, bastante elevado, o que
dificulta o cdlculo directo da soma em (2.36), devido ao niimero elevado de parcelas
envolvidas;

2. o célculo dos integrais intervenientes em (2.36) poder exigir a utilizacdo de métodos
MCMC;

3. a especificagdo da distribuicdo a priori de cada um dos possiveis modelos poder
constituir uma tarefa ardua;

4. a escolha do conjunto de modelos M sobre o qual deve ser efectuada a média
ponderada de modelos bayesianos nem sempre ser dbvia.

Para contornar a primeira dificuldade de utilizagdo desta metodologia, Madigan e
Raftery (1994) apresentam um método, baseado na escolha de um menor nimero de
parcelas para a soma em (2.36), mas que permite obter um resultado idéntico. Estes

o4



2.6. Meédia ponderada de modelos bayesianos

autores sugerem que se limite o conjunto de modelos ao conjunto A’ de modelos que tém
uma probabilidade a posteriori minima (Occam’s Window), isto é, ao conjunto

[, maxigicm Primglz}
A= {m B T

com C' = 20, por exemplo. Posteriormente é eliminado o conjunto

Pr{m;jlz} _ 1} ,

B = {m, : Elmj € .AI, mj; C my, Pr{milw}

constituido pelos modelos que tém menor probabilidade a posteriori que os seus proprios
submodelos (Occam’s Razor). Esta estratégia reduz substancialmente o nimero de
parcelas envolvidas em (2.36), pois a soma é efectuada em relagao a um conjunto de indices
T4, com I4 C I, que contém apenas os indices correspondentes aos modelos pertencentes
ao conjunto A = A"\ B.

A descricao detalhada deste e doutros métodos de identificagdo dos modelos a
considerar na soma em (2.36), ou doutro tipo de abordagens que permitem aproximar
directamente (2.36), pode ser encontrada em Kass e Raftery (1995) e Hoeting et al. (1999).

Relativamente ao segundo ponto, para algumas classes de modelos os integrais
envolvidos em (2.36) podem ser resolvidos analiticamente e, caso isso nao seja possivel,
outros modos de aproximar estes integrais sio sugeridos em Hoeting et al. (1999). O
terceiro motivo pode ser contornado através da utilizacdo de uma regra automaética, por
exemplo, Pr{m;} = 1/M, para todo i € I. Esta suposicao pode ser considerada vélida no
caso de existir pouca informacao sobre a plausibilidade relativa dos modelos. No entanto,
quando existe alguma informagcao a priori sobre a plausibilidade dos modelos a utilizacao
desta regra reduz a performance preditiva e solugoes alternativas devem ser utilizadas.
Algumas sugestOes para resolver ou contornar este problema, bem como o problema da
escolha do conjunto inicial de modelos, podem ser encontradas em Hoeting et al. (1999).
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Capitulo 3

Seleccao de Covariaveis em
Modelos de Regressao

3.1 Introducao

A seleccao de covaridveis em modelos de regressao consiste na identificacdo das
covaridveis que possibilitam uma melhor compreensao da variabilidade inerente ao
fendmeno aleatério em estudo, que se representa por Y (varidvel resposta). Deve, contudo,
evitar-se a desnecessaria complicacao do modelo, originada pela inclusao de covaridveis que
pouco acrescentam na explicacdo da variabilidade de Y. Assim, qualquer procedimento
utilizado na seleccao de covaridveis deve ter em conta o equilibrio entre a qualidade do
ajustamento e a parcimoénia do modelo.

Se o ntmero de possiveis covaridveis for reduzido, a escolha parcimoniosa do melhor
subconjunto de covaridveis pode ser efectuada por pesquisa exaustiva, isto é, analisando
todas as regressoes possiveis. Admitindo que o termo constante estd incluido no modelo
e nao considerando a eventual existéncia de interaccoes, o nimero total de modelos a
comparar, para um conjunto de p possiveis covaridveis e numa situacao de pesquisa
exaustiva, é 2P. Obviamente, este numero é ainda maior quando se considera a
possibilidade de existéncia de interacgoes, ou se admite que o termo constante pode ou nao
estar incluido no modelo. Deste modo, a pesquisa exaustiva nao é uma solucao aceitavel,
mesmo para um ntmero moderado de covaridveis.

Na abordagem classica a problemas de regressao existem varios métodos de seleccao de
covaridveis amplamente utilizados. Quando o ntimero de covariaveis é reduzido, a execucao
de regressoes com todos os possiveis subconjuntos de covaridveis é um método ainda muito
utilizado. Quando o niimero de covaridveis é mais elevado sdo utilizados outros métodos de
seleccao de covaridveis: a seleccdo progressiva, a eliminacido regressiva e o método passo
a passo que combina os dois primeiros métodos. A seleccdo progressiva de covaridveis
comega com o modelo s6 com a constante e, através de testes F' parciais, as covaridveis
mais significativas vao entrando, uma a uma, no modelo. A eliminacao regressiva de
covaridveis comeca com o modelo com todas as covaridveis e, novamente através de testes
F parciais, sao excluidas do modelo, uma a uma, as covaridveis menos significativas. O
método passo a passo comeca do mesmo modo que a seleccido progressiva mas, sempre
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que uma, covaridvel é incluida no modelo, testa se alguma das outras covaridveis que ja
estava no modelo deve ser excluida. A descricao destes procedimentos pode ser encontrada
num dos muitos livros de regressao, dos quais destaca-se Weisberg (1985), Montgomery e
Peck (1992) e Ryan (1997). Mais pormenores sobre a abordagem cldssica aos métodos de
selecgao de covaridveis podem ser encontrados em Hocking (1976) e Miller (1984,1990).

Tanto na seleccdo progressiva de covaridveis como na eliminagdo regressiva de
covaridveis, para um conjunto de p possiveis covaridveis e contando com o modelo sé
com a constante, o nimero maximo de modelos examinados é p + 1. Quando p é grande,
a percentagem de modelos examinados, do conjunto de todos os modelos possiveis, é
bastante pequena; esta é uma das criticas apontadas a estes dois métodos (Ryan, 1997).

Como j4a foi referido, os métodos de seleccdo progressiva, de eliminacao regressiva e
passo a passo baseiam-se na comparacao sequencial de modelos encaixados, por aplicacao
de testes de significancia baseados na distribuicao F. O nio conhecimento do nivel
de significincia global e a impossibilidade de comparagao de modelos nao encaixados
sao outras criticas usuais a estes métodos de seleccao de covaridveis. Estas fragilidades
impulsionaram a aplicacio de outros critérios, nomeadamente os que se baseiam no R?
ajustado, no erro médio quadrético ou na estatistica C,, de Mallows (Jobson, 1991, sec¢ao
4.2.2). Outros critérios também bastante utilizados sdo os que se baseiam na minimizagao
de “—2 x log-verosimilhanca + penalizacao”, onde a penalizacao pode depender do niimero
de covaridveis presentes no modelo, como no caso do AIC, ou do nimero de covaridveis
presentes no modelo e da dimensao da amostra, como no caso do BIC.

Na sua génese, a seleccao bayesiana de modelos e, em particular, a seleccao bayesiana
de covariaveis, baseia-se no calculo das probabilidades a posteriori dos modelos envolvidos.
Considera-se, de um modo geral, que o melhor modelo é o que apresenta maior
probabilidade a posteriori. Assim, caso exista um modelo com probabilidade a posteriori
préxima de 1 deve optar-se, inequivocamente, por esse modelo; a escolha do modelo
torna-se mais complicada se existirem dois ou mais modelos com probabilidades a
posteriori relevantes.

O desenvolvimento da teoria dos modelos lineares generalizados (Nelder e Wedderburn,
1972) veio possibilitar a unificagdo dos métodos estatisticos subjacentes a diversos tipos de
modelos, tais como modelos de regressao linear, andlise de varidncia, regressao logistica,
entre muitos outros. Um modelo linear generalizado é definido & custa de trés componentes:
a componente aleatéria, através da especificacao da distribui¢ao da varidvel resposta (que
pertence & familia exponencial); a componente sistemética, através da determinacao das
covarigveis a serem incluidas no preditor linear; a funcao de ligagdo (fun¢do mondtona e
diferencidvel), que define a relagdo existente entre o preditor linear e o valor médio da
varidvel resposta (McCullagh e Nelder, 1989, seccao 2.2). A seleccao de modelos pode
referir-se a seleccao de qualquer uma das componentes do modelo linear generalizado. No
entanto, neste capitulo, considera-se que a incerteza na especificacao do modelo é apenas
relativa & escolha das covaridveis a serem incluidas no preditor linear.

Recentemente tem havido bastante investigacdo sobre a abordagem bayesiana &
selecgao de covaridveis em modelos lineares generalizados. Dellaportas et al. (2000)
efectuam uma revisao critica de alguns dos métodos bayesianos de seleccao do melhor
subconjunto de covaridveis via amostrador Gibbs, entre eles 0 método de Carlin e Chib,
a seleccao de covaridveis via pesquisa estocastica, o método de Kuo e Mallick e o método
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Gibbs de seleccao de covaridveis. Com excepcao do método de Carlin e Chib, que s6 é
efectivamente razoavel utilizar quando o niimero de modelos em comparacao é pequeno, os
outros métodos baseiam-se no cdlculo das probabilidades a posterior: de todos os possiveis
modelos. Estes métodos MCMC de seleccao de covaridveis possibilitam a geragao de
amostras do espaco dos modelos e dos parametros, permitindo estimar nao sé a distribuicao
a posteriori dos parametros, mas também as probabilidades a posteriori dos modelos. Os
métodos referidos fazem uso das denominadas distribuicoes pseudoprior, para acautelar
o problema de os modelos comparados terem vectores de parametros com dimensdes
distintas. Green (1995) propoe que se utilize o método dos saltos reversiveis (de reversible
Jump) de modo a contornar o referido problema. Este método é, basicamente, um algoritmo
MCMC que permite a geracao de uma cadeia de Markov que salta entre modelos com
vectores de parametros de dimensdes distintas, mantendo as condicoes necessarias para a
convergeéncia do algoritmo.

Barbieri e Berger (2004) definem “modelo de probabilidade a posteriori mediana”
como sendo o modelo que contém todas as covaridveis com probabilidade a posteriori
de inclusao no modelo superior ou igual a 0.5. Estes autores acrescentam que, no caso
da regressao linear normal, se o modelo com probabilidade a posteriori maxima tiver
uma probabilidade bastante superior a dos outros modelos entao, de um modo geral,
este modelo coincide com o modelo de probabilidade a posteriori mediana. No caso
da selec¢ao de covariiveis ser efectuada com recurso aos métodos MCMC, é mais facil
determinar o modelo de probabilidade a posteriori mediana do que o de probabilidade
a posteriori maxima, pois basta registar a proporcdo de vezes que cada covaridvel estd
presente nos modelos “visitados”. Obviamente, averiguar se p proporc¢oes sao superiores
ou inferiores a 0.5 é bastante mais facil que estimar a proporcao de vezes que 27 modelos sao
“visitados”. Assim, com um nimero elevado de covaridveis, pode optar-se por determinar
o modelo de probabilidade a posteriori mediana, uma vez que a determinagao do modelo
com probabilidade a posteriori mixima pode ser computacionalmente dificil ou até mesmo
impossivel.

Na abordagem classica, o processo de selec¢ao de covaridveis em modelos de regressao
implica a escolha de métodos de pesquisa e de medidas para comparacao dos modelos
associados a cada um dos subconjuntos de covaridveis. Neste trabalho, sugere-se a
utilizacao de dois métodos de pesquisa do melhor subconjunto de covariaveis, inspirados
nos métodos de pesquisa da abordagem classica, em conjuncao com a utilizacdo de
algumas das medidas bayesianas de seleccio de modelos apresentadas no capitulo 2.
Nomeadamente, propoe-se a utilizacao da seleccao progressiva e da eliminagao regressiva de
covaridveis, elegendo-se para comparagio dos subconjuntos de covaridveis as medidas de
seleccdo de modelos — também designadas por medidas de discrepancia — DIC, BIC,
LLP e SInCPO. Entre subconjuntos de covaridveis em comparacao, escolhe-se aquele
cujo valor da medida de discrepancia o indica como mais favoravel. No caso da medida
de discrepancia usada ser a soma dos logaritmos das ordenadas preditivas condicionais,
escolhe-se o subconjunto de covaridveis que maximiza SInCPO. No caso das outras medidas
de discrepancia, escolhe-se o subconjunto de covaridveis que minimiza o valor de cada uma
dessas medidas. Estes métodos podem ser utilizados na selecgao do melhor subconjunto
de covariaveis em qualquer modelo linear generalizado.

Os dois métodos de seleccao de covaridveis via medidas de discrepancia que se propoe
sao comparados com o método de seleccao informal por pesquisa manual via medidas
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de discrepancia (Paulino et al., 2003), e com o método Gibbs de seleccao de covaridveis
(Dellaportas et al., 2000). Recorre-se a dois conjuntos de dados da literatura para ilustrar
estes métodos de seleccao de covaridveis no caso de modelos de regressao linear normal e
de regressao gama.

3.2 Meétodos de seleccao via medidas de discrepancia

Propoe-se dois métodos, inspirados em métodos da Estatistica Classica, para a selec¢ao
bayesiana de covaridveis em modelos de regressao: a selec¢ao progressiva de covariaveis e a
eliminacao regressiva de covaridveis via medidas de discrepancia. Faz-se também referéncia
ao método de selecgao informal por pesquisa manual via medidas de discrepéancia.

3.2.1 Seleccao informal por pesquisa manual

O método de seleccao informal por pesquisa manual via medidas de discrepancia
(SIMD) comega por ajustar o modelo de regressao com todas as covaridveis em estudo,
sendo calculado o valor de uma ou mais medidas de discrepancia. Através da andlise das
distribui¢oes marginais a posteriori dos coeficientes de regressao, elimina-se do modelo,
uma a uma, as covaridveis cujas distribui¢coes marginais a posteriori dos coeficientes
de regressao estao mais concentradas em torno de zero. Um a um, os modelos sem as
respectivas covaridveis sao novamente ajustados e as medidas de discrepancia calculadas.
O melhor modelo é aquele que, entre os modelos estimados, minimiza a medida de
discrepancia seleccionada (Paulino et al., 2003, sec¢ao 9.4.4).

Este método tem como vantagem o facto do investigador poder decidir, passo a passo,
qual a proxima covaridvel a sair do modelo ou se o processo de exclusdo de covaridveis
deve parar. Esta vantagem pode também constituir uma desvantagem pois impossibilita
a implementacao computacional deste método, uma vez que é requerida a intervencao do
investigador ao longo de todo o processo. Refira-se também o cunho subjectivo do método
SIMD, pelo facto do investigador ter que avaliar se as distribui¢boes marginais a posteriori
dos coeficientes de regressao estdo ou nao suficientemente concentradas em torno de zero.

3.2.2 Selecgao progressiva de covariaveis

O método de selecgao progressiva de covaridveis (FVS) via medidas de discrepancia
comega com o modelo sé com a constante e as covaridveis mais significativas, de acordo
com a medida de discrepancia escolhida, vao entrando uma a uma no modelo, até ja
nao existirem mais covaridveis para entrar no modelo, ou até que a inclusao de qualquer
outra covaridvel produza valores menos favordveis da medida de discrepancia. No caso da
medida considerada ser o DIC, o BIC ou o LLP, a covaridvel mais significativa é a que,
ao ser incluida no modelo, produz a maior reducao no valor da medida de discrepancia,
enquanto no caso do SInCPO, a covaridvel mais significativa é a que, ao ser incluida no
modelo, produz o maior aumento no valor do SInCPO.

O método FVS para seleccdo do melhor subconjunto de covaridveis via DIC, num
conjunto de p possiveis covaridveis, esta descrito no algoritmo 3.1.
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Algoritmo 3.1

Iteracao 1. Ajusta-se um modelo apenas com a constante e calcula-se o DIC.

Iteragao 2. Ajusta-se p modelos de regressao, cada um deles com uma das covariaveis xy,
com k =1,...,p, e determina-se os valores do DIC de cada um destes modelos. Se o
minimo do DIC for obtido com a covariavel zj, e se este valor for inferior ao valor do
DIC da iteracao anterior, escolhe-se xj, para incluir no modelo; no caso contrario, o
processo de seleccao de covaridveis para e o modelo seleccionado é constituido apenas
pela constante.

Iteracao 3. Ajusta-se p—1 modelos de regressao, cada um dos quais com duas covaridveis,
Tk, ez, comk =1,...,pek # ki, e determina-se o DIC de cada um destes modelos.
Se o0 minimo do DIC for obtido com zj, e x,, e se este valor for inferior ao valor do
DIC da iteracao anterior, entao zy, é a segunda covariavel a ser incluida no modelo;
no caso contrario, o processo de selec¢ao de covaridveis para e o modelo seleccionado
é constituido apenas por xg, .

Procede-se deste modo até a t-ésima iteracao, com ¢ < p + 1:

Iteragao t. Ajusta-se p — t + 2 modelos de regressao, cada um dos quais com ¢t — 1

covariaveis, Tp,,Tgys--- Tk, o, Tk, com k = 1,....p e k & {ki,ko,... . ki_2}, €
determina-se o DIC de cada um destes modelos. Se o minimo do DIC for obtido com
as covaridveis Ty, , Tky,- -, Tk, o, Tk, € e este valor for inferior ao valor do DIC da

iteracao anterior, entdo zy, , é a (t — 1)-ésima covaridvel a ser incluida no modelo;
no caso contrario, o processo de seleccao de covaridveis para e o modelo seleccionado
¢ constituido pelas covaridveis xy,, Tiy, - -, Thy_,- L]

O método FVS pode ser aplicado com outras medidas de discrepancia, como por
exemplo, o ]gl?], o LLP ou o SInCPO. No caso de se utilizar a soma dos logaritmos
das ordenadas preditivas condicionais é necessario modificar o algoritmo 3.1 pois, em cada
iteracdo, o melhor modelo é identificado pelo maximo de SInCPO, e a inclusao de uma
covaridvel no modelo é apenas efectuada se originar um acréscimo no valor de SInCPO,
relativamente ao valor da iteracdo anterior; pode também optar-se por nao modificar
o algoritmo e considerar o simétrico da soma dos logaritmos das ordenadas preditivas
condicionais, isto é, —SInCPO.

Se existirem covaridveis conjuntamente, mas nao individualmente, significativas, o
método FVS nao é o mais indicado, conforme se ira ilustrar no exemplo 3.1.

3.2.3 Eliminagao regressiva de covariaveis

O método de eliminacgao regressiva de covaridveis (BVE) via medidas de discrepancia
comeca com o modelo completo, isto é, 0 modelo com todas as covaridveis. As covaridveis
menos significativas, de acordo com a medida de discrepancia considerada, sao excluidas
uma a uma do modelo, até ja nao existirem mais covaridveis para sair do modelo, ou até
que a exclusao de qualquer outra covaridvel origine valores menos favordveis da medida
de discrepancia. No caso da medida considerada ser o DIC, o BIC ou o LLP, a covaridvel
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menos significativa é a que, ao ser excluida do modelo, produz o maior decréscimo no valor
da medida de discrepancia, enquanto no caso do SInCPO, a covaridvel menos significativa
é a que, ao ser excluida do modelo, produz o maior aumento no valor do SInCPO.

O método BVE para seleccdo do melhor subconjunto de covaridveis via DIC, num
conjunto de p possiveis covaridveis, estd descrito no algoritmo 3.2.

Algoritmo 3.2

Iteragdo 1. Ajusta-se um modelo de regressao com todas as covaridveis e calcula-se o
DIC.

Iteragao 2. Ajusta-se p modelos de regressao, cada um deles correspondente & exclusao
de uma das covaridveis xj, com k = 1,...,p, e calcula-se os valores do DIC destes
modelos. Se o minimo do DIC for obtido com a exclusao de zj, e se este valor
for menor ou igual do que o valor do DIC da iteracao anterior, escolhe-se xj, para
excluir do modelo; no caso contrario, o processo de exclusao de covaridveis para e o
modelo seleccionado é o modelo com todas as covaridveis.

Iteragao 3. Ajusta-se p—1 modelos de regressao, cada um deles resultante da exclusio de
duas covariaveis, xy, e T, com k =1,...,p e k # ki, e determina-se o valor do DIC
de cada um destes modelos. Se o minimo do DIC for obtido com a exclusao de z,
e T,, e se este valor for menor ou igual do que o valor do DIC da iteracao anterior,
entdo z, € a segunda covaridvel a ser excluida do modelo; no caso contrario, o
processo de exclusao de covaridveis para e o modelo seleccionado é o que exclui zy, .

Procede-se deste modo até & t-ésima iteracao, com ¢t < p + 1:

Iteragao t. Ajusta-se p—t+2 modelos de regressao, cada um deles resultante da exclusao

de t — 1 covaridveis, Tk, , Ty, .-, Tk, o, Tk, comk=1,....pek & {ki,ka, ..., ki_2},
e determina-se o valor da DIC de cada um destes modelos. Se o0 minimo do DIC for
obtido com a exclusao de zy , zg,, ..., 2Tk, _,, Tk,_,, € se este valor for menor ou igual

do que o valor do DIC da iteragao anterior, entao zj, , é a (t — 1)-ésima covaridvel
a ser excluida do modelo; no caso contrario, o processo de eliminacao de covaridveis
para e o modelo seleccionado é o que exclui Ty, Tpy, ..., Tk, _,- [

O método BVE pode também ser implementado com as medidas de discrepancia ]§I\C,
LLP ou SInCPO, tal como acontece com o método FVS.

Montgomery e Peck (1992, pag. 297 e 293) salientam que, “The backward elimination
algorithm is often less adversely affected by the correlative structure of the regressors than
18 forward selection”, e acrescentam que a eliminacao regressiva é, frequentemente, um bom
procedimento para a seleccao de covaridveis, “It is particularly favored by analysts who like
to see the effect of including all the candidate regressors, just that nothing “obvious” will
be missed”.

O mesmo acontece com os métodos FVS e BVE via medidas de discrepancia propostos
para a seleccao bayesiana de covaridveis em modelos de regressdo. De facto, quando
existe multicolinearidade entre as covaridveis ou quando ha covaridveis conjuntamente
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significativas, mas nao individualmente significativas, o método BVE deve ser preferido ao
método FVS, uma vez que, nestes casos, a garantia de sucesso do método progressivo na
pesquisa do melhor modelo é menor que a do método regressivo, conforme se ilustra no
exemplo 3.1.

Considere-se, por exemplo, o caso de duas covaridveis Ty, e T, (k1,ko € {1,...,p})
conjuntamente, mas nao individualmente, significativas. E natural que o método FVS via
medidas de discrepancia possa parar antes de seleccionar qualquer uma destas covaridveis,
uma vez que, em cada iteracao, testa qual das covaridveis nao incluidas no modelo
deve ser seleccionada, e nao é de esperar que zj, ou zy, sejam escolhidas pois nao
sao individualmente significativas. Ao contrario, como o método BVE via medidas de
discrepancia comeca com todas as covaridveis incluidas no modelo, é plausivel que nem
Tk, nem zj, sejam excluidas pois, como sao conjuntamente significativas, quando se testa
a exclusao de cada uma delas do modelo é natural obter valores mais desfavoraveis para
a medida de discrepancia.

Exemplo 3.1

Sejam Y uma varidvel resposta e z1, 9 e 3 0 conjunto de possiveis covaridveis. As
observacoes destas varidveis em 20 individuos sao apresentadas na tabela 3.1. Pretende
seleccionar-se o subconjunto de covaridveis que permite obter o melhor modelo de regressao
linear normal para a varidvel resposta Y.

Tabela 3.1: Conjunto de dados, adaptado de Ryan (1997, tabela 5.1), usado para comparar a
performance dos métodos FVS e BVE.

Y 1 T2 T3 v 1 T2 T3
11.3141 1.35 6.2112 1.71 18.3680 1.99 9.5602 8.47
12.0623  2.34 9.8328 3.31 8.0786  2.25 8.8968 1.13
10.2527 2.85 11.3507 0.58 | 15.5961 3.04 12.8535 5.93
10.3557  1.55 6.7705 1.62 | 20.0016 2.59 11.9332 6.46

7.5074  2.50 9.6899 —1.70 | 14.5630 3.56  14.5349 2.97
10.6675 1.48 6.5703 —0.45 | 13.4005 3.87 15.4560 4.46
7.1506  1.79 7.1276 —1.33 | 14.3493 2.05 9.1575  4.16
4.5246  1.84 6.9013 —7.02 5.2692 1.68 6.4475 —0.98
3.4678 3.50 12.6103 —6.81 16.6721 1.45 7.3855 6.40
—1.5040 1.67 5.3706 —12.81 4.4787  2.12 7.8802 —5.62

Na tabela 3.2 apresenta-se os valores das medidas de discrepancia DIC, ]§I\C, LLP e
SInCPO, para os modelos de regressao linear normal, resultantes de todas as combinagoes
possiveis de covaridveis. Através da andlise desta tabela facilmente se identifica as
sucessivas iteracoes dos métodos FVS e BVE.

A aplicagao do método FVS comecga com o ajustamento do modelo s6 com a constante
e na segunda iteracao z3 ¢ incluida no modelo, pois é a covaridvel que origina o maior
decréscimo no valor do DIC, do BIC e do LLP e o maior aumento no valor de SInCPO.
No prosseguimento da aplicagao deste método verifica-se que a inclusdo de qualquer uma
das outras covaridveis ndo origina valores mais favordveis das medidas de discrepancia e,
deste modo, o processo de seleccao de covaridveis para e o modelo escolhido é constituido
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Tabela 3.2: Valores das medidas de discrepancia, obtidos com os dados da tabela 3.1, para todos
os modelos de regressao linear possiveis.

covariaveis DIC BIC LLP SInCPO

nenhuma 126.6 130.6 124.6 —61.6
1 129.8 135.6 126.6 —63.4

T2 125.9 131.7 122.7  —61.7

T3 81.8 87.6 78.6 —39.6
T1,T2 —-94.7 —87.1 —99.0 49.1
T1,23 83.7 91.5 79.5 —40.5
T2,T3 83.1 90.8 78.8 —40.3
T1,%2,T3 —-92.6 —829 —97.9 48.2

apenas pela covariavel xs.

Por sua vez, a aplicacdo do método BVE a este conjunto de dados comega com o
ajustamento do modelo com todas as covaridveis. Na 2% iteragao z3 sai do modelo, pois é
a covaridvel cuja exclusio origina o maior decréscimo no valor do DIC, do BIC e do LLP
e 0 maior aumento no valor de SInCPO. Na iteracao seguinte verifica-se que a exclusao de
qualquer uma das outras covaridveis nao produz nenhum decréscimo no valor do DIC, do
BIC e do LLP, nem nenhum aumento no valor de SInCPO e, consequentemente, o método
BVE péra e o modelo escolhido é constituido por z; e xs.

Pela andlise da tabela 3.2 constata-se que o melhor modelo é o modelo constituido
pelas covaridveis 1 e o, pois é o que apresenta valores mais pequenos do DIC, do BIC e
do LLP e valor mais elevado do SInCPO; este seria o modelo seleccionado numa situacao
de pesquisa exaustiva. Dos dois métodos de pesquisa apresentados, apenas o BVE escolhe
este modelo, enquanto o método FVS opta pelo modelo constituido pela covaridvel zs,
que apresenta valores das medidas de discrepancia bastante mais desfavoraveis.

A incapacidade do método FVS na identificacdo do melhor modelo pode ser devida a
conjuncao de dois factores: a correlacao linear entre y e z3 (ry,, = 0.955) ser bastante
maior que a correlacdo linear entre y e 21 (ry,, = 0.178) ou entre y e z3 (ry 4, = 0.450),
e a contribui¢do conjunta de z; e xo na explicagdo da variabilidade de y ser superior &
contribuicao de x3. L]

Para um conjunto de p possiveis covaridveis, o niimero maximo de modelos a ajustar e
comparar com os métodos de seleccao progressiva e de eliminacao regressiva via medidas
de discrepancia é 1+ p(p+1)/2, niimero bastante inferior ao da pesquisa exaustiva, mesmo
para um ntimero moderado de covaridveis. No caso dos exemplos das secgoes 3.5 e 3.6,
utilizados para ilustrar estes métodos, em que existem 13 possiveis covaridveis, na pesquisa
exaustiva teriam que ser ajustados e comparados 8192 modelos, enquanto com os métodos
FVS ou BVE sao ajustados e comparados, no maximo, 92 modelos. Obviamente, quanto
maior for o valor de p, menor é a percentagem dos possiveis subconjuntos de covaridveis
examinados quando se utiliza um destes métodos, sendo também menor a garantia que o
subconjunto de covaridveis escolhido satisfaca um determinado critério de optimalidade.
Refira-se ainda que o nimero de modelos ajustados com os métodos de selecgao progressiva
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e de eliminagao regressiva via medidas de discrepancia é bastante superior ao niimero de
modelos ajustados pelos correspondentes métodos da abordagem classica, nos quais o teste
F parcial permite identificar a covaridvel que vai entrar ou sair do modelo, em cada passo,
e sO entao é que o novo modelo é ajustado.

3.3 Meétodos de seleccao simultanea via amostrador Gibbs

Seja m um modelo, M um conjunto finito de todos os modelos em consideragao e Pr{m}
a probabilidade a priori do modelo m. A contribuigdo dos dados para as probabilidades a
posteriori dos modelos é expressa através da distribuicao marginal, f(y|m), definida por

flylm) = / £ @16y 1) BB ) d

onde 0,, é o vector de parametros do modelo m, h(6,,|m) é a distribuigao a priori de 6,,
para o modelo m e f(y|0,,, m) é a distribui¢ao de Y, condicional ao vector de pardmetros
0,,, para o modelo m. A probabilidade a posteriori de cada modelo m é dada por

Pr{m} f(y|m)
Smem Pr{m’} f(ylm’)’

Em particular, a probabilidade a posteriori relativa de dois modelos em competicao, mq e

ma, reduz-se a
Pr{mly} _ f(ylmi)  Pr{mi)
Pr{maly}  f(ylmz) = Pr{msg}’

que relaciona, através do factor Bayes, a razao das vantagens a posteriori com a razao das
vantagens a priori dos dois modelos. Quando nao é possivel determinar analiticamente
as densidades f(y|mi) e f(y|ms), a determinagao do factor Bayes entre dois modelos
em competicado passa pela estimacao da densidade marginal de y para cada modelo e,
posteriormente, pelo cilculo do factor Bayes através do quociente f(y|m1)/f (y|ms).

Pr{ml|y} = me M. (3.1)

Uma abordagem alternativa consiste em incluir um identificador v do modelo m como
mais um vector de parametros do algoritmo de amostragem. Embora este procedimento
complique a fase inicial do processo de amostragem, tem como vantagem o facto das
iteragoes {v(i) N |, obtidas apds a convergéncia, constitufrem uma amostra da distribuicio
a posteriori do identificador do modelo m, e permitirem estimar a Pr{m|y} através do
quociente
#{i: 7" =}

N
Deste modo é possivel obter estimativas das probabilidades a posteriori de cada modelo
m € M, isto é, estimar (3.1). Estas estimativas podem ser usadas para estimar o factor
Bayes entre quaisquer dois modelos em competicao, m; e mgo, através de

P/’\r{m|y}: , meM.

Esta estratégia de inclusao do identificador do modelo como mais um parametro do
algoritmo de amostragem deu origem a varios métodos de seleccao simultanea de modelos
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— no espaco dos modelos e no espago dos parametros — e, em particular, de seleccao
de covariaveis, via amostrador Gibbs. Entre estes métodos de seleccao de covaridveis,
nomeia-se 0 método de Carlin e Chib (Carlin e Chib, 1995), o método de selec¢ao de
covaridveis por pesquisa estocastica (George e McCulloch, 1993), o método de Kuo e
Mallick (Kuo e Mallick, 1998) e o método Gibbs de selec¢ao de covaridveis (Dellaportas
et al., 2000). O facto destes métodos serem baseados na utilizagdo do amostrador
Gibbs tem a vantagem de poderem ser implementados de um modo bastante simples
no WinBUGS (Spiegelhalter et al., 1996a).

3.3.1 Método de Carlin e Chib

A seleccao simultinea de modelos, no espaco dos modelos e no espago dos parametros,
exige que os modelos em competicdo tenham o mesmo nimero de parametros, o que
raramente acontece, nomeadamente em problemas de seleccao de covaridveis. Carlin
e Chib (1995) propoem um método de seleccao de modelos, baseado na utilizacao do
amostrador Gibbs, que possibilita a comparagao simultinea de modelos que nao tém o
mesmo numero de parametros.

Considere-se que existem k& modelos em competicao e, para cada um deles, um vector
de parametros 0,,; de dimensdo n;, j = 1,...,k. Seja 0 o vector (O, ..., 0m,) constituido
pelos vectores de parametros do conjunto de modelos em competicao, que se representa
por M = {my,...,my}. Designa-se genericamente por m um elemento do conjunto M.
De um modo geral, nos problemas de seleccio de modelos, pretende determinar-se as
probabilidades a posteriori Pr{m|y} de cada modelo m e, eventualmente, a distribui¢ao a
posteriori do vector de parametros 6, para o modelo m, h(0,,|y, m).

Supondo que 6, € R"™, a solu¢do proposta por Carlin e Chib (1995) consiste em
amostrar sobre o identificador do modelo m e o espaco produto R™ x --- x R™, o que
requer que a distribuicao a priori do vector de parametros 6,, de cada modelo m seja vista
como fazendo parte de um modelo geral.

Uma vez que o objectivo primordial desta abordagem é o cilculo de factores Bayes,
assume-se que as distribui¢des a priori h(0,|m), m € M, sdo préprias, embora
possivelmente difusas. Assume-se também que m apenas fornece indicacdo sobre que
vector de parametros é relevante para os dados; assim, Y é independente de 6,,,/, dado m,
para m' # m, isto é,

fylo,m) = f(y|Om,m). (3.2)

Para simplificar, assume-se também a existéncia de independéncia entre os varios vectores
de parametros 0y,;, dado o modelo m, isto ¢,

h(0lm) = (O |m) - (3.3)

||::]»

Completa-se a especificagdo do modelo através da escolha de distribuigoes h(6,,|m # m’)
préprias, que sao designadas distribuicoes pseudoprior.

As suposigoes de independéncia condicional (3.2) e (3.3) implicam que a distribuigao
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marginal de Y para o modelo m é dada por

flylm) = / £ (416, m) h(Bm) do
- / £ (16, 1) T, BB, ) d6
- / £ 181y 1) BB |m0) Bl

e assim a forma de h(6,,/|m # m') é irrelevante para a distribui¢io marginal f(y|m). Deste
modo, tal como o nome sugere, uma distribui¢ao pseudoprior nao é, na realidade, uma
distribuicao a priori, mas apenas uma densidade de ligacdo convenientemente escolhida,
necessaria para definir a distribuigdo conjunta do vector (m, ).

Atendendo a (3.2) e (3.3) a distribui¢ao conjunta de Y, 6 e m é

p(y,0,m) = f(y|0,m)h(0|m) Pr{m}
= S Wl0msm) [Ty 7O, m)| Pr{m},

onde Pr{m} é a probabilidade a priori do modelo m, verificando > .\ Pr{m} = 1.
Assim, com o pressuposto de independéncia a priori dos pardmetros, Carlin e Chib
(1995) sugerem que a especificagio da distribuicao a priori conjunta de m e 6 seja feita
através do produto da probabilidade a priori Pr{m}, pela densidade a priori h(6,,|m) e
as distribuigoes pseudoprior ou densidades de ligagao h(6,,|m # m').

Para a implementacao do método de amostragem Gibbs sao necessarias as distribuigoes
condicionais completas. A distribuicdo a posteriori do vector de parametros 6, , para
m' e M, é

f(ywmvm) h(9m|m) , Se m =m
(B Im) el £m

bl

h(Om [y, O(—pry, m) {

onde 6_,, representa o conjunto de vectores de parametros ¢ com excepgao do vector
0. Assim, quando m’ = m, gera-se da distribui¢ao condicional completa usual do modelo
m, e quando m' # m, gera-se da correspondente distribui¢ao pseudoprior h(6,,;|m). Por
sua vez, a distribuicdo condicional completa de m é dada por

F @10y m) [TT5_1 A0 lm)| Pr{m}
S € MF(10m,m) [TT5, h(Orn, )] Prim}

h(ml6,y) =

Para assegurar a rapida convergéncia deste método, a especificacdo das distribuigoes
pseudoprior tem que ser feita com muito cuidado, o que pode ser uma tarefa morosa
se o nimero de modelos em comparacao for elevado, tal como acontece em problemas de
seleccao de covaridveis mesmo que o nimero de potenciais covaridveis seja moderado.

Na seccao 3.5 sdo efectuadas aplicagoes do método de Carlin e Chib. Outros
pormenores sobre a implementacdo deste método podem ser vistos em Carlin e Chib
(1995) e Spiegelhalter et al. (1996¢).
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3.3.2 Seleccao de covariaveis por pesquisa estocastica

O método de seleccao de covaridveis por pesquisa estocdtica, que se representa por
SSVS (de Stochastic Search Variable Selection), foi introduzido por George e McCulloch
(1993) para modelos de regressao linear tendo posteriormente sido adaptado para modelos
mais complexos (referéncias em Dellaportas et al., 2000).

Considere-se um problema de seleccao de covaridveis em modelos de regressdao, em
que existem p covaridveis, 1,2, ..., Tp, candidatas a ser incluidas no preditor linear. O
preditor linear de um modelo linear generalizado pode ser representado por

p
m = E bjxija i=1,...,n.
j=1

Cada modelo m € M pode ser representado por um vector v de dimensao p, v =
(71,72, ---57Yp), onde 7; é um indicador da presenca da covariavel z; no modelo (y; = 1
indica que z; estd presente no modelo e v; = 0 indica que z; estd ausente do modelo).

O método SSVS considera que o vector de parametros b tem dimensao p para todos os
modelos, independentemente do niimero de covaridveis presentes no modelo. Isto pode ser
conseguido considerando um modelo bayesiano hierdrquico em que a distribuicao de b;,
condicional a +y;, é definida por uma mistura de normais. Assim, o indicador y; é incluido
no modelo através da distribuicao a priori de b; condicional a v;,

bilvj ~ v N(0,u3v7) + (1 — ;) N(0,v5)

com 7y; ~ Bern(p;) e para valores de u; e v; convenientemente escolhidos.

Uma distribuicao a priori ndo informativa para o vector de parametros y consiste em
considerar que 7; assume o valor 1 ou 0 com probabilidade 1/2, independentemente do
valor de 7, para j' # j. Esta distribuicdo a priori para v pode ser considerada nao
informativa na medida em que atribui igual peso a todos os possiveis modelos.

Se v; = 0, a distribuicao a priori de b; deve estar concentrada em torno de zero, de
modo a assegurar que xz; estd “ausente” do preditor linear. Por sua vez, quando v; = 1,
assume-se que ha pouca informacao a priori sobre o parametro b;, sendo esta situagao
representada por uma distribuicao a priori difusa para b;. A escolha de u; e v; deve ser
feita com bastante cuidado pois as probabilidades a posteriori dos modelos sdo bastante
mais influenciadas pelos valores destes pardmetros do que pela distribuicao a priori de ;.

Caso se escolha em primeiro lugar ugvf de modo a representar uma distribuicao a priori
difusa para b; quando 7; = 1, entao u? deve ser escolhido considerando o valor de |b;| para
o qual as duas densidades componentes da distribuicao a priori assumem valores iguais.
Este valor pode ser considerado o menor valor de |b;|, que se designa por d;, a partir do
qual o termo é considerado significativo do ponto de vista pratico. Devido & influéncia
que tem nas distribuicoes a posteriori, a escolha de d; deve ser feita com bastante cuidado

(e.g., Paulino et al., 2003).

As distribuicoes condicionais completas a posteriori de b; e ; sao dadas,
respectivamente, por:
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h(vj =1y bvg) _ by =175) h(y =1,7-5)

h(v; =01y, b,v—5)  h]v =0,7—5) by =0,7—5)
onde 7(_;) representa todos as componentes do vector vy excepto 7;. Aplicagoes deste
método a exemplos reais podem ser encontradas em George e McCulloch (1993, 1996).

(3.4)

3.3.3 Método de Kuo e Mallick

O método de Kuo e Mallick (Kuo e Mallick, 1998), também conhecido por método
das distribuicoes a priori nao condicionais, contrariamente ao método proposto na seccao
3.3.2, inclui o parametro y; no preditor linear,

P
ﬂi:Z%‘bjmija 1=1,...,n, (3.5)
j=1

onde b; é a j-ésima componente do vector de pardmetros b de dimensao p e z;; é a
observacao da j-ésima covaridvel para o i-ésimo individuo. Este método considera que a
distribuicao a priori de b é independente de v e, portanto, do modelo m; assim, verifica-se
que:

h(b;[b—),7) = h(bjlb—j)) -
As distribuicoes condicionais completas a posteriori de b; e y; sao dadas, respectivamente,
por:

f(y|b77) h(b]|b(—j)) y S€ Yy = 1

h(b‘|y777b—' ) X
! = h(bjlb—j) , se v, =0

h(vi =1y, v=5,0)  fWlv=Lyj):b) kv =1,v-5)

h(v; =01y, v-j),0)  flylv = 0,750 hlv; =0,7—j)
Este método é muito facil de utilizar, pois é apenas necessédrio especificar a distribuicao
a priori usual de b para o modelo completo e as distribuicoes a priori condicionais
h(bjlb—jy) substituem as distribui¢des pseudoprior do método de Carlin e Chib. A
principal desvantagem deste método é a falta de flexibilidade que impossibilita a execucao
de alteragbes para melhorar a sua eficiéncia. Aplicagoes deste método a exemplos reais
podem ser encontrados em Kuo e Mallick (1998).

(3.6)

3.3.4 Meétodo Gibbs de seleccao de covariaveis

Dellaportas et al. (1997) defendem a utilizagao de um método hibrido, que consiste em
especificar o preditor linear tal como foi feito pelo método das distribuigoes a priori nao
condicionais de Kuo e Mallick e em considerar, tal como o método SSVS, que a distribuicao
a priori de b nao é independente de 7.

Considere-se p covaridveis candidatas a serem incluidas no modelo, isto é, a fazerem
parte do preditor linear. Cada modelo m € M é identificado por um vector v =
(71,72, --+7p), de dimensdao p, onde 7; é um indicador da presenca de z; no modelo.
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O preditor linear de um modelo de regressio (ou, mais genericamente, de um modelo
linear generalizado) determinado por «y pode ser escrito como apresentado em (3.5).

A informagcao amostral de cada modelo é representada por f(y|b,y) e a distribui¢ao a
priori de (b,7) representada por h(b,y) = h(b|y) h(y), onde h(b|y) é a distribuicao a priori
do vector de parametros b, condicional a <, e h(y) é a probabilidade a priori do modelo
identificado por 7. Se m € M for o modelo identificado por «y entdo h(y) = Pr{m}.

O vector b é particionado em dois subvectores b, e b_,, sendo b, o vector com as
componentes de b que estdo incluidas no modelo identificado por y e b_, o vector com as
componentes de b que estao excluidas do modelo identificado por . De acordo com esta
particao de b, a distribuicao a priori conjunta de (b,~y) pode ser reescrita:

h(b,7) = h(by|v) h(b—r)[by,7) h(7) -

Atendendo a parti¢ao de b e & forma do preditor linear, a informagdo amostral pode ser
simplificada

fylb,y) = f(ylby, )

e, portanto, a distribuicdo a posteriori de (b,7y) é

h(b,vly) o< f(ylb,7)h(b,7)
X f(?/|bw’}’) h(b7|’)’) h(b(—fy)|b%’)’) h(7)-

Como o vector de parametros b_,) nao ¢ influenciado pela informacao amostral
do modelo identificado por <, entao a distribuicao a posteriori de b para cada modelo
identificado por v é dada por

h(bly, ) = h(byly,¥) h(b—y)[by;7) ,

onde h(by|ly,y) é a distribuicdo a posteriori dos parametros incluidos no modelo
identificado por 7 e h(b(_7)|bfy,’y) é a distribuicao a priori condicional dos parametros
nao incluidos no modelo identificado por 7.

A distribuicao h(b,|y) é a efectiva distribuicdo a priori do vector de parametros b,
do modelo identificado por v, enquanto a distribuicao h(b(_,y)|b,y,fy) recebe a designacao
de distribuigao pseudoprior pelo facto da distribuic¢do do vector de pardmetros b_,y nao
ser influenciado pela informacgao amostral do modelo identificado por v nem influenciar
a distribuicdo a posteriori dos parametros do modelo identificado por v, h(b,|y,7v). As
distribuicoes pseudoprior devem, no entanto, ser especificadas com algum cuidado pois
tém influéncia na performance do algoritmo MCMC.

As distribuigoes condicionais completas a posteriori de by, b_,) e v, sido dadas,
respectivamente, por:

h(bylb—yy, v, y) o< f(ylb, ) h(by|Y) (b [by, ),
h(b(—’y)lb’w’%y) (&8 h(b(—’y)lb’)fa’}/)

h(vj = g 0:y) _ Fllb g = Loyyy) Pl = Lay) Ay =1,7-5) 3.7)
h(v; = O0lyv—j,b,y)  f(ylb,v; = 0,7—j5) h(blv; = 0,7—j) h(vi = 0,7—j)
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A escolha das distribuigbes a priori e das distribuicoes pseudoprior constitui um
aspecto muito importante do método GVS. A solucdo mais simples consiste em considerar
que h(bly) é dada pelo produto de distribui¢oes a priori e distribuicoes pseudoprior
independentes, isto é, h(bly) = H§:1 h(b;|vj). Neste caso, a escolha mais simples para
h(bjlv;) ¢

h(bjlv;) = 75 h(bjlv; = 1) + (1 = ;) h(bjly; = 0), (3.8)
que dé origem & distribuicao a priori h(by|y) = ]_[7]:1 h(bj|y;) e a distribuicao pseudoprior
h(b(—)by,7) = I1,,=0 P(bj]7;)-

A distribuicao a priori simplificada apresentada em (3.8) e a formulagdo do modelo
(3.5), dao origem a distribuicao condicional completa a posteriori

D
h(bilbj),voy) o< Fylbyy) T h(oklve)
k=1

flylb,y) h(bjly; =1) , se v =1
h(bjlv; = 0) , se 7 =0

evidenciando que a distribuicdo pseudoprior h(bj|ly; = 0) nao afecta a distribuicao a
posteriori de cada um dos coeficientes do modelo.

De modo similar ao efectuado em George e McCulloch (1993), Dellaportas et al. (2000)
consideram, para distribuicdo a priori de b;|y;, uma mistura de distribui¢oes normais:

bjlyj ~ N0, %) + (1 —v)N(z;, S5), 1=1,2,....p

Os valores dos hiperparametros X;, 1z; e S; podem ser obtidos através das estimativas de
maxima verosimilhanca ou das estimativas obtidas via métodos MCMC para o modelo
completo (e.g., Dellaportas e Forster, 1999). Contudo, em Ntzoufras (1999), a escolha
automatica de ; =0 e S; =35 /k?, com k = 10, mostrou ser uma opcio adequada para
os valores destes hiperparametros; o parametro k é apenas um parametro da distribuicao
pseudoprior e nao afecta a distribuicao a posteriori.

No caso de nao existir restricido em relagdo ao espaco dos modelos, é usual considerar
uma distribuicdo a priori nao informativa para o vector vy, isto é, considerar 7;, para
j=1,...,p, independentes e identicamente distribuidas Bern(1/2).

Menciona-se um pormenor sobre a implementacao do método GVS no WinBUGS:
é conveniente utilizar o cédigo 1 + Z§:1 o7 271 que permite transformar o vector vy =
(715--+57), que identifica 0 modelo, num indice. Por exemplo, no caso de 3 covaridveis
— x1, T3 € £3 — 0 cddigo do modelo é dado por 1+ y; 4 2v2 4+ 4+3; neste caso 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7 e 8 sdo os indices dos modelos identificados pelos vectores (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0),
(1,1,0), (0,0,1), (1,0,1), (0,1,1) e (1,1,1), respectivamente. Mais pormenores sobre a
implementacao do método GVS no WinBUGS podem ser encontrados em Dellaportas
et al. (2000) e Ntzoufras (2002).

A implementacdo deste método no WinBUGS ndo constitui uma tarefa dificil. No
entanto, surgem algumas dificuldades na sua aplicagdo pois, mesmo com um nimero
moderado de covariaveis, o nimero de modelos em comparacao pode ser extremamente
elevado.
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3.4 Comparacao dos métodos de Carlin e Chib, SSVS, de
Kuo e Mallick, e GVS

As representacoes graficas do método SSVS, do método Kuo e Mallick e do método
GVS, apresentadas na figura 3.1, permitem uma melhor compreensao das semelhancas e
das diferencas entre estes trés métodos de seleccao de covaridveis.

No método SSVS, a distribuicao a priori de b; é condicional a v; e o indicador y; nao
estd presente no preditor linear. No método de Kuo e Mallick, a distribuicao a priori de b;
¢é independente de +, sendo o indicador do modelo incluido no preditor linear. O método
GVS é um método hibrido do método SSVS e do método de Kuo e Mallick pois, tal como
no método SSVS, a distribuicao a priori de b; é condicional a v; e, além disso, tal como
no método Kuo e Mallick, o indicador «y; é incluido no preditor linear.

@@7@

Método SSVS Método de Kuo e Mallick Método GVS

Figura 3.1: Representacao grafica dos métodos de selecgao de covaridveis SSVS, de Kuo e Mallick,
e GVS (Dellaportas et al., 2000).

As semelhancas e as diferencas entre estes métodos podem também ser facilmente
entendidas pela observagao das respectivas distribuicoes condicionais completas
(Dellaportas et al., 2000). No método SSVS, f(y|b,y) é independente de 7 e assim o
primeiro quociente do lado direito de (3.6) e (3.7) nao estd presente em (3.4). No método
de Kuo e Mallick, b e v sao a priori independentes, logo o segundo quociente do lado
direito de (3.7), que coincide com o primeiro quociente do lado direito de (3.4), nao esta
presente em (3.6).

As diferencas entre os métodos de Carlin e Chib, SSVS, de Kuo e Mallick e GVS dizem
essencialmente respeito as distribuicoes a priori a as distribuicoes pseudoprior. No método
de Carlin e Chib e no método GVS as distribuicoes pseudoprior apenas tém influéncia na
eficiéncia do amostrador, funcionando unicamente como densidades de ligagdo. No método
SSVS os parametros das distribuicoes a priori tém bastante impacto nas distribuicoes
a posteriori e as distribuicoes pseudoprior nao podem ser apenas consideradas como
densidades de ligagdo. O método mais simples, mas também o menos flexivel, é o de
Kuo e Mallick que apenas requer a especificacdo das usuais distribuicoes a priori dos
parametros do modelo.

Salienta-se, ainda, que o método de Carlin e Chib é um método de comparacao de
modelos, enquanto os outros métodos foram especificamente desenvolvidos para problemas
de seleccao de covaridveis em modelos de regressao. Conforme se ilustra na seccao 3.5, para
um ntmero moderado de covaridveis, o método GVS permite estimar as probabilidades
a posteriori dos modelos resultantes de todas as combinagoes possiveis de covaridveis; o
mesmo nao se passa com o método de Carlin e Chib, que s6 é vidvel utilizar quando o
numero de modelos em comparacao for reduzido.
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3.5. Exemplo de regressao linear normal

3.5 Exemplo de regressao linear normal

3.5.1 Introducao
Considere-se o modelo de regressao linear
m:b0+b1$i1+"'+bpwip+6ia 2':17"'7”7

onde Y; é uma varidvel resposta, bg, b1,...,b, sao pardmetros desconhecidos, z;1, ..., %
sdao observacoes de p covaridveis e €; é o erro aleatério, que tem distribuigdo normal com
valor médio nulo e varidncia o2, ¢; ~ N(0,02). Escrevendo b = (bg,b1,...,b,) e ; =
(i1, Tig, . . ., Tip), tem-se

Y;|b70'27'riNN(Mi70'2)7 1=1,...,n,

cuja funcdo densidade de probabilidade é dada por

1 1 (i —pi\?

2

com valor médio p; = by + bizyi + -+ + byx;y e variancia o° (independente de 7).
Caso se pretenda representar por 6 o vector de parametros deste modelo, tem-se § =
(bo, by, .. .,bp,02). As varidveis aleatorias Y;, para ¢ = 1,2,...,n, sao condicionalmente
independentes dado 6. O modelo de regressao linear é também designado por modelo de
regressao normal, pelo facto das componentes do erro aleatério terem distribui¢do normal.

Um dos objectivos da regressao consiste na estimacao dos parametros desconhecidos
bo,b1,...,b, e o2, Perante um conjunto de dados, a informacdo a priori sobre estes
parametros desconhecidos é actualizada pelas respectivas distribuicoes a posteriori,
permitindo avaliar quais as covaridveis que tém um efeito relevante na varidvel resposta.

Outro objectivo da regressao ¢ a predigao de observagoes da varidvel resposta referentes
a novos individuos, com base nas observagoes das p covaridveis. Dado um novo individuo
com vector de observacoes (Zp41,1,-..,%n+1,p), pode obter-se uma estimativa de uma
observacao futura de Y, através do valor esperado de Y,.1, calculado relativamente &
distribuigao preditiva a posteriori, p(yn+1|D); isto é,

?}n—i—l = EYn+1|D[YTL+1] = /yTH—l p(yTH—llD) dyn+1 = // Yn+1 f(yn+1|9) h’(0|D) dyn-l—l de?

onde D representa a informacgao amostral.

Na sec¢ao 4.3.2 descreve-se com maior detalhe a andlise bayesiana do modelo de
regressao linear normal. Usando a distribui¢ao a priori ndo informativa para o vector
de parametros do modelo,

h(b,0?) = (6®)7!, para beRPT e 02 >0, (3.9)

apresenta-se a distribuicio a posteriori do vector de parametros (b,0?), assim como a
distribuicio a posteriori de o2 e a distribuicio a posteriori de b condicional a 2.
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Na abordagem bayesiana aos modelos de regressao linear é usual modelar o parametro
7 = 1/0?, que é designado por precisio, em vez do pardmetro 0. Esta op¢ao deve-se ao
facto de ser mais préatico considerar uma distribuicdo a priori gama para o parametro 7

do que uma distribuicdo gama invertida para o?.

O WinBUGS s6 permite a utilizacao de distribuicoes a priori préprias, nao sendo
portanto possivel considerar a distribuicdo nao informativa (3.9). Na maior parte dos
casos considera-se uma, distribuicio a priori para os coeficientes de regressao com variancia
elevada (Spiegelhalter et al., 1996a, seccao 9.2). Nas aplica¢oes dos métodos de selecgao de
covariaveis, apresentadas nas seccoes 3.5.3 e 3.5.4, considera-se que a distribuicao a priori
de cada um dos coeficientes de regressao é N(0,100?), o que se traduz numa distribuicio a
priori praticamente uniforme no intervalo com verosimilhanga significativa do pardmetro.
Especifica-se, também, uma distribuicao a priori prépria difusa para a precisdo, 7 ~
Ga(e,€), com valor médio 1 e variancia 1/e. Considera-se € pequeno de modo que a
variancia a priori de T seja elevada; nas aplicacoes ja referidas usa-se € = 0.001.

Existem muitas referéncias na drea dos modelos de regressao: a abordagem classica a
este tipo de modelos pode ser vista em Weisberg (1985), Jobson (1991) e Ryan (1997) e a
abordagem bayesiana em Gelman et al. (1995), Paulino et al. (2003) e Rowe (2003).

3.5.2 Dados da massa gorda

Dois individuos do mesmo sexo, idade, altura e peso podem apresentar diferencas
relativamente & sua composi¢ao corporal, isto é, diferencas nas proporcoes relativas dos
principais componentes corporais — a agua, a massa gorda e a massa livre de gordura
(e.g., Fragoso e Vieira, 2000). A percentagem de massa gorda é consensualmente aceite
como um indicador da aptidao fisica e de potenciais problemas de saude, sendo portanto
uma caracteristica muito estudada em populacoes humanas.

Existem diversos métodos para avaliacao da composic¢ao corporal e, consequentemente,
para determinacao da percentagem de massa gorda. Os métodos directos, que se baseiam
na dissecacao de caddveres, sao 0s 1nicos que sao precisos mas, obviamente, raramente
utilizados. Os métodos indirectos baseiam-se em medidas quantitativas dos diferentes
componentes corporais obtidas, por exemplo, através da hidrodensitometria (também
conhecida como pesagem hidrostitica), da excre¢ao de creatinina ou da ressonancia
magnética. Estes métodos, apesar de terem uma precisao elevada, sdo pouco utilizados
pois requerem equipamentos laboratoriais sofisticados e implicam exames morosos e caros,
sendo essencialmente utilizados na validagdo dos métodos duplamente indirectos. Os
métodos duplamente indirectos sdo os mais utilizados, pois sao econdémicos e de fécil
aplicagdo. Entre eles destaca-se a impedancia bioeléctrica, isto é, a medida da resisténcia
total do corpo a passagem de uma corrente eléctrica minima, e as medidas antropométricas,
como € o caso das circunferéncias corporais ou das espessuras de pregas adiposas.

A medigao de circunferéncias corporais, em conjunc¢ao com o peso e a altura, permite
estimar a percentagem de massa gorda através de equacoes preditivas, que podem ser
determinadas por métodos de regressao linear multipla. Selecciona-se vérios individuos
de uma determinada populacao e por aplicagao de um método indirecto, por exemplo a
hidrodensitometria, sao calculadas estimativas relativamente precisas da percentagem de
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massa gorda'. Além disso, sio também registadas diversas medidas de circunferéncias
corporais de cada um dos individuos, assim como a sua idade, peso e altura. Recorrendo 4
regressao linear multipla pode obter-se, com base nestas medidas, uma equacao preditiva
para a percentagem de massa gorda. Esta equacao pode ser usada para estimar
a percentagem de massa gorda em individuos provenientes da mesma populagao dos
individuos que deram origem & equacgao preditiva.

O conjunto de dados utilizado para exemplificacao da seleccao bayesiana de covaridveis
em modelos de regressio linear normal, originalmente referido por Penrose et al.
(1985) e apresentado em Johnson (1996), é constituido por observacoes de 14 varidveis,
nomeadamente, a percentagem de massa gorda?, a idade, o peso, a altura e 10 medidas de
circunferéncias corporais, de 251 homens, com idades compreendidas entre os 22 e os 81
anos (tabela C.1 do anexo C). A varidvel resposta no modelo de regressao linear normal é
a percentagem de massa gorda (varidvel que é mais dificil de medir), sendo as restantes, as
variaveis explicativas ou covariaveis, de ficil obtencao. A defini¢ao das varidveis e algumas
medidas de estatistica descritiva, nomeadamente a média, o desvio padrdao, o minimo e o
maximo, do conjunto de dados da massa gorda sao apresentados na tabela 3.3.

Tabela 3.3: Estatisticas sumérias das varidveis do exemplo da massa gordal.

varidvel defini¢ao média d.p. min. max.
Yy massa gorda (percentagem) 18.89  7.72 0  45.10
1 idade (anos) 44.89 12.63 22 81
T2 peso (libras') 178.82 29.40 118.5 363.15
x3 altura (polegadas') 70.31 2.61 64.0 77.75
T4 circunferéncia do pescogo (cm) 38.00 243  31.1 51.20
Ts circunferéncia do peito (cm) 100.80  8.44  79.3 136.20
T6 circunferéncia do abdémen (cm) 92,51 10.78  69.4 148.10
x7 circunferéncia do quadril (cm) 99.84 7.11 85.0 147.70
Ts circunferéncia da coxa (cm) 59.36 521  47.2  87.30
Tg circunferéncia do joelho (cm) 38.58 240  33.0 49.10
T10 circunferéncia do tornozelo (cm) 23.10 1.70 19.1 33.90
11 circunferéncia do biceps em extensdo (cm) 3227 3.03 248  45.00
12 circunferéncia do antebrago (cm) 28.66 2.02 21.0 3490
T13 circunferéncia do pulso (cm) 18.23  0.93 15.8  21.40

11 libra = 454 gr e 1 polegada =~ 2.54 cm.

A abordagem bayesiana nao dispensa o primeiro contacto com os dados através de uma
analise exploratéria. A eliciacdo da distribuicao a priori do vector de parametros deve
ser feita antes desta andlise, de modo a nao ser influenciada pela informacido amostral.
Na figura 3.2 apresenta-se, através de caixas de bigodes, outras medidas de estatistica
descritiva do conjunto de dados da massa gorda. Destaca-se a simetria da maior parte das
varidveis e a existéncia de valores discordantes para algumas delas.

INa realidade a hidrodensitometria permite determinar a densidade corporal e, através de equacdes
desenvolvidas para esse efeito (equagao de Siri e de Brozek, por exemplo), estimar a percentagem de massa
gorda (e.g., Costa, 2001).

’Estimada através da equacdo de Brozek e com recurso & técnica de hidrodensitometria.
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Figura 3.2: Caixas de bigodes das varidveis do exemplo da massa gorda.

Na figura 3.3 sao apresentados os diagramas de dispersao da percentagem de massa
gorda versus cada uma das varidveis explicativas e os respectivos valores do coeficiente
de correlagdo amostral de Pearson. Refira-se que a correlagao linear entre a percentagem
de massa gorda e as varidveis idade, altura, circunferéncia do tornozelo, circunferéncia do
antebrago e circunferéncia do pulso é fraca e, no caso da altura, é negativa. Relativamente
a correlacao linear da percentagem de massa gorda com as varidveis peso, circunferéncia
do peito, circunferéncia do abdémen e circunferéncia do quadril, regista-se valores mais
elevados. Como seria de esperar, devido a natureza das préprias covariaveis, o coeficiente
de correlacao amostral de Pearson entre algumas delas é também bastante elevado.

Na andlise a este conjunto de dados, Hoeting et al. (1999) comegam por efectuar a
estimagdo, por minimos quadrados, do modelo de regressao linear multipla com todas
as covaridveis. O output do SPSS com as estimativas dos coeficientes de regressao é
apresentado na tabela 3.4. Para este modelo obtém-se R? = 0.746, jo. = 0.732 e um erro
standard da estimativa igual a 3.996. O valor observado da estatistica F' com 13 e 237
graus de liberdade é 53.620, ao qual corresponde um p-value < 0.0001.

Algumas das covaridveis incluidas no modelo de regressao linear normal podem ser
supérfluas, isto é, a sua inclusdo no modelo aumenta a complexidade do mesmo sem
um acréscimo significativo na explicagdo da variabilidade da varidvel resposta. Para
encontrar um modelo mais parcimonioso e que possa ainda ser considerado um bom
modelo, pode usar-se qualquer um dos métodos de seleccao de covaridveis utilizados na
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abordagem classica. Tendo em conta as opcoes existentes no SPSS, utiliza-se 3 métodos
de seleccao de covaridveis: o progressivo, o regressivo e o passo a passo. Para um F
de entrada e de saida de 0.05, os resultados obtidos por estes trés métodos sdo iguais,
sendo o modelo seleccionado constituido pelas covaridveis circunferéncia do abddémen,
peso, circunferéncia do pulso e circunferéncia do antebraco. O output do SPSS com as
estimativas dos coeficientes de regressao, obtidas por minimos quadrados, é apresentado
na tabela 3.5. Para este modelo obtém-se R? = 0.733, sz‘ = 0.729 e um erro standard
da estimativa igual a 4.021. O valor observado da estatistica F' com 4 e 246 graus de
liberdade é 169.124, ao qual corresponde um p-value < 0.0001.
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Figura 3.3: Diagramas de dispersdao da percentagem de massa gorda wersus cada uma das
covariaveis.
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Tabela 3.4: Output do SPSS com as estimativas dos coeficientes do modelo de regressao linear
com 13 covaridveis, para o exemplo da massa gorda.

Unstandardized Standardized
Coefficients Coefficients
B Std, Error Beta i Sig
(Constant) -17.801 20.604 -.864 .388
idade .057 .030 .093 1.893 .060
peso -.086 .057 -327 | -1.496 136
altura -.037 .166 -.013 -.225 .822
circunferéncia pescogo -.430 219 -136 | -1.965 [ .051
circunferéncia peito -.018 .096 -.020 -.193 .847
circunferéncia abdémen .890 .084 1.242 | 10.624 | .000
circunferéncia quadril -.196 136 -180 | -1.440 | .151
circunferéncia coxa .236 136 160 1.739 | .083
circunferéncia joelho -.021 .230 -.007 -.093 .926
circunferéncia tornozelo 167 .206 .037 810 | 419
circunferéncia biceps 157 .160 .061 978 329
circunferéncia antebrago 429 185 113 2.322 .021
circunferéncia pulso -1.474 497 -178 | -2.969 .003

Tabela 3.5: Output do SPSS com as estimativas dos coeficientes do modelo de regressao linear
com 4 covariaveis, para o exemplo da massa gorda.

Unstandardized Standardized
Coefficients Coefficients

B Std, Error Beta t Sig
(Constant) -31.995 6.743 -4.745 | .000
circunferéncia abdémen 920 .052 1.284 | 17.713 | .000
peso -127 .023 -483 | -5.530 | .000
circunferéncia pulso -1.335 414 -161 | -3.228 | .001
circunferéncia antebrago 448 .168 17 | 2.661 | .008

3.5.3 Meétodos de seleccao via medidas de discrepancia

A aplicacao dos trés métodos de seleccao de covaridveis via medidas de discrepancia,
ao exemplo da massa gorda, foi efectuada com quatro medidas de discrepancia: DIC,
]ﬁb, LLP e SInCPO. Para qualquer um dos métodos e qualquer uma das medidas
de discrepancia, o ajustamento de cada um dos modelos é efectuado: (i) considerando
distribuigoes a priori difusas para todos os parametros do modelo, nomeadamente,
by, b1, ...,b, independentes com distribuicao normal de valor médio nulo e variancia 10000,
e 7 com distribuicdo gama com parametro de forma e inverso do parametro de escala iguais
a 0.001; (ii) com base nos resultados obtidos em 10000 iteragoes do método de amostragem,
apé6s um periodo de aquecimento de 1000 iteragoes.

Devido ao elevado niimero de modelos ajustados, a monitorizagdo da convergéncia
é apenas efectuada por andlise dos graficos das séries temporais e das fungoes de
autocorrelacdo empirica dos valores simulados. Para cada um dos modelos ajustados e
para cada um dos parametros monitorizados, a série temporal das iteragoes nao sugere
a existéncia de qualquer anomalia no seu comportamento estocastico, e a funcao de
autocorrelacdo empirica permite considerar valida a suposicao de independéncia entre
os valores simulados.
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3.5. Exemplo de regressao linear normal

Método SIMD

Comega por ajustar-se um modelo de regressao linear normal com as 13 covaridveis
e calcula-se os valores das medidas de discrepancia. O cdédigo do WinBUGS, para a
aplicagao da 1? iteragdo do método SIMD ao exemplo da massa gorda, é apresentado
no anexo D.1.1. Na figura 3.4 sao apresentados os gréaficos das densidades marginais a
posteriori dos coeficientes de regressao. O output com as estimativas dos pardmetros do
modelo de regressao linear normal com as 13 covaridveis é apresentado na tabela 3.6. Os
valores das medidas de discrepancia sao apresentados na tabela 3.7, na coluna referente &
12 iteragdo. Da andlise da figura 3.4 e da tabela 3.6 destaca-se que:

e os intervalos de credibilidade a 95% dos parametros de regressao bg, b1o € bi3 sao
0s 1nicos que nao contém o zero. As covaridveis g, T12 € 13 nao sio, portanto,
candidatas a sair do modelo;

e embora os intervalos de credibilidade a 95% dos parametros de regressao by, bo, by,
b7 e bg contenham o zero, os graficos das densidades marginais a posteriori destes
parametros nao estao concentrados em torno de zero. As covaridveis xi, To, T4, T7
e xg nao sao também candidatas a sair do modelo;

e dos restantes parametros de regressao, apenas os intervalos de credibilidade a 95%
de b3, b5 e by sao aproximadamente centrados em zero. Entre as covariaveis 3, x5 e
Tg9 opta-se por excluir do modelo a covaridvel x5, uma vez que a densidade marginal
a posteriori do parametro de regressao bs é a que se encontra mais concentrada em
torno de zero.

Tabela 3.6: Output do WinBUGS com as estimativas dos parametros do modelo de regressao
linear com 13 covaridveis, para o exemplo da massa gorda.

node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
b0 -17.74 205 0.2171 -57.18 -17.85 23.02 1001 10000
b[1] 0.05642  0.03021  3.02E-04 -0.002479  0.05591 0.1164 1001 10000
b[2] -0.08546  0.05741  5.83E-04 -0.1969 -0.08563  0.02877 1001 10000
b[3] -0.03523  0.1654 0.001747  -0.3644 -0.03225  0.295 1001 10000
b[4] -0.4297 0.2194 0.001956  -0.8613 -0.4293 2.43E-04 1001 10000
b[5] -0.01832  0.09592  0.001019  -0.2042 -0.01822  0.1714 1001 10000
b[6] 0.8905 0.08493  8.63E-04 0.7246 0.8908 1.057 1001 10000
b[7] -0.1969 0.1348 0.001605  -0.4615 -0.1979 0.06486 1001 10000
b[8] 0.2347 0.1365 0.001308  -0.03321  0.2344 0.5064 1001 10000

b[9] -0.0232 0.231 0.002165  -0.4799 -0.02384  0.4331 1001 10000
b[10]  0.1647 0.2056 0.002127  -0.2433 0.1654 0.5674 1001 10000
b[11]  0.1575 0.1624 0.001519  -0.161 0.156 0.4817 1001 10000
b[12]  0.4265 0.1873 0.00191 0.06563  0.4265 0.7985 1001 10000
b[13]  -1.473 0.4997 0.005138  -2.451 -1.477 -0.48 1001 10000
tau 0.06248  0.005743 5.80E-05 0.05169  0.06233  0.0742 1001 10000

Na 2?2 iteracao ajusta-se um modelo de regressao linear normal com 12 covaridveis,
uma vez que x5 foi excluida do modelo. O cédigo do WinBUGS para o ajustamento
deste novo modelo de regressao linear normal é idéntico ao apresentado para a 1? iteragao,
exceptuando o facto de p = 12 e ser necessario excluir do modelo o termo respeitante
a covariavel z5. Os valores obtidos para as medidas de discrepancia sao apresentados
na tabela 3.7, na coluna referente & 22 iteracdo. Comparando a 1? com a 2? iteracao,
verifica-se a existéncia de valores mais favoriveis para as medidas de discrepancia na 22
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Figura 3.4: Gréficos das densidades marginais a posteriori dos coeficientes do modelo de regressao
linear com 13 covaridveis, para o exemplo da massa gorda.

iteracdo, o que quer dizer que o método SIMD prossegue. Analisando as estimativas
dos parametros da regressao e respectivos graficos das densidades marginais a posteriori
do modelo ajustado na 22 iteracdo — que opta-se por ndo apresentar para nao alongar
demasiado a ilustragao do método SIMD —, conclui-se que z3 é a préxima covariavel a
ser excluida do modelo. Na 3? iteracao ajusta-se um modelo de regressao linear normal
com 11 covaridveis, calcula-se os valores das medidas de discrepéancia e averigua-se qual a
proxima, covariavel a sair do modelo.

Procede-se deste modo até ja nao existir uma evidéncia favordvel a exclusao de mais
alguma covaridvel ou, caso exista, se essa exclusdo originar valores mais desfavoraveis para
as medidas de discrepancia consideradas.

Na figura 3.5 sao apresentados os graficos das densidades marginais a posteriori dos
coeficientes de regressao e na tabela 3.8 os outputs do WinBUGS com as estimativas dos
parametros, referentes a 62 iteracdo, em que é ajustado um modelo de regressao linear
multipla com 8 covaridveis, mais precisamente, com 1, o, T4, Tg, L7, T8, T12 € T13. Da
andlise da figura 3.5 e da tabela 3.8, conclui-se que nenhuma das densidades marginais
a posteriori dos parametros de regressao estd concentrada em torno de zero. Assim, o
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método SIMD péara na 6? iteracdo, pois mais nenhuma covaridvel é candidata a sair do
modelo. O resumo da aplicacdo do método SIMD é apresentado na tabela 3.7.

Tabela 3.7: Resultados do método SIMD, para o exemplo da massa gorda.

iteracao 12 it. 22 it. 32 it. 42 ijt. 52 it. 62 it.
covariaveis todas sal T3 sai x3 sai Tg sai r11 sal T10
DIC 1423.8 1421.7 1419.8 1417.8 1416.8 1415.4
BIC 1492 1485 1479 1472 1467 1461
LLP 1408.8 1407.7 1406.8 1405.7 1405.8 1405.3
SInCPO -713.1 —-T711.8 —-710.6 —709.5 —709.1 —708.0

Tabela 3.8: Output do WinBUGS com as estimativas dos parametros do modelo de regressiao
linear com 8 covaridveis, para o exemplo da massa gorda.

node mean sd MCerror  2.50% median 97.50% start  sample
b0 -19.38 10.87 0.1152 -40.72 -19.25 1.832 1001 10000
b[1] 0.0568 0.0285 2.80E-04 0.001822  0.05659 0.1133 1001 10000
b[2] -0.08182  0.03694  3.72E-04 -0.1546 -0.08174  -0.008863 1001 10000
b[4] -0.424 0.2102 0.002129  -0.8358 -0.423 -0.01139 1001 10000
b[6] 0.8808 0.06649  7.16E-04 0.7492 0.8818 1.012 1001 10000
b[7] -0.2032 0.1305 0.001159  -0.4516 -0.2037 0.05312 1001 10000
b[8] 0.2794 0.1217 0.001194  0.04066 0.2798 0.5159 1001 10000
b[12]  0.4743 0.173 0.001809  0.1344 04737 0.8131 1001 10000
b[13]  -1.367 0.4749 0.004294  -2.279 -1.37 -0.4377 1001 10000
tau 0.06352 0.005754 5.89E-05 ~ 0.05273 0.06333 0.07542 1001 10000

b[1] sample: 10000 b[2) sample: 10000 b[4] sample: 10000 bi6] sample: 10000
150 150 20 80
10 100 5 60
10 40
5 50 05 20
00 00 00 00
<04 0.0 01 03 02 01 27755E17 45 0 05 00 06 08 10
b[7] sample: 10000 b[8] sample: 10000 b[12] sample: 10000 b[13] sample: 10000
40 40 30 10
30 30 20
20 20 05
10 10 .
00 00 00 00
10 -05 00 -05 0.0 05 -05 00 05 10 40 20 00

Figura 3.5: Graficos das densidades marginais a posteriori dos coeficientes do modelo de regressao
linear com 8 covaridveis, para o exemplo da massa gorda.
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Método FVS

O modo de implementagao, no WinBUGS, do método FVS para seleccao do melhor
subconjunto de covaridveis do modelo de regressao linear normal, para os dados da massa
gorda, estd descrito no anexo D.1.2. Os resultados da aplicacdo deste método ao referido
conjunto de dados, para as medidas de discrepancia DIC, B/I\C, LLP e SInCPO, estao
sumariados nas tabelas 3.9, 3.10, 3.11 e 3.12, respectivamente.

Procede-se, de seguida, & interpretacao da tabela 3.9. O modelo s6 com a constante,
ajustado na 12 iteracao, apresenta DIC = 1741.6. Na 2? iteracao sao ajustados 13 modelos
de regressao linear normal, cada um com uma tnica covaridvel, e calcula-se os valores do
DIC de cada um deles. O valor do DIC do modelo de regressao com a covaridvel zg
encontra-se sublinhado para evidenciar que é o menor dos valores do DIC obtidos nesta
iteracao e que, além disso, é menor que o valor do DIC da iteracao anterior, o que origina
a inclusao da covariavel x¢ no modelo.

Tabela 3.9: Resultados do método FVS via DIC, para o exemplo da massa gordal.

cov. 22 jt. 32 it. 42 it. 52 it. 62 it. 72 it. 8 it. 92 it. 10®it. 112 it.

T 1721.4 1465.8 1430.0 1424.1 1418.1 1417.2 1416.8 ) ) )
T2 1626.0 1428.1 o o o o o o o o
x3 1743.5  1448.6  1429.8 1424.7 1419.8 1419.2 1419.2 1418.8 1418.7 1418.4
T4 1672.0 1448.5 1426.4 1423.9 1417.4 o o o o o
5 1572.4 1466.3  1430.1 14249 1419.8 1419.5 1419.2 1418.8 1418.7 1418.5
Te 1472.3 o o o o o o o o o
x7 1621.5 1446.9 1430.0 1424.0 1419.4 1418.5 1418.1 1418.4 1416.5 o
s 1651.1 1466.0 1426.5 1423.0 1418.5 1418.2 1418.6 1416.6 ) )

g 1670.6  1459.1  1429.9 1424.3 1419.2 1419.1 1418.9 1418.7  1418.7 1418.5
10 1725.2  1464.4 1430.0 1424.2 1418.9 1418.9 1418.5 1418.0  1417.9 1417.8

r11 1673.7 1468.5 1426.9 1420.4 1418.2 1417.2 o ) o o
T12 1707.7  1472.3  1426.3 1417.8 o o o o o o
r13 1709.6  1444.0 1423.0 o o o o o o o
DIC 1472.3  1428.1 1423.0 1417.8 14174 1417.2 1416.8 1416.6 1416.5 o
decr. 269.3 44.2 5.1 5.2 0.4 0.2 0.4 0.2 0.1 o

INa primeira iteracdo, em que é ajustado um modelo sé com a constante, tem-se DIC = 1741.6.

Em cada iteracao o valor sublinhado corresponde ao valor mais favoravel para a medida
de discrepéancia, indicando qual a covaridvel a ser incluida no modelo. O simbolo “o”,
associado a uma determinada covaridvel a partir da i-ésima iteracao, indica que essa
covaridvel foi incluida no modelo na iteracao £ — 1. Na peniltima e wltima linhas da
tabela 3.9 sdo apresentados, respectivamente, o valor minimo do DIC obtido na iteracao
correspondente e o decréscimo registado no valor do DIC relativamente & iteragao anterior.

Na 32 iteragao, ajusta-se 12 modelos de regressao linear normal, cada um deles com
as covaridveis xg e x, para k =1,...,13 e k # 6; como a maior redu¢ao no DIC é obtida
com a inclusdo de zo, esta é a préxima covaridvel a ser incluida no modelo. Procede-se
deste modo até a 112 iteragdo, em que ja estao no modelo 9 covaridveis e em que a inclusao
de qualquer uma das outras nao produz um decréscimo no DIC.
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O conjunto de covaridveis seleccionadas pelo método FVS, quando se utiliza como
medida de discrepancia o DIC, é constituido pelas covaridveis: xg, T2, 13, 12, T4, T11,
z1, xg € 7. Uma vez que os decréscimos no valor do DIC sao, a partir da 5? iteragao,
bastante pequenos, nao seria despropositado escolher o modelo obtido na 52 iteracao.
Neste caso, o conjunto de covaridveis seleccionadas seria constituido por: xzg, x2, 13 €
Z12. A escolha de qualquer subconjunto de covaridveis que contenha estas 4 covaridveis e
que esteja contido no subconjunto das 9 covaridveis ja referido, nao deve ser totalmente
descartada como escolha para melhor subconjunto de covaridveis.

A interpretacao dos resultados do método FVS via ]§I\C, apresentados na tabela 3.10,
é idéntica a efectuada para a tabela 3.9. O modelo s6 com a constante, ajustado na 1*
iteragao, apresenta BIC = 1751. Na 2? iteracao sao ajustados 13 modelos de regressao
linear normal, cada um deles com uma das covaridveis, e calcula-se os valores do BIC
destes modelos. Como o minimo dos valores do BIC é obtido com a inclusio de Tg NO
modelo e este valor é inferior ao da iteracao anterior, entdo a covaridvel g é incluida no
modelo. Na 3% iteracao entra para o modelo a covaridvel z9 pois € a que origina o maior
decréscimo no valor do BIC. O método FVS via BIC péara na 42 iteracao pois a inclusao de
qualquer uma das outras covaridveis no modelo nao origina nenhum decréscimo no valor
da medida de discrepancia, sendo o modelo seleccionado constituido pelas covaridveis xg
€ T9.

Tabela 3.10: Resultados do método FVS via ]?I\C, para o exemplo da massa gordal.

cov. 22 it. 32 it. 42 it
T 1735 1484 1453
T2 1640 1446 o
x3 1757 1467 1452
T4 1686 1467 1449
x5 1586 1484 1453
z6 1486 © ©
z7 1635 1465 1453
xs 1665 1484 1449
Tg 1684 1477 1452
T10 1739 1482 1453
11 1687 1487 1449
T12 1721 1490 1449
T13 1723 1462 1446
BIC 1486 1446 o
decr. 265 40 o

1Na primeira iteracio, em que é ajustado um
modelo s6 com a constante, tem-se BIC =
1751.

O conjunto de covaridveis seleccionadas pelo método FVS quando se utiliza o LLP ou
o SInCPO é o mesmo que o obtido quando se utiliza o DIC. De modo anélogo ao efectuado
quando se usa o DIC como medida de discrepancia, e uma vez que a partir da 5? iteragao os
decréscimos do LLP (tltima linha da tabela 3.11) e os acréscimos do SInCPO (tltima linha
da tabela 3.12) sao muito pequenos, pode optar-se por parar nesta iteragao e considerar
como melhor modelo aquele que tem apenas as 4 primeiras covarijveis.
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Tabela 3.11: Resultados do método FVS via LLP, para o exemplo da massa gordal.

cov. 22 jt. 32 it. 42 it. 52 it. 62 it. 72 it. 82 it. 92 it. 102 it. 112 it.
T 1718.4  1461.8 1425.0 1418.1  1411.1 1409.2 1407.8 o o o
X9 1623.0 1424.1 o o o o o o o o
T3 1740.5 1444.6 1424.8 1418.7 1412.8 1411.2 1410.2 1408.7 1407.6 1406.4
T4 1669.0 1444.5 1421.4 1417.9 1410.4 o o o o o
x5 1569.4  1462.2 1425.1 1418.9 1412.8 1411.5 1410.2 1408.8 1407.6 1406.4
T6 1469.3 o o o o o o o o o
x7 1618.5  1442.9 1425.0 1418.1 1412.4 1410.5 1409.1 1408.4 1405.4 o
xs 1648.1  1462.0 1421.5 1417.0 1411.6 1410.2 1409.6 1406.6 o o
T9 1667.6  1455.1  1424.9 1418.3 1412.2 1411.1  1409.9 1408.7 1407.6 1406.4
T10 1722.2  1460.4  1425.0 1418.2 1411.9 1410.9 1409.6 1407.9 1406.8 1405.7
11 1670.7  1464.5 1421.9 1414.4 1411.2  1409.2 o o o o
T12 1704.7 1468.3 1421.3 1411.9 o o o o o o
r13 1706.6  1440.0 1418.0 o o o o o o o
LLP 1469.3 1424.1 1418.0 1411.9 1410.4 1409.2 1407.8 1406.6 1405.4
decr. 270.3 45.2 6.1 6.1 1.5 1.2 1.4 1.2 1.2

INa primeira iteracdo, em que é ajustado um modelo sé com a constante, tem-se LLP = 1739.6.

Tabela 3.12: Resultados do método FVS via SInCPO, para o exemplo da massa gordal.

cov. 22 it. 32 it. 42 it. 52 it. 62 it. T2 it. 82 it. 92 it. 102 it. 112 it.
T —-860.6 —733.7 —715.3 —712.8 —709.7 —709.1 —708.8 ) o o
T2 —813.5 —714.5 o o o o o ) o o

T3 —871.9 —-725.5 —7159 -—-713.6 —-T710.9 -710.6 —710.3 —710.3 —-710.3 —709.8
T4 —835.9 —7249 —713.6 —712.6 —709.2 o S o o S

5 —-786.1 —734.3 —7157 —-713.3 -—-T710.5 —-710.3 —710.0 —710.0 —=709.9 —709.6
Te —737.1 o o o o o o o o o
z7 —811.6 —724.0 —715.5 —712.7 —-710.2 —709.6 —709.3 —709.6 —708.5 o
T8 —825.6 —733.8 —713.6 —712.1 —-709.7 -—-709.4 —709.6 —708.7 o o

T9 —835.4 —-730.4 —715.4 —712.8 —-T710.0 —-709.9 —709.7 —709.8 —-709.8 —709.5

T10 —-863.2 —734.5 -—716.0 —713.3 —-710.5 —-7104 —710.0 —709.7 —709.7 —709.5
T11 —-836.9 —735.1 —713.8 —710.8 —709.6 —709.0 o o o o
T12 —854.0 —737.7 —713.5 —709.4 o o o ) o o
13 —854.7 —T723.0 —712.2 o o o o o o o
SInCPO | —737.1 —T714.5 -712.2 -7094 —709.2 —709.0 —-708.8 —708.7 —708.5 o
acr. 133.6 22.6 2.3 2.8 0.2 0.2 0.2 0.1 0.2 o

INa primeira iteracio, em que é ajustado um modelo s6 com a constante, tem-se SInCPO = —870.7.
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Método BVE

A implementacao, no WinBUGS, do método BVE para seleccao do melhor subconjunto
de covaridaveis do modelo de regressao linear normal, para os dados da massa gorda, esta
sumariada no anexo D.1.3. Os resultados da aplicacdo do método BVE a este conjunto de
dados, com as medidas de discrepancia DIC, ﬁﬁ}, LLP e SInCPO, sao apresentados nas
tabelas 3.13, 3.14, 3.15 e 3.16, respectivamente.

Procede-se, de seguida, & interpretacao da tabela 3.13. O modelo de regressao linear
normal com todas as covaridveis, ajustado na 1? iteracao, apresenta DIC = 1423.8. Na
22 iteragao sao ajustados 13 modelos de regressao linear normal, cada um deles resultante
da exclusao de uma das covaridveis. O valor do DIC do modelo de regressiao sem a
covaridvel zg encontra-se sublinhado para evidenciar que é o menor dos valores do DIC
obtidos nessa iteracao e que, além disso, é menor que o valor da iteracao anterior, o que
origina a exclusdo da covaridvel zg do modelo. Na 3? iteracao, ajusta-se 13 modelos de
regressao linear normal, cada um deles resultante da exclusao das covaridveis zg e zj, para
k=1,...,13 ek #9; o minimo do DIC é obtido com a exclusao da covaridvel x5 e é menor
do que o valor do DIC da iteracao anterior, logo esta covaridvel sai do modelo. Procede-se
deste modo até & 72 iteragdo, em que ja foram excluidas do modelo 5 covaridveis e em que

a exclusao de qualquer uma das outras covaridveis ndo produz um decréscimo no valor do
DIC.

Tabela 3.13: Resultados do método BVE via DIC, para o exemplo da massa gordal.

cov. 22 jt. 32 it. 42 it. 52 it. 62 it. 72 it.
T 1425.5  1423.7 1421.6  1419.7 1418.1 1417.3
T2 1424.0  1422.2 1421.2  1422.2 1420.1 1418.4

T3 1421.7  1419.8  1417.8 ) o o
T4 1425.7  1423.8 1421.8 1419.8 1418.9 14174
Ts5 1421.7  1419.8 o o o o

T6 1519.5  1517.5 1525.6 1552.6 1551.0  1549.0
7 1423.9  1422.0 1419.9 14179 1416.6 1415.8
s 1424.9  1423.1 14214 1419.6 1418.4 1418.8

Tg 1421.7 o o o o o
10 1422.4  1420.4 1418.4 1416.5 o
11 1422.7  1420.7 1418.7 1416.8 1415.4 o

12 1427.3 14254  1423.3 1421.4  1419.9 1421.1
13 1430.9  1429.0 1427.0 1425.1 1423.0 1421.9

DIC 1421.7  1419.8 1417.8 1416.5 1415.4
decr. 2.1 1.9 2.0 1.3 1.1 o

INa primeira iteracdo, em que é ajustado um modelo com as 13
covariaveis, tem-se DIC = 1423.8.

A interpretacao das tabelas que sumariam os resultados obtidos para o método BVE
com as outras medidas de discrepancia é idéntica.

As covaridveis excluidas do modelo pelo método de pesquisa BVE quando se utiliza o
DIC, o LLP e o SInCPO sao: x9, x5, 3, 10 € x11; quando se utiliza o0 método BVE via
BIC, além das covaridveis excluidas pelos outros métodos, sao também excluidas z7, 4,
Irg € I1.
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Tabela 3.14: Resultados do método BVE via ﬁl?], para o exemplo da massa gordal.

cov. 22 4t. 32 it. 42 it. 52 it. 62 it. 72 it. 8 it. 92 it. 10*it. 112 it.
T1 1489 1482 1476 1469 1463 1458 1454 1450 1445 o
T2 1487 1481 1475 1472 1465 1459 1463 1464 1457 1468
T3 1485 1479 1472 o o o o o o )
T4 1489 1483 1476 1470 1464 1458 1453 o o )
Ts5 1485 1479 o o o o o o o o
T6 1583 1576 1580 1602 1596 1590 1586 1580 1586 1645
T7 1487 1481 1474 1468 1462 1456 o o o )
g 1488 1482 1476 1469 1464 1460 1453 1450 o o
Tg 1485 o o o o o o o o )
T10 1486 1479 1473 1466 o o o o o o
T11 1486 1480 1473 1467 1461 o o o o o
T12 1491 1484 1478 1471 1465 1462 1459 1454 1451 1446
13 1494 1488 1481 1475 1468 1463 1459 1458 1455 1449
BIC 1485 1479 1472 1466 1461 1456 1453 1450 1445
decr. 7 6 7 6 5 5 3 3 5 )

INa primeira iteracdo, em que é ajustado um modelo com as 13 covaridveis, tem-se BIC = 1492.

Tabela 3.15: Resultados do método BVE via LLP, para o exemplo da massa gordal.

cov. 22 it. 32 it. 42 it. 52 it. 62 it. T2 it.
T 1411.4  1410.6  1409.6 1408.6 1408.0 1408.4
T2 1410.0 1409.2 1409.2 1411.2 1410.2 1409.4
T3 1407.8  1406.8  1405.8 o o o
T4 1411.8 1410.8  1409.8 1408.8 1408.8 1408.4
Ts5 1407.8  1406.8 o o o o
T6 1505.4 1504.4 1513.6 1541.6 1541.0  1540.0
T7 1409.8  1409.0 1407.8 1406.8 1406.6 1406.8
s 1410.8 1410.0 1409.4 1408.6 1408.4 1409.8
Tg 1407.8 o o o o o
T10 1408.4 1407.4 1406.4 1405.4 o o
r11 1408.8 1407.8 1406.6 1405.8 1405.4 o
T12 1413.4  1412.4 1411.2 1410.4 1409.8 1412.2
T13 1416.8  1416.0  1415.0 1414.0 1413.0 1412.9
LLP 1407.8  1406.8 1405.8 1405.4 1405.4 o
decr. 1.0 1.0 1.0 0.4 0.0 o

INa primeira iteracio, em que é ajustado um modelo com as 13
covariaveis, tem-se LLP = 1408.8.
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Tabela 3.16: Resultados do método BVE via SInCPO, para o exemplo da massa gordal.

cov. 22 jt. 32 it. 42 it. 52 it. 62 it. 72 it.
T -713.9 -—-712.6 —711.5 —710.5 —709.4 —708.8
T —-713.3 —-713.3 —712.8 —712.0 —T711.5 —709.7
xs3 —711.7 o o o o o
T4 -714.3 —-713.0 —711.8 —710.6 —710.1 —709.1
x5 —711.8 —=710.6 o o o o
T6 —-762.7 —764.7 —778.6 7784 7787 —-T776.8
x7 -7134 —-712.1 —-710.8 —709.7 —708.7 —708.3
s -714.0 -713.1 —711.5 —710.6 —709.6 —709.8
Tg —-712.2 —711.0 —709.5 o o o
T10 —-712.2 —711.2 —709.6 —708.5 o o
r11 -713.0 -—711.7 —710.1 —709.1 —708.0 o
T12 —-715.8 —714.3 —-712.7 -—-711.7 —-710.6 —T711.1
T13 -716.7 —7154 -—-714.1 -713.1 —711.5 —T710.9
SInCPO | —710.0 —-710.6 —709.5 —708.5 —708.0 o
acr. 1.4 0.6 1.1 1.0 0.5 o

INa primeira iteracdo, em que é ajustado um modelo com as 13 covaridveis,
tem-se SInCPO = —713.1.

3.5.4 Meétodo Gibbs de seleccao de covariaveis

A aplicagdo do método GVS ao conjunto das 13 covaridveis impossibilita a
monitorizag¢ao das probabilidades a posteriori dos 8192 possiveis modelos. Assim, opta-se
por monitorizar apenas as probabilidades a posteriori de inclusao das covariaveis no modelo
e usar os resultados obtidos para: (i) determinar o modelo de probabilidade a posteriori
mediana; (ii) seleccionar um subconjunto de 8 covaridveis ao qual se volta a aplicar o
método GVS.

Considera-se que nao existe informacao a priori sobre a plausibilidade relativa dos
diferentes modelos, o que pode ser expresso através de probabilidades a priori iguais a
1/8192 para cada modelo identificado pelo vector v = (y1,...,713). Assim, os indicadores
vj, para j = 1,...,13, sao considerados independentes com distribuicao a priori Bernoulli
com probabilidade de sucesso 1/2. Considera-se que a distribui¢ao a priori para by é normal
de valor médio nulo e variancia 10000, que a distribuicao a priori de b;, condicional a vy;,
é normal com valor médio nulo e varidncia 0.01'~7% x 1000, para j = 1,...,13 (Ntzoufras,
2002) e que a distribui¢do a priori de 7 é gama com parametro de forma e inverso do
parametro de escala iguais a 0.001.

Nas duas aplicagoes do método GVS, as estimativas sao obtidas em 10000 iteracgoes
do método de amostragem, apés um periodo de aquecimento de 1000 iteracoes. Como a
correlagao entre as observagoes geradas consecutivamente é elevada, é necessario considerar
um espacamento de amostragem de 10 iteragoes. Por andlise dos graficos das funcgoes de
autocorrelacao empirica dos valores simulados, o espacamento de 10 iteracoes permite,
sem aumentar demasiado o niimero total de iteragoes, considerar vilida a suposicao de
independéncia entre os valores simulados.

O cédigo do WinBUGS, referente a aplicagdo do método GVS ao conjunto de 13
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covariaveis, é apresentado no anexo D.1.4 e os resultados obtidos sao apresentados na
tabela 3.17. O modelo com probabilidade a posteriori mediana é constituido por zs e
T, OIS apenas estas covaridveis tém probabilidade a posteriori de inclusao da covaridvel
no modelo superior a 1/2. Selecciona-se, para uma nova aplicagdo do método GVS, as
8 covaridveis que apresentam estimativas da probabilidade a posteriori de inclusao da
covaridvel no modelo mais elevadas, isto é, zg, T2, T13, T12, T4, T11, T8 € T7.

Tabela 3.17: Estimativas das probabilidades a posteriori de inclusao das covaridveis no modelo,
para o exemplo da massa gorda.

ind. covar. | média d.p. erro MC 2.5% mediana 97.5%
v =1 0.0150  0.1216  0.001275 0.0 0.0 0.0
o =1 0.9757  0.1540  0.003465 1.0 1.0 1.0
3 =1 0.0153 0.1227 0.001314 0.0 0.0 0.0
4 =1 0.0812  0.2731  0.002801 0.0 0.0 1.0
5 =1 0.0238 0.1524  0.001619 0.0 0.0 0.0
Y6 =1 1.0000 0.0000 1.0E-12 1.0 1.0 1.0
yr =1 0.0548  0.2276  0.003716 0.0 0.0 1.0
=1 0.0713  0.2573  0.002766 0.0 0.0 1.0
v9 =1 0.0172 0.1300 0.001296 0.0 0.0 0.0
Y10 =1 0.0128  0.1124  0.001181 0.0 0.0 0.0
y11 =1 0.0749  0.2632  0.002603 0.0 0.0 1.0
y12 =1 0.1262 0.3321 0.003142 0.0 0.0 1.0
y13 =1 0.3441 04751  0.004847 0.0 0.0 1.0

Aplica-se 0 método GVS ao subconjunto de 8 covaridveis seleccionadas. Considera-se
ainda que ndo existe informacado a priori sobre a plausibilidade relativa dos diferentes
modelos, atribuindo probabilidades a priori iguais a 1/256 a cada modelo identificado
por ¥ = (71,...,78), 0 que equivale a considerar que os indicadores 7;, j = 1,...,8, sdo
independentes com distribui¢ao a priori Bernoulli com probabilidade de sucesso 1/2. As
distribuigoes a priori dos restantes parametros do modelo sdo iguais as consideradas na
primeira aplicacao do método GVS. Neste caso, além da monitorizacao das probabilidades
a posteriori de inclusdo das covaridveis no modelo, pode também monitorizar-se as
probabilidades a posteriori dos modelos, pois o nimero total de modelos é agora 256,
bastante inferior ao ntimero anterior. O cédigo do WinBUGS, referente & 22 aplicagao do
método GVS, é apresentado no anexo D.1.4 e os resultados obtidos estdo sumariados nas
tabelas 3.18 e 3.19.

As estimativas das probabilidades a posteriori de inclusao das covaridveis no modelo,
quando se considera o subconjunto de 8 covaridveis, sao muito idénticas as obtidas quando
se considera todas as covaridveis. As covaridveis zg € z9 continuam a ter estimativas das
probabilidades a posteriori de inclusao das covaridveis no modelo préximas de 1, logo
seguidas por x13 € x12 com estimativas das probabilidades a posteriori de inclusao das
covaridveis no modelo ja mais pequenas. Estas covaridveis sao as que tém uma presenca
mais constante nos modelos com probabilidade a posterior: mais elevada.

O modelo de regressao linear normal com maior probabilidade a posteriori é constituido
pelas covaridveis z9 e ¢ e tem probabilidade a posterior: aproximadamente igual a 0.46.
O modelo que inclui as covaridveis za, g € x13 tem a segunda maior probabilidade a
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posteriori, com valor proximo de 0.19. O modelo constituido pelas covariaveis xo, Tg, £12 €
z13 corresponde ao terceiro modelo com maior probabilidade a posteriori, com um valor de
0.07. A soma das probabilidades a posteriori destes 3 modelos é, aproximadamente, 0.72.
Os 7 modelos seguintes, que prefazem um total de 0.20 para a soma das probabilidades a
posteriori, tém em comum o facto de todos eles incluirem as covaridveis zs e zg. Refira-se,
ainda, que a soma das probabilidades dos 20 modelos com maior probabilidade a posteriori
¢ aproximadamente igual a 0.98. A existéncia de muitos modelos com probabilidades a
posteriori relevantes pode ser devida as correlacoes elevadas entre as covaridveis e ao facto
da dimensao da amostra nao ser suficientemente grande quando comparada com o ntmero
de covariaveis.

Tabela 3.18: Estimativas das probabilidades a posteriori de inclusao das covaridveis no modelo,
para o exemplo da massa gorda, quando se considera um subconjunto de 8 covaridveis.

ind. covar. | média d.p. erro MC 2.5% mediana 97.5%
o =1 0.9854  0.1199  0.002359 1.0 1.0 1.0
v4 =1 0.0828 0.2756 0.002582 0.0 0.0 1.0
Y6 =1 1.0000 0.0000 1.0E-12 1.0 1.0 1.0
yr =1 0.0464  0.2103  0.002855 0.0 0.0 1.0
8 =1 0.0744  0.2624 0.002630 0.0 0.0 1.0
Y11 =1 0.0721  0.2587  0.002422 0.0 0.0 1.0
vi2 =1 0.1359  0.3427  0.003514 0.0 0.0 1.0
y13 =1 0.3381 0.4731 0.005008 0.0 0.0 1.0

Tabela 3.19: Dez modelos com maior probabilidade a posteriori, para o exemplo da massa gorda,
quando se considera um subconjunto de 8 covariaveis.

covariaveis probabilidades a posteriori
T2 X4 X6 @7 X8 X11 @12 x13 | média d.p. erro MC
X X 0.4556 0.4980 4.71E-03
X X X 0.1946 0.3959 3.85E-03
X X X X 0.0700 0.2551 2.55E-03
X X X 0.0474  0.2125 2.17E-03
X X X 0.0421 0.2008 1.96E-03
X X X 0.0351 0.1840 1.69E-03
X X X 0.0290 0.1678 1.51E-03
X X X X 0.0266 0.1609 1.61E-03
X X X X 0.0128 0.1124 9.86E-04
X X X 0.0115 0.1066 1.02E-03

3.5.5 Comparacao de resultados

Os modelos seleccionados por cada um dos métodos e para cada uma das medidas de
discrepancia sao apresentados na tabela 3.20. Os valores das medidas de discrepancia e
as probabilidades a posteriori de alguns destes modelos estao sumariados na tabela 3.21.
Como os modelos m1 e mo incluem a covaridvel x1, que nao pertence ao subconjunto de
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covaridveis seleccionadas para a 22 aplicacao do método GVS, nao foram estimadas as
probabilidades a posteriori destes modelos.

O modelo my parece ser o melhor modelo, uma vez que apresenta o menor valor do
DIC e do LLP e o maior valor de SInCPO. Este modelo foi seleccionado pelo método
SIMD e pelo método BVE quando se considera as medidas de discrepancia DIC, LLP e
SInCPO. O modelo msy, além de ser menos parcimonioso que my, tem valores das medidas
de discrepancia mais desfavoraveis. Este modelo, seleccionado pelo método FVS quando
se considera as medidas DIC, LLP e SInCPO, nao parece ser a melhor opgao.

Os dois modelos com maior probabilidade a posteriori obtidos pelo método GVS,
my € ms, tém os valores das medidas de discrepancia bastante mais desfavoraveis que o
modelo mi. O modelo m3, com a terceira maior probabilidade a posteriori, apresenta
J& um valor da probabilidade muito pequeno. Este modelo, também seleccionado pela
abordagem cléssica j4 referida e pelo método BVE via BIC, apresenta valores das medidas
de discrepancia préximos dos valores obtidos para m;.

Tabela 3.20: Covaridveis incluidas nos modelos de regressao linear seleccionados por cada um
dos métodos, no caso do exemplo da massa gorda.

método X1 T2 X3 X4 L5 L X7 L8 L9 @10 L11 €12 @13 | modelo
SIMD X X X X X X X X m1
FVS - DIC, LLP, SInCPO X X X X X X X X X mo
FVS - BIC X X ma
BVE - DIC, LLP, SInCPO X X X X X X X X my
BVE - BIC X X X X ms3

X X ma
GVS X X X ms

X X X X ms
Analise cldssical X X X X ms

10O modelo final obtido pela seleccio progressiva, pela elimina¢io regressiva e pelo método passo a passo,
através da realizacao de testes F' parciais, é o mesmo.

Tabela 3.21: Valores das medidas de discrepancia dos modelos de regressao linear m; a ms, para
o exemplo da massa gorda.

modelo | DIC BIC LLP SInCPO | Pr{m;|D}
mi 14154 1461 14054  —708.0 —
ma 14165 1473 14054  —708.5 —
ms 1417.8 1445 14119  —709.4 0.0700
ma 1428.1 1446 14241  —714.5 0.4556
ms 1423.0 1446 1418.0  —712.2 0.1946

Os cinco modelos seleccionados sao comparados através do método de Carlin e Chib.
Compara-se, por um lado, o modelo m; com o modelo ms e, por outro, os modelos ms, my
e ms. O modo de implementacdo deste método no WinBUGS estd sumariado no anexo
D.1.5. Todos os resultados do método de Carlin e Chib sao obtidos em 10000 iteragoes
do método de amostragem, com um espacamento de 10 iteragoes, e apés um periodo de
aquecimento de 5000 iteragoes.
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Comega por utilizar-se o método de Carlin e Chib para comparar os modelos m;
e mo. Para garantir que ambos os modelos sao frequentemente visitados, considera-se
Pr{m;} = 0.01 e Pr{ma} = 0.99, obtendo-se Pr{m;|D} = 0.5664 e Pr{mq|D} = 0.4336;
assim o factor Bayes a favor de m; e contra mg é BF15 = 129.3, 0 que se traduz numa
evidéncia forte a favor de m;.

Aplica-se também o método de Carlin e Chib para comparar os modelos ms3, my e ms.
Considerando Pr{mgs} = 0.90, Pr{m4} = 0.01 e Pr{ms} = 0.09, obtém-se Pr{ms|D} =
0.3804, Pr{m4|D} = 0.2826 e Pr{ms|D} = 0.3370; assim BF45 = 7.5, 0 que se traduz
numa evidéncia a favor de my quando comparado com ms, e BF43 = 66.9, o que se traduz
numa evidéncia forte a favor de m4 quando comparado com ms.

O método de Carlin e Chib pode ser novamente utilizado para comparar os modelos
m1 e my. Para garantir que ambos os modelos sao frequentemente visitados, considera-se
Pr{mi} = 0.9999999 e Pr{m4} = 0.0000001, obtendo-se Pr{m;|D} = 0.0246 e
Pr{m4|D} = 0.9754; assim, BFy; = 3.97 x 108, o que se traduz numa evidéncia muito
forte a favor do modelo m4.

3.6 Exemplo de regressao gama

3.6.1 Introducao
Considere-se o modelo de regressio gama

Y;:eXp{b0+b1$i1+"'+bprip}Xﬁi, 2':17"'7’”’7

onde Y; é uma varidvel resposta, bg, b1,...,b, sao pardmetros desconhecidos, z;i,...,Zip
sao observacoes de p covaridveis e €; € o erro aleatério, que tem distribuicao gama com valor
médio 1 e varidncia 1/v, ¢; ~ Ga(v,v). Pondo b = (b, b1,...,by) e zi = (zi1, Tiz, . .., Tip),
entao

Yilb,v,x; ~ Ga(v,v/p;), i=1,...,n,

cuja funcdo densidade de probabilidade é dada por

1 v\’ v _
f(yi|b7V7~Ti) =W <E> eXP{—Eyi} y;j 17 yz>0 € I/>07

com valor médio y; = exp{bg +bix;1 + - -+ byzp} € variancia u? /v. Deste modo, log u; =
bo + bizi1 + - - - + byx;p €, na terminologia dos Modelos Lineares Generalizados, diz-se que
a funcao de ligacao do modelo de regressao gama é o logaritmo.

Devido & impossibilidade de usar distribuicées a priori improprias no WinBUGS,
em vez da distribuicdo a priori ndo informativa para o vector de parametros (b,v),
utiliza-se distribuicoes a priori difusas para os parametros do modelo. Nomeadamente,
nas aplicacoes dos métodos de seleccao de covaridveis apresentadas nas seccoes 3.6.3 e
3.6.4, considera-se que a distribuicao a priori de cada um dos coeficientes de regressao é
N(0,1002) e que v ~ Ga(0.001,0.001).
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3.6.2 Dados da homocisteinemia

E do conhecimento geral que a hipertensao arterial, a hipercolesterolémia e os
habitos tabdgicos sao factores de risco para a ocorréncia de enfartes ou acidentes
vasculares cerebrais. Palma dos Reis (1994) salienta que, além dos factores de risco
classicos, a ocorréncia precoce de doengas vasculares pode ser altamente influenciada pela
hiperhomocisteinemia, que se traduz na ocorréncia de valores elevados da homocisteinemia
basal (HBP) e da homocisteinemia apds sobrecarga com metionina oral (HSP). De modo a
determinar a relacdo destas varidveis com os outros factores de risco das doencas vasculares,
Teles (1995) utiliza a metodologia dos Modelos Lineares Generalizados e ajusta modelos
de regressao lognormal e gama a variavel HBP e de regressao normal a varidvel HSP.

O conjunto de dados original, recolhido por Palma dos Reis (1994) e listado em
Teles (1995, anexo A), refere-se a 145 individuos, 121 homens e 24 mulheres, com idades
compreendidas entre os 26 e os 56 anos, que sofreram enfarte ou acidente vascular cerebral.
Para cada individuo foram registados os valores de 30 varidveis clinico-laboratoriais, 8
qualitativas e 22 quantitativas, cuja descrigao detalhada pode ser vista em Teles (1995).

Tabela 3.22: Estatisticas sumérias das varidveis do exemplo da homocisteinemia.

variaveis qualitativas frequéncia absoluta
z1  sexo (masc.=1 e fem.=0) n1 = 106 no = 20
x2  fumarl (fumador=1 e c.c.=0) ny =23 no = 103
z3  fumar2 (ex-fumador=1 e c.c.=0) n1 = 58 no = 68
x4  histéria familiar (sim=1 e ndo=0) ny =172 no = 54

variaveis quantitativas média d.p. min. max.
x5  glucose 105.79  45.18 63 397
re  ureia 36.60 14.54 17 167
r7  creatinina 1.10 1.00 0.6 12.1
zs  gama-glutamil-transpeptidase (GGT)  46.06  38.26 10 193
z9  fosfatase alcalina 81.71 28.26 29 249
z10 colesterol das LDL 159.90 3891 78.0 274.4
x11  colesterol das HDL 46.93 13.42 19 104
ri12  pressao arterial sistolica 136.90 17.22 106 190
r13  pressao arterial diastdlica 87.22 10.07 60 110
y  homocisteinemia basal (HBP) 10.31 4.66  5.40 3847

Exemplifica-se a selecgao bayesiana de covaridveis em modelos de regressao nao normal,
através do ajustamento de modelos de regressao gama & varidvel HBP (varidvel resposta).
Para facilitar a ilustracdo da aplicacdo dos métodos SIMD, FVE, BVE e GVS, sao
consideradas apenas 12 covaridveis para o conjunto das possiveis variaveis explicativas, tal
como foi efectuado em Paulino et al. (2003). Das covaridveis escolhidas, correspondentes
as que em estudos anteriores — Teles (1995) e Amaral Turkman e Silva (2000) — foram
consideradas mais relevantes, 9 sao quantitativas e 3 qualitativas. Uma das covaridveis
qualitativas é o fumar que tem 3 categorias, nomeadamente, fumador, ex-fumador e nao
fumador; esta covaridvel deu origem a duas varidveis dummy, fumarl e fumar2. Do
conjunto inicial de 145 individuos, 19 foram excluidos pelo facto de terem valores omissos
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de pelo menos uma das covariaveis. O conjunto de dados utilizado, referente as observagoes
dos restantes 126 individuos, encontra-se listado na tabela C.2 do anexo C; a defini¢ao das
varidveis e algumas medidas sumarias sao apresentadas na tabela 3.22.

Da anélise exploratoria efectuada, destaca-se a existéncia de observagoes discordantes
para algumas covaridveis e a existéncia de correlagoes lineares elevadas apenas entre dois
pares de covaridveis, nomeadamente entre a creatinina e a ureia (0.827) e entre a pressio
arterial sistélica e a diastolica (0.804).

3.6.3 Meétodos de seleccao via medidas de discrepancia

A aplicacao dos trés métodos de seleccao de covaridveis via medidas de discrepancia
ao exemplo da homocisteinemia foi efectuada com quatro medidas de discrepancia: DIC,
]glb, LLP e SInCPO. Para qualquer um dos métodos e qualquer uma das medidas de
discrepancia, o ajustamento de cada um dos modelos é efectuado: (i) considerando
distribuigoes a priori difusas para todos os pardmetros do modelo, nomeadamente,
bo,b1,...,b, independentes com distribuicao normal de valor médio nulo e variancia 10000,
e v com distribuicdo gama com parametro de forma e inverso do parametro de escala iguais
a 0.001; (ii) com base em 5000 iteragoes do método de amostragem, com um espacamento
de 5 iteracoes e apds um periodo de aquecimento de 4000 iteracoes.

Devido ao elevado niimero de modelos ajustados, a monitorizagdo da convergéncia
¢ apenas efectuada por andlise dos graficos das funcgoes de autocorrelacdo empirica e
das séries temporais dos valores simulados. Por andlise dos graficos das fungoes de
autocorrelacao empirica dos valores simulados, o espacamento de 5 iteracoes permite,
sem aumentar demasiado o niimero total de iteragoes, considerar vilida a suposicao de
independéncia entre os valores simulados.

Método SIMD

Ajusta-se um modelo de regressao gama com 13 covaridveis e calcula-se os valores das
medidas de discrepancia. O cdédigo do WinBUGS, para a aplicagdo da 12 iteragdo do
método SIMD aos dados da homocisteinemia, é apresentado no anexo D.2.1. Na figura
3.6 sao apresentados os graficos das densidades marginais a posteriori dos coeficientes de
regressao. O output com as estimativas dos parametros do modelo de regressao gama é
apresentado na tabela 3.23. Os valores das medidas de discrepancia constam da tabela
3.24. Da andlise da figura 3.6 e da tabela 3.23, destaca-se que:

e os intervalos de credibilidade a 95% dos pardmetros de regressao by, b, by, b7, bg,
by, b1p e b1z sdo os Unicos que nao contém o zero. As covaridveis 1, T, T4, T7, X8,
Tg, T19 € T13 NA0 sao, portanto, candidatas a sair do modelo;

e embora o intervalo de credibilidade a 95% do coeficiente de regressao bs contenha
o zero, a covariavel z3 (fumar2) nao é excluida do modelo, pois a outra varidvel
dummy que define a covaridvel fumar nao é candidata a sair do modelo;

e dos restantes parametros de regressao, apenas os intervalos de credibilidade a 95%
de b5 e bg sao aproximadamente centrados em zero. Entre as covaridveis zs e zg,
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opta-se por excluir do modelo a covaridvel z5, uma vez que a densidade marginal a
posteriori de bs é a que se encontra mais concentrada em torno de zero.

b[1] sample: 5000 b[2] sample: 5000 b[3] sample: 5000 b[4] sample: 5000
6.0r 6.0 8.0r 100
40t ) 8o
40r 50F
20r 20 20
0.0f 00 0.0F 00
00 02 04 02 00 02 04 04 02 00 02 -04 -02 00
b[5] sample: 5000 bl6] sample: 5000 b7] sample: 5000 b[8] sample: 5000
80001 1500 10.0f 800.0
60001 1000 600.0
4000r 50F 4000
200t 00 200
0.0f 00 0.0f 00
0004 0002 00 0002 002 -0.01 00 01 00 01 02 0006 -0004 -0002 00
b[9] sample: 5000 b[10] sample: 5000 b[11] sample: 5000 b[12] sample: 5000
600.0f 800.0 30007 2000
40001 600 x00F 1500
4000r 100.0p
2000r 2000k 100.0p sk
0.0f 00 0.0F 00
-0.005 00 0.005 -0.002 00 0.002 001 -0005 00  0.005 -0.01 00 0.01
b[13] sample: 5000
100.0)
500
00
-0.04 -0.02 00

Figura 3.6: Gréficos das densidades marginais a posteriori dos coeficientes do modelo de regressao
gama com 13 covaridveis, para o exemplo da homocisteinemia.

Tabela 3.23: Output do WinBUGS com as estimativas dos parametros do modelo de regressao
gama com 13 covaridveis, para o exemplo da homocisteinemia.

node  mean sd MC error  2.50%

b0 2.116 0.3108 0.004113 1,518
b[1] 0.2769 0.07467  0.001101  0.1342
bl2] 0.2163 0.07158  0.001003  0.08042
b[3] -0.007219 0.05822  7.74E-04  -0.1217
bl4] -0.1122 0.04669 7.12E-04  -0.2021
b[5] 1.12E-04 549E-04 7.57E-06  -9.59E-04
b[6] -0.001017 0.002956 5.08E-05  -0.006816
b[7] 0.1202 0.04357  7.02E-04  0.03456
b[8] -0.001639 6.73E-04 9.97E-06  -0.002951
b[9] 0.003411  8.68E-04 1.31E-05  0.001733
b[10]  0.001259 6.18E-04 9.12E-06  3.69E-05
b[11]  -0.001583 0.001843 2.67E-05  -0.005107
b[12]  0.003287 0.002403 3.66E-05  -0.001487
b[13]  -0.01032  0.003992 6.62E-05  -0.01816
nu 15.63 2.079 0.03209 11.93

median 97.50%
2117 2.732
0.2763 0.4267
0.2171 0.361
-0.006765 0.1058
-0.1114 -0.02038
1.08E-04  0.001206
-0.001011  0.004773
0.1189 0.2063
-0.001637  -3.02E-04
0.003388  0.005141
0.001259  0.002451
-0.001597  0.002051
0.003292  0.008086
-0.01035  -0.002452
15.51 20.01

start
4001
4001
4001
4001
4001
4001
4001
4001
4001
4001
4001
4001
4001
4001
4001

sample
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
5000
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Tabela 3.24: Resultados do método SIMD, para o exemplo da homocisteinemia.

iteracdo 12 it. 22 it. 32 it. 42 jt. 52 it.
covariaveis todas sal x5 sal zg sai 11 sail x12
DIC 603.2 601.3 599.1 597.9 597.9
BIC 660.6 654.8 648.8 643.9 640.0
LLP —294.0 —293.6 —293.0 —293.0 —2934
SInCPO —285.6 —286.1 —283.8 —284.5 —283.7

Na 22 iteracao ajusta-se um modelo de regressao gama com 12 covaridveis, uma
vez que x5 foi excluida do modelo, e calcula-se os valores das medidas de discrepancia.
Comparando a 1? com a 22 iteragao, verifica-se a existéncia de valores mais favoraveis para
as medidas de discrepancia na 2? iteragdo, o que quer dizer que o método SIMD prossegue.
Analisando as estimativas dos coeficientes do modelo de regressao gama ajustado na 22
iteracao e os respectivos graficos das densidades marginais a posteriori, conclui-se que zg é
a proxima covaridvel a sair do modelo. Na 32 iteragdo é ajustado um modelo de regressao
gama com 11 covaridveis, uma vez que x5 e xg foram excluidas do modelo, e calcula-se
os valores das medidas de discrepancia deste modelo. Procede-se deste modo até que nao
exista mais nenhuma covaridvel candidata a sair do modelo ou até que a exclusao de uma
covaridvel origine valores mais desfavordveis para as medidas de discrepancia. As varidveis
excluidas em cada iteracao, assim como os valores obtidos para as medidas de discrepancia,
sao apresentados na tabela 3.24.

Os graficos das densidades marginais a posteriori dos coeficientes do modelo de
regressao gama ajustado na 52 iteracdo sdo apresentados na figura 3.7. O output do
WinBUGS com as estimativas dos parametros do modelo de regressio gama ajustado
na 5% iteracao é apresentado na tabela 3.25. Da andlise da figura 3.7 e da tabela 3.25,
conclui-se que apenas a covariavel z3 (fumar2) é candidata a sair do modelo; no entanto,
esta covariavel nao é excluida, uma vez que a outra varidvel dummy que define a covaridvel
fumar nao é candidata a sair do modelo, e 0 método SIMD péra.

Tabela 3.25: Output do WinBUGS com as estimativas dos parametros do modelo de regressao
gama com 9 covaridveis, para o exemplo da homocisteinemia.

node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
b0 2.077 0.255 0.003221  1.582 2.078 2.567 4001 5000
b[1] 0.2732 0.07065 9.97E-04  0.137 0.2741 0.4098 4001 5000
b[2] 0.2285 0.06837 1.17E-03  0.09351  0.2277 0.3633 4001 5000
b[3] 0.002827  0.0549 8.39E-04  -0.1051 0.002533  0.1094 4001 5000
b[4] -0.1108 0.04701 7.38E-04  -0.2033 -0.1111 -0.01856 4001 5000
b[7] 0.1125 0.02484  3.87E-04  0.06603  0.1114 0.164 4001 5000
b[8] -0.001762 6.44E-04 9.24E-06  -0.002969 -0.001768 -4.80E-04 4001 5000
b[9] 0.003448 8.65E-04 1.15E-05  0.001802 0.003443 0.005175 4001 5000
b[10]  0.001211 6.12E-04 9.26E-06  1.14E-05 0.00121  0.002404 4001 5000
b[13]  -0.005705 0.002351 2.97E-05  -0.0105 -0.005673 -0.001052 4001 5000
nu 15.81 2.084 0.02987 12.04 15.75 20.2 4001 5000
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b[1] sample: 5000

b[2] sample: 5000

b[3] sample: 5000

b[4] sample: 5000

6.0f 60 8.0r 100
6.0r
40r 50
20r

401 40
20r 20

00 02 04 02 00 02 04 02 01 00 01 03 02 -01 277556E-17

b[7] sample: 5000 b[8] sample: 5000 b[9] sample: 5000 b[10] sample: 5000
2000 800.0 60007 800.0
15.0r 600.0 w00t 600.0
10.0r 4000 4000

50t 200 2000 200

0.0F 00 0.0r 00
0002 0004  0.006

0006 -0004 -0002 00 00
b[13] sample: 5000

T

-0.002 00 0.002

200
1500
1000

50.0

0015 001 -0.005 1.73472E-18

Figura 3.7: Gréficos das densidades marginais a posteriori dos coeficientes do modelo de regressao
gama com 9 covaridveis, para o exemplo da homocisteinemia.

Método FVS

O modo de implementacado do método FVS no WinBUGS estd detalhada no anexo
D.2.2. Os resultados obtidos com o método FVS via DIC estao sumariados na tabela 3.26.
Na 1? iteracao é ajustado um modelo de regressao gama sé com a constante, isto é, o
modelo HBP; = exp{by} X ¢€;, com ¢; ~ Ga(v,v), para o qual se tem DIC = 667.2.

Na 22 iteracao sao ajustados 13 modelos de regressao gama, cada um deles com uma
das covaridveis. Selecciona-se x7 para entrar no modelo pois é a covaridvel que, ao ser
incluida, origina o maior decréscimo no valor do DIC, mais concretamente, produz um
decréscimo de 18.2.

Em cada iteracao o valor sublinhado corresponde ao valor mais favoravel para a medida
de discrepancia, indicando qual a covaridvel a ser incluida no modelo. O simbolo ¢ a
partir da t-ésima iteracdo indica que a correspondente covaridvel foi incluida no modelo
na iteracao ¢t — 1. Na pentltima e 1ltima linhas da tabela 3.26 sao apresentados o minimo
do DIC obtido nessa iteracao e o decréscimo entre iteragoes consecutivas, respectivamente.

Na 3? iteracao ajusta-se 12 modelos de regressao gama, cada um deles com as
covaridveis x7 e xx, com k =1,...,13 e k # 7. A maior redugdo do DIC é obtida com a
inclusao de z9 (fumarl) e, como se trata de uma das varidveis dummy que permite definir
a varidvel qualitativa fumar, na iteragdo seguinte entra obrigatoriamente z3 (fumar2).
Assim, na 4? iteracao s6 é calculado o valor do DIC relativo & inclusao de z3 no modelo,
sendo as células relativas as outras covaridveis que nao estao no modelo indicadas com .
O valor do DIC apés a inclusao de x5 e z3 é 628.4 0 que corresponde a uma reducao de
20.6 no valor desta medida de discrepancia.
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Procede-se deste modo até & 102 iteragdo em que ji estdo no modelo 9 covaridveis e
em que a inclusao de qualquer uma das outras covaridveis ja nao produz um decréscimo
no valor do DIC. As covaridveis seleccionadas por este método sdo as mesmas do método
SIMD: z1, xo, x3, X4, X7, X8, Tg, T10 € T13-

A aplicacao do método FVS com a medida de discrepancia BIC — resultados na tabela
3.27 — proporciona a entrada das covaridveis no modelo pela ordem obtida com o DIC.
No entanto, o processo de seleccao de covaridveis para na 6 iteracdo quando estao no
modelo as covaridveis 1, T9, T3, T7 € X9, dando origem a um modelo mais parcimonioso.

Tabela 3.26: Resultados do método FVS via DIC, para o exemplo da homocisteinemial.

cov. 22 jt. 32 it. 42 it. 52 it. 62 it. 72 it. 8 it. 9* it. 102 it. 112 it.
1 654.9 637.9 * 619.5 o o o o o )
T2 652.7 627.4 o o o o o o o o
T3 668.9 649.1 628.4 o o o o o o o
T4 661.9 645.9 * 625.7 615.7 607.1 603.4 599.8 o o
5 668.3 650.8 * 630.5 621.5 612.2 608.7 605.2 601.8 599.9
T6 660.7 646.5 * 629.2 621.0 612.4 608.5 604.6 601.7 599.8
T7 649.0 o o o o o o o o )
g 668.4 650.9 * 630.2 620.1 606.8 602.9 o o )
Tg 661.1 640.9 * 621.3 610.4 o o o o )
10 669.0 648.3 * 629.6 621.4 611.2 606.9 601.9 597.6 o
T11 660.5 647.1 * 628.6 621.1 611.9 607.9 604.4 601.1 599.1
12 664.4 644.9 * 627.0 620.3 611.3 606.3 603.7 600.4 597.9
13 660.4 640.0 * 623.3 615.6 606.4 o o o )
DIC 649.0 627.4 628.4 619.5 610.4 606.4 602.9 599.8 597.6
decr. 18.2 * 20.6 7.9 9.1 4.0 3.5 3.1 2.2 o

INa 12 iteracdo, em que é ajustado um modelo s6 com a constante, tem-se DIC = 667.2.

Tabela 3.27: Resultados do método FVS via ]glb, para o exemplo da homocisteinemia!.

cov. 22 it. 32 it. 42 it 52 it. 62 it. 72 it.
1 666.4 653.2 * 642.5 ) )
T2 664.2 642.8 o o ) )
T3 680.3 664.3 647.5 o ) )
T4 673.5 661.2 * 648.7 642.6 637.8
5 679.8 666.2 * 653.4 648.3 642.8
e 672.2 661.8 * 652.1 647.7 643.0
x7 660.5 o o o ) )
T8 679.9 666.3 * 653.2 646.8 637.5
To 672.7 656.3 * 644.3 637.2 o
10 680.6 663.6 * 652.7 648.1 641.8
11 672.0 662.4 * 651.5 648.0 642.6
T12 675.9 660.3 * 650.0 647.0 642.0
13 671.9 655.3 * 646.4 642.5 637.2
BIC 660.5 642.8 647.5 642.5 637.2
decr. 14.3 * 13.0 5.0 5.3

INa 12 iteracdo, em que é ajustado um modelo sé6 com a
constante, tem-se BIC = 674.8.
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Relativamente & medida LLP as covaridveis também entram no modelo pela mesma
ordem do DIC, mas é efectuada mais uma iteracao, correspondente & entrada da covaridvel
z12 no modelo, conforme se pode observar pela analise da tabela 3.28. Quando se utiliza a
medida SInCPO, a ordem de entrada das covaridveis no modelo é diferente da das medidas
anteriores, mas as covaridveis escolhidas acabam por ser as mesmas do DIC, conforme se
pode ver na tabela 3.29. No caso do SInCPO a procura do melhor modelo corresponde &
maximizacao da medida de discrepancia e o valor sublinhado indica o0 maximo obtido em
cada iteracao; a comparagao dos sucessivos modelos é efectuada & custa do acréscimo do
valor da medida de discrepancia.

Tabela 3.28: Resultados do método FVS via LLP, para o exemplo da homocisteinemia

cov. 22 it. 32 it. 42 it. 52 it. 62 it. 72 it. 82 it. 92 it. 10® it. 112 it. 122 it.
1 651.9 633.9 * 613.5 o o o o o o o
T2 649.6 623.4 o o o o o ) ) ) )
x3 665.9 645.1 623.4 o o o o o ) o o
T4 658.9 641.9 * 619.7 608.7 599.0 594.4 589.8 o ) )
5 665.2 646.8 * 624.4 6144 604.2 599.6 595.1 590.8 587.8 586.9
6 657.7 642.5 * 623.2 613.9 604.3 599.4 594.6 590.6 587.7 586.8
x7 646.0 © © o o © © o o o o
g 665.4 646.9 * 624.1 613.0 598.8 593.9 ) ) ) )
Tg 658.1 636.9 * 615.3 603.3 & o o o o o
10 666.0 644.3 * 623.6 614.3 603.1 597.9 591.8 586.6 o o
T11 657.4 643.0 * 622.5 614.1 603.9 598.9 594.3 590.1 587.0 586.1
T12 661.4 640.9 * 621.0 613.2 603.3 597.2 593.7 589.4 585.8 o
T13 657.4 636.0 * 617.3 608.6 598.5 o ) ) ) )
LLP 646.0 623.4 * 613.5 603.3 598.5 593.9 589.8 586.6 585.8
decr. 19.2 * 22.6 9.9 10.2 4.8 4.6 4.1 3.2 0.8

INa 12 iteracdo, em que é ajustado um modelo s6 com a constante, tem-se LLP = 665.2.

Tabela 3.29:

Resultados do método FVS via SInCPO, para o exemplo da homocisteinemia".

1

1

cov. 22 it. 32 it. 42 it. 52 it. 62 it. T2 it. 8 it. 92 it. 102 it. 112 it.
T —311.2 —-305.5 * —296.0 —289.9 o o o o o
T2 —309.5 —298.9 & o o o o o o o
xs3 —317.0 —309.0 —306.0 o o o o o o o
T4 —313.6 —309.6 * —298.4 —299.0 —289.0 —286.3 —285.2 o o
x5 —316.3 —310.3 * —302.0 —296.4 —290.9 —289.3 —287.4 —285.2 —285.2
Te —316.9 —309.1 * —300.2 —297.2 —290.7 —288.5 —286.6 —285.5 —285.5
x7 —308.9 o o o o o o o o o
xs —316.1 —311.3 * —300.8 —295.1 —288.0 —286.2 o o o
Tg —313.1 —305.7 * —295.6 o o o o o o
10 —317.6 —309.1 * —300.2 —294.6 —290.2 —287.9 —285.7 —283.8 o
11 —313.1 —308.8 * —299.4 —295.6 —290.2 —287.7 —286.4 —286.5 —284.4
T12 —314.6 —306.8 * —298.5 —294.1 —290.2 —287.9 —286.8 —286.1 —284.1
13 —312.8 —304.6 * —297.0 —292.2 —287.7 o © o o
SInCPO —308.9 —298.9 —306.0 —295.6 —289.9 —287.7 —286.2 —285.2 —283.8 o
acr. 7.2 * 2.9 10.4 5.7 2.2 1.5 1.0 1.4 o
INa 12 iteracdo, em que ¢é ajustado um modelo s6 com a constante, tem-se SInCPO = —316.1.
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Método BVE

Os pormenores de implementacdo do método BVE no WinBUGS estao sumariados no
anexo D.2.3. O método BVE via DIC, cujos resultados sao apresentados na tabela 3.30,
conduzem 3 selec¢ao do mesmo conjunto de covaridveis do método FVS via DIC. Comega
por ajustar-se o0 modelo completo,

HBP,; = exp{bo + blil?l’i + ...+ b1311713ﬂ'} X €, com € ~ Ga(l/, I/) ,

para o qual se tem DIC = 603.2.

Na 22 iteracao sao ajustados 13 modelos de regressao gama, com 12 covaridveis,
resultantes da exclusao de cada uma das covariaveis. O valor mais favoravel da medida de
discrepancia encontra-se sublinhado; neste caso, o desempate entre as covaridveis x3, xs
e xg foi facil de efectuar pois a covaridvel z3 (fumar2) nao pode sair do modelo uma vez
que zo (fumarl) estd no modelo, tendo-se optado, atendendo aos resultados obtidos com
as outras medidas de discrepancia, por tirar do modelo a covaridvel zs.

Nas trés iteragoes seguintes o minimo do DIC refere-se & exclusao da covariavel fumar2;
no entanto, pelos motivos ja mencionados, esta covaridvel nao é excluida do modelo. Assim,
saem do modelo as covariaveis zg, £11 € T12, na 3%, 42 e 52 iteracoes, respectivamente.

Nao obstante o decréscimo no valor do DIC resultante da exclusdo da covaridvel z9
ser nulo, o método BVE néao péara ainda nesta. iteracao, pois é sempre preferivel o modelo
mais parcimonioso. Na 62 iteracao, a exclusao de qualquer uma das covaridveis ja nao
produz um decréscimo no valor do DIC e o método BVE péra.

Tabela 3.30: Resultados do método BVE via DIC, para o exemplo da homocisteinemial.

cov. 22 4t. 32 it. 42 it. 52 it. 62 it.
T1 615.8 614.1 612.4 613.3 611.3
T2 611.0 608.9 607.7 607.0 607.1
T3 601.3 599.0 597.1 595.9 595.7
T4 607.5 605.2 603.6 602.4 601.9
Ts5 601.3 o o o o

Te 601.3 599.1 o o o

7 609.3 607.3 622.5 624.9 624.1
8 607.9 605.6 603.5 602.3 603.5
Tg 618.1 616.1 615.1 613.9 613.3
10 605.6 603.6 601.6 600.4 599.9

T11 602.0 599.8 597.9 o o

T12 603.3 601.1 599.1 597.9 o

13 608.3 606.2 604.0 602.7 602.1
DIC 601.3 599.1 597.9 597.9 o
decr. 1.9 2.2 1.2 0.0 o

INa 12 iteracdo, em que é ajustado um modelo com
todas as covaridveis, tem-se DIC = 603.2.

Os resultados obtidos com BIC, apresentados na tabela 3.31, sdo idénticos aos do DIC
até a 52 iteracao, conduzindo & exclusdo das mesmas covaridveis pela mesma ordem. No
entanto, o BVE via BIC continua a excluir covaridveis até & 92 iteracdo — 19, 4, Tg € T13
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também saem do modelo. Este método para na 102 iteracido pois a exclusao de qualquer
uma das covaridveis do modelo ja nao origina uma reducao no valor do BIC.

Relativamente ao método BVE via LLP, cujos resultados constam da tabela 3.32, o
processo de exclusdo de covaridveis para bastante mais cedo, mais precisamente na 42
iteracdo — foram excluidas do modelo as covaridveis x5, zg € £11. Da andlise da tabela
3.33 verifica-se que, embora a ordem de exclusao das duas primeiras covaridveis nao seja
coincidente, as covaridveis excluidas quando se aplica o método BVE via SInCPO sao as
mesmas do DIC.

Tabela 3.31: Resultados do método BVE via B/I?], para o exemplo da homocisteinemia!.

cov. 22 it. 32 it. 42 it. 52 it. 62 it. 72 it. 82 it. 92 it. 102 it.
1 669.3 663.9 658.5 655.4 649.6 648.4 646.6 643.0 644.4
T2 664.7 658.6 653.6 649.1 645.4 645.5 644.7 644.6 647.1
3 654.9 648.7 643.1 638.1 634.0 632.2 631.5 631.3 631.3

T4 661.0 655.1 649.5 644.4 640.2 637.5 o o o
x5 654.8 o o o o o o o o
T6 654.9 648.8 o o o o o o o
7 662.9 657.1 668.4 667.0 662.4 657.0 658.9 661.1 659.2
8 661.4 655.4 649.5 644.5 641.8 638.0 637.1 o o
To 671.7 665.9 661.1 656.0 651.6 647.0 646.9 642.5 642.6
T10 659.2 653.4 647.6 642.7 638.1 o o o o
T11 655.7 649.7 643.9 o o o o o o
T12 656.9 650.9 645.0 640.0 o o o o o
T13 661.9 655.9 650.0 644.8 640.3 638.0 637.6 637.1 o

BIC 654.8 648.8 643.9 640.0 638.1 637.5 637.1 637.1
decr. 5.8 6.0 4.9 3.9 1.9 0.6 0.4 0.0 o

<

INa 12 iteracdo, em que é ajustado um modelo com todas as covaridveis, tem-se BIC = 660.6.

Tabela 3.32: Resultados do método BVE via LLP, para o exemplo da homocisteinemia!.

cov. 22 it. 32 it. 42 ijt. 52 it.
T 601.6 601.0 600.3 602.2
T2 596.9 595.9 595.7 595.9
T3 587.1 586.0 585.0 584.8
T4 593.4 592.2 591.5 591.3
Ts5 587.1 o o o
Te 587.2 586.0 o )
7 595.2 594.2 610.4 613.8
8 593.7 592.5 591.4 591.2
To 604.0 603.0 603.0 602.8
T10 591.6 590.5 589.6 589.4
T11 587.9 586.8 585.9 o
T12 589.2 588.0 587.0 586.8
T13 594.2 593.1 592.0 591.6
LLP 587.1 586.0 585.9
decr. 1.0 1.1 0.1 )

INa 12 iteracdo, em que é ajustado um modelo
com todas as covariaveis, tem-se LLP = 588.1.
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Tabela 3.33: Resultados do método BVE via SInCPO, para o exemplo da homocisteinemia!.

cov. 22 it. 32 it. 42 it.
T —291.6 —292.0 —289.9
T2 —289.7 —288.8 —288.4
T3 —285.4 —284.1 —283.3
T4 —288.0 —287.7 —286.8
x5 —286.1 —283.8 o
xe —285.3 o o
z7 —289.2 —296.5 —295.3
xs —288.1 —288.1 —286.1
Tg —295.0 —293.2 —293.7
10 —286.9 —286.5 —285.8
T11 —286.4 —285.1 —284.5
T12 —286.5 —284.7 —284.9
13 —288.3 —287.1 —288.2
SInCPO —285.3 —283.8 o
acr. 0.3 1.5 o

1Na 12 iteracdo, em que é ajustado um modelo com
todas as covaridveis, tem-se SInCPO = —285.6.

3.6.4 Meétodo Gibbs de seleccao de covariaveis

Devido & impossibilidade de monitorizar as probabilidades a posteriori dos 8192
possiveis modelos, comeca por aplicar-se o método GVS apenas com o intuito de
monitorizar as probabilidades a posteriori de inclusao das covaridveis no modelo. Os
resultados obtidos sao usados para restringir o nimero inicial de covaridveis, escolhendo-se
as que apresentam probabilidades a posteriori de inclusao no modelo mais elevadas.

Este método é aplicado em duas situagoes distintas: sem restricio no espaco dos
modelos e com uma restricao nesse espaco. A restricdo considerada obriga a que as duas
varidveis dummy que definem a covaridvel fumar estejam, ou ambas presentes, ou ambas
ausentes do modelo.

Como a estrutura de correlacdo da cadeia é elevada, foram efectuadas 5000 iteracoes,
depois de um periodo de aquecimento de 4000 iteracoes e com um espagamento de 10
iteragoes. Os cddigo do WinBUGS para aplicacdo deste método ao conjunto das 13
covaridveis, sem restricao no espaco dos modelos e com restrigao no espago dos modelos,
sao apresentados no anexo D.2.4.

Os resultados obtidos para as estimativas das probabilidades a posteriori de inclusao
das covaridveis no modelo nas duas situacoes ja referidas sdo apresentados na tabela 3.34.

Analisa-se em primeiro lugar a situacdo “sem restri¢do no espago dos modelos”. As
estimativas das probabilidades a posterior: de inclusao das covaridveis no modelo mais
elevadas sao as referentes as covaridveis z7 e xo, com valores préximos de 1. A estimativa
da probabilidade a posteriori de inclusao da covariavel x1 no modelo é 0.23, seguindo-se xg
e x13, com estimativas da probabilidade a posteriori de inclusao da covaridvel no modelo
de 0.0733 e 0.0272, respectivamente. Para as restantes covaridveis, as estimativas da
probabilidade a posteriori de inclusao das covaridveis no modelo sao muito pequenas
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(inferiores a 0.01). Como a monitorizagao das probabilidades a posteriori de 256 modelos
nao exige um grande esforco computacional, além das covaridveis jd referidas junta-se z3,
T4 € 12 a0 conjunto de covaridveis ao qual vai ser novamente aplicado o método GVS.
O c6digo do WinBUGS para aplicagao deste método ao subconjunto das 8 covaridveis
é apresentado no anexo D.2.4. Os resultados obtidos, referentes as estimativas das
probabilidades a posteriori de inclusdo das covaridveis no modelo e as estimativas das
probabilidades a posteriori dos préprios modelos, sao apresentados nas tabelas 3.35 e
3.36, respectivamente.

Tabela 3.34: Estimativas das probabilidades a posteriori de inclusao das covaridveis no modelo,
para o exemplo da homocisteinemia.

Sem restrigdo no espago dos modelos | Com restricdo no espago dos modelos

termos média d.p. erro MC termos média d.p. erro MC
=1 0.2308  0.4213 0.006179 7 =1 0.3714  0.4832 0.009494
yo =1 0.9816  0.1343 0.007898 v2,3 =1 0.1182  0.3228 0.017610
v3 =1 0.0016  0.0402 1.833E-4
a4 =1 0.0078  0.0878 4.725E-4 4 =1 0.0158  0.1247 0.001888
5 =1 9.8E-4  0.0313 1.421E-4 5 =1 0.0004  0.0245 3.409E-4
6 = 1 0.0028  0.0530 2.535E-4 6 =1 0.0140  0.1175 0.001975
yr =1 0.9986  0.0374 8.117E-4 yr =1 0.9376  0.2419 0.016090
y8 =1 0.0017  0.0414 1.847E-4 y8 =1 0.0042  0.0647 8.707E-4
Yo =1 0.0733  0.2606 0.003336 Yo =1 0.1672  0.3732 0.008180
y10 =1 0.0013  0.0358 1.548E-4 yi0=1 0.0024 0.0489 6.970E-4
y11 =1 0.0025  0.0497 2.208E-4 y11 =1 0.0046 0.0677 0.001054
y12 =1 0.0040 0.0633 3.002E-4 y12 =1 0.0112  0.1052 0.001548
yi3 =1 0.0272  0.1627 0.001249 yi3=1 0.1110 0.3141 0.005306

Tabela 3.35: Estimativas das probabilidades a posteriori de inclusao das covaridveis no modelo,
para o exemplo da homocisteinemia, quando se excluem algumas covaridveis.

Sem restrigdo no espago dos modelos | Com restricdo no espago dos modelos

termos média d.p. erro MC termos média d.p. erro MC
=1 0.2297  0.4206 0.006327 =1 0.3616  0.4805 0.010810
vy =1 0.9948  0.0721 0.001649 v2,3 =1 0.0646 0.2458 0.011490
y3 =1 0.0014  0.0369 1.761E-4 4 =1 0.0142  0.1183 0.001685
v4 =1 0.0090  0.0947 5.229E-4 6 =1 0.0154  0.1231 0.002084
yr =1 0.9999  0.0100 4.434E-5 yr =1 0.9516  0.2146 0.014430
Yo =1 0.0736  0.2612 0.002852 Y9 =1 0.1766  0.3813 0.006979
v12 =1 0.0038 0.0617 3.014E-4 y12=1 0.0114  0.1062 0.001715
i3 =1 0.0267 0.1613 0.001157 y13 =1 0.1228  0.3282 0.005350

Conforme j4 foi referido, aplica-se também o método GVS na situacao “com restricao
no espago dos modelos”. Assim, comecga por aplicar-se o método GVS ao conjunto de
13 covaridveis com a restricio de zo e x3 serem ambas incluidas ou ambas excluidas
do modelo. Com esta imposicdo, o numero de modelos a monitorizar, no caso em
que se considera 9 covaridveis, é também 256, uma vez que duas das covaridveis estao,
simultaneamente, presentes ou ausentes do modelo. Neste caso, as estimativas mais
elevadas das probabilidade a posteriori de inclusao das covariaveis no modelo sdo referentes
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as covaridveis x7, T, Tg9, To € I3, T13, T4, T € T12 (tabela 3.34). A estimativa da
probabilidade a posteriori de inclusao simultanea de xo2 e x3 no modelo é 0.1182, valor
bastante inferior ao obtido para z2 quando nao se efectua a restricdo no espago dos
modelos. Refira-se, ainda, que as estimativas das probabilidades a posteriori de inclusao
das covaridveis no modelo sdo menos dispares do que no caso “sem restricdo no espago
dos modelos”. O cédigo do WinBUGS, para aplicagao do método GVS ao subconjunto
de 9 covariaveis com a restricao no espago dos modelos, é apresentado no anexo D.2.4; os
resultados obtidos estao sumariados nas tabelas 3.35 e 3.37.

Tabela 3.36: Dez modelos com maior probabilidade a posteriori obtidos pelo método GVS sem
restricdo no espago dos modelos, para o exemplo da homocisteinemia, quando se considera um
subconjunto de 8 covaridveis.

covariaveis probabilidades a posteriori

x1 @®2 @®3 T4 L7 L9 ®12 13 | média d.p. erro MC
X X 0.6940 0.4608 6.27E-03

X X X 0.1917 0.3936 5.21E-03
X X X 0.0396 0.1951 1.45E-03

X X X X 0.0298 0.1700 2.18E-03
X X X 0.0214 0.1448 9.88E-03

X X X 0.0056 0.0745 3.94E-03

X X X 0.0031 0.0560 2.70E-03

X X X X 0.0266 0.0519 3.15E-03
X X X X 0.0128 0.0483 2.49E-04
X 0.0115 0.0460 5.77TE-03

Tabela 3.37: Dez modelos com maior probabilidade a posteriori obtidos pelo método GVS com
restricdo no espago dos modelos, para o exemplo da homocisteinemia, quando se considera um
subconjunto de 9 covaridveis.

covariaveis probabilidades a posteriori

r1 T2ex3 T4 T X7 L9 «12 o133 | média d.p. erro MC
X 0.3948 0.4888 0.011810

X X 0.2012 0.4009 0.008285
X X X 0.0960 0.2946 0.005821
X X 0.0826 0.2753 0.004490

X X 0.0514 0.2208 0.009721

X X 0.0496 0.2171 0.003567

X 0.0182 0.1337 0.005401
0.0160 0.1255 0.005668

X X X 0.0150 0.1216 0.001794
X X X 0.0128 0.1124 0.001511

No caso em que nao ha restricdo no espago dos modelos, os dez modelos com maior
probabilidade a posteriori incluem a covaridvel z7 e os nove primeiros modelos também
incluem zo. A soma das probabilidades a posteriori destes dez modelos é 0.9924. O modelo
com maior probabilidade a posteriori, que inclui as covaridveis zo e z7, tem probabilidade
a posteriori igual a 0.7. O segundo modelo com maior probabilidade a posteriori, que
inclui as covaridveis x1, 2, 7, tem probabilidade bastante inferior.
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Quando se considera a restri¢do no espaco dos modelos, a soma das probabilidades a
posteriori dos dez primeiros modelos é, aproximadamente, 0.94, e a dos vinte primeiros
é 0.98. Neste caso, existe uma maior incerteza na seleccdo do modelo pois os seis
modelos mais “visitados”, constituidos pelos subconjuntos de covariaveis {z7}, {z1, 27},
{z1,27,29}, {27,213}, {22,273, 27} € {x7,29}, tém probabilidades a posteriori de 0.4, 0.2,
0.1, 0.08, 0.05 e 0.05, respectivamente.

3.6.5 Comparacao de resultados

Na tabela 3.38 sao indicadas as covaridveis incluidas nos modelos seleccionados por
cada um dos métodos e para cada uma das medidas de discrepancia. Os modelos de
regressao gama seleccionados, os correspondentes valores das medidas de discrepancia e
as estimativas das probabilidades a posteriori estao sumariados na tabela 3.39.

Tabela 3.38: Covaridveis incluidas nos modelos de regressdo gama seleccionados por cada um
dos métodos, no caso do exemplo da homocisteinemia.

método 1 @2 T3 X4 X5 L L7 XT8 L9 L1090 L11 L12 L13 modelo
SIMD - DIC, BIC , SInCPO X X X X X X X X X m1
SIMD - LLP X X X X X X X X mao
FVS - DIC, SInCPO X X X X X X X X X m1
FVS - BIC X X X X X ms3
FVS - LLP X X X X X X mao
BVE - DIC, SInCPO X X X X X X X X X m1
BVE - BIC X X X X X m3
BVE - LLP X X X X X X X X X X mo
GVS sem restrigao X X ma
X X X ms
GVS com restri¢ao X me
X X mr7

Tabela 3.39: Valores das medidas de discrepancia dos modelos de regressao gama m; a my, para
o exemplo da homocisteinemia.

modelo | DIC BIC LLP SInCPO | Pr{m;|D}
my 597.9  640.0 586.6  —283.7 —
ma 597.9  643.9 5858  —284.5 —
ma 6104 637.2 603.3  —289.9 —
me 649.0 6605 646.0  —308.9 0.3948
mry 653.3 637.9 633.9 —304.3 0.2012
ma 6274  642.8 6234  —298.9 0.6940
ms 617.4 636.6 6124  —296.7 0.1917

Os métodos SIMD, FVS e BVE com as medidas de discrepancia DIC e SInCPO levam
a seleccao do mesmo modelo, indicado por mi, que parece ser o melhor modelo. Embora
o minimo dos valores do DIC dos 7 modelos seleccionados seja atingido para os modelos
my e mo, o modelo my deve ser preferido ao modelo ms pois tem menos uma covariavel.

104



3.7. Comentédrios

Os restantes modelos apresentam valores do DIC bastante mais elevados.

Os métodos FVS e BVE via BIC dio origem ao modelo ms que tem apenas 5 covarigveis
incluidas no preditor linear, confirmando-se a tendéncia desta medida para privilegiar os
modelos com menos covaridveis. O modelo mg tem, no entanto, um desempenho bastante
inferior para as outras medidas de discrepancia.

Qualquer um dos trés métodos de seleccao de covaridveis via LLP da origem ao modelo
menos parcimonioso, que se indica por mo.

Os valores das medidas de discrepancia referentes aos modelos mq e my sao bastante
idénticos. Os restantes modelos tém valores mais desfavoraveis para todas as medidas de
discrepancia, com excepgao do BIC.

O modelo com maior probabilidade a posteriori obtido pelo método GVS, quando nao
se considera qualquer restricao no espaco dos modelos, é my4, constituido pelas covaridveis
x9 € x7, com Pr{my|D} = 0.7; o segundo modelo com maior probabilidade a posteriori,
ms, constituido pelas covaridveis z1, z2 e z7, tem Pr{ms|D} ~ 0.2. Quando se impoe a
restricao “as covaridveis z9 e z3 estarem ambas presentes ou ambas ausentes do modelo”,
os dois modelos com maior probabilidade a posteriori, obtidos pelo método GVS, sdo mg
(que inclui a covaridvel z7) e m; (que inclui as covaridveis z; e x7), com Pr{mg|D} =~ 0.4
e Pr{m7|D} = 0.2. Estes modelos tém valores bastante desfavordveis das medidas de
discrepancia DIC, LLP e SInCPO; no entanto, o modelo m5 € o que apresenta o valor mais
favoravel do BIC.

Paulino et al. (2003) utilizam os métodos de selecgao de covaridveis SIMD e SSVS para
ajustar modelos de regressao gama a este conjunto de dados da homocisteinemia, obtendo
resultados idénticos aos apresentados neste trabalho. Com o método SIMD, o modelo
escolhido é o que aqui se identifica por m1, logo seguido do modelo msy. Quando utilizam o
método SSVS, as estimativas das probabilidades a posteriori de inclusao das covariaveis no
modelo sao praticamente nulas, com excepcao das probabilidades a posteriori de inclusao
das covariaveis 1, x2 e 7, sendo o modelo seleccionado por este método constituido por
estas covariaveis e por z3.

3.7 Comentarios

O método GVS tem a vantagem de possibilitar a estimacao das probabilidades a
posteriori dos modelos resultantes de todas as combinagoes possiveis de covaridveis. Se
existir um modelo com probabilidade a posteriori muito superior & dos outros, pode
optar-se por seleccionar apenas esse modelo; neste caso, o modelo com probabilidade
a posteriori maxima pode ser entendido como se tivesse sido o modelo seleccionado por
pesquisa exaustiva. Os resultados obtidos com os exemplos da massa gorda (regressiao
normal) e da homocisteinemia (regressao gama) caracterizam-se pelo facto dos modelos
com maior probabilidade a posteriori terem poucas covaridveis, e apresentarem valores
bastante desfavoraveis (quando comparados com outros) das medidas de discrepancia,
nomeadamente do DIC. Este facto sugere que, para estes dois exemplos, o método GVS
pode, por algum motivo, ndo ser o mais adequado para escolher o melhor modelo. O
motivo mais plausivel parece estar relacionado com o facto do nimero de observagoes
ser muito reduzido quando comparado com o nimero de modelos cuja probabilidade a
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posteriori se pretende estimar.

A aplicagdo do método GVS fica comprometida, mesmo para um ntimero moderado de
covariaveis, devido ao elevado ntimero de modelos a monitorizar. Uma alternativa, para
os modelos de regressao linear normal, consiste em determinar o modelo de probabilidade
a posteriori mediana que, de um modo geral, coincide com o modelo de probabilidade a
posteriori maxima.

O método de Carlin e Chib nao é especialmente indicado para a selec¢ao de covaridveis
em modelos de regressio pois, para assegurar uma convergéncia rapida, a especificacao das
distribuigoes pseudoprior tem que ser feita de modo adequado, o que dificulta a aplicacao
deste método, mesmo quando o niimero de modelos em comparac¢ao nao é muito elevado.

Com os métodos de pesquisa FVS e BVE, o nimero méaximo de modelos a
ajustar é bastante inferior ao niimero de modelos ajustados quando se efectua uma
pesquisa exaustiva, mesmo para um nimero moderado de covaridveis. Quando existe
multicolinearidade entre as covaridveis ou quando existem covaridveis conjuntamente, mas
nao individualmente, significativas, a garantia de sucesso do método BVE, na pesquisa do
melhor subconjunto de covaridveis, é superior & do método FVS.

Nos exemplos da massa gorda e da homocisteinemia ja referidos, cada um dos quais com
um conjunto de 13 possiveis covaridveis, o nimero de iteracoes do método de pesquisa BVE
via DIC, LLP e SInCPO ¢ inferior ao do método de pesquisa FVS com a correspondente
medida de discrepancia. No caso da medida de discrepancia considerada ser o BIC sucede
precisamente o contrario: o numero de iteragoes do método FVS é inferior ao do método
BVE. A utilizagdo da medida de discrepancia BIC com os métodos de pesquisa FVS ou
BVE proporciona a seleccdo de modelos com um nimero de covaridveis inferior ao dos
modelos obtidos com as outras medidas de discrepancia consideradas.

No exemplo da massa gorda, os métodos BVE e FVS via medidas de discrepancia
conduzem & selecgao de modelos (subconjuntos de covaridveis) distintos. Este facto pode
ser devido & existéncia de correlagoes elevadas entre a maioria das covaridveis. Esta
situacdo nao ocorre no exemplo da homocisteinemia, para o qual os referidos métodos
seleccionam, para uma dada medida de discrepancia, o mesmo modelo.

Uma das desvantagens do método SIMD ¢é o facto de nao poder ser computacionalmente
implementado, pois necessita a intervencao do investigador ao longo de todo o processo,
para averiguar se as distribui¢oes a posteriori dos coeficientes de regressao estdo ou
nao suficientemente concentradas em torno de zero. A outra desvantagem deve-se a
subjectividade inerente ao processo de avaliar se a distribuicdo a posteriori de um
determinado coeficiente de regressao estd, ou nao, suficientemente concentrada em torno
de zero. As principais virtudes do método SIMD relacionam-se com o facto de ser um
método de facil e rdpida aplicagao e de possibilitar a obtencao de resultados bastante
razoaveis.

Comparando os métodos SIMD e BVE com o método FVS, os dois primeiros tém
a vantagem de permitir avaliar o efeito de inclusdo de todas as covaridveis no modelo,
o que pode ser bastante importante quando as covaridveis sao muito correlacionadas ou
quando existem covaridveis que, embora nao sejam individualmente significativas, o sejam
conjuntamente.
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Capitulo 4

Estudos de Simulacao para
Comparacao de Critérios

4.1 Introducao

Algumas perguntas foram deixadas sem resposta nos capitulos anteriores: (i) Existem
diferencas significativas na performance dos vérios critérios de seleccao de modelos? Em
caso de resposta afirmativa, qual ou quais os critérios de seleccdo de modelos com melhor
performance? (ii) De que modo a dimensao da amostra influencia a medida de selecgao de
modelos e a performance do respectivo critério? (iii) Que alteragdo no valor da medida de
seleccdo de modelos, em particular que altera¢ao no valor do DIC, pode ser considerada
relevante? (iv) Como estimar a variancia do DIC? (v) De que modo a correlacao entre
covaridveis influencia a performance dos critérios de selec¢cao de covaridveis em modelos de
regressao? (vi) A razao n/p, onde n é a dimensao da amostra e p é o ntimero de possiveis
covaridveis, influencia a performance dos critérios de selec¢ao de covaridveis utilizados?
(vii) O método GVS deve ou nao ser preferido aos outros métodos de selec¢ao de covaridveis
referidos? (viii) De que modo as medidas de selecgao de modelos podem ser utilizadas na
validacao desses mesmos modelos?

Tendo em vista dar resposta a algumas destas questoes, efectua-se dois estudos de
simulacgao. O primeiro deles, com dados de contagem, tem como objectivo a comparagao da
performance de alguns dos critérios de selec¢cao de modelos apresentados no capitulo 2. O
segundo estudo, com dados de regressao linear normal, tem como objectivo a comparacao
da performance dos critérios de seleccao de modelos no caso particular da seleccdo de
covaridveis, assim como a avaliacdo da influéncia da correlagao linear entre covaridveis, da
dimensao da amostra n e da razao n/p nos resultados obtidos. Tanto no caso do primeiro
como do segundo estudo de simulagao, utiliza-se algumas representacgoes graficas e medidas
de estatistica descritiva para sumariar os valores das medidas de selec¢cao de modelos.

No primeiro estudo simula-se dados de contagem, quer do modelo beta/binomial
negativo, quer do modelo gama/Poisson, apresentados nas seccoes 2.5.1 e 2.5.2,
respectivamente. A estes dados sdo ajustados tanto o modelo beta/binomial negativo como
o modelo gama/Poisson, sendo calculados os valores da distribui¢ao preditiva a priori, do
BIC, do BIC e do DIC, para cada um dos modelos. A performance dos critérios de seleccao
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de modelos BF, ABIC, ABIC e ADIC 6 avaliada pela percentagem de classificagao correcta
registada. As médias e varidncias dos valores de cada uma das medidas de seleccdo de
modelos sao também analisadas. Como se conhece as expressoes analiticas dos critérios
de selec¢ao de modelos (seccao 2.5.3), a programacao em Fortran limita-se & geracao das
amostras de cada um dos modelos, ao calculo das medidas de seleccao de modelos e de
algumas estatisticas sumadrias, e & determinagao da percentagem de classificagao correcta
das amostras geradas.

No segundo estudo simula-se dados de regressao linear normal de 16 modelos distintos,
cada um deles resultante da inclusao no modelo de uma das combinagbes possiveis de 4
covaridveis. Para as amostras simuladas de cada um dos 16 modelos, sao ajustados os 16
modelos de regressao possiveis, sendo calculados os valores do DIC, do BIC e do LLP para
cada um deles. A performance dos critérios de seleccao de modelos ADIC, ABIC e ALLP
é avaliada pela frequéncia de classificagdo correcta registada. As médias e varidncias dos
valores de cada uma das medidas de seleccao de modelos sao também analisadas. Como
é possivel determinar analiticamente a distribui¢ao a posteriori do vector de parametros
do modelo de regressao linear normal, gera-se amostras desta distribuicao e estima-se os
valores das medidas de selecgao de modelos, utilizando o método de Monte Carlo directo.

4.2 Dados de contagem

4.2.1 Planeamento da simulacgao
Considere-se os modelos beta/binomial negativo e gama/Poisson, definidos por
my = X; |61 id BiNeg(r,6,), 61~ Be(a,b), i=1,2,....,n, e

my : Xi|0s S Poi(fs), 6y~ Galc,d), i=12,...,n,

respectivamente, para ajustar a uma amostra z = (x1,%9,...,Z,), constituida por
observacoes de contagem. Recorre-se & simulagdo para avaliar e comparar a performance
de alguns dos critérios de seleccdo de modelos apresentados — factor Bayes, critério de
informagao bayesiano, critério de informacgao bayesiano estimado e critério de informacao
da deviance — na escolha entre os modelos my e mo. Além disso, tentando dar resposta
a questao “que alteracao no valor da medida de seleccao de modelos pode ser considerada
relevante”, sdo também determinadas as médias e variancias das medidas de selec¢ao de
modelos.

Este estudo de simulagao tem duas etapas. Numa primeira etapa, gera-se observagcoes
independentes e identicamente distribuidas BiNeg(r, 61), com 6; ~ Be(a,b), e ajusta-se m;
e my & amostra assim obtida, averiguando se os diferentes critérios de seleccao de modelos
optam, de facto, pelo modelo m; em detrimento do modelo my. Numa segunda etapa,
gera-se observagoes independentes e identicamente distribuidas Poi(6), com 6y ~ Ga(c, d),
e ajusta-se mp e my & amostra obtida, averiguando se os diferentes critérios de selecgao de
modelos seleccionam o modelo mo em vez de mq. De modo a averiguar qual a influéncia da
dimensao da amostra na performance dos critérios de seleccao de modelos, incrementa-se n
de 10 em 10, desde 10 até 100. Estas duas etapas do estudo de simulacao estao sumariadas
no algoritmo 4.1.
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Algoritmo 4.1
1. Gerar um valor para o parametro

e 0 da distribuicao Be(a,b), na 1* etapa do estudo de simulagao,

e 0y da distribuigao Ga(c,d), na 2* etapa do estudo de simulagao;
2. Para k =1,2,...,10,

(a) parat=1,2,...,T,

i. gerar uma amostra de dimensao n = 10k, xgct) = (xi?,xé?,,xfflz), da
distribuicao
e BiNeg(r,#,), na 1* etapa do estudo de simulagao,
e Poi(f2), na 2% etapa do estudo de simulacao;

ii. determinar os valores da distribuicao preditiva a priori, do BIC, do BIC e
do DIC, para os modelos m; e ms (as expressoes analiticas estdo deduzidas
na secgao 2.5.3);

iii. determinar os valores do factor Bayes, do ABIC, do ABIC e do
ADIC relativos & comparagao de mq e my (as expressoes analiticas sao
apresentadas na sec¢ao 2.5.3);

(b) determinar as médias e varidncias dos valores da distribuicao preditiva a priori,
do BIC, do BIC e do DIC, obtidos com o ajustamento dos modelos mi e my;

(c¢) determinar as percentagens de classificagdo correcta — obtidas com o factor
Bayes, o ABIC, o ABIC e o ADIC — das amostras geradas. L

Os programa em Fortran referentes & execucdo do algoritmo 4.1 na 1* e 22 etapas
do estudo de simulacao, designam-se, respectivamente, selmod_dg_bbn e selmod_dg_gp, e sao
apresentados em ficheiros com os mesmos nomes, no CD anexo a este documento.

O primeiro pardmetro da distribuicdo binomial negativa fixa-se em r = 1, o que
corresponde ao caso particular da distribuicdo geométrica. Os hiperparametros dos dois
modelos sao escolhidos de modo que as médias preditivas de X; de cada um desses modelos
sejam iguais; atendendo a (2.22) e (2.27) considera-se bd = (a — 1)c. Relativamente as
variancias preditivas de X; para os modelos mj e my, cujas expressoes sao dadas por (2.23)
e (2.28), respectivamente, considera-se dois casos distintos: o caso 1, em que as variancias
preditivas de X; para os dois modelos sdo idénticas, e o caso 2, em que elas sao distintas.
O estudo de simulagdo pode ser esquematizado do seguinte modo:

Caso 1. Compara-se o ajustamento dos modelos m; comr=1,a=3e b= 3, e mo com
¢ = 0.225 e d = 0.150, a amostras de dados de contagem. As médias preditivas de
X sao iguais a 1.5 para ambos os modelos, sendo a variancia preditiva de X; no caso
de my igual a 11.25 e a variancia preditiva de X; no caso de mo igual a 11.5.

Amostras geradas de my. O programa selmod_dg_bbn, referente & implementacao
do algoritmo 4.1 na 1? etapa do estudo de simulagao, é executado 6 vezes (isto
é, para 6 valores de #1) com T = 500. Alguns dos resultados obtidos sao
apresentados na tabela 4.1 e na tabela E.3 do anexo E.
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Amostras geradas de mo. O programa selmod_dg gp, referente & implementagao
do algoritmo 4.1 na 2% etapa do estudo de simulagao, é executado 6 vezes (isto
é, para 6 valores de #3) com T = 500. Alguns dos resultados obtidos sdo
apresentados na tabela 4.2 e na tabela E.4 do anexo E.

Caso 2. Compara-se o ajustamento dos modelos m; com r = 1, a =2 e b = 2, e mo
com ¢ = 2 e d = 1 (Bernardo e Smith, 2000, exemplo 6.5), a amostras de dados
de contagem. As médias preditivas de X; sdo iguais a 2 para ambos os modelos,
nao estando definida a varidncia preditiva de X; no caso de m; e sendo a variancia
preditiva de X; no caso de mg igual a 4.

Amostras geradas de m;. O programa selmod_dg bbn, referente & implementagao
do algoritmo 4.1 na 1* etapa do estudo de simulagao, é executado 6 vezes (isto
é, para 6 valores de #1) com T = 500. Alguns dos resultados obtidos sio
apresentados nas tabelas E.1 e E.5 do anexo E.

Amostras geradas de mo. O programa selmod_dg_gp, referente & implementacao
do algoritmo 4.1 na 22 etapa do estudo de simulagao é executado 6 vezes (isto
é, para 6 valores de #3) com T = 500. Alguns dos resultados obtidos sao
apresentados nas tabelas E.2 e E.6 do anexo E.

4.2.2 Performance dos critérios de seleccao de modelos

A performance de cada um dos critérios de seleccdo de modelos é avaliada pelas
percentagens de classificacdo correcta das amostras geradas dos modelos mq e mo.

Analisa-se, em primeiro lugar, os resultados obtidos no caso 1.

Na tabela 4.1 apresenta-se a percentagem de classificacao correcta das amostras
geradas do modelo mj. Como seria de esperar, a percentagem de classificagdo correcta
destas amostras, com qualquer um dos critérios de seleccao de modelos considerados,
aumenta a medida que a dimensdo da amostra aumenta, e diminui & medida que 6;
se aproxima de 1 pois, neste caso, a distribuigao BiNeg(1,6;) pode confundir-se com a
distribui¢ao Poisson. Observa-se também que a performance do factor Bayes é superior
a dos outros critérios e que, a medida que n aumenta ou 6y se aproxima de zero, as
percentagens de classificagdo correcta dos restantes critérios aproximam-se entre si.

Alguns destes aspectos estdo também patentes nos graficos da figura 4.1, onde se
representa a percentagem de classificagdo correcta das amostras geradas do modelo mq,
obtida com o factor Bayes e com o ADIC, para #; = 0.534 e para n = 30. Os resultados
obtidos com o ABIC e o ABIC nao sio representados, pois sdo muito idénticos aos do
ADIC. Para 8, = 0.534, regista-se que o factor Bayes tem um bom desempenho, enquanto
o ADIC s6 tém uma boa performance para as amostras de dimensao mais elevada. No
caso n = 30, destaca-se as frequéncias de classificagdo correcta mais reduzidas para valores
de 0, préximos de 1.

Na tabela 4.2 apresenta-se a percentagem de classificacdo correcta das amostras
geradas do modelo ms. Como seria de esperar, a percentagem de classificagdo correcta
destas amostras, com qualquer um dos critérios de seleccao de modelos, aumenta & medida
que a dimensao da amostra aumenta. Observa-se também que as performances do ABIC,
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Tabela 4.1: Percentagem de classificacao correcta das amostras geradas de my, para o caso 1.

61 critério dimensao da amostra
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

BF 95.8 99.6 100 100 100 100 100 100 100 100
ABIC 93.8 994 100 100 100 100 100 100 100 100
0.148 | ABIC 934 994 100 100 100 100 100 100 100 100
ADIC || 93.8 994 100 100 100 100 100 100 100 100

BF 946 964 994 994 100 99.8 100 100 100 100
ABIC 814 924 988 994 99.6 99.8 100 100 100 100
0.265 | ABIC 81.6 924 988 99.4 99.6 99.8 100 100 100 100
ADIC || 82.8 926 988 994 996 99.8 100 100 100 100

BF 924 93.8 96.6 98.0 98.6 99.2 99.0 994 99.6 99.8
ABIC 63.8 822 884 94.0 958 98.2 98.8 98.0 99.2 99.8
0.421 | ABIC 71.0 824 888 94.0 962 98.2 98.8 980 99.2 998
ADIC 72.8 832 89.0 94.0 962 98.2 98.8 980 99.2 998

BF 89.0 916 926 944 946 96.2 964 97.6 97.8 98.6
ABIC 52.8 71.8 782 838 8.0 89.8 93.0 92.8 964 95.0
0.534 | ABIC 59.8 73.0 782 84.0 852 89.8 932 928 964 95.0
ADIC || 63.0 75.0 79.2 84.0 854 89.8 932 932 964 95.0

BF 84.4 87.8 87.6 88.0 90.0 91.6 946 926 952 95.6
ABIC 422 554 684 716 756 804 848 842 886 8838
0.626 | ABIC 514 56.2 684 718 758 804 85.0 842 886 888
ADIC 54.0 624 716 728 762 808 852 846 886 888

BF 584 67.0 65.8 608 684 718 71.0 714 73.6 78.0
ABIC 26.0 50.6 50.8 53.6 576 644 644 67.8 676 728
0.776 | ABIC 35.0 50.6 50.8 50.2 53.6 63.6 640 67.0 668 714
ADIC || 36.6 53.2 524 57.0 60.0 644 642 684 684 728

61 = 0.534 n = 30
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Figura 4.1: Percentagens de classificacdo correcta (no caso 1), das amostras geradas do modelo
m1, para 61 = 0.534 (esquerda) e para n = 30 (direita).
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do ABIC e do ADIC sio superiores a do factor Bayes, e que a performance do factor Bayes
é mais influenciada pela dimensao da amostra do que a dos outros critérios. /élém disso,
a medida que n ou 6y aumentam, as performances dos critérios ABIC, ABIC e ADIC
aproximame-se.

Estes aspectos sao também evidenciados nos graficos da figura 4.2, onde se representa
a percentagem de classificacdo correcta das amostras geradas de ms, obtida com o factor
Bayes e com o ADIC, para 6§, = 1.128 e para n = 30. No caso 6y = 1.128, regista-se que
a performance do factor Bayes é mais influenciada pela dimensdo da amostra do que a do
ADIC. Para n = 30, destaca-se a pior performance dos critérios de seleccao de modelos
para os valores de 0y proximos de zero.

Tabela 4.2: Percentagem de classificacao correcta das amostras geradas de ms, para o caso 1.

(23 critério dimensao da amostra
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

BF 40.4 554 59.2 626 628 654 69.0 706 738 742
ABIC 86.8 794 788 8.0 772 782 80.8 820 822 824
0.309 | ABIC 770 794 788 816 794 79.8 808 822 824 826
ADIC 752 762 778 776 760 778 808 814 814 824

BF 26.8 49.2 572 646 73.0 758 788 81.6 844 886
ABIC 86.6 84.6 84.8 870 90.8 91.0 90.8 93.8 944 944
0.632 | ABIC 77.0 832 84.8 86.2 90.8 90.8 908 93.6 944 944
ADIC 724 79.8 822 852 904 906 904 934 944 944

BF 45.0 676 79.0 846 91.8 914 942 964 98.0 98.0
ABIC 874 90.8 91.6 952 97.0 964 984 98.6 98.6 994
1.128 | ABIC 84.2 904 91.6 95.0 96.8 964 98.2 98.6 98.6 99.2
ADIC || 82.6 90.2 914 948 968 964 98.0 986 986 99.2

BF 58.2 75.0 87.6 90.2 948 954 978 986 994 99.8
ABIC 89.6 932 954 97.0 972 98.0 99.2 99.0 99.8 100
1.465 | ABIC 87.6 928 954 970 972 98.0 99.2 99.0 99.8 100
ADIC || 87.2 92.0 952 97.0 972 97.8 99.0 99.0 99.8 100

BF 64.2 812 922 96.6 97.8 98.6 98.8 99.4 99.8 994
ABIC 90.2 94.0 976 982 994 99.6 99.2 99.8 99.8 99.8
1.628 | ABIC 88.6 93.6 976 980 994 99.6 99.2 99.8 99.8 99.8
ADIC || 864 934 976 98.0 994 99.6 99.2 99.8 99.8 99.8

BF 914 96.2 99.0 99.8 99.8 100 100 100 100 100
ABIC 96.0 982 99.8 100 100 100 100 100 100 100
2.741 | ABIC 96.0 982 99.8 100 100 100 100 100 100 100
ADIC || 96.0 98.0 99.8 100 100 100 100 100 100 100

As percentagens de classificacdo correcta das amostras geradas de m; e mg, para o
caso 2, sao apresentadas, respectivamente, nas tabelas E.1 e E.2 do anexo E. Destaca-se
que, no caso dos dados gerados de mo, e exceptuando os valores mais pequenos de n e 6o,
0s quatro critérios tém performances bastante idénticas. Nao se regista outras diferencas
relevantes entre os casos 1 e 2.
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Figura 4.2: Percentagens de classificacdo correcta (no caso 1), das amostras geradas do modelo
ma, para 6 = 1.128 (esquerda) e para n = 30 (direita).

Os resultados obtidos sobre a performance dos critérios de seleccao de modelos
justificam que se faga alguns comentérios.

A distribui¢ao BiNeg(1,6;), com 6, perto de 1, confunde-se com a distribui¢ao Poi(6s),
com By préximo de 0. Por este motivo, no caso de dados gerados de m; com valores de 6;
préximos de 1, e no caso de dados gerados de msy com valores de 65 préximos de zero, a
percentagem de classificagao correcta dos critérios de seleccao de modelos é menor.

Neste estudo de simulacao, compara-se a performance do factor Bayes com a do critério
de informacao da deviance. Conforme referem Berg et al. (2002), este facto pode ser
criticdvel na medida em que estes dois critérios nao estao a avaliar os mesmos aspectos do
modelo. Do mesmo modo, Spiegelhalter et al. (2002, resposta aos avaliadores) alertam
contra o uso indevido do factor Bayes como um modo de validar os resultados obtidos com
o ADIC: “We emphasize that these techniques are intended to answer different questions
and cannot be expected to give the same conclusions”.

Na realidade, o factor Bayes d4 indicagao de qual o modelo cuja distribui¢ao preditiva
a priori tem maior capacidade para predizer os dados observados, enquanto o ADIC
possibilita a identificacdo do modelo cuja distribuicdo preditiva a posteriori tem maior
capacidade para predizer observacgoes futuras, geradas pelo mesmo “mecanismo” que
deu origem aos dados observados. A perspectiva “preditiva a posteriori” do ADIC é,
intuitivamente, mais apelativa, pois na maior parte das aplicacoes praticas o objectivo
final do modelo seleccionado é a predicao de observagoes futuras, obtidas nas mesmas
condicoes dos dados observados. Refira-se que o ABIC partilha a mesma perspectiva
“preditiva a posteriori’ do ADIC.

4.2.3 Valores das medidas de seleccao de modelos

Os valores das medidas de seleccdo de modelos, obtidas com o ajustamento de m; e
mg aos dados gerados de cada um destes modelos, sao também analisados. Para o caso 1,
as médias e variancias dos valores destas medidas, referentes as amostras geradas de m, e
mg sao apresentadas, respectivamente, nas tabelas E.3 e E.4 do anexo E; para o caso 2, os
resultados obtidos sdo apresentados nas tabelas E.5 e E.6. A realizacao de alguns gréficos
possibilita um melhor entendimento dos resultados obtidos.
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Na interpretacao dos resultados considera-se apenas o caso 1, uma vez que o caso 2
nao apresenta diferencas relevantes. Comeca por analisar-se os resultados obtidos com as
amostras geradas do modelo m;.

Com o objectivo de ilustrar o “comportamento” dos valores do DIC e do BIC
considera-se os dados gerados de mq com 67 = 0.534. Na tabela 4.3 estao listados os
valores das médias e desvios padrao destas medidas de seleccio de modelos, obtidos
com o ajustamento de m; e mo. Como seria de esperar, regista-se que as médias e os
desvios padrao do DIC e do BIC aumentam com a dimensio da amostra, e que os valores
obtidos para as médias destas medidas de discrepancia referentes ao ajustamento de m;
sao inferiores aos obtidos com o ajustamento de msy (devido ao facto dos dados serem
gerados de my).

Tabela 4.3: Médias e desvios padrao do DIC e do ]glb, obtidos com o ajustamento dos modelos
my e Mo, a dados gerados de my com 6; = 0.534, para o caso 1.

DIC,,, DIC,,, BIC,,, BIC,,,
n méd. d.p. | méd. d.p. || méd. d.p. | méd. d.p.

10 26.9 6.1 28.4 8.0 28.5 6.0 29.7 8.0
20 52.4 9.1 56.1 12.1 54.6 9.1 58.1 121
30 785 107 | 83.2 14.0 81.0 10.7 | 8.6 14.0
40 104.7 123 | 111.9 169 || 1074 12.3 | 1146 16.9
50 129.7 13.8 | 1383 188 || 132.7 13.8 | 141.2 188
60 156.9 15.4 | 1674 20.9 || 160.0 154 | 170.5 20.9
70 180.7 17.2 | 193.6 23.1 || 184.0 17.2 | 196.8 23.1
80 207.2 163 | 221.9 222 || 210.6 16.3 | 225.3 22.2
90 234.3 187 | 251.2 25.5 || 237.8 187 | 254.7 25.5
100 || 2584 19.2 | 276.3 26.6 || 262.1 19.2 | 280.0 26.6

As quantidades apresentadas na tabela 4.3 sugerem que as médias dos valores do DIC
e do BIC aumentam linearmente com a dimensio da amostra. Além disso, uma analise
mais atenta, evidencia que os desvios padrao dos valores do DIC e do BIC aumentam
linearmente com /n. Deste modo, deve ter-se em conta a dimensdao n quando se analisa
estas quantidades.

Divide-se as médias dos valores do DIC e do BIC por n e os desvios padrao destes
valores por +/n; os resultados obtidos sao apresentados na tabela 4.4. Os valores
obtidos, tanto para o DIC como para o ]§I\C, mantém-se aproximadamente constantes,
independentemente da dimensao da amostra. Para ilustrar esta situacao representa-se, na
figura 4.3, as médias/n+desvios padrao/y/n dos valores do DIC, referentes ao ajustamento
de cada um dos modelos a dados gerados do modelo my com 61 = 0.534, versus a dimensao
da amostra.

Na figura 4.4 representa-se graficamente as médias dos valores do DIC, obtidas com o
ajustamento de m; e mo aos dados gerados do modelo m, versuigl, para diversos valores
de n. Os graficos para as medidas de seleccao de modelos BIC e BIC nao sao apresentados,
uma vez que sao idénticos aos obtidos para o DIC. Da analise desta figura e da tabela E.3
conclui-se que:
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Tabela 4.4: Médias/n e desvios padrio/y/n do DIC e do BIC, obtidos com o ajustamento dos
modelos m; e mso, a dados gerados de my com #; = 0.534, para o caso 1.

DIC,,, DIC,,, BIC)», BIC,,
méd.  d.p. | méd.  d.p. méd.  d.p. | méd.  d.p.

n V/n n V/n n V/n n V/n
10 2.7 1.9 2.8 2.5 2.8 1.9 3.0 2.5
20 2.6 2.0 2.8 2.7 2.7 2.0 2.9 2.7
30 2.6 2.0 2.8 2.6 2.7 1.9 2.9 2.6
40 2.6 2.0 2.8 2.7 2.7 2.0 2.9 2.7
50 2.6 2.0 2.8 2.7 2.7 1.9 2.8 2.7
60 2.6 2.0 2.8 2.7 2.7 2.0 2.8 2.7
70 2.6 2.1 2.8 2.8 2.6 2.1 2.8 2.8
80 2.6 1.8 2.8 2.5 2.6 1.8 2.8 2.5
90 2.6 2.0 2.8 2.7 2.6 2.0 2.8 2.7
100 2.6 1.9 2.8 2.7 2.6 1.9 2.8 2.7
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Figura 4.3: Médias/n * desvios padrao/+/n dos valores do DIC (no caso 1), referentes ao
ajustamento dos modelos m; (esquerda) e mo (direita) a dados gerados do modelo m; com
0, = 0.534, versus n.

e as médias dos valores do DIC, BIC e BIC obtidas com o ajustamento de mq e mo

— aumentam linearmente com a dimensao da amostra, e

— diminuem & medida que 6; aumenta. Nao esquecer que X; é a varidvel aleatéria
que representa o numero de insucessos até a ocorréncia de 1 sucesso, sendo a
probabilidade de sucesso, 61, constante. Assim, se 6y for elevado, o ntimero
de insucessos até a ocorréncia de 1 sucesso é pequeno. Consequentemente, a
amostra gerada de m; é essencialmente constituida pelas observagoes 0, 1,2, o
que se reflecte nos valores das medidas de seleccao de modelos.

e as médias dos valores do DIC, BIC e BIC referentes ao ajustamento de m; sao
inferiores 4s do modelo mo, devido ao facto dos dados serem gerados de m;.

e as variancias dos valores do BIC, BIC e DIC, obtidas com o ajustamento de cada
um dos modelos, sdo muito idénticas.
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Figura 4.4: Médias dos valores do DIC (no caso 1), obtidas com o ajustamento de m; (esquerda)
e my (direita) a dados gerados do modelo my, versus 8y, para diferentes valores de n.

Na figura 4.5 representa-se graficamente as médias dos valores do DIC, obtidas com o
ajustamento de m; e mg aos dados gerados do modelo my, versus a dimensao da amostra,
para ;1 = 0.073 e para 6; = 0.421. Destaca-se que & medida que 6, se aproxima de 1, as
médias dos valores do DIC obtidas com o ajustamento de m; e msy aproximam-se, sendo
mais dificil a identificagdo do modelo correcto. A selec¢ao do modelo correcto é mais
evidente para amostras de dimensao mais elevada.

61 = 0.073 61 = 0.421
400
15004 * M o * mi O
a
O mo O mo o %
0 300 o
a
1000 o
a o *
200
[u}] * o *
* *
a * o
500 a * *
. 100 %
o *
. R
o % ®”
*
0| o
T 1 T 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
n n

Figura 4.5: Médias dos valores do DIC (no caso 1), obtidas com o ajustamento de m; e mq a
dados gerados do modelo my, versus n, para #; = 0.073 (esquerda) e para 6; = 0.421 (direita).

Analisa-se, agora, os resultados obtidos no caso 1, com as amostras geradas do
modelo ms.

Comega por considerar-se os dados gerados do modelo mo com 6y = 1.128, com os
quais se ilustra o “comportamento” do DIC e do BIC. Na tabela 4.5 estdo listados os
valores das médias e desvios padrao destas medidas de seleccido de modelos, obtidos com o
ajustamento de my e mo. Na tabela 4.6 apresenta-se as médias divididas por n e os desvios
padrao divididos por y/n dos valores do DIC e do ﬁl?); tanto para o DIC como para o
]glb, os valores obtidos mantém-se aproximadamente constantes, independentemente da
dimensao da amostra. Na figura 4.6 representa-se as médias/n + desvios padrao/\/n dos
valores do DIC, referentes ao ajustamento de cada um dos modelos a dados gerados do
modelo my com 0y = 1.128, versus n.
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Tabela 4.5: Médias e desvios padrdao do DIC e do ]§I\C, obtidos com o ajustamento dos modelos
my € mo, a dados gerados de mo com 6y = 1.128, para o caso 1.

DIC,,, DIC,y, BIC,,, BIC)»,
n méd. d.p. | méd. d.p. méd. d.p. | méd. d.p.

10 30.7 4.2 28.6 4.0 32.2 4.2 29.9 4.0
20 60.1 6.3 56.0 5.9 62.2 6.3 58.0 5.9
30 89.8 74 83.6 74 92.3 74 86.0 74
40 119.3 87 | 111.5 84 1221 87 | 1141 84
50 149.2 94 | 1388 9.3 152.1 94 | 141.7 9.3
60 178.5 10.4 | 166.5 10.2 || 181.6 10.4 | 169.6 10.2
70 207.5 10.8 | 193.5 109 || 210.8 10.8 | 196.8 10.9
80 236.2 12.3 | 220.1 115 || 239.6 12.3 | 223.5 11.5
90 266.1 12.4 | 248.1 11.7 || 269.6 124 | 251.6 11.7
100 || 295.6 13.8 | 275.8 12.7 || 299.2 13.8 | 2794 12.7

Tabela 4.6: Médias/n e desvios padrio/y/n do DIC e do BIC, obtidos com o ajustamento dos
modelos mq e my, a dados gerados de mo com 6, = 1.128, para o caso 1.

DIC,,, DIC), BICn, BIC,,,
n méd. d.p. méd. d.p. méd. d.p. méd. d.p.
n n n n n n n n

10 3.1 1.3 2.9 1.3 3.2 1.3 3.0 1.3
20 3.0 1.4 2.8 1.3 3.1 1.4 2.9 1.3
30 3.0 1.3 2.8 1.3 3.1 1.3 2.9 1.3
40 3.0 14 2.8 1.3 3.1 14 2.9 1.3
50 3.0 1.3 2.8 1.3 3.0 1.3 2.8 1.3
60 3.0 1.3 2.8 1.3 3.0 1.3 2.8 1.3
70 3.0 1.3 2.8 1.3 3.0 1.3 2.8 1.3
80 3.0 14 2.8 1.3 3.0 14 2.8 1.3
90 3.0 1.3 2.8 1.2 3.0 1.3 2.8 1.2
100 3.0 1.4 2.8 1.3 3.0 1.4 2.8 1.3
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Figura 4.6: Médias/n + desvios padrao//n dos valores do DIC (no caso 1), referentes ao
ajustamento dos modelos m; (esquerda) e my (direita) a dados gerados do modelo ms com
0> = 1.128, versus n.
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Na figura 4.7 representa-se graficamente as médias dos valores do DIC, obtidas com o
ajustamento de mi e mo aos dados gerados do modelo ms, para diversos valores de n e 6s;
os correspondentes graficos obtidos com as medidas BIC e BIC sdo idénticos. Da anslise
desta figura e da tabela E.4 destaca-se que:

e as médias dos valores do DIC, BIC e BIC obtidas com o ajustamento dos modelos
mi1 € mo

— aumentam linearmente com a dimensao da amostra, e

— aumentam & medida que #2 aumenta. Neste caso, como as amostras sao geradas
de mo, as observagoes sao provenientes de uma distribuicdo Poisson com valor
médio #,. Deste modo, se 65 for elevado, os valores das observagoes sao também,
de um modo geral, elevados, o que se reflecte nos valores das medidas de selec¢ao
de modelos.

e as médias dos valores do DIC, BIC e BIC referentes ao ajustamento do modelo msg
sao inferiores 4s do modelo my, devido ao facto de os dados serem gerados de mo.

e as varidncias dos valores do BIC, BIC e DIC, obtidas com o ajustamento de cada
um dos modelos, sdo muito idénticas.

Na figura 4.8 representa-se graficamente as médias dos valores do DIC obtidas com o
ajustamento dos modelos m, e mgy aos dados gerados do modelo mo, versus a dimensao
da amostra, com 0y = 0.632 e 6o = 2.741. Destaca-se que, & medida que o valor de 6
aumenta, as médias dos valores do DIC referentes ao ajustamento dos modelos m; e mo
distanciam-se, sendo mais facil a seleccao do modelo correcto. A identificacdo do modelo
correcto é também mais evidente para as amostras de dimensao mais elevada.
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Figura 4.7: Médias dos valores do DIC (no caso 1), obtidas com o ajustamento de m; (esquerda)
e my (direita) a dados gerados do modelo ms, versus 0, para diferentes valores de n.
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Figura 4.8: Médias dos valores do DIC (no caso 1), obtidas com o ajustamento de m; e msq a
dados gerados do modelo my, versus n, para 83 = 0.632 (esquerda) e para 0 = 2.741 (direita).

Apés a andlise dos valores das medidas de selec¢ao de modelos é oportuno efectuar os
comentarios que se apresenta de seguida.

Conforme j4 foi referido, Zhu e Carlin (2000) sugerem que se efectue a replicacao dos
valores do DIC de modo a estimar Var[DIC] através da sua varidncia amostral. Estes
autores referem que, para ja, este é o modo mais adequado para obter uma indicagao da
variancia do DIC. No caso particular deste estudo de simulacao, em que se compara os
modelos beta/binomial negativo e gama/Poisson, regista-se que as varidncias amostrais
obtidas por replicacao dos valores do DIC e do BIC sio muito idénticas. Este facto sugere
que, quando se utiliza os métodos MCMC na comparagao de modelos, pode estimar-se a
variancia do DIC & custa da variancia do ]gl?], a qual pode ser facilmente obtida quando
se utiliza este método de simulacao estocastica.

A sugestao de utilizagao da variancia do BIC para estimar a variancia do DIC, quando
se utiliza os métodos MCMC na comparacao de modelos, carece de um estudo mais
aprofundado: ver o que acontece quando se compara outro tipo de modelos — o caso
da seleccao de covaridveis em modelos de regressao vai ser visto na secgao 4.3 — e, em
particular, analisar o que se passa quando os modelos em comparagao tiverem mais niveis
de hierarquia.

Na seleccao de modelos é necessédrio ter em conta qual o propdsito final do modelo,
de modo a utilizar o critério mais adequado. Se o objectivo do modelo for a predicao de
observacoes futuras, obtidas nas mesmas condi¢oes dos dados observados, entao o DIC e o
BIC sdo as medidas de seleccao de modelos mais adequadas. Caso nao se pretenda efectuar
a predi¢ao de observagoes futuras, mas apenas encontrar o modelo que melhor descreve
um determinado conjunto de dados, entao deve dar-se preferéncia ao factor Bayes.

Qualquer que seja o critério de seleccao de modelos utilizado, a escolha do modelo
pode ser mais, ou menos, 6ébvia, dependendo da dimensao da amostra.

Uma eventual medida de adequabilidade do modelo, construida a custa do DIC ou do
BIC, deve ter em conta que o valor destas medidas deve ser dividido por n.
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4.3 Dados de regressao linear normal

4.3.1 Planeamento da simulacao

A avaliagdo e a comparagao da performance dos critérios ADIC, ABIC e ALLP, em
problemas de seleccao de covaridveis, é efectuada recorrendo & simulacao de dados de
regressao linear normal. Alguns aspectos do planeamento da simula¢ao sao inspirados
num estudo efectuado por Kuo e Mallick (1998, exemplo 4.1.1).

Considera-se amostras de 4 possiveis covaridveis, 1, 2, T3 € x4, de dimensao n, cujas
observacoes sao obtidas por geragao de normais padrao independentes. Com excepgao da
covaridvel z3 nos casos 3 e 4 apresentados mais a frente, as observacoes das covaridveis
sao mantidas fixas em todo o processo de simulagao.

Seja 0; o indicador da presenca da covaridvel z; no modelo, isto é, J; = 1 se a covaridvel
x; estd incluida no modelo, e ; = 0 caso contrério, para j = 1,...,4. Os modelos possiveis
sao identificados por my, ..., mg, € as covaridveis incluidas em cada um deles estao listadas
na tabela 4.7.

Simula-se uma amostra para o erro aleatorio €, de dimensdo n, constituida por
observacoes independentes e identicamente distribuidas N(0,2.52). Com esta amostra
do erro aleatério, e para cada uma das possiveis combinacoes de covaridveis incluidas no
modelo, obtém-se amostras da varidvel resposta Y de cada um dos modelos my, ..., ms.
Ajusta-se todos os modelos possiveis, m1, ..., myg, & amostra da varidvel resposta Y gerada
do modelo my, com k = 1,...,16. Este procedimento é repetido T' = 1000 vezes, isto é,
simula-se, ao todo, 1000 amostras do erro aleatério €, e repete-se o esquema, descrito. O
procedimento utilizado na simulagao estd resumido no algoritmo 4.2.

Tabela 4.7: Modelos de regressao linear para um conjunto de 4 covariaveis.

modelo || k | 61 8 45 64 | covaridveis
m 1 1 1 1 1 T1, T2, T3, T4
ma 2 1 1 1 0 T1, T2, T3
ms 3 1 1 0 1 T1, T2, T4
ma 4 1 0 1 1 T1, T3, T4
ms 5 0 1 1 1 T2, 3, T4
me 6 1 1 0 0 L1, T2
mr 7 1 0 1 0 L1, T3
ms 8 1 0 0 1 T1, T4
mg 9 0 1 1 0 T2, T3
mio 10 0 1 0 1 T2, T4
mi1 11 0 0 1 1 T3, Ta
mis 12 1 0 0 0 1
mis 1310 1 0 0 T2
mi4 1410 0 1 0 3
mis 1510 0 0 1 T4
mie 16 | 0 0 0 0 nenhuma
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Algoritmo 4.2

1. Parat=1,2,...,1000,

(a) simular a t-ésima amostra do erro aleatorio ;
(b) para k=1,2,...,16,
i. obter a t-ésima amostra da varidvel resposta Y gerada do k-ésimo modelo
de regressao linear normal;

ii. ajustar os 16 modelos de regressao linear normal possiveis a amostra gerada
do k-ésimo modelo, e calcular o DIC, o BIC e o LLP de cada um dos modelos
ajustados;

iii. determinar qual o modelo ajustado que minimiza cada uma das medidas de

discrepancia, isto é, determinar qual o modelo seleccionado por cada uma
delas. m

O procedimento descrito no algoritmo 4.2 é repetido em 6 casos distintos:

Caso 1. As amostras das covaridveis x1, T2, £3 € 4 € do erro aleatério € tém dimensao
n = 200, e as amostras da varidvel resposta Y sido obtidas de acordo com o modelo

Y = 6121 + doxo + 0323 + 044 + €.

Caso 2. Difere do caso 1 apenas pelo facto das amostras da varidvel resposta Y serem
obtidas de acordo com o modelo

Y = 6121 + 106929 + 20323 + 50424 + €.

Caso 3. Difere do caso 1 apenas porque a covaridvel z3 é obtida & custa da igualdade
x3 = 1 + 1.7z, sendo z uma amostra da N(0,1). Deste modo é induzida uma
correlacao linear moderada entre as covaridveis z; e 3 (ry, 45 = 0.51).

Caso 4. Difere do caso 1 apenas porque a covaridvel z3 é obtida & custa da igualdade
z3 = 1 + 0.2z, sendo z uma amostra da N(0,1). Deste modo é induzida uma
correlacao linear elevada entre as covaridveis =1 e 3 (74, 25, = 0.98).

Caso 5. Difere do caso 1 apenas pelo facto das amostras terem dimensao n = 50.

Caso 6. Difere do caso 1 apenas pelo facto das amostras terem dimensao n = 100.

Com o caso 2 pretende averiguar-se qual o impacto produzido no niimero de vezes
que cada modelo é seleccionado, e nos valores do DIC, BIC e LLP pelo facto dos
coeficientes das covaridveis nao serem todos iguais. A eventual ocorréncia de alteracoes na
presenca de correlacao linear moderada e extrema entre as covariaveis pode ser estudada,
respectivamente, com os casos 3 e 4. A comparacao dos casos 5 e 6 com o caso 1 permite
tirar conclusoes sobre a performance e as alteragoes produzidas nos valores das medidas
de discrepancia, com a variacao da dimensao da amostra.

Resumindo, a execugao do algoritmo 4.2 nos 6 casos enunciados permite:
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e comparar e avaliar a performance dos critérios ADIC, ABIC e ALLP na selec¢ao de
covaridveis em modelos de regressao linear normal em diversas situacoes;

e identificar os factores que influenciam os valores do DIC, do BIC e do LLP.

Avalia-se também a performance do método GVS na seleccdo de covaridveis em
modelos de regressao, nos 6 casos apresentados. Como a replicacao da experiéncia nao é
facilmente exequivel, é apenas efectuada uma réplica.

4.3.2 Modelo de regressao linear normal

O modelo de regressao linear normal, apresentado na secgao 3.5.1, pode ser
representado em notagdo matricial por Y = Xb + ¢, onde Y = (Y1,Y5,....Y,), b =
(b, b1,...,by)', X é a matriz n x (p+ 1) de especificacio do modelo associada ao vector b
ee=(e1,€,...,€6,) ~Ny,(0,021,), sendo I, a matriz identidade n x n. Assim,

Y|b,0%, X ~ N,(Xb,0%I,),

sendo a sua funcio densidade de probabilidade!

Flylb,02) o (%) exp{—%(y — Xb)'(y — Xb)} :

202
para y = (y1,Y2,---,Yn)’. Se a matriz X tiver caracteristica p + 1 entao
F(y]b,0%) o (%) exp {—% (ks + (b= by X'X (b — )| } ,
onde
= 2 (y— Xb)'(y — X0) (11)

é a soma de quadrados residual, sendo k =n—p—1, ¢
b= (X'X)"'X'y (4.2)

é a estimativa de minimos quadrados de b.

Considera-se a distribuicdo a priori nao informativa para o vector de parametros
do modelo, h(b,0?) = (6%)7!, para b € RPt! e 02 > 0, obtida sobre o pressuposto de
independéncia a priori entre b e o por aplicacio da regra de Jeffreys para especificacio
das distribui¢bes a priori marginais. Assim, o nicleo da densidade conjunta a posteriori
de (b, 0?) é dado por

x (02) (5 exp{—g} x (02)"F exp{—% [0 byx'x(6 - 13)]} .

!Para simplificar a notacio, suprime-se aqui e na notacio subsequente a dependéncia em X.
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Deste modo, a distribuicio a posteriori do vector de parimetros (b,0?) pode ser
factorizada, h(b,o%|y) = h(o?|y) h(blo?,y), com

h(blo?,y) o (02) " exp {—% [(b B XX (b 13)} } :

— (k1) ks?
h(c?|y) x (o2 (5+ expl ——= ¢ .
(0?[y) o< (0?) {53
Assim, a distribuicdo a posteriori condicional do vector de parametros b, dado o2, é normal
multivariada de dimensao p + 1,

b| 027y ~ N;D-l—l(B? 02‘/()) s

com
Vo= (X'X)7, (4.3)

e a distribuicdo a posteriori marginal de o2 é qui-quadrado invertida,

o2y ~ x*Inv (k, s%).

Mais pormenores sobre a andlise bayesiana do modelo de regressao linear normal podem
ser vistos em Gelman et al. (1995, seccao 8.3) e Paulino et al. (2003, seccao 4.3).

Como ¢ possivel determinar analiticamente a distribuicao a posteriori h(b, 0?|y), pode
facilmente obter-se uma amostra da distribuicio a posteriori de (b,o?). Assim, caso se
pretenda fazer inferéncia por simulacao utiliza-se o método de Monte Carlo directo; para
caracterizar a distribuicio a posteriori conjunta de (b, 0?), gera-se amostras de o2 e depois
de blo?. O procedimento de geracio de amostras da distribuicio h(b,o?|y) pode ser
resumido do seguinte modo:

1. calcula-se b através da expressao (4.2) e Vj através da expressio (4.3);
2. calcula-se s2, através da expressio (4.1);
3. gera-se o2 da distribuicio x>-Inv (k, s?);

4. condicional ao valor de ¢ simulado, gera-se b da distribuicio normal multivariada
Np-l—l(ba 02%)'

Para que a simulacio de amostras da distribuicio a posteriori de (b,0?) seja
computacionalmente eficiente é necessério (e.g., Gelman et al., 1995, pag. 238): (i)
Determinar a factorizacdo QR, X = QR, onde @ é uma matriz ortogonal n X (p + 1),
Q'Q = I, e R é uma matriz (p + 1) x (p + 1) triangular superior. (ii) Calcular R~!, o
que é bastante ficil uma vez que R é uma matriz triangular superior. R~! é o factor de
Cholesky da matriz de covaridncia Vj, pois R1(R™!) = (X'X)~! = V. (iii) Calcular b,
resolvendo o sistema linear Rb = Q'y e usando o facto de R ser uma matriz triangular
superior.

A simulacdo de um valor para o2 da distribuicio x?-Inv (k, s?) pode ser feita simulando
um valor A da distribui¢ao X% e fazendo 02 = k s2/\ (e.g., Gelman et al., 1995, pag. 480).
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Depois de simular o?, b pode ser facilmente simulado da distribuicio normal

multivariada apropriada, usando o factor de Cholesky e a geragdo de amostras normais
padrao independentes (e.g., Gelman et al., 1995, pdg. 478).

Os programas em Fortran para execugao do algoritmo 4.2 nos casos 1 a 6 designam-se
por selcov_reglin_casol, ..., selcov_reglin_caso6, respectivamente, e sao apresentados em
ficheiros com o mesmo nome, no CD anexo a este documento. Sao utilizadas algumas
subrotinas do Fortran?, nomeadamente R2SE que possibilita o ajustamento do modelo
de regressao linear multipla por minimos quadrados, RCOVB que calcula a matriz de
covariancia dos coeficientes de regressao estimados, CHFAC que permite determinar uma
factorizagdo triangular superior de uma matriz simétrica definida positiva, € RNNOR
e RNCHI que possibilitam a geragao de nimeros pseudo-aleatérios com distribuicao,
respectivamente, normal padrao e qui-quadrado.

4.3.3 Performance dos critérios de seleccao de modelos

A performance de cada um dos critérios de seleccao de modelos pode ser determinada
pela capacidade que esse critério tem de seleccionar o modelo “correcto”, isto é, o modelo
do qual os dados sao gerados.

Os resultados referentes ao ntiimero de vezes que cada um dos modelos é seleccionado
podem ser apresentados numa matriz 16 X 16, em que o indice da linha indica o modelo do
qual os dados sao gerados e o indice da coluna o modelo escolhido pelo critério de seleccao
de modelos considerado. Assim, na diagonal principal da matriz de resultados estao as
frequéncias de classificacao correcta.

As matrizes de resultados obtidas, no caso 1, com as medidas DIC, BIC e LLP sio
apresentadas nas tabelas 4.8, 4.9 e 4.10, respectivamente. Para facilitar a interpretacao
destas matrizes de resultados, os modelos geradores e os modelos ajustados sdo separados
de acordo com o niimero de covaridveis que os constituem.

Os resultados apresentados na tabela 4.8, obtidos com a medida de discrepancia DIC,
podem ser facilmente interpretados. Veja-se, por exemplo, como se interpreta a linha da
tabela associada a mg. Das 1000 amostras de Y geradas do modelo mg (que inclui as
covarigveis 7 e x4), o DIC proporciona a selecgao do modelo “correcto” 700 vezes, sendo
as 300 classificagoes incorrectas distribuidas do seguinte modo: m; é seleccionado 29 vezes,
mgs é escolhido 130 vezes, my € seleccionado 140 vezes e, por fim, mjs é escolhido 1 vez.
Relativamente ao critério de informagao da deviance, salienta-se ainda que:

e a parte triangular superior da matriz de resultados é quase toda constituida por zeros,
o que indica que o modelo seleccionado raramente tem um niimero de covaridveis
inferior ao do modelo gerador;

e para os dados gerados do modelo com 4 covaridveis a frequéncia observada de
classificacao correcta é 1000, para os dados gerados dos modelos com 3 covaridveis
a frequéncia observada de classificacdo correcta varia entre 831 e 857, e para os
dados gerados dos modelos com 2 covaridveis a frequéncia observada de classificacao

Estas subrotinas estdo descritas no IMSL Fortran Numerical Libraries - Stat/Library.
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correcta varia entre 687 e 714. Para os dados gerados dos modelos com apenas 1
covaridvel ou nenhuma covaridvel as frequéncias observadas de classificacdo correcta
sao inferiores. Numa situagao deste tipo, a diagonal principal da matriz de resultados
pode ser classificada como “decrescente”.

o modelo seleccionado é, na maior parte das vezes, o modelo gerador ou modelos
com mais uma covariavel que as incluidas no modelo gerador.

Tabela 4.8: Niumero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo DIC, por modelo gerador dos
dados e modelo ajustado, para o caso 1.

modelo modelo ajustado

gerador mi m2 M3 M4 Ms me Mmr Mg Mg Mio Mi1 mi2 Mi3 Mi4 Mis5 | Mie
mi 1000 o o0 0 0 o 0 O o0 0 o0 0 0 0 o0 0
ma 169 {831 0 0 0 o 0 O 0 o0 o0 0 0 0 o0 0
ma3 166 0 834 0 O o 0 O 0 o0 o0 0 0 0 o0 0
ma 169 0 0 831 O o 0 O o0 0 o0 0 0 0 o0 0
ms 143 0O 0 O 87| 0 0O O 0 0 O 0 0 0 o0 0
me 25 133 128 0 O 714 0 O 0 O O 0 0 0 o0 0
my 27 142 0 124 0 0 707 0 0O O O 0 0 0 o0 0
msg 29 0 130 140 O 0 0 700 0 O O 1 0 0 0 0
mg 28 132 0 0 136 0 0 O0 704 0 O 0 0 0 o0 0
mio 32 0 144 0 137 0 0 O 0 687 O 0 0 0 o0 0
mii 29 0 0 138 142 0O 0 O 0 0 690 0 O 1 0 0
mi2 7 23 20 22 O 118 116 108 0 0 O 586 0 0 O 0
mis3 3 24 20 0 16 | 122 0 O 108 116 O 0 591 0 O 0
miq 6 19 0 18 26 0 118 0 101 O 133 0 0 579 0 0
mis 6 20 18 18 0O 0 119 0 110 118 0 0 0 591 0
mie 1 3 3 5 1 19 17 12 20 21 18 102 90 93 113 | 482

A anilise da tabela 4.9, relativa ao critério de informacgdo bayesiano estimado (ﬁIT}),

permite destacar que:

¢ a diagonal principal da matriz de resultados tem valores bastante elevados, variando

entre 943 e 981, o que constitui uma frequéncia de classificacdo correcta muito boa
para os dados gerados de qualquer um dos modelos;

a frequéncia de classificacdo correcta mantém-se sensivelmente constante,
independentemente do niimero de covaridveis do modelo gerador;

quando o modelo escolhido nao é o modelo gerador, had uma ligeira tendéncia para
seleccionar modelos com mais uma covariavel que as do modelo gerador (pois as
classificagoes incorrectas mais elevadas estao abaixo da diagonal principal da matriz
de resultados);

o modelo escolhido é, de um modo geral, 0 modelo do qual os dados sdo gerados. As
frequéncias de classificacao incorrecta mais elevadas referem-se a seleccao de modelos
com mais uma ou menos uma, covaridvel que o modelo gerador.
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Tabela 4.9: Numero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo ]§I\C, por modelo gerador dos
dados e modelo ajustado, para o caso 1.

modelo modelo ajustado

gerador mi m2 M3 M4 M3 me M7 Mg M9 Mio Mi1 | Mi2 M13 Mi4 Mi5 | Mi6
mi 980 5 3 10 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ma 17 | 974 0 0 0 3 6 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ms3 12 0 969 0O 0 7 0 11 0 0 0 1 0 0 0 0
my 14 1 0 978 0 0 5 2 0 0 0 0 0 0 0 0
ms 9 0 1 1 981 0 0 0 5 1 2 0 0 0 0 0
me 0 16 6 0 0 972 0 1 0 0 0 5 0 0 0 0
mz 0 11 0 15 0 0 971 0 0 0 0 2 0 1 0 0
msg 1 0 11 11 0 0 0 968 0 0 0 8 0 0 1 0
mg 1 9 0 0 12 0 0 0 972 0 0 0 3 3 0 0
mio 0 0 14 0 20 1 0 0 0 943 1 0 11 0 10 0
mi1 0 0 0 8 9 0 0 0 0 0 977 0 0 2 4 0
mi2 0 0 1 0 0 12 11 12 0 0 0 964 0 0 0 0
m13 0 0 0 0 0 17 0 0 14 11 0 0 951 O 0 7
mi4 0 1 0 1 0 0 14 0 13 0 9 0 0 960 0 2
mis 0 0 1 0 2 0 16 0 16 13 0 0 0 945 7
mie 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 17 9 12 11 950

Relativamente ao critério que utiliza como medida a log-verosimilhanca a posteriori
(LLP), pela anélise da tabela 4.10, salienta-se que:

e a matriz de resultados evidencia uma performance bastante inferior & do DIC e do
BIC, que se traduz por frequéncias de classifica¢ao correcta bastante pequenas (com
excepgao para os dados gerados de my);

e a diagonal principal da matriz de resultados é “decrescente”, isto é, as frequéncias
de classificacdo correcta sdo mais elevadas para os dados gerados de modelos com
um maior niimero de covaridveis;

e 1no caso do modelo escolhido nao ser o modelo gerador, o modelo seleccionado tem
mais covariaveis que o modelo do qual os dados sdo gerados (pois as frequéncias nao
nulas de classificagdo incorrecta estao localizadas abaixo da diagonal principal da
matriz);

e a tendéncia em seleccionar modelos com mais covaridveis que as incluidas no modelo
gerador é bastante mais evidente que no caso do DIC.

Os resultados obtidos para os casos 2 a 6, relativos ao numero de vezes que cada um
dos modelos é seleccionado pelas medidas DIC, BIC e LLP estao sumariados nas tabelas
E.7 a E.21 do anexo E.

Ao contrario do que acontece no caso 1, onde os dados sdo gerados de modelos em que os
coeficientes das covaridveis sao todos unitarios, no caso 2 os dados sao gerados de modelos

126



4.3. Dados de regressao linear normal

Tabela 4.10: Numero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo LLP, por modelo gerador dos
dados e modelo ajustado, para o caso 1.

modelo modelo ajustado

gerador m1 | ma2 M3 M4 Ms me MMy Mg Mg Mio Mi1 mi2 M13 Mi4 Mi5 mie
my 1000 0 O 0 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 O 0
mo 326 | 674 0 0 0 o 0 o0 0 o 0O 0 0 0 0
ms 306 0 694 0 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 0
my 317 0 0 683 0 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 O 0
ms 312 0 0 0 688 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 O 0
me 97 230 217 0 O 456 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 0
mr 100 | 232 0 18 O 0 483 0 0 0 O 0O 0 0 0 0
ms 109 0 204 217 0 0 470 0 0 O 0O 0 0 0 0
mg 106 | 224 0 0 215 0 0 0 455 0 O 0o 0 0 o0 0
mio 104 0 239 0 195 0 0 0 0 462 0 0O 0 0 0 0
mii 104 0 0 218 233 0 0 0 0 0 445 0O 0 0 0 0
mi2 33 68 63 65 0 144 156 155 0 0 O 316 0 0 O 0
mis 31 62 75 0 59 163 0 0 141 155 O 0 314 0 0 0
mia 28 66 0 59 67 0 153 0 145 0 158 0 0 324 0 0
mis 32 0 57 62 71 0 0 163 0 146 159 0 0 0 310 0
mie 18 26 17 19 27 40 48 40 55 43 44 100 100 90 129 | 204

com coeficientes distintos. O coeficente associado & covaridvel x; mantém-se unitério,
mas os coeficientes associados as covaridveis xo, T3 € x4 sdo 10, 2 e 5, respectivamente.
Esta modificagdo dos coeficientes das covaridveis do modelo gerador nao origina alteragoes
relevantes nas frequéncias de seleccao dos modelos. A performance obtida com as medidas
DIC e LLP é idéntica 4 do caso 1. Relativamente ao BIC regista-se que a parte triangular
superior da matriz de resultados é quase toda constituida por zeros; isto quer dizer que
quando o modelo escolhido nao é o gerador dos dados, hd uma tendéncia mais acentuada,
que no caso 1, para seleccionar modelos com mais uma covariavel que as do modelo gerador
(tabelas E.7, E.8 e E.9).

A introdugéo, no caso 3, de uma correlagao linear moderada entre duas covaridveis nao
produz alteragoes relevantes no desempenho dos critérios de selec¢ao de modelos (tabelas
E.10, E.11 e E.12), quando comparado com o do caso 1.

No caso 4, a correlagao linear elevada entre as covaridveis x; e x3 produz alteragoes
significativas na performance dos critérios de seleccao de modelos, quando comparada com
a dos casos 1 e 3. Da andlise das tabelas E.13, E.14 e E.15, tanto para o DIC como para
oBICeo LLP, regista-se que:

e 1no caso dos dados gerados de m7 (que inclui as covaridveis z; e x3), a frequéncia de
classificagao correcta é bastante inferior & dos casos 1 e 3, sendo m9 (com a covaridvel
x1) e my4 (com a covaridvel z3) os modelos seleccionados mais frequentemente.

e as frequéncias de classificagao correcta dos dados gerados dos modelos msg (que inclui
Z1 € x4), mg (que inclui zs e 23) e myy (que inclui z3 e 24) sao inferiores as dos casos
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1 e 3, pois os correspondentes modelos de duas covaridveis que resultam da troca de
T1 por x3, ou vice-versa, sao também seleccionados com alguma frequéncia.

e as frequéncias de classificagao correcta dos dados gerados dos modelos mis (que
inclui z1) e my4 (que inclui z3) sio inferiores as dos casos 1 e 3, pois os modelos m14
e my9, respectivamente, sao também seleccionados com alguma frequéncia.

A introdugao de uma correlagido linear moderada entre covaridveis nao tem grande
impacto na performance destes critérios de seleccao de modelos. O mesmo ja nao acontece
no caso de uma correlagdo linear elevada. Mas, quando existe uma correlagao linear
elevada entre covaridveis serd que é possivel dizer que apenas o modelo do qual os dados
sao gerados é o modelo “correcto”? Considere-se, novamente, o caso 4 em que existe uma
correlagao linear de 0.98 entre as covaridveis z1 e x3. Para os dados gerados do modelo
m7 (com as covaridveis z; e x3), tanto o modelo m7 como os modelos mis (com z1) € M1y
(com z3) podem ser considerados o modelo “correcto”. Assim, a frequéncia de classificacao
correcta dos dados gerados do modelo m7 deve ser entendida como a soma das frequéncias
de seleccao dos modelos m7, mio € mi4 € ndo apenas o numero de vezes que o modelo
my é escolhido. Pode mesmo considerar-se que os modelos m1s € my4 sao melhores que o
modelo m7 pois s@o mais parcimoniosos, uma vez que a inclusao no modelo da covaridvel
x1 (respectivamente, x3), torna a inclusao de x3 (respectivamente, z1) redundante.

No caso 5, em que as amostras tém dimensao n = 50, a performance dos métodos de
selec¢ao de modelos diminui substancialmente, quando comparada com o caso 1 (n = 200).
Da analise das tabelas E.16, E.17 e E.18, salienta-se os seguintes aspectos:

e no caso do ]glb, a diagonal principal da matriz de resultados é “crescente”, isto é,
os dados gerados do modelo com 4 covaridveis tém uma frequéncia de classificacao
correcta inferior & dos dados gerados dos modelos de 3 covaridveis, e estes, por sua
vez, tém uma frequéncia de classificacdo correcta inferior & dos dados gerados dos
modelos com 2 covaridveis, e assim sucessivamente. No caso do LLP, a diagonal
principal da matriz de resultados é “decrescente”. Por sua vez, no caso do DIC,
as frequéncias de classificacdo correcta sao muito idénticas, independentemente do
nimero de covaridveis do modelo gerador;

e a matriz de resultados obtida com o DIC apresenta poucos zeros e tem um aspecto
mais “simétrico” que no caso 1, na medida em que as frequéncias de classificagao
incorrecta acima e abaixo da diagonal principal sao bastante idénticas. No caso de
amostras de dimensao mais reduzida, quando o DIC selecciona um modelo incorrecto,
tanto pode ser um modelo com mais ou menos covaridveis que as do modelo gerador;

e a matriz de resultados obtida com o BIC tem um aspecto bastante assimétrico, pois
as frequéncias de classificacdo incorrecta acima da diagonal principal sdo, de um
modo geral, mais elevadas. No caso de amostras de dimensao mais reduzida, quando
o BIC selecciona um modelo incorrecto, tem tendéncia a seleccionar modelos com
menos covariaveis que as incluidas no modelo gerador;

e a matriz de resultados obtida com o LLP tem um aspecto assimétrico, pois as
frequéncias de classificacao incorrecta abaixo da diagonal principal sdo, de um modo
geral, mais elevadas. No caso de amostras de dimensao mais reduzida, quando o
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LLP selecciona um modelo incorrecto, tem tendéncia a seleccionar modelos com
mais covaridveis que as incluidas no modelo gerador;

e as frequéncias de classificagdo correcta obtidas com o DIC sao mais homogéneas que
as obtidas com as outras duas medidas de discrepancia.

No caso 6, em que as amostras tém dimensao n = 100, da andlise das tabelas E.19,
E.20 e E.21, destaca-se que:

e a diagonal principal da matriz de resultados é “crescente” no caso do BIC e
“decrescente” no caso do DIC e LLP;

e a performance do DIC é inferior & do BIC para os dados gerados dos modelos com
2, 1 ou nenhuma covariavel.

e com excepc¢ao dos dados gerados de m1, o desempenho do LLP na selec¢gao do modelo
“correcto” é bastante inferior ao dos outros critérios.

Na tabela 4.11 estao sumariadas as frequéncias de classificacdo correcta obtidas com
os critérios DIC, BIC e LLP, para os casos 1, 5 e 6.

Tabela 4.11: Frequéncias de classificacdo correcta dos dados gerados dos modelos my, ..., mg,
nos casos 1, 5 e 6, para cada uma das medidas de seleccao de modelos.

DIC BIC LLP

modelo || n =200 n =100 n=50 || n=200 n=100 n=50 || n=200 n=100 n =50
m1 1000 964 507 980 722 136 1000 986 706
ma 831 804 472 974 804 158 674 693 519
ms 834 802 472 969 713 184 694 671 532
e 831 829 571 978 800 273 683 693 580
ms 857 821 536 981 757 216 688 688 555
me 714 681 399 972 813 250 456 436 338
my 707 683 549 971 860 374 483 461 417
ms 700 666 562 968 834 439 470 439 437
mo 704 696 476 972 833 279 455 467 380
mio 687 661 475 943 770 305 462 423 389
mi1 690 703 572 977 870 436 445 467 439
mi2 586 604 483 964 900 557 316 324 306
mis 591 566 425 951 850 420 314 327 265
mi4 579 564 485 960 895 556 324 321 292
mis 591 555 527 945 876 672 310 292 316
mie 482 490 469 950 921 869 204 224 210

Para as amostras de dimensao n = 200, o BIC ¢ o que apresenta uma melhor

performance, com frequéncias de classificagdo correcta bastante elevadas; neste caso, a
performance do DIC ¢ inferior a do BIC, especialmente para dados gerados de modelos
com poucas covaridveis. Para amostras de dimensao n = 100, o desempenho do DIC
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aproxima-se do desempenho do ]§I\C, e para amostras de dimensao n = 50, a performance
do DIC ultrapassa a do BIC. Com a excepcao do caso n = 50, onde nao se pode dizer
que a performance do LLP seja muito inferior & performance do DIC e do ]§I\C, o LLP é
a medida de seleccao de modelos com pior desempenho.

A penalizacdo ao nimero de parametros do modelo imposta pelo BIC parece ser
demasiado pesada pois, no caso de selec¢ao incorrecta, & medida que n diminui existe
tendéncia para seleccionar modelos com menos covaridveis que as incluidas no modelo
gerador. No caso do DIC a situacgao é diferente: no caso de selec¢ao incorrecta, a medida
que n aumenta existe tendéncia para seleccionar modelos com mais covaridveis que as
incluidas no modelo gerador; esta situacao pode dever-se ao facto da penalizagdo ao ntimero
de parametros do modelo ser demasiado fraca. Esta constatacao sugere que a performance
dos critérios de seleccao de modelos s6 é boa se for atingido um determinado “equilibrio”
entre a dimensdao da amostra e a penalizacao em relacdo ao niimero de covaridveis do
modelo.

4.3.4 Performance do método GVS

A avaliagdo do desempenho do método GVS, na identificacio do modelo do qual
os dados sao gerados, é efectuada de um modo idéntico ao utilizado para estudar a
performance das medidas de discrepancia. Considera-se as covariaveis 1, T9, T3, T4 ja
referidas na seccao 4.3.1 e simula-se uma amostra para o erro aleatério €, constituida por
observacoes independentes e identicamente distribuidas N(0,2.5?). Com esta amostra do
erro aleatério obtém-se 16 amostras da varidvel resposta Y, cada uma gerada de um dos
modelos mq, ..., mg. Aplica-se o método GVS a cada uma destas amostras, estimando
as probabilidades a posteriori dos modelos m1,...,m1g e as probabilidades a posterior de
inclusao das covaridveis x1, 2, £3 € £4 no modelo. O procedimento descrito é repetido para
os 6 casos apresentados na seccao 4.3.1. O modo de implementacao deste procedimento
no WinBUGS é descrito na seccao D.3 do anexo D.

Considera-se que nao existe informacdo a priori sobre a plausibilidade relativa dos
diferentes modelos, o que pode ser expresso através de probabilidades a priori iguais a
1/16 para cada modelo identificado pelo vector® v = (v1,72,73,74). Deste modo, as
varidveis vy;, para j = 1,...,4, sao consideradas independentes com distribuicao a priori
Bernoulli com probabilidade de sucesso 1/2. Considera-se que a distribui¢do a priori
para by é normal de valor médio nulo e varidncia 10000, que a distribuicdo a priori de
b;, condicional a +;, é normal com valor médio nulo e variancia 0.01'7% x 1000, para
j =1,...,4 (Ntzoufras, 2002), e que a distribuicdo a priori de 7 é gama com parametro
de forma e inverso do parametro de escala iguais a 0.001.

Nas 16 aplicacoes do método GVS, as estimativas sao obtidas em 10000 iteragoes do
método de amostragem, com um espagamento de amostragem de 5 iteracoes, apds um
periodo de aquecimento de 5000 iteracoes. Os resultados obtidos para os casos 1 a 6 sao
apresentados nas tabelas 4.12 a 4.17, respectivamente. Ao contrario das tabelas com as
matrizes de resultados 16 x 16 da seccao 4.3.3, nas tabelas desta seccao o indice de coluna

30 identificador do modelo, v = (71, y2,¥3, 74), sugerido por Ntzoufras (2002), e utilizado nas aplicagdes
do método GVS para codificagao dos possiveis modelos (ver sec¢ao 3.3.4), nado coincide com o identificador
(61, 02,03, d4) utilizado ao longo da seccao 4.3.
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indica o modelo do qual os dados sao gerados, e o indice de linha identifica o0 modelo ao
qual se refere cada uma das probabilidades a posteriori dos modelos — na parte superior
das tabelas —, ou a covaridvel & qual se refere cada uma das probabilidades a posteriori
de inclusao das covaridveis no modelo — na parte inferior das tabelas.

No caso 1, em que se considera n = 200, o método GVS atribui probabilidades a
posteriori bastante elevadas ao modelo do qual os dados sao gerados. Por exemplo, para
os dados gerados do modelo m4 — modelo que inclui as covaridveis x1, x3 e £4 — obtém-se
Pr{m4|D} = 0.9271, Pr{m;1|D} = 0.0661 (m1; inclui as covaridveis z3 e z4), Pr{m,|D} =
0.0062 (mq inclui todas as covaridveis), Pr{ms|D} = 0.0006 (ms inclui as covaridveis xs, x3
e x4) e probabilidades a posteriori nulas para os restantes modelos; além disso, regista-se
probabilidades a posteriori de inclusao das covaridveis no modelo elevadas para z1, z3 e
x4, nomeadamente Pr{y;|D} = 0.9333, Pr{vy3|D} = 1 e Pr{y4|D} = 1, e probabilidade a
posteriori de inclusao da covariavel z2 no modelo pequena, Pr{y:|D} = 0.0068.

Neste primeiro caso, tanto o modelo com maior probabilidade a posteriori como
o modelo de probabilidade a posteriori mediana coincidem com o modelo do qual os
dados sao gerados. O método GVS tem uma performance bastante boa, permitindo a
identificacao do modelo do qual os dados sao gerados. Mas, o que acontece se a dimensao
da amostra diminuir? Ou se as covaridveis forem correlacionadas? Ou, ainda, se os
coeficientes das covaridveis forem distintos? Para tentar dar resposta a estas questoes,
analisa-se os resultados obtidos nos casos 2 a 6.

Tabela 4.12: Probabilidades a posteriori dos modelos e probabilidades a posteriori de inclusao
das covaridveis no modelo, para o caso 1.

modelo gerador dos dados
| mi m2 m3 m4 ms5 me m7 msg mg mio0 mi1 mi2 mi13 mi4 mis5 mi6
probabilidades a posterior: dos modelos
m1 |0.8984 0.0073 0.0098 0.0062 0.0328 0.0001 0.0001 0 0.0003 0.0003 0 0 0 0 0 0
ma 0 0.8729 0 0 0  0.0089 0.0067 0  0.0343 0 0 0  0.0003 0 0 0
ma 0 0 0.865 0 0 00064 0 0.0064 0 0.0358 0 0.0001 0.0003 0 0 0
m4 | 0.0197 0.0001 0.0001 0.9271 0.0005 0  0.0081 0.0106 0 0 0.032 0.0001 0 0.0003 0.0003 0
ms | 0.0751 0.0004 0.0007 0.0006 0.9526 0 0 0  0.0078 0.0119 0.006 0  0.0001 0.0001 0.0001 0
me 0 0 0 0 0 0.8415 0 0 0 0 0  0.0067 0.0378 0 0 0
my 0 00271 0 0 0  0.0002 0.9084 0 0.001 0 0 0.0103 0  0.0331 0  0.0003
mg 0 0 0.0231 0 0 0.0002 0 0.9022 0 0.0009 0 0.0078 0 0  0.0348 0.0003
mg 0 00835 0 0 0  0.0009 0.0007 0 0.9854 O 0 0  0.0113 0.007 0  0.0001
mio| 0O 0 0.0934 0 0 0.0005 0 0.0007 0 0.9342 0 0 0.0077 0  0.0063 0.0001
m11| 0.0068 0.0003 0.0001 0.0661 0.0141 0 0.0004 0.0004 0.0001 0.0001 0.962 0 0  0.0087 0.0119 0.0001
mis| O 0 0 0 0 0028 0 0 0 0 0 0.8838 0.0012 0 0  0.0362
miz| 0 0 0 0 0 0.1004 0 0 0 0 0 0.0009 0.9178 0 0 0.007
migl O  0.0084 0 0 0  0.0001 0.0756 0  0.0211 0 0  0.0004 0.0003 0.9508 0  0.0117
mis| 0 0 0.0078 0 0 0.0003 0 0.0797 0 0.0168 0 0.0006 0.0002 0  0.9466 0.0087
mig| 0O 0 0 0 0 0.0107 0 0 0 0 0 0.0893 0.023 0 0 0.9355
probabilidades a posterior: de inclusao das covaridveis no modelo

~1 | 0.9181 0.9074 0.898 0.9333 0.0333 0.8871 0.9233 0.9192 0.0356 0.037 0.032 0.9088 0.0396 0.0334 0.0351 0.0368
2 | 0.9735 0.9641 0.9689 0.0068 0.9854 0.9587 0.0075 0.0071 0.9778 0.9822 0.006 0.0077 0.9753 0.0071 0.0064 0.0072
3 1 1 00107 1 1 0.0102 1 0.011 1 0.0123 1  0.0108 0.012 1 0.0123 0.0122
4 1 0.0081 1 1 1 0.0075 0.0086 1 0.0082 1 1 0.0086 0.0083 0.0091 1 0.0092

Se os dados sao gerados de modelos em que as covaridveis tém coeficientes distintos,
como acontece no caso 2, o modelo com maior probabilidade a posteriori é o modelo
gerador dos dados ou o modelo que apenas inclui as covaridveis do modelo gerador com
coeficientes mais elevados. Por exemplo, para os dados gerados de m; — modelo que
inclui as covariaveis xy, Ts, 3 € x4 com coeficientes 1, 10, 2 e 5, respectivamente —
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verifica-se que o modelo mjs (que inclui as covaridveis x9, 23 € 24) é 0 que apresenta maior
probabilidade a posteriori, Pr{ms|D} = 0.5912. Veja-se ainda outro exemplo: para os
dados gerados de my4 — que inclui as covaridveis z1, 3 e x4 com coeficientes 1, 2 e 5,
respectivamente — verifica-se que o modelo my; (que inclui as covaridveis z3 e z4) é 0 que
apresenta maior probabilidade a posteriori, Pr{mi1|D} = 0.5644, logo seguido de m4 com
Pr{m4|D} = 0.4217.

Tabela 4.13: Probabilidades a posteriori dos modelos e probabilidades a posteriori de inclusao
das covaridveis no modelo, para o caso 2.

modelo gerador dos dados
| mi m2 m3 m4 ms me m7 msg mg mi10 mi1 mi2 mi13 mi4 mis5 mi6
probabilidades a posteriori dos modelos
m1 [0.4088 0.0048 0.0081 0.0061 0.013 0.0001 0 0 0 0.0001 0 0 0 0 0 0
mo 0 0.3672 0 0 0 0.0071 0.0052 0 0.0124 0 0 0  0.0001 0.0001 0 0
ms 0 0 0.4549 0 0 0.0055 0 0.0063 0 0.0133 0 0 0 0 0 0
my 0 0 0 0.4217 0 0  0.0041 0.0083 0 0  0.0133 0.0001 0 0  0.0001 0
mp | 0.5912 0.0086 0.0081 0.0078 0.987 0.0001 0.0001 0  0.0132 0.0138 0.0127 0  0.0001 0.0001 0 0
mg 0 0 0 0 0 0.4134 0 0 0 0 0 0.0055 0.0125 0 0  0.0001
my 0 0 0 0 0 0 0.4106 0 0 0 0 0.008 0 0.0118 0  0.0001
mg 0 0 0 0 0 0 0 0.4695 0 0 0 0.0046 O 0 00135 0
mg 0 06194 0 0 0 0.0089 0.0079 0 0.9744 O 0  0.0001 0.0138 0.0116 0  0.0001
mio| O 0 05280 0 0 0.0077 0 0.0074 0 0.9728 0 0.0001 0.013 0 0.013  0.0002
mi1| O 0 0 0.5644 0 0  0.0075 0.0078 O 0  0.974 0.0001 0  0.0113 0.0139 0.0001
mia| O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.4605 O 0 0  0.0123
miz| 0O 0 0 0 0 05572 0 0 0 0 0 0.0072 0.9605 0 0  0.0114
mia| O 0 0 0 0 0  0.5646 0 0 0 0 0.008 0 0.9651 0 0.0136
mis| 0 0 0 0 0 0 0 0.5007 0 0 0 0.0067 O 0  0.9595 0.0109
mig| O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.4991 0 0 0 0.9512
probabilidades a posterior: de inclusao das covaridveis no modelo

41 | 0.4088 0.372 0.463 0.4278 0.013 0.4261 0.4199 0.4841 0.0124 0.0134 0.0133 0.4787 0.0126 0.0119 0.0136 0.0125
o 1 1 1 0.0139 1 1 0.0132 0.0137 1 1 0.0127 0.0129 1 0.0118 0.013 0.0118
3 1 1 0.0162 1 1 0.0162 1 o.0161 1 00139 1 0.0163 0.014 1 0.014 0.0139
Y4 1 0.0134 1 1 1 0.0134 0.0117 1 0.0132 1 1 0.0116 0.0131 0.0114 1 0.0112

Com uma correlacao linear moderada entre duas covaridveis, como acontece no caso
3, 0 método GVS nem sempre permite identificar o modelo gerador. Por exemplo, para os
dados gerados de m4 — modelo que inclui as covaridveis =1, 3 e £4 com uma correlacao
linear moderada entre z; e z3 —, tem-se Pr{m4|D} = 0.2205, sendo o modelo m;
(modelo que inclui as covaridveis z3 e 24) 0 que apresenta maior probabilidade a posteriori,
Pr{mi1|D} = 0.7724. Ainda para os dados gerados do modelo m,, apenas as covaridveis 3
e x4 tém probabilidades a posteriori de inclusao no modelo elevadas, mais concretamente
Pr{y3|D} = 1 e Pr{y4|D} = 1, sendo a probabilidade a posteriori de inclusao da covaridvel
z1 (que tem o menor dos coeficientes) no modelo bastante pequena, Pr{~y;|D} = 0.2219.

No caso 4, em que existe uma correlacao linear elevada entre duas covaridveis, os
modelos dos quais os dados sao gerados tém, por vezes, probabilidades a posterior: bastante
pequenas. Por exemplo, para os dados gerados de my4 — modelo que inclui as covaridveis
x1, T3 e x4, com uma correlagao linear elevada entre z; e 3 —, tem-se Pr{m4|D} = 0.0306,
sendo o modelo m1; (que inclui as covaridveis x3 e x4) 0 que apresenta probabilidade a
posteriori mais elevada, Pr{m,|D} = 0.8833.

Conforme se ilustra nos casos 3 e 4, a existéncia de covaridveis linearmente
correlacionadas altera os resultados do método GVS. Mas, serd que esta alteracao
significa uma performance inferior deste método de selec¢ao de covaridveis em situagoes
de correlagao? Nao parece ser esse o caso! Se os dados sdo gerados de um modelo em
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que duas das covaridveis sao bastante correlacionadas, nao é de estranhar que o método
GVS atribua probabilidade a posteriori mais elevada ao modelo que inclui apenas uma
dessas covaridveis, pois a presenca de uma delas no modelo torna a inclusao da outra
desnecessaria.

Tabela 4.14: Probabilidades a posteriori dos modelos e probabilidades a posteriori de inclusao
das covaridveis no modelo, para o caso 3.

modelo gerador dos dados
mi mo m3 my ms me mr mg mg mio mi1_ Mmi2  Mmi3 miq mis mie
probabilidades a posteriori dos modelos
mq [0.2022 0.0018 0.0119 0.0014 0.0848 0.0004 0 0 0.001 0.0005 0.0003 0 0 0 0 0
ma 0 0.1899 0 0 0 0.011 0.0015 0  0.0886 0 0 0  0.0004 0.0004 0 0
ma 0 0 0.8209 0O 0  0.0055 0  0.0062 0  0.0357 0  0.0001 0.0003 0 0 0
my | 0.0042 0 0  0.2205 0.0026 0  0.0017 0.0127 0 0  0.0844 0.0003 0  0.0012 0.0004 0
ms | 0.7632 0.0056 0.0479 0.0057 0.8962 0.0008 0.0001 0.0004 0.0068 0.0053 0.0057 0  0.0001 0.0001 0 0
me 0 0 0 0 0 0.7984 0 0 0 0 0  0.0065 0.0378 0 0 0
my 0 0.006 0 0 0  0.0001 0.2112 0  0.0028 0 0 0.0123 0 00857 0  0.0004
mg 0 0  0.0219 0 0  0.0002 0 0.8571 0 0.001 0 0.0069 0 0 0.0347 0.0003
mg 0 0.7579 0 0 0  0.0472 0.0062 0 0.8776 0 0  0.0004 0.0051 0.0066 O 0
mio| 0O 0  0.0878 0 0  0.0002 0  0.0005 0 0.9407 O 0 0.0077 0  0.0064 0.0001
m11| 0.0304 0.0004 0.0015 0.7724 0.0164 0  0.0064 0.0468 0.0002 0.0002 0.9096 0.0008 0  0.0077 0.0054 0.0001
mis| O 0 0 0 0 0.029 0 0 0 0 0  0.838 0.0012 0 0 0.0361
misz| 0 0 0 0 0 0.0941 0 0 0 0 0  0.0007 0.9239 0 0 0.0071
mial 0 0.0384 0 0 0  0.0021 0.7729 0 0.023 0 0  0.0483 0.0003 0.8983 0  0.0056
mis| 0 0  0.0081 0 0  0.0003 0  0.0763 0  0.0166 0  0.0004 0.0002 0  0.9531 0.0087
mig| 0O 0 0 0 0  0.0107 0 0 0 0 0  0.0853 0.023 0 0 0.9416
probabilidades a posteriori de inclusao das covariaveis no modelo

~1 | 0.2064 0.1977 0.8547 0.2219 0.0874 0.8446 0.2144 0.876 0.0924 0.0372 0.0847 0.8641 0.0397 0.0873 0.0351 0.0368
2 | 0.9654 0.9552 0.9685 0.0071 0.981 0.9576 0.0078 0.0071 0.974 0.9822 0.006 0.0077 0.9753 0.0071 0.0064 0.0072
3 1 1 0.0613 1 1 0.0616 1 0.0599 1 0.006 1 0.0621 0.0059 1 0.0058 0.0061
4 1 0.0078 1 1 1 0.0074 0.0082 1 0.008 1 1 0.0085 0.0083 0.009 1 0.0092

Tabela 4.15: Probabilidades a posteriori dos modelos e probabilidades a posteriori de inclusao
das covaridveis no modelo, para o caso 4.

modelo gerador dos dados

m1 ma m3 maq ms me mr ms my m10 mi1 mi2 m13 m14 mis5 mi6
probabilidades a posteriori dos modelos
m1 [0.0292 0.0002 0.0198 0.0001 0.0818 0.0001 0  0.0001 0.0007 0.0016 0.0008 0 0 0 0 0
ma 0 0.0281 0 0 0  0.0187 0.0001 0  0.0802 0 0  0.0001 0.0006 0.0008 0 0
ma | 0.0778 0.0004 0.2946 0.001 0.1594 0.0025 0  0.0017 0.0013 0.0354 0.0011 0 00003 O 0 0
my4 | 0.0009 0  0.0006 0.0306 0.002 0  0.0002 0.0226 0  0.0001 0.0936 0.0001 0  0.0006 0.0009 O
ms| 0.87 0.0072 0.6262 0.0058 0.7071 0.0044 0.0001 0.0049 0.0052 0.0227 0.0046 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0
me 0  0.0674 0 0 0  0.3017 0.0011 0 0.1577 0 0  0.0019 0.0375 0.0011 0 0
me 0 0.001 0 0 0  0.0004 0.0295 0  0.0023 0 0 0.0211 0 00848 0 0.0018
mg | 0.0023 0 0.01 0.0792 0.0061 0.0001 0.0004 0.2956 0.0001 0.001 0.1595 0.003 0  0.0017 0.0344 0.0003
mg 0  0.8673 0 0 0  0.6001 0.0063 0 0.6916 0 0 0.005 0.0245 0.0053 0 0.0001
mig| 0O 0  0.0335 0  0.0241 0.0003 0  0.0005 0.0001 0.9225 0.0006 0 00077 O 0.0063 0.0001
m11| 0.0198 0.0003 0.0125 0.8833 0.0177 0  0.0078 0.6484 0  0.0008 0.7208 0.0051 0  0.0057 0.0222 0.0001
mia| O  0.0025 0 0 0  0.0127 0.0783 0  0.0085 0 0  0.2907 0.0012 0.1617 0 0.0358
mis| 0 0 0 0 0  0.0376 0 0 0.0259 0 0  0.0006 0.9044 0.0005 0 0.007
mis| O  0.0256 0 0 0 0.017 0.8762 0 0.0239 0 0  0.6417 0.0012 0.7163 0 0.024
mis| 0 0  0.0028 0  0.0018 0.0002 0  0.0262 0.0002 0.0159 0.019 0.0002 0.0002 0.0002 0.9361 0.0086
mig| 0O 0 0 0 0 0.0042 0 0  0.0023 0 0  0.0304 0.0223 0.0212 0 0.9222
probabilidades a posteriori de inclusao das covariaveis no modelo

1 | 0.1102 0.0996 0.325 0.1109 0.2493 0.3362 0.1096 0.32 0.2508 0.0381 0.255 0.3169 0.0396 0.2507 0.0353 0.0379
o | 0.977 0.9706 0.9741 0.0069 0.9724 0.9654 0.0076 0.0072 0.9627 0.9822 0.0071 0.0077 0.9751 0.0078 0.0064 0.0072
3 | 0.9199 0.9297 0.6591 0.9198 0.8086 0.6407 0.9202 0.676 0.8039 0.0252 0.8198 0.6732 0.0264 0.8136 0.0232 0.026
~a 1 0.0081 1 1 1 0.0076 0.0085 1 0.0076 1 1 0.0085 0.0083 0.0083 1 0.0091
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No caso 5, em que se considera amostras de dimensao n = 50, o método GVS tem ma
performance, atribuindo probabilidades a posteriori bastante pequenas aos modelos dos
quais os dados sdo gerados. Por exemplo, para os dados gerados de ms — que inclui z,
z9 e x4 — tem-se Pr{mgs|D} = 0.0187, sendo o modelo mis (sé com a constante) o que
apresenta maior probabilidade a posteriori, Pr{mis|D} = 0.7017.

Tabela 4.16: Probabilidades a posteriori dos modelos e probabilidades a posteriori de inclusao
das covariaveis no modelo, para o caso 5.

modelo gerador dos dados

mi m2 m3 m4 ms5 me m7 msg mg mi10 mi11 mi2 mi13 mi4 mis5 mi6
probabilidades a posteriori dos modelos

m1 [0.0088 0.0017 0  0.0019 0.0006 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
mo | 0.003 0.0944 0.0002 0.0004 0.0003 0.0026 0.004 0 0.0035 0 0 0  0.0001 0.0001 0 0
mg | 0.0032 0.0005 0.0187 0.0006 0.0002 0.0021 0  0.0031 0  0.0013 0.0001 0 0 0 0 0
my4 | 0.0147 0.0017 0.0006 0.1105 0.0013 0.0001 0.0032 0.003 0 0  0.0064 0.0001 0 0 0 0
ms | 0.0114 0.0017 0.0003 0.0025 0.0638 0 0.0001 0  0.0033 0.0018 0.0073 0 0 0.0001 0O 0
mg | 0.0024 0.0295 0.005 0.0003 0.0003 0.156 0.001 0.0006 0.0012 0.0007 0  0.0055 0.005 0 0  0.0001
m7 | 0.0645 0.1795 0.0024 0.0401 0.0064 0.0052 0.3216 0.0014 0.0067 0  0.0032 0.008 0 0.0097 0  0.0001
mg| 0.0093 0.001 0.0268 0.0325 0.0009 0.0028 0.001 0.1878 0  0.0022 0.0027 0.0046 0 0 0.0095 O
mg | 0.0271 0.1559 0.001 0.0037 0.0202 0.003 0.0057 0.0002 0.2679 0.0007 0.0016 0.0001 0.0053 0.0091 0.0002 0.0001
m1p| 0.0037 0.0005 0.0202 0.0005 0.017 0.0027 0  0.0032 0.0007 0.1087 0.0017 0.0001 0.0046 0 0.01  0.0002

mq1| 0.0321 0.0029 0.0008 0.1497 0.1008 0.0001 0.0044 0.0041 0.0044 0.0027 0.5413 0.0001 0.0002 0.0082 0.0109 0.0001
mi2| 0.0493 0.0972 0.1149 0.0283 0.0047 0.284 0.0901 0.0641 0.0037 0.0097 0.0017 0.4605 0.0095 0.0032 0.0037 0.0123
my3| 0.0153 0.0441 0.0433 0.0033 0.0136 0.2029 0.0024 0.0053 0.0645 0.0328 0.0025 0.0072 0.3691 0.0026 0.0026 0.0114
mqa| 0.453 0.2594 0.0131 0.3847 0.4177 0.0052 0.4467 0.0085 0.448 0.0099 0.1809 0.008 0.0095 0.788 0.003 0.0136
m1s| 0.0173 0.0039 0.051 0.045 0.046 0.0047 0.0031 0.2008 0.0045 0.1609 0.1304 0.0067 0.0076 0.0037 0.7209 0.0109
mig| 0.2849 0.1261 0.7017 0.196 0.3062 0.3286 0.1167 0.5179 0.1916 0.6686 0.1202 0.4991 0.5891 0.1753 0.2392 0.9512
probabilidades a posterior: de inclusao das covaridveis no modelo

41 | 0.1552 0.4055 0.1686 0.2146 0.0147 0.4528 0.4209 0.26 0.0151 0.0139 0.0141 0.4787 0.0146 0.013 0.0132 0.0125
v | 0.0749 0.3283 0.0887 0.0132 0.116 0.3693 0.0132 0.0124 0.3411 0.146 0.0132 0.0129 0.3841 0.0119 0.0128 0.0118
v3 | 0.6146 0.6972 0.0184 0.6935 0.6111 0.0162 0.7857 0.0172 0.7338 0.0151 0.7407 0.0163 0.0151 0.8152 0.0141 0.0139
4 | 0.1005 0.0139 0.1184 0.3432 0.2306 0.0125 0.0118 0.402 0.0129 0.2776 0.6899 0.0116 0.0124 0.012 0.7513 0.0112

Relativamente ao caso 6, em que se considera amostras de dimensao n = 100, a
performance do método GVS é superior & do caso 5 (n = 50), embora nem sempre o
modelo do qual os dados sao gerados seja o que apresenta probabilidade a posteriori
maxima, como acontece no caso 1 (n = 200).

A comparacao dos resultados obtidos nos casos 1, 5 e 6 evidencia que, tal como
acontece com as medidas de discrepancia, também a performance do método GVS depende
da dimensdao da amostra. Mas, serd que nao depende essencialmente da razao entre a
dimensao da amostra e o niimero de covaridveis, ou da razao entre a dimensao da amostra
e o nimero de modelos a monitorizar?

A repeticdo, num trabalho futuro, deste estudo de simulagdo com trés possiveis
covaridveis e amostras de dimensao 150 e 100, e com duas possiveis covaridveis e amostras
de dimensao 100 e 50, pode acrescentar alguma informacgao adicional sobre os factores que
influenciam a performance do método GVS. Se a performance do GVS com trés covaridveis
e amostras de dimensao 150, e com duas covaridveis e amostras de dimensao 100, for
idéntica & do caso 1, entdo a performance do GVS sera essencialmente influenciada pela
razao entre a dimensdo da amostra e o niimero de covaridveis. Mas, se o desempenho do
GVS com trés covariaveis e amostras de dimensao 100, e com duas covaridveis e amostras
de dimensao 50, for idéntica a do caso 1, entao a performance do GVS sera essencialmente
influenciada pela razao entre a dimensdo da amostra e o niimero de modelos a monitorizar.
Pode também acontecer que nenhuma destas duas situagoes ocorral
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Tabela 4.17: Probabilidades a posteriori dos modelos e probabilidades a posteriori de inclusao
das covaridveis no modelo, para o caso 6.

modelo gerador dos dados
| mi m2 m3 m4 ms5 me m7 msg mg mi10 mi11 mi2 mi3 mi4 mis5 mi6
probabilidades a posterior: dos modelos
m1 [0.6412 0.0382 0.0097 0.0062 0.0114 0.0008 0.0003 0.0002 0.0015 0.0001 0 0 0 0 0 0
mao 0 0.3525 0O 0 0  0.0039 0.0021 0  0.0119 0 0  0.0001 0.0002 0 0 0
m3 0 0 0.5491 0 0 00246 0 0.0045 0 0.0117 0 0 0.0014 O 0 0
my 0 0 0 0.6252 0 0  0.0365 0.0089 0 0  0.0116 0.0007 0  0.0016 0.0001 0
ms | 0.3588 0.0202 0.0061 0.0035 0.9886 0.0005 0.0001 0  0.1254 0.0185 0.0099 0  0.0025 0.0011 0.0002 0.0001
mg 0 0 0 0 0 0.3133 0 0 0 0 0 0.0019 0.0131 0 0 0
my 0 0 0 0 0 0 0.3658 0 0 0 0 0.0033 0 0.0121 0  0.0002
mg 0 0 0 0 0 0 0 0.5382 0 0 0 00247 O 0 00119 0.0013
mg 0 0.5891 0 0 0 0.008 0.0054 0 0.8612 0 0  0.0001 0.0128 0.0068 0  0.0002
mio| O 0 04351 0 0 0.019 0 00044 0 0.9697 0 0.0003 0.0938 0  0.0094 0.0009
mi1| O 0 0 0.3651 0 0 0.019 0.0063 0 0 0.97850.0004 0  0.1077 0.0183 0.0017
mia| O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.322 0 0 0  0.0132
miz| O 0 0 0 0 06209 0 0 0 0 0 0.0055 0.8762 0 0  0.0067
mia| O 0 0 0 0 0 05708 0 0 0 0 0.0078 0 0.8707 0  0.0133
mys| 0O 0 0 0 0 0 0 04375 0 0 0 0.0182 0 0  0.9601 0.0825
mig| O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.6145 0 0 0 0.8799
probabilidades a posteriori de inclusao das covaridveis no modelo

41 | 0.6412 0.3907 0.5588 0.6314 0.0114 0.3426 0.4047 0.5518 0.0134 0.0118 0.0116 0.3532 0.0147 0.0137 0.012 0.0147
Yo 1 1 1 0.0097 1 1 0.0079 0.0091 1 1 0.0099 0.0079 1  0.0079 0.0096 0.0079
V3 1 1 0.0158 1 1 0.0132 1 0.0154 1 0.018 1 0.0129 0.0155 1  0.0186 0.0155
Y4 1 0.0584 1 1 1 0.0449 0.0559 1  0.1269 1 1 0.0443 0.0977 0.1104 1  0.0865

4.3.5 Valores das medidas de seleccao de modelos

A representacao dos valores do DIC obtidos com o ajustamento dos modelos
mi,..., Mg, aos dados gerados de um dos modelos, através de caixas de bigodes em
paralelo, possibilita uma melhor compreensao das variagoes dos valores desta medida de
discrepancia. Considera-se apenas as 1000 amostras geradas de mg (com as covaridveis
x1 € x4) nos seis casos em andlise; as caixas de bigodes em paralelo dos valores do DIC
referentes ao ajustamento de mq, ..., mig sdo apresentadas na figura 4.9. Da andlise desta
figura, destaca-se que:

Caso 1. Os valores do DIC referentes ao ajustamento de m; (com todas as covaridveis),
m3 (que inclui z1, zo e x4) € my (que inclui z1, z3 e z4) sdo idénticos aos do
ajustamento do modelo “correcto”, o que se deve ao facto de todos eles incluirem
as covaridveis 1 e 4. O ajustamento de mg, mi3, mi4 € mig origina valores mais
elevados do DIC; estes modelos sdo 0s que pior ajustam os dados, pois nao incluem
z1 nem z4. Os restantes modelos, que incluem apenas uma das covaridveis z; ou x4,
apresentam valores do DIC inferiores aos dos que nao incluem qualquer delas, mas
superiores aos dos modelos que incluem as duas covariaveis.

Caso 2. As caixas de bigodes referentes ao ajustamento dos modelos que nao incluem a
covariavel x4 destacam-se claramente das restantes caixas de bigodes, pois os valores
do DIC sao muito superiores aos dos restantes modelos ajustados (recorde-se que os
coeficientes das covaridveis z1 e x4 no modelo gerador sdo 1 e 5, respectivamente).
Ao ajustamento de my, mz e my correspondem valores do DIC idénticos aos do
ajustamento do modelo “correcto”. Os valores do DIC dos modelos ajustados que
nao incluem as covaridveis do modelo gerador com coeficientes mais expressivos sao
superiores aos dos outros modelos.
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Figura 4.9: Caixas de bigodes dos valores do DIC, obtidos com os dados gerados do modelo msg,
para os 16 modelos ajustados, nos casos 1 a 6.
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Caso 3. As caixas de bigodes sdo muito idénticas as do caso 1, registando-se apenas uma
ligeira diminui¢ao nos valores do DIC dos modelos ajustados que nio incluem x; mas
que incluem z3. A existéncia de uma correlagao linear moderada entre as covaridveis
1 e 3 nao produz alteracoes significativas nos valores do DIC.

Caso 4. O ajustamento de mq, ms, mg, ms € myi, que incluem x4 e pelo menos uma
das covaridveis x; ou z3, origina valores do DIC idénticos aos do ajustamento do
modelo “correcto”. Os valores do DIC correspondentes ao ajustamento de mi3 e
mig, que nao incluem qualquer das covaridveis z1, T3 e x4, sa0 muito superiores
aos do ajustamento do modelo “correcto”. O ajustamento dos restantes modelos da
origem a valores do DIC superiores aos do modelo “correcto”, mas inferiores aos de
mi3 € Mie-

Caso 5. Com n = 50 é mais dificil a identificacdo do modelo “correcto”, pois as diferencas
entre as caixas de bigodes apresentam-se mais esbatidas.

Caso 6. Sao validos os comentdrios efectuados para o caso 1, embora se deva referir
que, com n = 100, a distingao entre os valores do DIC relativos ao ajustamento de
mq,...,mig nao é tao acentuada como no caso 1 (n = 200), mas é bastante mais
perceptivel que no caso 5 (n = 50).

As representagoes dos valores do BIC e do LLP, através de caixas de bigodes em
paralelo, para os dados gerados do modelo mg nos 6 casos considerados, sao idénticas as
obtidas para o DIC.

A replicacao, neste estudo de simulagao, dos valores do DIC, do BIC e do LLP
possibilita a determinacao das médias e dos desvios padrao destas medidas de discrepéncia,
para cada caso, por modelo gerador e por modelo ajustado. A andlise destas estatisticas
descritivas permite fazer algumas consideragoes sobre o “comportamento” destas medidas
de discrepancia.

Considera-se, em primeiro lugar, o caso 1. As médias e os desvios padrao do DIC, as
médias do BIC e as médias do LLP, referentes ao ajustamento dos modelos my,...,myg
as 1000 amostras de dados gerados de cada um dos possiveis modelos, sao apresentados,
respectivamente, nas tabelas E.22, E.23, E.24 e E.25, do anexo E. Destaca-se que:

e as médias do DIC e do LLP ao longo da diagonal principal (correspondentes ao
ajustamento dos modelos “correctos”) sao muito idénticas — variam entre 936 e
941, no caso do DIC, e entre 932 e 935, no caso do LLP; as médias do BIC ao longo
desta diagonal apresentam uma maior dispersdo — variam entre 939 e 961;

e 0s desvios padrao do DIC sdo muito semelhantes em toda a tabela (variam entre
18.9 e 21.0); para o ntiimero de casas decimais consideradas, os desvios padrao do
BIC e do LLP sao iguais aos registados para o DIC;

e 0s valores mais pequenos das médias destas medidas de discrepancia localizam-se na
parte triangular inferior da matriz de resultados.
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Os valores do DIC nao tém significado intrinseco; apenas as diferencas, entre modelos,
dos valores destas medidas de discrepancia tém significado. Assim, tem mais interesse
os resultados da tabela 4.18, com as diferencas, por modelo gerador e modelo ajustado,
entre as médias do DIC e a menor média do DIC do modelo gerador. Tal como acontece
com o critério de informacao da deviance, também os valores do BIC e do LLP nio tém
significado intrinseco. As diferencgas, por modelo gerador e modelo ajustado, entre as
médias do BIC e a menor média do BIC do modelo gerador, é apresentada na tabela 4.19;
para o LLP as correspondentes diferencas sdo apresentadas na tabela 4.20. Da andlise
destas tabelas salienta-se que:

e no caso do DIC apenas a diagonal principal é constituida por zeros, e os modelos
ajustados que incluem outras covariaveis, além das incluidas no modelo gerador, tém
valores do DIC muito idénticos aos dos modelos “correctos” — diferencas de 1 para
os modelos com mais uma, covaridvel, diferencas de 2 para os modelos com mais duas
covariaveis, e diferencas de 3 para os modelos com mais trés covaridveis;

e 10 caso do BIC também apenas a diagonal principal é constituida por zeros, e os
modelos ajustados que incluem outras covaridveis, além das incluidas no modelo
gerador, apresentam valores do BIC superiores aos dos modelos “correctos” —
diferencas de 5 ou 6 para os modelos com mais uma covariavel, diferencas de 10 ou
11 para os modelos com mais duas covaridveis, e diferencas de 16 para os modelos
com mais trés covariaveis;

e no caso do LLP, tanto a diagonal principal como as células referentes aos modelos
ajustados que incluem outras covaridveis, para além das incluidas no modelo gerador,
sao constituidas por zeros.

Os resultados referentes aos casos 2 a 6 sdo apresentados nas tabelas E.26 a E.41 do
anexo E. Da anilise das tabelas E.26, E.30, E.33, E.36 e E.39, referentes as médias do
DIC dos modelos ajustados nos casos 2 a 6, destaca-se que:

e em qualquer um dos casos, as médias do DIC mantém-se muito semelhantes ao longo
da diagonal principal da matriz de resultados;

e quando diminui a dimensdo das amostras geradas, as médias do DIC referentes ao
ajustamento dos modelos “correctos” também diminuem: nos casos 1 a 4 (n = 200)
situam-se no intervalo [935,941], no caso 6 (n = 100) localizam-se no intervalo
[469,473] e no caso 5 (n = 50) situam-se intervalo [236,239].

A constatacao da relacao existente entre as médias dos valores do DIC dos modelos
“correctos” e a dimensao das amostras ajustadas sugere que uma eventual medida de
adequabilidade do modelo, construida a custa do DIC, tenha em conta que este valor
depende da dimensiao da amostra — dividir o valor do DIC pela dimensdo da amostra
parece ser uma solucao razoavel. Analisando as tabelas do anexo E referentes ao BIC
e LLP, observa-se que uma eventual medida de adequabilidade do modelo construida a
custa destas medidas de discrepancia deve, também, ter em conta a sua dependéncia da
dimensao da amostra.
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Tabela 4.18: Diferencas, por modelo gerador e modelo ajustado para o caso 1, entre as médias
do DIC e a menor média do modelo gerador.

modelo modelo ajustado

gerador || m1 | ma2 M3 M4 Ms | me My Mg Mg Mio Mi1 | Mi2 M1z M4 Mi5 | Mie
my 0 | 22 25 22 30 | 44 36 43 47 50 47 55 64 57 63 73
mo 1 0 28 24 31 | 27 24 46 30 52 48 46 51 48 66 65
ms 1124 0 23 31 |23 37 22 49 30 47 36 48 58 46 57
ma 1|25 27 0 31 | 47 25 26 49 51 30 46 66 49 50 66
ms 1|24 27 24 0O 46 38 46 23 26 23 57 45 36 45 56
me 2 1 1 24 33 0 24 23 32 32 49 23 31 49 48 48
mz 2 1 28 1 32| 2r 0 27 31 52 31 26 51 30 51 50
msg 2 25 1 1 32 24 25 0 50 31 31 24 49 50 30 49
mo 2 1 28 24 1 27 24 46 0 27 23 46 26 23 45 45
mio 2 (25 1 24 1 24 38 23 24 0 23 37 23 37 22 36
mi1 2 (25 28 1 1 47 25 27 24 27 O 47 46 24 26 46
mia 3 2 33 1 1 1 32 32 32 0 31 31 31 30
mi3 3 25 2 1 25 24 1 1 24 23 0 24 23 22
mi4 3 29 2 28 1 28 1 28 1 27 21 O 27 26
mis 3126 2 2 2 25 25 1 25 1 1 24 24 24 O 23
mie 4 3 3 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 0

Tabela 4.19: Diferencas, por modelo gerador e modelo ajustado para o caso 1, entre as médias
do BIC e a menor média do modelo gerador.

modelo modelo ajustado

gerador || mq | ma M3 M4 Ms | me ™7 Mg Mo Mio Mi1 | Mi2 M13 Mi4 M5 | Mie
18 21 18 26 | 36 28 35 39 42 39 43 52 45 51 56

0

6 0 28 24 31 | 23 19 42 26 48 44 37 42 39 57 53
ms 6 | 24 0 23 32 |19 33 18 45 26 43 28 39 50 38 45

5

6

ma 24 26 0 30 | 42 20 21 44 46 25 37 57 40 40 53
ms 24 28 24 O 42 33 41 19 22 19 49 37 28 36 43
me 11 5 & 29 37 0 24 23 32 32 49 19 27 45 44 39
mz 11 5 32 5 37 |27 0 27 31 52 31 22 47 26 47 41
msg 11130 5 5 36 |24 25 0 50 31 31 20 44 45 26 40
mg 10| 5 32 28 5 27 24 46 0 27 23 41 21 18 41 36

mio 10129 5 28 5 24 38 23 24 0 23 33 18 33 18 27
mi1 10129 32 5 5 47 25 27 24 27 O 42 42 19 22 37
mi2 16 | 11 11 11 42 5 5 5 36 36 36 0 31 31 31 26
mi3 16 | 10 10 33 10 5 28 28 5 5 28 23 0 23 22 18
mi4 1611 38 11 11 | 33 6 33 6 33 6 27 28 0 28 22
mis 163 11 11 11 | 30 30 6 30 6 6 25 24 25 O 19
mi6 22 |16 16 16 16 | 11 11 11 11 11 11 6 6 6 6 0
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Tabela 4.20: Diferencas, por modelo gerador e modelo ajustado para o caso 1, entre as médias
do LLP e a menor média do modelo gerador.

modelo modelo ajustado

gerador || m1 | ma2 M3 M4 Ms | me My Mg Mg Mig Mi1 | Mi2 M1z M4 Mi5 | Mie
my 0 | 24 27 24 32 | 46 38 46 50 52 49 58 68 61 67 7
mo 0 0 28 24 31 | 28 24 47 31 52 49 48 52 50 67 68
ms 0|24 0 23 31 | 24 38 23 50 31 48 38 50 60 48 60
my 0 |25 27 0 31 | 47 25 27 50 51 31 48 68 51 51 69
ms 0|24 27 23 O 47 38 46 24 27 23 59 47 38 46 59
me 0 0 0 23 32 0 24 23 32 32 49 24 32 50 49 50
mr 0 0 2r 0 31 |2r 0 27 31 52 31 27 52 31 52 52
ms 024 0 0 31|24 25 0 50 31 31 25 50 51 31 51
mg 0 0 27 24 0 27 24 46 0 27 23 47 27 24 46 47
mio 024 0 23 0 24 39 23 24 0 23 38 24 39 23 39
mi1 0|24 27 0 O 47 25 27 24 27 O 48 47 25 27 48
mi2 0 0 0 0 31 0 0 0 31 31 31 0 31 31 31 31
mis 0 0 23 0 0 24 23 0 0 23 23 0 24 23 23
mia 0 27 0 O 27 0 27 0 27 O 27 21 0 27 27
mis 0 24 0 0 0 24 25 0 24 0 0 25 24 25 O 25
mie 0 0 0 0O 0 0 O 0 0 0O 0 0 0 0

Embora nao sejam apresentadas as tabelas, salienta-se que as variancias do DIC sao
idénticas as do BIC e LLP, nao s6 no caso 1, mas também nos restantes casos estudados.
Isto sugere que, quando se pretende efectuar comparagoes de modelos (e, em particular,
seleccionar covariaveis) no WinBUGS, utilizando o DIC para esse efeito, pode usar-se as
estimativas obtidas para a varidncia do BIC ou do LLP como uma aproximacgao razoavel
da estimativa da variancia do DIC.

Apresenta-se, também, na tabela 4.21, para o caso 5 (n = 50), as diferengas, por
modelo gerador e modelo ajustado, entre as médias do DIC e a menor média do DIC do
modelo gerador. Os quadros correspondentes para o BIC e o LLLP sao apresentados nas
tabelas 4.22 e 4.23, respectivamente.

Analisa-se, em primeiro lugar, a tabela referente ao DIC. Tal como acontece no caso
1 (n = 200), regista-se que a diagonal principal é constituida por zeros, e os modelos
ajustados que incluem outras covaridveis, além das incluidas no modelo gerador, tém
valores do DIC muito idénticos aos dos modelos “correctos” — diferencas de 0, 1 ou 2
para os modelos com mais uma covariavel, diferencas de 2 ou 3 para os modelos com mais
duas covaridveis, e diferencas de 3 para os modelos com mais trés covariiveis. E curioso o
facto das diferencas entre as médias do DIC e a menor média do DIC do modelo gerador
nao serem influenciadas pela dimensao da amostra, quando o modelo ajustado inclui as
covaridveis contidas no modelo gerador; o mesmo acontece no caso do LLP.

No caso do critério de informagao bayesiano estimado ji ndo acontece o mesmo: quando
o modelo ajustado inclui as covaridveis contidas no modelo gerador, as diferencas entre
as médias do BIC e a menor média do BIC do modelo gerador sao influenciadas pela
dimensao da amostra.
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Tabela 4.21: Diferencas, por modelo gerador e modelo ajustado para o caso 5, entre as médias
do DIC e a menor média do modelo gerador.

modelo modelo ajustado

gerador || m1 | ma2 M3 M4 Ms | me My Mg Mg Mio Mi1 | Mi2 M1z M4 Mi5 | Mie
my 0 7 6 3 b 11 7 8 9 11 8 1 14 9 13 14
mo 1 0O 6 4 6 5 3 9 5 12 9 8§ 11 9 14 14
ms 1 7 0 4 6 6 7 3 10 5 9 6 8 10 8 9
ma 1 8 7 0 6 13 8 6 10 12 5 12 15 10 11 14
ms 1 7 7 4 0 12 7 10 6 3 12 11 6 8 11
me 2 1 1 5 8 0 5 4 7 10 4 6 10 9 9
my 3 1 8 2 8 7 0 7 7 14 7 12 6 12 11
ms 2 8 1 1 7 7 8 0 11 6 6 10 10 5 9
mg 2 1 8 6 1 7 5 11 0 7 5 10 6 4 10 9
mio 2 8 0 5 1 7T 8 4 7 0 4 7 7 3 6
mii 2 9 8 1 1 13 8 7 8 70 13 12 8 6 12
mia 3 2 2 2 8 11 1 7 77 0 6 6 6 5
mis 3 2 2 6 2 1 6 5 1 1 5 5 0 5 4 4
mi4 3 2 8 2 2 71 7 1 71 6 6 0 6 5
mis 3 9 2 2 2 8§ 9 1 8 1 1 8§ 7 8 0 7
mie 3 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2 1 1 1 1 0

Tabela 4.22: Diferencas, por modelo gerador e modelo ajustado para o caso 5, entre as médias
do BIC e a menor média do modelo gerador.

modelo modelo ajustado

gerador || mq | ma M3 M4 Ms | me ™7 Mg Mo Mio Mi1 | Mi2 M13 Mi4 M5 | Mie
m1 0 3 2 0 2 5 1 2 3 5 2 2 5 0 4 2
mo 3 0O 6 4 6 0 6 2 8 6 2 4 3 8 5
ms 4 7 0 4 6 4 0 6 2 6 0o 2 4 2 0
my 4 8 7 0 6 0 4 3 7 9 2 6 9 3 5 5
ms 4 7T 7 4 0 9 4 6 3 3 0 6 5 0 2 2
me 8 4 4 8 10 0 5 4 6 6 10 1 3 7 6 3
mr 8 4 11 4 10 7T 0 7 7 13 6 3 9 2 9 5
ms 8 |11 4 4 10 7 8 0 11 6 6 4 7 7T 2 3
mg 8 4 11 8 4 7T 5 11 0 7 4 T 3 1 7 3
mio 8 |12 4 9 14 8 9 5 0 5 5 4 5 1 1
mii 8 | 11 11 4 4 13 8 7 70 10 9 4 3 6
mio 11 8 8 7 14 4 4 4 10 10 10 0 6 6 6 2
mis 12 8 8 12 8 4 9 8 4 4 8 5 0 5 4 1
mis 1] 8 14 8 8 10 4 10 4 10 4 6 6 0 6 2
mis 12116 8 8 8 12 13 12 4 9 8 9 0 5
mie 15 | 11 11 11 11 O G 77 3 3 4 3 0
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Tabela 4.23: Diferencas, por modelo gerador e modelo ajustado para o caso 5, entre as médias
do LLP e a menor média do modelo gerador.

modelo modelo ajustado

gerador ma | m2 M3 M4 Ms | me M7 Mg M9 Mio Mi11 | Mi2 M13 M4 M15 | 16
mi 0 8 7 5 6 13 9 10 11 13 10 14 17 12 16 18
ma 0 0 6 4 6 6 4 10 6 13 10 10 13 11 16 17
ms3 0 7 0 5 6 7 8 4 11 6 10 8§ 10 12 10 12
my 0 8 7 0 7 14 9 7 11 13 6 14 17 12 13 18
ms 0 7 7 4 0 13 8 11 7 7 4 14 13 8 11 14
me 0 0 0 5 7 1 5 5 7 7 10 5 7 11 10 11
mr 0 0 6 0 6 6 0 6 6 13 6 12 6 12 12
ms 0 8 0 0 6 7 8 0 11 6 6 8§ 11 11 6 11
Mg 1 0 7 5 1 7 5 11 O 7 5 1 7 5 11 11
mio 0 7 0 4 0 7 8 4 7 0 4 8 8 4 8
mi1 0 8 7 0 0 13 8 7 8 7 0 14 13 9 7 14
mi2 0 0 0 0 6 0 0 0 6 6 6 0 6 6 6 6
m13 0 0 0 4 0 0 5 4 0 0 4 5 0 5 4 5
mi4 0 0 6 0 0 6 0 6 0 6 0 6 6 0 6 6
mis 0 7 0 0 0 7 8 0 7 0 0 8 7 8 0 8
mie 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Capitulo 5

Validacao de Modelos

5.1 Introducao

Apés a seleccao de um modelo, que se pretende descreva o melhor possivel um
determinado fenémeno aleatério, é necessiario efectuar a validagado do mesmo, isto é,
averiguar se esse modelo é adequado para realizar as inferéncias necessarias de modo
a dar resposta as questoes de interesse. A validacao de modelos ndo tem como objectivo
encontrar uma resposta para a pergunta “Is our model true or false?”. A questao relevante,
para a qual interessa encontrar uma resposta, é “Do the model’s deficiencies have a
noticeable effect on the substantive inferences?” (Gelman et al., 1995, pag. 162). Esta
ideia é também preconizada por Box (1976) ao referir que todos os modelos sao errados
mas alguns sao tteis.

Convém relembrar que a referéncia a modelo inclui a distribui¢ao amostral condicional
ao vector de parametros, a distribuicao a priori do vector de parametros, a estrutura
hierdrquica (caso exista) e, no caso de modelos de regressao, as varidveis explicativas. A
validagao do modelo engloba, portanto, a validagdo de todas estas componentes.

Gelman et al. (1996) referem que na Estatistica Bayesiana a validacdo de modelos
deve contemplar, pelo menos, trés aspectos: (i) examinar a sensibilidade das inferéncias
a alteragoes razoaveis da distribuicao a priori, da verosimilhanca ou de outros aspectos
do modelo; (ii) averiguar se as inferéncias efectuadas sao razoaveis dado o conhecimento
substantivo do problema; (iii) verificar se o modelo ajusta bem os dados. O primeiro
aspecto da validacao de modelos, usualmente designado por andlise de sensibilidade, nao
é contemplado neste trabalho. Alguns aspectos da andlise de sensibilidade podem ser
vistos em Carlin e Louis (2000, sec¢ao 6.1). O segundo aspecto da validagao de modelos
pode ser informalmente verificado através da andlise cuidadosa dos resultados obtidos,
verificando se sao razoaveis, atendendo ao conhecimento substantivo do problema. Este
capitulo debruga-se essencialmente sobre o terceiro aspecto da validagao de modelos, que
tem na literatura Estatistica varios sinénimos, tais como estudo da adequabilidade do
modelo e da bondade de ajustamento do modelo.

7

Embora sejam referidos diversos métodos de estudo da adequabilidade do modelo, é
dado destaque ao método que se baseia na comparacao, através do cdlculo de um p-value,
da amostra observada com amostras simuladas da distribuicao preditiva a posteriori.
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Alguns autores sugerem o uso da distribuigdo preditiva a priori, f(z), na validagao
do modelo. Os valores observados zj, do vector x, para os quais o valor da distribuicao
marginal fx, (z;) é demasiado pequeno, quando comparado com outros valores de fx,(z;),
para i # k, sao “improvaveis”, devendo ser considerados outliers sob a validade do modelo
proposto; se existirem muitas observacoes nestas condicoes, entao o proprio modelo deve
ser considerado inadequado e outros modelos devem ser propostos. O problema desta
abordagem ¢ a dificuldade em definir a partir de que valor fx,(z;) deve ser considerado
pequeno, e que nimero de outliers deve ser considerado demasiado (Carlin e Louis,
2000, seccao 2.4). Este procedimento de validagao da adequabilidade do modelo tem
o inconveniente de nao poder ser usado quando a distribuicao preditiva a priori f(x)
é improépria, o que ocorre frequentemente quando se utilizam distribuicées a priori nao
informativas.

Pelos motivos mencionados, a maior parte dos métodos de validagao da qualidade do
ajustamento de modelos usa a distribuicao preditiva a posteriori. Destaca-se dois processos
de validacao que utilizam esta distribuigao: uma validagdo informal, essencialmente
grafica, e uma validagao formal através da determinacao de medidas de surpresa, também
designadas medidas de diagnéstico ou medidas de adequabilidade do modelo.

Tal como na abordagem cléssica, a validagao informal de modelos pode ser feita através
da andlise grafica dos residuos. Por exemplo, no caso de modelos de regressao linear
normal, um diagrama de dispersao dos residuos bayesianos (r; ou d;) ou dos residuos
bayesianos de eliminagio (r; ou d;) versus os valores preditos das observacdes (7;) pode
permitir, caso seja possivel vislumbrar algum padrao no grafico, a detecgdo de desvios
a suposicdo de homogeneidade da varidncia dos residuos. Estes graficos de residuos
possibilitam também a identificacdo de eventuais outliers. A representacao grafica dos
residuos wersus os nimeros das observacoes é til para detectar situacoes de falta de
independéncia. Um diagrama de dispersao das ordenadas preditivas condicionais versus
os niimeros das observacoes permite a detecgao de possiveis candidatos a outliers, através
da identificacdo das observacoes as quais corresponde um pequeno valor da CPO.

Segundo Bayarri e Berger (1997), a questao essencial da validagdo da qualidade de
ajustamento do modelo pode ser colocada nos seguintes termos: “formulado o modelo
e observados os dados, serdao esses mesmos dados surpreendentes?”. Muitos autores
defendem que a quantificagdo da surpresa nos dados pode, e deve, ser feita & custa de
medidas de surpresa — das quais se destaca os p-values — que quantificam o grau de
incompatibilidade dos dados com o modelo proposto, sem recurso a modelos alternativos.
Uma descricdo pormenorizada de diversas medidas de surpresa pode ser encontrada em
Bayarri e Berger (1997). Nesta trabalho é dado especial destaque ao p-value como medida

de adequabilidade do modelo.

O maior inconveniente na utilizagao do p-value é a interpretacao incorrecta do seu
significado por parte de alguns utilizadores da Estatistica. Interpretar o p-value como
a probabilidade de rejeitar o modelo proposto, quando o modelo proposto é verdadeiro,
ou mesmo como a probabilidade do modelo proposto ser verdadeiro, sao dois erros muito
frequentes; para obviar este problema, Bayarri e Berger (1997) e Sellke et al. (1999)
propoem calibracoes para o p-value.
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5.2 p-values

Considere-se, para X = (Xi,...,Xp), o modelo m : X|0 ~ f(z|f), com 6 €
©. Suponha-se ainda que foi observada a amostra Zops = (Tobs,1,--->Tobsn). Pode
investigar-se a compatibilidade do modelo com x4, recorrendo a uma quantidade de
teste T = £(X) e calculando a medida de surpresa ou adequabilidade do modelo

P(Tobs) = Pr(t(X) > t(zobs)) (5.1)

que se designa p-value. O p-value é a probabilidade de uma dada quantidade de teste T
ser maior ou igual que o seu valor observado, sob a hipétese de validade do modelo m.
A quantidade de teste T deve ser escolhida de modo que valores elevados de T indiquem
uma menor compatibilidade dos dados com o modelo.

Se o modelo estiver completamente especificado, isto é, se 6 for conhecido, o cdlculo
da probabilidade em (5.1) é feito com respeito & densidade de T, fr(¢|#). No entanto,
na maior parte dos casos, o modelo depende de um vector de parametros 6 desconhecido.
Assim, para determinar o p-value, é necessirio “remover” 6; vérias sugestoes tém sido
apresentadas, dando origem a diferentes propostas de p-values.

Do lado frequencista, a solucdo mais usual consiste em substituir os parametros
desconhecidos por estimativas. O p-value por estimativa directa e o p-value por estimativa
directa condicional sao obtidos deste modo (e.g., Bayarri e Berger, 2000).

A abordagem bayesiana a este problema pressupde que se considere um modelo
hierarquico
m: X|6~ f(x]). 6~ h().

onde h(-) é a distribuigdo a priori de 6, que pode ser constituida por vérios niveis de
hierarquia. A solugio tipicamente bayesiana para elimina¢ido de parametros consiste em
integrar no correspondente vector de parametros. Vérias propostas tém sido apresentadas:
o p-value preditivo a priori (Box, 1980), o p-value preditivo a posteriori (Guttman, 1967 e
Rubin, 1984), o p-value de discrepéancia (Gelman et al., 1995, Gelman et al., 1996 ¢ Meng,
1994).

Em Bayarri e Berger (1997, 1999, 2000) é dado destaque a utilizacdo do p-value
como medida de quantificacio da surpresa nos dados, sendo descritos, comparados e
criticados alguns dos p-values mencionados e propostos dois novos p-values: o p-value
preditivo condicional e o p-value preditivo a posteriori parcial. Na maior parte das
situagoes, estes p-values nao sdo possiveis de determinar analiticamente e, além disso,
os métodos de simulacao requeridos para a sua determinagao via métodos MCMC sao
bastante mais complicados que os necessarios para determinar os p-values preditivos a
priori € a posteriori. Por este motivo, esses p-values sao pouco utilizados nas aplicagoes
praticas e, consequentemente, nao sao objecto de estudo neste trabalho.

Uma questao essencial quando se utiliza os p-values na validagao de modelos é a escolha
adequada da quantidade de teste T. Gelman et al. (1995, pdg. 172) defendem que a
escolha de T deve ser feita de acordo com os aspectos do modelo que se pretende validar
e, uma vez que o ajustamento do modelo pode falhar nos mais diversos aspectos, devem
ser utilizadas diversas quantidades de teste de modo a avaliar varias possibilidades de
falta de ajustamento. Além disso, Carlin e Louis (2000, pag. 47) referem que T nao deve
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focalizar-se em aspectos parametrizados pelo modelo, pois estes estdo automaticamente
ajustados na distribuicao a posteriori.

p-value preditivo a prior:

Conforme foi referido, a solugao bayesiana para eliminacdo de 6 consiste em integrar
nesse vector de parametros. A distribuigao preditiva a priori de T, f(t) = [ f(¢|0) h(0) d0,
nao depende de 0 e pode ser usada no calculo do p-value, dando origem ao p-value preditivo
a priori, que se representa por Pprior-

A critica mais usual a este p-value é o facto de depender da distribuicao a priori
h(#). No caso do modelo nao ser validado, fica por esclarecer se esse facto é devido
a inadequabilidade da distribuicao de X, condicional ao vector de parametros 6, ou a
inadequabilidade da distribuicdo a priori de 6. A utilizacdo de distribuicoes a priori
nao informativas nao é solugdo, pois estas sdo tipicamente impréprias, impossibilitando
o calculo do p-value preditivo a priori, tal como acontece no caso do exemplo 5.1.
Outro inconveniente da utilizagao do p-value preditivo a priori é o facto da obtencgao
de estimativas via métodos MCMC nao ser tao facil como no caso do p-value preditivo a
posteriori (seccao B.1 do anexo B).

p-value preditivo a posteriori

Para eliminar o vector de pardametros #, Guttman (1967) e Rubin (1984) sugerem que
o p-value seja calculado com recurso & distribuigao preditiva a posteriori de T', p(t|xops) =
| f(t]0) h(6]zps) d, dando origem ao p-value preditivo a posteriori, que se representa por

DPpost-

A utilizacao do p-value preditivo a posteriori permite que distribuigoes a priori nao
informativas (geralmente impréprias) possam ser usadas, uma vez que a distribuicao a
posteriori é, usualmente, prépria. Como a distribui¢ao preditiva a posteriori p(t|zps) é
mais influenciada por f(¢|6) do que por h(6), este p-value nao é tao sensivel a alteragoes da
distribui¢ao a priori. Outra vantagem deste p-value é a sua facilidade de calculo através
do output do método MCMC (Spiegelhalter et al., seccao 9.4, 1996a). No exemplo 5.1
ilustra-se, com o modelo normal, o modo de obter estimativas do p-value preditivo a
posteriori via métodos MCMC .

Bayarri e Berger (2000) nao recomendam a utilizacao do p-value preditivo a posteriori
devido ao “duplo uso dos dados”. Conforme refere Stern (no comentario aos artigos
de Bayarri e Berger, 2000 e Robins et al., 2000) “It seems as if they are suggesting an
inappropriate use of the data, as occurs, for example, when the same data are used to
identify a prior distribution and then again in the likelihood function”, acrescentando que
os referidos autores “might prefer to use the posterior predictive distribution to calculate
the probability of another event or might prefer to use another distribution in place of the
posterior predictive distribution, but this does not make the posterior predictive approach
imvalid”.

A critica mais frequente a este p-value refere-se, na realidade, ao “duplo uso dos dados”.
Os defensores desta ideia argumentam que nao é apropriado utilizar os mesmos dados na
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determinagao da distribuigao preditiva a posteriori p(t|xops) € no cédlculo da area de cauda
correspondente a t(zqs). No caso da dimensao da amostra ser suficientemente elevada,
Carlin e Louis (2000, pdg. 48) defendem a adopgao de um procedimento do tipo validagio
cruzada, de modo a evitar esta eventual dupla utilizacao dos dados: dividir a amostra x
em duas partes, Tops = (:BS))S, :1353))5), sendo ;vg)s a amostra de ajustamento e :1353))5 a amostra
de validacao. A amostra de ajustamento é usada para determinar a distribuicdo preditiva

(1)

a posteriori, p(t|z,,,) e a amostra de validagao é usada para determinar a drea de cauda

correspondente a t(:z:gi)s) No entanto, este procedimento nem sempre pode ser utilizado,
como acontece no caso de amostras com pequena dimensao. Mas, mesmo que a dimensao
da amostra seja elevada, a questao “como dividir a amostra?” pode inibir a utilizacao
deste procedimento de validacao cruzada.

Duas questoes podem ser colocadas: (i) Existe, na realidade, uma dupla utilizagao
dos dados? (ii) Caso exista, que tipo de impacto tem na estimativa do p-value preditivo
a posteriori? Relativamente & questao (i), tal como refere Stern, a existir uma dupla
utilizacao dos dados, essa situacao nao é comparavel com o que acontece quando os mesmos
dados sao usados para identificar a distribuicdo a priori e na funcao de verosimilhanca.
Estudos de simulagdo podem ajudar a encontrar resposta para a questdo (ii). Sugere-se,
como trabalho futuro, a simulacio de amostras (com dimensao apropriada) de um
determinado modelo. Para cada uma das amostras propoe-se que se determine as
estimativas do p-value preditivo a posteriori do modo usual, e usando o método de
validacao cruzada defendido por Carlin e Louis (2000, pdg. 48). A andlise dos resultados
obtidos pode dar indicagoes importantes sobre a questao (ii).

Exemplo 5.1

Veja-se um exemplo utilizado por Bayarri e Berger (2000) para criticar o p-value
preditivo a posteriori. Considere-se as varidveis aleatérias X;, para ¢ = 1,...,n,
independentes e identicamente distribuidas N(0,0?), com ¢? desconhecido. Assim, a
func¢ao densidade de probabilidade de X = (X1,...,X,,) é

n 1 n
) exp{—ﬁg x?}, zeR", o>0.
i=1

fato®) = (

oV 2w

Como ! z?/n = s? + 72, entao

f(ac|02)=< ! )nexp{—M}, z€ER", 6>0. (5.2)

oV 2 202

Considere-se ainda a distribuicio a priori nio informativa usual para o2, isto é, h(o?) =
1/02. O modelo bayesiano constituido pela distribui¢do de X, condicional a o2, e pela
distribuicdo a priori de o2, representa-se por my.

A quantidade de teste ¢(X) = |Y‘ é escolhida para investigar a compatibilidade de
mpy com o vector de dados x,ps. Assim, conforme apresentado em (5.1), o p-value é dado
por

P(Tobs) = PI‘(‘Y‘ > |Zobs))

pois t(xobs) = |~'Eobs|-
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Para determinar o p-value preditivo a posteriori é necessario calcular a distribui¢ao a
posteriori de 02, h(0?|xps), € a distribuicao preditiva a posteriori p(Z|zeps). Determina-se,

em primeiro lugar,
f(xob3|02) h(UQ)

h(02|Zops) = .
PO F (s |u?) B(u?) du?

Atendendo a (5.2), a distribuicio a posteriori de o? é
1 SobsTTops) | 1
() e {8} 2

+oo 1 (25220 1 3 9
0 (u 277) exp{ s oz du

h(02|$obs) =

(5.3)

e pode multiplicar-se o numerador e o denominador de (5.3) por F(ln) [n(s""ﬁxo"s)} ,
)

obtendo-se
n(s2, 132,012 oy~ (%41 LG
) iy [P ] (o) ) exp { )}
h(U |$obs) too 1 n(s2, . +72,.) 5 9 _(Q_H) n(s2, +z2, ) 2.
7 sy (] o 5 e { )

Como a funcao integranda do integral do denominador é a densidade de probabilidade da
gama invertida de pardmetro de forma n/2 e pardmetro de escala n(s?,, + z2,.)/2, este
integral é unitario e

Sobs

n
[n(sobs +$ob5) j| 2
2

ho? |Zops) = W
2

(02)~(3+1) exp{ M} |

202
donde 02|z ops ~ GI(n/2,n(s%,, +1%,)/2).

A distribuicao preditiva a posteriori de X é

+o00
P(T|Tops) = /O f(ii|(72) h(azlzzrobs) do?

Como as varidveis aleatérias X; sao independentes e identicamente distribuidas N (0, 0?),
parai=1,...,n, logo X ~ N(0,02/n), donde

folet) = Y e {251

27 202

Deste modo, obtém-se

p(fﬂxobs) =

_ \/ﬁ r (nT—H) n(Sst + ‘IZ‘st + 1172) o ( Sobs + xobs) %
V2 F(%) 2 2
2 =2 oy 2L
oo n(st—l—gt-i—x) 2 .
_(ntl + 72 P
X/O [ F(nTl) ] (0_2) ( ) —I—l) exp{— ( Sobs 20(2)b )} d0'2
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Como a fungao integranda do integral da expressé,o anterior é a densidade de probabilidade
da gama invertida de pardmetros (n+1)/2 e n(s?, + 72, + 22)/2, este integral é unitario
e

Sobs obs

n+1

I \/\/;TFF(E) [ (Obs—i-xobs—i-:iQ)]_T [Mr

2 2
_ntl
= F(nTl) obs+xobs+£2] E
1"(%) \/ﬁ sgbs:igbs L obs+$obs
- n+1
(2L —2 T2
e 1+%7"ix ] |

Pode assim concluir-se que a distribuicio preditiva a posteriori de X é a t-Student com n
graus de liberdade, parametro de localizagao nulo e parametro de escala (sgbs =+ :Tcgbs) /n.
Deste modo, obtém-se

vn | X Zobs| N |Top
ppost(ivobs = ‘ | > \/_| s =2|1-7, % s
\/ + £obs \/ + LL‘ \/ Sobs + Tobs

onde T,(-) representa a fun¢iao distribui¢ao da ¢-Student com n graus de liberdade,
parametro de localizagdo 0 e parametro de escala 1.

Um dos problemas deste p-value é o facto de ppost — 2[1 — T (y/n)], uma constante
positiva, & medida que |Zgps|/Sops — 00. Assim, para n fixo, mesmo que exista uma
evidéncia muito forte contra o modelo my, o p-value preditivo a posteriori nao tende para
0, conforme se pode constatar pela observacao da tabela 5.1.

Tabela 5.1: Valores limite do ppest no modelo normal, & medida que |Zops|/Sobs — 0.

n_ 2[1—Ya(v/n)]
4 0.1161
5 0.0756
6 0.0498
7 0.0331
8 0.0222
9 0.0150
10 0.0101
15 0.0015
20 0.0002

Bayarri e Berger (2000) justificam que a inadequabilidade de p,os; pode ser devida
a dupla utilizacao dos dados, em particular pelo facto de Z,,s estar envolvido quer na
determinacao da distribuicao a posteriori quer no cilculo da area de cauda.
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Para concretizar a ilustracao do cdlculo do p-value preditivo a posteriori simula-se
amostras z1,...,x7, de dimensao n = 20, constituidas por observacoes independentes e
identicamente distribuidas N(0, 1), N(0.3,1), N(0.5,1), N(1,1), N(2,1), N(0,4) e t10(0,1),
respectivamente. Sob a validade do modelo mpy, e com base em cada uma destas amostras,
calcula-se os p-values preditivos a posteriori. Os resultados obtidos sdo apresentados na
tabela 5.2.

Tabela 5.2: Célculo dos p-values preditivos a posteriori no modelo normal, para amostras geradas
de varias distribuicgoes.

Distribuicio  N(0,1) N(0.3,1) N(0.5,1) N(1,1)  N(2,1) N(0,4) ¢10(0,1)

Amostra 1 T2 T3 T4 Ts5 Te 7
0.890 0.476 0.675 1.671 2.370  —0.150 —4.651

—0.509 0.535 2.085 2.595 3.494 1.356 —0.777

—1.386 —0.516 0.376 1.659 2.106 —4.167 2.509

1.128 0.740 0.800 —0.341 3.247 0.858 2.099

0.760 —1.204 0.156  —0.069 2.492 2.160 —1.569

—1.257 2.760 —0.042 0.991 1.201  —1.900 —0.355

—0.103 —0.142 —0.838 0.934 2.244 5.503 —0.550

1.682 2.206 —0.392 0.803 1.803 —2.048 —0.062

0.229 0.267 —0.039 2.328 0.243 1.542 0.959

—0.041 0.045 1.333 1.860 2.418 0.096 —0.493
Observagoes 0.689 —0.273 —0.046 0.744 2.278 —0.747 0.095
1.326 0.256 0.801 0.599 2.158 —0.164 1.888

0.114 —0.441 0.212 1.007 2.595 —1.483 0.286

—0.791 —0.710 1.477 1.740 1.203 —2.564 0.185

2.124 1.133 0.919 —1.123 1.573 1.660 —0.030

0.776 1.755 0.098 1.602 0.541 —0.952 2.799

—0.761 —0.281 2.669 1.721 1.174 2.722 0.508

0.528 1.801 —0.387 0.052 1.992 —0.094 0.729

0.153 0.802 0.696 1.080 0.989 1.397 —0.707

0.278 1.228 0.656 1.085 1.590 —0.864 1.327

Tobs 0.291 0.522 0.560 1.047 1.886 0.108 0.210
824 0.827 1.029 0.694 0.797 0.659 4.400 2.535
Ppost 0.188 0.054 0.021 0.003 5.47E-04 0.821 0.566

Como seria de esperar, os p-values obtidos para as amostras z; e zg sao elevados, nao
havendo motivo para suspeitar da adequabilidade do modelo my. No caso da amostra x-
o p-value estd proximo de 0.05, pondo em divida a validade do modelo m . Por sua vez,
os p-values obtidos para as amostras x3, T4 € x5 estao mais préximos de zero, sugerindo
que o modelo proposto nao é adequado. A amostra x7 origina um p-value elevado, nao
sugerindo a rejeicdo do modelo proposto; este facto nao é de estranhar uma vez que a
distribuicao ¢19(0, 1) é muito semelhante & distribuigdo N(0, 1), com diferencas apenas nas
caudas, que a quantidade de teste t(X) = |7‘ nao permite detectar. [
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5.3 p-value preditivo a posteriori

Apenas em casos simples, como o do exemplo 5.1, é possivel determinar analiticamente
o p-value preditivo a posteriori. Na maior parte das situagoes a solucao mais adequada,
para validar o ajustamento do modelo aos dados, consiste em estimar p,,s, simulando
amostras da distribuicao preditiva a posteriori e comparando, a custa de uma quantidade
de teste ¢(X), as amostras obtidas com a amostra observada.

Seja X" um vector independente e identicamente distribuido com X (isto é, uma
réplica de X) e

p(2"P|Tops) = / F(z"P|0) h(0|xops) dO , (5.4)
e
a correspondente distribuigdo preditiva a posteriori. O vector 2" = (x]?, 25 ... z,7),

obtido precisamente nas mesmas condicoes de x5, constitui uma réplica de z,. O
vector de dados replicados pode ser entendido como um vector de dados que poderia ter
sido observado ou, numa perspectiva preditiva, que podera ser futuramente observado se
a experiéncia que originou a amostra x5 for repetida no futuro em condic¢oes idénticas.

A falta de ajustamento do modelo aos dados pode ser avaliada comparando, & custa
da quantidade de teste T' = #(X), a amostra observada com as amostras simuladas da
distribuicao preditiva a posteriori, através do calculo do p-value

ppost(wobS) = Prp(IT6p|IObS)[t(Xrep) > t(Zobs)] »

onde o expoente p(z"P|zys) na probabilidade indica que esta é calculada com respeito &
distribui¢ao preditiva a posteriori de X"P dado .. Deste modo,

ppost(iobs) = /IA(5UTep) p(xreplxobs) dxrep’
sendo A = {z"P : t(z"P) > t(zeps)} € 14 a funcao indicatriz do conjunto A, isto é,

1 se z"P € A
I4(z"P) =
0 se z"P ¢ A

Atendendo a (5.4) obtém-se
Prost(Tons) = / / La(27P) F(27P|0) h(6]ope) d6 dz™ " |

Para estimar o p-value preditivo a posteriori procede-se do seguinte modo. Simula-se J
vectores da distribuicio a posteriori de 6 e, para cada um dos 07?7 (j = 1,...,.J) simula-se
uma amostra z""7 da distribuicio f(z]0"?). Obtém-se, deste modo, .J amostras da
distribuicio preditiva a posteriori de X"°P e calcula-se t(z"°P). Os valores de t(z"°P*/) sio
comparados com o valor de t(z.ps), permitindo estimar o p-value preditivo a posteriori
como sendo a proporcio das J iteracoes para as quais ¢(z"P/) é maior ou igual a t(zgps),

J
. 1 ;
ppost($obs) = j Z IA(IUrep’]) .
Jj=1
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Pode representar-se graficamente, através de um histograma, os valores simulados de
t(z"°P7) e localizar o valor de t(zyps) nesse grifico; deste modo tem-se uma perspectiva
grafica da estimativa do p-value preditivo a posteriori.

Exemplo 5.1 (continuacao)

A obtencao, por simulacao, de estimativas do p-value preditivo a posteriori, para cada
uma das amostras z; a z7 da tabela 5.2, é uma tarefa bastante simples. O cddigo do
WinBUGS para determinar ppost €

model
{
for (i in 1:20) {
X[1i]~dnorm (0, tau)
}
tau~dgamma (0.0001,0.0001)
sigma<-1/sqrt (tau)
for (1 in 1:20) {
X.rep[i]~dnorm(0, tau)
}
T<-abs (mean (X[]))
T.rep<-abs (mean(X.repl[]))
p<-step (T.rep-T)

Para estimar o valor do p-value preditivo a posteriori referente & amostra x; os valores
de input sao dados pela instrucao list(X=c(0.890,-0.509,...,0.278)). A estimativa do ppest
obtém-se por monitorizacao de p. Repete-se este procedimento para as outras amostras.
Os resultados obtidos sdo apresentados na tabela 5.3. As estimativas obtidas por simulacao
sao muito idénticas as obtidas analiticamente (ver tabela 5.2).

A distribuicao preditiva a posteriori de t(X"P) pode ser aproximada pelo histograma
dos 10000 valores simulados de ¢(X"“P), permitindo a comparagao do valor observado
da quantidade de teste com a referida distribuigao. Na figura 5.1 representa-se, para as
amostras x1, 5 e x7, o valor t(z.s), que é comparado com a estimativa da distribui¢ao
preditiva a posteriori de t(X"P).

amostra x2 amostra x5 amostra x7
25007 t(z5) £ 0.522 2500 t(z5) = 1.886 2500 4 (47) = 0.210
2000 [7] 2000 [ Ppost = 0.0004 2000 | |
1500 1500 1500
Ppost = 0.052 Ppost = 0.5647

1000 1000 1000
500 500 500

0 T T 1 T 1 0 T T T T 0 T T T

0.0 02 04 06 08 10 12 14 00 05 10 15 20 25 0.0 05 1.0 1.5 20

Figura 5.1: Valor observado de ¢(X) (linha vertical), comparado com os 10000 valores simulados
da distribuicdo preditiva a posteriori de t(X"°P), para as amostras xs, Ts € X7.
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Tabela 5.3: Outputs do WinBUGS com as estimativas dos p-values preditivos a posteriori para
amostras geradas de varias distribuigoes.

amostra x1

node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
Trep 0.1768 0.1378  0.001456  0.006275 0.1468 0.5182 1001 10000
p 0.1885 0.3911 0.003614 0 0 1 1001 10000
amostra x2

node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
T.rep 0.2112 0.1646 0.001739 0.007496  0.1753 0.619 1001 10000
p 0.052 0.222 0.002454 0 0 1 1001 10000
amostra x3

node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
T.rep 0.1858 0.1449 0.001531 0.006596  0.1543 0.5447 1001 10000
p 0.0208 0.1427 0.001509 0 0 0 1001 10000
amostra x4

node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
T.rep 0.2547 0.1986 0.002098 0.009041  0.2115 0.7466 1001 10000
p 0.0022 0.04685  4.40E-04 0 0 0 1001 10000
amostra x5

node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
T.rep 0.38 0.2963 0.00313 0.01349 0.3155 1.114 1001 10000
p 4.00E-04  0.02 1.97E-04 0 0 0 1001 10000
amostra x6

node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
T.rep 0.3888 0.3031 0.003203 0.0138 0.3228 1.14 1001 10000
p 0.82 0.3842 0.004008 0.00E+00 1 1 1001 10000
amostra x7

node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
Torep  0.2972 0.2317 0.002448 0.01055 0.2468 0.8713 1001 10000
P 0.5647 0.4958 0.005262 0 1 1 1001 10000

5.3.1 p-value de discrepéancia

Gelman (1995, 1996) e Meng (1994) defendem a generalizagao do p-value preditivo a
posteriori, que consiste em considerar que a quantidade de teste T' depende nao s6 de X,
mas também do vector de parametros do modelo, isto é, T = t(X, 0).

Esta generalizacao do p-value preditivo a posteriori, que Robins et al. (2000) designam
p-value de discrepancia e representam por pgs, € definida como a probabilidade de
t(X"P 0) ser tao ou mais extremo que t(Zops, 0),

Pais(@ons) = PP IH(XTP,0) > t(aops, 0)],

onde o expoente p(z"P, 0|-) indica que a probabilidade é obtida com respeito & distribuigao
conjunta a posteriori de X"P e 0,

(2", 0|z ops) = f (2P| Tops, 0) h(0|Tops) -
Como X" ¢ independente de X, logo f(z"P|zps,0) = f(2"P|6) e
Pdis(Tobs) = // Ip(z"?,0) f(z"P]0) h(0|zops) dO dz"™P

sendo B = {(z"P,0) : t(x"P,0) > t(zeps,0)} € Ip a fungao indicatriz do conjunto B.

A distribui¢ao preditiva a posteriori apresentada em (5.4) nao é mais do que a
distribuicao marginal de X, em relacao a distribuicao p(z", 0|z ).
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Sob a validade do modelo proposto, o valor ideal para o p-value de discrepancia é 0.5;
se o valor observado do p-value de discrepancia estiver préximo deste valor o modelo é
validado. Um modelo é suspeito, ndo devendo portanto ser validado, se o valor observado
deste p-value estiver proximo de 0 ou 1. Sobre este assunto, Gelman et al. (1995,
pag. 173) salientam “Magjor failures of the model, typically corresponding to extreme
tail-area probabilities (less than 0.01 or more than 0.99) ...” e, mais adiante, sugerem
que o intervalo 0.05 e 0.95 pode ser considerado um intervalo razoavel para o p-value de
discrepancia.

Na maior parte das aplicagbes nao é possivel obter analiticamente o p-value de
discrepancia. A solucdo mais simples consiste em estimda-lo, por simulacdo, através
do procedimento que a seguir se apresenta. Simula-se J vectores da distribuicdo a
posteriori de 6 e, para cada um dos 6774 (j = 1,...,J) simula-se um amostra z"°
da distribuicdo f(z|67"7). Obtém-se, deste modo, J amostras da distribuicio a posteriori
conjunta, p(z"?, 0|z gy, ), calcula-se t(xops, 07P7) e t(x"PI, 07¢PJ), e estima-se o p-value de
discrepancia como sendo a proporcio dos J pares para os quais (2", §7¢P) é maior ou
igual a t(zgps, 07°P7). Bste procedimento é esquematicamente representado na figura 5.2 e
resumido através do algoritmo 5.1.

O diagrama de dispersio de t(x"®PJ,07PI) wersus t(zops, 07P) permite ter uma
perspectiva grafica da adequabilidade do modelo; se 0 modelo for adequado, a distribuicao
dos pontos acima e abaixo da bissectriz do primeiro quadrante deve ser idéntica.

Algoritmo 5.1
1. Simula-se J valores, {§7¢P:L greps2 . grePT} da distribuicio h(0|zeps)-
2. Para cada 677, com j € {1,2,...,J},

(a) simula-se uma amostra 2"/ da distribuicio f(z|07°P);

(b) calcula-se t(zops, 07P7) e t(x™PI, GrePT),

3. Determina-se uma estimativa do p-value de discrepéncia:

J
R 1 ] '
pdz’s(xobs) = j E IB(:L»TeP,],erep,])'
j=1

A escolha da quantidade de teste deve ser feita de modo a quantificar os desvios dos
dados em relacao ao modelo nos aspectos mais relevantes, tendo em vista o uso final do
modelo. Pode, no entanto, referir-se que a quantidade de teste

& (X — E[X16))?
(X, 0) —; Var[Xg|0]

é muito utilizada para uma validacao global do ajustamento. A solu¢ao mais correcta
consiste em estimar pg;s com diferentes quantidades de teste, de modo a avaliar vérias
possibilidades de falta de ajustamento.
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flalprer)

grep,l el t(zrert, grerl)
T 9rep,2

h(9|517obs) greps2 I | ) ZTeps2 ,5(331"617727 grep,2)
,J

gren.J f(.’l?lerep ) Lrepd t(xrep,J’ erep,J)

Figura 5.2: Esquema da simulagao dos valores da distribuicdo preditiva a posteriori de t(X "¢, 0).

5.4 Aplicacoes

Exemplifica-se alguns dos métodos de validagao informal e de validagdo formal de
modelos, recorrendo ao exemplo 2.2 relativo ao ajustamento dos modelos beta/binomial
negativo e gama/Poisson a dados de contagem e aos exemplos de regressao linear normal
e de regressdo gama, apresentados nas secgoes 3.5 e 3.6, respectivamente.

5.4.1 Modelos beta/binomial negativo e gama/Poisson — dados de
contagem

Utiliza-se os modelos beta/binomial negativo (m;) e gama/Poisson (ms) ajustados
as amostras z, e x, (exemplo 2.2 da sec¢ao 2.5.3) para exemplificar alguns aspectos da
validacao de modelos. Refira-se, novamente, que z, e z, sdo duas amostras de dimensao 20,
constituidas por observacoes independentes e identicamente distribuidas BiNeg(2,0.399)
e BiNeg(2,0.839), respectivamente.

A representacao grafica das ordenadas preditivas condicionais possibilita a identificagao
de observacoes mal ajustadas pelo modelo. Nao é necessario recorrer aos métodos de
simulacao de Monte Carlo para determinar as CPO, pois as distribui¢goes marginais dos
modelos beta/binomial negativo e gama/Poisson sao ficeis de obter analiticamente (ver
secgoes 2.5.1 e 2.5.2, respectivamente). Assim, para cada uma das amostras e para cada
um dos modelos, determina-se as distribui¢gbes marginais f(z) e f(z(_;), obtendo-se
CPO(z;) = f(z)/f(x(—;), com i = 1,...,20. O programa em Fortran CPO_bbn_gp,
apresentado no ficheiro com o mesmo nome no CD anexo a este documento, permite
determinar as CPO dos modelos my e mo, cujos valores sao apresentados na tabela 5.4.

Na figura 5.3 representa-se graficamente, para cada uma das amostras, as ordenadas
preditivas condicionais versus os niimeros das observacoes, para os modelos m; e mo. Na
amostra z, parece existir uma observacao (z,6 = 17) mal ajustada quer pelo modelo
beta/binomial negativo quer pelo modelo gama/Poisson. Na amostra z,, e para qualquer
um dos modelos, ndo parece existir qualquer observacdo que possa ser candidata a
observacao mal ajustada.
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Tabela 5.4: Ordenadas preditivas condicionais das amostras x,, e z,, para os modelos m; e ms.

niimero da amostra x., amostra x,
observagao | dados CPO,,; CPO,,, | dados CPO,,, CPOp,
1 2 0.148 0.141 0 0.580 0.591
2 1 0.148 0.069 0 0.580 0.591
3 2 0.148 0.141 0 0.580 0.591
4 3 0.130 0.191 0 0.580 0.591
5 2 0.148 0.141 0 0.580 0.591
6 17 0.001 2.4E-07 1 0.263 0.288
7 1 0.148 0.069 1 0.263 0.288
8 1 0.148 0.069 1 0.263 0.288
9 4 0.107 0.190 0 0.580 0.591
10 6 0.064 0.097 0 0.580 0.591
11 4 0.107 0.190 1 0.263 0.288
12 2 0.148 0.141 1 0.263 0.288
13 6 0.064 0.097 0 0.580 0.591
14 6 0.064 0.097 0 0.580 0.591
15 5 0.084 0.150 2 0.083 0.063
16 2 0.148 0.141 1 0.263 0.288
17 1 0.148 0.069 0 0.580 0.591
18 6 0.064 0.097 1 0.263 0.288
19 0 0.111 0.017 0 0.580 0.591
20 9 0.025 0.010 1 0.263 0.288
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Figura 5.3: Ordenadas preditivas condicionais (ordenadas) wersus niumeros das observagoes
(abcissas), obtidas com as amostras ,, € x,, para os modelos m; e mso.
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A validacao formal dos modelos é efectuada através do cdlculo de uma estimativa do
p-value de discrepancia, em que se utiliza a quantidade de teste

2 (X, — E[X;]6])2
T=4X.0) = 2_; ( Var[)[mel]])

No caso do modelo my, tem-se 8 = 6, e no caso de mo, tem-se § = 0. Para o efeito,
implementa-se em Fortran o algoritmo 5.1, cujo programa denominado pvalue_dis_bbn_gp é
apresentado no ficheiro com o mesmo nome no CD anexo a este documento. Executa-se o
referido programa considerando J = 10000 amostras replicadas. Na figura 5.4 e na tabela
5.5 apresenta-se um resumo dos resultados obtidos.

No caso da amostra x,, apenas m; (modelo do qual os dados sao gerados) é validado
pois Pyis(zy) = 0.2572, enquanto para mgo se obteve pgs(x,) = 0.0001. No caso da
amostra x,,, ambos os modelos sao validados, pois obtém-se para my e mo, respectivamente,
Pais(Ty) = 0.8306 € Pyis(x,) = 0.6509. O facto da estimativa do p-value de discrepancia
sugerir que, no caso da amostra x,, tanto m; como my providenciam um ajustamento

adequado dos dados, nao é de estranhar uma vez que a distribuicao BiNeg(2,0.839) é
préxima da Poisson.

Na figura 5.4 ilustra-se, para as amostras x,, e ,, 0 modo como se obtém as estimativas
do p-value de discrepancia referentes ao ajustamento de m; e mo. Estas estimativas sao
dadas pela propor¢ao de pontos que caem acima da bissectriz do primeiro quadrante.
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Figura 5.4:
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0, obtidas com as amostras x, € T,, para os modelos mq e ms.

T
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Diagramas de dispersdo de t(z"°P7,07¢PJ) (ordenadas) wversus t(x,ps,07P)
(abcissas), baseados em 10000 amostras simuladas da distribuicdo a posteriori conjunta de X"¢P e
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Tabela 5.5: Estimativas dos p-values de discrepéancia, obtidas com as amostras z, e x,, para os
modelos mq e mo.

amostra T Lo

modelo ma ma ma ma

méd. d.p. méd. d.p. | méd. d.p. méd. d.p.
t(wops,07°P7) | 26.99  9.14 | 72.86 850 | 10.79  4.10 | 16.23 6.41
t(x™P7 97ePJ) | 20.01 10.16 | 20.03 6.74 | 20.07 11.36 | 19.98 9.13

Pdis 0.2572 0.0001 0.8306 0.6509
5.4.2 Regressao linear normal — dados da massa gorda
Os modelos de regressao linear normal para os dados da massa gorda, mq,...,ms,

descritos na secgao 3.5.5, sao também objecto de validagao. Para nao alongar demasiado
esta sec¢do, apresenta-se apenas os graficos referentes a validagdo dos modelos my, mg3 e
my. Dos cinco modelos finais obtidos, m; ¢ o que apresenta o menor valor do DIC, LLP e
—SInCPO, m3 é o que tem o menor valor do BIC e m4 é o modelo ao qual o método GVS
atribui a maior probabilidade a posteriori. Os gréaficos referentes a validagdo dos modelos
my € ms sao semelhantes aos obtidos para os modelos m; e my, respectivamente.

Na figura 5.5 representa-se graficamente os logaritmos das ordenadas preditivas
condicionais versus os nimeros das observagoes. O valor do logaritmo de CPO,,,(y39)
é bastante pequeno, indicando que a observacao y3g9 se encontra mal ajustada pelo modelo
my4. Em relacdo aos modelos mq e mg parece nao se destacar, de modo tao evidente,
qualquer observacao tendo um valor demasiado pequeno do logaritmo da ordenada
preditiva condicional, e que possa ser considerada candidata a outlier.

Atendendo aos histogramas dos residuos bayesianos, apresentados na figura 5.6, nao
existe motivo para suspeitar da suposicao de normalidade dos residuos dos modelos my,
ms3 € Mmy.

mi1 ms3 ma
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Figura 5.5: Logaritmos das ordenadas preditivas condicionais (ordenadas) versus nimeros das
observagoes (abcissas), para os modelos my, ms e my do exemplo da massa gorda.
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Os graficos dos residuos bayesianos padronizados wersus os valores preditos das
observacoes sao apresentados na figura 5.7. Os padroes de residuos destes trés gréaficos
sao muito idénticos, nao evidenciando qualquer desvio & suposicao de homogeneidade de
variancias dos residuos. Embora se opte por nao os apresentar, foram também efectuados
os graficos dos residuos bayesianos padronizados versus os nimeros das observagoes, nao
havendo evidéncia para suspeitar da suposicao de independéncia dos residuos.
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Figura 5.6: Histogramas dos residuos bayesianos, para os modelos my, ms e m4 do exemplo da
massa gorda, com sobreposicdo da densidade normal ajustada.
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Figura 5.7: Residuos bayesianos padronizados (ordenadas) versus valores preditos das observagoes
(abcissas), para os modelos my, mg e my do exemplo da massa gorda.

A validagao global do modelo pode ser feita & custa do p-value de discrepancia. A
discrepancia entre a amostra observada e as amostras simuladas da distribuicao preditiva
a posteriori é quantificada a custa de trés quantidades de teste. Spiegelhalter et al. (1996a,
pag. 44) sugerem que se utilize uma medida de assimetria (73) e uma medida de curtose
(T4), definidas por

251 3 251 4
1 Y; — E[Y;|6] 1 Y; — E[Y;|0]
T; =t3(Y,0) = L e Ty=1t4(Y,0)= —_—_ ,
51 2 \ Wl 51 2\ arvi)

para testar a existéncia de afastamentos significativos dos valores de assimetria e curtose
esperados sob a validade de normalidade dos residuos. Utiliza-se também a quantidade de

teste
251

Ts = t6(Y,0) = Z|Y E[Y;|0]]
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na validagdo da adequabilidade global destes modelos de regressao linear. As quantidades
de teste 3221 (V; — E[Y;]6))% e 3222 (V; — E[Y;]6])* /V ar[Y;|6] ndo devem ser usadas, pois
reflectem aspectos parametrizados pelo modelo.

Veja-se como é estimado o p-value de discrepancia obtido com T3. Para cada iteragao,
o valor da quantidade de teste T3 calculado & custa da amostra replicada é comparado
com o valor de T3 calculado & custa da amostra observada. A proporcao de iteracoes para
as quais o valor de t3(z"¢PJ, 7P} é maior ou igual ao valor t3(x.ps, 07P7) constitui uma
estimativa do p-value de discrepancia para a quantidade de teste T3.

Quando se utiliza as quantidades de teste Ty e Ty para obter estimativas de pgs
procede-se de modo analogo.

Por exemplo, no caso do modelo my, para determinar as estimativas do p-value de
discrepancia obtidas com as quantidades de teste T3, Ty e Ty é necessario acrescentar

for (1 in 1:N){
Y.rep[i]~dnorm(mu([i], tau)
resid.rep[i]<-Y.rep[i]l-mu[i]
sresid.rep[i]<-resid.rep[i]*sqgrt (tau)
m3[i]<-pow(sresid[i], 3)
m4 [i]<-pow (sresid[i], 4)
m3.rep[i]<-pow(sresid.rep[il], 3)
m4.rep[i]<-pow(sresid.rep[i],4)
resid.abs[i]<-abs (resid[i])
resid.abs.rep[i]<-abs(resid.rep[i])

}

T3.obs<-sum(m3[]) /N
T3.rep<-sum(m3.rep[]) /N
p.T3<-step (T3.rep-T3.0bs)
T4.obs<-sum(m4[]) /N
T4.rep<-sum(md.rep[]) /N
p.T4<-step(T4.rep-T4.o0bs)
T6.obs<-sum(resid.abs[])
T6.rep<-sum(resid.abs.rep[])
p.T6<-step (T6.rep-T6.0bs)

ao codigo do WinBUGS apresentado na péagina 189, e monitorizar p.T3, p.T4 e p.T6. Na
tabela 5.6 resume-se as estimativas dos p-values, para os modelos m; a ms, obtidas com
as referidas quantidades de teste. Os outputs do WinBUGS com as estimativas de T3, Ty
e Tg, obtidas com a amostra observada e as amostras replicadas, para os modelos m;, ms
e my, e as respectivas estimativas do p-value de discrepancia, sao apresentadas na tabela
5.7.

Tabela 5.6: Estimativas dos p-values de discrepancia, obtidas com as quantidades de teste T3, Ty
e Tg, para os modelos de regressao linear m; a ms, do exemplo da massa gorda.

modelos T3 Ta Te
my 0.4480 0.7095 0.3710
ma 0.4739  0.7177  0.3696
ms 0.5375  0.7535  0.3268
ma 0.5730 0.7198 0.3761
ms 0.5920 0.6952  0.3423
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As estimativas dos p-values de discrepancia, obtidas com qualquer uma das quantidades
de teste, nao permitem que se suspeite da validade de qualquer um dos modelos.

Ilustra-se, na figura 5.8, com o modelo m, a determinacao de estimativas do p-value de
discrepancia para as trés quantidades de teste consideradas. Estas estimativas sao dadas
pela proporcao de pontos que caem acima da bissectriz do primeiro quadrante.

Tabela 5.7: Qutputs do WinBUGS com as estimativas dos p-values de discrepancia obtidas com
as quantidades de teste T3, Ty e Ty, para os modelos my, m3 e my, do exemplo da massa gorda.

modelo m1
node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
T3.0bs 0.03907 0.1989 0.002106 -0.3484 0.03666 0.4281 1001 10000
T3.rep -0.003292 0.2431 0.002241 -0.4818 -0.002831 0.4789 1001 10000
p.T3 0.448 0.4973 0.005678 0 0 1 1001 10000
T4.0bs 2.576 0.468 0.004894 1.765 2.538 3.604 1001 10000
T4.rep 3.006 0.6216 0.006139 1.981 2.94 4.384 1001 10000
p.T4 0.7095 0.454 0.004617 0 1 1 1001 10000
T6.0bs 812.4 8.355 0.087 799.7 811.2 831.7 1001 10000
Té.rep  796.9 52.29 0.5685 698.8 795.4 905 1001 10000
p.T6 0.371 0.4831 0.004825 0 0 1 1001 10000
modelo m3
node  mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
T3.0bs -0.02863  0.1922 0.001777 -0.4028 -0.0306 0.352 1001 10000
T3.rep -0.002876 0.2454 0.002462 -0.4869 -0.00341  0.476 1001 10000
p.T3 0.5375 0.4986 0.004496 0 1 1 1001 10000
T4.0bs 2.482 0.444 0.005155 1.7 2.449 3.437 1001 10000
T4.rep 3.003 0.6214 0.006531 1.959 2.948 4.387 1001 10000
p.T4 0.7535 0.431 0.004324 0 1 1 1001 10000
T6.0bs 830.1 7.288 0.0784 818.6 829.2 846.8 1001 10000
T6.rep 807.7 52.89 0.5981 709.8 805.7 916.8 1001 10000
p.T6 0.3268 0.469 0.004344 0 0 1 1001 10000
modelo m4
node  mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
T3.0bs -0.0564 0.1919 0.00181 -0.4275 -0.05732  0.3264 1001 10000
T3.rep -0.00347  0.2456 0.002106 -0.4911 -0.002264 0.4786 1001 10000
p.T3 0.573 0.4946 0.004653 0 1 1 1001 10000
T4.0bs 2.539 0.467 0.004739 1.736 2.503 3.565 1001 10000
T4rep 3.002 0.6258 0.006573 1.97 2.929 4.409 1001 10000
p.T4 0.7198 0.4491 0.004528 0 1 1 1001 10000
T6.0bs 843.1 7.038 0.0641 834 841.6 860.3 1001 10000
Té.rep 827.1 54.4 0.6134 726.6 825.1 938.6 1001 10000
p.T6 0.3761 0.4844 0.004832 0 0 1 1001 10000
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Figura 5.8: Valores simulados (ordenadas) das quantidades de teste versus valores observados
(abcissas), para o modelo m; do exemplo da massa gorda.
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5.4.3 Regressao gama — dados da homocisteinemia

Efectua-se representacoes graficas para uma validacao informal de alguns dos modelos
— descritos na secgao 3.6.5 — ajustados aos dados da homocisteinemia. Considerando a
restricao que impoe que as duas varidveis dummy que definem a covaridvel fumar estao
ambas presentes no modelo ou ambas ausentes do modelo, m; é o modelo que apresenta
o menor valor do DIC e —SInCPO, m3 é o modelo com o menor valor do BIC e mg é
o modelo ao qual o método GVS atribui a maior probabilidade a posteriori. Para nao
alongar demasiado esta secgao, os graficos efectuados referem-se apenas a estes 3 modelos.

Na figura 5.9 representa-se os logaritmos das ordenadas preditivas condicionais versus
os numeros das observagoes, para os modelos my, m3 e mg. Os valores dos logaritmos
das ordenadas preditivas condicionais das observacgoes 41 e 42 sao demasiado pequenos,
quando comparados com os logaritmos das CPO das restantes observagoes.

Na figura 5.10 representa-se os residuos bayesianos padronizados versus os logaritmos
dos valores preditos das observagoes, para os modelos my, m3 e mg. Destaca-se o facto das
observagoes 41 e 42 serem mal ajustadas por qualquer um dos modelos. Estas observagoes
sao, muito possivelmente, outliers, devendo ser equacionada a sua exclusao do estudo.
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Figura 5.9: Logaritmos das ordenadas preditivas condicionais (ordenadas) versus nimeros das
observagoes (abcissas), para os modelos my, m3 e mg do exemplo da homocisteinemia.

mi ms3 me
104 104 10+
842
8 8 8 4
42
o
—] 42 — M —]
6 2 6 o 6
]
4 4 4
o
2—| 2— (o}
0 3 0 & %
2| 2|
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
20 25 30 35 20 25 30 35 20 25 30 35

Figura 5.10: Residuos bayesianos padronizados (ordenadas) wversus logaritmos dos valores
preditos das observagoes (abcissas), para os modelos my, ms e mg do exemplo da homocisteinemia.
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Além da andlise grafica, determina-se estimativas do p-value de discrepancia, com
vista ao estudo da adequabilidade dos modelos de regressao gama m; a my;. Utiliza-se as
quantidades de teste

126 126
T=nv.e) =Y | H LR T, = :(v,0) = (Vi — B[Yil9)?,

e
i \VVar[Yil6] i=1

também usadas em Paulino et al. (2003, sec¢ao 9.4.6) na validagao de modelos de regressao
gama. Além disso, considera-se também as quantidades de teste

126 126
Y; — E[Y;|0
T5 = t5(Y,0) = E ZVT[[YZH Ts = t6(Y,0) = E |Y; — E[Y;]6]] .

Para determinar as estimativas do p-value de discrepancia é necessario seguir as indicagoes
da seccao D.2.1 e acrescentar

for (1 in 1:N){
resid[i]<-Y[i]-mu[i]
sresid[i]<-resid[i]/ (mu[i]/sqgrt (nu))
resid.quad[i]<-resid[i]*resid[i]
sresid.quad[i]<-sresid[i]*sresid[i]
resid.abs[i]<-abs(resid[i])
sresid.abs[i]<-abs (sresid[i])
Y.rep[i]~dgamma (nu,q[i])
resid.rep[i]<-Y.rep[i]-mu[i]
sresid.rep[i]<-resid.rep[i]/ (mu[i]/sqgrt (nu))
resid.rep.quad[i]<-resid.rep[i] *resid.rep[i]
sresid.rep.quad[i]<-sresid.rep[i]*sresid.rep[i]
resid.rep.abs[i]<-abs(resid.rep[i])
sresid.rep.abs[i]<-abs(sresid.rep[i])

}

T1.obs<-sum(sresid.quad)
Tl.rep<-sum(sresid.rep.quad)
p.Tl<-step(Tl.rep-Tl.obs)
T2.obs<-sum (resid.quad)
T2.rep<-sum(resid.rep.quad)
p.T2<-step(T2.rep-T2.0bs)
T5.o0bs<-sum(sresid.abs[])
T5.rep<-sum(sresid.rep.abs([])
p.T5<-step (T5.rep-T5.0bs)
T6.obs<-sum(resid.abs[])
T6.rep<-sum(resid.rep.abs[])
p.T6<-step (T6.rep-T6.0bs)

ao codigo do WinBUGS apresentado nessa seccao. Na tabela 5.8 resume-se as estimativas
dos p-values, para os modelos m; a my, obtidas com as quatro quantidades de teste. Os
outputs do WinBUGS com as estimativas de Ty, 1o, Ty e Ty, obtidas com a amostra
observada e as amostras replicadas, para os modelos mi, m3 e mg, € as respectivas
estimativas do p-value de discrepancia, sao apresentados na tabela 5.9.

Destaca-se o facto das diferentes quantidades de teste conduzirem a conclusoes
distintas. As estimativas dos p-values de discrepancia obtidas com T5 ndo nos permitem
validar nenhum dos modelos, enquanto a utilizacao de 1) sugere que apenas os modelos
mq, mo € mg ajustam adequadamente os dados. Por sua vez, a utilizagao das quantidades
de teste T5 e Ty dd uma indicacao favoravel a validacao de qualquer um dos modelos. Esta
diferenca de resultados é devida a existéncia de observagoes discordantes, mal ajustadas
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por qualquer um dos modelos. O impacto destas observagoes na estimativa do p-value é
major quando se utiliza as quantidades de teste T} e T, pelo facto dos residuos estarem ao
“quadrado”. As quantidades de teste T e Tg sdo menos sensiveis a existéncia de outliers.

Tabela 5.8: Estimativas dos p-values de discrepancia, obtidas com as quantidades de teste Ti,
Ty, Ts e Ts para os modelos de regressdo gama my a my, do exemplo da homocisteinemia.

modelos T Ts Ts Te
mi 0.2172  0.0110 0.6926  0.3680
mo 0.2108 0.0082 0.6380 0.3322
ms 0.1228 0.0078 0.6494  0.3446
my 0.0652  0.0128 0.6938  0.4370
ms 0.0710 0.0088 0.7396  0.4532
me 0.0014 0.0182 0.8598 0.8220
mry 0.0026  0.0138 0.9134 0.8704

Tabela 5.9: Outputs do WinBUGS com as estimativas dos p-values de discrepancia obtidas com as
quantidades de teste T1, Ts, T e Tg, para os modelos m1, m3 e mg, do exemplo da homocisteinemia.

modelo m1

node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
T1.0bs 147 20.96 0.3224 109.7 145.9 191 4001 5000
T1rep 126 17.37 0.238 95.04 125.1 162.9 4001 5000
p.T1 0.2172 0.4123 0.005959 0 0 1 4001 5000
T2.0bs 1725 311.9 4.053 1535 1649 2450 4001 5000
T2rep 961.3 259 3.776 603.2 919.5 1607 4001 5000
p.T2 0.011 0.1043 0.001394 0 0 0 4001 5000
T5.0bs 95.3 6.22 0.0865 83.36 95.21 108.1 4001 5000
T5rep  99.99 6.834 0.09345 86.82 99.93 113.8 4001 5000
p.T5 0.6926 0.4614 0.00592 0 1 1 4001 5000
T6.0bs 270.2 11.68 0.1719 252.2 268.5 297.9 4001 5000
Térep 262.4 26.52 0.3744 213.7 261.1 317.8 4001 5000
p.T6 0.368 0.4823 0.006617 0 0 1 4001 5000
modelo m3

node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
T1.0bs 159.6 23.57 0.3389 117.9 158.3 209.3 4001 5000
Tirep 1257 17.47 0.2342 94.39 124.4 163.4 4001 5000
p.T1 0.1228 0.3282 0.004893 0 0 1 4001 5000
T2.0bs 2.00E+03 444.2 6.395 1803 1884 3011 4001 5000
T2rep 1081 319.9 4.212 700.3 1033 1729 4001 5000
p.T2 0.0078 0.08797  0.001299 0 0 0 4001 5000
T5.0bs 96.2 6.372 0.08171 83.86 95.98 109 4001 5000
T5.rep  99.8 6.908 0.08689 86.8 99.61 113.9 4001 5000
p.T5 0.6494 0.4772 0.006214 0 1 1 4001 5000
T6.0bs 289.6 12.95 0.1696 269.3 287.9 319.8 4001 5000
T6.rep 279.4 27.8 0.3626 229.8 2775 338.1 4001 5000
p.T6 0.3446 0.4752 0.007503 0 0 1 4001 5000
modelo mé

node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
T1.0bs 223.1 30.68 0.4103 166.8 222.3 287 4001 5000
Tirep 1258 17.73 0.2251 94.49 124.6 163.6 4001 5000
p.T1 0.0014 0.03739  5.04E-04 0 0 0 4001 5000
T2.0bs 2611 974.6 12.86 2270 2347 4530 4001 5000
T2rep 1491 555.5 8.155 921 1394 2589 4001 5000
p.T2 0.0182 0.1337 0.002113 0 0 0 4001 5000
T5.0bs 90.28 5.678 0.07516 79.24 90.24 101.5 4001 5000
T5.rep  99.66 6.765 0.09306 86.85 99.41 113.4 4001 5000
p.T5 0.8598 0.3472 0.004815 0 1 1 4001 5000
T6.0bs 299.4 14.41 0.1783 281.5 296.3 335.4 4001 5000
T6.rep 328.8 32.76 0.4593 269.5 326.8 396.8 4001 5000
p.T6 0.822 0.3825 0.005425 0 1 1 4001 5000

164



5.4. Aplicacoes

Para ilustrar a obtencao de estimativas do p-value de discrepancia, representa-se, na
figura 5.11, os valores simulados das quantidades de teste versus os valores observados,
para o modelo my. Conforme ja foi referido, apenas o p-value obtido & custa da quantidade
de teste T, sugere que o modelo m, nao ajusta adequadamente os dados.
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Figura 5.11: Valores simulados (ordenadas) das quantidades de teste versus valores observados
(abcissas), para o modelo m; do exemplo da homocisteinemia.

Note-se 0 que acontece com o ajustamento de my. Na figura 5.12 representa-se os

desvios padrao de Y; wersus os residuos nao padronizados.

Destaca-se a existéncia de

duas observagoes (a 41 e a 42) mal ajustadas pelo modelo, e uma observagao (a 35) cujo
desvio padrao do residuo é bastante elevado. Esta situagdo influencia substancialmente as
estimativas dos pardmetros do modelo e dos p-values de discrepancia.

Figura 5.12: Desvios padrdo de Y; (ordenadas) wersus residuos bayesianos nio padronizados
(abcissas), para o modelo m; do exemplo da homocisteinemia.
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A situagao referida no pardgrafo anterior também ocorre com o ajustamento dos outros
modelos. Assim, retira-se as observagoes 35, 41 e 42 e ajusta-se, novamente, os modelos
my a my. As estimativas dos p-values de discrepancia destes modelos sdo apresentadas na
tabela 5.10. Ap0s retirar as trés observagoes mencionadas, as estimativas obtidas para os
p-values indicam que qualquer um dos modelos m, a m; ajusta adequadamente os dados.

Tabela 5.10: Estimativas dos p-values de discrepancia, obtidas com as quantidades de teste T7,
Ts, Ts e Tg para os modelos de regressao gama my a my, do exemplo da homocisteinemia, quando
se retiram as observagoes 35, 41 e 42.

modelos T T2 Ts Te
m1 0.4314  0.3288  0.4920 0.4564
ma 0.4312 0.3432 0.4960 0.4608
ms 0.3874  0.2916  0.4266  0.3828
ma4 0.3900 0.2860 0.4576 0.3994
ms 0.3946  0.2840 0.4628  0.3988
me 0.3098 0.2858 0.5002 0.4726
mr 0.3194 0.2886 0.5314 0.5030
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Capitulo 6

Discussao e Trabalho Futuro

Neste trabalho estuda-se diversos aspectos da abordagem bayesiana & determinagao
de modelos, nomeadamente critérios de seleccao de modelos, métodos de seleccao de
covaridveis em modelos de regressao e métodos de validacdo de modelos. Recorre-se a
estudos de simulacao para avaliar e comparar a performance de alguns destes métodos.

Os métodos utilizados na abordagem cldssica deste problema estao bastante
divulgados. Tal ndo acontece com a abordagem bayesiana: a maior parte dos utilizadores
da estatistica nao estd familiarizada com os métodos bayesianos de selec¢ao e validagao de
modelos. Espera-se, com esta dissertacao, ajudar a colmatar esta lacuna.

A selecgdo de covaridveis em modelos de regressdo é um problema bastante usual nas
aplicacoes estatisticas. Propoe-se dois métodos, inspirados nos seus homélogos classicos:
os métodos de eliminacao regressiva e de seleccao progressiva de covaridveis via medidas de
discrepancia. Para além dos métodos propostos, da-se também destaque, neste trabalho,
ao método Gibbs de seleccao de covaridveis e ao método de selec¢ao informal por pesquisa
manual via medidas de discrepancia. Utiliza-se diversas medidas de discrepancia (também
designadas medidas de selecgdo de modelos), nomeadamente o critério de informacao da
deviance, o critério de informacao bayesiano estimado, a log-verosimilhanca a posteriori e
a soma dos logaritmos das ordenadas preditivas condicionais.

O método SIMD é bastante ficil de utilizar e permite avaliar o efeito de inclusao
de todas as covaridveis no modelo. As criticas mais usuais sdo relativas & pequena
percentagem de modelos examinados, a impossibilidade de implementacao computacional
do método, uma vez que é requerida a intervencao do investigador ao longo de
todo o processo, e & subjectividade inerente ao facto do investigador ter que avaliar
se as distribuicbes marginais a posteriori dos coeficientes de regressao estao ou nao
suficientemente concentradas em torno de zero.

O método GVS tem a vantagem de possibilitar a estimagdo das probabilidades a
posteriori dos modelos resultantes de todas as combinagoes possiveis de covaridveis. A
probabilidade a posteriori de um modelo tem uma interpretacao bastante directa: é a
probabilidade desse modelo ser a melhor aproximacao, entre os modelos considerados, do
fenémeno em estudo.

Nos dois exemplos de seleccao de covaridveis apresentados — massa gorda e
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homocisteinemia — o0s modelos com maior probabilidade a posteriori tém poucas
covariaveis, e apresentam valores do DIC, LLP e SInCPO bastante desfavordveis, quando
comparados com outros modelos. Em qualquer um dos exemplos, a dimensao da amostra é
bastante pequena, quando comparada com o ntmero de possiveis covaridveis ou modelos.
Por este motivo, nestes dois exemplos, o método GVS nio é, eventualmente, o mais
adequado para identificagdo das covaridveis mais significativas.

Num estudo de simulagdo com dados de regressao linear, com quatro possiveis
covariaveis, o método GVS apresenta uma performance bastante boa com amostras de
dimensao 200: aos modelos “correctos” sao atribuidas probabilidades a posteriori que
se situam entre 0.84 e 0.96. No entanto, com amostras de dimensao 100 ou 50, este
método nem sempre possibilita a identificacdo dos modelos “correctos”: os modelos com
probabilidades a posteriori mais elevadas tém, na maior parte dos casos, menos covaridveis
que as incluidas no modelo gerador dos dados.

Torna-se, portanto, evidente que a performance do método Gibbs de seleccao de
covaridveis é bastante influenciada pela dimensdo da amostra. Mas, mais importante
ainda, deve essencialmente depender da razao entre a dimensao da amostra e o ntimero de
covariaveis, ou da razao entre a dimensao da amostra e o niimero de possiveis modelos.

A repeticdo do estudo de simulacao com, por exemplo, trés possiveis covaridveis e
amostras de dimensao 150 e 100, e com duas possiveis covaridveis e amostras de dimensao
100 e 50, pode acrescentar alguma informagao adicional sobre o que realmente influencia
a performance do método GVS. Se, com trés possiveis covaridveis e amostras de dimensao
150, e com duas possiveis covaridveis e amostras de dimensao 100, se obtiver performances
idénticas as obtidas com quatro possiveis covaridveis e amostras de dimensao 200, entao
a performance do método GVS deverd depender da razao entre a dimensdo da amostra
e o numero de covaridveis. Se, com trés possiveis covaridveis e amostras de dimensao
100, e com duas possiveis covaridveis e amostras de dimensao 50, se obtiver performances
idénticas as obtidas com quatro possiveis covaridveis e amostras de dimensao 200, entao
a performance deste método devera depender da razao entre a dimensao da amostra e o
nimero de possiveis modelos. Este é um dos aspectos a investigar em trabalhos futuros.

A questao referida no pardgrafo anterior é, na realidade, importante. Considere-se,
por exemplo, um problema de seleccao de covaridveis em modelos de regressao linear com
oito possiveis covaridveis. Se a performance do método GVS depender da razao n/p entao,
eventualmente, com uma amostra de dimensao 400 ja se pode utilizar os resultados obtidos
por este método com alguma confianca. Caso o desempenho do método Gibbs de seleccao
de covaridveis dependa da razido n/2P entdo a amostra deve ter uma dimensao bastante
superior, devendo rondar as 3200 observacoes, para garantir uma boa performance do
método GVS.

Ainda em relagio ao estudo de simulagao com os dados de regressao linear, constata-se
que a medida BIC tem, para amostras de dimensao 200, uma performance bastante
superior & do DIC e & do LLP. Mesmo para amostras de dimensao 100, regista-se
frequéncias de classificacao correcta bastante elevadas com o BIC. Para amostras de
dimensao 100, a performance do DIC aproxima-se da performance do BIC, ultrapassando-a
para amostras de dimensao 50. Com excepcao do caso n = 50, em relagao ao qual
nao se pode dizer que o desempenho do LLP seja muito inferior ao do DIC e do BIC,
a log-verosimilhanga a posteriori é a medida de seleccdo de modelos que tem o pior
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desempenho.

A penalizacdo imposta pelo BIC ao nimero de parametros do modelo parece ser
demasiado pesada pois, no caso de seleccao incorrecta, a medida que n diminui existe
tendéncia para seleccionar modelos com menos covaridveis que as incluidas no modelo
gerador. No caso do DIC a situacao é distinta: no caso de selec¢ao incorrecta, a medida que
n aumenta existe tendéncia para seleccionar modelos com mais covaridveis que as incluidas
no modelo gerador; esta situagao pode dever-se ao facto da penalizacdo imposta pelo DIC
ao numero de parametros do modelo ser demasiado fraca. Esta constatacao sugere que,
para que um critério de seleccao de modelos tenha uma boa performance, é necessario
atingir um determinado “equilibrio” entre a dimensao da amostra e a penalizacdo em
relacdo ao niimero de covaridveis do modelo.

O estudo de simulagao efectuado aponta para a superioridade do critério de informacao
bayesiano estimado, relativamente ao DIC e LLP. No entanto, a estrutura tipicamente
hierdrquica da modelagao bayesiana dificulta a determinagdo do niimero de parametros
do modelo, podendo mesmo inviabilizar a utilizacao de algumas medidas de seleccao de
modelos, nomeadamente do BIC. O critério de informacao da deviance surgiu como uma
alternativa adequada para a comparagao de modelos nesta situacao. A superioridade do
BIC, relativamente ao DIC, pode dever-se ao facto dos modelos considerados neste estudo
terem uma pequena estrutura hierdrquica. Num trabalho futuro pretende averiguar-se a
influéncia do niimero de niveis da estrutura hierarquica na performance destes dois critérios
de seleccao de modelos.

Como j4 foi referido, a utilizacao do método Gibbs de selec¢ao de covaridveis pode nao
ser a solugao mais adequada no caso de amostras de dimensao reduzida. Além disso, podem
surgir problemas de indole computacional: o elevado niimero de modelos a monitorizar
pode inviabilizar a utilizacdo do método GVS, mesmo para um nidmero moderado de
possiveis covaridveis. Os dois métodos de pesquisa do melhor subconjunto de covaridveis
propostos neste trabalho — os métodos de pesquisa progressiva e de eliminacao regressiva
de covaridveis via medidas de discrepancia — podem ser uma alternativa ao método GVS.

Quando existe multicolinearidade entre as covaridveis ou quando existem covaridveis
conjuntamente, mas nao individualmente, significativas, o método de eliminagao regressiva
via medidas de discrepancia permite obter resultados bastante melhores que os da pesquisa
progressiva e, além disso, possibilita a avaliacao do efeito da inclusao de todas as covaridveis
no modelo.

A utilizagdo da medida de discrepancia BIC com os métodos de pesquisa FVS ou
BVE proporciona a seleccdo de modelos com um nidmero de covaridveis inferior ao dos
modelos obtidos por estes métodos com as outras medidas de discrepancia consideradas.
A penalizacdo imposta pelo BIC ao ntimero de parametros do modelo é mais “pesada’
que a das medidas DIC ou LLP.

Uma constatacao importante, resultante dos dois estudos de simula(;/ém\o, é o facto das
variancias amostrais obtidas por replicacdo dos valores do DIC e do BIC serem muito
idénticas. Apés alguma investigacdo que conduziu a resultados infrutiferos, Zhu e Carlin
(2000) sugerem que se efectue a replicagao dos valores do DIC de modo a estimar Var[DIC|
através da sua variancia amostral. Esta sugestdo e a constatacdo referida sugerem que,
quando se utiliza os métodos MCMC na seleccao de modelos, pode estimar-se a variancia
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do DIC & custa da variancia do ]§IT3, a qual pode ser facilmente obtida quando se utiliza
este método de simulacao estocastica. Mas, que acontecera quando se considera modelos
com mais niveis de hierarquia? Serao as varidncias amostrais do BIC e do DIC idénticas?
Eis outro aspecto que necessita ser investigado.

Um aspecto também bastante importante na escolha da medida de selecgao de modelos
é o conhecimento do uso final do modelo. Caso se pretenda utilizar o modelo na predigao de
observagoes futuras, obtidas nas mesmas condigoes dos dados observados, entao deve dar-se
preferéncia ao DIC e ao BIC, relativamente ao factor Bayes. Caso nao se pretenda efectuar
a predicao de observagoes futuras, mas apenas encontrar o modelo que melhor descreva
um determinado conjunto de dados, entdo pode ser mais adequada, para a seleccao de
modelos, a utilizagdo do factor Bayes.

Qualquer que seja o critério de seleccao de modelos utilizado, a escolha do modelo
pode ser mais, ou menos, 6bvia, dependendo da dimensao da amostra. Com amostras
de dimensao reduzida é dificil seleccionar um modelo pois, na maior parte das situagoes,
existem diversos modelos com valores semelhantes da medida de discrepancia. No caso
particular da selecgao de covaridveis em modelos de regressao, os resultados obtidos no
estudo de simulacao indicam que a identificacdo das covaridveis a incluir no modelo sé
pode ser efectuada com sucesso se a dimensdo da amostra for razodvel.

Se a selecgao de modelos é um dos aspectos chave da modelagao estatistica, ndo menos
importante é a validagdo de modelos. Existem diversos métodos, na sua maioria graficos,
para avaliar se o modelo ajusta adequadamente os dados.

Neste trabalho da-se destaque ao p-value preditivo a posteriori como método de
validacao formal de modelos. Em particular, utiliza-se uma generalizacao deste p-value
— o p-value de discrepancia — que consiste em considerar que a quantidade de teste T
depende nao sé dos dados, mas também do vector de pardmetros do modelo. Embora
sejam objecto de algumas criticas, relativas a uma eventual “dupla utilizagdo dos dados”,
estes p-values sdo muito utilizados no estudo da adequabilidade dos modelos.

Através de estudos de simulacao, pode avaliar-se se essa eventual “dupla utilizacao dos
dados” tem impacto nas estimativas dos p-values preditivos a posteriori e de discrepancia.
Mais concretamente, a obtenc¢ao, por simulagdo, de amostras de um determinado modelo
e a estimacao destes p-values — para uma determinada quantidade de teste T'— do modo
usual e por validagao cruzada (Carlin e Louis, 2000, pag. 48), permite avaliar se o facto
dos dados serem usadas na determinacao da distribuicao preditiva a posteriori e no cdlculo
da drea de cauda tem impacto nas estimativas destes p-values.

A constatagao da relagdo existente entre as médias dos valores do DIC dos modelos
“correctos” e a dimensao das amostras ajustadas sugere que uma eventual medida de
adequabilidade absoluta do modelo, construida & custa do DIC, tenha em conta que os
valores desta medida aumentam linearmente com a dimensao da amostra — dividir o valor
do DIC pela dimensdo da amostra parece ser uma solugao a ter em conta. A sugestao
efectuada também é vilida para o BIC, BIC e LLP.
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Anexo A

Distribuicoes de Probabilidade

Neste anexo apresenta-se um breve sumario de algumas distribuigoes de probabilidade
usadas no decurso da tese.

Binomial

A varidvel aleatéria X tem distribui¢cdo binomial com parametros n € Ne p €]0,1],
simbolicamente X ~ Bi(n, p), se a sua funcao de probabilidade for dada por

flalnp) = (7)o = o,

paraz =0,1,2,...,n. O valor médio e a variancia de X sao dados, respectivamente, por:
E(X)=mnpeVar(X) =np(1—p).

A distribuigao Bernoulli, X ~ Bern(p), é um caso particular da distribui¢do binomial,
que resulta de considerar n = 1.

Binomial negativa

A varidvel aleatéria X tem distribui¢do binomial negativa com parametros r € N e
p €]0,1[, simbolicamente X ~ BiNeg(r, p), se a sua fun¢ao de probabilidade for dada por

f(a|r,p) = <x+;_ 1) P (1-p)*,

para z = 0,1,2,.... O valor médio e a varidncia de X sao dados, respectivamente, por:
E(X)=r(1—-p)/peVar(X) =r(1-p)/p

A distribuicao geométrica, X ~ Geom(p), é um caso particular da distribui¢ao binomial
negativa, que resulta de considerar r» = 1.

Poisson

A varidvel aleatéria X tem distribuicdo Poisson com pardmetro A > 0, simbolicamente
X ~ Poi()), se a sua func¢ao de probabilidade for dada por

Lz —a
Pl ) = 2T,
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para z = 0,1,2,.... O valor médio e a varidncia de X sao dados, respectivamente, por:
E(X)=XeVar(X) =X\

Uniforme

A varidvel aleatéria X tem distribui¢ao uniforme com parametros a,b € R, com a < b,
simbolicamente X ~ U(a,b), se a sua funcao densidade de probabilidade for dada por

1
b) =
para x € (a,b). O valor médio e a variancia de X sdo dados, respectivamente, por:
E(X)=(a+b)/2eVar(X) = (b—a)?/12.

Normal

A varidvel aleatéria X tem distribuicao normal com parametro de localizacao 1 € R e
pardmetro de escala o > 0, simbolicamente X ~ N(u,0?), se a sua funcdo densidade de
probabilidade for dada por

f@|p,o?) = ﬁ exp {—% <x;”>2} :

para x € R. Se u = 0 e 0 = 1 diz-se que X tem distribui¢do normal padrdao. O valor

médio e a variancia de X sdo dados, respectivamente, por: E(X) = p e Var(X) = o2

Gama

A varidvel aleatéria X tem distribuicdo gama com parametro de forma « > 0 e inverso
do pardmetro de escala § > 0, simbolicamente X ~ Ga(a, 3), se a sua fun¢ao densidade
de probabilidade for dada por

f(z] o B) = %xa—l 3

para z > 0. A funcao I" é definida por
o) o0
INa) = / e P de = / Bz e P gy,
0

0
para « > 0, e designa-se por funcao gama. O valor médio e a variancia de X sao dados,
respectivamente, por: E(X) = a/B e Var(X) = /2. O valor médio de In X é E(In X) =
() — In B, onde 1) designa a fun¢iao digama, definida por ¢ (a) = %(a).

A distribuicao gama ¢ a distribuicao a priori conjugada para o inverso da variancia da
normal e para o valor médio da Poisson. Uma distribui¢ao nao informativa é obtida no
limite quando «, 8 — 0.

A distribuicio qui-quadrado com parametro v, simbolicamente X ~ x?(v), é um caso
particular da distribuicao gama, que resulta de considerar @ = 5 e 8 = % O parametro v
designa-se por graus de liberdade e é usual considerar que v é um inteiro positivo (embora
se obtenha uma distribui¢do prépria para todo v > 0).
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Gama invertida

A varidvel aleatéria X tem distribuicao gama invertida com parametro de forma a > 0
e parametro de escala 8 > 0, simbolicamente X ~ GI(a, ), se a sua fungao densidade de
probabilidade for dada por

/80[
flz|a,p) = o=@t =/,

I'(a)
para z > 0. O valor médio e a variancia de X sdo dados, respectivamente, por:
E(X) = afl’ para a > 1,
ﬁQ
Var(X) = , > 2.
ar(X) @ 1Z@-2) para «

Se X! tem distribuicio gama de parametros a, 3, entdo X tem distribuicio gama
invertida com os mesmos parametros. Uma distribuicdo nao informativa é obtida fazendo
a, — 0. A distribui¢ao gama invertida é a distribui¢do a priori conjugada da variancia
da normal.

A distribuicdo qui-quadrado invertida com v graus de liberdade, simbolicamente X ~
x2-Inv (v), é um caso particular da distribuicio gama invertida, que resulta de considerar
a=%ef =1

2 2

A distribuicao qui-quadrado invertida com v graus de liberdade e parametro de escala
s > 0, simbolicamente X ~ y2-Inv (v,s?), é um caso particular da distribuicdo gama
invertida, que resulta de considerar a = 5 e 8 = %,32.

t-Student

A varidvel aleatéria X tem distribui¢do t-Student com n > 0 graus de liberdade,
parametro de localizacao p# € R e parametro de escala ¢ > 0, simbolicamente X ~
tn(p, 0?), se a sua funcio densidade de probabilidade for dada por

r () -

O 1+%<$;”>2] 2 :

para z € R. O valor médio e a varidncia de X sao dados, respectivamente, por:

2

fxlp, 0% n) =

E(X) = p, paran>1,

Var(X) = n202, para n > 2.
n_

Beta

A variavel aleatéria X tem distribuicdo beta, com pardmetros a > 0 e g > 0,
simbolicamente X ~ Be(q, 3), se a sua fungao densidade de probabilidade for dada por

_ a4+ B)
I'(a) T'(B)
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Anexo A. Distribui¢oes de Probabilidade

para z € (0,1). Como a func¢ao beta, definida por

1
B(a,f) = /O 221 - )P e,

para « > 0 e 8 > 0, verifica a igualdade

Bla,f) = =——7

entdao f(x) pode ser representada por

1
B(a, p)

O valor médio e a varidncia de X sdo dados, respectivamente, por: E(X) = a/(a+ ) e
Var(X) = af/[(a+ B)*(a+ B +1)].

Os valores médios de In X e In(1 — X') sdo dados por:
E(nX) = (@) —yla+p),
Elln(1-X)] = 4(8) —dla+p),

(1 - x)ﬂ_l .

fz) =

sendo 9 a fungao digama.

A distribuigao U(0,1) é um caso particular da beta, correspondente a considerar o =
B =1. Os casos @ = = 0.5 e = f = 0 sao muitas vezes utilizados como distribuigoes
a priori nao informativas.

Para estimar os parametros da beta é 1til usar as seguintes igualdades:

E(X)(1 - E(X))
Var(X)

a = (a+p)EX),
p = (a+p)(1-EX)).

a+ g -1,

Normal multivariada

O vector aleatério X tem distribuicado normal multivariada de dimensao k, com vector
médio p = (p1,..., ;) € RF e matriz de covaridncia ¥, sendo ¥ uma matriz k x k
simétrica e definida positiva, simbolicamente X ~ Ng(u, X)), se a sua fungao densidade de
probabilidade for dada por

ERNE
f(ﬂ%z):Wexp —5(33—#),2_1(33—#) )

para £ € RF. E(X) = p, isto é, E(X;) = pi, e Var(X) = %, isto é, Var(X;) = oy e
Cov(X;j) = 045, onde ¥ = (o).
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Anexo B

Determinacao de Modelos via
Métodos MCMC

Na maior parte das situagoes, a abordagem bayesiana & seleccao e validagao de modelos
s6 é possivel de implementar recorrendo aos métodos MCMC. Considere-se que, por
simulacao estocdstica via métodos MCMC foi ajustado um modelo, e que se obteve a
amostra 6* = (67,...,0%) da distribuicdo a posteriori h(f|z). Para calcular algumas
das medidas de determinacado de modelos apresentadas nesta dissertacdo é necessdrio
saber como estimar uma distribui¢do preditiva de interesse, e calcular valores esperados
preditivos. Outros aspectos referentes a determinacdo de modelos via métodos MCMC
podem ser vistos em Gelfand (1996).

B.1 Estimacao de distribuicoes preditivas

Estimacao da distribuicao preditiva a posterior:

A estimac¢ao da distribui¢io preditiva a posteriori, p(y|lz) = [ f(y|0) h(6]z)db, é o
caso mais simples de estimacao de distribui¢oes preditivas. Se 6* = (07, ...,60%) for uma
amostra da distribuicao a posteriori h(6|x), entao p(y|z) pode ser estimada por

N

Plyle) = > 7wl6)).

=1

Estimacao da distribuicao preditiva condicional

Pode estimar-se a distribuicdo  preditiva  condicional,  p(zi|z(_;) =
[ f(@ilz_s),0) h(Blz_;)) df, sem recorrer ao calculo de h(f|z_;). A distribuicao
p(zilz(_s)) = f(z)/f(w(_;)) pode ser escrita do seguinte modo:

| 1 1
p(Eile—i) = v = _ : (B.1)
)~ R 0RO TG PO

o ST 9o f @hEy 0
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Além disso
f(x) h(Blz) = h(0) f(z]0) = h(0) f(wilz(—),0) f(z(-30),
donde se conclui que
1 _ Flz0)|0) 1(6) _ (B.2)
flailzy,0)  f(z)h(0]z)
Deste modo, das expressoes (B.1) e (B.2), obtém-se
1

J f($i|$1(—i)70) h(6]z) df

Se 6* = (67,...,0%) for uma amostra da distribuicao a posteriori h(0|x), entao

—1
P(zilr_s) lNZf @l )] ;

se, além disso, (x1,...,%,) forem condicionalmente independentes dado 6, entdo

f(@ilzi),0) = f(z:]0) e

P($i|$(—i)) =

) LA I
p($i|$(—z’))= N;m .

Estimacao da distribuicao preditiva a prior:

Considere -se que a distribuigéo a priori h(6) é prépria. A distribuicao preditiva a

priori f(z) = [ f(z|0) h(6) dO pode ser aproximada por
L X
i=1
sendo 0f = (91[, .. ,9}\,) uma amostra da distribuicao a priori h(6). Esta estimativa é,

no entanto, muito ineficiente (e.g., Paulino et al., 2003, sec¢ao 8.4.3). Além disso, tem o
inconveniente de nao ser possivel obter através do output de uma simulacao via métodos
MCMC.

Como a distribui¢do a priori é prépria, entdao [h(0)df =1 e

1= | Fayiom o0 @

Além disso, atendendo a que f( ) h(0|z) = f(z|0) h(#), obtém-se

70 = | s e

Fica assim justificada a utilizacdo da média harmoénica de {f a:|9*) _, para obter uma

estimativa de f(z), 1
) 1L 1
= |t ] ’ (B.3)
[N ; f($|9])]
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B.2. Estimacao do valor médio preditivo e da varidncia preditiva

sendo 6* = (6},...,0%) uma amostra da distribuicdo a posteriori h(6|z). Se as
distribuigoes h(f) e h(0|:v) forem muito diferentes, o que acontece com alguma frequéncia,
a estimativa (B.3) tem tendéncia a ser bastante instivel. Gelfand e Dey (1994) propdem
uma generalizagao de (B.3) que d4 origem a estimativas mais estaveis (e.g., Paulino et al.,
2003, secgao 8.4.3).

B.2 Estimacao do valor médio preditivo e da variancia
preditiva

O valor médio preditivo de cada componente de Y, Ey;|,[Y;] = [ vip(yi|z) dyi, pode

ser reescrito
Brlv] = [ui ([ fio)noie) 0) ay
= [ ([ wrwloran) niois)ao
_ / By, o[Yi] h(6]x) df

e 0 By, ,[Y?] = [y? p(yilz) dy; é dado por

By.[Y?] = / v (/ f(yne)h(f)lx)de) dyi
= /(/y?f(ym) dyi> h(0]z) d6

_ / By,jo [Y2] h(B]) do
_ / [Vary Vil + (Byol¥i))?] h(6lz) do

Assim, dada uma amostra 6% = (07,...,0%) da distribuicdo a posteriori h(0|x), o Ey,,[Yi]
e 0 By, ,[Y?] podem ser estimados por:

R N

By,lvi] = Z By,jo;[Yi].

~ 1 ]?f 2
By, [Y?] = NZ [VC"“YM*[Y (Emle;[YiD ] :

respectivamente. A obtencdo de uma estimativa de Vary;,[Y;] é imediata:

— —~ —~ 2
Vary,,[Yi] = By, [Y7] - (Emlx[Yi])
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Anexo C

Conjuntos de Dados

Tabela C.1: Dados da massa gorda.

Y[]  x[1] x[,2] x[,3]  x[,4]  x[,5] x[,6] x[,77  x[,8] x[,9] x[,10] x[,11] x[,12] x[,13]
12.6 23 154.25 67.75 36.2 93.1 85.2 94.5 59.0 37.3 21.9 32.0 27.4 17.1
6.9 22 173.25 72.25 38.5 93.6 83.0 98.7 58.7 37.3 23.4 30.5 28.9 18.2
24.6 22 154.00 66.25 34.0 95.8 87.9 99.2 59.6  38.9 24.0 28.8 25.2 16.6
10.9 26 184.75 72.25 37.4 101.8 86.4 101.2 60.1 37.3 22.8 32.4 29.4 18.2
27.8 24 184.25 71.25 34.4 97.3 100.0 101.9 63.2 42.2 24.0 32.2 27.7 17.7
20.6 24 210.25 74.75  39.0 104.5 94.4 107.8 66.0 42.0 25.6 35.7 30.6 18.8
19.0 26 181.00 69.75 36.4 105.1 90.7 100.3 58.4 38.3 22.9 31.9 27.8 17.7
12.8 25 176.00 72.50 37.8 99.6 88.5 97.1 60.0 39.4 23.2 30.5 29.0 18.8
5.1 25 191.00 74.00 38.1 100.9 82.5 99.9 62.9 38.3 23.8 35.9 31.1 18.2
12.0 23 198.25 73.50 42.1 99.6 88.6 104.1 63.1 41.7 25.0 35.6 30.0 19.2
7.5 26 186.25 74.50 38.5 101.5 83.6 98.2 59.7 39.7 25.2 32.8 29.4 18.5
8.5 27 216.00 76.00 39.4 103.6 90.9 107.7 66.2 39.2 25.9 37.2 30.2 19.0
20.5 32 180.50 69.50 38.4 102.0 91.6 103.9 63.4 38.3 21.5 32.5 28.6 17.7
20.8 30 205.25 71.25 39.4 104.1 101.8 108.6 66.0 41.5 23.7 36.9 31.6 18.8
21.7 35 187.75 69.50 40.5 101.3 96.4 100.1 69.0 39.0 23.1 36.1 30.5 18.2
20.5 35 162.75 66.00 36.4 99.1 92.8 99.2 63.1  38.7 21.7 31.1 26.4 16.9
28.1 34 195.75 71.00 38.9 101.9 96.4 105.2 64.8 40.8 23.1 36.2 30.8 17.3
22.4 32 209.25 71.00 42.1 107.6 97.5 107.0 66.9 40.0 24.4 38.2 31.6 19.3
16.1 28 183.75 67.75 38.0 106.8 89.6 102.4 64.2 38.7 22.9 37.2 30.5 18.5
16.5 33 211.75 73.50 40.0 106.2 100.5 109.0 65.8 40.6 24.0 37.1 30.1 18.2
19.0 28 179.00 68.00 39.1 103.3 95.9 104.9 63.5 38.0 22.1 32.5 30.3 18.4
15.3 28 200.50 69.75 41.3 1114 98.8 104.8 63.4 40.6 24.6 33.0 32.8 19.9
15.7 31 140.25 68.25 33.9 86.0 76.4 94.6 57.4 35.3 22.2 27.9 25.9 16.7
17.6 32 148.75 70.00 35.5 86.7 80.0 93.4 54.9  36.2 22.1 29.8 26.7 17.1
14.2 28 151.25 67.75 34.5 90.2 76.3 95.8 58.4 35.5 22.9 31.1 28.0 17.6
4.6 27 159.25 71.50 35.7 89.6 79.7 96.5 55.0 36.7 22.5 29.9 28.2 17.7
8.5 34 131.50 67.50 36.2 88.6 74.6 85.3 51.7 34.7 21.4 28.7 27.0 16.5
22.4 31 148.00 67.50 38.8 97.4 88.7 94.7 57.5  36.0 21.0 29.2 26.6 17.0
4.7 27 133.25 64.75 36.4 93.5 73.9 88.5 50.1  34.5 21.3 30.5 27.9 17.2
9.4 29 160.75 69.00 36.7 97.4 83.5 98.7 58.9 35.3 22.6 30.1 26.7 17.6
12.3 32 182.00 73.75 38.7 100.5 88.7 99.8 57.5  38.7 33.9 32.5 27.7 18.4
6.5 29 160.25 71.25 37.3 93.5 84.5 100.6 58.5 38.8 21.5 30.1 26.4 17.9
13.4 27 168.00 71.25 38.1 93.0 79.1 94.5 57.3 36.2 24.5 29.0 30.0 18.8
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Tabela C.1: Dados da massa gorda (continuagio).

Y[ =x[L1]  x[,2] x[,3]  x[4] x[,5] x[,6] x[7] x[,8] x[,9] x[,10] x[,11] x[,12] x[,13]
20.9 41 218.50 71.00 39.8 111.7 100.5 108.3 67.1 44.2 25.2 37.5 31.5 18.7
31.1 41 247.25 73,50 42.1 117.0 1156 116.1 71.2 43.3 26.3 37.3 31.7 19.7
38.2 49 191.75 65.00 384 118.5 113.1 113.8 61.9 38.3 21.9 32.0 29.8 17.0
23.6 40 202.25 70.00 38.5 106.5 100.9 106.2 63.5 39.9 22.6 35.1 30.6 19.0
27.5 50 196.75 68.25 42.1 105.6 98.8 104.8 66.0 41.5 24.7 33.2 30.5 19.4
33.8 46 363.15 7225 51.2 136.2 148.1 147.7 87.3 49.1 29.6 45.0 29.0 21.4
31.3 50 203.00 67.00 40.2 114.8 108.1 102.5 61.3 41.1 24.7 34.1 31.0 18.3
33.1 45 262.75 68.75 43.2 1283 126.2 125.6 72.5 39.6 26.6 36.4 32.7 21.4
30.4 48 217.00 70.00 37.3 113.3 111.2 114.1 67.7 40.9 25.0 36.7 29.8 18.4
30.8 41 212.00 71.50 41.5 106.6 104.3 106.0 65.0 40.2 23.0 35.8 31.5 18.8
8.4 39 125.25 68.00 31.5 85.1 76.0 88.2 50.0 34.7 21.0 26.1 23.1 16.1
14.1 43 164.25 73.25 35.7 96.6 81.5 97.2 58.4  38.2 23.4 29.7 27.4 18.3
11.2 40 133.50 67.50 33.6 88.2 73.7 88.5 53.3  34.5 22.5 27.9 26.2 17.3
6.4 39 148.50 71.25 34.6 89.8 79.5 92.7 527 375 21.9 28.8 26.8 17.9
13.4 45 135.75 68.50 32.8 92.3 83.4 90.4 52.0 35.8 20.6 28.8 25.5 16.3
5.0 47 127.50 66.75 34.0 83.4 70.4 87.2 50.6 34.4 21.9 26.8 25.8 16.8
10.7 47 158.25 72.25 34.9 90.2 86.7 98.3 52.6  37.2 22.4 26.0 25.8 17.3
7.4 40 139.25 69.00 34.3 89.2 77.9 91.0 51.4 349 21.0 26.7 26.1 17.2
8.7 51 137.25 67.75 36.5 89.7 82.0 89.1 49.3 33.7 21.4 29.6 26.0 16.9
7.1 49 152.75 73.50 35.1 93.3 79.6 91.6 52.6  37.6 22.6 38.5 27.4 18.5
4.9 42 136.25 67.50 37.8 87.6 77.6 88.6 51.9 34.9 22.5 27.7 27.5 18.5
22.2 54 198.00 72.00 39.9 107.6 100.0 99.6 57.2  38.0 22.0 35.9 30.2 18.9
20.1 58 181.50 68.00 39.1 100.0 99.8 102.5 62.1  39.6 22.5 33.1 28.3 18.5
27.1 62 201.25 69.50 40.5 111.5 104.2 105.8 61.8 39.8 22.7 37.7 30.9 19.2
30.4 54 202.50 70.75 40.5 1154 105.3 97.0 59.1  38.0 22.5 31.6 28.8 18.2
24.0 61 179.75 65.75 38.4 104.8 98.3 99.6 60.6  37.7 22.9 34.5 29.6 18.5
25.4 62 216.00 73.25 414 112.3 104.8 103.1 61.6 40.9 23.1 36.2 31.8 20.2
28.8 56 178.75 68.50 35.6 1029 94.7 100.8 60.9 38.0 22.1 32.5 29.8 18.3
29.6 54 193.25 70.25 38.0 107.6 1024 99.4 61.0 394 23.6 32.7 29.9 19.1
25.1 61 178.00 67.00 37.4 105.3 99.7 99.7 60.8  40.1 22.7 33.6 29.0 18.8
31.0 57 205.50 70.00 40.1 105.3 105.5 108.3 65.0 41.2 24.7 35.3 31.1 18.4
28.9 55 183.50 67.50 40.9 103.0 100.3 104.2 64.8 40.2 22.7 34.8 30.1 18.7
21.1 54 151.50 70.75 35.6 90.0 83.9 93.9 55.0 36.1 21.7 29.6 27.4 17.4
14.0 55 154.75 71.50 36.9 95.4 86.6 91.8 54.3  35.4 21.5 32.8 27.4 18.7
7.1 54 155.25 69.25 37.5 89.3 78.4 96.1 56.0 37.4 22.4 32.6 28.1 18.1
13.2 55 156.75 71.50 36.3 94.4 84.6 94.3 51.2 374 21.6 27.3 27.1 17.3
23.7 62 167.50 71.50 35.5 97.6 91.5 98.5 56.6  38.6 22.4 31.5 27.3 18.6
9.4 55 146.75 68.75 38.7  88.5 82.8 95.5 58.9 37.6 21.6 30.3 27.3 18.3
9.1 56 160.75 73.75 36.4 93.6 82.9 96.3 52.9 375 23.1 29.7 27.3 18.2
13.7 55 125.00 64.00 33.2 87.7 76.0 88.6 509 35.4 19.1 29.3 25.7 16.9
12.0 61 143.00 65.75 36.5 93.4 83.3 93.0 55.5  35.2 20.9 29.4 27.0 16.8
18.3 61 148.25 67.50 36.0 91.6 81.8 94.8 54.5  37.0 21.4 29.3 27.0 18.3
9.2 57 162.50 69.50 38.7 91.6 78.8 94.3 56.7  39.7 24.2 30.2 29.2 18.1
21.7 69 177.75 68.50 38.7 102.0 95.0 98.3 55.0 38.3 21.8 30.8 25.7 18.8
21.1 81 161.25 70.25 37.8 96.4 95.4 99.3 53.5 375 21.5 31.4 26.8 18.3
18.6 66 171.25 69.25 374 102.7 98.6 100.2 56.5 39.3 22.7 30.3 28.7 19.0
30.2 67 163.75 67.75 38.4  97.7 95.8 97.1 54.8  38.2 23.7 29.4 27.2 19.0
26.0 64 150.25 67.25 38.1 97.1 89.0 96.9 54.8  38.0 22.0 29.9 25.2 17.7
18.2 64 190.25 72,75 39.3 103.1 97.8 99.6 58.9  39.0 23.0 34.3 29.6 19.0
26.2 70 170.75 70.00 38.7 101.8 94.9 95.0 56.0 36.5 24.1 31.2 27.3 19.2
26.1 72 168.00 69.25 38.5 101.4 99.8 96.2 56.3  36.6 22.0 29.7 26.3 18.0
25.8 67 167.00 67.50 36.5 98.9 89.7 96.2 54.7  37.8 33.7 324 27.7 18.2
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Tabela C.1: Dados da massa gorda (continuagio).

Y[ =x[L1]  x[2] x[,3]  x[,4] x[5] x[,6] x[7 x[,8] x[,9] x[,10] x[,11] x[,12] x[,13]
15.0 72 157.75 67.25 37.7 97.5 88.1 96.9 57.2 377 21.8 32.6 28.0 18.8
22.6 64 160.00 65.75 36.5 104.3 90.9 93.8 57.8  39.5 23.3 29.2 28.4 18.1
8.8 46 176.75 72.50 38.0 97.3 86.0 99.3 61.0 38.4 23.8 30.2 29.3 18.8
14.3 48 176.00 73.00 36.7 96.7 86.5 98.3 60.4  39.9 24.4 28.8 29.6 18.7
20.2 46 177.00 70.00 37.2 99.7 95.6 102.2 58.3 38.2 22.5 29.1 27.7 17.7
18.1 44 179.75 69.50 39.2 101.9 93.2 100.6 58.9 39.7 23.1 31.4 28.4 18.8
9.2 47 165.25 70.50 37.5 97.2 83.1 95.4 56.9  38.3 22.1 30.1 28.2 18.4
24.2 46 192.50 71.75 38.0 106.6 97.5 100.6  58.9 40.5 24.5 33.3 29.6 19.1
9.6 47 184.25 74.50 37.3 99.6 88.8 101.4 57.4 39.6 24.6 30.3 27.9 17.8
17.3 53 224.50 7775 411 113.2 99.2 107.5 61.7 423 23.2 32.9 30.8 20.4
10.1 38 188.75 73.25 37.5 99.1 91.6 102.4 60.6 39.4 22.9 31.6 30.1 18.5
11.1 50 162.50 66.50 38.7 99.4 86.7 96.2 62.1  39.3 23.3 30.6 27.8 18.2
17.7 46 156.50 68.25 35.9 95.1 88.2 92.8 54.7  37.3 21.9 31.6 27.5 18.2
21.7 47 197.00 72.00 40.0 107.5 94.0 103.7  62.7  39.0 22.3 35.3 30.9 18.3
20.8 49 198.50 73.50 40.1 106.5  95.0 101.7 59.0 394 22.3 32.2 31.0 18.6
20.1 48 173.75 72.00 37.0 99.1 92.0 98.3 59.3 38.4 22.4 27.9 26.2 17.0
19.8 41 172.75 71.25 36.3 96.7 89.2 98.3 60.0 384 23.2 31.0 29.2 18.4
21.9 49 196.75 73.75 40.7 103.5 95.5 101.6  59.1  39.8 25.4 31.0 30.3 19.7
24.7 43 177.00 69.25 39.6 104.0 98.6 99.5 59.5 36.1 22.0 30.1 27.2 17.7
17.8 43 165.50 68.50 31.1 93.1 87.3 96.6 54.7  39.0 24.8 31.0 29.4 18.8
19.1 43 200.25 73.50 38.6 105.2 102.8 103.6 61.2 39.3 23.5 30.5 28.5 18.1
18.2 52 203.25 74.25 42.0 110.0 101.6 100.7 55.8 38.7 23.4 35.1 29.6 19.1
17.2 43 194.00 75.50 38.5 110.1 88.7 102.1 57.5 40.0 24.8 35.1 30.7 19.2
21.0 40 168.50 69.25 34.2 97.8 92.3 100.6 57.5 36.8 22.8 32.1 26.0 17.3
19.5 43 170.75 68.50 37.2 96.3 90.6 99.3 61.9 38.0 22.3 33.3 28.2 18.1
27.1 43 183.25 70.00 37.1 108.0 105.0 103.0 63.7 40.0 23.6 33.5 27.8 17.4
21.6 47 178.25 70.00 40.2 99.7 95.0 98.6 62.3 38.1 23.9 35.3 31.1 19.8
20.9 42 163.00 70.25 35.3 93.5 89.6 99.8 61.5 37.8 21.9 30.7 27.6 17.4
25.9 48 175.25 71.75 38.0 100.7 92.4 97.5 59.3  38.1 21.8 31.8 27.3 17.5
16.7 40 158.00 69.25 36.3 97.0 86.6 92.6 559  36.3 22.1 29.8 26.3 17.3
19.8 48 177.25 72.75 36.8 96.0 90.0 99.7 58.8 38.4 22.8 29.9 28.0 18.1
14.1 51 179.00 72.00 41.0 99.2 90.0 96.4 56.8  38.8 23.3 33.4 29.8 19.5
25.1 40 191.00 74.00 38.3 95.4 92.4 104.3 64.6 41.1 24.8 33.6 29.5 18.5
17.9 44 187.50 72.25 38.0 101.8 87.5 101.0 58.5 39.2 24.5 32.1 28.6 18.0
27.0 52 206.50 74.50 40.8 104.3  99.2 104.1  58.5 39.3 24.6 33.9 31.2 19.5
24.6 44 185.25 71.50 39.5 99.2 98.1 101.4 57.1  40.5 23.2 33.0 29.6 18.4
14.8 40 160.25 68.75 36.9 99.3 83.3 97.5 60.5 38.7 22.6 34.4 28.0 17.6
16.0 47 151.50 66.75 36.9 94.0 86.1 95.2 58.1  36.5 22.1 30.6 27.5 17.6
14.0 50 161.00 66.50 37.7 98.9 84.1 94.0 58.5  36.6 23.5 34.4 29.2 18.0
17.4 46 167.00 67.00 36.6 101.0 89.9 100.0 60.7 36.0 21.9 35.6 30.2 17.6
26.4 42 177.50 68.75 38.9 98.7 92.1 98.5 60.7 36.8 22.2 33.8 30.3 17.2
17.4 43 152.25 67.75 37.5 95.9 78.0 93.2 53.5 35.8 20.8 33.9 28.2 17.4
20.4 40 192.25 73.25 39.8 103.9 93.5 99.5 61.7  39.0 21.8 33.3 29.6 18.1
15.0 42 165.25 69.75 38.3 96.2 87.0 97.8 57.4  36.9 22.2 31.6 27.8 17.7
18.0 49 171.75 71.50 35.5 97.8 90.1 95.8 57.0 38.7 23.2 27.5 26.5 17.6
22.2 40 171.25 70.50 36.3 94.6 90.3 99.1 60.3 38.5 23.0 31.2 28.4 17.1
23.1 47 197.00 73.25 37.8 103.6  99.8 103.2 61.2 38.1 22.6 33.5 28.6 17.9
25.3 50 157.00 66.75 37.8 100.4 89.4 92.3 56.1  35.6 20.5 33.6 29.3 17.3
23.8 41 168.25 69.50 36.5 98.4 87.2 98.4 56.0 36.9 23.0 34.0 29.8 18.1
26.3 44 186.00 69.75 37.8 104.6 101.1 102.1 58.9 37.9 22.7 30.9 28.8 17.6
21.4 39 166.75 70.75 37.0 92.9 86.1 95.6 58.8  36.1 22.4 32.7 28.3 17.1
28.4 43 187.75 74.00 37.7 97.8 98.6 100.6 63.6 39.2 23.8 34.3 28.4 17.7
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Anexo C. Conjuntos de Dados

Tabela C.1: Dados da massa gorda (continuagio).

Y[ =x[L1]  x[,2] x[,3]  x[4] x[,5] x[,6] x[7] x[,8] x[,9] x[,10] x[,11] x[,12] x[,13]
21.8 40 168.25 71.25 34.3 98.3 88.5 98.3 58.1 384 22.5 31.7 27.4 17.6
20.1 49 212.75 75.00 40.8 104.7 106.6 107.7 66.5 42.5 24.5 35.5 29.8 18.7
24.3 40 176.75 71.00 37.4  98.6 93.1 101.6 59.1 39.6 21.6 30.8 27.9 16.6
18.1 40 173.25 69.50 36.5 99.5 93.0 99.3 60.4  38.2 22.0 32.0 28.5 17.8
22.7 52 167.00 67.75 37.5 102.7 91.0 98.9 57.1  36.7 22.3 31.6 27.5 17.9
9.9 23 159.75 72.25 35.5 92.1 77.1 93.9 56.1  36.1 22.7 30.5 27.2 18.2
10.8 23 188.15 77.50 38.0 96.6 85.3 102.5 59.1 37.6 23.2 31.8 29.7 18.3
14.4 24 156.00 70.75 35.7 92.7 81.9 95.3 56.4  36.5 22.0 33.5 28.3 17.3
19.0 24 208.50 7275 39.2 102.0 99.1 110.1  71.2 43.5 25.2 36.1 30.3 18.7
28.6 25 206.50 69.75 40.9 110.9 100.5 106.2 68.4 40.8 24.6 33.3 29.7 18.4
6.1 25 143.75 72.50 35.2 92.3 76.5 92.1 51.9  35.7 22.0 25.8 25.2 16.9
24.5 26 223.00 70.25 40.6 114.1 106.8 113.9 67.6 42.7 24.7 36.0 30.4 18.4
9.9 26 152.25 69.00 354 929 77.6 93.5 56.9 35.9 20.4 31.6 29.0 17.8
19.1 26 241.75 7450 41.8 108.3 1029 1144 729 435 25.1 38.5 33.8 19.6
10.6 27 146.00 72.25 34.1 88.5 72.8 91.1 53.6 36.8 23.8 27.8 26.3 17.4
16.5 27 156.75 67.25 37.9 94.0 88.2 95.2 56.8 37.4 22.8 30.6 28.3 17.9
20.5 27 200.25 73.50 38.2 101.1 100.1 105.0 62.1 40.0 24.9 33.7 29.2 19.4
17.2 28 171.50 75.25 35.6 92.1 83.5 98.3 57.3 37.8 21.7 32.2 27.7 17.7
30.1 28 205.75 69.00 38.5 105.6 105.0 106.4 68.6 40.0 25.2 35.2 30.7 19.1
10.5 28 182.50 72.25 37.0 98.5 90.8 102.5 60.8 38.5 25.0 31.6 28.0 18.6
12.8 30 136.50 68.75 35.9 88.7 76.6 89.8 50.1  34.8 21.8 27.0 34.9 16.9
22.0 31 177.25 71.50 36.2 101.1 92.4 99.3 59.4  39.0 24.6 30.1 28.2 18.2
9.9 31 151.25 72.25 35.0 94.0 81.2 91.5 52.5  36.6 21.0 27.0 26.3 16.5
14.8 33 196.00 73.00 38.5 103.8 95.6 105.1 614 40.6 25.0 31.3 29.2 19.1
13.3 33 184.25 68.75 40.7  98.9 92.1 103.5 64.0 37.3 23.5 33.5 30.6 19.7
15.2 34 140.00 70.50 36.0 89.2 83.4 89.6 52.4  35.6 20.4 28.3 26.2 16.5
26.5 34 218.75 72.00 39.5 1114 106.0 108.8 63.8 42.0 23.4 34.0 31.2 18.5
19.0 35 217.00 73.75 40.5 107.5 95.1 104.5 64.8 41.3 25.6 36.4 33.7 19.4
21.4 35 166.25 68.00 38.5 99.1 90.4 95.6 55.5  34.2 21.9 30.2 28.7 17.7
20.0 35 224.75 7225 43.9 108.2 100.4 106.8 63.3 41.7 24.6 37.2 33.1 19.8
34.7 35 228.25 69.50 40.4 1149 1159 111.9 744 40.6 24.0 36.1 31.8 18.8
16.5 35 172.75 69.50 37.6 99.1 90.8 98.1 60.1  39.1 23.4 32.5 29.8 17.4
4.1 35 152.25 67.75 37.0 92.2 81.9 92.8 54.7  36.2 22.1 30.4 27.4 17.7
1.9 35 125.75 65.50 34.0 90.8 75.0 89.2 50.0 34.8 22.0 24.8 25.9 16.9
20.2 35 177.25 71.00 38.4 100.5 90.3 98.7 57.8 37.3 22.4 31.0 28.7 17.7
16.8 36 176.25 71.50 38.7  98.2 90.3 99.9 59.2  37.7 21.5 324 28.4 17.8
24.6 36 226.75 7175 41.5 115.3 108.8 114.4 69.2 42.4 24.0 35.4 21.0 20.1
10.4 37 145.25 69.25 36.0 96.8 79.4 89.2 50.3  34.8 22.2 31.0 26.9 16.9
13.4 37 151.00 67.00 35.3 92.6 83.2 96.4 60.0 38.1 22.0 31.5 26.6 16.7
28.8 37 241.25 71.50 42.1  119.2 110.3 113.9 69.8 42.6 24.8 34.4 29.5 18.4
22.0 38 187.25 69.25 38.0 102.7 92.7 1019 64.7 39.5 24.7 34.8 30.3 18.1
16.8 39 234.75 7450 42.8 109.5 104.5 109.9 69.5 43.1 25.8 39.1 32.5 19.9
25.8 39 219.25 7425 40.0 108.5 104.6 109.8 68.1 42.8 24.1 35.6 29.0 19.0
0.0 40 118.50 68.00 33.8 79.3 69.4 85.0 47.2 33.5 20.2 27.7 24.6 16.5
11.9 40 145.75  67.25 35.5 95.5 83.6 91.6 54.1  36.2 21.8 31.4 28.3 17.2
12.4 40 159.25 69.75 35.3 92.3 86.8 96.1 58.0 39.4 22.7 30.0 26.4 17.4
17.4 40 170.50 74.25 37.7  98.9 90.4 95.5 55.4  38.9 22.4 30.5 28.9 17.7
9.2 40 167.50 71.50 39.4 89.5 83.7 98.1 57.3  39.7 22.6 32.9 29.3 18.2
23.0 41 232.75 7425 419 1175 109.3 108.8 67.7 41.3 24.7 37.2 31.8 20.0
20.1 41 210.50 72.00 38.5 107.4 98.9 104.1 63.5 39.8 23.5 36.4 30.4 19.1
20.2 41 202.25 72.50 40.8 109.2 98.0 101.8 62.8 41.3 24.8 36.6 32.4 18.8
23.8 41 185.00 68.25 38.0 103.4 101.2 103.1 61.5 404 22.9 33.4 29.2 18.5
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Tabela C.1: Dados da massa gorda (continuagio).

Y[ =x[L1]  x[2] x[,3]  x[,4] x[5] x[,6] x[7 x[,8] x[,9] x[,10] x[,11] x[,12] x[,13]
11.8 41 153.00 69.25 36.4 91.4 80.6 92.3 54.3  36.3 21.8 29.6 27.3 17.9
36.5 42 244.25 76.00 41.8 115.2 113.7 1124 68.5 45.0 25.5 37.1 31.2 19.9
16.0 42 193.50 70.50 40.7 104.9 94.1 102.7 60.6 38.6 24.7 34.0 30.1 18.7
24.0 42 224.75 7475  38.5 106.7 105.7 111.8 65.3 43.3 26.0 33.7 29.9 18.5
22.3 42 162.75 72.75 35.4 92.2 85.6 96.5 60.2  38.9 22.4 31.7 27.1 17.1
24.8 42 180.00 68.25 38.5 101.6 96.6 100.6 61.1 384 24.1 32.9 29.8 18.8
21.5 42 156.25 69.00 35.5 97.8 86.0 96.2 57.7 38.6 24.0 31.2 27.3 17.4
17.6 42 168.00 71.50 36.5 92.0 89.7 101.0 62.3 38.0 22.3 30.8 27.8 16.9
7.3 42 167.25 72.75 37.6 94.0 78.0 99.0 57.5  40.0 22.5 30.6 30.0 18.5
22.6 43 170.75 67.50 37.4 103.7  89.7 94.2 58.5  39.0 24.1 33.8 28.8 18.8
12.5 43 178.25 70.25 37.8 102.7 89.2 99.2 60.2  39.2 23.8 31.7 28.4 18.6
21.7 43 150.00 69.25 35.2 91.1 85.7 96.9 55.5  35.7 22.0 29.4 26.6 17.4
27.7 43 200.50 71.50 379 107.2 103.1 105.5 68.8 38.3 23.7 32.1 28.9 18.7
6.8 44 184.00 74.00 37.9 100.8 89.1 102.6 60.6  39.0 24.0 32.9 29.2 18.4
33.4 44 223.00 69.75 40.9 121.6 113.9 107.1 63.5 40.3 21.8 34.8 30.7 17.4
16.6 44 208.75 73.00 41.9 105.6 96.3 102.0 63.3 39.8 24.1 37.3 23.1 19.4
31.7 44 166.00 65.50 39.1 100.6 93.9 100.1 58.9 37.6 21.4 33.1 29.5 17.3
31.5 47 195.00 72.50 40.2 102.7 101.3 101.7 60.7 39.4 23.3 36.7 31.6 18.4
10.1 47 160.50 70.25 36.0 99.8 83.9 91.8 53.0 36.2 22.5 31.4 27.5 17.7
11.3 47 159.75  70.75 34.5 92.9 84.4 94.0 56.0 38.2 22.6 29.0 26.2 17.6
7.8 49 140.50 68.00 35.8 91.2 79.4 89.0 51.1  35.0 21.7 30.9 28.8 17.4
26.4 49 216.25 74.50 40.2 115.6 104.0 109.0 63.7 40.3 23.2 36.8 31.0 18.9
19.3 49 168.25 71.75 38.3 98.3 89.7 99.1 56.3 38.8 23.0 29.5 27.9 18.6
18.5 50 194.75 70.75 39.0 103.7 97.6 104.2 60.0 40.9 25.5 32.7 30.0 19.0
19.3 50 172.75 73.00 37.4 98.7 87.6 96.1 57.1  38.1 21.8 28.6 26.7 18.0
45.1 51 219.00 64.00 41.2 119.8 122.1 112.8 62.5 36.9 23.6 34.7 29.1 18.4
13.8 51 149.25 69.75 34.8 92.8 81.1 96.3 53.8 36.5 21.5 31.3 26.3 17.8
8.2 51 154.50 70.00 36.9 93.3 81.5 94.4 54.7  39.0 22.6 27.5 25.9 18.6
23.9 52 199.25 71.75 39.4 106.8 100.0 105.0 63.9 39.2 22.9 35.7 30.4 19.2
15.1 53 154.50 69.25 37.6 93.9 88.7 94.5 53.7  36.2 22.0 28.5 25.7 17.1
12.7 54 153.25 70.50 38.5 99.0 91.8 96.2 57.7  38.1 23.9 31.4 29.9 18.9
25.3 54 230.00 72.25 42,5 1199 110.4 105.5 64.2 42.7 27.0 38.4 32.0 19.6
11.9 54 161.75 67.50 37.4 94.2 87.6 95.6 59.7  40.2 23.4 27.9 27.0 17.8
6.1 55 142.25 67.25 35.2 92.7 82.8 91.9 54.4  35.2 22.5 29.4 26.8 17.0
11.3 55 179.75 68.75 41.1 106.9  95.3 98.2 574 37.1 21.8 34.1 31.1 19.2
12.8 55 126.50 66.75 33.4 88.8 78.2 87.5 50.8  33.0 19.7 25.3 22.0 15.8
14.9 55 169.50 68.25 37.2 101.7 91.1 97.1 56.6  38.5 22.6 33.4 29.3 18.8
24.5 55 198.50 74.25 38.3 1053 96.7 106.6 64.0 42.6 23.4 33.2 30.0 18.4
15.0 56 174.50 69.50 38.1 104.0 89.4 98.4 58.4 374 22.5 34.6 30.1 18.8
16.9 56 167.75 68.50 37.4 98.6 93.0 97.0 55.4  38.8 23.2 32.4 29.7 19.0
11.1 57 147.75 65.75  35.2 99.6 86.4 90.1 53.0 35.0 21.3 31.7 27.3 16.9
16.1 57 182.25 71.75 39.4 103.4 96.7 100.7 59.3 38.6 22.8 31.8 29.1 19.0
15.5 58 175.50 71.50 38.0 100.2  88.1 97.8 57.1  38.9 23.6 30.9 29.6 18.0
25.9 58 161.75 67.25 35.1 94.9 94.9 100.2 56.8 35.9 21.0 27.8 26.1 17.6
25.5 60 157.75 67.50 40.4 97.2 93.3 94.0 54.3  35.7 21.0 31.3 28.7 18.3
18.4 62 168.75 67.50 38.3 104.7 95.6 93.7 544 37.1 22.7 30.3 26.3 18.3
24.0 62 191.50 72.25 40.6 104.0 98.2 101.1  59.3 40.3 23.0 32.6 28.5 19.0
26.4 63 219.15 69.50 40.2 117.6 113.8 111.8 63.4 41.1 22.3 35.1 29.6 18.5
12.7 64 155.25 69.50 37.9 95.8 82.8 94.5 61.2 39.1 22.3 29.8 28.9 18.3
28.8 65 189.75 65.75 40.8 106.4 100.5 100.5 59.2 38.1 24.0 35.9 30.5 19.1
17.0 65 127.50 65.75  34.7 93.0 79.7 87.6 50.7 334 20.1 28.5 24.8 16.5
33.6 65 224.50 68.25 38.8 119.6 118.0 114.3 61.3 42.1 23.4 34.9 30.1 19.4
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Anexo C. Conjuntos de Dados

Tabela C.1: Dados da massa gorda (continuagio).

Y[ x[1] x[,2] x[,3]  x[,4]  x[,5] x[,6] x[, 71 x[,8] x[,9] x[,10] x[,11] x[,12] x[,13]

29.3 66 234.25 72.00 41.4 119.7 109.0 109.1 63.7 424 24.6 35.6 30.7 19.5
314 67 227.75 7275 41.3  115.8 1134 109.8 65.6 46.0 25.4 35.3 29.8 19.5
28.1 67 199.50 68.50 40.7 118.3 106.1 101.6 58.2 38.8 24.1 32.1 29.3 18.5
15.3 68 155.50 69.25 36.3 974 84.3 944 543 37.5 22.6 29.2 27.3 18.5
29.1 69 215.50 70.50 40.8 113.7 107.6 110.0 63.3 44.0 22.6 37.5 32.6 18.8
11.5 70 134.25 67.00 34.9 89.2 83.6 88.8 49.6 34.8 21.5 25.6 25.7 18.5
32.3 72 201.00 69.75 40.9 108.5 105.0 104.5 59.6 40.8 23.2 35.2 28.6 20.1
28.3 72 186.75 66.00 389 111.1 111.5 101.7 60.3 37.3 21.5 31.3 27.2 18.0
25.3 72 190.75 70.50 38.9 108.3 101.3 97.8 56.0 41.6 22.7 30.5 29.4 19.8
30.7 74 207.50 70.00 40.8 1124 108.5 107.1 59.3 42.2 24.6 33.7 30.0 20.9

Tabela C.2: Dados da homocisteinemia.

Y[] x[L,1] x[,2]  x[,3] x[4] x[,5] x[,6] x[,7] x[,8] x[,9] x[,10] x[,11] x[,12] = x[,13]
6.44 0 0 1 0 74 23 0.7 11 78 106.2 53 110 70
9.65 0 0 0 1 101 38 0.9 15 73 164.0 69 136 86
8.00 1 0 1 1 163 28 0.6 61 40 186.4 36 140 95
9.81 1 1 0 0 98 25 1.1 64 98 158.2 96 120 80
11.07 1 1 0 1 97 39 0.9 51 94 215.8 46 116 76
7.08 0 0 1 1 90 40 0.9 21 74 200.0 63 166 100
7.27 1 1 0 1 90 41 1.0 33 82 167.4 29 126 90
8.16 1 0 1 0 86 32 1.3 16 118 107.6 46 136 86
7.34 0 0 0 0 94 22 0.6 129 110 104.6 58 150 100
7.60 1 1 0 1 93 41 0.9 20 62 95.8 68 140 100
9.67 1 0 1 1 78 36 1.0 52 75 176.4 36 116 70
10.88 1 1 0 1 131 27 1.0 22 48 128.2 44 136 86
9.14 1 0 0 0 90 36 1.1 36 54 144.6 46 150 90
8.39 1 0 1 1 92 33 0.9 29 69 197.2 56 166 100
11.60 1 0 1 0 146 38 1.0 21 88 171.0 38 140 90
5.83 0 0 0 1 101 30 0.9 34 71 205.8 36 180 106
7.13 1 0 0 0 95 42 0.9 69 62 189.4 58 126 80
6.16 1 0 0 1 209 48 0.9 19 47 191.8 50 136 86
8.04 0 0 0 0 91 39 0.9 31 54 118.6 46 166 106
7.36 1 0 1 1 82 31 0.9 29 76 135.6 34 130 86
7.81 1 0 1 0 84 42 1.0 21 89 152.8 42 126 80
10.91 1 0 0 0 285 36 1.0 17 74 204.8 46 160 100
13.26 1 0 0 0 76 30 1.2 24 58 193.6 47 130 90
9.40 1 0 1 0 117 43 1.1 41 59 156.4 29 150 90
11.74 1 0 0 1 115 35 1.3 31 74 144.4 51 150 90
8.24 1 0 0 0 97 17 1.1 38 52 167.0 33 160 100
7.33 1 1 0 1 111 20 0.8 67 108 232.8 28 106 86
9.05 0 0 0 1 273 37 0.9 27 120 119.0 36 180 100
6.95 1 0 0 0 97 36 1.2 54 71 143.0 30 120 76
9.26 1 0 1 1 83 38 1.2 88 108 102.0 53 140 86
9.71 1 0 0 1 397 50 1.1 16 65 104.6 56 140 90
6.05 1 0 0 1 130 27 0.9 189 74 212.4 41 120 80
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Tabela C.2: Dados da homocisteinemia (continuagio).

Y[ ] x[,1]  x[,2] x[,3] x[4] x[,5] x[,6] x[7] x[8 x[,9] x[,10] x[,11] x[,12] x[,13]

7.43 0 0 1 1 99 36 0.8 27 87 213.4 66 110 60
8.99 1 0 1 0 95 37 0.8 45 68 158.4 56 140 90
30.35 1 0 1 0 63 167 12.1 14 75 83.2 19 140 90
11.12 1 0 0 0 92 40 1.0 19 61 135.8 56 106 76
11.40 1 0 1 0 103 45 0.9 79 96 137.4 32 140 90
11.29 1 0 1 1 113 29 1.0 27 164 146.4 50 120 70
13.16 1 0 1 0 78 31 0.9 49 119 169.0 38 130 86
11.72 1 0 1 0 76 25 1.0 53 91 157.8 47 180 110
38.47 1 1 0 0 127 21 1.0 56 146 168.6 28 126 80
37.65 1 1 0 0 87 32 1.0 31 96 182.8 34 126 76
17.76 1 0 1 1 89 41 1.7 27 111 159.8 27 130 80
11.13 1 0 1 0 76 34 1.1 22 55 131.0 35 120 80
11.82 1 0 1 1 95 34 1.1 20 50 95.2 53 136 86
10.32 1 0 1 1 7 21 0.9 108 66 191.2 48 110 80
9.13 1 0 1 1 88 45 1.2 39 64 105.2 44 150 90
13.43 1 0 0 0 98 46 1.1 126 95 190.0 54 110 70
9.98 1 0 0 1 100 37 0.9 37 81 144.8 38 130 86
13.63 1 0 1 1 82 25 1.0 30 78 250.4 44 150 90
21.04 1 1 0 0 91 22 1.0 39 63 232.6 57 130 80
13.05 1 0 1 1 104 34 0.9 20 74 86.2 36 130 86
14.29 1 0 0 1 109 42 1.0 84 101 145.2 44 110 86
12.86 1 1 0 1 89 32 1.0 25 66 167.8 45 140 86
13.81 1 1 0 1 89 32 1.0 23 54 260.4 53 130 100
10.59 1 0 1 1 91 34 1.0 74 72 227.4 47 130 90
10.02 1 0 1 0 97 28 1.1 33 75 93.8 38 130 80
15.83 1 0 0 0 84 34 1.3 87 249 78.0 64 140 86
7.43 0 0 0 1 84 42 1.0 13 92 145.0 60 170 110
9.72 0 0 0 1 85 59 1.1 22 100 203.4 58 120 80
9.16 1 1 0 0 80 32 1.1 63 69 153.0 55 120 86
10.12 1 1 0 1 100 25 1.1 115 140 168.0 46 130 90
7.97 1 0 1 1 98 25 0.9 55 61 178.8 45 130 90
7.92 0 0 0 0 80 35 0.7 12 75 128.6 68 120 70
8.95 1 0 1 0 92 34 1.1 193 100 141.6 41 120 80
10.20 1 1 0 0 85 30 1.0 28 64 226.6 35 110 70
7.48 0 0 0 0 79 26 0.8 21 136 121.6 54 126 80
7.50 1 0 1 0 91 46 1.0 51 60 178.4 36 110 70
9.54 1 0 1 1 89 35 1.1 26 60 125.4 49 136 86
8.58 1 0 1 1 97 44 1.1 192 84 180.8 47 140 80
9.47 1 0 1 1 93 39 1.0 61 94 177.8 68 130 82
10.94 1 0 1 1 96 42 1.7 25 31 145.8 44 130 80
10.59 1 0 1 1 110 49 1.1 20 63 140.8 29 126 80
10.85 1 1 0 0 96 36 0.9 59 64 149.8 46 140 90
7.83 1 0 1 0 87 32 1.1 26 64 127.4 46 136 86
6.61 1 1 0 0 115 29 0.9 43 69 146.6 31 136 88
8.09 1 0 1 1 95 35 1.2 93 81 204.6 51 120 76
7.75 0 0 0 0 93 26 0.7 10 46 132.8 41 140 90
8.16 1 0 1 1 94 30 0.8 160 84 206.4 47 140 100

185




Anexo C. Conjuntos de Dados

Tabela C.2: Dados da homocisteinemia (continuagao).

Y[ ] x[,1]  x[,2]  =x[3] =x[4] =x[5] x[6] x[7 x[8 x[,9] x[,10] x[,11] x[,12]  x[,13]
8.66 1 0 1 1 118 38 1.1 139 126 118.6 39 120 80
7.76 1 0 0 0 87 32 0.9 34 108 151.4 40 150 96
13.80 1 1 0 1 83 40 1.0 26 91 154.6 31 130 70
5.40 0 0 0 0 84 34 0.8 10 101 147.0 64 156 106
7.64 1 0 1 1 100 32 1.0 17 69 110.6 29 170 100
8.07 1 0 1 1 115 32 1.0 26 7 138.8 47 170 106
7.33 1 0 1 1 85 37 0.9 84 78 167.6 42 140 90
7.72 1 0 0 1 263 29 0.8 108 78 222.8 48 130 100
10.40 1 0 0 1 148 30 1.0 64 60 219.0 56 140 86
9.07 1 0 1 0 88 55 1.5 49 46 141.6 58 146 80
13.03 0 1 0 0 110 46 1.0 17 97 98.6 65 130 76
9.45 1 1 0 1 91 36 0.9 76 29 145.0 42 140 76
7.00 1 0 0 1 91 48 0.9 25 68 156.8 38 130 86
10.18 1 1 0 1 98 47 0.9 22 59 165.4 30 136 86
7.38 0 1 0 1 92 26 0.8 13 94 191.6 41 140 90
7.86 0 0 0 1 89 28 1.0 23 76 171.2 60 140 80
11.15 1 0 1 0 94 28 1.0 114 78 200.2 45 140 96
8.20 1 0 0 1 92 46 1.1 41 83 181.4 38 140 80
10.14 1 0 1 1 94 37 1.0 24 124 153.8 30 160 110
12.24 1 0 1 0 85 53 1.3 40 51 197.6 30 130 86
10.70 1 0 0 0 88 36 1.0 24 56 159.2 48 120 80
10.36 1 0 0 1 76 37 1.1 17 86 158.6 30 120 80
9.69 1 0 0 0 271 43 0.9 33 109 146.0 39 130 90
6.10 1 0 0 0 112 29 0.8 27 85 109.8 51 146 110
12.11 1 0 0 1 81 32 1.0 34 69 169.2 55 130 80
11.15 1 0 1 0 86 24 1.0 41 67 153.2 56 150 96
9.08 1 0 1 0 83 19 0.8 25 60 128.8 45 116 70
7.63 0 0 0 0 140 48 1.5 91 97 146.2 39 156 100
11.84 1 0 0 1 134 59 1.2 17 37 162.6 38 130 80
10.89 1 0 1 0 80 56 1.3 20 76 120.4 46 140 90
9.00 1 0 1 1 96 20 0.9 39 100 164.8 32 120 80
9.60 1 0 0 1 91 31 1.1 23 103 173.2 45 130 90
11.10 1 0 1 0 96 40 1.0 25 66 177.4 54 136 86
8.55 1 0 1 1 78 25 0.9 47 85 188.8 33 150 100
10.85 1 0 1 0 94 38 1.3 40 102 193.8 80 146 86
10.66 1 1 0 1 121 46 1.0 44 99 160.4 43 176 96
7.10 1 0 0 1 138 37 1.1 41 57 131.4 51 170 100
12.38 1 0 0 1 90 35 1.3 29 98 115.6 53 130 80
5.98 0 0 0 1 108 44 0.8 12 96 130.6 58 146 96
11.33 1 1 0 1 144 30 1.3 150 149 184.2 36 145 95
11.05 1 0 0 1 93 40 0.9 45 87 186.0 42 130 80
8.87 1 0 1 1 130 22 1.1 25 94 229.4 56 130 80
9.05 1 0 1 1 87 37 1.0 26 70 168.2 80 170 98
8.68 1 0 1 1 79 35 0.8 34 86 96.2 104 126 84
11.30 1 0 1 0 85 43 1.0 43 84 274.4 60 150 98
8.67 0 0 0 0 97 50 0.7 21 7 157.2 67 190 100
11.11 1 0 1 1 148 46 1.0 21 88 135.2 49 136 86
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Anexo D

Cddigos do WinBUGS

D.1 Dados da massa gorda

D.1.1 Método SIMD

A 12 iteracao do método SIMD, para os dados da massa gorda, comega com o
ajustamento do modelo de regressao linear normal com as 13 covaridveis e o cdlculo do valor
das medidas de discrepancia deste modelo. O cédigo do WinBUGS para o ajustamento
do modelo referente a esta iteracao do método SIMD é

model massagorda_SIMD_ l3covar;

const
pt=13,
p=13,
N=251,
PI=3.141593;
var

mu [N],

betal, betalpl,

b0, blpl,

resid[N], sresid[N],
ver [N], log.ver[N],
inv.ver[N],

num.par,

BIC.est,
soma.log.ver;

# leitura dos dados
for (i in 1:N){

S~ S S S o~ 0~

KX X X X X X X X X X

[RE o o SO SO S AR SRS

~

#
#
#

= s S S 3E 3 3k 3 S S S S S

nimero total de covaridveis
nimero de covariaveis no modelo
numero de observacdes

todas as covariaveis

covariaveis consideradas

covariaveis standardizadas

varidvel resposta

valor médio

constante e coeficientes standardizados
constante e coeficientes ndo standardizados
residuos e residuos standardizados
verosimilhanca e log-verosimilhanca
ordenada preditiva condicional

nimero de pardmetros do modelo

BIC estimado

LLP

i,1]<-d[i,in.mod[1]]
[1,in.mod[2]]
[i,in.mod[3]]
[1,in.mod[4]]
[1,in.mod[5]]
[i,in.mod[6]]
[1,in.mod[7]]
[i,in.mod[8]]
[i,in.mod[9]]
d
d
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x[1,12]<-d[i,in.mod[12]]
x[1,13]<-d[i,in.mod[13]]
}
# standardizacdo dos x's e dos coeficientes
for (j in 1l:p){
b[jl<-betalj]/sd(x[,]])
for (i in 1:N){
z[i,3]1<-(x[i,j]-mean(x[,]]))/sd(x[,3])
}
}
b0<-betalO-b[l]*mean(x[,1])-b[2]*mean(x[,2])-b[3]*mean (x[,3])-b[4]*mean (x[,4])
-b[5]*mean (x[,5])-b[6]*mean (x[,6])-b[7]*mean (x[,7])-b[8]*mean (x[, 8]
-b[9]*mean (x[,9])-b[10]*mean (x[,10])-b[ll]*mean(x[,11]
-b[12]*mean(x[,12])-b[13]*mean (x[,13])
# modelo
for (i in 1:N){
mu[i]<-betalO+beta[l]*z[i,1]+betal[2]*z[i,2]+beta[3]*z[1,3]+beta[d4]*z[1i,4]
+beta[5]*z[1i,5]+beta[6]*z[1i,6]+beta[7]*z[i,7]+beta[8]*z[1,8]
+beta[9]*z[1i,9]+beta[10]*z[i,10]+beta[ll]*z[1,11]
+beta([12]*z[1i,12]+beta[13]*z[1i,13]
Y[i]~dnorm(mu[i], tau)
}
# priors
betalO~dnorm(0.0,1.0E-4)
for(j in 1:p){
beta[j]~dnorm(0.0,1.0E-4)
}
tau~dgamma (0.001,0.001)
sigma<-1/sqgrt (tau)
# selecgdo de covariaveis
for (i in 1:N){
resid[i]<-Y[i]-mu[i]
sresid[i]<-resid[i] *sqgrt (tau)
ver[i]<-sqgrt (tau/ (2*PI)) *exp (-0.5*pow (sresid[i],2))
log.ver[il<-log(ver[i])
inv.ver[i]<-1/ver[i]
}
num.par<-p+2
BIC.est<--2*sum(log.ver[])+num.par*log (N)
soma.log.ver<--2*sum(log.ver([]

Os dados do exemplo da massa gorda estao no ficheiro bodyfat_dat.odc, onde Y representa
a varidvel resposta e d[j] as diferentes covaridveis. Os restantes valores de input sao
dados pela instrucio list(N=251, p=13, PI=3.141593, in.mod=c(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)).
A inicializacdo dos parametros do modelo é dada pela instrucao list(beta0=10,
beta=¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), tau=0.1).

As estimativas dos parametros by, by,...,b13 e 7 = 1/02, do modelo de regressio
linear normal, sao obtidas através da monitorizacao de b0, b e tau. Para obter o valor
do DIC é necessario seleccionar a opgao DIC do menu Inference e seleccionar a opgao set
da caixa de didlogo; depois de efectuadas as iteragoes consideradas necessarias, a seleccao
da opgao stats da caixa de didlogo do DIC possibilita a obtencdo de estimativas desta
medida de discrepancia. A monitorizacdo de BIC.est e soma.log.ver permite a obtencao
de estimativas das medidas de discrepancia BIC e LLP, respectivamente. As ordenadas
preditivas condicionais, p(z;|z(_;), sdo obtidas através da monitorizacdo de inv.ver e
SInCPO = Y1 | Inp(zi|z(_;)) obtém-se de modo imediato.

Os cédigos do WinBUGS para efectuar as restantes iteracées do método SIMD sao
idénticos ao anterior, sendo apenas necessario alterar o valor de p e adaptar o modelo,
uma vez que em cada iteracao é excluida uma covaridvel. Por exemplo, o cédigo do
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WinBUGS para o ajustamento do modelo de regressao linear normal da 6 iteracao é

model massagorda_SIMD_8covar;

const
pt=13, # numero total de covaridveis
p=8, # numero de covariaveis no modelo
N=251, # numero de observacdes
PI=3.141593;
d[N,pt] # todas as covariaveis
x[N,pl, # covariaveis consideradas
z[N,pl, # covariaveis standardizadas
Y[N], # variavel resposta
mu[N], # valor médio
betal, betalpl, # constante e coeficientes standardizados
b0, blpl, # constante e coeficientes n&do standardizados
resid[N], sresid[N], # residuos e residuos standardizados
ver [N], log.ver[N], # verosimilhanca e log-verosimilhanca
inv.ver[N], # ordenada preditiva condicional
num.par, # nimero de pardmetros do modelo
BIC.est, # BIC estimado
soma.log.ver; # LLP

# leitura dos dados
for (i in 1:N){

i,11<-d[i,in.
i,in.

XX X X X X X X

}
# standardizacdo dos x's e dos coeficientes
for (j in 1l:p){
b[jl<-betalj]/sd(x[,3])
for (i in 1:N){
z[1i,3]1<=(x[1,j]-mean (x[,31))/sd(x[,3])
}
}
b0<-betal-b[l]*mean(x[,1])-b[2]*mean(x[,2])-b[3]*mean (x[,3])-b[4]*mean (x[,4])
-b[5]*mean (x[,5])-b[6]*mean (x[,6])-b[7]*mean (x[,7])-b[8]*mean(x[,8])
# modelo
for (i in 1:N){
mul[i]<-betalO+betal[l]l*z[i,1]+beta[2]*z[i,2]+beta[3]*z[i,3]+beta[4]*z[1,4]
+beta[5]*z[i,5]+beta[6]*z[1i,6]+beta[7]*z[i,7]+betal[8]*z[1,8]
Y[i]l~dnorm(mu[i], tau)
}
# priors
betal0~dnorm(0.0,1.0E-4)
for(j in 1:p){
beta[j]~dnorm(0.0,1.0E-4)
}
tau~dgamma (0.001,0.001)
sigma<-1/sqgrt (tau)
# selecgdo de covariaveis
for (i in 1:N){
resid[i]<-Y[i]-mu[i]
sresid[i]<-resid[i] *sqgrt (tau)
ver[i]<-sqgrt (tau/ (2*PI)) *exp (-0.5*pow (sresid[i],2))
log.ver[il<-log(ver[i])
inv.ver[i]<-1/ver[i]
}
num.par<-p+2
BIC.est<--2*sum(log.ver[])+num.par*log (N)
soma.log.ver<--2*sum(log.ver[])
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As observacoes da varidvel resposta e das covaridveis estdo no ficheiro bodyfat_dat.odc
e os restantes valores de input sao dados pela instrucao list(N=251, p=8, P1=3.141593,
in.mod=c(1,2,4,6,7,8,12,13)). O ajustamento de modelos de regressao linear normal com 8
covaridveis, quaisquer que elas sejam, pode ser efectuado com este mesmo cédigo, bastando
para isso alterar o vector in.mod que indica quais as covaridveis incluidas no modelo.
A inicializacao dos parametros é dada pela instrucao list(beta0=10, beta=c(0,0,0,0,0,0,0,0),
tau=0.1).

D.1.2 Meétodo FVS

A execugao do método FVS é facilitada pela possibilidade de efectuar uma série de
comandos através da linguagem de scripts do WinBUGS (versao 1.4), em alternativa aos
menus e as caixas de didlogo.

A 12 iteragdo do método FVS é de facil execucao pois consiste em ajustar o modelo s
com a constante.

Na 2?2 iteracao sao ajustados 13 modelos de regressao linear, cada um deles com uma
das covariaveis, o que constitui uma tarefa ardua, caso se utilize o sistema de menus e as
caixas de didlogo. Para contornar este problema, utiliza-se um ficheiro de script em que
sao repetidos 13 vezes os comandos

display('log"')

check ('forw_lvar model.odc')
data('forw_lvar_ data.odc')
data('in modl.odc')

data ('bodyfat dat.odc')
compile (1)

inits (1, 'forw_lvar inits.odc')
beg (1001)

set (BIC.est)

set (deviance)

set (soma.log.ver)

set (inv.ver)

dic.set ()

update (11000)

stats (BIC.est)

stats (deviance)

stats (soma.log.ver)

stats (inv.ver)

dic.stats ()

sendo, apenas, substituido o ficheiro in.modl.odc, que tem a instrucao list(in.mod=c(1)),
pelos ficheiros in_mod2.odc, ..., in_mod13.odc, que tém as instrugoes list(in.mod=c(2)), ...,
list(in.mod=c(13)), respectivamente.

O ficheiro forw_lvar_model.odc contém o cédigo do WinBUGS

model
{
# leitura dos dados
for (i in 1:N){
x[1i,1]<-d[i,in.mod[1]]
}
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# standardizacdo dos x's e dos coeficientes

for (j in 1l:p){
bl[jl<-betalj]/sd(x[,3])
for (i in 1:N){

z[1,3]1<-(x[i,j]-mean(x[,3]))/sd(x[,3])

}

}

b0<-betal-b[1l]*mean (x[,1]

# modelo

for (i in 1:N ){
mul[i]<-betalO+beta[l]*z[i, 1]
Y[i]~dnorm(mu[i], tau)

}

# priors

betaO~dnorm(0.0,1.0E-4)

for (j in 1l:p){
beta[j]~dnorm(0.0,1.0E-4)

}

tau~dgamma (0.001,0.001)

sigma<-1/sqgrt (tau)

# selecgdo de covariaveis

for (i in 1:N){
resid[i1]<-Y[i]-mu[i]
sresid[i]<-resid[i]*sqgrt (tau)
ver[i]<-sqgrt (tau/ (2*PI)) *exp (-0.5*pow (sresid[i],2))
log.ver[il<-log(ver[i])
inv.ver[i]<-1/ver[i]

}

num.par<-p+2

BIC.est<--2*sum(log.ver[])+num.par*log (N)

soma.log.ver<--2*sum(log.ver([]

que permite ajustar modelos de regressao linear normal com uma tnica covaridvel. No
ficheiro forw_lvar_data.odc estd a instrucao list(N=251, p=1, PI=3.141593). As observagoes
das varidveis estao no ficheiro bodyfat_dat.odc. No ficheiro forw_lvar_inits.odc estd a instrucao
de inicializacdo dos parametros, list(beta0=10, beta=c(0), tau=0.1). No ficheiro in_mod1.odc
encontra-se a instrugdo que indica que x; é a covaridvel que esta ser incluida no modelo.
Os comandos de script apresentados possibilitam o ajustamento do modelo de regressao
linear normal com a covaridvel ;. De modo a contemplar todos os modelos de regressao
linear normal com uma covaridvel, é necessario repetir os comandos de script apresentados
mais 12 vezes, considerando os ficheiros in_mod2.odc, ..., in_-mod13.odc.

Na 3?2 iteracao sao ajustados 12 modelos de regressao linear normal cada um deles
com duas covaridveis, zg € T, para k = 1,...,13 e kK # 6. De modo a facilitar a tarefa
de ajustar todos estes modelos, é efectuado um ficheiro de script em que sao repetidos 12
vezes os comandos

display('log"')

check ('forw_2var model.odc')
data ('forw_2var data.odc')
data('in mod6 l.odc')

data ('bodyfat dat.odc')
compile (1)

inits (1, 'forw_2var_inits.odc')
beg (1001)

set (BIC.est)

set (deviance)

set (soma.log.ver)

set (inv.ver)

dic.set ()
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update (11000)

stats (BIC.est)
stats (deviance)
stats (soma.log.ver)
stats (inv.ver)
dic.stats ()

sendo, apenas, substituido o ficheiro in_mod6_1.0dc, que tem a instrucao list(in.mod=c(6,1)),
pelos ficheiros in_-mod6_2.0dc, ..., in.mod6_13.0odc, que tém as instrucoes list(in.mod=c(6,2)),
..., list(in.mod=c(6,13)), respectivamente.

O ficheiro forw_2var_model.odc contém o cédigo do WinBUGS

model
{

# leitura dos dados

for (i in 1:N){
x[1,1]<-d[i,in.mod[1]]
x[1i,2]<-d[i,in.mod[2]]

}

# standardizacdo dos x's e dos coeficientes

for (j in 1l:p){
b[jl<-betalj]/sd(x[,]])
for (i in 1:N){

z[1,3]1<-(x[i,j]-mean(x[,3]))/sd(x[,3])

}

}

b0<-betal-b[1l]*mean(x[,1])-b[2]*mean(x[,2])

# modelo

for (i in 1:N){
mu[i]<-betalO+beta[l]l*z[i,1l]+betal[2]*z[1,2]
Y[i]l~dnorm(mu[i], tau)

}

# priors

betaO~dnorm(0.0,1.0E-4)

for (j in 1l:p){
beta[j]~dnorm(0.0,1.0E-4)

}

tau~dgamma (0.001,0.001)

sigma<-1/sqgrt (tau)

# selecgdo de covariaveis

for (i in 1:N){
resid[i]<-Y[i]-mu[i]
sresid[i]<-resid[i]*sqgrt (tau)
ver[i]<-sqgrt (tau/ (2*PI)) *exp (-0.5*pow (sresid[i],2))
log.ver[il<-log(ver[i])
inv.ver[i]<-1/ver[i]

}

num.par<-p+2

BIC.est<--2*sum(log.ver[])+num.par*log (N)

soma.log.ver<--2*sum(log.ver|[]

que permite ajustar modelos de regressao linear normal com duas covaridveis. No ficheiro
forw_2var_data.odc estd a instrucdo list(N=251, p=2, P1=3.141593). A matriz de dados esta
no ficheiro bodyfat_dat.odc. No ficheiro forw_2var_inits.odc estd a instrucéo de inicializacao
dos parametros do modelo, list(beta0=10, beta=c(0,0), tau=0.1). O ficheiro in.mod6_1.0dc
tem a instrucao list(in.mod=c(6,1)), que indica que as covaridveis incluidas no modelo sao
z¢ € 1. Para averiguar qual a covaridvel que, conjuntamente com zg, deve ser incluida
no modelo, é necessario repetir os comandos script apresentados mais 11 vezes, com os
ficheiros in_mod6_2.0dc, ..., in_mod6_13.odc, respectivamente.
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As restantes iteragoes do método FVS sido efectuadas de modo andlogo a 22 e 3?
iteracoes.

D.1.3 Método BVE

A implementacao do método BVE é também efectuada com recurso aos ficheiros de
script do WinBUGS.

A 12 iteragao do método BVE consiste em ajustar um modelo de regressao linear
normal com 13 covaridveis, tal como foi efectuado para a 12 iteracdo do método SIMD,
cujo codigo do WinBUGS é apresentado na seccao D.1.1.

Na 22 iteracao sao ajustados 13 modelos de regressao linear, cada um deles resultante
da exclusao de uma das covaridveis. Recorre-se a um ficheiro de script, no qual sao repetidos
13 vezes os comandos

display('log')

check ('back 12var model.odc')
data('back 12var_data.odc')
data ('out _modl.odc')

data ('bodyfat dat.odc')
compile (1)

inits (1, 'back_12var inits.odc')
beg (1001)

set (BIC.est)

set (deviance)

set (soma.log.ver)

set (inv.ver)

dic.set ()

update (11000)

stats (BIC.est)

stats (deviance)

stats (soma.log.ver)

stats (inv.ver)

dic.stats ()

sendo, apenas, substituido o ficheiro out.modl.odc, que tem a instrucao
list(in.mod=c(2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)), pelos ficheiros out.mod2.odc, ..., out-modl3.odc
que tém, respectivamente, as instrugoes list(in.mod=c(1,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)), ...,
list(in.mod=c(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12)).

No ficheiro back_12var_model.odc estd o cddigo do WinBugs

model
{
# leitura dos dados
for (1 in 1:N){
1]<-d[i,in.mod[1]
i, 2]< d(i,in.mod[2]
3]<-d[i,in.mod[3]
i, 4]< d(i,in.mod[4]
5]<-d[i,in.mod[5]
i, 6]< d(i,in.mod[6]
7]1<-d[i,in.mod[7]
i, 8]< d[i,in.mod[8]
9]1< d[l in.mod[9]]
i, lO] d(i,in.mod[10]]
i,11]1<- d[l in.mod[11]]
i,12]1<-d[i,in.mod[12]]

1
]
1
]
1
]
1
]

(i
[
(i
[
(i
[
(i
[
(i
[
[
[

XX X X X X X X X X X X
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# standardizacdo dos x's e dos coeficientes
for (j in 1l:p){

b[jl<-betalj]/sd(xI[,]])

for (i in 1:N){

z[1i,3]<-(x[i,jl-mean(x[,3]))/sd(x[,3])
}
}
b0<-betal-b[l]*mean(x[,1])-b[2]*mean(x[,2])-b[3]*mean(x[,3])-b[4]*mean (x[,4])
-b[5]*mean (x[,5])-bl[6]*mean(x[,6])-b[7]*mean (x[,7])-b[8]*mean (x[,8])

-b[9]*mean (x[,9])-b[10]*mean(x[,10])-b[1ll]*mean(x[,11])-b[12]*mean(x[,12])
# modelo
for (i in 1:N){
mul[i]<-betalO+betall]
+beta[5]
+beta[9]
Y[i]~dnorm(mu[i], tau)

*z[i,1]+betal[2]*z[i,2]+beta[3]*z[1i,3]+betal4]*z[1,4]
*z[1i,5]+beta[6]*z[1,6]+beta([7]*z[1,7]+beta[8]*z[1, 8]
*z[1,9]+beta[10]*z[1i,10]+beta[ll]l*z([1i,11]+betall2]*z[i,12]

}

# priors

betaO~dnorm(0.0,1.0E-4)

for (j in 1l:p){
beta[j]~dnorm(0.0,1.0E-4)

}

tau~dgamma (0.001,0.001)

sigma<-1/sqgrt (tau)

# selecgdo de covariaveis

for (i in 1:N){
resid[i]<-Y[i]-mu[i]
sresid[i]<-resid[i]*sqgrt (tau)
ver[i]<-sqgrt(tau/ (2*PI)) *exp (-0.5*pow (sresid[i],2))
log.ver[i]<-log(ver[i])
inv.ver[i]<-1/ver[i]

}

num.par<-p+2

BIC.est<--2*sum(log.ver[])+num.par*log(N)

soma.log.ver<--2*sum(log.ver[])

que permite ajustar modelos de regressdao linear normal com 12 covaridveis. No
ficheiro back_12var_data.odc estd a instrucao list(N=251, p=12, PI=3.141593) e no ficheiro
bodyfat_dat.odc estd a matriz de dados. A instrugdo de inicializagdo dos pardmetros
do modelo, list(beta0=10, beta=c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), tau=0.1), encontra-se no ficheiro
back_12var_inits.odc. No ficheiro out_modl.odc esti a instrugao que indica que apenas a
covaridvel x; é excluida do modelo. Para ajustar todos os possiveis modelos de regressao
linear normal com 12 covariaveis, correspondentes & exclusao do modelo de cada uma das
covaridveis s, ..., 13, € necessario repetir os comandos de script apresentados, com os
ficheiros out_mod2.odc, ..., out_-mod13.odc, respectivamente.

Na 3? iteracao sao ajustados 12 modelos de regressao linear normal, cada um deles
resultante da exclusdo de duas covaridveis, xg e x, para k= 1,...,13 e k # 9. Como ja
foi referido, para facilitar a tarefa de ajustar todos estes modelos é efectuado um ficheiro
de script em que sao repetidos 12 vezes os comandos

display('log'")

check ('back_llvar_model.odc')
data ('back llvar data.odc')
data('out mod9 1l.odc')

data ('bodyfat_dat.odc')
compile (1)

inits (1, 'back llvar_inits.odc')
beg (1001)
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set (BIC.est)

set (deviance)

set (soma.log.ver)
set (inv.ver)
dic.set ()

update (11000)
stats (BIC.est)
stats (deviance)
stats (soma.log.ver)
stats (inv.ver)
dic.stats()

sendo, apenas, substituido o ficheiro out-mod9_l.odc, que tem a instrucao
list(in.mod=c(2,3,4,5,6,7,8,10,11,12,13)), pelos ficheiros out_.mod9_2.odc, ..., out_-mod9_13.odc,
que tém, respectivamente, as instrucoes list(in.mod=c(1,3,4,56,7,8,10,11,12,13)), ...,
list(in.mod=c(1,2,3,4,5,6,7,8,10,11,12)).

No ficheiro back_11var_model.odc estd o cédigo do WinBUGS

model
{

# leitura dos dados

for (i in 1:N){
i,1]1<-d[i,in.mod[1]]
[i,in.mod[2]]
[1,in.mod[3]]
[i,in.mod[4]]
[i,in.mod[5]]
[1,in.mod[6]]
[i,in.mod[7]]
[i,in.mod[8]]
[i,in.mod[9]]
d[i,in.mod[10]]
dl(i,in.mod[11]]

KoM X M X X X X X X X
(R e e el ol o S N

P OoooJo Ul Ww

}
# standardizacdo dos x's e dos coeficientes
for (j in 1l:p){
bl[jl<-betal[j]/sd(x[,3])
for (i in 1:N){
z[1i,3]1<=(x[1,j]-mean(x[,3]1))/sd(x[,3])
}
}
b0<-betal-b[l]*mean(x[,1])-b[2]*mean(x[,2])-b[3]*mean(x[,3])-b[4]*mean(x[,4])
-b[5]*mean (x[,5])-b[6]*mean (x[,6])-b[7]*mean(x[,7])-b[8]*mean(x[,8])
-b[9]*mean (x[,9])-b[10]*mean(x[,10])-b[1ll]*mean(x[,11]
# modelo
for (i in 1:N){
mu[i]<-betalO+beta[l]l*z[i,1l]+betal[2]*z[i,2]+beta[3]*z[1i,3]+beta[4]*z[1,4]
+beta[5]*z[i,5]+beta[6]*z[i,06]+beta[7]*z[i,7]+beta[8]*z[1, 8]
+beta[9]*z[i,9]+beta[l10]*z[1,10]+beta[ll]*z[1,11]
Y[i]~dnorm(mul[i], tau)
}
# priors
betaO~dnorm(0.0,1.0E-4)
for (j in 1l:p){
beta[j]~dnorm(0.0,1.0E-4)
}
tau~dgamma (0.001,0.001)
sigma<-1/sqgrt (tau)
# selecgdo de covariaveis
for (i in 1:N){
resid[i]<-Y[i]-mu[i]
sresid[i]<-resid[i]*sqgrt (tau)
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ver[i]<-sqgrt (tau/ (2*PI)) *exp (-0.5*pow (sresid[i],2))
log.ver[i]<-log(ver[i])
inv.ver[i]<-1/ver([i]
}
num.par<-p+2
BIC.est<--2*sum(log.ver[])+num.par*log (N)
soma.log.ver<--2*sum(log.ver|[]

que permite ajustar modelos de regressao linear normal com 11 covaridveis. No ficheiro
back_11var_data.odc estd a instrucao list(N=251, p=11, PI=3.141593). A matriz de dados estd
no ficheiro bodyfat_dat.odc. No ficheiro back_11var_inits.odc estd a instrucao de inicializacao
dos parametros do modelo, list(beta0=10, beta=c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), tau=0.1). No ficheiro
out_mod9_1.odc indica-se que o modelo de 11 covariaveis ajustado é o que resulta da exclusao
de 9 e z;. Para averiguar qual a covaridvel que, conjuntamente com zg, deve ser
excluida do modelo, é necessario repetir esta série de comandos de script com os ficheiros
out_-mod9_2.odc, ..., out_-mod9_13.odc.

As restantes iteragoes do método BVE sao efectuadas de modo andlogo a 2% e 32
iteracoes.

D.1.4 Método GVS

O cédigo do WinBUGS para a aplicagdo do método GVS ao conjunto das 13 covaridveis

[eN

model massagorda GVS_13var;

const
pt=13, # numero total de covaridveis
p=13, # numero de covaridveis consideradas
N=251, # nimero de observacdes
models=8192; # numero de modelos

var
d[N,pt], # todas as covariaveis
x[N,p], # covariaveis consideradas
z[N,pl, # covariaveis standardizadas
Y[N], # varidvel resposta
mu[N], # valor médio
betalO, betal[p], # constante e coeficientes standardizados
b0, blpl, # constante e coeficientes ndo standardizados
tau, sigma, # precisdo e desvio padréo
glpl, # vector dos indicadores das covaridveis
mdl, # identificador do modelo
pmdl [models], # vector dos indicadores dos modelos
bprior(p], # média a priori dos coeficientes
tprior(p]l; # precisdo a priori dos coeficientes

# leitura dos dados
for (i in 1:N){
for (j in 1l:p){
x[1,31<-d[i,3]
}
}
# standardizacdo dos x's e dos coeficientes
for (j in 1l:p){
bljl<-beta(j]/sd(x[,]])
for (i in 1:N){
z[1,31<-(x[1,J]1-mean(x[,3]1))/sd(x[,3])
}
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b0<-betal- b[ ]*mean(x[,1])-b[2]*mean (x[,2])-b[3]*mean(x[,3])-b[4]*mean(x[,4])
b[5]*mean(x[,5])-b[6]*mean(x[,6])-b[7]*mean(x[,7])-b[8]*mean(x[,8])
b[9]*mean(x[,9])-b[10]*mean(x[,10])-b[11l]*mean(x[,11])
b[l2]*mean(x[,12])-b[13]*mean(x[,13])
# modelo
for (i in 1:N){
Y[i]~dnorm (mu[i], tau)
mu([i]<-betalO+g[l]*beta[l]*z[i,1l]+g[2]*beta[2]*z[1,2]+g[3]*betal3]*z[1i,3]
+g[4]*betal4]*z[1,4 ] g[5]*beta[5]*z[i,5]+g[6]*beta[6]*z[1,6]
+g[7]*betal[7]1*z[1,7]+g[8]*betal[8]*z[1,8]+g[9]*betal[9]*z[1,9]
+g[10]*beta[10]*z[1 10]+g[11]*beta[11]*z[i,ll]
+g[l2]*beta[l2]*z[1,12]+g[13]*beta[13]*z[1i,13]

}
# identificador do modelo
mdl<-1+g[1]*1+g[2]*2+g[3]1*4+g[4]1*8+g[5]*16+g[6]*32+g[7]*64+g[8]*128+g[9]*256
+g[10]*512+g[11]*1024+g[12]*2048+g[13]*4096
# vector dos indicadores dos modelos
for (j in l:models) {
pmdl [j]<-equals (mdl, j)
}
# priors
betalO~dnorm (0, 0.00001)
for (j in 1l:p){
bprior[j]<-0.0
tprior[j]<-pow(100,1-g[j])*0.001
beta[j]~dnorm(bprior[j], tprior[j])
}
tau~dgamma (0.001,0.001)
sigma<-sqrt (1/tau)
# priors para os indicadores das covariaveis
for (j in 1l:p){
g[j]~dbern(0.5)
}

O codigo do WinBUGS para a aplicagado do método GVS ao subconjunto de 8
covariaveis é

model massagorda GVS_8var;

const
pt=13, # numero total de covaridveis
p=8, # numero de covaridveis consideradas
N=251, # nimero de observacdes
models=256; # numero de modelos

var
d[N,pt], # todas as covariaveis
x[N,pl, # covariaveis consideradas
z[N,p], # covariaveis standardizadas
Y[N], # varidvel resposta
mu[N], # valor médio
betal, betal[p], # constante e coeficientes standardizados
b0, blpl, # constante e coeficientes ndo standardizados
tau, sigma, # precisdo e desvio padrao
glpl, # vector dos indicadores das covariaveis
mdl, # identificador do modelo
pmdl [models], # vector dos indicadores dos modelos
bprioripl, # média a priori dos coeficientes
tprior[pl; # precisdo a priori dos coeficientes

# leitura dos dados
for (i in 1:N){
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x[1i,7]<-d[1,12]

x[i,8]<-d[i,13]
}
# standardizacdo dos x's e dos coeficientes
for (j in 1l:p){

b[jl<-beta([j]/sd(x[,]])

for (i in 1:N){

z[1,31<-(x[1,j]1-mean(x[,J]1))/sd(x[,3])
}
}
b0<-betal-b[l]*mean(x[,1])-b[2]*mean (x[,2])-b[3]*mean(x[,3])-b[4]*mean(x[,4])
-b[5] *mean (x[,5])-b[6]*mean(x[,6])-b[7]*mean (x[,7])-b[8]*mean (x[,8])
# modelo
for (i in 1:N){
Y[ ]~dnorm(mu[i], tau)
uli]<- beta0+g[1]*beta 1]1*z[1,1]+g[2]*beta[2]*z[1,2]+g[3]*betal[3]*z[1, 3]
gl[4]*betal[4]*z[i,4]1+g[5]*beta[5]1*z[i,5]+g[6]*betal[6]*z[1i,6]
gl[7]1*betal[7]1*z[1i,7]1+g[8]*betal[8]*z[1i,8

}

# identificador do modelo

mdl<-1+g[1]*1+g[2]1*2+g[3]*4+g[4]1*8+g[5]1*16+g[6]*32+g[7]*64+g[8]*128

# vector dos indicadores dos modelos

for (j in l:models) {
pmdl[j]<-equals (mdl, J)

}

# priors

betalO~dnorm (0,0.00001)

for (j in 1l:p){
bprior[j]<-0.0
tprior[jl<-pow(100,1-g[j])*0.001
beta[j]~dnorm(bprior[j], tprior[jl)

}

tau~dgamma (0.001,0.001)

sigma<-sqgrt (1/tau)

# priors dos indicadores das covariaveis

for (j in 1l:p){
g[jl~dbern(0.5)

}

As probabilidades a posteriori de inclusao das covaridveis no modelo podem ser obtidas
através da monitorizacdo de g. Se o nimero de possiveis modelos nao for demasiado
elevado, as probabilidades a posteriori desses modelos podem ser obtidas através da
monitorizagao de pmdl.

D.1.5 Meétodo de Carlin e Chib

Todos os pormenores sobre o modo de implementacao, no WinBUGS, do método de
Carlin e Chib podem ser encontrados em Spiegelhalter et al. (1996¢). Carlin e Chib
(1995) sugerem que se comece por ajustar cada um dos modelos separadamente, de modo
a utilizar as distribuicoes a posteriori obtidas como distribuigoes pseudoprior dos outros
modelos. Depois, ajusta-se simultaneamente os modelos, monitorizando as respectivas
probabilidades a posteriori e, se for necessario, ajustando as probabilidades a priori dos
modelos, de modo a garantir que todos os modelos sao frequentemente visitados.

Comparagao de m; e mgo

Comega por ajustar-se cada um dos modelos separadamente, sendo os resultados
apresentados na tabela D.1. Para ajustar m;, basta substituir no model CarlinChib_m1m2
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apresentado nesta sec¢ao, as instrugoes pp[1] <— 0.01, pp[2] <— 0.99 por pp[1] <— 1, pp[2] <— 0;

de modo andlogo, para ajustar mg, deve considerar-se pp[l] <— 0, pp[2] <— 1.

Tabela D.1: Outputs do WinBUGS com as estimativas dos pardmetros dos modelos de regressiao
linear m, (em cima) e mo (em baixo), para o exemplo da massa gorda.

node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
alpha0 18.88 0.2511 0.002533 18.4 18.88 19.38 1001 10000
alpha[1]  0.7172 0.3599 0.003541 0.023 0.7145 1.431 1001 10000
alpha[2]  -2.406 1.086 0.01093 -4.545 -2.403 -0.2606 1001 10000
alpha[3]  -1.032 0.5116 0.005182 -2.035 -1.03 -0.02773 1001 10000
alpha[4]  9.494 0.7167 0.007713 8.075 9.505 10.91 1001 10000
alpha[5]  -1.445 0.928 0.008239 -3.211 -1.448 0.3777 1001 10000
alphal[6]  1.456 0.6342 0.006224 0.212 1.458 2.689 1001 10000
alphal[7]  0.9603 0.3504 0.003662 0.2722 0.9591 1.646 1001 10000
alpha[8] -1.276 0.4436 0.00401 -2.128 -1.28 -0.4088 1001 10000
tau 0.06352 0.005754 5.89E-05 0.05273 0.06333 0.07542 1001 10000
node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
beta0 18.89 0.252 0.002712 18.39 18.89 19.39 1001 10000
beta[1] 0.6911 0.3636 0.003415 -0.01413  0.6902 1.395 1001 10000
beta[2] -2.616 1.123 0.01098 -4.825 -2.623 -0.4229 1001 10000
beta[3] -1.076 0.5092 0.005595 -2.079 -1.076 -0.06673 1001 10000
beta[4] 9.525 0.7244 0.006389 8.108 9.517 10.94 1001 10000
beta[5] -1.357 0.938 0.009755 -3.218 -1.357 0.4808 1001 10000
beta[6] 1.274 0.6529 0.006218 -0.01335 1.267 2.53 1001 10000
beta[7] 0.4671 0.4825 0.004832 -0.4803 0.4608 1.422 1001 10000
beta[8] 0.8527 0.368 0.003405 0.1419 0.8522 1.57 1001 10000
beta[9] -1.287 0.4444 0.004512 -2.156 -1.29 -0.4198 1001 10000
tau 0.06341 0.00575  6.12E-05 0.05265 0.06326 0.07524 1001 10000

As médias e os desvios padrao a posteriori dos parametros de cada um dos modelos
sao usados para determinar as distribuicoes pseudoprior. Por exemplo, como a média e o

desvio padrao de:

e alpha[1] sdo dados por 0.7172 e 0.3599 (isto é, a precisdo é 1/0.35992
respectivamente, considera-se mu.alphal|2] <— 0.7 e tau.alphal[2] <— 7.7;

~ 7.7),

e tau sao dados por 0.06352 e 0.005754, respectivamente, considera-se r1[2] <— 122 e
11[2] <— 1919, pois 122/1919 = 0.06352 e 122/1919? = 0.0057542.

Utiliza-se 0 método de Carlin e Chib para estimar as probabilidades a posteriori dos
modelos m; e my, nao esquecendo que as probabilidades a priori destes modelos devem
ser convenientemente ajustadas (por isso considera-se pp[l] <— 0.01, pp[2] <— 0.99) de modo
a garantir que ambos os modelos sao frequentemente visitados.

O cédigo do WinBUGS para comparacao de m; e mo pelo método de Carlin e Chib é

model CarlinChib mlm2
const
N=251,
p=13,
M=2,
pl=8,p2=9;
var
d[N,p]
xM1 [N, pl],xM2[N,p2],
zM1 [N,pl],zM2[N,p2],
Y[N],
mu [N, M],
tau[M],

H= S = I3k

= 3 S 3 3 3

numero
numero
numero
numero

de observacdes
total de covariaveis
de modelos

de covaridveis em cada modelo

todas as covariaveis
covariaveis consideradas em cada modelo
covaridveis standardizadas
varidvel resposta

valor médio para cada modelo
precisdo para cada modelo
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alphaO,alphalpl],betal,betal[p2], # constantes e coeficientes standardizados

al0,alpl],b0,b[p2], # constantes e coeficientes ndo standardizados
mu.alphaO[M],...,mu.alpha8[M], # priors e pseudopriors dos parédmetros
tau.alphaO[ l,...,tau.alpha8[M],

rl[M],11[M]

mu. betaO[ 1, .,mu.beta9d9[M],

tau. betaO[M],...,tau.beta9[M],

r2[M],12[M]

pp[M], # probabilidades a priori dos modelos

pM1, pM2, # probabilidades a posteriori dos modelos

k; # modelo "verdadeiro"

# leitura dos dados
for (i in 1:N){
# modelo 1

[ e
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}
# standardizacdo dos x's e dos coeficientes
for (j in 1l:pl){
aljl<-alphal[j]/sd(xM1[,3])
for (i in 1:N){
zM1[1i,3]1<-(xM1[1,J]-mean(xM1[,3]1))/sd(xM1[,3])
}
}
al0<-alphaO-af[l]*mean(xM1[,1])-a[2]*mean(xM1[,2])-a[3]*mean(xM1[,3])-al[4]*mean (xM1[,4])
-a[5]*mean (xM1[,5])-al[6] *mean (xM1[,6])-a[7]*mean(xM1[,7])-a[8]*mean (xM1[,8])
for (j in 1:p2){
bl[jl<-betal[j]/sd(xM2[,3])
for (i in 1:N){
ZM2[1i,31<-(xM2[1i,3]-mean (xM2[,3]1))/sd(xM2[,5])
}
}
b0<-betal- b[l]*mean(xMZ[,l])—b[2]*mean(xMZ[,2])-b[3]*mean(xM2[,3])—b[4]*mean(xM2[,4})
b[5] *mean (xM2[,5])-b[6]*mean (xM2[,6])-b[7]*mean (xM2[,7])-b[8] *mean (xM2[,8])
b[9] *mean (xM2 [, 9]
# nodos do modelo
k~dcat (pp[])
ppl[l]<-0.01
ppl[2]1<-0.99
pMl<-equals (k,1)
pM2<-equals (k,2)
# estrutura do modelo
for (i in 1:N){

Y[i]~dnorm(mu(i, k], taulk])
mu([i,l]<-alphaO+alpha[l]*zMl[i,l]+alphal[2]*zM1l[i,2]+alpha[3]*zM1[1, 3]
+alpha[4]*zM1[1i,4]+alpha[5]*zM1[i,5]+alpha[6]*zM1[1i, 6]
+alpha[7]* ZMl[l 7]1+alpha([8]*zM1[i, 8]
uli,2]<-betal+beta[l]*zM2[i,1]+beta[2]*zM2[1,2]+beta[3]*zM2[1,3]+betal[d]*zM2[1,4]
+beta[5] *zM [1 S5]+beta[6]*zM2[1,6]+beta[7]*zM2[1,7]+beta[8]*zM2[1, 8]
+beta[9] *zM2[1, 9]
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# modelo 1
alphaO~dnorm(mu.alphaO [k
alpha[l]~dnorm(mu.alphal
alpha ~dnorm (mu.alpha?
alpha ~dnorm (mu.alpha3

],tau.alphal[k

[

[

[
alpha ~dnorm (mu.alpha4 [

[

[

[

[

]

t 1)
],tau.alphal [k]
]1,tau.alpha2[k]
]1,tau.alpha3[k]
],tau.alphad k]
1,tau.alphab[k]
],tau.alpha6[k]
],tau.alpha7[k]
],tau.alpha8[k]

alpha ~dnorm (mu.alpha6
~dnorm (mu.alpha?’
alpha ~dnorm(mu.alpha8
tau[l]~dgamma (r1l[k],11[k
sigma[l]<—1/sqrt(tau[ 1)
# priors do modelo 1
mu.alphaO[1]<-0
tau.alphaO[l]<-1.0E-6
mu.alphal[1l]<-0
tau.alphal[l]<-1.0E-4
mu.alpha2[1]<-0
tau.alpha2[1]<-1.0E-4
mu.alpha3[1]<-0
tau.alpha3[1]<-1.0E-4
mu.alpha4[1]<-0
tau.alpha4[1]<-1.0E-4
mu.alpha5[1]<-0
tau.alpha5[1]<-1.0E-4
mu.alpha6[1]<-0
tau.alpha6[1]<-1.0E-4
mu.alpha7[1]1<-0
tau.alpha7[1]<-1.0E-4
mu.alpha8[1]<-0
tau.alpha8[1]<-1.0E-4
r1[1]<-0.0001
11[1]1<-0.0001
# pseudopriors do modelo 1
mu.betal[1]1<-18.9
tau.betal[1]<-15.7
mu.betal[1]<-0.7
tau.betal[1]<-7.
mu.beta2[1]<--2.
tau.beta2[1]<-0.
mu.betal3[1]1<--1.
tau.beta3[1]<-3.
mu.betad [1]1<-9.5
tau.betad [1]1<-1.9
mu.beta5[1]<--1.4
tau.beta5[1]<-1.1
mu.beta6[1]<-1.3
tau.beta6[1]<-2.3
mu.beta7([1]1<-0.5
tau.beta7[1]1<-4.3
mu.beta8[1]1<-0.9
tau.beta8[1]<-7.4
mu.betad9[1]1<--1.3
tau.beta9[1]<-5.1
r2[(1]1<-122
12[11<-1931
# modelo 2
betalO~dnorm (mu.betal[k],
beta[l]~dnorm(mu.betal [k
beta[2]~dnorm (mu.beta2 [k
beta[3]~dnorm (mu.beta3 [k
beta[4]~dnorm(mu.betad [k
beta[5]~dnorm (mu.beta5[k
beta[6]~dnorm (mu.betab [k
[ [k
[ [k
[k
2k
1)

2]
3] (
4] (
alpha[5]~dnorm(mu.alphab
6] (
alpha([7] (
8]

4

k
k
k
k
k
k
k
k
)

O oo

au.betal[k
tau.betal
tau.beta2
tau.betal3
tau.betad
tau.betab
tau.beta6
tau.beta?
tau.betas
tau.betad

)

beta[7]~dnorm (mu.beta?
beta[8]~dnorm (mu.beta8
beta[9]~ dnorm(mu.beta9
tau[2]~dgamma (r2[k],
sigma[2]<—1/sqrt(tau[

t
1r
1r
1,
1,
1,
1,
1,
1r
1,
]
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# priors do modelo 2
mu.betal[2]1<-0
tau.betal[2]<-1.0E-6
mu.betal[2]<-0
tau.betal[2]<-1.0E-4
mu.beta2[2]<-0
tau.beta2[2]<-1.0E-4
mu.beta3[2]1<-0
tau.beta3[2]<-1.0E-4
mu.betad [2]<-0
tau.betad [2]<-1.0E-4
mu.beta5[2]1<-0
tau.beta5[2]<-1.0E-4
mu.beta6[2]1<-0
tau.beta6[2]<-1.0E-4
mu.beta7[2]1<-0
tau.beta7[2]<-1.0E-4
mu.beta8[2]<-0
tau.beta8[2]<-1.0E-4
mu.betad9[2]1<-0
tau.beta9[2]<-1.0E-4
r2[2]<-0.0001
12[2]1<-0.0001

# pseudopriors do modelo 2
mu.alphaO[2]<-18.9
tau.alpha0[2]<-15.9
mu.alphal[2]<-0.7
tau.alphal[2]<-7.7
mu.alpha2[2]<--2.4
tau.alpha2[2]<-0.8
mu.alpha3[2]<--1.0
tau.alpha3[2]<-3.8
mu.alphad4[2]<-9.5
tau.alpha4d[2]<-1.9
mu.alphab5[2]<--1.4
tau.alphab[2]<-1.2
mu.alpha6[2]<-1.5
tau.alpha6[2]<-2.5
mu.alpha7[2]<-1.0
tau.alpha7[2]<-8.1
mu.alpha8[2]<--1.3
tau.alpha8[2]<-5.1
rl[2]<-122
11[2]1<-1919

As observacoes das varidveis estdo no ficheiro bodyfat_dat.odc, onde Y representa
a varidvel resposta e d[,j] as diferentes covaridveis. Os restantes valores de input
sao dados pela instrucao list(N=251, pl1=8, p2=9) e a inicializacdo dos pardmetros do
modelo é dada pela instrucao list(k=1, tau=c(1,1), alpha0=0, alpha=c(0,0,0,0,0,0,0,0), beta0=0,
beta=c(0,0,0,0,0,0,0,0,0)).

Comparagao de ms, my € ms

Comecga por ajustar-se cada um dos modelos separadamente; os resultados sao
apresentados na tabela D.2. Para ajustar ms, my4 e mgs basta substituir no model
CarlinChib_-m3m4m5, apresentado nesta seccao, as instrugoes pp[l] <— 0.90, pp[2] <— 0.01,
pp[3] <— 0.09 por (i) pp[1] <- 1, pp[2] <0, pp[3] <- 0, (ii) pp[1] <~ 0, pp[2] <— 1, pp[3] <~ 0
e (iii) pp[l] <= 0, pp[2] <— 0, pp[3] <— 1, respectivamente.

Como ja foi referido, as médias e os desvios padrdo a posteriori dos parametros de
cada um dos modelos sao usados para determinar as distribuicoes pseudoprior.
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Dados da massa gorda

Tabela D.2: Outputs do WinBUGS com as estimativas dos parametros dos modelos de regressao
linear ms (em cima), m4 (ao meio) e ms (em baixo), para o exemplo da massa gorda.

node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
alpha0 18.89 0.2543 0.00243 18.39 18.89 19.4 1001 10000
alpha[1]  -3.723 0.6796 0.00562 -5.024 -3.721 -2.388 1001 10000
alpha[2]  9.906 0.5601 0.004625 8.799 9.904 10.99 1001 10000
alpha[3]  0.8982 0.3428 0.0032 0.2191 0.8961 1.583 1001 10000
alpha[4]  -1.242 0.3869 0.00435 -2.022 -1.237 -0.4826 1001 10000
tau 0.06168 0.00549  6.38E-05 0.05127 0.06152 0.07279 1001 10000
node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
beta0 18.88 0.2609 0.002762 18.37 18.88 19.4 1001 10000
beta[1] -4.002 0.5628 0.006253 -5.112 -3.994 -2.903 1001 10000
beta[2] 9.829 0.5674 0.00591 8.735 9.825 10.95 1001 10000
tau 0.05885 0.005328 4.80E-05 0.04891 0.05865 0.06974 1001 10000
node mean sd MC error  2.50% median 97.50% start sample
gamma0 18.89 0.2575 0.002525 18.38 18.88 19.39 1001 10000
gamma[1] -3.154 0.6414 0.005954 -4.42 -3.153 -1.92 1001 10000
gammal[2] 9.708 0.5571 0.005049 8.599 9.702 10.8 1001 10000
gamma[3] -1.016 0.3785 0.003621 -1.763 -1.017 -0.2602 1001 10000
tau 0.06047 0.005447 5.61E-05 0.05017 0.06026 0.07167 1001 10000

O cédigo do WinBUGS para comparagao, pelo método de Carlin e Chib, dos modelos

ms3, M4 € My €

model CarlinChib m3mdm5

const
N=251, # numero de observacgdes
p=13, # numero total de covaridveis
M=3, # numero de modelos
pl=4,p2=2,p3=3; # nuimero de covariaveis em cada modelo
var
d[N,p], # todas as covariaveis
xM1([N,pl],xM2[N,p2],xM3[N,p3], # covaridveis consideradas em cada modelo
zM1[N,pl],zM2[N,p2],zM3[N,p3], # covariaveis standardizadas
Y[N], # variavel resposta
u[N,M], # valor médio de cada modelo
tau[M], # precisdo de cada modelo
alpha0,alphalpl],betaOl, # constantes e coeficientes standardizados
beta[p2],gammal, gamma [p3],
a0,alpl],b0,bl[p2],c0,c(p3], # constantes e coeficientes ndo standardizados
mu.alphaO[M], .,mu.alphad4 [M], # priors e pseusopriors dos pardmetros
tau.alphaO[ 1, .,tau.alpha4[M],
rl[M],11[M]
mu. betaO[ l1,...,mu.beta2[M],
tau. betaO[M], .,tau.beta2 [M],
r2[M],12[M]
mu. gammaO[M],. .,mu.gamma3 [M],
tau. gammaO[M], ., tau.gamma3 [M],
r3[M], 13 [M]
pp[M], # probabilidades a priori dos modelos
pM1, pM2, pM3, # probabilidades a posteriori dos modelos
k; # modelo "verdadeiro"
{
# leitura dos dados
for (i in 1:N){
# modelo 3
xM1[i,1]1<-d[1i, 2]
xM1[i,2]<-d[1i, 6]
xM1[1,3]<- d[l 12]
xM1[1i,4]<-d[i,13]
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# modelo 4

xM2[i,1]<-d[1i,2]

xM2[i,2]<-d[1i, 6]

# modelo 5

xM3[i,1]1<-d[1i, 2]

xM3[i,2]<-d[1i, 6]

xM3[i,3]1<-d[i,13]
}
# standardizacdo dos x's e dos coeficientes
for (j in 1l:pl){

aljl<-alphalj]/sd(xM1[,3])

for (i in 1:N){

zZM1[1i,3]<-(xM1[1i,J]-mean (xM1[,3]))/sd(xM1[,3])

}
}
al0<-alpha0O-a[l]*
for (j in 1:p2){

b[jl<-beta[j]/sd(xM2[,7]])

for (i in 1:N){

zZM2[1,31<-(xM2[1,J]-mean (xM2[,3]1))/sd(xM2[,3])

mean (xM1[,1])-al[2]*mean (xM1[,2])-a[3]*mean (xM1[,3]-a(4]*mean (xM1[,4])

}
}
b0<-betalO-b[l]*mean(xM2[,1])-b[2]*mean (xM2[,2])
for (j in 1:p3){
c[jl<-gamma[j]/sd(xM3[,7])
for (i in 1:N){
zM3[1,31<-(xM3[1,J]-mean (xM3[,3]1))/sd(xM3[,3])
}
}
c0<-gammaO-c[1l]*mean(xM3[,1])-c[2]*mean (xM3[,2])-c[3]*mean (xM3[,3])
# nodos do modelo
k~dcat (pp[])
pp[1]1<-0.90
pp[2]<-0.01
pp[3]1<-0.09
pMl<-equals (k,1)
pM2<-equals (k, 2)
pM3<-equals (k, 3)
# estrutura do modelo
for (i in 1:N){
Y[i]~dnorm(mu([i, k], tau
mu([i,l]<-alphaO+alphal
+alphal[4
1*
[1

[k1)
1]1*zM1[i,1l]+alphal2]*zM1[i,2]+alpha[3]*zM1[1, 3]
]*zM1[i,4]
uli,2]<-betal+betal[l]*z
uli,3]<-gammalO+gamma [1]*

M2[i,1l]+beta[2]*zM2[1i,2]
zM3[i,1l]+gamma[2]*zM3[1i,2]+gamma [3]*zM3[1, 3]
}

# modelo 3

alphaO~dnorm(mu.alphaO [k

alpha[l]~dnorm(mu.alphal

tau.alphaOlk])
],tau.alphal[k]
],tau.alpha2[k]
1, [k]
1, [k]

1,

[k )
alpha[2]~dnorm(mu.alpha?2 [k )
alpha[3]~dnorm(mu.alpha3[k],tau.alpha3 )
alpha[4]~dnorm(mu. alpha4[k tau.alpha4 )
taull]~dgamma (rl[k],11[k])

sigma[l]<- l/sqrt(tau[l])
# priors do modelo 3
mu.alphaO[1]<-0
tau.alphaO[1l]<-1.0E-6
mu.alphal[1]<-0
tau.alphal[l]<-1.0E-4
mu.alpha2[1]<-0
tau.alpha2[1]<-1.0E-4
mu.alpha3[1]<-0
tau.alpha3[1]<-1.0E-4
mu.alphad4[1]<-0
tau.alphad4[1]<-1.0E-4
r1[1]<-0.0001
11[1]1<-0.0001

# pseudopriors do modelo 3
mu.betal[1]1<-18.9
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tau.betalO[1]<-14.7
mu.betal[1]<--4.0
tau.betal[1]<-3.2
mu.beta2[1]<-9.8
tau.beta2[1]<-3.1
r2[1]1<-122
12[1]1<-2073
mu.gammalO[1]<-18.9
tau.gammaO[1]<-15.1
mu.gammal [1]<--3.2
tau.gammal[1]<-2.4
mu.gamma2 [1]<-9.7
tau.gammaz2[1]<-3.2
mu.gamma3[1]<--1.0
tau.gamma3[1]<-7.0
r3[1]1<-123
13[1]1<-2038

# modelo 4
betal0~dnorm (mu.betalO[k], tau.betal[k])
beta[l]~dnorm(mu.betal[k],tau.betal[k])
beta[2]~dnorm(mu.beta2[k],tau.beta2[k])
tau[2]~dgamma (r2[k],12[k])
sigma[2]<-1/sgrt(taul2])
# priors do modelo 4
mu.betal[2]<-0
tau.betal[2]<-1.0E-6
mu.betal[2]<-0
tau.betal[2]<-1.0E-4
mu.beta2[2]<-0
tau.beta2[2]<-1.0E-4
r2[2]<-0.0001
12[2]1<-0.0001

# pseudopriors do modelo 4
mu.alphaO0[2]<-18.9
tau.alphal0[2]<-15.5
mu.alphal[2]<--3.7
tau.alphal[2]<-2.2
mu.alpha2[2]<-9.9
tau.alpha2[2]<-3.2
mu.alpha3[2]<-0.9
tau.alpha3[2]<-8.5
mu.alphad[2]<--1.2
tau.alphad[2]<-6.7
rl[2]<-126

11[2]<-2046
mu.gammal[2]<-18.9
tau.gammalO[2]<-15.1
mu.gammal [2]<--3.2
tau.gammal[2]<-2.4
mu.gamma2 [2]<-9.7
tau.gamma2 [2]<-3.2
mu.gamma3[2]<--1.0
tau.gamma3[2]<-7.0
r3[2]1<-123

13[2]<-2038

# modelo 5

gammaO~dnorm (mu.gamma0 [k]
gamma [1] ~dnorm (mu.gammal

,tau.gamma0 [k]
[k
gamma [2] ~dnorm (mu.gamma2 [k
[k
)

t )
],tau.gammal [k
], tau.gamma?2 [k
], tau.gamma3 [k

1)
1)
gamma [3] ~dnorm (mu.gamma3 1)
tau[3]~dgamma (r3[k],13[k]

sigma[3]<-1/sqgrt (taul3])

# priors do modelo 5

mu.gammal[3]<-0

tau.gammalO[3]<-1.0E-6

mu.gammal [3]<-0

tau.gammal [3]<-1.0E-4

mu.gamma2 [3]<-0

tau.gamma2 [3]<-1.0E-4
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mu.gamma3 [3]<-0
tau.gamma3 [3]<-1.0E-4
r3[3]1<-0.0001
13[31<-0.0001

# pseudopriors do modelo 5
mu.alphaO[3]<-18.9
tau.alpha0[3]<-15.5
mu.alphal[3]<--3.7
tau.alphal[3]<-2.2
mu.alpha2[3]<-9.9
tau.alpha2[3]<-3.2
mu.alpha3[3]<-0.9
tau.alpha3[3]<-8.5
mu.alpha4[3]<--1.2
tau.alpha4d [3]<-6.7
r1[3]<-126
11[3]1<-2046
mu.betal[3]<-18.9
tau.betal[3]1<-14.7
mu.betal [3]<--4.0
tau.betal[3]1<-3.2
mu.beta2[3]1<-9.8
tau.beta2[3]<-3.1
r2[3]1<-122
12[3]1<-2073

As observacoes das varidveis estdo no ficheiro bodyfat_dat.odc, onde Y representa a
varidvel resposta e d[j] as diferentes covaridveis. Os restantes valores de input sao dados
pela instrucao list(N=251, pl=4, p2=2, p3=3) e a inicializagdo dos pardametros é dada pela
instrucao list(k=1, tau=c(1,1,1), alpha0=0, alpha=c(0,0,0,0), beta0=0, beta=c(0,0), gamma0=0,
gamma=c(0,0,0)).

Os dois modelos seleccionados em cada uma das aplicagées do método de Carlin e Chib
sao, também, comparados por este mesmo método; a elaboracao do respectivo cédigo do
WinBUGS nao apresenta grande dificuldade, tendo em conta os cddigos do WinBUGS das
outras comparacoes.

D.2 Dados da homocisteinemia

D.2.1 Método SIMD

Na 12 iteracado do método SIMD, para os dados da homocisteinemia, ajusta-se um
modelo de regressao gama com as 13 covaridveis e calcula-se as medidas de discrepancia
deste modelo. O codigo do WinBUGS para efectuar esta iteracado do método SIMD ¢é

model homocisteinemia_SIMD_l3covar;

const
pt=13, # numero total de covariaveis
p=13, # numero de covaridveis no modelo
N=126, # numero de observacgdes

var
d[N,pt], # todas as covariaveis
x[N,p], # covariaveis consideradas
z[N,p], # covaridveis standardizadas
Y[N], # varidvel resposta
mu([N], # valor médio
betal, betalpl, # constante e coeficientes standardizados
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b0, blpl, # constante e coeficientes ndo standardizados
ver [N], log.ver[N], # verosimilhanca e log-verosimilhanca
inv.ver[N], # ordenada preditiva condicional
num.par, # numero de pardmetros do modelo
BIC.est, # BIC estimado
soma.log.ver; # LLP
{

# leitura dos dados
for (i in 1:N){

x[i,1]<-d[i,in.mod[1]]

x[1,2]<-d[i,in.mod[2]]

x[i,3]<-d[i,in.mod[3]]

x[1i,4]<-d[i,in.mod[4]]

x[1,5]<-d[i,in.mod[5]]

x[1,6]<-d[i,in.mod[6]]

x[i,7]<-d[i,in.mod[7]]

x[i,8]<-d[i,in.mod[8]]

x[1,9]<-d[i,in.mod[9]]

x[1i,10]<-d[i,in.mod[10]]

x[i,11]1<-d[i,in.mod[11]]

x[i,12]1<-d[i,in.mod[12]]

x[i,13]<-d[i,in.mod[13]]

}
# standardizagdo dos x's e dos coeficientes
for (j in 1l:p){
bl[jl<-betal[j]/sd(x[,]])
for (i in 1:N){
z[1i,31<-(x[1i,J]-mean(x[,3]1))/sd(x[,3])
}
}
b0<-betalO-b[l]*mean(x[,1])-b[2]*mean(x[,2])-b[3]*mean (x[,3])-b[4]*mean (x[,4]
-b[5]*mean (x[,5])-b[6]*mean(x[,6])-b[7]*mean(x[,7])-b[8]*mean(x[, 8]
-b[9]*mean (x[,9])-b[10] *mean (x[,10])-b[ll]*mean(x[,11])
-b[12]*mean(x[,12])-b[13]*mean (x[,13])

)
)

# modelo
for(i in 1:N){

log(mu[i])<-betalO+beta[l]*z[i,1]+beta[2]*z[i,2]+beta[3]*z[i,3]+betal[4]*z[1i,4]
+beta[5]*z[1,5]+beta[6]*z[1i,6]+beta[7]*z[i,7]+beta[8]*z[1,8]
+beta[9]*z[i,9]+beta[l0]*z[i,10]+beta[ll]*z[i,11]
+beta[l2]*z[i,12]+beta[13]*z[1i,13]
Y[i]~dgamma (nu,qg[i])
glil]<-nu/mu[i]
}
# priors
betal~dnorm(0.0,1.0E-4)
for (j in 1:p){
beta[j]~dnorm(0.0,1.0E-4)
}
nu~dgamma (0.001,0.001)
# selecgdo de covariaveis
for(i in 1:N) {
ver[i]<-pow ((nu/mu[i]),nu)* (1/exp(loggam(nu))) *pow (Y[i],nu-1) *exp (-nu*Y[i]/mu[i])

i]
log.ver[i]<-log(ver[i])
inv.ver[i]<-1/ver[i]

}

num.par<-p+2
BIC.est<--2*sum(log.ver[])+num.par*log (N)
soma.log.ver<--2*sum(log.ver[])

Os dados do exemplo da homocisteinemia estado no ficheiro HBP_dat.odc, onde Y
representa a varidvel resposta e d[j] as diferentes covaridveis. Os restantes valores de
input sao dados por list(N=126, p=13, in.mod=c(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)). A inicializa¢io
dos parametros do modelo é dada por list(beta0=10, beta=¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), nu=0.1).

As estimativas dos parametros by, b1, ..., b13 € v sdo obtidas por monitorizacao de b0, b
e nu. Os valores das medidas de discrepancia obtém-se de modo idéntico ao efectuado para
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os dados da massa gorda. Os cddigos do WinBUGS para efectuar as restantes iteragoes
do método SIMD sao idénticos ao anterior, sendo apenas necessario alterar o valor de p e
o vector in.mod nos dados de input, alterar a instrucdo de inicializagao dos parametros e
adaptar o modelo, uma vez que em cada iteracao é excluida uma covaridvel.

D.2.2 Método FVS

A 12 iteragao do método FVS é de facil execucao pois consiste em ajustar o modelo
sé com a constante. As restantes iteracoes deste método foram efectuadas com recurso
aos ficheiros de script. Por exemplo, na 22 iteracdo, em que sdo ajustados 13 modelos de
regressao gama, cada um deles com uma das covariaveis, é efectuado um ficheiro de script
no qual se repete 13 vezes os comandos

display('log")

check ('forw_lvar model.odc')
data('forw_lvar data.odc')
data('in modl.odc')

data ('HBP_dat.odc')
compile (1)

inits (1, 'forw_lvar_inits.odc')
set (BIC.est)

set (deviance)

set (soma.log.ver)

set (inv.ver)

beg (4001)

update (4001)

dic.set ()

thin.samples (5)
thin.updater (5)

update (25000)

stats (BIC.est)

stats (deviance)

stats (soma.log.ver)

stats (inv.ver)

dic.stats ()

substituindo-se o ficheiro in_mod1.odc, que tem a instrugao list(in.mod=c(1)), pelos ficheiros
in_mod2.odc, ..., in_mod13.odc, que tém as instrucoes list(in.mod=c(2)), ..., list(in.mod=c(13)),
respectivamente. O ficheiro forw_lvar_model.odc contém o cédigo do WinBUGS

model
{
# leitura dos dados
for (i in 1:N){
x[1,1]<-d[i,in.mod[1]]
}
# standardizagdo dos x's e dos coeficientes
for (§ in 1l:p){
b[jl<-betalj]/sd(x[,]])
for (i in 1:N){
z[i,31<-(x[i,j]-mean(x[,]]))/sd(x[,3])
}
}
b0<-betalO-b[1l]*mean(x[,1]
# modelo
for (i in 1:N){

208



D.2. Dados da homocisteinemia

qli]<-nu/muli]
}
# priors
betalO~dnorm(0.0,1.0E-4)
for (j in 1l:p){
beta[j]~dnorm(0.0,1.0E-4)
}
nu~dgamma (0.001,0.001)
# selecgdo de covariaveis
for (i in 1:N){
ver[i]<-pow ((nu/mu[i]),nu)* (1/exp(loggam(nu))) *pow (Y[i],nu-1) *exp (-nu*Y[i]/mu[i])
log.ver[il<-log(ver[i])
inv.ver[i]<-1/ver[i]
}
num.par<-p+2
BIC.est<--2*sum(log.ver[])+num.par*log (N)
soma.log.ver<--2*sum(log.ver([])

que permite ajustar modelos de regressao gama com uma covaridvel. O ficheiro HBP_dat.odc
contém a matriz de dados e no ficheiro forw_lvar_data.odc esta a instrucao list(N=126, p=1).
No ficheiro forw_lvar_inits.odc estd a instrucao de inicializacdo dos parametros do modelo,
list(beta0=10, beta=c(0), nu=0.1). No ficheiro in_.modl.odc estd a instrucao que indica que z;
é a covariavel que estd a ser incluida no modelo. As restantes iteracoes do método FVS
sao efectuadas de modo andlogo a 2? iteracao.

D.2.3 Método BVE

A 12 iteragdo do método BVE é de facil execucao pois consiste em ajustar um modelo
de regressdo gama com todas as covaridveis, de modo andlogo ao efectuado para a 1?
iteragdo do método SIMD, cujo cédigo do WinBUGS é apresentado na secgao D.2.1.

Na 22 iteracao sao ajustados 13 modelos de regressao gama cada um deles resultante
da exclusao de uma das covaridveis. Recorre-se, novamente, a um ficheiro de script, no
qual sao repetidos 13 vezes os comandos

display('log")

check ('back 12var model.odc')
data('back_1l2var_data.odc')
data('out _modl.odc')

data ('HBP_dat.odc')
compile (1)

inits (1, 'back_12var_inits.odc')
set (BIC.est)

set (deviance)

set (soma.log.ver)

set (inv.ver)

beg (4001)

update (4001)

dic.set ()

thin.samples (5)
thin.updater (5)

update (25000)

stats (BIC.est)

stats (deviance)

stats (soma.log.ver)

stats (inv.ver)

dic.stats ()
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sendo, apenas, substituido o ficheiro out.modl.odc, que tem a instrucao
list(in.mod=c(2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)), pelos ficheiros out_.mod2.odc, ..., out_mod13.odc,
que tém, respectivamente, as instrugoes list(in.mod=c(1,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)), ...,
list(in.mod=c(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12)). No ficheiro back_12var_.model.odc estd o cddigo do
WinBUGS

model
{
# leitura dos dados
for (i in 1:N){
}< d[i, in.mod
i,in.mod

KX X X X X X XX X X X

}
# standardizacdo dos x's e dos coeficientes
for (j in 1l:p){
b[jl<-betalj]l/sd(x[,3])
for (i in 1:N){
z[1,3]1<-(x[i,j]-mean(x[,3]))/sd(x[,3])
}
}
b0<-betal-b[l]*mean(x[,1])-b[2]*mean (x[,2])-b[3]*mean (x[,3])-b[4]*mean(x[,4])
-b[5]*mean (x[,5])-b[6]*mean (x[,6])-b[7]*mean(x[,7])-b[8]*mean (x[,8])
-b[9] *mean (x[,9])-b[10]*mean (x[,10])-b[1ll]*mean(x[,11])-b[12]*mean(x[,12])
# modelo
for (i in 1:N){
log(mu[i])<-betalO+beta[l]*z[i,1l]+beta[2]*z[i,2]+betal[3]1*z[i,3]+betal4]*z[1
+beta[5]*z[1i,5]+betal[6]*z[1i,6]+beta[7]*z[i,7]+betal[8]*z[1
+beta[9]*z[1i,9]+beta[10]*z[i,10]+beta[ll]*z[1i,11]+betal[l2
Y[i]~dgamma (nu,q[i])
gli]<-nu/mu[i]

;4]
;81
1%z [1i,12]
}
# priors
betal~dnorm(0.0,1.0E-4)
for (j in 1l:p){
beta[j]~dnorm(0.0,1.0E-4)
}
nu~dgamma (0.001,0.001)
# seleccdo de covariaveis
for (i in 1:N){
ver[i]<-pow ((nu/mul[i]),nu)* (1/exp(loggam(nu))) *pow (Y[i],nu-1) *exp (-nu*Y[i]/muli])
log.ver[i]<-log( ver[l]
inv.ver[i]<-1/ver[i]
}
num.par<-p+2
BIC.est<--2*sum(log.ver[])+num.par*log (N)
soma.log.ver<--2*sum(log.ver[])

que permite ajustar modelos de regressao gama com 12 covaridveis. Em HBP_dat.odc esta
a matriz de dados e no ficheiro back_12var_data.odc estd a instrucao list(N=126, p=12). No
ficheiro back_12var_inits.odc estd a instrucdo de inicializacao dos parametros do modelo,
list(beta0=10, beta=c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), nu=0.1). O ficheiro out_.modl.odc tem a instrucao
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list(in.mod=c(2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13)), que indica que a covaridvel x; nao estd no modelo.
As restantes iteragoes do método BVE sao efectuadas de modo andlogo a 22 iteragao.

D.2.4 Método GVS

O cédigo do WinBUGS para a aplicagao do método GV'S ao conjunto das 13 covariaveis,
sem restri¢cao no espaco dos modelos, é

model homocisteinemia_GVS_l3var_sr;

const
pt=13, # numero total de covariaveis
p=13, # numero de covaridveis consideradas
N=126, # numero de observacdes
models=8192; # numero de modelos

var
d[N,pt], # todas as covaridveis
x[N,p], # covariaveis consideradas
z[N,pl, # covariaveis standardizadas
Y[N], # varidvel resposta
mu[N], # valor médio
betal, betalpl, # constante e coeficientes standardizados
b0, blpl, # constante e coeficientes ndo standardizados
glpl, # vector dos indicadores das covaridveis
mdl, # identificador do modelo
pmdl [models], # vector dos indicadores dos modelos
bprior[pl, # média a priori dos coeficientes
tprior[pl; # precisdo a priori dos coeficientes

# leitura dos dados
for (i in 1:N){
for (j in 1l:p){
x[1,31<-d[1,3]
}
}
# standardizacdo dos x's e dos coeficientes
for (j in 1l:p){
b[jl<-betalj]l/sd(x[,3])
for (i in 1:N){
z[1,31<-(x[1i,J]-mean(x[,3]1))/sd(x[,3])
}
}

b0<-betal-b[l]*mean(x[,1])-b[2]*mean (x[,2])-b[3]*mean (x[,3])-b[4]*mean(x[,4])
b[5]*mean(x[,5])-b[6]*mean (x[,6])-b[7]*mean (x[,7])-b[8]*mean(x[,8])
—b[9]*mean(x[,9])—b[lO]*mean(x[ 10])-b[1l1l]*mean(x[,11])
b[l2]*mean(x[,12])-b[13]*mean(x[,13])
# modelo
for (i in 1:N){
Y[i]~dgamma (nu,qg[i])
gli]l<-nu/mu[i]
log(muf[i])<- beta0+g[l]*beta[l]*z[l,l]+g[2]*beta[2]*z[l,2]+g[3]*beta[3] z[i,3]
gl[4]*betal[4]*z[1i,4]1+g[5]*beta[5]1*z[1i,5]+g[6]*betal[6]*z[1i,6]
gl[7]*beta[7]*z[1,7]+g[8]*beta[8]*z[i,8]+g[9]*beta[9]*z[1i,9]
g[1l0]*beta[10]*z[i,10]+g[1l1l]*beta[ll]*z[i,11]
gl[l2]*beta[l2]*z[i,12]+g[13]*beta[13]*z[i,13]

}
# identificador do modelo
mdl<-1+g[1]*1+g[2]*2+g[3]1*4+g[4]*8+g[5]*16+g[6]*32+g[7]*64+g[8]*128+g[9]*256
+g[10]*512+g[11]*1024+g[12]*2048+g[13]*4096
# vector dos indicadores dos modelos
for (j in l:models) {
pmdl [j]<-equals (mdl, J)
}
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# priors
betaO~dnorm(0,0.00001)
for (j in 1l:p){
bprior[j]<-0.0
tprior[j]1<-pow(100,1-g[j])*0.001
beta[j]~dnorm(bprior[j], tprioxr[j])
}
nu~dgamma (0.001,0.001)
# priors dos indicadores das covariaveis
for (j in 1l:p){
g[j]~dbern(0.5)
}

e, com restricao no espaco dos modelos, é

model homocisteinemia GVS_13var_ cr;

const
pt=13, # numero total de covariaveis
p=13, # numero de covaridveis consideradas
N=126, # numero de observacdes
models=4096; # numero de modelos

var
d[N,pt], # todas as covariaveis
x[N,p], # covariaveis consideradas
z [N, pl, # covariaveis standardizadas
Y[N], # varidvel resposta
mu[N], # valor médio
betal, betalp], # constante e coeficientes standardizados
b0, blpl, # constante e coeficientes ndo standardizados
glp-11, # vector dos indicadores das covaridveis
mdl, # identificador do modelo
pmdl [models], # vector dos indicadores dos modelos
bprior[pl, # média a priori dos coeficientes
tprior([pl; # precisdo a priori dos coeficientes

# leitura dos dados
for (i in 1:N){

for (j in 1l:p){

X[ilj]<_d[ilj]

}
}
# standardizacdo dos x's e dos coeficientes
for (j in 1:p){

b[jl<-betalj]/sd(x[,3])

for (i in 1:N){

z[i,3]1<=(x[1,j]-mean (x[,3]1))/sd(x[,3])
}
}
b0<-betal-b[l]*mean(x[,1])-b[2]*mean (x[,2])-b[3]*mean (x[,3])-b[4]*mean(x[,4])
-b[5]*mean(x[,5])-b[6]*mean(x[,6])-b[7]*mean(x[,7])-b[8]*mean(x[,8])
-b[9]*mean (x[,9])-b[10]*mean(x[,10])-b[1ll]*mean(x[,11])
-b[1l2]*mean(x[,12])-b[13]*mean(x[,13]
# modelo
for (i in 1 : N) {
Y[i]~dgamma (nu,qli])
gli]<-nu/mu[i]
log(mu[i])<-betalO+g[l]*beta[l]l*z[i,1]+g[2]* (beta[2]*z[i,2]+beta[3]*z[i,3])
+g[3]*betald4]*z[i,4]+g[4]*beta[5]*z([1,5]+g[5]*betal[6]*z[1i,6]
+g[6]*beta([7]*z[i,7]1+g[7]*beta[8]*z[1,8]+g[8]*beta[9]*z[1,9]
+g[9]*beta[10]*z[i,10]+g[10]*beta[l11l]*z[i,11]
+g[ll]*beta[l2]*z[1,12]+g[12] *beta[13]*z[1i,13]

}

# identificador do modelo

mdl<-1+g[l]*1+g[2]*2+g[3]*4+g[4]*8+g[5]*16+g[6]*32+g[7]*64+g[8]*128+g[9]*256
+g[10]*512+g[11]*1024+g[12]*2048
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# vector dos indicadores dos modelos
for (j in l:models) {
pmdl [j]<-equals (mdl, J)
}
# priors
betaO~dnorm (0, 0.00001)
for (j in 1:2){
bprior[j]<-0.0
tprior[j]<-pow(100,1-g[j])*0.001
beta[j]~dnorm(bprior[jl, tprior(]j])
}
bprior[3]1<-0.0
tprior[3]<-pow(100,1-g[2])*0.001
beta[3]~dnorm (bprior[3], tprior[3])
for (j in 4:p){
bprior[j]<-0.0
tprior[j]1<-pow(100,1-g[j-1]1)*0.001
beta[j]~dnorm(bprior[j], tprioxr[j])
}
nu~dgamma (0.001,0.001)
# priors dos indicadores das covariaveis
for (j in 1l:(p-1)){
g[j]l~dbern(0.5)
}

O cbdigo do WinBUGS para a aplicacado do método GVS ao subconjunto de 8
covariaveis sem restricao no espaco dos modelos é

model homocisteinemia GVS_8var sr;

const
pt=13, # numero total de covariaveis
p=8, # numero de covaridveis
N=126, # numero de observacdes
models=256; # numero de modelos

var
d[N,pt], # todas as covariaveis
x[N,p], # covariaveis consideradas
z [N, p], # covariaveis standardizadas
Y[N], # varidvel resposta
mu[N], # valor médio
betal, betalp], # constante e coeficientes standardizados
b0, blpl, # constante e coeficientes ndo standardizados
glpl, # vector dos indicadores das covaridveis
mdl, # identificador do modelo
pmdl [models], # vector dos indicadores dos modelos
bprior[pl, # média a priori dos coeficientes
tprior[pl; # precisdo a priori dos coeficientes

# leitura dos dados
for (i in 1:N){

MoX X XX X XX

}
# standardizagdo dos x's e dos coeficientes
for (j in 1l:p){
b[jl<-betal[j]/sd(x[,]])
for (i in 1:N){
z[i,31<-(x[i,j]-mean (x[,3]))/sd(x[,3])
}
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b0<-betalO-b[l]*mean(x[,1])-b[2]*mean(x[,2])-b[3]*mean (x[,3])-b[4]*mean(x[,4])
-b[5]*mean (x[,5])-b[6]*mean(x[,6])-b[7]*mean(x[,7])-b[8]*mean (x[,8])
# modelo
for (i in 1:N){
Y[i]~dgamma (nu,q[i])
gli]l<-nu/mu[i]
log(mu[i])<-betal+g[l]*betall]l*z[i,1]+g[2]*beta[2]*z[1,2]+g[3]*beta[3]*z[1i,3]
+g[4]*betal[4]*z[1,4]1+g[5]*beta[5]*z[1i,5]+g[6]*betal[6]*z[1,6]
+g[7]*betal[7]*z[i,7]+g[8]*beta[8]*z[i,8]
}
# identificador do modelo
mdl<-1+g[1]*1+g[2]*2+g[3]1*4+g[4]*8+g[5]*16+g[6]*32+g[7]*64+g[8]*128
# vector dos indicadores dos modelos
for (j in l:models) {
pmdl [j]<-equals (mdl, J)
}
# priors
betaO~dnorm(0,0.00001)
for (j in 1l:p){
bprior[j]1<-0.0
tprior[j]1<-pow(100,1-g[j])*0.001
beta[j]~dnorm(bprior[j], tprioxr[j])
}
nu~dgamma (0.001,0.001)
# priors dos indicadores das covariaveis
for (j in 1l:p){
g[j]~dbern(0.5)
}

O cbdigo do WinBUGS para a aplicacao do método GVS a um subconjunto de 9
covariaveis com restri¢cao no espaco dos modelos é

model homocisteinemia GVS_ 9var cr;

const
pt=13, # numero total de covariaveis
p=9, # numero de covaridveis consideradas
N=126, # numero de observacgdes
models=256; # nimero de modelos em consideracdo

var
d[N,pt], # todas as covariaveis
x[N,p], # covaridveis consideradas
z[N,pl, # covariadveis standardizadas
Y[N], # varidvel resposta
mu[N], # valor médio
betal, betal[p], # constante e coeficientes standardizados
b0, blpl, # constante e coeficientes ndo standardizados
glp-11, # vector dos indicadores das covariédveis
mdl, # identificador do modelo
pmdl [models], # vector dos indicadores dos modelos
bprior[pl, # média a priori dos coeficientes
tprior[p]l; # precisdo a priori dos coeficientes

# leitura dos dados
for (i in 1:N){
i,11<-d[1i,1
i,21<-d[i,2

MOX X X X X X X X

}
# standardizacdo dos x's e dos coeficientes
for (j in 1:p){
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b[jl<-betalj]/sd(x[,3])
for (i in 1:N){
z[1i,3]1<-(x[i,j]-mean(x[,3]))/sd(x[,3])

}
}
b0<-betal-b[l]*mean(x[,1])-b[2]*mean (x[,2])-b[3]*mean(x[,3])-b[4]*mean(x[,4])

-b[5]*mean(x[,5])-b[6]*mean(x[,6])-b[7]*mean (x[,7])-b[8]*mean(x[,8])

# modelo
for (i in 1:N){

Y[i]~dgamma (nu,q[i])

gli]<-nu/mul[i]

log(mul[i])<-betalO+g[l]l*beta[l]l*z[i,1]1+g[2]* (betal[2]*z[1,2]+beta[3]1*z[1i,3])
+g[3]*betal4]*z[i,4]+g[4]*beta[5]*z[1,5]+g[5]*beta[6]*z[1i,6]
+gl[6]*betal7]1*z[i,7]+g[7]*betal[8]*z[1,8]+g[8]*beta[9]*z[1i,9]

}
# identificador do modelo
mdl<-1+g[1]*1+g[2]*2+g[3]*4+g[4]*8+g[5]*16+g[6]*32+g[7]*64+g[8]*128
# vector dos indicadores dos modelos
for (j in l:models) {
pmdl [j]<-equals (mdl, Jj)
}
# priors
betaO~dnorm (0, 0.00001)
for (j in 1:2){
bprior[j]1<-0.0
tprior[jl<-pow(100,1-g[j])*0.001
beta[j]~dnorm(bprior[j], tprior[j])
}
bprior[3]1<-0.0
tprior[3]<-pow(100,1-g[2])*0.001
beta[3]~dnorm (bprior[3], tprior[3])
for (j in 4:p){
bprior[j]1<-0.0
tprior[j]<-pow(100,1-g[j-1])*0.001
beta[j]~dnorm(bprior[j], tprior[j])
}
nu~dgamma (0.001,0.001)
# priors dos indicadores das covariaveis
for (j in 1l:(p-1)){
g[j]l~dbern(0.5)
}

As probabilidades a posteriori de inclusao das covaridveis no modelo podem ser obtidas
através da monitorizagdo de g. Se o nimero de possiveis modelos nao for demasiado
elevado, as suas probabilidades a posteriori podem ser obtidas por monitorizacao de pmdl.

D.3 Dados simulados de regressao linear normal — Método
GVS

A estimacao das probabilidades a posteriori dos modelos e das probabilidades a
posteriori de inclusdo das covaridveis no modelo pelo método GVS, no caso 1, pode ser
feita com recurso a um ficheiro de script em que sao repetidos 16 vezes os comandos

display('log"')

check ('modelo reg dgml.odc')
data ('dados reg casol.odc')
data('data_reg.odc')
compile (1)

inits (1, 'inits_reg.odc"')

beg (5001)

set (b0)
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set (b)

set (betal)

set (beta)

set (tau)

set (sigma)

set (g)

set (pmdl)
thin.samples (5)
thin.updater (5)
update (55000)
stats (b0)
stats (b)
stats (betal)
stats (beta)
stats (tau)
stats (sigma)
stats (g)
stats (pmdl)

sendo, apenas, substituido o ficheiro modelo_reg_dgm1.odc pelos ficheiros modelo_reg_dgm?2.odc,

modelo_reg_dgm3.odc, ...

do WinBUGS

model

{

, modelo_reg_dgm16.odc. O ficheiro modelo_reg_dgml.odc tem o cédigo

# leitura dos dados

for (1 in 1:N
1< d[

}

# obtencdo da amostra da variavel resposta (d[i,5] é o erro aleatdrio)

for (i in 1:N){
Y[i]1<-d[i,1]

}

+d[i,2]+d[1i,3]1+d[i,4]+d[1i,5]

# standardizacdo dos x's e dos coeficientes

for (j in 1l:p){
b[jl<-betal

j1/sd(x[,31)

for (i in 1:N) {

z[1,3]1<-

}
}

b0<-betalO-b[1l

# modelo

for (i in 1:N){
Y[i]~dnorm (mu [

x[i,j]-mean(x[,3]))/sd(x[,3])

]*mean(x[,1])-b[2]*mean (x[,2])-b[3]*mean(x[,3])-b[4]*mean(x[,4])

i], tau)

mu[i]<-betaO+g[l]*beta[l]*z[i,1]+g[2]*beta[2]*z[i,2]+g[3]*beta[3]*z[1i,3]

}

+g[4]*betal4]*z[1,4]

# identificador do modelo
mdl<-1+g[1l]*1+g[2]*2+g[3]*4+g[4]*8

# vector dos indicadores dos modelos
for (j in l:models) {

pmdl [

}

# priors

]<-equals (mdl, j)

betalO~dnorm (0,0.00001)

for (j in 1:p){
bprior([j

tprior[j]l<-pow(100,1-g[j])*0.001

betal]
}

~dnorm (bprior[j],tprior[j])

tau~dgamma (0.001,0.001)

sigma<-sqgrt (1/tau)
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# priors para os indicadores das covaridveis
for (j in 1l:p){

gl[jl~dbern(0.5)
}

que permite estimar, através do método GVS, as probabilidades a posteriori dos
modelos e as probabilidades a posteriori de inclusao das covaridveis no modelo,
para os dados gerados do modelo 1. Os codigos do WinBUGS dos ficheiros

modelo_reg_dgm2.odc, modelo_reg_dgm3.odc, ..., modelo_reg_dgm16.odc diferem do anterior no
modo de obtencao da varidvel resposta que passa a ser Y[i] <— d[i, 1] + d[i, 2] + d[i, 3] + d[i, 5],
Y[i] <= d[i,1] +d[i,2] + d[i,4] + d[i,5], ..., Y]] <—d[i,5], respectivamente. No ficheiro

data_reg.odc estd a instrugao list(p=4, N=200, models=16). Os valores gerados para as
covaridveis e para o erro estao no ficheiro dados_reg_casol.odc, onde d[,1], d[,2], d[,3], d[4]
sao as diferentes covaridveis e d[,5] sao as observagoes do erro aleatério. No ficheiro
inits_reg.odc estd a instrucao de inicializacdo dos parametros, list(beta0=0, beta=c(0,0,0,0),
tau=0.1, g=c(1,1,1,1)).

No caso 2, para implementar o método GVS, basta alterar o modo de obtengao da
varidvel resposta, substituindo a instrucdo Y[i] <— d[i,1] +d[i,2] +d[i, 3] + d[i, 4] + d[i, 5] do
ficheiro modelo_reg_dgml.odc por Y[i] <—d[i,1] + 10 d[i, 2] + 2« d[i, 3] + 5= d[i, 4] + d[i, 5].
Obviamente, nos  ficheiros modelo_reg_dgm?2.odc, modelo_reg_dgm3.odc, ceey
modelo_reg_ dgml6.odc, as instrucoes para obtencao de observacbes da varidvel
resposta sao dadas, respectivamente, por Y]] <—d[i,1] + 10 =d[i, 2] + 2 = d[i, 3] + d[i, 5],
Y[i] <= d[i,1] + 10+ d[i,2] + 5 * d[i, 4] + d[i,5], ..., Y[i] <= d[i,5].

Para implementacao do método GVS, nos casos 3 e 4, basta substituir o ficheiro
onde estdo os valores das covaridveis e do erro pelos ficheiros dados_reg_caso3.odc e
dados_reg_caso4.odc, respectivamente.

Nos casos 5 e 6 é necessario substituir o ficheiro onde estdo os valores das covaridveis
e do erro pelos ficheiros dados reg caso5.odc e dados_reg caso6.odc, respectivamente. Além
disso, é necessario alterar a instrucao do ficheiro data_reg.odc; no caso 5 essa instrucao é
dada por list(p=4, N=50, models=16), e no caso 6 é dada por list(p=4, N=100, models=16).

217



Anexo D. Cédigos do WinBUGS

218



Anexo E

Resultados dos Estudos de
Simulacao

E.1 Dados de contagem

Tabela E.1: Percentagem de classificacdo correcta das amostras geradas de my, para o caso 2.

61 critério dimensao da amostra
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

BF 942 99.2 998 100 100 100 100 100 100 100
ABIC 94.0 99.2 998 100 100 100 100 100 100 100
0.171 | ABIC 94.0 99.2 99.8 100 100 100 100 100 100 100
ADIC || 942 99.2 998 100 100 100 100 100 100 100

BF 80.8 94.6 986 99.8 99.8 100 99.8 99.8 100 100
ABIC 80.2 964 986 99.8 99.8 100 99.8 99.8 100 100
0.265 | ABIC 804 964 98.6 99.8 99.8 100 99.8 99.8 100 100
ADIC || 80.4 964 98.6 99.8 99.8 100 99.8 99.8 100 100

BF 740 846 89.6 950 968 984 98.8 99.0 99.6 99.8
ABIC 66.8 83.6 89.0 942 96.8 98.2 98.2 99.0 99.6 99.8
0.404 | ABIC 70.0 83.6 89.2 944 96.8 982 982 99.0 99.6 99.8
ADIC 70.0 83.6 892 944 968 98.2 982 99.0 99.6 99.8

BF 72.0 79.6 88.6 89.6 91.6 91.8 958 96.6 96.2 97.2
ABIC 53.2 672 80.6 858 88.0 90.0 936 958 954 96.6
0.525 | ABIC 57.2 68.8 81.0 86.0 882 90.0 93.6 958 954 96.6
ADIC 57.2 68.8 81.0 86.0 880 90.0 93.6 95.8 954 96.6

BF 82.6 848 85.0 854 89.6 88.2 90.8 91.0 91.0 920
ABIC 39.0 582 648 714 756 784 83.6 85.6 8.0 87.0
0.651 | ABIC 504 61.8 652 722 762 786 84.0 856 8.0 87.0
ADIC 504 612 652 722 758 784 84.0 856 8.0 870

BF 94.0 964 92.6 89.4 89.2 932 924 90.0 89.0 904
ABIC 28.0 52.0 55.0 56.2 652 684 774 702 744 746
0.743 | ABIC 49.2 59.2 558 594 658 684 778 714 748 746
ADIC || 49.2 56.6 554 584 656 684 778 70.6 748 74.6
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Tabela E.2: Percentagem de classificacdo correcta das amostras geradas de ms, para o caso 2.

(23 critério dimensao da amostra
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

BF 50.0 61.6 704 752 80.6 834 87.0 90.0 90.6 916
ABIC 832 846 852 868 894 91.6 92.0 952 948 944
0.657 | ABIC 77.0 83.0 846 866 894 91.0 91.8 950 948 944
ADIC 77.0 83.0 846 866 894 916 91.8 950 948 944

BF 78.8 89.8 932 952 956 97.0 98.0 984 986 100
ABIC 86.0 91.8 95.6 96.0 96.0 97.8 98.4 98.8 98.8 100
1.160 | ABIC 834 91.8 956 96.0 96.0 97.8 98.4 98.8 98.8 100
ADIC || 834 91.8 956 96.0 96.0 97.8 984 988 988 100

BF 86.2 922 962 974 98.2 99.2 99.6 996 100 99.8
ABIC 894 93.8 96.6 98.0 982 99.2 99.6 99.6 100 99.8
1.409 | ABIC 88.2 93.8 96.6 98.0 982 99.2 99.6 99.6 100 99.8
ADIC || 88.2 93.6 966 98.0 982 99.2 996 99.6 100 99.8

BF 89.6 944 964 99.0 99.6 99.4 99.4 100 99.8 99.8
ABIC 914 946 96.6 99.0 99.6 99.4 99.4 100 99.8 99.8
1.679 | ABIC 90.6 946 966 99.0 99.6 994 994 100 99.8 99.8
ADIC || 90.6 94.6 966 99.0 996 994 994 100 99.8 99.8

BF 97.0 984 99.6 100 100 100 100 100 100 100
ABIC 97.0 984 996 998 100 100 100 100 100 100
2.688 | ABIC 97.0 984 996 998 100 100 100 100 100 100
ADIC || 96.8 984 996 99.8 100 100 100 100 100 100

BF 976 994 100 100 100 100 100 100 100 100
ABIC 97.8 99.6 100 100 100 100 100 100 100 100
4.020 | ABIC 97.8 99.6 100 100 100 100 100 100 100 100
ADIC || 974 99.6 100 100 100 100 100 100 100 100
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E.1

Dados de contagem

Tabela E.3: Médias e variancias das medidas de seleccdo de modelos, no caso 1, referentes as

amostras geradas de m;.

01 n BIC, BICm, DIC, BICm, BIC, DICyn,
méd.  var. méd.  var. méd.  var. méd. var. méd. var. méd. var.
10 58.6  47.9 59.8  49.2 58.3  49.1 86.8 738.6 87.8 738.8 86.5 738.8
20 115.2 90.1 | 116.3 90.7 | 114.2 90.7 173.1 1403.8 | 174.1 1403.9 | 172.1 1403.9
30 173.0 122.1 | 174.0 122.5 | 171.6 122.5 261.3 2172.8 | 262.3 2172.8 | 259.9 2172.8
40 || 230.6 146.3 231.6 146.6 228.9 146.6 356.4 3513.5 357.4 3513.6 | 354.7 3513.6
0.148 | 50| 286.2 211.1 | 287.3 211.3 | 284.3 211.5 || 440.0 4349.3 | 441.0 4349.4 | 438.1 4349.3
60 || 342.1 240.3 | 343.1 240.7 | 340.0 240.5 521.2 4566.1 | 522.2 4566.2 | 519.1 4566.4
70 || 400.1 279.3 | 401.1 279.8 | 397.8 280.0 613.8 5346.8 | 614.8 5347.0 | 611.6 5346.9
80| 457.1 302.2 | 458.1 302.6 | 454.7 302.6 702.6 7131.2 | 703.6 7131.2 | 700.2 7131.2
90 || 514.1 353.6 | 515.1 353.1 | 511.6 353.7 || 796.9 6614.7 | 797.9 6614.4 | 794.4 6614.5
100 || 572.1 393.0 573.1 392.8 569.5 392.3 884.9 7914.0 885.9 7914.2 | 882.3 7913.1
10 44.7 448 45.7  46.2 44.2  46.3 53.4  225.0 54.4  225.1 53.1  225.1
20 89.5 78.3 90.5 79.0 88.4 79.0 110.1  501.0 111.1  501.0 109.1 501.0
30| 133.6 123.8 | 134.6 124.4 | 132.2 124.4 167.2 788.0 | 168.2 788.0 | 165.7 788.0
40| 176.6 162.2 177.6 162.6 174.8 162.6 219.5 1031.9 220.5 1031.9 | 217.8 1031.9
0.265 50| 221.1 208.1 222.1 208.4 | 219.1 208.5 277.3 1357.7 | 278.3 1357.6 | 275.4 1357.7
60 || 264.6 244.0 | 265.6 244.3 | 262.5 244.2 331.2 1469.4 | 332.2 1469.3 | 329.1 1469.6
70 (| 309.6 269.4 | 310.6 269.4 | 307.3 269.3 389.4 1835.4 | 390.4 1835.5 | 387.2 1835.3
80 || 352.8 346.7 | 353.8 347.1 | 350.4 346.9 || 444.9 2204.0 | 445.9 2203.9 | 442.6 2203.8
90 || 396.6 356.6 | 397.7 356.8 | 394.1 356.8 || 498.0 2028.6 | 499.0 2028.4 | 495.5 2028.3
100 || 441.1 384.3 | 442.1 384.0 | 438.5 383.7 || 552.1 2540.5 | 553.1 2540.3 | 549.5 2540.0
10 33.7  41.3 34.5 41.6 33.0 42.1 36.5 103.6 37.5 103.7 36.2 103.7
20 66.7 76.8 67.7 T77.3 65.5 T77.5 73.2 182.8 74.2  182.8 72.2 182.8
30 99.6 113.4 | 100.5 113.7 98.0 113.9 110.2  294.6 | 111.2 294.6 | 108.8 294.6
40| 132.1 142.3 | 133.0 142.5 | 130.3 142.7 146.5 375.7 | 147.5 375.7 | 144.9 375.7
0.421 50 || 164.6 182.7 165.6 182.9 162.6 183.0 184.2 531.5 185.2 531.5 182.2 531.5
60| 198.0 234.6 | 199.0 234.7 | 195.8 234.7 || 221.6 617.5 | 222.6 617.5 | 219.6 617.5
70 || 228.8 252.9 | 229.8 253.0 | 226.5 253.1 255.1  666.7 | 256.1 666.7 | 252.8 666.6
80| 263.8 311.6 264.7 311.9 261.3 312.1 294.9 852.9 295.9 852.8 | 292.5 853.0
90 || 295.0 373.8 | 296.0 373.9 | 292.5 374.0 330.9 1003.4 | 331.9 1003.4 | 328.4 1003.5
100 || 327.7 401.8 | 328.7 402.0 | 325.0 402.2 367.9 1118.3 | 368.9 1118.4 | 365.3 1118.4
10 27.6  37.3 28.5  36.5 26.9 37.3 28.7 63.9 29.7 63.9 28.4 64.0
20 53.7  82.7 54.6  82.3 52.4  82.9 57.1 145.9 58.1 145.9 56.1  146.0
30 80.1 113.9 81.0 113.8 78.5 114.2 84.6 195.6 85.6 195.6 83.2 195.6
40| 106.5 152.2 | 107.4 152.2 | 104.7 1524 113.6 284.9 | 114.6 284.9 | 111.9 284.9
0.534 50 || 131.7 190.2 132.7 190.1 129.7 190.3 140.2  353.1 141.2 353.2 138.3 353.1
60| 159.1 237.9 | 160.0 237.9 | 156.9 238.0 169.5 435.5 | 170.5 435.5 | 167.4 435.5
70| 183.0 296.7 | 184.0 296.7 | 180.7 296.9 195.8 535.6 | 196.8 535.6 | 193.6 535.6
80| 209.6 265.9 210.6 265.7 | 207.2 265.9 224.3  494.9 225.3 494.9 | 221.9 495.0
90 || 236.8 348.3 | 237.8 348.3 | 234.3 348.3 253.7 648.9 | 254.7 648.9 | 251.2 648.9
100 || 261.1 369.4 | 262.1 369.3 | 258.4 369.4 279.0 708.9 | 280.0 709.0 | 276.3 708.9
10 22.9 39.9 23.9 373 22.3 38.4 23.4 53.2 24.4 53.2 23.1 53.4
20 43.3 73.6 44.3  72.0 42.1 728 44.4 98.6 45.4 98.6 43.4 98.7
30 65.5 98.0 66.4  97.3 63.9 97.9 68.2 151.7 69.2 151.7 66.8 151.7
40 86.4 144.0 87.3 143.4 84.6 143.9 89.7 196.5 90.7 196.5 88.0 196.5
0.626 50 || 107.5 173.5 108.4 173.0 105.4 173.4 111.6  250.5 112.6  250.5 109.7  250.5
60 || 130.7 213.9 131.7 213.5 128.5 213.8 136.2 315.4 137.2 315.4 134.1 3154
70| 150.4 262.1 | 151.4 261.8 | 148.1 262.1 157.1  399.1 | 158.1 399.1 | 154.8 399.1
80| 172.9 287.1 | 173.9 286.8 | 170.4 287.1 180.9 451.4 | 181.9 451.4 | 178.5 451.4
90 || 193.6 327.2 | 194.5 327.0 | 191.0 327.2 202.2 481.5 | 203.2 481.5 | 199.7 481.6
100 || 214.9 425.0 | 215.9 424.9 | 212.2 425.1 224.0 626.0 | 225.0 626.0 | 221.4 626.0
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Tabela E.3: Médias e variancias das medidas de seleccdo de modelos, no caso 1, referentes as

amostras geradas de m (continuagio).

01 n BICm, BICh, DICm, BICn, BIC, DIC,
méd.  var. méd.  var. méd.  var. méd.  var. méd.  var. méd.  var.
10 15.9 25.8 17.1 22.1 15.4 23.2 15.8 28.3 16.8 28.4 15.5 28.6
20 29.9 60.6 31.1 56.1 28.8 57.6 30.3 69.4 31.3 69.4 29.3 69.6
30 42.9 103.8 44.1  99.1 41.4 100.8 43.4 117.5 44.4 117.6 42.0 117.7
40 57.3 136.4 58.4 133.2 55.5 134.5 58.0 155.7 59.0 155.7 56.3 155.7
0.776 | 50 71.9 178.0 73.0 175.5 69.9 176.6 73.0 206.0 74.0 206.1 71.1 206.1
60 84.7 185.6 85.8 183.7 82.6 184.6 86.3 215.6 87.3 215.6 84.2 215.6
70 99.6 262.7 | 100.6 260.8 97.3 261.7 101.0 301.6 | 102.0 301.6 98.8 301.6
80 (| 111.9 285.4 113.0 283.8 109.5 284.6 113.7 326.0 114.7 326.0 111.3 326.0
90 || 127.6 298.4 | 128.6 297.1 | 125.0 297.8 129.7 356.7 | 130.7 356.7 | 127.2 356.7
100 || 141.2 312.4 | 142.2 311.2 | 138.6 311.8 143.7 360.3 | 144.7 360.3 | 141.1 360.3

Tabela E.4: Médias e varidncias das medidas de seleccdo de modelos, no caso 1, referentes as

amostras geradas de mo.

01 n BICm, BIC, DICy, BICm, BIC, DIC,
méd.  var. méd.  var. méd.  var. méd.  var. méd.  var. méd.  var.
10 16.5  20.5 17.7 17.7 16.0 18.5 16.0 18.1 17.0 18.1 15.7 18.3
20 30.6 55.6 31.8 52.0 29.5 53.2 29.8 50.4 30.8 50.4 28.8 50.5
30 45.9  75.2 47.0 729 44.4  73.9 44.9  69.9 45.9  69.9 43.5  69.9
40 60.7 97.5 61.8 95.7 58.9  96.5 59.5  90.4 60.5 90.4 57.8  90.4
0.309| 50 76.0 131.7 77.1 130.2 74.0 130.9 74.5 123.4 75.5 123.4 72.6 123.4
60 89.0 168.0 90.1 166.6 86.9 167.3 87.5 157.8 88.5 157.8 85.5 157.8
70| 103.9 172.2 105.0 171.2 101.6 171.7 102.1 162.7 103.1 162.7 99.8 162.8
80 (| 117.8 191.8 118.9 190.9 115.4 191.3 115.8 178.3 116.8 178.3 113.4 178.3
90 || 131.9 240.5 | 132.9 239.5 | 129.4 240.0 129.4 221.6 | 130.4 221.6 | 126.9 221.6
100 || 147.1 257.8 148.1 256.9 144.4 257.3 144.4 235.5 145.4 235.5 141.8 235.5
10 23.6  21.0 24.4  20.0 22.9 20.6 22.4 17.8 23.3 17.9 22.0 17.9
20 45.8  49.8 46.7  49.2 44.5  49.6 43.7  42.6 44.7  42.6 42.7  42.6
30 68.1 70.7 69.0 70.3 66.5 70.6 65.3 61.1 66.3 61.1 63.9 61.1
40 89.8 86.7 90.8 86.4 88.0 86.7 86.4 79.8 87.4 79.8 84.7 79.8
0.632 50| 112.8 110.6 113.8 110.4 110.8 110.6 108.1 101.1 109.1 101.1 106.2 101.1
60| 134.9 133.6 | 135.9 133.4 | 132.7 133.6 129.7 124.4 | 130.7 124.4 | 127.6 124.4
70| 156.5 165.5 | 157.5 165.3 | 154.2 165.5 150.4 137.1 | 151.4 137.1 | 148.2 137.1
80 || 177.2 176.1 178.1 175.9 174.7 176.1 170.7 162.3 171.7 162.2 168.3 162.2
90 || 199.6 202.6 | 200.6 202.4 | 197.0 202.7 191.9 182.5 | 192.9 182.5 | 189.4 182.4
100 || 223.2 214.1 | 224.1 214.0 | 220.5 214.0 214.2 196.4 | 215.2 196.5 | 211.6 196.5
10 314 17.2 322 174 30.7 17.6 28.9 16.1 29.9 16.1 28.6 16.1
20 61.3  39.7 62.2 39.8 60.1  40.0 57.0 35.0 58.0 35.1 56.0 35.1
30 91.4 54.0 92.3  54.1 89.8 54.2 85.0 54.5 86.0 54.5 83.6 54.5
40 (| 121.1 75.7 | 122.1  75.8 | 119.3 75.9 113.1 709 | 114.1 70.9 | 111.4 70.9
1.128 50| 151.2 88.9 152.1 89.0 149.2 89.0 140.7  86.1 141.7 86.1 138.8 86.1
60| 180.7 108.2 | 181.6 108.2 | 178.5 108.2 168.6 104.4 | 169.6 104.5 | 166.5 104.5
70| 209.8 115.7 | 210.7 115.6 | 207.5 115.8 195.8 118.8 | 196.8 118.8 | 193.5 118.8
80 || 238.7 152.2 | 239.6 152.1 236.2 152.2 222.5 132.1 223.5 132.1 220.1 132.1
90 || 268.6 153.9 | 269.6 153.9 266.1 153.7 250.6 137.5 251.6 137.6 248.1 137.6
100 || 298.2 191.0 | 299.2 190.8 | 295.6 191.1 278.4 160.6 | 279.4 160.7 | 275.8 160.5

222




E.1. Dados de contagem

Tabela E.4: Médias e variancias das medidas de seleccdo de modelos, no caso 1, referentes as
amostras geradas de ms (continuagio).

01 n BIC, BICm, DICm, BICn, BIC, DIC,
méd.  var. méd.  var. méd.  var. méd. var. méd. var. | méd. var.
10 35.0 16.9 35.8 17.3 34.3 174 31.7 17.1 327 17.1 314 17.1
20 69.5 31.7 70.5  32.0 68.4  32.0 63.6 32.9 64.6  32.9 62.6 32.9
30 103.0 52.2 | 103.9 524 | 101.4 52.5 94.3  50.3 95.3  50.3 92.9 50.3
40| 136.3  59.0 137.3  59.1 134.6 59.2 124.7 65.3 125.7  65.3 123.0 65.3
1.465| 50| 169.9 79.3 | 170.8 79.4 | 167.9 79.5 155.7 86.4 | 156.7 86.5 | 153.8 86.5
60| 203.0 93.2 | 203.9 93.2 | 200.8 93.2 185.9 98.8 | 186.9 98.8 | 183.8 98.8
70| 236.5 113.7 | 237.5 113.9 | 234.2 113.9 216.5 106.2 | 217.5 106.1 | 214.3 106.1
80 || 270.7 126.7 | 271.7 126.8 268.3 127.0 247.5 121.3 | 248.5 121.2 245.1 121.3
90 || 303.3 141.3 | 304.3 141.3 | 300.8 141.2 277.9 154.0 | 278.9 154.0 | 275.4 153.9
100 || 337.6 157.0 | 338.6 157.2 | 335.0 157.1 308.5 168.8 | 309.5 168.8 | 305.9 168.9
10 37.0 16.6 379 17.0 36.4 17.1 33.2 16.5 34.2 16.5 329 16.5
20 72.1 29.8 73.1 30.0 71.0 30.1 65.4  33.1 66.4  33.1 64.4  33.1
30 108.1 43.0 | 109.1 43.1 | 106.6 43.2 98.0 49.8 99.0 49.8 96.6  49.8
40 || 143.1 57.2 | 144.0 57.2 | 141.3 57.3 129.7 67.5 | 130.7 67.5 | 128.1 67.5
1.628 50 || 177.7  T71.2 178.6 71.4 175.7 71.5 161.4 82.3 162.4  82.3 159.5 82.3
60| 213.2 80.8 | 214.2 80.8 | 211.0 80.8 193.9 83.2 | 194.9 83.2 | 191.8 83.2
70| 248.3 95.0 | 249.3 95.3 | 246.0 95.1 225.4 124.5 | 226.4 124.5 | 223.2 124.5
80 (| 283.4 118.0 284.3 118.0 280.9 118.2 256.8 118.5 | 257.8 118.5 254.4 118.5
90 || 318.5 132.9 | 319.5 132.8 | 316.0 132.7 || 289.6 143.3 | 290.6 143.4 | 287.1 143.3
100 || 353.3 158.3 | 354.3 158.4 | 350.6 158.1 321.2 176.0 | 322.2 176.0 | 318.6 175.7
10 45.4  10.3 46.4 10.6 45.0 10.7 38.7 14.9 39.7 149 384 14.9
20 89.5 20.2 90.5 20.5 88.4 20.4 77.6  34.6 78.6  34.5 76.6  34.6
30| 133.1 31.7 134.1 31.8 131.7 31.9 115.3  49.2 116.3  49.2 113.9 49.2
40| 177.3 38.7 | 178.3 38.8 | 175.5 38.8 153.7 73.5 | 154.7 73.5 | 152.0 73.5
2.741 50| 220.9 50.8 221.9 50.8 218.9 50.9 191.1 85.0 192.1 85.0 189.2 85.0
60 || 264.4 65.8 265.4  65.9 262.3 65.8 228.3 105.4 | 229.3 105.3 226.2 105.3
70| 307.5 76.9 | 308.5 77.0 | 305.2 76.9 266.4 113.6 | 267.4 113.7 | 264.1 113.6
80 || 351.4 77.2 352.4 775 349.0 77.4 304.8 129.9 | 305.8 129.9 302.5 130.0
90 || 395.4 92.0 396.4  92.1 392.9 92.7 342.7 165.9 | 343.7 165.8 340.2 165.9
100 || 439.4 96.3 | 440.4 96.4 | 436.7 96.0 380.8 166.3 | 381.8 166.2 | 378.2 166.3

Tabela E.5: Médias e varidncias das medidas de seleccdo de modelos, no caso 2, referentes as
amostras geradas de m;.

01 n BIC, BICn, DICm, BICn, BIC, DIC .,
méd.  var. méd.  var. méd.  var. méd. var. méd. var. méd. var.
10 54.6  40.0 55.7  40.5 54.2  40.5 74.9  448.7 76.0 452.6 74.7  453.0
20 108.6  83.8 109.6 84.0 107.5 84.0 154.1 1165.5 155.1 1167.7 153.1 1168.0
30 163.2 132.1 | 164.2 132.2 | 161.7 132.2 234.2 2007.7 | 235.3 2009.7 | 232.9 2010.0
40| 216.4 156.9 | 217.4 157.1 | 214.7 157.1 312.7 2222.2 | 313.7 2223.3 | 311.0 2223.4
0.171| 50| 270.6 205.8 | 271.6 205.9 | 268.7 205.8 393.9 2942.5 | 394.9 2943.5 | 392.0 2943.5
60 || 323.7 224.4 | 324.7 224.4 | 321.6 224.4 || 469.1 3420.7 | 470.1 3421.4 | 467.0 3421.5
70| 377.8 262.3 | 378.8 262.6 | 375.5 262.2 551.4 4035.0 | 552.5 4036.4 | 549.2 4036.2
80 || 430.9 330.6 | 431.9 330.9 428.5 331.3 629.5 5024.2 630.5 5025.1 627.1 5025.7
90 || 484.7 351.7 | 485.7 351.9 482.1 351.8 702.9 5262.6 703.9 5262.6 700.4 5262.6
100 || 538.2 386.5 | 539.2 386.9 | 535.6 386.3 785.5 5925.1 | 786.5 5926.6 | 782.9 5926.3
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Tabela E.5: Médias e variancias das medidas de seleccdo de modelos, no caso 2, referentes as
amostras geradas de m; (continuagio).

01 n BIC, BIC, DICp, BICn, BIC, DICiny
méd. var. méd. var. méd. var. méd. var. méd. var. méd. var.
10 449 43.8 45.9 445 44.5 445 53.8 2234 54.7  224.7 53.4  225.3
20 89.7 70.8 90.7 T71.1 88.7 T1.1 109.8 382.8 | 110.7 383.4 | 108.7 383.6
30| 133.4 123.3 | 134.4 123.5 | 132.0 123.6 165.5 688.7 | 166.5 689.2 | 164.1 689.4
40| 176.4 165.6 | 177.4 165.7 | 174.7 165.8 219.7 1001.2 | 220.7 1001.6 | 218.0 1001.8
0.265| 50| 220.4 190.8 | 221.4 190.9 | 218.5 191.0 275.0 1215.3 | 276.0 1215.6 | 273.1 1215.8
60 || 265.4 235.7 | 266.4 235.8 | 263.3 236.0 332.0 1522.3 | 333.0 1522.7 | 329.9 1522.7
70|l 310.3 281.0 | 311.3 281.0 | 308.0 281.0 390.7 1999.1 | 391.7 1999.4 | 388.5 1999.3
80| 353.4 349.8 | 354.4 350.1 | 351.0 350.0 445.8 2261.5 | 446.8 2261.6 | 443.4 2261.9
90 || 397.3 360.3 | 398.3 360.7 | 394.8 360.7 500.2 2532.5 | 501.2 2532.9 | 497.7 2532.9
100 || 441.0 361.9 | 442.0 362.0 | 438.4 361.4 556.0 2617.1 | 557.0 2617.6 | 553.4 2617.2
10 34.8 429 35.7 43.3 34.2  43.7 37.9 109.3 38.9 109.0 37.4 109.9
20 68.8 76.0 69.7 76.3 67.6 76.4 76.2 198.3 772 198.2 75.1 198.6
30| 102.6 125.1 | 103.5 125.3 | 101.1 125.4 114.5 353.9 | 1154 353.9 | 113.0 354.2
40| 136.6 167.3 | 137.6 167.4 | 134.8 167.5 153.7 449.5 | 154.7 449.4 | 152.0 449.7
0.404| 50( 169.2 195.0 | 170.2 195.3 | 167.2 195.3 189.6 512.0 | 190.6 512.0 | 187.6 512.1
60 || 203.5 247.2 | 204.5 247.4 | 201.3 247.4 229.9 700.6 | 230.9 700.7 | 227.8 700.8
70 || 236.0 284.8 | 237.0 285.0 | 233.8 285.1 264.6 810.3 | 265.6 810.3 | 262.3 810.5
80 || 271.5 294.9 | 272.5 295.0 | 269.1 295.1 307.7 938.1 | 308.6 937.9 | 305.2 938.0
90 || 303.8 355.1 | 304.8 354.9 | 301.3 355.0 342.1 1074.9 | 343.0 1074.8 | 339.5 1074.8
100 || 337.1 359.2 | 338.1 358.9 | 334.5 359.2 381.7 1090.9 | 382.7 1091.1 | 379.1 1091.4
10 28.1 39.8 29.0 39.6 27.5  40.3 29.5 78.0 30.5 76.8 29.0 78.0
20 55.1  80.8 56.0 80.8 53.9 81.2 57.9 134.0 58.9 133.3 56.8 134.1
30 81.7 120.4 82.6 120.4 80.2 120.7 87.1 2114 88.1 211.0 85.6 211.4
40| 108.1 163.7 | 109.0 163.7 | 106.3 164.0 115.7 3259 | 116.7 325.6 | 113.9 326.0
0.525| 50| 135.2 208.0 | 136.2 208.0 | 133.2 208.2 144.4 3704 | 1454 370.1 | 142.4 370.5
60|l 161.2 208.1 | 162.2 208.2 | 159.1 208.2 172.4 387.8 | 173.4 387.7 | 170.3 387.9
70|| 186.8 279.1 | 187.8 279.1 | 184.5 279.1 200.0 502.8 | 201.0 502.6 | 197.7 502.9
80 || 214.4 284.7 | 215.4 284.7 | 212.0 284.7 229.6 506.6 | 230.6 506.6 | 227.2 506.6
90 || 240.3 354.3 | 241.2 354.4 | 237.7 354.5 257.3 681.0 | 258.3 680.8 | 254.8 681.1
100 || 268.7 358.9 | 269.7 358.9 | 266.1 359.2 289.1 682.4 | 290.1 682.3 | 286.5 682.5
10 21.5 35.1 22.4  33.9 20.8  35.0 21.7 43.7 22.9 41.4 21.3 42.9
20 41.6  80.1 42.5 79.3 40.4 80.2 42.7 104.3 43.7 102.8 41.6  103.9
30 62.5 111.8 63.5 111.4 61.0 111.9 64.6 157.6 65.6 156.6 63.1 157.4
40 82.6 145.5 83.5 145.1 80.8 145.6 85.2 193.8 86.2 193.1 83.4  193.7
0.651| 50| 102.2 178.6 | 103.2 178.3 | 100.2 178.6 106.0 255.3 | 107.0 254.8 | 104.0 255.3
60|l 123.4 193.3 | 124.4 193.1 | 121.2 193.3 128.0 269.0 | 129.1 268.6 | 125.9 268.9
70|| 141.5 273.6 | 142.4 273.4 | 139.2 273.7 147.2 394.5 | 148.2 394.0 | 145.0 394.4
80 || 163.1 298.8 | 164.1 298.7 | 160.7 298.8 169.5 428.6 | 170.5 428.3 | 167.0 428.5
90 || 182.6 355.3 | 183.6 355.3 | 180.0 355.5 189.4 478.8 | 190.4 478.5 | 186.9 478.7
100 || 203.4 381.0 | 204.3 381.0 | 200.7 381.1 211.3  553.2 | 212.3 552.9 | 208.7 553.2
10 17.1  27.4 18.1 25.6 16.4  26.8 17.1 31.4 18.3 28.8 16.6 30.2
20 32.7  67.7 33.7  66.0 31.5  67.2 33.2 81.3 34.4 78.8 32.2 80.4
30 47.9 102.9 48.9 101.7 46.3 102.7 48.7 120.8 49.8 119.1 47.2  120.3
40 64.4 142.7 65.4 141.8 62.6 142.6 65.4 165.8 66.5 164.5 63.6 165.5
0.743| 50 79.8 180.9 80.8 180.2 77.8 180.8 81.3 217.1 82.3 216.1 79.3  216.9
60 94.5 200.2 95.5 199.7 92.4 200.2 96.7 243.0 97.7  242.2 94.5  242.9
70|| 109.8 256.8 | 110.8 256.3 | 107.5 256.8 112.4 298.5 | 113.5 297.8 | 110.1 298.4
80 || 126.1 280.6 | 127.1 280.3 | 123.7 280.7 128.7 326.3 | 129.7 325.7 | 126.2 326.2
90 || 141.2 323.7 | 142.2 323.4 | 138.6 323.8 144.0 377.5 | 145.0 376.9 | 141.5 377.4
100 || 155.6 351.9 | 156.6 351.5 | 152.9 351.8 158.7 417.3 | 159.8 416.8 | 156.1 417.2
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E.1. Dados de contagem

Tabela E.6: Médias e varidncias das medidas de seleccdo de modelos, no caso 2, referentes as
amostras geradas de m..

01 n BIC, BIC, DICy, BIC, BIC, DIC,
méd.  var. méd.  var. méd.  var. méd. var. méd. var. | méd. var.
10 23.8 24.8 24.7  24.3 23.2  24.9 22.6 21.1 23.6  20.1 22.1 20.8
20 47.2  46.4 48.1  46.2 46.0  46.5 45.0 40.3 46.0 39.8 43.9  40.3
30 69.7 69.6 70.7  69.5 68.2 69.8 66.7 59.3 67.7 59.0 65.2 59.3
40 93.0 93.4 93.9 93.3 91.2 93.5 89.3 87.4 90.3 87.2 87.6 87.4
0.657| 50|l 115.4 122.0 | 116.3 121.9 | 113.4 122.1 110.6 109.8 | 111.6 109.6 | 108.7 109.8
60| 137.2 142.3 | 138.2 142.2 | 135.1 142.3 131.8 125.1 | 132.8 125.0 | 129.7 125.1
70| 159.5 171.8 | 160.5 171.7 | 157.2 171.8 153.0 149.2 | 154.0 149.1 | 150.7 149.3
80| 181.1 166.4 | 182.1 166.3 | 178.7 166.4 173.6 145.5 | 174.6 145.3 | 171.2 145.5
90 || 204.1 191.1 | 205.1 191.1 | 201.6 191.2 196.2 169.6 | 197.2 169.5 | 193.6 169.6
100 || 226.5 216.3 227.5 216.4 | 223.9 216.4 217.5 186.5 | 218.5 186.4 | 214.9 186.5
10 31.3 22.0 32.2 22.2 30.8 224 28.7 18.8 29.7 18.5 28.2 18.9
20 62.1 34.6 63.1 34.7 61.0 34.8 57.3 30.8 58.2  30.7 56.1 30.9
30 91.6 54.5 92.5 54.6 90.1  54.7 85.0 49.6 85.9 49.5 83.5 49.6
40| 122.7 62.8 123.6  62.8 120.9 63.0 113.9 59.0 114.9  59.0 112.2 59.0
1.160 50| 152.5 86.9 153.5 86.9 150.5 86.9 142.0 89.2 143.0 89.2 140.1 89.2
60| 182.9 116.9 | 183.9 117.0 | 180.7 117.0 170.5 109.0 | 171.4 109.0 | 168.3 109.1
70 || 213.2 136.1 214.2 135.9 210.9 136.0 198.2 126.8 199.2 126.8 195.9 126.8
80 || 243.0 149.6 | 243.9 149.5 | 240.5 149.6 225.9 145.7 | 226.9 145.6 | 223.5 145.7
90 || 272.6 163.0 | 273.6 162.7 | 270.1 163.1 254.1 157.8 | 255.1 157.7 | 251.6 157.8
100|| 302.1 171.8 303.1 172.0 299.5 172.0 281.5 166.5 | 282.5 166.6 278.9 166.7
10 34.5 17.9 35.3 18.1 33.9 18.2 31.2 16.7 32.1 16.6 30.7 16.8
20 68.1 32.4 69.1 32.5 67.0 32.6 62.1 34.5 63.0 34.5 61.0 34.6
30 100.9 55.0 | 101.9 55.1 99.5 55.1 92.5 54.2 93.5 54.1 91.0 54.2
40| 134.3 57.9 135.2 57.9 132.5 58.0 123.0 59.7 124.0  59.7 121.3 59.8
1.409 50 (| 167.0 82.8 168.0  83.0 165.0 82.9 153.4  85.2 154.3 85.2 151.4 85.2
60| 199.4 101.5 | 200.4 101.7 | 197.3 101.6 183.3 99.3 | 184.3 99.3 | 181.2 994
70| 232.8 106.0 | 233.8 105.9 | 230.5 106.0 214.5 111.4 | 215.5 111.4 | 212.2 111.4
80| 265.6 138.0 266.6 138.1 263.2 138.1 243.8 133.3 | 244.8 133.4 | 241.4 133.3
90 || 297.6 156.7 | 298.6 156.6 | 295.1 156.7 || 273.2 161.9 | 274.2 161.9 | 270.7 161.7
100 || 331.1 139.1 | 332.1 139.1 | 328.5 139.1 304.3 150.3 | 305.2 150.3 | 301.6 150.2
10 37.0 14.4 379 14.6 36.4 14.6 33.1  15.2 34.0 15.2 32.6 154
20 73.9  29.0 74.9  29.2 72.8 29.2 66.5 33.3 67.4 33.3 65.4  33.3
30 109.2 45.1 | 110.1 45.2 | 107.7 45.2 98.9 51.5 99.9 51.5 97.5 51.6
40 || 144.7 54.1 | 145.7 54.1 | 142.9 54.1 131.2  55.9 | 132.1 55.9 | 129.4 56.0
1.679| 50| 180.5 71.8 | 181.5 71.9 | 178.5 72.1 163.4 79.8 | 164.3 79.8 | 161.4 79.9
60| 216.1 82.9 | 217.0 83.0 | 213.9 83.0 195.8 97.1 | 196.8 97.0 | 193.7 97.1
70| 251.5 102.7 | 252.5 102.8 | 249.2 102.8 227.8 104.9 | 228.7 104.9 | 225.5 104.9
80 || 287.2 117.1 288.2 117.4 | 284.8 117.1 260.7 136.2 | 261.7 136.2 258.3 136.2
90 || 322.1 138.0 | 323.1 137.6 | 319.5 137.6 292.3 150.8 | 293.3 150.8 | 289.8 150.9
100 || 358.5 150.1 | 359.5 149.7 | 355.8 150.0 325.0 167.0 | 326.0 167.0 | 322.4 166.9
10 45.2  10.2 46.2  10.3 44.7  10.3 38.8 15.6 39.8 15.7 384 15.8
20 89.2 21.1 90.2 21.2 88.1 21.2 77.2 31.2 78.2 31.3 76.2 31.3
30| 132.8 32.3 133.8 32.3 131.4 324 115.2 50.8 116.2  50.8 113.8 50.8
40 (| 175.8 42.2 | 176.8 42.2 | 174.1 424 151.8 67.2 | 1562.8 67.2 | 150.1 67.3
2.688 50 || 219.6 58.7 | 220.6 58.8 217.7  58.7 190.4  85.9 191.4  85.9 188.4  85.9
60| 262.8 62.5 263.8  62.5 260.7 62.7 228.2 110.9 | 229.2 111.1 226.1 111.0
70| 305.8 75.1 | 306.8 75.1 | 303.6 75.2 265.7 130.4 | 266.7 130.4 | 263.4 130.4
80 || 348.8 77.4 349.8 77.6 346.4 77.4 301.9 132.6 | 302.9 132.6 299.5 132.6
90 || 392.5 89.2 393.5 89.7 | 390.0 89.7 341.0 152.7 | 342.0 152.6 338.5 152.7
100 || 435.5 98.1 | 436.5 98.4 | 4329 98.3 378.8 188.2 | 379.7 188.2 | 376.1 188.2
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Anexo E. Resultados dos Estudos de Simulacao

Tabela E.6: Médias e varidncias das medidas de seleccdo de modelos, no caso 2, referentes as
amostras geradas de mo (continuagio).

01 n BIC, BIC, DICp, BIC, BIC, DICiny
méd. var. méd. var. méd. var. méd. var. méd. var. méd. var.
10 52.4 7.6 53.4 7.7 52.0 7.7 43.0 15.5 44.0 15.6 42.7 15.6
20| 103.3 14.8 | 104.3 14.9 | 102.2 14.8 86.0 374 87.1 375 85.0 37.5
30| 153.4 22.7 | 154.4 22.6 | 152.0 22.7 128.0 52.3 | 129.0 52.4 | 126.6 524
40| 203.9 32.5 | 204.9 32.4 | 202.1 324 168.9 714 | 169.9 71.4 | 167.2 714
4.020 50| 254.3 39.7 | 255.3 39.5 | 252.4 39.6 212.1 92,5 | 213.1 92.6 | 210.2 92.5
60 || 305.7 48.5 | 306.7 48.8 | 303.5 48.7 254.8 109.3 | 255.8 109.4 | 252.7 109.4
70|l 355.3 51.1 | 356.4 51.1 | 353.1 51.1 296.2 130.3 | 297.2 130.6 | 294.0 130.5
80 || 405.1 62.6 | 406.1 62.4 | 402.7 62.7 337.2 153.9 | 338.2 153.8 | 334.9 153.8
90 || 455.1 72.2 | 456.1 71.8 | 452.6 72.2 378.6 173.8 | 379.6 173.8 | 376.1 173.8
100 || 506.0 72.3 | 507.0 72.6 | 503.3 73.2 421.8 190.0 | 422.8 189.9 | 419.2 189.8

E.2 Dados de regressao linear normal

Tabela E.7: Nimero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo DIC, por modelo gerador dos
dados e modelo ajustado, para o caso 2.

modelo modelo ajustado

gerador m1 | M2 M3 M4 M5 | Me My Mg Mg Mig Mi1 | Mi2 M13 Mia Mi5 | Mi6
my 1000f 0 0O O 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 O 0
mo 156 | 844 0 0 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 O 0
ms 163 0 837 0 0o 0o 0 0 0 O 0O 0 0 O 0
ma 167 0 0 833 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 O 0
ms 153 0 0 0 847 0 0 0 0 0 O 0 0 0 o0 0
me 36 116 130 0 0 718 0 0 0 0 O 0O 0 0 O 0
mz 28 152 0 121 0 699 0 0 0 O 0O 0 0 O 0
ms 26 0 141 133 0 0 700 0 0 O 0O 0 0 0 0
mg 24 157 0 0 130 0O 0 0 689 0 O 0O 0 0 0 0
mio 31 0 139 0 144 0 0 0O 0 686 0 0O 0 0 0 0
mii 23 0 0 139 136 0 0 0 0 0 702 0O 0 0 0 0
mia 4 27 24 13 0 102 118 100 0 0 O 612 0 0 O 0
mig 3 24 22 0 30 110 0 0 108 116 O 0 587 0 0 0
mia 0 21 0 19 27 0 110 0 115 0 114 0 0 594 0 0
mis 6 30 20 22 0 0 93 0 116 118 0 0 0 595 0
mie 2 6 4 8 24 28 18 17 19 21 86 83 100 82 500

226



E.2. Dados de regressao linear normal

Tabela E.8: Numero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo ]§I\C, por modelo gerador dos
dados e modelo ajustado, para o caso 2.

modelo modelo ajustado

gerador mi m2 M3 M4 M3 me M7 Mg Mg Mig Mi1 | Mi12 M13 Mi4 Mi5 | Mie
mi 998 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ma 19 | 981 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ms3 9 0 990 O 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
mq 15 0 0 985 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ms 14 0 0 0 986 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
me 0 15 10 O 0 975 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
mz 0 21 0 12 O 0 967 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ms 0 0 14 15 0 0 0 971 0 0 0 0 0 0 0 0
mg 0 20 0 0 18 0 0 0 962 0 0 0 0 0 0 0
mio 0 0 18 0 13 0 0 0 0 969 0O 0 0 0 0 0
mii 1 0 0 16 9 0 0 0 0 0 974 0 0 0 0 0
mi2 0 0 0 0 0 10 12 9 0 0 0 968 0 0 0 1
m13 0 0 0 0 0 7 0 0 14 13 0 0 966 O 0 0
mia 0 1 0 0 0 0 15 0 10 o0 14 0 0 960 O 0
mis 0 0 0 0 0 0 11 9 11 0 0 0 969 0
mi6 0 0 0 0 0 0 0 0 1 § 16 16 12 947

Tabela E.9: Numero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo LLP, por modelo gerador dos
dados e modelo ajustado, para o caso 2.

modelo modelo ajustado

gerador m1 | ma2 M3 M4 Ms me MMy Mg Mg Mio Mi1 mi2 M13 Mi4 Mi5 mie
my 1000 0 O 0 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 O 0
mo 349 | 651 O 0 0 o 0 o0 0 o 0O 0 0 0 0
ms 323 0 677 0 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 0
my 322 0 0 678 0 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 O 0
ms 293 0 0 o0 7oO7 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 0
me 115 | 200 208 0 O 477 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 0
mz 116 | 207 0 205 O 0 472 0 0 0 O 0O 0 0 0 0
ms 105 0 222 220 0 0 453 0 0 O 0O 0 0 0 0
mg 96 230 0 0 203 0 0 0 471 0 O 0O 0 0 0 0
mio 100 0 220 0 239 0 0 0 0 441 O 0O 0 0 0 0
mii 101 0 0 223 213 0 0 0 0 0 463 0O 0 0 0 0
mia 33 % 70 64 0 149 164 128 0 0 O 316 0 0 O 0
mis 28 62 78 0 58 164 0 0 149 146 O 0 315 0 0 0
mia 27 68 0 55 76 0 160 0 154 0 158 0 0 302 0 0
mis 39 0 64 67 58 0 0 116 0 156 149 0 0 0 351 0
mie 11 24 21 21 27 55 63 37 41 42 32 87 110 94 116 | 219
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Anexo E. Resultados dos Estudos de Simulacao

Tabela E.10: Numero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo DIC, por modelo gerador
dos dados e modelo ajustado, para o caso 3.

modelo modelo ajustado

gerador mi | M2 M3 M4 M5 | Me M7 Mg Mg Mig Mi1 | Mi2 M3 Mi4 Mi5 | Mie
my 1000f 0 0O 0 O 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 o0 0
mo 147 |83 0 0 0 0 o 0 o0 0 o0 0O 0 0 0 0
ms 163 0 837 0 0 0o 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 0
my 149 0 0 851 0 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 o0 0
ms 157 0 0 0 843 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 0
me 24 133 152 0 0 690 0 0 1 0 O 0O 0 0 0 0
mz 26 140 0 138 0 696 0 0 0 O 0O 0 0 0 0
ms 25 0 105 149 0 0 720 0 0 1 0O 0 0 0 0
mg 25 139 0 0 133 0 0 0 702 0 O o 0 1 0 0
mio 34 0 119 0 128 0 0 0 0 718 1 0O 0 0 0 0
mi1 33 0 0 121 133 0 0 0 0 0 713 0O 0 0 0 0
mi2 4 24 26 19 0 100 116 106 0 0 O 604 0 1 O 0
mis 9 33 25 0 18 100 0 0 97 115 0 0 603 0 O 0
mi4 5 22 0 17 29 0 112 0 116 0 115 0 0 584 0 0
mis 4 0 17 39 14 0 0 107 0 117 96 0 0 0 606 0
mie 0 4 3 8 3 15 26 15 11 21 13 107 102 75 92 | 505

Tabela E.11: Numero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo ]§I\C, por modelo gerador
dos dados e modelo ajustado, para o caso 3.

modelo modelo ajustado

gerador || ma | ma M3 M4 M5 | Me M7 Mg Mg Mig Mi1 | Mi2 M3 Mi4 Mi5 | Mie
my 970 8 0 11 10 0o 1 0 0 0 O 0O 0 0 0 0
mo 14 {972 0 0 0 o 7 0 7 0 O o 0 0 o0 0
ms 18 0 965 0 1 3 0 11 o0 0 0 2 0 0 0 0
my 7 0 0 981 0 0o 3 0 0 0 9 0O 0 0 0 0
ms 9 0 0 1 978 0 0 0 5 0 6 0o 0 1 0 0
me 1 10 14 0 0 967 0 0 2 0 0 5 1 0 0 0
mr 0 13 0 12 0 0 9712 0 0 0 O 0 0 4 0 0
ms 1 0 12 16 0 0 0 964 0 0 3 4 0 0 0 0
mg 1 1 0 0 13 0 0 0 971 0 1 o 0 3 0 0
mio 1 0 8 0 6 0 0 0 1 968 0 o 8 0 7 1
mi1 1 0 0 11 18 0 0 0 0 0 964 0 0 6 0 0
mia 0 0 0 0 0 11 20 12 0 0 0 956 0 1 0 0
mis 0 1 0 0 1 6 0 0 7 12 0 0 953 0 0 10
mia 0 0 0 0 o0 0 9 0 10 0 10 0 0 971 0 0
mis 0 0 0 0 o0 0 9 10 10 0 0 0 967 4
mie 0 0 0 1 0 0 0 0 0 13 11 12 16 | 947
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E.2. Dados de regressao linear normal

Tabela E.12: Numero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo LLP, por modelo gerador
dos dados e modelo ajustado, para o caso 3.

modelo modelo ajustado

gerador m1 | ma2 M3 M4 Ms me MMy Mg Mg Mio Mi1 mi2 M13 Mi4 Mi5 mie
my 1000 0 O 0 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 O 0
mo 308 | 692 0 0 0 o 0 o0 0 o 0O 0 0 0 0
ms 311 0 689 0 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 0
my 302 0 0 698 0 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 O 0
ms 323 0 0 0 677 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 O 0
me 100 | 208 227 0 O 465 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 0
mr 103 | 234 0 225 0 0 438 0 0 0 O 0O 0 0 0 0
ms 93 0 200 219 0 0 488 0 0 O 0O 0 0 0 0
mg 110 | 213 0 0 217 0 0 0 460 0 O 0O 0 0 0 0
mio 123 0 196 0 210 0 0 0 0 471 0 0O 0 0 0 0
mii 119 0 0 203 198 0 0 0 0 0 480 0O 0 0 0 0
mi2 31 77T 64 66 0 130 162 149 0 0 O 321 0 0 O 0
mis 34 8 64 0 59 137 0 0 133 148 0 0 341 0 0 0
mia 32 64 0 72 80 0 152 0 147 0 133 0 0 320 0 0
mis 38 0 65 87 55 0 0 142 0 161 120 0 0 0 332 0
mie 12 20 30 20 16 48 46 52 43 49 36 114 99 84 103 | 228

Tabela E.13: Numero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo DIC, por modelo gerador
dos dados e modelo ajustado, para o caso 4.

modelo modelo ajustado

gerador || m1 | me M3 M4 M5 | Me M7 Mg Mg Mig M1 | Mi2 Mi3 Mi4 Mis | Mie
my 999 | 0 O 1 0 0O 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0
ma 1611839 0 0 O 0O 0 0 0O 0 O 0 0 0 o0 0
ms 179 0 81 0 0 0O 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0
ma 155 0 0 845 0 o 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0
ms 154 0 0 0 846 0O 0 0 0O 0 O 0 0 0 o0 0
me 31 | 129 141 0 0 699 0 0 O O O 0 0 0 o0 0
mz 0 3 13 1 20 64 6 81 70 0 63 320 0 350 O 0
ms 18 0 106 69 54 0 0 518 0 0 235 0 0 0 0 0
mg 13 64 55 0 93 252 0 0 523 0 O 0 0 0 0 0
mio 66 0 79 0 83 0O 0 0 0 772 0 0 0 0 0 0
mi1 23 0 41 66 101 0 0 235 0 0 534 0 0 0 0 0
mia 4 15 14 9 6 94 58 76 38 0 40 |442 0 204 O 0
mis 16 60 12 0 13 72 0 0 64 118 0 0 645 0 0 0
mi4 3 1 3 12 14 35 65 42 100 0 76 178 0 461 0 0
mis 12 0 11 68 14 0 0 63 0 116 62 0 0 0 654 0
mie 2 13 3 10 4 13 42 12 6 21 9 53 102 61 104 | 545
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Anexo E. Resultados dos Estudos de Simulacao

Tabela E.14: Numero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo ]§I\C, por modelo gerador
dos dados e modelo ajustado, para o caso 4.

modelo modelo ajustado

gerador mi m2 M3 M4 Ms me M7 Mg Mg Mio Mi1 | M12 M13 Mig4 Mis | Mie
mi 982 3 0 9 5 0O 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
mo 15 |1 964 O 1 1 0O 8 0 11 0 0 0 0 0 0 0
ms 10 0 973 0 1 6 0 10 O 0 0 0 0 0 0 0
my 14 0 0 976 0 0 2 0 0 0 8 0 0 0 0 0
ms 15 0 0 0 972 0O 0 0 6 0 5 0 0 2 0 0
me 1 12 12 0 0 964 0 1 1 0 0 9 0 0 0 0
mz 0 0 0 0 0 7T 0 7 8 0 7 478 0 493 0 0
ms 0 0 6 5 5 0 0 694 0 0 285 2 0 2 1 0
my 0 5 2 0 10 314 0 0 663 O 0 0 0 6 0 0
mio 0 0o 11 o0 12 0O 0 0 0 968 0 3 6 0
mi1 1 0 6 10 13 0 1 276 O 0 690 0 0 0
mi2 0 0 0 0 0 1 5 7 4 0 3 686 0 284 0 0
mi3 0 0 0 0 0 9 0 0 9 16 O 0 958 0 1 7
miq 0 0 0 0 0 4 6 6 10 0 7 257 0 710 O 0
mis 0 0 0 1 1 o 0 7 0 14 3 0 0 0 971 3
mie 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 13 10 6 23 947

Tabela E.15: Numero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo LLP, por modelo gerador
dos dados e modelo ajustado, para o caso 4.

modelo modelo ajustado

gerador mi | me M3 M4 M5 | Mg M7 Mg Mg Mig M1 | Mi2 M1z Mi4 Mis | Mie
mi 1000f 0 O O O 0O 0 0 0O 0 O 0 0 0 o0 0
ma 299 | 701 O o 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0
ms 344 0 656 0 0 0O 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0
my 315 0 0 685 0 0O 0 0 0O 0 O 0 0 0 o0 0
ms 311 0 0 0 689 0O 0 0 0O 0 O 0 0 0 o0 0
me 100 | 202 218 0 O 480 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0
mz 14 14 52 21 55 97 44 108 96 0 95 185 0 219 0 0
ms 59 0 174 125 82 0 0 367 0 0 193 0 0 0 0 0
mg 57 113 91 0 170 | 197 0 0 3872 0 O 0 0 0 0 0
mio 219 0 116 0 124 0 0 0 0 541 0 0 0 0 0
mii 68 0 86 123 173 0 0 18 0 0 368 0 0 0
mio 15 37 66 35 27 116 74 107 61 0 69 | 272 0 121 0 0
mis 61 137 44 0 41 79 0 0 91 172 0 0 375 0 0 0
mi4 15 42 24 49 54 49 81 48 128 0 128 | 117 0 265 0 0
mis 52 0 32 150 42 0 0 94 0 163 81 0 0 0 386 0
mie 25 43 12 42 13 21 91 34 31 58 26 60 119 59 112 | 254
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E.2. Dados de regressao linear normal

Tabela E.16: Numero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo DIC, por modelo gerador
dos dados e modelo ajustado, para o caso 5.

modelo modelo ajustado

gerador || ma | M2 M3 M4 M5 | Me My Mg Mg Mg Mi1 | Mi2 M13 Mia Mi5 | Mi6

m1 507 | 28 71 172 63 5 45 26 15 10 23 8 3 20 2 2
m2 105 | 472 9 48 17 71 135 7 8 2 10 17 8 14 1 2
ms 97 9 472 21 19 26 7 141 1 8 0 61 13 5 15 24
ma 121 3 15 571 14 1 33 94 8 2 102 2 0 26 5 3
ms 98 12 9 29 536 0 12 8 20 50 146 1 1 46 25 7
me 25 | 112 93 8 2 399 31 46 13 19 0 145 76 3 12 16
mr 26 | 117 2 92 4 13 549 8 20 0 16 67 1 75 3 7
ms 24 4 94 116 3 18 6 562 3 13 19 33 8 5 73 19
mg 16 | 101 1 6 94 15 22 1 476 9 38 2 64 128 6 21
mio 22 1 121 2 82 9 1 22 3 475 18 12 21 10 141 60
mi1 28 4 1 106 97 0 11 8 18 16 572 1 2 34 96 6
mi2 9 22 23 20 O 102 101 111 2 3 6 483 8 20 14 76
mi3 6 22 16 2 13 94 7 8 90 81 5 28 425 21 40 142
mi4 5 24 0 23 35 3 102 2 102 2 102 13 16 485 14 72
mis 5 20 20 23 3 2 115 1 94 115 9 19 5 527 | 42
mi6 4 8§ 7 8 23 17 17 17 36 15 96 94 88 93 | 469

Tabela E.17: Numero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo ]§I\C, por modelo gerador
dos dados e modelo ajustado, para o caso 5.

modelo modelo ajustado

gerador || m | ma M3 M4 M5 | Me M7 Mg Mg Mig Mi1 | Mi2 M3 Mi4 Mi5 | Mie
my 136 | 8 75 108 62 4 90 61 34 22 37 73 7 155 22 106
mo 9 158 4 19 2 93 187 3 123 1 17 175 64 91 2 52
ms 6 0 184 3 2 28 4 139 1 79 1 154 37 6 51 305
my 14 4 1 273 5 2 52 166 11 1 169 33 3 143 47 76
ms 5 5 5 4 216 0 12 4 21 106 165 2 11 227 77 140
me 0 12 10 2 1 250 15 14 6 5 2 320 177 3 19 164
mr 1 9 1 8 0 8§ 374 6 10 O 8 221 4 251 5 94
msg 1 0 12 11 0 12 3 439 0 7 11 87 8 3 17 235
mg 0 1 0 1 10 5 9 0 279 1 19 7 166 304 6 182
mio 0 0 12 0 11 5 0 10 2 305 5 13 25 4 242 | 366
mi1 1 1 0 14 11 0 11 7 15 6 436 4 7 128 253 | 106
mi2 0 1 1 0 1 20 22 22 0 0 1 557 2 13 17 343
mis 0 0 0 0 0 13 0 1 21 14 0 8 420 15 31 477
mi4 0 1 0 2 2 1 26 0 21 2 20 9 11 556 11 338
mis 0 0 1 2 1 23 1 22 14 6 21 4 672 | 232
mie 0 1 0 0 0 2 1 3 2 2 1 31 30 29 29 | 869
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Tabela E.18: Numero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo LLP, por modelo gerador
dos dados e modelo ajustado, para o caso 5.

modelo modelo ajustado

gerador || ma | ma M3 M4 M5 | Me M7 Mg Mg Mig Mi1 | Mi2 M3 Mi4 Mi5 | Mie
my 706 | 18 48 132 38 1 23 9 7 2 1 2 0 3 0 0
mo 232 | 519 11 53 18 38 67 3 42 1 5 T2 2 0 0
ms 231 7 532 26 17 15 8 92 0 41 20 1 0 7 3
my 259 1 20 580 12 0 20 39 8 0 51 1 0 5 4 0
ms 238 | 10 15 34 555 0 9 4 9 28 75 1 0 12 10 0
me 8 | 195 173 11 9 338 25 45 13 17 1 54 25 2 3
mr 88 | 207 2 177 10 8 417 9 10 0 18 23 1 30 0 0
ms 84 8§ 173 205 7 14 5 437 2 13 16 4 1 2 26 3
mg 62 | 195 4 15 185 11 20 1 380 12 40 1 23 48 2 1
mio 86 2 214 13 152 6 3 18 4 389 24 7 11 5 55 11
mi1 96 6 2 176 183 0 7 15 14 15 439 0 1 13 32 1
mi2 38 66 70 63 2 110 140 134 1 7 7 306 8 15 6 27
mis 22 62 56 8 58 141 11 10 122 118 12 21 265 18 32 44
mi4 31 64 2 71 74 2 134 7 144 5 129 9 8 292 9 19
mis 22 1 65 73 72 6 2 130 1 146 138 5 10 4 318 7
mie 13 25 37 22 23 50 43 41 48 55 42 92 107 99 93 | 210

Tabela E.19: Numero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo DIC, por modelo gerador
dos dados e modelo ajustado, para o caso 6.

modelo modelo ajustado

gerador || ma | M2 M3 M4 M5 | Me M7 Mg Mg Mig Mi1 | Mi2 M3 Mi4 Mi5 | Mie
my 964 | 14 2 13 4 0o 2 0 1 0 0 0O 0 0 0 0
ma 174 | 804 3 3 2 8 0 4 0 1 0O 0 0 0 0
ms 163 802 0 9 0 16 0 4 0 3 0 0 0 0
ma 152 5 0 829 0 3 6 0 0 3 o 0 o0 1 0
ms 149 2 0 3 821 0 0 0 12 2 10 0o 0 o0 1 0
me 29 | 134 139 0 0 681 0 6 0 1 0 7 3 0 0 0
mz 35 | 121 0 147 1 683 0 1 0 2 4 0 6 0 0
ms 31 0 145 140 4 1 666 0 1 1 7 0 0 3 0
mg 36 113 1 2 139 2 1 0 696 0 5 1 0 3 1 0
mio 31 2 138 0 137 3 0 6 1 661 3 0o 5 0 12 1
mii 29 0 0 126 127 0 3 0 4 1 703 0o 0 5 2 0
mi2 6 18 27 25 O 94 107 113 0 0 1 604 0 1 1 3
mi3 4 22 24 0 24 120 0 0 113 116 0 1 566 3 6 1
mi4 7 21 0 25 27 0 109 0 129 0 115 0 0 564 1 2
mis 3 28 32 18 0 1 137 0 103 119 1 2 1 555 0
mie 2 7 6 8 23 16 18 18 21 16 99 95 82 94 | 490
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Tabela E.20: Numero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo ]§I\C, por modelo gerador
dos dados e modelo ajustado, para o caso 6.

modelo modelo ajustado

gerador mi m2 M3 M4 M3 me M7 Mg Mg Mig Mi1 | Mi12 M13 Mi4 Mi5 | Mie
mi 722 | 48 22 54 31 12 48 3 11 3 8 1 2 15 3 7
ma 15 | 804 2 5 1 35 8 1 28 0 1 8 4 10 O 3
ma3 24 1 713 1 1 564 2 75 2 31 1 56 12 1 5 21
mq 15 5 0 800 O 0 65 38 1 0 43 6 1 8 7 11
ms 12 2 0 2 757 2 2 0 29 31 71 1 8§ 60 6 17
me 0 13 18 0 0 813 2 2 1 0 0 9 4 0 2 6
mz 1 15 0 20 O 1 860 O 1 0 1 38 0 47 1 15
ms 0 0 14 17 0 4 2 834 0 2 1 68 1 1 42 14
mg 0 14 0 2 16 0 2 0 833 3 7 1 31 8 0 5
mio 0 1 12 0 12 2 0 2 2 770 1 4 42 0 85 67
mii 0 0 0 17 12 0 3 0 6 0 870 0 0 49 33 10
mi2 0 0 0 0 0 13 20 18 O 0 0 900 0 2 3 44
m13 0 0 0 0 1 17 0 0 13 13 0 2 850 4 7 93
mia 0 0 0 0 0 0 1r 0 15 0 18 0 1 895 0 54
mis 0 0 0 0 0 20 0 23 18 3 2 2 876 56
mi6 0 0 0 0 0 1 1 2 0 21 20 16 18 921

Tabela E.21: Numero de vezes que cada modelo é seleccionado pelo LLP, por modelo gerador
dos dados e modelo ajustado, para o caso 6.

modelo modelo ajustado

gerador || m | ma M3 M4 M5 | Me M7 Mg Mg Mig Mi1 | Mi2 M3 Mi4 Mi5 | Mie
my 986 | 4 1 0 0 0 0 0 O 0O 0 0 O 0
mo 301 | 693 1 0o 0 0 2 0 O 0O 0 0 0 0
ms 315 2 671 2 0 4 0 1 0 1 0 0 0 0
my 302 1 0 693 0o 2 0 0 0 2 0 0 0 0 0
ms 300 1 0 4 688 o 0o o0 3 2 2 0 0 0 0 0
me 115 | 211 233 1 0 436 0 2 0 0 O 1 1 0 0 0
mz 113 | 197 0 223 1 461 0 1 0 2 1 0 0 0 0
ms 92 3 232 228 0 2 0 439 O 0 2 1 0 0 1 0
mg 118 | 183 0 1 225 1 1 0 467 0 3 o 0 1 0 0
mio 116 2 225 1 226 2 0 2 0 423 1 o 0 o0 1 1
mi1 106 0 0 221 203 0 0 0 2 1 467 0O 0 0 0 0
mia 35 62 81 66 O 132 153 147 0 0 O 324 0 0 O 0
mis 30 73 8 0 67 142 2 3 127 143 0 0 327 1 0 0
mia 42 60 0 73 73 0 123 0 154 0 153 0 0 321 0 1
mis 40 0 8 91 62 0 0 146 0 151 134 0 1 1 292 0
mie 12 26 24 27 27 46 45 40 45 48 43 94 100 98 101 | 224
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Tabela E.22: Médias do DIC por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 1.

modelo modelo ajustado

gerador mi | msa2 M3 M4 M5 | me M7 Mg Mg Mig M11 | mi2 MMi13 Mi14 Mis | mie
mi 941 | 963 966 963 971 | 985 977 984 988 991 988 | 996 1005 998 1004|1014
ma 938 | 937 965 961 968 | 964 961 983 967 989 985 | 983 988 985 1003 | 1002
ms3 941 | 964 940 963 971 | 963 977 962 989 970 987 | 976 988 998 986 | 997
my 941 | 965 967 940 971 | 987 965 966 989 991 970 | 986 1006 989 990 | 1006
ms 940 | 963 966 963 939 | 985 977 985 962 965 962 | 996 984 975 984 | 995
me 939 | 938 938 961 970 | 937 961 960 969 969 986 | 960 968 986 985 | 985
mr 940 | 939 966 939 970 | 965 938 965 969 990 969 | 964 989 968 989 | 988
ms 940 | 963 939 939 970 | 962 963 938 988 969 969 | 962 987 988 968 | 987
mo 941 | 940 967 963 940 | 966 963 985 939 966 962 | 985 965 962 984 | 984
mio 941 | 964 940 963 940 | 963 977 962 963 939 962 | 976 962 976 961 | 975
mi1 940 | 963 966 939 939 | 985 963 965 962 965 938 | 985 984 962 964 | 984
mi2 940 | 939 939 939 970 | 938 938 938 969 969 969 | 937 968 968 968 | 967
mis 940 | 939 939 962 939 | 938 962 961 938 938 961 | 960 937 961 960 | 959
mig 940 | 939 966 939 939 | 965 938 965 938 965 938 | 964 964 937 964 | 963
mis 940 | 963 939 939 939 | 962 962 938 962 938 938 | 961 961 961 937 | 960
mie 940 | 939 939 939 939 | 938 938 938 938 938 938 | 937 937 937 937 | 936

Tabela E.23: Desvios padrao do DIC por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o
caso 1.

modelo modelo ajustado

gerador|| mi | ma m3 m4 ms | Me My Mg Mg Mg M1l | Mi2 M3 Mis Mis | Mie

m1 20.0| 199 20.0 20.1 19.7| 19.6 19.9 20.0 19.4 19.7 19.7| 19.6 19.3 19.4 19.7|19.3
ma 20.9 | 20.8 20.6 20.6 20.5| 20.5 20.5 20.2 20.4 20.0 20.0 | 20.1 20.0 19.9 19.6 | 19.5
m3 20.7 | 20.7 20.6 20.3 20.1| 20.7 20.3 20.2 19.9 20.0 19.8| 20.3 19.9 19.7 19.7 | 19.6
ma 20.0 | 20.0 19.3 19.9 20.2 | 19.1 19.8 19.2 19.9 19.3 20.0| 189 19.0 19.7 19.2 | 18.8
ms 20.2 | 19.6 19.9 20.2 20.1| 19.4 19.6 19.8 19.5 199 20.1| 194 194 19.6 19.8 | 19.3
me 21.0 | 20.9 20.9 20.8 20.5| 20.8 20.7 20.7 20.4 204 20.2 | 20.6 20.3 20.2 20.2|20.1
my 19.9 19.9 20.1 19.8 19.9| 20.1 19.8 20.0 19.9 19.7 19.8 | 20.0 19.7 19.8 19.6 | 19.6
ms 19.7] 19.9 19.7 19.7 19.7| 19.8 19.9 19.7 19.6 19.7 19.7 | 19.8 19.6 19.6 19.7 | 19.5
mo 19.7| 19.6 19.5 194 19.7| 194 194 19.2 19.6 19.5 194 | 19.1 194 19.3 19.2|19.1
mio 20.4| 20.2 204 20.3 20.3| 20.2 19.9 20.3 20.2 20.3 20.2 | 19.8 20.1 19.8 20.2 | 19.8
mi1 20.3 | 20.1 20.0 20.3 20.3| 19.8 20.0 20.0 20.1 20.0 20.3| 19.7 19.7 20.0 20.0| 19.6
miz 19.8 | 19.8 19.9 19.8 20.1 | 19.9 19.8 19.8 20.0 20.1 20.1 | 19.8 20.1 20.1 20.1 | 20.1
mis 20.0| 19.9 199 194 19.8| 19.9 19.3 194 19.8 19.8 19.3| 19.3 19.8 19.3 19.3 | 19.2
miq 20.8 | 20.7 20.9 20.7 20.7| 20.8 20.6 20.8 20.6 20.8 20.6 | 20.7 20.7 20.5 20.7 | 20.6
mis 20.3 | 19.9 20.3 20.3 20.3| 199 19.9 20.3 19.9 20.2 20.3| 19.8 19.8 19.9 20.2| 19.8
mie 20.8 | 20.8 20.7 20.8 20.8| 20.7 20.8 20.7 20.8 20.7 20.8 | 20.7 20.7 20.7 20.7 |20.6
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Tabela E.24: Médias do BIC por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 1.

modelo modelo ajustado

gerador m1| m2 M3 My m5| me M7y Mg Mg Mio m11| mi2 M1z Mig Mi5 | Mie
mi 961 | 979 982 979 987 | 997 989 996 1000 1003 1000| 1004 1013 1006 1012|1017
ma 959 | 953 981 977 984 | 976 972 995 979 1001 997 | 990 995 992 1010|1006
m3 962 | 980 956 979 988 | 975 989 974 1001 982 999 | 984 995 1006 994 | 1001
un 962 | 981 983 957 987 | 999 977 978 1001 1003 982 | 994 1014 997 997 | 1010
ms 961 | 979 983 979 955 | 997 988 996 974 977 974 | 1004 992 983 991 | 998
me 960 | 954 954 978 986 | 949 973 972 981 981 998 | 968 976 994 993 | 988
mr 961 | 955 982 955 987 | 977 950 977 981 1002 981 | 972 997 976 997 | 991
ms 961 | 980 955 955 986 | 974 975 950 1000 981 981 | 970 994 995 976 | 990
Mg 961 | 956 983 979 956 | 978 975 997 951 978 974 | 992 972 969 992 | 987
mio 961 | 980 956 979 956 | 975 989 974 975 951 974 | 984 969 984 969 | 978
mi1 960 | 979 982 955 955 | 997 975 977 974 977 950 | 992 992 969 972 | 987
mi2 961 | 956 956 956 987 | 950 950 950 981 981 981 | 945 976 976 976 | 971
mi3 961 | 955 955 978 955 | 950 973 973 950 950 973 | 968 945 968 967 | 963
mi4 960 | 955 982 955 955 | 977 950 977 950 977 950 | 971 972 944 972 | 966
mis 960 | 979 955 955 955 | 974 974 950 974 950 950 | 969 968 969 944 | 963
mie 961 | 955 955 955 955 | 950 950 950 950 950 950 | 945 945 945 945 | 939

Tabela E.25: Médias do LLP por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 1.

modelo modelo ajustado

gerador mi | mo2 M3 M4 M5 | me M7 Mg Mg Mg M11 | mi2 MMi13 Mi14 Mis | mie
mi 935| 958 961 958 966 | 981 973 980 984 987 984 | 993 1002 995 1001|1012
ma 932 | 932 960 956 963 | 960 957 979 963 985 981 | 980 985 982 1000 | 1000
ms3 935 | 959 935 958 966 | 959 973 958 985 966 983 | 973 985 995 983 | 995
my 935 | 960 962 935 966 | 983 961 962 985 987 966 | 983 1003 986 987 | 1004
ms 934 | 958 961 958 934 | 981 973 981 958 961 958 | 993 981 973 981 | 993
me 933 | 933 933 956 965 | 933 957 956 965 965 982 | 957 965 983 982 | 983
mr 934 | 934 961 934 965 | 961 934 961 965 986 965 | 961 986 965 986 | 986
ms 934 | 958 934 934 965 | 958 959 934 984 965 965 | 959 984 985 965 | 985
mo 935 | 935 962 958 935 | 962 959 981 935 962 958 | 982 962 959 981 | 982
mio 935 | 959 935 958 935 | 959 973 958 959 935 958 | 973 959 973 958 | 973
mi1 934 | 958 961 934 934 | 981 959 961 958 961 934 | 982 981 959 961 | 982
mi2 934 | 934 934 934 965 | 934 934 934 965 965 965 | 934 965 965 965 | 965
mi3 934 | 934 934 957 934 | 934 958 957 934 934 957 | 957 934 958 957 | 957
mia 934 | 934 961 934 934 | 961 934 961 934 961 934 | 961 961 934 961 | 961
mis 934 | 958 934 934 934 | 958 958 934 958 934 934 | 958 958 958 934 | 958
mi6 934 | 934 934 934 934 | 934 934 934 934 934 934 | 934 934 934 934 | 934
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Tabela E.26: Médias do DIC por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 2.

modelo modelo ajustado
gerador || m1 | ma M3 M4 Ms | me My Mg Mg Mg Mil | Mi2 M1z Mi4 Mis | Mi6
mi 939 | 1225 1030 1458 969 | 1247 1475 1462 1228 1046 1456 | 1479 1249 1474 1461 | 1477
ma 940 | 939 1032 1458 971 | 1030 1462 1463 970 1047 1457 | 1467 1046 1461 1461 | 1465
ms 941 | 1228 940 1458 971 | 1226 1475 1456 1231 970 1456 | 1474 1229 1474 1455|1472
my 941 | 1227 1031 940 971 | 1249 1231 1030 1231 1047 970 | 1252 1251 1234 1046 | 1254
ms 941 | 1227 1031 1458 940 | 1248 1475 1462 1225 1030 1457 | 1479 1247 1474 1461 | 1478
me 941 | 940 940 1458 971 | 939 1462 1456 970 970 1456| 1460 969 1461 1455 | 1459
mr 940 | 939 1031 939 971 | 1030 938 1030 970 1047 970 | 1029 1046 969 1046 | 1045
ms 939 | 1227 938 938 971 | 1226 1231 937 1231 970 970 | 1229 1229 1235 969 | 1233
mo 941 | 940 1031 1458 940 | 1030 1462 1462 939 1030 1457 | 1467 1028 1461 1461 | 1465
mio 940 | 1227 939 1458 939 | 1225 1476 1456 1225 938 1457 | 1474 1224 1475 1455 | 1473
mi1 941 | 1226 1032 940 940 | 1248 1230 1030 1225 1030 939 | 1251 1247 1228 1029 | 1250
mi2 940 | 939 939 939 970 | 938 938 938 969 969 969 | 937 968 968 968 | 967
mis 940 | 939 939 1458 939 | 938 1462 1456 938 938 1457 | 1461 937 1461 1455 | 1459
mi4 939 | 938 1030 938 938 | 1028 937 1028 937 1029 937 | 1027 1027 936 1027|1026
mis 939 | 1227 938 938 938 | 1225 1230 937 1225 937 937 | 1228 1224 1229 936 | 1227
mie 940 | 939 939 939 939 | 938 938 938 938 938 938 | 937 937 937 937 | 936
Tabela E.27: Desvios padrao do DIC por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o
caso 2.
modelo modelo ajustado
gerador|| mi | ma m3 m4 ms | Me My Mg Mg Mg M1l | Mi2 M3 Mis Mis | Mie
m1 20.4| 13.3 19.1 7.6 20.3| 128 7.3 74 13.1 186 7.6 72 126 73 74 | 7.2
ma 20.4 | 20.4 193 7.8 200 19.3 76 7.6 20.0 189 7.8 74 189 76 7.6 | 74
ms 20.6 | 13.0 20.5 8.0 204 | 13.0 7.6 80 129 20.3 8.0 76 128 76 80 | 7.6
e 20.6 | 12.9 19.3 20.5 20.1 | 12.5 12.8 19.3 12.8 18.7 20.1 | 12.5 12.5 12.8 18.6| 124
ms 19.6 | 13.6 18.2 7.7 19.5| 12.8 74 7.5 13.7 182 7.6 73 128 74 75| 7.3
me 199 19.8 19.7 82 20.1| 19.6 80 &2 20.0 20.0 8.2 8.0 19.9 80 82| 8.0
my 20.1| 20.1 18.8 20.2 20.2 | 18.7 20.2 18.8 20.2 18.4 20.2 | 18.8 18.3 20.2 18.3| 18.3
msg 20.2 | 13.6 20.2 20.2 20.1| 13.6 13.4 20.2 13.3 20.1 20.1| 13.4 13.3 13.1 20.1|13.1
mo 20.3| 20.3 189 7.5 20.2| 189 74 7.4 20.1 188 7.5 73 188 74 74| 73
mio 20.0| 13.8 20.0 7.4 20.0| 138 72 7.4 13.8 20.0 74 72 137 72 74| 7.2
mi1 20.3 | 13.2 194 20.3 20.2 | 12.9 13.1 19.3 13.2 19.3 20.2| 12.7 12.8 13.1 19.2 | 12.7
mi2 21.2| 21.1 21.1 21.2 21.0| 21.1 21.1 21.1 20.9 20.9 21.0| 21.0 20.8 20.9 20.9 | 20.8
mi3 20.0| 19.9 20.0 7.5 20.0| 199 74 7.5 199 200 7.5 74 199 74 75| 74
mi4 19.7| 19.7 18.1 19.7 19.7| 18.1 19.7 18.1 19.7 18.0 19.6| 18.1 18.0 19.6 18.0 | 18.0
mis 20.4 | 13.0 20.3 20.4 20.3| 13.0 12.8 20.2 13.0 20.2 20.3 | 12.8 12.9 12.8 20.2| 12.8
mie 20.2 | 20.2 20.2 20.2 20.2| 20.1 20.1 20.2 20.1 20.1 20.1] 20.1 20.1 20.0 20.1|20.0
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Tabela E.28: Médias do BIC por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 2.

modelo modelo ajustado

gerador m1| m2 M3 My m5| me M7 Mg Mg Mio m11| mi2 Miz Mi4 Mi5 | Mie
mi 959 | 1241 1047 1474 985 | 1259 1487 1474 1240 1058 1468 | 1486 1257 1481 1468 | 1480
ma 961 | 955 1048 1474 987 | 1042 1474 1474 982 1059 1469 | 1474 1054 1469 1469 | 1469
m3 962 | 1244 957 1474 988 | 1238 1487 1468 1243 982 1468 | 1481 1237 1481 1462|1475
un 961 | 1244 1048 956 987 | 1261 1243 1042 1243 1059 982 | 1260 1258 1242 1053|1258
ms 962 | 1243 1047 1474 957 | 1260 1487 1474 1237 1041 1468 | 1486 1254 1482 1469 | 1481
me 961 | 956 956 1474 987 | 951 1474 1468 982 982 1468 | 1468 976 1469 1462 | 1462
mr 961 | 955 1048 955 987 | 1042 950 1042 982 1059 982 | 1036 1054 976 1054|1048
ms 960 | 1244 955 955 987 | 1238 1243 949 1243 981 982 | 1237 1237 1242 976 | 1236
Mg 961 | 956 1047 1474 956 | 1042 1474 1474 951 1042 1468 | 1474 1036 1468 1469 | 1469
mio0 961 | 1243 955 1474 955 | 1237 1488 1468 1237 950 1469 | 1482 1231 1482 1463|1476
miy 961 | 1243 1048 956 956 | 1260 1242 1042 1237 1042 951 | 1259 1255 1236 1037|1253
mi2 960 | 955 955 955 986 | 950 950 950 981 981 981 | 944 976 976 976 | 970
mis 961 | 955 955 1474 955 | 950 1474 1468 950 950 1469 | 1468 945 1469 1463 | 1462
mi4 960 | 955 1046 955 955 | 1040 949 1040 949 1041 949 | 1035 1035 944 1035|1029
mis 960 | 1243 954 954 954 | 1237 1242 949 1237 949 949 | 1236 1231 1236 944 | 1230
mie 961 | 956 956 956 956 | 950 950 950 950 950 950 | 945 945 945 945 | 940

Tabela E.29: Médias do LLP por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 2.

modelo modelo ajustado

gerador m1| mo2 M3 M4 m5| me M7 Mg Mg Mio m11| mi2 MTMi13 Mi4 MMi1s5 | Mie
my 933 | 1220 1026 1453 964 | 1243 1471 1458 1224 1042 1452 | 1476 1246 1471 1458|1475
ma 934 | 934 1027 1453 966 | 1026 1458 1459 966 1043 1453 | 1464 1043 1458 1458|1463
m3 935 | 1223 935 1453 966 | 1222 1471 1452 1227 966 1452 | 1471 1226 1471 1452|1470
my 935 | 1222 1026 935 966 | 1245 1227 1026 1227 1043 966 | 1249 1248 1231 1043|1252
ms 935 | 1222 1026 1453 935 | 1244 1471 1458 1221 1026 1453 | 1476 1244 1471 1458|1476
me 935 | 935 935 1453 966 | 935 1458 1452 966 966 1452 | 1457 966 1458 1452 | 1457
my 934 | 934 1026 934 966 | 1026 934 1026 966 1043 966 | 1026 1043 966 1043|1043
msg 933 | 1222 933 933 966 | 1222 1227 934 1227 966 966 | 1226 1226 1232 966 | 1231
Mo 935 | 935 1026 1453 935 | 1026 1458 1458 935 1026 1453 | 1464 1025 1458 1458 | 1463
mio 934 | 1222 934 1453 934 | 1221 1472 1452 1221 934 1453 | 1471 1221 1472 1452|1471
mi1 935 | 1221 1027 935 935 | 1244 1226 1026 1221 1026 935 | 1248 1244 1225 1026 | 1248
mi2 934 | 934 934 934 965 | 934 934 934 965 965 965 | 934 965 965 965 | 965
mi3 934 | 934 934 1453 934 | 934 1458 1452 934 934 1453 | 1458 934 1458 1452 | 1457
mia 933 | 933 1025 933 933 | 1024 933 1024 933 1025 933 | 1024 1024 933 1024|1024
mis 933 | 1222 933 933 933 | 1221 1226 933 1221 933 933 | 1225 1221 1226 933 | 1225
mi6 934 | 934 934 934 934 934 934 934 934 934 934 | 934 934 934 934 | 934
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Tabela E.30: Médias do DIC por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 3.

modelo modelo ajustado

gerador m1| ma Mz Mg m5| me My Mg Mg Miog m11| mi2 M13 M4 Mis | Mi6
my 940 | 963 1010 963 963 | 1024 977 1024 982 1082 981 | 1033 1090 993 1089|1093
ma 940 | 939 1009 962 963 | 1007 961 1022 962 1081 981 | 1021 1080 981 1087|1087
ms 940 | 963 939 963 963 | 962 977 961 982 969 982 | 976 987 993 986 | 997
my 940 | 963 1009 939 962 | 1023 962 1007 981 1080 961 | 1023 1088 981 1079|1088
ms 940 | 963 1010 963 939| 1024 977 1024 962 1028 962 | 1033 1040 976 1039|1046
me 940 | 939 939 962 963 | 938 962 961 962 970 981 | 961 969 981 986 | 986
my 940 | 939 1009 939 963 | 1007 938 1007 962 1081 962 | 1006 1080 961 1080|1079
ms 940 | 963 939 939 962 | 962 963 938 982 969 961 | 962 987 982 968 | 986
me 939 | 938 1008 962 938 | 1007 961 1022 938 1027 960 | 1021 1025 960 1037|1037
mio 939 | 962 938 961 938 | 961 975 960 961 937 960 | 974 960 974 959 | 973
mi1 940 | 963 1010 939 939 | 1024 963 1009 962 1028 938 | 1024 1040 962 1027|1039
mia 940 | 939 939 939 962 | 938 938 938 961 969 961 | 937 968 960 968 | 967
mis3 940 | 939 939 962 939 | 938 962 961 938 938 961 | 961 937 961 960 | 960
mig 940 | 939 1009 939 939 | 1008 938 1008 938 1028 938 | 1007 1026 937 1026 | 1025
mis 941 | 965 940 940 940 | 964 964 939 964 939 939 | 963 962 963 938 | 962
mie 940 | 939 939 939 939 | 938 938 938 938 938 938 | 937 937 937 937 | 936

Tabela E.31: Médias do BIC por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 3.

modelo modelo ajustado

gerador m1| ma M3 M4 m5| me My Mg Mg Mio m11| Mi2 M1z Mi4 Mis | Mi6
my 961 | 979 1026 979 979 | 1036 989 1035 994 1094 993 | 1040 1097 1001 1096 | 1096
ma 960 | 955 1025 978 979 | 1019 973 1034 974 1093 993 | 1029 1088 988 1095|1090
ms 960 | 979 955 979 979 | 974 989 973 994 981 993 | 983 994 1001 993 | 1000
my 960 | 979 1025 955 978 | 1035 974 1019 993 1092 973 | 1031 1096 989 1087|1091
ms 961 | 979 1026 979 955| 1036 989 1035 974 1040 973 | 1040 1047 983 1046|1049
me 960 | 955 955 978 979 | 950 974 973 974 981 993 | 968 976 988 993 | 989
my 960 | 955 1025 955 979 | 1019 950 1019 974 1093 974 | 1014 1088 969 1088|1082
ms 960 | 979 955 955 979 | 974 975 950 994 981 973 | 969 994 989 975 | 990
me 960 | 955 1025 978 955 | 1019 973 1034 949 1038 972 | 1029 1033 968 1045|1040
mio 959 | 978 954 977 954 | 973 987 972 973 949 972 | 982 968 982 966 | 976
mi1 961 | 980 1026 955 955 | 1036 975 1020 974 1040 950| 1032 1047 970 1034|1043
mia 960 | 955 955 955 979 | 950 950 950 973 981 973 | 945 976 968 976 | 970
mis3 961 | 955 955 979 955 | 950 974 973 950 950 973 | 969 945 969 968 | 963
mig 961 | 955 1026 955 955 | 1020 950 1020 950 1039 950 | 1015 1034 945 1034|1028
mis 962 | 981 957 957 957 | 975 976 951 975 951 951 | 971 970 971 946 | 965
mie 961 | 955 955 955 955 | 950 950 950 950 950 950 | 945 945 945 945 | 939
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E.2. Dados de regressao linear normal

Tabela E.32: Médias do LLP por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 3.

modelo modelo ajustado

gerador mi | me M3 M4 M5 | me My Mg Mg Mig M1l | mi2 Mi13 MMi4 Mis5 | mie
my 934 | 958 1005 958 958 | 1020 973 1020 978 1078 978 | 1030 1087 990 1086 | 1091
ma 934 | 934 1004 957 958 | 1003 957 1018 958 1077 977 | 1018 1077 978 1085 | 1085
m3 934 | 958 934 958 958 | 958 973 957 978 965 978 | 973 984 991 983 | 995
my 934 | 958 1004 934 957 | 1019 959 1003 978 1076 957 | 1020 1085 978 1076 | 1086
ms 934 | 958 1005 958 934 | 1020 973 1020 958 1024 958 | 1030 1037 973 1036 | 1044
me 934 | 934 934 957 958 | 934 958 957 958 966 977 | 958 966 978 983 | 984
mr 934 | 934 1004 934 958 | 1003 934 1003 958 1077 958 | 1003 1077 958 1077|1077
ms 934 | 958 934 934 957 | 958 959 934 978 965 957 | 959 984 979 965 | 984
Mo 933 | 933 1003 957 934 | 1003 957 1018 934 1023 956 | 1018 1022 957 1034|1035
mio 933 | 957 933 956 933 | 957 971 956 957 933 956 | 971 957 971 956 | 971
mi1 934 | 958 1005 934 934 | 1020 959 1005 958 1024 934 | 1021 1037 959 1024|1037
mi2 934 | 934 934 934 957 | 934 934 934 957 965 957 | 934 965 957 965 | 965
mis 934 | 934 934 957 934 | 934 958 957 934 934 957 | 958 934 958 957 | 958
mig 934 | 934 1004 934 934 | 1004 934 1004 934 1024 934 | 1004 1023 934 1023|1023
mis 935 | 960 935 935 935 | 960 960 935 960 935 935| 960 959 960 935 | 960
mie 934 | 934 934 934 934 | 934 934 934 934 934 934 | 934 934 934 934 | 934

Tabela E.33: Médias do DIC por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 4.

modelo modelo ajustado

gerador || mi | m2 m3 M4 m5| me M7 Mg Mg Mig Mi1| Mi2 M13 Mi4 M5 | Mie

mi 941 | 965 1010 963 964 | 1025 978 1023 983 1082 982 | 1033 1090 994 1088|1093
ma 940 | 939 1009 962 963 | 1008 962 1023 961 1081 981 | 1022 1080 981 1088|1087
m3 941 | 964 940 963 964 | 963 977 962 983 971 982 | 976 988 994 987 | 998
ma 939 | 962 1008 938 962 | 1023 962 1007 981 1081 961 | 1023 1088 981 1080 | 1088
ms 940 | 963 1009 962 939 1023 976 1023 962 1027 961 | 1032 1039 975 1038|1045
me 941 | 940 940 963 963 | 939 963 962 962 970 982 | 961 969 981 986 | 986
my 940 | 939 940 939 940 | 939 938 939 939 1042 939 | 938 1041 938 1041|1040
ms 940 | 963 938 939 940 | 962 962 937 963 969 939 | 961 986 962 968 | 986
mo 941 | 940 941 963 940 | 940 963 963 939 971 962 | 963 969 962 987 | 987
mio 940 | 964 939 962 939 | 962 977 961 962 938 961 | 976 961 975 960 | 974
mi1 941 | 964 941 940 940 | 964 963 940 963 970 939 | 963 988 962 969 | 988
miz 940 | 939 939 939 940 | 938 938 938 939 970 939 | 937 969 938 969 | 968
mis 938 | 937 937 961 937 | 936 960 959 936 936 959 | 959 935 959 958 | 958
miq 941 | 940 941 940 940 | 940 939 940 939 971 939 | 939 970 938 970 | 969
mis 940 | 963 939 939 939 | 962 963 938 962 938 938 | 962 961 962 937 | 961
mie 941 940 940 940 940 | 939 939 939 939 939 939 | 938 938 938 938 | 937
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Tabela E.34: Médias do BIC por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 4.
modelo modelo ajustado
gerador | m1 | ma2 M3 M4 Ms | me M7 Mg Mg Mio m11| mia M1z Mi4 Mis | Mie
m1 961 | 981 1026 979 980 | 1037 990 1035 995 1094 994 | 1041 1097 1002 1096 | 1097
ma 960 | 955 1025 978 979 | 1020 974 1035 973 1093 993 | 1030 1087 988 1095|1090
ms3 962 | 980 956 979 981 | 975 989 974 995 983 994 | 983 996 1002 995 | 1001
my 960 | 978 1025 954 978 | 1035 974 1019 993 1093 973 | 1030 1096 988 1087|1091
ms 960 | 979 1025 979 955 1035 988 1035 974 1039 973 | 1039 1046 983 1045|1048
me 961 | 956 956 979 979 | 951 974 974 974 982 993 | 969 976 989 994 | 989
my 960 | 955 956 955 956 | 951 950 951 951 1054 951 | 945 1049 945 1049|1043
ms 960 | 979 955 955 956 | 974 974 949 975 981 951 | 969 994 970 975 | 990
Mg 961 | 956 957 979 956 | 952 975 975 951 982 974 | 970 977 969 994 | 990
mio 960 | 980 955 978 955 | 974 989 973 974 950 973 | 983 969 983 967 | 978
mi1 961 | 980 957 956 956 | 975 975 952 975 982 951 | 971 995 970 977 | 991
mi2 961 | 955 955 955 956 | 950 950 950 951 982 951 | 945 976 946 976 | 971
mi3 959 | 954 954 977 954 | 948 972 971 948 948 971 | 967 943 967 966 | 961
mi4 962 | 956 958 956 956 | 952 951 952 951 983 951 | 947 978 946 978 | 972
mis 961 | 980 955 955 955 | 974 975 950 974 950 950 | 969 969 969 945 | 964
mie 962 | 956 956 956 956 | 951 951 951 951 951 951 | 946 946 946 946 | 940

Tabela E.35: Médias do LLP

por modelo gerador dos dados

e modelo ajustado, para o

caso 4.

modelo modelo ajustado
gerador || m; | ms2 M3 M4 M3 | me My Mg Mg Miog m11| mMi2 M13 M4 Mis | Mi6
mi 935| 960 1005 958 959 | 1021 974 1019 979 1078 978 | 1030 1087 991 1085|1091
ma 934 | 934 1004 957 958 | 1004 958 1019 957 1077 977 | 1019 1077 978 1085 | 1085
ms 935 | 959 935 958 959 | 959 973 958 979 967 978 | 973 985 991 984 | 996
my 933 | 957 1003 933 957 | 1019 958 1003 977 1077 957 | 1020 1085 978 1077 | 1086
ms 934 | 958 1004 957 934 | 1020 972 1019 958 1023 957 | 1029 1036 972 1035|1043
me 935 | 935 935 958 958 | 935 959 958 958 966 978 | 958 966 978 983 | 984
my 934 | 934 935 934 935| 935 934 935 935 1038 935 | 935 1038 935 1038|1038
ms 934 | 958 934 934 935 | 958 959 934 959 965 935 | 958 983 959 965 | 984
mo 935| 935 936 958 935 | 936 959 959 935 967 958 | 960 966 959 984 | 985
mio 934 | 959 934 957 934 | 959 973 957 958 934 957 | 973 958 972 957 | 972
mii 935| 959 936 935 935 | 960 959 936 959 966 935| 960 985 959 966 | 986
mi2 934 | 934 934 934 935 | 934 934 934 935 966 935 | 934 966 935 966 | 966
mis3 932 | 932 932 956 932 | 932 956 956 932 932 956 | 956 932 956 955 | 956
mia 935| 935 936 935 935 | 936 935 936 935 967 935 | 936 967 935 967 | 967
mis 934 | 958 934 934 934 | 958 959 934 958 934 934 | 959 958 959 934 | 959
mie 935 | 935 935 935 935| 935 935 935 935 935 935| 935 935 935 935 | 935
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E.2. Dados de regressao linear normal

Tabela E.36: Médias do DIC por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 5.

modelo modelo ajustado

gerador mi | msa2 M3 M4 M5 | me M7 Mg Mg Mig M11 | mi2 M13 Mi4 M5 | mie
m1 239 | 246 245 242 244 | 250 246 247 248 250 247 | 250 253 248 252 | 253
ma 240 | 239 245 243 245 | 244 242 248 244 251 248 | 247 250 248 253 | 253
m3 240 | 246 239 243 245 | 245 246 242 249 244 248 | 245 247 249 247 | 248
my 239 | 246 245 238 244 | 251 246 244 248 250 243 | 250 253 248 249 | 252
ms 240 | 246 246 243 239| 251 246 249 245 245 242 | 251 250 245 247 | 250
me 239 | 238 238 242 245 | 237 242 241 244 244 247 | 241 243 247 246 | 246
mr 240 | 238 245 239 245 | 244 237 244 244 251 244 | 243 249 243 249 | 248
ms 239 | 245 238 238 244 | 244 245 237 248 243 243 | 244 247 247 242 | 246
Mo 239 | 238 245 243 238 | 244 242 248 237 244 242 | 247 243 241 247 | 246
mio 240 | 246 238 243 239 | 245 246 242 245 238 242 | 245 244 245 241 | 244
mi1 239 | 246 245 238 238 | 250 245 244 245 244 237| 250 249 245 243 | 249
mi2 239 | 238 238 238 244 | 237 237 237 243 243 243 | 236 242 242 242 | 241
mis 239 | 238 238 242 238 | 237 242 241 237 237 241 | 241 236 241 240 | 240
mig 240 | 239 245 239 239 | 244 238 244 238 244 238 | 243 243 237 243 | 242
mis 240 | 246 239 239 239 | 245 246 238 245 238 238 | 245 244 245 237 244
mie 239 | 238 238 238 238 | 237 238 238 238 237 238 | 237 237 237 237|236

Tabela E.37: Médias do BIC por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 5.

modelo modelo ajustado

gerador mi | mo2 M3 M4 M5 | me M7 Mg Mg Mig M11 | mi2 M13 Mi4 M5 | mie
my 253 | 256 255 253 255 | 258 254 255 256 258 255 | 255 258 253 257 | 255
ma 253 | 250 256 254 256 | 252 250 256 252 258 256 | 252 254 253 258 | 255
m3 254 | 257 250 254 256 | 253 254 250 256 252 256 | 250 252 254 252 | 250
my 253 | 257 256 249 255 | 259 253 252 256 258 251 | 255 258 252 254 | 254
ms 254 | 257 257 254 250| 259 254 256 253 253 250 | 256 255 250 252 | 252
me 253 | 249 249 253 255 | 245 250 249 251 251 255 | 246 248 252 251 | 248
my 253 | 249 256 249 255 | 252 245 252 252 258 251 | 248 254 247 254 | 250
msg 253 | 256 249 249 255 | 252 253 245 256 251 251 | 249 252 252 247 | 248
mo 253 | 249 256 253 249 | 252 250 256 245 252 249 | 252 248 246 252 | 248
mio 253 | 257 249 254 259 | 253 254 250 253 245 250 | 250 249 250 246 | 246
mi1 253 | 256 256 249 249 | 258 253 252 253 252 245| 255 254 249 248 | 251
mi2 252 | 249 249 248 255 | 245 245 245 251 251 251 | 241 247 247 247 | 243
m13 253 | 249 249 253 249 | 245 250 249 245 245 249 | 246 241 246 245 | 242
mig 253 | 250 256 250 250 | 252 246 252 246 252 246 | 248 248 242 248 | 244
mis 253 | 257 249 249 249 | 253 254 245 253 245 245 | 250 249 250 241 | 246
mie 253 | 249 249 249 249 | 245 245 245 245 245 245 | 241 241 242 241 | 238
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Tabela E.38: Médias do LLP por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 5.

modelo modelo ajustado

gerador ma | ma M3 M4 M5 | me My Mg Mg Mig m11| mi2 M13 Mi4 Mi5 | mie
miy 233 | 241 240 238 239 | 246 242 243 244 246 243 | 247 250 245 249 | 251
ma 234 | 234 240 238 240 | 240 238 244 240 247 244 | 244 247 245 250 | 251
m3 234 | 241 234 239 240 | 241 242 238 245 240 244 | 242 244 246 244 | 246
my 233 | 241 240 233 240 | 247 242 240 244 246 239 | 247 250 245 246 | 251
ms 234 | 241 241 238 234 | 247 242 245 241 241 238 | 248 247 242 245 | 248
me 233 | 233 233 238 240 | 234 238 238 240 240 243 | 238 240 244 243 | 244
mr 234 | 234 240 234 240 | 240 234 240 240 247 240 | 240 246 240 246 | 246
ms 233 | 241 233 233 239 | 240 241 233 244 239 239 | 241 244 244 239 | 244
Mo 234 | 233 240 238 234 | 240 238 244 233 240 238 | 244 240 238 244 | 244
mio 234 | 241 234 238 234 | 241 242 238 241 234 238 | 242 241 242 238 | 242
mi1 233 | 241 240 233 233 | 246 241 240 241 240 233 | 247 246 242 240 | 247
mi2 233 | 233 233 233 239 | 233 233 233 239 239 239 | 233 239 239 239 | 239
mis 233 | 233 233 237 233 | 233 238 237 233 233 237 | 238 233 238 237 | 238
mig 234 | 234 240 234 234 | 240 234 240 234 240 234 | 240 240 234 240 | 240
mis 234 | 241 234 234 234 | 241 242 234 241 234 234 | 242 241 242 234|242
mie 233 | 234 233 234 234 | 234 234 234 234 234 234 | 234 234 234 234|234

Tabela E.39: Médias do DIC por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 6.

modelo modelo ajustado

gerador || mi [ mo ms ma ms | me mr ms mg mio mii| mi> mis mis mas | mas
m1 473 | 485 487 484 487 | 495 490 496 494 497 495 | 499 501 498 503 | 505
ma 473 | 473 488 485 488 | 487 484 496 487 497 496 | 496 497 496 504 | 505
ms3 474 | 485 473 484 488 | 484 490 483 494 487 495 | 489 494 498 494 | 497
ma 473 | 485 488 472 487 | 495 485 486 494 497 486 | 495 502 494 496 | 501
ms 473 | 485 487 484 472| 495 490 496 485 486 483 | 499 495 489 495 | 499
me 473 | 472 472 484 488 | 471 484 483 487 487 495 | 483 486 496 494 | 495
mr 473 | 472 487 472 487 | 486 471 486 487 497 486 | 485 497 485 496 | 495
ms 473 | 485 472 472 488 | 484 485 471 495 487 487 | 484 494 495 486 | 494
mg 472 | 471 487 484 471 | 486 484 495 470 486 483 | 496 485 482 494 | 495
mio 473 | 485 472 484 472 | 484 490 483 484 471 483 | 489 483 489 482 | 488
mii 474 | 485 488 473 473 | 495 485 487 485 487 472| 495 495 484 486 | 495
mi2 473 | 472 472 472 487 | 471 471 471 486 486 486 | 470 485 485 485 | 484
mis 472 | 471 471 483 471 | 470 483 482 470 470 482 | 482 469 482 481 | 481
mi4 474 | 473 488 473 473 | 487 472 486 472 487 472 | 486 486 471 485 | 485
mis 473 | 485 472 472 472 | 484 485 471 484 471 471 | 484 483 484 470| 483
mie 473 | 472 472 472 472 471 471 471 471 471 471 | 470 470 470 470 | 469
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Tabela E.40: Médias do BIC por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 6.

modelo modelo ajustado

gerador || m | m2 M3 M4 Ms | me M7 Mg Mg Mio m11| mi2 M1z Mig4 Mis | mie

my 490 498 501 498 501 | 505 500 506 504 507 505 | 505 508 504 509 | 507
ma 491 | 486 501 498 501 | 496 494 506 497 507 505 | 503 503 502 510 | 507
ms3 491 | 499 486 498 501 | 494 500 493 504 497 505 | 495 500 504 500 | 500
ma 490 | 499 501 485 500 | 505 495 496 504 507 596 | 501 508 500 502 | 504
ms 490 | 499 501 498 485| 505 500 505 494 496 493 | 505 501 496 501 | 501
me 490 | 486 485 498 501 | 481 494 493 497 496 505 | 489 492 502 500 | 497
mz 490 | 485 501 485 501 | 496 481 496 496 507 496 | 492 503 492 502 | 498
ms 490 | 499 486 486 501 | 494 495 481 505 497 497 | 490 500 501 492 | 496
my 489 | 485 500 497 485 | 496 493 505 480 496 492 | 502 491 489 501 | 497
mio 490 | 498 485 497 485 | 494 499 492 494 481 493 | 495 489 495 488 | 490
mii 491 | 499 501 486 486 | 505 495 497 494 497 481 | 501 501 491 492 | 497
miz 490 | 486 486 486 501 | 481 481 481 496 496 496 | 476 492 492 491 | 487
mi3 489 | 485 485 497 485 | 480 493 492 480 480 492 | 488 476 488 487 | 483
miy4 491 | 486 501 486 486 | 497 482 496 482 496 482 | 492 492 477 492 | 487
mis 490 | 499 485 485 485 | 494 495 481 494 481 481 | 490 490 490 476 | 486
mie 490 | 486 486 486 486 | 481 481 481 481 481 481 | 476 476 476 476 | 472

Tabela E.41: Médias do LLP por modelo gerador dos dados e modelo ajustado, para o caso 6.

modelo modelo ajustado

gerador mi | mo2 M3 M4 M5 | me M7 Mg Mg Mig M11 | mi2 M13 Mi4 M5 | mie
m1 467 | 480 482 479 482 | 491 486 492 490 493 491 | 496 498 495 500 | 503
ma 468 | 468 483 480 483 | 483 480 492 483 493 492 | 493 494 493 501 | 503
m3 468 | 480 468 479 483 | 480 486 479 490 483 491 | 486 491 495 491 | 495
my 467 | 480 483 467 482 | 491 481 482 490 493 482 | 492 499 491 493 | 499
ms 467 | 480 482 479 467 | 491 486 492 481 482 479 | 496 492 486 492 | 497
me 467 | 467 467 479 483 | 467 480 479 483 483 491 | 480 483 493 491 | 493
my 467 | 467 482 467 482 | 482 467 482 483 493 482 | 482 494 482 493 | 493
ms 467 | 480 467 467 483 | 480 481 467 491 483 483 | 481 491 492 483 | 492
Mo 466 | 466 482 479 466 | 482 480 491 466 482 479 | 493 482 479 492 | 493
mio 467 | 480 467 479 467 | 480 486 479 480 467 479 | 486 480 486 479 | 486
mi1 468 | 480 483 468 468 | 491 481 483 481 483 468 | 492 492 481 483 | 493
mi2 467 | 467 467 467 482 | 467 467 467 483 482 482 | 467 482 482 482 | 482
mis 466 | 466 466 478 466 | 466 479 478 466 466 478 | 479 466 479 478 | 479
mig 468 | 468 483 468 468 | 483 468 483 468 483 468 | 483 483 468 483 | 483
mis 467 | 480 467 467 467 | 480 481 467 480 467 467 | 481 480 481 467 | 481
mie 467 | 467 467 467 467 | 467 467 467 467 467 467 | 467 467 467 467 | 467
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