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1 Introducao

Este texto de apoio resulta de notas de leitura que escrevi para apoiar a leccionacao
do primeiro capitulo de Macroeconometria I, do 12 ano do mestrado em Econometria
Aplicada e Previsao, do ISEG, no ano lectivo de 2008/09. Trata-se de estudar a
aplicagao do principal “cavalo de trabalho” da Econometria, o modelo de regressao
linear, aos dados de séries macroecondmicas.

Baseei-me sobretudo no livro de F. Hayashi, Econometrics, de 2000, mas estas
notas nao pretendem substituir a leitura desse livro, ou de outro bom livro de
Econometria. De resto, o nivel deste texto nao é tao avancado nem tao detalhado
quanto o desse livro. Também a notacao empregue é algo diferente e, sobretudo,
procurou-se adapta-la aos dados de séries temporais.

Um pressuposto importante é de que o leitor ja teve um primeiro contacto com
o modelo de regressao linear, ao nivel da licenciatura. Por outro lado, no mestrado
em Econometria Aplicada e Previsao, Macroeconometria I é precedida da disciplina
de Econometria, onde o modelo de regressao linear foi objecto de estudo mais apro-
fundado. Desta forma, como hd muitos aspectos comuns com o modelo para dados
seccionais independentes e identicamente distribuidos, a apresentacao do modelo
classico, com regressores estritamente exdgenos, é muito abreviada. A abordagem
seguida aqui difere da dessa disciplina dado que a perspectiva passa a ser a da uti-
lizacao do modelo de regressao linear no contexto de modelos com dados de séries
temporais. Como se verd, este facto introduz algumas diferencas significativas. Por
outro lado, uma vez que as especificidades das séries temporais emergem com muito
maior importancia, o modelo de regressao com regressores pré-determinados é ob-
jecto de atengao muito mais detalhada.

Como esta ¢é a primeira versao deste texto, agradego a todos aqueles que formu-
larem criticas e sugestoes e que indicarem erros, imprecisoes, incorreccoes e gralhas.
Obviamente, assumo a responsabilidade por todos os erros e omissoes que possam

existir.



2 O Modelo Classico de Regressao

Nesta seccao estuda-se o modelo classico de regressao linear com regressores es-
tocasticos, isto €, as propriedades do estimador OLS em pequenas amostras. Comega-
remos por listar e discutir as hipéteses do modelo.

2.1 Hipdteses

[H1] — Linearidade. A relacao entre a variavel dependente e os regressores ¢ linear,
yt:61+62xt2+-'-+6Kth+ut7 t:1727"'7T7 (1)

onde os (’s sao parametros a estimar e u; € o termo de erro ou variavel residual, nao
observada. A equagao (1) também se pode escrever

yt:@ﬁ‘f‘uu t:1727"‘7T7

com zj a representar a t-ésima linha da matriz X, isto é, x} = [1 x40 ... ;x| e S0
vector de coeficientes da regressao. Em termos matriciais, como é sabido, o modelo
escreve-se

y= X0+ u.

Um exemplo bem conhecido é o da “velha” funcao consumo keynesiana,
Ci =01+ B YDy + uy,

onde C' representa o consumo privado! e YD o rendimento disponivel das familias
(ambas em termos agregados para uma economia). Como é sabido, trata-se de um
modelo de regressao simples.

Um exemplo bastante mais recente é o da chamada regra de Taylor para a politica
monetaria, que relaciona a taxa de juro de curto prazo fixada pelo banco central, R;
(nos EUA, a taxa fed funds), com os desvios da inflagdo do objectivo e com o hiato
do produto (output gap). Uma versao simplificada (e estatica) é dada por

Ry = o+ g-(IL; — IT}) + g, (e — ;) + we,

'Recorda-se que no TSP ndo se pode representar nenhuma varigvel com C.
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onde II; é uma média dos valores da taxa de inflacdo (anualizada, II;) sobre os
ultimos quatro trimestres, II} é o objectivo para a taxa de inflacao, y; é o logaritmo
do produto e y{ ¢ o logaritmo do produto potencial. Os coeficientes g, e g, rep-
resentam a resposta das taxas de juro relativamente aos desvios da inflacao do seu
objectivo e do output do seu potencial, ou seja, constituem indicadores da agressivi-
dade dos bancos centrais relativamente a cada um desses objectivos. Embora objecto
de debate, uma equagao deste tipo parece representar bem o comportamento de al-
guns bancos centrais e, sobretudo da Fed. No seu trabalho original de 1993, Taylor
sugeriu os coeficientes g, = 1.5 e g, = 0.5, o que significa que a Fed responderia a
um aumento de 1% da taxa de inflacdo nos ultimos 4 trimestres aumentando a taxa
de curto prazo em 150 pontos base 2.

[H2] — Exogeneidade estrita. O valor esperado de cada erro condicional em
todas as observagoes dos regressores € zero:

E(w|X)=0, t=1,2,...,T. 2)

Se esta hipotese for satisfeita diz-se que os regressores sao estritamente exégenos.
Ela é muitissimo forte e, em geral, nos modelos seccionais nao é necessario assumi-la
sob esta forma porque a independéncia entre observagoes resultante da amostragem
aleatoria garante a independéncia entre o erro de uma equagao e os regressores de
outras observacoes. Todavia, nos modelos para séries temporais ela é crucial.

Dela decorrem vérias implicacoes que tornam mais simples a sua interpretacao.

a) O valor esperado nao condicional de cada erro é zero, i.e.,
E(U,t>:O, t:1,2,...,T.
Com efeito, usando a propriedade ou lei dos valores esperados totais * :

E(u) = E[E(u] X))
E(0) = 0.

2Para um sumério de algumas estimativas apresentadas na literatura veja-se, por exemplo,
Stock, J. e Watson, M. (2003), Has the business cycle changed? Evidence and explanations,
documento de trabalho.

3 Autores como Wooldridge (2002) consideram que esta é uma versao simples da propriedade dos
valores esperados iterados. As propriedades dos valores esperados condicionais podem ser revistas
em Wooldridge (2002), pp. 29-30.
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b) Os regressores sao ortogonais * aos erros de todas as observagoes, i.e.,

E(zijus) =0, Vt,s(=1,2,...,T)e j(=1,2,...,K).

De facto, pela lei ou propriedade dos valores esperados iterados, tem-se
E(us| 21j) = E [E(u] X)[ 245] = 0.
Daqui resulta que

E(zyus) = E[E(@yus| )]
= Elay E(us| 24;)] = E(24;0) = 0,

onde a primeira igualdade decorre da lei dos valores esperados totais e a tltima
da implicacao anterior.

Ou seja, a hipotese de exogeneidade estrita dos regressores implica e, por-
tanto, requer que os regressores sejam ortogonais nao s6 ao erro contem-
poraneo, E(x;u;) = 0, Vj,t — caso em que se fala apenas em exogenei-
dade contemporanea — mas também aos erros de todas as outras observacoes,
E(xijus) =0,Vj eVt s, t#s.

c¢) Os regressores nao estao correlacionados nem com os erros passados, nem com
o erro corrente, nem com os erros futuros,

Cov(us, ;) =0, V, s, 7.

Com efeito,
Cov(us, x;) = E(vijus) — E(zj)E(us)
= E(l‘t] us) = 07

onde a ultima igualdade decorre da implicagao anterior.

Esta é a implicacao mais importante pois é a que fornece a interpretacao
pratica mais intuitiva em aplicacoes: auséncia total de correlacao entre re-
gressores e erros (passados, contemporaneo e futuro). Todavia, alguns autores
preferem referir-se a implicacao anterior, ou seja, a ortogonalidade entre re-
gressores e erros passados, corrente e futuros.

4Se o valor esperado do produto de duas varidveis aleatérias, Z e W, é zero, E(ZW) = 0,
dizemos que sao ortogonais.



Usando esta implicacao verifica-se, por exemplo, que um modelo autoregressivo
nao pode satisfazer a hipdtese de exogeneidade estrita. Por exemplo, no caso do
modelo AR(1),

Yt = PYi—1 T U,

com u; ~ iid(0, o), nao pode ter-se C'ov(us, y;—1) = 0, Vs. Basta considerar s =
t — 1, caso em que se tem Cov(us_1, y;—1) # 0 (pois é muito facil verificar que y;_4
depende de u; — 1: y;—1 = pyr—2 + w;—1.) Mais formalmente, note-se que

E(uw|X) = Ey—pya|X), t=2,...,T -1,
= Yt — PYt-1, t:27"'7T_17

pois tanto y; como y;_; sao observagoes incluidas na matriz X. Ora, nao existe nada
que garanta que y; — py;_1 seja zero. Alternativamente, também se pode calcular
cov(y, ug) ou E(y, uy) e verificar que sao diferentes de zero.

Mais geralmente, como a hipotese requer a exogeneidade estrita de todos os
regressores, nenhum modelo que tenha como regressor a varidavel dependente des-
fasada, isto é, que tenha uma componente autoregressiva, satisfaz a hipotese de
exogeneidade estrita.

Recordam-se outras situacoes “classicas” (estudadas no contexto dos modelos
para dados seccionais) em que esta hipdtese é violada:

a) ma especificagao da forma funcional da relagdo entre a varidvel dependente e
as explicativas;

b) regressores omitidos correlacionados com os incluidos;

c¢) erros de medi¢ao nalgum dos regressores que esta correlacionado com o termo
de erro, e

d) simultaneidade, isto é, causalidade reciproca (ou inversa) simultanea.

Existe ainda um caso de violagao da hipodtese tipico de modelos para séries tem-
porais. Considere-se, por exemplo, o modelo

INF, = 61+ Bary + uy

onde I NF representa a taxa de inflagdo na zona euro e r uma taxa de juro con-
trolada pelo BCE. Para este modelo nao é razoavel assumir que Cov(ug, 7441) = 0.



Com efeito, se, por exemplo, num determinado periodo a taxa de inflacao esta mais
elevada que o esperado (dada a taxa de juro), no periodo seguinte o BCE tenderd a
ajustar a taxa de juro, de forma a controlar a inflacao. Ora, o valor “anormal” de
INF s6 pode ser explicado por algum factor incluido no termo de erro da equagao.
Desta forma, é muito plausivel que Cov(uy, r441) # 0. Note-se que este é um caso
tipico daquilo a que se chama de presenca de um efeito de feedback: nao sé r in-
fluencia I N F' no periodo corrente, como é de esperar que I N F; tenha algum efeito
sobre 741.

Mais geralmente, quando algum dos regressores ¢ uma variavel de politica, ¢é
muito improvavel que a hipdtese seja satisfeita: em geral, essa variavel deve ser
influenciada pelo passado da varidvel dependente, e esse efeito de feedback ou de
retorno reflecte-se em correlagao dos erros correntes com valores futuros do regressor.

Finalmente refira-se que alguns autores consideram, pelo menos implicitamente,
que os modelos de desfasamentos distribuidos (distributed lags, DL) como, por e-
xemplo, o modelo

yt:,u+50xt—|—51xt_1—i—...—i—54xt_4+ut, t:1,2,...,T,

satisfazem a hipdtese. Todavia, nao existe nenhuma garantia que isso aconteca.

Note-se que, conjuntamente, as hipéteses H1 e H2 implicam que
E(y|X)=x,8, t=1,2,...,T. (3)

Deixa-se a demonstracao desta pequena proposicao como exercicio. Por outro lado,
inversamente, se esta ultima equacao for adoptada como hipétese, existe um vector
de erros que satisfaz as duas hipdteses referidas. Ou seja, apenas com ela podem
apresentar-se de forma compacta as duas primeiras hipdteses.

Com efeito, partindo desta equagao, defina-se

Uy = Yy — E(?/t|X)-

Entao, por construgao, a hipdtese H1 é satisfeita: y, = ;8 + u;. Por outro lado, a
hipotese H2 também ¢é satisfeita. Tomando valores esperados na equacao anterior

E(w|X) = E(y|X)— E[E(y|X)| X]
= E(yt|X)—E(yt|X):O.



[H3] — Nao colinearidade. A caracteristica da matriz de observagoes dos regres-
sores, de tipo (T' x K), X, é K com probabilidade 1.

Ou seja, nenhuma das colunas de X pode ser expressa como combinacao linear
das restantes, o que significa que a matriz tem caracteristica de colunas completa
(full column rank). Como as K colunas nao podem ser linearmente independentes
se tiverem dimensao menor que K, a hipdtese requer que 7' > K, isto é, o nimero
de observagoes nao pode ser inferior ao de regressores. Recorde-se que, se a hipotese
for violada, se fala em colinearidade exacta ou perfeita.

[H4] — Homocedasticidade. A variancia dos erros condicional em X é constante,
Var(u|X)=0*>>0, t=1,2,...,T.

Alternativamente, a hipdtese também se pode escrever em termos dos segundos
momentos dos erros:

EW?|X)=0>0, t=1,2,...,T.
Com efeito, empregando H2 tem-se
Var(u| X) = E(u|X) — E(us| X)? = E(u?|X).

Embora a importancia desta hipotese sé recentemente tenha recebido a atencao que
merece em modelos para séries temporais, também aqui ela nao vai poder ser devi-
damente abordada.

[H5] — Auséncia de autocorrelagao. As autocorrelagoes dos erros, condicionais

em X, sao nulas,
Cov(ug, ug|X) =0, Vt,s(=1,2,...,T), t #s.
Facilmente se verifica que esta hipotese também pode ser formalizada como
E(u;ug) X) =0, Vt,s(=1,2,...,T), t #s.

No entanto, note-se que ela é muito frequentemente formalizada em termos nao

condicionais, isto é, como

Cov(uy, us) = E(ugug) =0, Vt,s(=1,2,...,T), t #s.
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o que facilita a sua interpretacao e nao implica perda de rigor significativa.

Estas duas ultimas hipdteses podem ser compactadas numa sé, usualmente cha-
mada de esfericidade (da matriz de covariancias) dos erros:

BEud'|X) = Var(u|X) =o*1.

[H6] — Normalidade dos erros. A distribui¢ao do vector de erros, u, condicional
em X, é normal (multivariada), isto é, u|X ~ N.
Desta forma, conjugando com as hipoteses anteriores,

u|X ~ N(0, o*I).

E como esta distribui¢ao nao depende de X, também se tem que u ~ N (0, o21).

2.2 O estimador OLS

Nesta subseccao recorda-se a estimacao OLS e alguns resultados algébricos associa-
dos a ela. Considera-se que estes aspectos deverao ser ja bem conhecidos e, por esse
facto, a exposicao é muito abreviada.

Represente-se com B um vector de estimativas para o vector de coeficientes, (3.
Com essas estimativas obtém-se os residuos para todas as observagoes:

y—af, t=1,2,...,T.

Com estes, pode formar-se a soma dos quadrados dos residuos,

T
SSR(B) = (g — 2,8)* = (y — XB)'(y — X3,
t=1

por vezes também representada com RSS. Como se sabe, o estimador OLS minimiza
esta funcao:

3 = argmin SSR(3).

Recorda-se também que, resolvendo este problema de optimizacao, se obtém as
equacoes normais dos minimos quadrados,

(X'X)B = X'y,

9



cuja solugao, isto é, o estimador OLS (desde que H3 seja satisfeita) é dada por
B=(X'X)"X"y.

-1
Como (X'X) ' X'y = (%X’X) (%X’y), o estimador OLS também pode ser escrito
como

B: S;wlsxy7 (4)
onde
S Ly Ly
e = — = =) X7,
T T&T

que representa a média amostral de x;x;} e,

1

/ 1 &
Sgy = TXy = T;l'tym

que representa a média amostral de z;y;.

Com as estimativas OLS podem obter-se os respectivos residuos, representados
com e:
s
e =y — a0, t=12....T,

ou seja,
e=y— Xp.

Rearranjando as equagoes normais, obtém-se X'(y — X B) =0, isto é,
X'e=0.

E esta expressao também se pode escrever como

1 T
T thet - Oa
Tt:l

isto é, as equagoes normais podem ser vistas como o equivalente ou analogo amostral
das condicoes de ortogonalidade E(z:e;) = 0.

Recordam-se agora, de forma breve, alguns conceitos e resultados algébricos
associados a estimacao OLS:

10



1. O valor ajustado para a observagao t é definido como y; = x}3. Desta forma,
tem-se o vector de valores ajustados, = X3. Assim, o vector de residuos
pode escrever-se como e =y — /.

2. As matrizes de projeccao e aniquiladora sao definidas, respectivamente, como,
P=X(X'X)'X', e (5)
M=I-P=1-X(X'X)'X" (6)

E elas possuem as seguintes propriedades:

a) sdo ambas simétricas e idempotentes;
b) PX=Xe
c) MX =0.

3. Usando estas matrizes, tem-se
y=Py, e
e=My= Mu.

A segunda igualdade justifica o facto de a matriz M ser frequentemente chamada
de matriz “fazedora de residuos”. Por exemplo, dada uma outra matriz de re-
gressores, seja Z, a pré-multiplicacao de y pela matriz My = [ — Z(Z2'Z)~ 7'
produz os residuos OLS dessa regressao, ez = Mz y.

4. A soma dos quadrados dos residuos pode escrever-se como
SSR = RSS = ¢d'e = v Mu.

2

5. O estimador OLS de o2, representado com s* (ou com 55) ¢é dado por

2o SSR e
- T-K T-K

6. A sua raiz quadrada, s ou &, é chamada de erro padrao da regressao (SER,
standard error of the regression), e é uma estimativa do desvio padrao dos
erros.

7. B — [ é chamado de erro de amostragem. Recorde-se que se pode escrever

B—0=(XX)"X"u.

11



2.3 Propriedades exactas do OLS

Também de forma muito abreviada e sem demonstragao, veremos agora as pro-
priedades exactas ou em pequenas amostras do estimador OLS de (.

Proposicao 2.1 — Propriedades exactas do estimador OLS de (:
a) (ndo enviesamento) Sob as hipéteses H1 a H3, E(3]X) = 3.
b) (matriz de covariancias) Sob as hipéteses H1 a H5, Var(5|X) = o2(X'X)"".

¢) (Teorema de Gauss-Markov) Sob as hipdteses H1 a H5, o estimador OLS de
£ é o mais eficiente na classe de estimadores lineares centrados, ou seja, ¢é
BLUE. Isto é, para qualquer estimador B que seja centrado e linear em y,
Var(3)X)—Var(8|X) é uma matriz semi-definida positiva. Pode dizer-se que
a matriz Var(G|X) é menor que a matriz Var(5]X) no sentido matricial.

d) (Ortogonalidade entre o estimador e os residuos) Sob as hipéteses H1 a H5,
Cov(B,e|X) = 0.

Algumas observacoes sobre estas propriedades:

1. Saliente-se que s6 se empregaram as hipoteses H1 a H5. A hipétese H6 nao é
necessaria para obter estes resultados.

2. A hipdtese H2, de exogeneidade estrita, é crucial, em particular para a pro-
priedade de nao enviesamento. Embora muito exigente, e raramente satisfeita
em modelos para séries temporais, esta hipotese nao pode ser enfraquecida.
Isto é, para obter o nao enviesamento, nao é suficiente a hipotese de exogenei-
dade contemporanea, F(u|z;) =0, Vt ou E(zu,) =0, Vt.

Por outro lado, dessa propriedade também decorre o nao enviesamento nao

condicional,
E(B) =B,

pela propriedade dos valores esperados totais.

3. Da mesma forma,

~ -~

Var(3) - Var(3) = H,

com H matriz semi-definida positiva.

12



4. Uma das implicagoes mais importantes de ¢) é que
Var(3;]X) > Var(3,]X), Vi(=1,2,...,K),

ou seja, para qualquer um dos coeficientes da regressao, a variancia do esti-
mador OLS nao é maior que a de qualquer outro estimador linear centrado.

Proposigao 2.2 — nao enviesamento de s (ou 55)
Sob as hipéteses H1 a H4 e desde que T' > K, F(s?|X) = 02 e portanto E(s?) = 0.

Desta forma, o estimador natural ou logico para a matriz de covariancias do
estimador OLS é dado por

—

Var(6|X) = *(X'X)~".

2.4 Testes de hipdteses

De novo de forma muito abreviada e sem apresentar qualquer demonstragao, (re)-
veremos em seguida os resultados empregues para efectuar testes estatisticos sobre
os coeficientes do modelo de regressao. Como é bem sabido, agora a validade da
hipotese H6 passa a ser crucial.

Comegamos por considerar o caso em que se pretende testar uma hipdtese sobre
um unico coeficiente,

HO : /Bj = ;')7
onde ﬁ? representa o valor especificado pela hipotese nula. Introduza-se primeiro a

notacao N
se(B;) = \/$* (X' X) 71y

para representar o erro padrao (standard error) do estimador B;

Proposicao 2.3 — Distribuigao da estatistica-t.
Sob as hipoteses H1 a H6 e quando H, é verdadeira, isto é, sob Hj, a estatistica-t
B — B}

tj = — t(TfK)~

se(3;)
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Como é bem sabido, o teste estatistico pode ser efectuado com base nesta es-
tatistica de teste pois a sua distribuicao nao depende de qualquer parametro descon-
hecido. Se nao fosse esse o caso, a esse(s) parametro(s) chamar-se-ia parametro(s)
perturbador (es).

A légica de utilizacao da estatistica, a forma de tomada de decisao e a sua
utilizacao sao pressupostas conhecidas. O mesmo acontece com a sua utilizagao
para construir intervalos de confianca e com o emprego de valores-p para tomar
decisoes (uma boa referéncia sobre este assunto é Davidson e MacKinnon, 1993, pp.
80-81).

Recorda-se ainda que, no caso em que se tem, Hy : By = 0, isto é, um teste de
significancia individual sobre um coeficiente, a estatistica de teste reduz-se a

tj = ﬁi\ ~ t(T—K) sob Ho,

se(;)

e é usualmente designada de réacio-t.

Mais geralmente, poderemos estar interessados em testar restri¢oes lineares sobre
os coeficientes, escritas sob a forma de um sistema de equacoes lineares,

Hy: RG=r,

onde a matriz R e o vector r sao conhecidos, pois sao especificados pela hipotese
nula. Considera-se que o nimero de equagoes, isto é, o nimero de restrigoes lineares
é J e, portanto, a matriz R é de tipo (J x K). Para assegurar que nao ha equagoes
redundantes e que as restricoes nao sao contraditérias, requer-se que as J linhas
sejam linearmente independentes, isto é, que a caracteristica de R é J (r(R) = J).

Proposicao 2.4 — Distribuicao das estatisticas-F.

Sob as hipdteses H1 a H6 e sob Hy : RS = r, com R matriz conhecida de tipo
(J x K), com r(R) = J, tem-se

—

F=(RB—r)[RVar(BIX)R|™MRB —7)/J ~ Fur_x).

Recorde-se, ainda, que ha uma forma muito mais simples de obter o valor desta
estatistica de teste. Representando com S SRy g a soma dos quadrados dos residuos
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do modelo estimado sem restrigoes e com SSRg a soma dos quadrados dos residuos
do modelo estimado impondo as restrigoes, isto ¢, sob Hy, a estatistica pode escrever-

Se
(SSRg — SSRyr)/J

SSRyr/(T — K)

onde o denominador é o estimador OLS de 02 do modelo sem restricoes.

F =

2.5 Estimacao de maxima verosimilhanca

Tal como nas subseccoes anteriores, reveem-se aqui, de forma bastante sumaria, os
principais resultados associados a estimagao de maxima verosimilhanca (MV).
Com base nas hipéteses do modelo tem-se que

y|X ~ N(X3, o°I).

Por conseguinte, a densidade do vector de observacoes y condicional em X, isto é,
a funcao de verosimilhanca é

FIX) = o) P exp [~ 5y — X6) (v~ X))

Logaritmizando, tem-se a funcao log-verosimilhanca:

1
202

Como se recorda, a maximizagao desta funcao concentrada relativamente a 3 equi-

log L(5,0%) = — 3 log(2m) — L log(0®) ~ 5 5y — XB)(y — X5).

vale a minimizacao da soma dos quadrados dos residuos. Desta forma, o estimador
de méxima verosimilhanca é o estimador OLS. Todavia, o estimador de MV de o2
nao é o estimador OLS e é, portanto, enviesado.

Proposicao 2.5 — Estimacao de MV dos parametros.

Sob as hipéteses H1 a H6, o estimador de MV de 3, B, ¢ o estimador OLS, B, e o
estimador de MV de o2 ¢

~_de _SSR_T-K,

T T T

Uma expressao que também pode ser ttil é a do valor maximizado da funcao

log-verosimilhanca:
T T

. T
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Como, por outro lado, se pode mostrar que a matriz de covariancias do estimador
OLS de g ¢ igual a matriz de covariancias minima de estimadores centrados de j3,
isto é, ao limite inferior de Cramer-Rao, tem-se a seguinte proposic¢ao.

Proposicao 2.6 — O estimador OLS é BUF (best unbiased estimator).

Sob as hipéteses H1 a H6, o estimador OLS B ¢ BUE, no sentido em que qualquer
outro estimador centrado (mas nao necessariamente linear) de 8 tem maior matriz
de covariancias no sentido matricial.

Como ¢ evidente, este resultado é mais forte que o teorema de Gauss-Markov.
Todavia, ao contrario deste, requer a satisfacao da hipdtese de normalidade.

2.6 Revisitando as hipoteses

Para cada resultado foram referidas as hipoteses necessarias a sua validade de forma
breve, o que podera levar a pensar que a sua importancia é relativamente reduzida.
Nao é esse o caso e aconselha-se o leitor a rever as hipéteses e as proposigoes. A
titulo de exemplo, e sem pretender esgotar estes aspectos, saliente-se que:

a) se pelo menos uma das duas primeiras hipéteses nao for satisfeita, nao sé o
estimador OLS nao tera as “belas” propriedades referidas como os resultados
obtidos para fazer inferéncia estatistica deixarao de ser validos (por exemplo,
um teste estatistico podera passar a ter uma dimensao real muito superior a
nominal);

b) se a hipdtese de homocedasticidade ou a de auséncia de autocorrelagdo nao
forem satisfeitas, o estimador OLS continuara a ser centrado mas deixard de
ser BLUFE e, mais uma vez, os métodos de inferéncia associados as estatisticas
de teste apresentadas deixam de ser validos;

¢) se a hipdtese de normalidade nao for satisfeita o estimador de MV deixa de ser
o estimador OLS ° e este deixa de ser BUE. Também os resultados distributivos
exactos deixam de ser validos.

Por outro lado, nao é demais insistir na importancia da hipotese H2, de exogenei-
dade estrita dos regressores. O modelo cléssico permite ao OLS produzir “belos”

°E diz-se que o estimador OLS passa a ser um estimador de quasi ou pseudo-MV.
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resultados de estimacao e de inferéncia mas tem aplicabilidade muito reduzida de-
vido a essa exigéncia, que raramente é satisfeita. Acresce que, como ela nao é
formulada no contexto de um modelo estatistico completo e como o estimador OLS
assegura sempre a ortogonalidade amostral, X’e = 0, mesmo que a hip6tese nao seja
satisfeita, ela é muito dificilmente testavel.

Desta forma, é o raciocinio econémico ou a analise econémica da plausibilidade
da hipétese que deverao ser empregues. Ou seja, é crucial considerar cuidadosamente
o contexto econémico da analise. Considerem-se alguns exemplos de ilustragao.

1. Suponha-se que se pretende analisar a sensibilidade das exportagoes portugue-
sas para os EUA ao rendimento desse pais empregando um modelo de regressao
das primeiras sobre o segundo. Pode considerar-se que existe um efeito de
feedback, isto é, de causalidade inversa, e que, pelo menos com dados anuais,
este até é contemporaneo: uma reducao das exportacoes portuguesas reduz
o rendimento nacional, o qual tendera a reduzir as importagoes portuguesas
provenientes dos EUA e, assim, a reduzir o rendimento dos EUA. Todavia, a
importancia das importagoes portuguesas com origem nos EUA no rendimento
deste pais é muito pequena, pelo que é plausivel tratar esta ultima variavel
como estritamente exogena.

2. Ja nao seria assim, no entanto, no caso de a varidavel dependente serem as
exportacoes da UE para os EUA. Existe, neste caso, um efeito de causali-
dade inversa simultaneo com bastante significado, o que retira plausibilidade
a satisfacao da hipodtese.

3. Uma situacao do mesmo tipo caracteriza a analise da influéncia dos pregos do
petroleo sobre o rendimento ou sobre a inflacao. Tradicionalmente, considerava-
se que os pregos do petroleo poderiam ser considerados como um regressor
exégeno pois sao determinados nos mercados internacionais e, em grande me-
dida, por accao concertada dos paises da OPEP. Todavia, como se tem consta-
tado, os membros desta organizacao fixam as quotas de produgao tomando em
consideragao as condigoes da economia mundial (entre outros factores). Desta
forma, se a andlise tem por objectivo o estudo do impacto dos precos sobre
o rendimento ou sobre a inflacao dos EUA, a varidavel nao pode ser conside-
rada (estritamente) exdgena. J4 ndo serd assim se o objecto de estudo for a
economia portuguesa, cujo peso na economia mundial é muitisimo reduzido.
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2.7 Um resultado algébrico importante

Nesta ultima subseccao apresenta-se, sem demonstracao®, um resultado algébrico
importante para o estimador OLS do modelo de regressao linear. Trata-se de um re-
sultado que se pode revelar muito 1til para efectuar demonstragoes sobre coeficientes
individuais ou sobre grupos de coeficientes do modelo, bem como sobre estatisticas
de teste associados a eles.

Proposicao 2.7 — Teorema de Frisch-Waugh-Lovell (FWL).

Parta-se a matriz X em dois blocos, X e X5, de tipos (T x K1) e (T x K3), respec-
tivamente, com K; + Ky = K, X = [X; X;]. Faga-se a respectiva parti¢ao do vector
de coeficientes 3: ' =[] 35]. A regressao pode entao escrever-se como

y = X161 + X303 + u.

Sejam:
P1 - Xl(X{Xl)ilX{,

a matriz de projeccao da regressao de y apenas sobre os regressores de X7,
My=1-P =1-X(X]X))"'X],
a matriz aniquiladora da mesma regressao,
Xy = M1 Xo,

a matriz cujas colunas sao os vectores de residuos da regressao da respectiva variavel
de X5 sobre os regressores de Xy, e

{yv = M1y7

o vector de residuos da regressao de y apenas sobre os regressores de X;. Note-se
que, por exemplo, este vector y representa a variagao de y expurgada da associacao
linear com os regressores de X7, isto é, com essa parte da sua variagao removida.
Entao:
B2 = (X5 X5) "' X3 9,

6Convida-se o leitor a efectuar a demonstracio. Para este efeito, encontra em Hayashi (2000),
p. 72-T4, varias sugestoes.
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isto é, as estimativas OLS de (3 podem ser obtidas efectuando a regressao OLS dos
residuos y sobre a matriz de residuos X,.
Por outro lado,
& =DMj=e,

ou seja, os residuos OLS da regressao de y sobre X, sdo idénticos aos residuos da
regressao de y sobre X = [X; X5 (isto é, sobre todos os regressores).

Por outras palavras, as estimativas OLS de (3, e os residuos da regressao original
e da regressao de y sobre X, sdo iguais.

2.8 Exercicios

2.1 Mostre que as hipdteses H1 e H2 implicam a equacao (3).

2.2 Mostre que as hipoteses H2, H4 e H5 implicam que
Var(u) =0% t=1,2,...,T, e
Cov(ug,us) =0, Vt,s(=1,2,...T), t # s.

2.3 (Adaptado de Hayashi [2000], pp. 81-84.) O objectivo deste exercicio é o
de confirmar, com andlise de simulacao, as propriedades obtidas teoricamente
para o modelo de regressao linear classico, considerando um modelo muito

simples.

Considere que o processo de geracao de dados é
yt:l—|—0.5xt—|—ut, utNZZdN(O, 1), tzl,...,32,

com
Ty — 24 0.6 Ty 1+ Ne, M ZZdN(O, 1), Tg ~ N(5, 125)

a) Considerando 10000 réplicas, analise E (3 |X). Diga também como pro-

-~

cederia para analisar F(f3).

b) Ainda considerando 10000 réplicas, estime a probabilidade de rejeicao do
teste-t de Hy : B = 0.5 vs. Hy : By # 0.5. Interprete a estimativa obtida.

c) Efectue as andlises das alineas anteriores com 20000 e 50000 réplicas e
compare os resultados.
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d) Diga como procederia para estimar a poténcia do teste-t de Hy : 53 = 0
vs. Hy : P # 0, isto é, a poténcia do teste no ponto G = 0.

e) Em vez dos ntimeros de réplicas das alineas anteriores, Hayashi sugere a
possibilidade de empregar 1 milhao de réplicas. Comente esta sugestao.

2.4 (Revisao de varidveis dummy.) Alguns investigadores sustentam que uma
funcao consumo agregada simples das familias, Cy = 81 + 52Y D, +u;, apresen-
tou, para Portugal, um comportamento anémalo entre 1974 e 1977. Supondo
que dispoe de dados anuais, que esse modelo satisfaz as hipéteses H1 a H6,
e utilizando varidveis artificiais (dummy), diga como procederia para testar a
validade dessa proposicao:

a) relativamente ao consumo auténomo;

o

@]

) relativamente a propensao marginal a consumir, e
) relativamente a ambos os coeficientes conjuntamente.

oL

Sera mesmo razoavel considerar que as referidas hipoteses sao satisfeitas
por este modelo? Justifique devidamente, discutindo a validade de cada
uma das hipéteses.

20



3 O Modelo de Regressao com Regressores Pré-

Determinados

Na seccao anterior apresentaram-se os resultados exactos ou de pequenas amostras
para a estimacao e inferéncia OLS do modelo de regressao linear. Como se referiu, a
hipdtese H2, de exogeneidade estrita, é pouco realista para a maioria das aplicagoes
com séries temporais. Nesta seccao essa hipétese sera abandonada, o mesmo acon-
tecendo com a hipotese de normalidade. Os resultados que se obterao sao validos
apenas assimptoticamente, isto é, em grandes amostras.

3.1 Alguns resultados preliminares

Pressupoe-se que os varios conceitos de convergéncia bem como os resultados tedricos
que os relacionam e que os permitem manipular algebricamente sao conhecidos. Em
Hayashi (2000), pp. 88-94, encontra-se um sumério dessas matérias e em Wooldridge
(2002), pp. 35-46, um tratamento mais extenso. Aqui tratar-se-a quase exclusiva-
mente de apresentar duas versoes de leis dos grandes nimeros e uma do teorema
de limite central. Embora estes resultados sejam assumidos conhecidos, o objectivo
principal é de os contrastar com outros mais adequados para séries temporais, que
serao apresentados mais adiante.

Recorde-se que um estimador é, consistente (para o parametro 6), é dito ser
assimptoticamente normal se

VT(0r — 6) -4 N(0, ¥).

Recorde-se também que a multiplicacio do erro de amostragem por v/T é usualmente
necessaria para que a distribuicao limite nao seja degenerada, isto é, para que se
possa efectuar inferéncia (fazer testes de hipdteses e construir intervalos de confianga)
sobre o parametro #, véalida assimptoticamente. A essa multiplicagao chama-se,
por vezes, de transformacao estabilizadora da variancia. De um estimador nestas
condicdes também se diz que é VT — consistent, e diz-se que ele converge para o
parametro a taxa (ou a velocidade) VT. Por outro lado, um acrénimo usado para
um estimador consistente e assimptoticamente normal é CAN.

A matriz de covariancias ¥ é chamada de matriz de covariancias assimptotica
e, por vezes, é representada com Avar(éT). Embora seja também essa a convengao
que serd seguida aqui, note-se que alguns autores usam a notacao Avar(éT) para
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representar (1/7)X.

Vejamos, agora, duas leis dos grandes nimeros (LLNs, laws of large numbers).
Comecemos por considerar uma sucessao de varidveis aleatérias {z:} e a sua média
amostral, zp = (1/T) X1, z. As leis dos grandes niimeros estabelecem as condigoes
sob as quais a sucessao {Zr} converge em probabilidade ou quase certamente (a.s.)

Uma versao da LLN fraca de Chebychev

Se limy o, E(Zr) = p e limyp_ o Var(zr) = 0, entao
— p
Zr — M.

Segunda lei forte dos grandes niimeros de Kolmogorov

Se a sucessao {z:} é i.i.d. com E(z;) = p, entao

ET & M.

Note-se que esta LLN requer que as variaveis da sucessao sejam ¢.¢.d. mas nao
requer que tenham variancia finita. Recorde-se, ainda, que a convergéncia quase
certa implica a convergéncia em probabilidade.

Por outro lado, a tinica versao de teorema de limite central (CLT) que se recor-
dara aqui refere-se a sucessoes de vectores aleatérios i.i.d..

CLT de Lindeberg-Levy

Seja a sucessao de vectores aleatérios {z:}, i.i.d., com E(z) = pe Var(z) = X.

Entao
1

VT

Isto é, a sucessdo de vectores aleatérios {v/T (Zp — )} converge em distribuicio para

VI(zr =) = = 3"(a = p) == N(0, %),

um vector aleatério cuja distribuicao é N(0, ).

3.2 Conceitos basicos

Embora a maioria dos conceitos béasicos de séries temporais sejam considerados con-
hecidos, nesta secgao revisitam-se alguns deles. Possivelmente, alguns nao serao
ainda conhecidos. Tal como anteriormente, segue-se Hayashi (2000), que se baseia
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em Hamilton (1994), muito de perto.

Processos estritamente estacionarios

Um processo estocdstico {z;} é estritamente estacionério se, para qualquer inteiro

finito r e para qualquer conjunto de indices tq, to,..., t., a distribuicao conjunta
de (z, 21y, 21y, - - -, 2,.) depende somente dos intervalos que separam as datas, t; — ¢,
to—t, t3 —t, ..., t, —t, mas nao de t.

Por exemplo, a distribuigdo de (z9,25) terd que ser igual a de (z9,215). S6 a
posicao relativa na sucessao interessa para a distribuicao. Entao, em particular, a
distribuicao de z; nao devera depender de t, de forma que a média, a variancia e
outros momentos, se existirem, sao os mesmos para todo o £. Um exemplo basico de
um processo estritamente estacionario é o de uma sucessao de variaveis aleatérias
i.i.d. (que, adicionalmente, nem sequer apresenta qualquer dependéncia temporal).

Refira-se, também, que qualquer transformagcao ou funcao continua (mensuravel)
de um processo estritamente estacionario é, em geral, ainda estritamente esta-
ciondria. Por exemplo, se o processo vectorial {z;} é estritamente estaciondrio,
{2 z;} também é.

Saliente-se que, se um processo vectorial {z;} for estacionario, entdo cada um
dos seus elementos, {z;}, também é. Todavia, o inverso nao é verdadeiro: nao basta
que cada elemento de um processo vectorial seja estacionario para que o vector o
seja. Veja-se Hayashi (2000), p. 99, para um exemplo.

Processos estacionarios em covariancia

Um processo estocéstico {z;} é fracamente estacionério, ou em covariancia, se:
i. E(z) nao depende de t, e

ii. Cov(z, z—;) existe (finita) e s6 depende de 7, nao de ¢ (por exemplo, Cov(zs, 27)
000(2’15, Zlg)).

Ou seja, a média é constante ao longo tempo e s6 a distancia entre datas interessa
para as (auto)covariancias de um processo estaciondrio em covariancia. Como é
sabido, a condic¢do ii. também implica que a variancia do processo (que existe,
finita) seja constante ao longo do tempo.

Obviamente, se um processo € estritamente estacionario e se a variancia e as
covariancias sao finitas, entao o processo ¢é estacionario em covariancia. Todavia, ha
processos que sao estacionarios em covariancia mas nao em sentido estrito.
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Tal como na generalidade da literatura, quando se referir que um processo é
estacionario devera entender-se que é em covariancia ou em sentido fraco.

Processos ruido branco

Em Hamilton (1994) e em Hayashi (2000) um processo é chamado de ruido branco
se for estaciondrio, com média nula e sem autocorrelagao:

E(z)=0 e Cov(z,z-_;)=0,Vtej#0.

Adicionalmente, se além de possuir média nula e variancia finita o processo for
1.1.d, entao é chamado de processo ruido branco independente. Aqui, todavia, nao
sera seguida a definicao acima nem esta ultima convencao e adoptar-se-a a defini¢ao
mais corrente na literatura, bem como a notagao usual, {¢}:

o processo {6} é um processo ruido branco se ¢, ~ iid(0, o).

Se, adicionalmente, ¢; ~ N, isto é, ¢ ~ #id N(0, 0?), falamos em ruido branco
Gaussiano.

Ergodicidade

O principal problema da andlise de séries temporais é que s6 observamos uma tra-
jectéria do processo estocdstico, isto é, apenas uma das suas possiveis realizagoes. Se
tivéssemos acesso a varias trajectorias poderiamos estimar, por exemplo, a média,
para uma determinada data, do processo. A essa média estimada (da populagao)
chama-se usualmente média de conjunto (ensemble mean). Todavia, ao contrario
do que fazemos com as simulagoes de Monte Carlo, nao podemos relancar intimeras
vezes a historia. Como é sabido, os dados da macroeconomia nao sao experimentais.
Ora o conceito de ergodicidade tem a ver com a possibilidade de estimar de forma
consistente a média ou outros momentos de conjunto com base na unica realizacao
que dispomos do processo estocéstico.

Mais concretamente, se a distribuicao da varidvel econémica permanecer inal-
terada ao longo do tempo — estacionaridade —, a particular série temporal de T’
observagoes pode ser vista como T diferentes observagoes da mesma distribuicao.
Além disso, se o processo nao for muito (temporalmente) dependente — ergodici-
dade —, cada elemento da série contera informacao nao existente noutros elementos
e a média temporal da série serd consistente para a média de conjunto. O mesmo
se podera dizer relativamente a outros momentos.
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Nao serd fornecida qualquer definigao formal e rigorosa de processo (estacionério)
ergédico 7. No seu lugar adopta-se uma definicao intuitiva: um processo estaciondrio
é ergodico se for assimptoticamente independente, isto é, se duas varidveis aleatérias
muito distantes na sucessao forem quase independentes. Ou ainda, se a medida que
a distancia entre os dois elementos do processo aumenta a independéncia entre eles
tem tendéncia para aumentar. E neste sentido que Wooldridge (2006) emprega a
designagao, bastante feliz, de “fracamente dependente”, para se referir a um pro-
cesso ergddico. Todavia, seguiremos a designacao mais comum.

De forma ainda menos rigorosa, consideraremos que um processo estacionario é
ergédico se
Cov(y, yi—j) — 0 quando j — oo,

isto é, se for assimptoticamente nao (auto)correlacionado. Adicionalmente, a con-
vergéncia para zero devera ocorrer ainda de forma relativamente réapida. Dito de
outra forma, exige-se que a memoria do processo decaia com o tempo e que o decai-
mento seja relativamente rapido.

Note-se ainda que:

a) ao contrario da estacionaridade, a ergodicidade nao é verificavel empirica-
mente;

b) a um processo estaciondrio que seja ergédico chama-se estacionario ergodico;

¢) em muitas aplicagoes as condigdes de estacionaridade e de ergodicidade sao
idénticas, razao pela qual muitos autores se referem apenas a primeira;

d) todavia, existem exemplos de processos que sao estaciondrios mas nao ergdédicos
(veja-se Hamilton, 1994, p. 47 e Canova, F., 2007, Methods for Applied
Macroeconomic Research, p. 11).

Consideraremos que estes exemplos sao “patoldgicos” e, frequentemente, quando se
referir que um processo é estaciondrio estar-se-a a considerar que é também ergdodico.
Como exemplos simples de processos ergodicos estacionarios considerem-se:

a) os processos ruido branco, ¢; ~ #id(0, 0%);

"Existem vérias na literatura; veja-se, por exemplo, Hayashi (2000), p. 101, Hendry (1995), pp.
730-2 ou White (1999), p. 44. Em Breimann, L. (1969), Probability, pp. 313-7, encontra-se uma
discussao interessante.
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b) os processos AR(1) estaciondrios: v = py—1 + €, com |p| < 1.

Em seguida apresenta-se um resultado que é uma generalizacao muito impor-
tante da LLN de Kolmogorov.

Teorema ergodico

Seja {z:} um processo estaciondrio e ergédico com E(z;) = u. Entao,

1 T
a.s.
— 2t — W.

T
T t=1

Ou seja, note-se que a hipdtese i.i.d., altamente irrealista para séries tempo-
rais, requerida pela LLN de Kolmogorov, nao é necessaria. O processo pode ter
dependéncia temporal desde que esta tenda a desaparecer no longo prazo.

Adicionalmente, se {z;} for estacionério ergédico e se f(.) for uma fungao continua
(mensuravel), {f(z)} também é estaciondrio ergédico. Desta forma, se existir
(finito) um qualquer momento de um processo estaciondrio ergédico, ele é estimado
de forma consistente pelo respectivo momento amostral.

Em particular, se {2} for estaciondrio ergddico e se existir E(z;:z;), entao

1T

T Z 22, =2 B(z2)).
=1

Martingalas

Seja z; um elemento do vector z;. O processo escalar {z;} é uma martingala rela-
tivamente a {z;} se

E(zit| 21, 2—2, ..., 21) = zi4—1 para t > 2.

Ao conjunto de informagao condicionadora (2z;_1, 2;—9,...,%1) chama-se usual-
mente de conjunto de informagao no ponto ou data t — 1.

Se o conjunto de informacao se limitar a sua prépria historia passada, o processo
{zi} é chamado simplesmente de martingala:

E(Zit| Zit—1y Rit—25 - zi,l) = Zit—1 para t 2 2.
E naturalmente, o processo vectorial {z;} é uma martingala se

E(z| zi-1,...,21) = z_1 para t > 2.
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Se o processo escalar {w, } for uma martingala relativamente ao processo vectorial
{2} e se for um elemento do segundo, entdao também ¢ uma martingala:

E(wi wi_q,...,w1) = w1 para t > 2.

Deixa-se esta pequena proposi¢do para demonstracao (usando a propriedade dos
valores esperados iterados).

Algumas teorias econémicas implicam que certos processos estocasticos sejam
martingalas. E esse o caso da versio de R. E. Hall da hipétese do rendimento
permanente. Considerando que z; representa um vector contendo informacgao sobre
varias varidveis macro-econémicas como o rendimento, a moeda, o consumo privado
(C), ete., deverd ter-se, de acordo com essa hipdtese,

E(Ot‘ Zt—1yRt—2y - - - 721) - Ct—17

isto é, as variagoes futuras do consumo privado deverao ser imprevisiveis. Natural-
mente, daqui também decorre que,

E(Ct‘ thb thzy ce »Cl) = Cy_1.

Também a versao da hipotese de eficiéncia dos mercados de activos formulada por
E. Fama implica que os pregos (ou os seus logaritmos) dos activos financeiros devem
seguir uma martingala.

Passeios aleatdrios

O exemplo mais simples e conhecido de martingala é o do processo de passeio
aleatério. Sendo {g;} um vector ruido branco (independente), um passeio aleatério
¢ uma sucessao de somas cumulativas:

=41, 2=01+92 -, =01 +tG2+ ...t Ge.. .,

provando-se facilmente que é uma martingala.
Conhecendo {z:}, a sucessao ruido branco que lhe estd subjacente, {g;}, pode
ser obtida facilmente por diferenciacao:

g1 = 21, 92:A22:'22_Z17 EIR) gt:Azt:Zt_Zt—la"'a

isto é, a primeira diferenca de um passeio aleatorio é um processo ruido branco.
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Diferencas de martingala

Um processo vectorial {g;} com média nula, E(g;) = 0, é uma diferenga de mar-
tingala (m.d.s., martingale difference sequence) se o valor esperado condicional nos
seus valores passados também for zero:

E(9tl 9t-1,9t-2--.,91) =0, parat > 2.

O nome do processo advém do facto de a soma cumulativa, {z;}, formada a partir
dele ser uma martingala. Inversamente, se um processo ¢ uma martingala, o processo
das suas primeiras diferencas é uma m.d.s. .

Se um processo é uma m.d.s., entdo nao tem autocorrelacdo, Cov(gy, gi—;) =
0, Vt,7 # 0. De facto, sem perda de generalidade considere-se j > 1 e note-se que,
como a média é nula, basta provar que E(gyg;_;) = 0. Tem-se

E(qgi—;) = E[E(9:9;;)] 915
= E[E(g|g:-5) 9i—;]-

Ora, como j > 1, - € {g—1,---,G—j,---,g1}. Portanto, pela propriedade dos
valores esperados iterados,

E(gi| 9i—j) = E[E(gt| gt=1, -+, Gt—js - - - 1) lg—5] = E(0] g1—;) = 0.

Podemos entao concluir que a condi¢cao para que um processo seja uma m.d.s.
¢ mais forte que a de auséncia de autocorrelacao: se um processo nao tem autocor-
relagao nao pode ser previsto com base numa fungao linear dos seus valores passados;
mas se ¢ uma m.d.s. nao pode ser previsto com base em nenhuma funcao dos seus
valores passados, seja a funcao linear ou nao.

Todavia, a condi¢ao para que um processo seja uma m.d.s. é mais fraca que a de
independéncia porque os momentos de ordem superior a um, como E(g2|g;_1,...,q1),
podem depender de valores passados. Por exemplo, com €; ~ iid N (0, 0?), o processo
Yy = 6,1 ¢ uma m.d.s. mas nao é independente.

Um processo ARCH ® é um exemplo de uma m.d.s. . Em particular, considere-se
o processo {g:}, ARCH(1):

g = \/ao + o197, €, com ¢ ~ iid(0,1).

8Estes processos sdo estudados de forma mais profunda nas disciplinas de séries temporais.
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Com efeito,

E(gl gi-1,-..,91) = E(\/ Qo+ a1gig €l i1, -5 G1),
= Jao+aigig Ee] gy 01),
= Jao+agig Ele),
= Jaog+aig? ,0=0,

onde a antepeniltima desigualdade resulta do facto de ¢, ser independente de (g;_1, ..., g1)-
De forma semelhante, também se pode mostrar que

V(l?”(gt| Gt—15- - 7gl> - E(gt2| gt—1,--- 791) = O + alg?—la

de forma que o processo apresenta heterocedasticidade condicional prépria, no sen-

tido em que o segundo momento condicional é fungao do préoprio passado do processo.
Um processo ARCH(1) é estritamente estacionério e ergddico se |a1| < 1 e se ¢

tiver uma certa distribuicao ou se o processo tiver sido iniciado no passado muito

distante. Nessas condigoes, também se pode mostrar que F(g?) = ag/(1 — ay).
Para assentar ideias:

a) um processo ruido branco (independente) é, obviamente, uma m.d.s. esta-
cionaria com variancia finita;

b) uma m.d.s. ndo tem autocorrelagao;

¢) as condigOes para que um processo seja uma m.d.s. estacionaria com variancia
finita sdo mais fracas que a de ruido branco (independente); por exemplo, um
processo ARCH(1) com |a| < 1 satisfaz as primeiras mas nao as segundas.

3.3 Outro teorema do limite central

O CLT seguinte generaliza o CLT de Lindeberg-Levy a processos m.d.s. estacionérios
e ergodicos.

CLT para processos m.d.s. estaciondrios e ergédicos (Billingsley)

Seja {g;} um vector m.d.s. estaciondrio e ergédico com

E(g:g9;) = %,
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e seja g = %Z'le g;. Entao,

1

VTg=
T

T
S g -5 N0, %),
t=1

S

Em primeiro lugar, obviamente, as condigoes deste CLT sao mais fracas que as
do de Lindeberg-Levy: nao é necessario que o processo seja i.i.d. . Note-se também
que, como a média de uma m.d.s. é nula, nao é necessario subtrair a média. Por
esta razao e também porque o processo é estacionério, tem-se Var(g;) = 3, que nao
depende de t (e todos os elementos desta matriz deverao existir, finitos).

Note-se, contudo, que existe ainda um CLT com condigbes mais fracas que este.

3.4 As hipoéteses do modelo

Veremos agora com bastante detalhe as hipoteses de um modelo que tem muito
maior aplicabilidade pratica que o modelo classico da sec¢ao anterior, pois a hipotese
de exogeneidade estrita sera substancialmente enfraquecida. Também nao sera
necessario empregar nenhuma hipdtese sobre a distribuicao dos erros. Todavia,
como veremos também, deixaremos de ter as boas propriedades do estimador OLS

em amostras finitas e passaremos a ter apenas propriedades assimptdticas °.

[H1’] — Linearidade. Idéntica a H1 do modelo cléssico.

[H2’] — Estacionaridade ergédica. O processo estocdstico vectorial, de dimensao
(K +1), {y:, x4}, é conjuntamente estaciondrio e ergodico.

Obviamente, deve salientar-se que esta hipétese nao era necessaria no modelo classico.
Ela representa o principal prego a pagar pelo enfraquecimento da hipdtese de exo-
geneidade estrita (que veremos a seguir).

Naturalmente, esta hipétese permite considerar os dados seccionais de amostragem
casual como caso particular. Isto é, se {y;, x;} sdo i.i.d. a hipétese é trivialmente
satisfeita.

9A0 contrario de Hayashi (2000), p. 109, ndo se discute aqui em detalhe a distin¢ao subtil
e algo “filoséfica” entre modelo e processo de geragdo de dados (DGP, data generating process).
Como DGP entende-se uma especificagao completa do processo que gerou a amostra finita de
dados, incluindo valores especificos para os parametros, o que o permite simular num computador.
Por outro lado, um modelo é um conjunto de DGPs. Para mais detalhes, veja-se, por exemplo,
Davidson e MacKinnon (2004), pp. 30-1 e 86-7.
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Note-se ainda que a satisfacao desta hipdtese implica que também o processo
dos erros, {u;}, é estaciondrio e ergédico. Basta notar que u; = y; — x}3. Por outro
lado, daqui decorre também que, F(u?) ndo varia com t, ou seja, deverd existir
homocedasticidade nao condicional (ou marginal):

Ew))=0*t=1,2,...,T.

Todavia, sublinhe-se que podera existir heterocedasticidade condicional, isto é, podera
acontecer que E(u?|x;) seja uma fungao de ;.

[H3’] — Regressores pré-determinados. Todos os regressores sao pré-determinados,
no sentido em que sao ortogonais ao erro contemporaneo:

E(.thut) = O, ‘v’t(: 1,2,. o ,T) ej(: 1,2,. . ,K)
Também se pode escrever Ex(y; — x}3)] = 0, ou ainda, com a conven¢ao
gt = Ty,

E(g:) = 0.

Muito ha a dizer sobre esta hipotese:

a) a definigdo adoptada de regressor pré-determinado nao é universal pois exi-
ge apenas a ortogonalidade relativamente ao erro contemporaneo, isto ¢, da
equagao em que aparece o regressor (nao necessariamente com o mesmo indice
temporal). Historicamente, era usual dizer-se que o j-ésimo regressor era pré-
determinado quando E(x;_;;ju;) = 0, Vi > 0, e ndo somente para ¢ = 0; ou
seja, exigia-se ortogonalidade dos erros nao s6 em relacao aos regressores con-
temporaneos mas também relativamente aos valores passados dos regressores.
No entanto, embora mais fraca, a condicao adoptada é suficiente para obter os
resultados assimptéticos. Por outro lado, talvez para evitar essa confusao, au-
tores como Wooldridge (2006) nao se referem a regressores pré-determinados
mas sim a contemporaneamente exogenos, o que parece ser mais adequado. To-
davia, é esta a definigdo adoptada em Hamilton (1994) e em Hayashi (2000).

b) Claramente, esta hipdtese é mais fraca que H2: qualquer regressor estritamente
exégeno é pré-determinado, mas o reciproco nao é verdadeiro. Em particular,
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H2 nao permitia a existéncia de correlacao do erro u; com os regressores fu-
turos, z;4;, com ¢ > 1. Pelo contrario, a nova H3’ permite a existéncia dessa
correlacao.

Assim, por exemplo, os processos AR(1) (com erros i.i.d.) satisfazem a nova
hipétese. Note-se que, para estes processos, a exigéncia de ortogonalidade
se refere a E(y;—1u;) = 0 (ndo, obviamente, a FE(y; u;) = 0, impossivel de
satisfazer).

¢) No lugar da condicao de ortogonalidade poder-se-ia ter considerado a condigao
E(Ut| l’t) = O,

que é a condigao de exogeneidade contemporanea de Wooldridge (2006). To-
davia, esta condigao é mais forte que a de ortogonalidade (reveja os comentérios
sobre H2, na secgao anterior). Em particular, ela implica que, para qualquer
fungao f(.) (mensurével) de x;, f(x;) é ortogonal a u:

E[f(zi)w] = E[E(f(2¢) we|wi] = E[f (2) E(ue|ze)] = 0.

Adicionalmente, a condicao acima é equivalente a exigir-se
/
E(y| x) = ;8.

d) No caso em que o modelo tem termo independente — como tem vindo a ser
assumido —, a hipdtese implica que

E(u;) =0, ¥t e Cov(zs,u) =0, Vi,

o que significa que se pode afirmar que os regressores nao estao contempo-
raneamente correlacionados com os erros.

e) Obviamente, esta hipdtese continua a excluir a possibilidade de existir algum
regressor endégeno, isto é, algum regressor x; tal que E(x;u;) # 0 para algum
t.

[H4’] — Condicao de caracteristica. A matriz quadrada de ordem K FE(z;x}) é
regular (e, portanto, é finita). Convenciona-se representar esta matriz com .
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Esta hipdtese ¢ a andloga de H3 (de auséncia de colinearidade). De facto, considere-

S€ O Processo

1 4 / ]' !/
ng = fZI‘tI’t = TX X,
t=1
e note-se que se trata do processo dos momentos cruzados dos regressores. COHl

base nesta hipétese e em H2’ e empregando o teorema ergodico, tem-se
a.s.
SLZ?.’E Z$.’IJ’

Ou seja, pelas hipdteses H2' e H4' e para T suficientemente grande, S,, = (1/T)X'X
¢ regular. Mas como (1/7)X’'X é regular se e s6 se r(X) = K, a hipdtese H3 ¢é sa-
tisfeita em probabilidade no limite (quando 7" — o).

[H5’] — {gt} é uma m.d.s. com segundos momentos finitos. {¢;} ¢ uma
m.d.s. e a matriz quadrada de ordem K de momentos cruzados F(g, g;) é regular.

Considerando o processo {g} = (1/T) L, g; convencione-se representar com S a
matriz de covaridncias assimptética da distribuicao de /T g, isto &,

S = Avar(g).

Desta forma, pela hipétese H2’ e pelo CLT para processos m.d.s. estacionarios
e ergodicos esta-se a convencionar que

S = E(g:9,)

e note-se que esta ¢ uma matriz de momentos de ordem 4. Com efeito, como ¢; =
T4y, ela pode escrever-se como E(ulz:x}) e o seu elemento da linha i e coluna j é
E(uixyxy;). Para estimar a matriz S de forma consistente serd necessario introduzir
uma hipdtese adicional (veja-se a subseccao 3.7, mais adiante).

Note-se, também, que esta hipdtese ¢ mais forte que H3’. Com efeito, basta
recordar que, por definicao, um processo m.d.s. tem média nula, para se ter imedi-
atamente E(x,u;) = 0. No entanto, embora ela nao seja necessaria para mostrar a
consisténcia do estimador OLS, sé-lo-a4 para obter a sua distribuicao assimptotica.

A interpretacao intuitiva desta hipotese nao é simples mas pode considerar-se
uma condicao suficiente para que ela seja satisfeita, e que é mais simples, que é:

E<ut’ U1y Ut—2y5 -+, UL, Tty T—15 - - - 7x1) = 07 v757 (7)
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onde se nota a inclusao dos regressores contemporaneos (para além dos desfasados).
Com efeito, note-se que, pela propriedade dos valores esperados iterados,

E(gtlgtfb s 791) = E[E(gt’utflautf% ey U, Ty Ty—1, - - - 7:1:1) ’gtfly s 791]7

pois ha mais informagcao no conjunto informativo “de dentro” do que no “de fora”.

Mas entao, como
E(gt|9t—1a---791> = E[xtE(ut|ut—laut—27"'7ulaxt7xt—la'"7$1)|gt—1a"'7g1]7

é igual a zero se a condigao da equacao (7) for satisfeita, essa condi¢do é suficiente
para que {g;} seja uma m.d.s.
Note-se, ainda, que a condi¢ao de (7) tem duas implicagdes muito importantes:

a) os erros nao podem estar autocorrelacionados, e

b) os erros ndo podem estar correlacionados com os regressores contemporaneos

e passados 1.

Por outro lado, quando o modelo tem termo independente, a prépria condicao
da hipétese H5" implica (requer) que os erros nao estao (estejam) autocorrelaciona-
dos. De facto, como o primeiro elemento do vector ¢;(= x4u;) é simplesmente u;, a
hipétese implica que

E(uy| g—1, gi—2,-- -, g1) = 0.

Mas entao, de novo pela propriedade dos valores esperados iterados, o processo {u;}
¢ uma m.d.s. (escalar), isto é,

E(ui| wg—1, w2, ..., u1) =0,

e, portanto, é um processo sem autocorrelagao.
Finalmente, note-se ainda que é gragas a esta hipétese que S é igual a FE(g,q,).
Sem ela, a expressao de S seria mais complicada, pois envolveria as autocovariancias

de gt-

10Deixa-se a demonstracio ao cuidado do leitor e nota-se apenas que é muito semelhante & de
que uma m.d.s. nao tem autocorrrelagao.
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3.5 Propriedades assimptoticas

As bases para as propriedades assimptéticas da estimacao e inferéencia OLS foram
estabelecidas e falta apenas tratar do problema da estimagao consistente de S(=
Avar(g) = E(g;g;) = E(u?zz})). O tratamento desse problema é relegado para
uma fase posterior e, por agora, sera assumido que existe um estimador consistente
para essa matriz.

Mostrar-se-a entao que o estimador OLS é consistente e assimptoticamente nor-
mal (CAN). Recorda-se que, embora nao se empregue nenhum indice, o comporta-
mento do estimador B depende da dimensao da amostra, T

Proposicao 3.1 — Propriedades assimptoéticas do estimador OLS de £.

a) (Consisténcia) Sob as hipdteses H1’ a H4’ (isto é, sem a hipétese H5'), tem-se
plimB =J.

b) (Normalidade assimptotica) Sob as hipoteses H1’, H2’, H4’ e H5’, e com 3., =
E(z;), gt = v e S = E(gig;), tem-se

VT(3 — B) —% N(0, Avar(B)) quando T — oo,

onde
Avar(3) = 2155 L

~

c¢) (Estimacao consistente de Avar(3)) Suponha-se que existe um estimador con-
sistente da matriz S, quadrada de ordem K, S. Entao, sob a hipdtese H2’, a

matriz Avar(3) pode ser estimada de forma consistente com

—

Avar(f) = S;1S S
onde S, ¢ a média amostral de x;x} (reveja-se (4), por exemplo):

I~ o, 1,
SMZT;@@:TXX

Para provar a) comecemos por escrever o erro de amostragem em termos de
médias amostrais:

~

-0 = (X'X)'X'u

= (3x%) 7 (3X)
= (3=limay) ($TL aw)
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onde g = (1/T) ¥ gt

Ora, como pela hipétese H2' o processo {z,2}} é estaciondrio e ergddico, Sy, ——
Yez. E, como por H4’, esta matriz é regular, tem-se S} 2+ ¥~ Também por H2’
(e H1"), g 2 E(g;), que é um vector nulo, por H3’. Desta forma,

plim(3 — ) = ;10 = 0,

e, portanto, plimB = /.
Por outro lado, para provar b) multiplique-se a tdltima expressao obtida acima
para o erro de amostragem por /T

VI(3—5) = S, (VT g).

Ora, por H5’, VT g 4, N(0,S). Portanto, por uma das propriedades bésicas para
sucessoes de varidveis aleatérias !, tem-se

VI(5-p) -5 N (0,518 (2]

Mas como a matriz Y, é simétrica, este resultado pode escrever-se sob a forma da
proposicao. Assim, a distribuicdo do erro de amostragem escalado por vT pode ser
aproximada, em grandes amostras, pela distribuicao normal. O estimador OLS é,
neste caso, \/T—consistent.

Relativamente a c¢), trata-se de uma aplicacao imediata da estacionaridade ergddi-
ca. Em resumo, note-se que estas demonstracoes seguiram o padrao usual da teoria
assimptdética classica:

a) comegar por escrever as magnitudes a tratar sob a forma de momentos amostrais;

b) aplicar a LLN e o CLT relevantes a esses momentos (neste caso, respectiva-
mente, o teorema ergddico e o resultado de Billinsgley para m.d.s. estacionarios
e ergbdicos);

c) empregar as propriedades basicas da teoria assimptdética.

Recorde-se que, pela hipétese H2', E(u?) = o? para todo o t, ou seja, ex-
iste homocedasticidade nao condicional. Adicionalmente, quando o modelo tem
termo independente, 0% representa a variancia nao condicional dos erros (Var(u;) =

G gz -4 2 ~ N(0,%) e Ap -2 A, entio Apar —= N(0, ASA).
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0?). A proposigao seguinte estabelece a consisténcia do estimador usual OLS desse
12

parametro
Proposicao 3.2 — Estimacao consistente da variancia dos erros.

Desde que E(u?) exista (finito), representando os residuos OLS com e; = y; —z}3(t =
1,2,...,T) e sob as hipéteses H1” a H4’, tem-se que

- 1
5% = o2 T_K;ef L5 E(ud).

3.6 Inferéncia estatistica

Nesta subsecc¢ao continua a assumir-se que dispomos de um estimador consistente de
S(= E(g:91)), S. Tal como na sec¢ao anterior, s6 o problema dos testes de hipSteses
lineares serd tratado 3.

Comecemos por considerar um teste sobre um unico coeficiente, com H, forma-
lizada como Hy : 3; = ﬁ?. De acordo com a proposicao 3.1, sob Hy:

VT(B; — 82) % N[0, Avar(3;)],

onde Avar(3;) é o j-ésimo elemento da diagonal principal da matriz Avar(3). Nat-
uralmente, teremos que estimar esta magnitude de forma consistente:

—

Avar(3;) = Avar(f;).
Por conseguinte, usando novamente a propriedade da nota de pé-de-pagina 11,

VT B B o

AV‘;I"\(BJ) ()

onde se nota que a v/T' do numerador cancela com a do denominador e onde se usa
a CONvencao

.5 1. — 1 ~
se™(B;) = \/TAVal"(@j) = \/T(SEJS St )jin
chamado de se (erro padrao) consistente sob heterocedasticidade, ou se robusto
a heterocedasticidade ou, ainda, mais popularmente, se de White. A explicacao

12Pode ver-se a demonstracio em Hayashi (2000), pp. 115-6.
13Veja-se Hayashi (2000), pp. 121-2, para os testes de hipdteses nao lineares.
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para esta designacao é bastante simples: recorde-se que os erros podem ser condi-

-~

cionalmente heterocedésticos e que, por conseguinte, a matriz Avar() acomoda essa
possibilidade, isto é, estima de forma consistente Avar(B) mesmo nessas condicoes.

Por outro lado, para a distinguir da estatistica-t do modelo classico, a estatistica-
t anterior ¢ usualmente designada de estatistica-t robusta a heterocedasticidade,
pretendendo-se com esta designacao dizer que ela é valida mesmo na presenca desse
problema, isto é, que se baseia num estimador de Avar(ﬁ) que permite (e acomoda)
essa possibilidade.

Para o caso particular dos testes de significancia individuais, com Hy : 8; = 0,

tém-se também os racios-t robustos a heterocedasticidade,

t; = bi_ 4, N(0,1).
se*(5;)

Mostrou-se, assim, a primeira parte da proposicao seguinte.

Proposicao 3.3 — Estatisticas ¢t e de Wald robustas.

Suponha-se que as hipoteses H1” a H5 sao satisfeitas e que dispomos de um esti-
mador consistente de S, S, e seja

—
-~

Avar(3) = S;15 SL

rx

Entao:
a) sob Hy: 3 = ]Q, a estatistica-t definida acima converge em distribuicao para
uma N (0,1);

b) sob Hy: R = r, com R uma matriz de tipo (J x K), com r(R) = J, tem-se

—

W =T(RB —r){R[Avar(B)] R} (RB —r) -5 X)),

Embora relativamente pequena, omite-se a demonstragao de b) (veja-se Hayashi,
2000, p. 119). A designagao da estatistica (W) resulta do facto de se tratar de uma
aplicagao do principio de Wald, pois a estimagao é feita sem restrigoes (tanto 5 como
Avar(ﬁ) sdo estimadas sem impor as restrigoes de Hy).

Como ¢ sabido, uma vez que os testes sao assimptoéticos, a sua dimensao real ou
exacta é igual a nominal («) s6 aproximadamente, com a aproximacao a melhorar a

medida que T" — oo. Na realidade, a situagao mais frequente, mesmo para amostras
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de dimensao razoavel, é que a dimensao real seja superior a nominal, caso em que
se fala em distor¢coes de dimensao ou em sobre-rejeicoes de H.

Por outro lado, desde que as hipéteses do modelo sejam satisfeitas, ambos os
testes sao consistentes, no sentido em que, a sua poténcia contra valores alternativos
dos parametros tende para 1 quando 7" — oo. Esta propriedade é bastante simples
de verificar no caso dos testes baseados nas estatisticas-t.

Com efeito, considere-se um DGP que satisfaz as hipéteses H1’ a H5’ mas nao
a hipétese a testar, Hy : 3; = ﬁj@, suponha-se que a alternativa é bilateral, H; :
B # ﬁ?, e represente-se com 3} (# ﬁf) o verdadeiro valor de 3;. Recorde-se que a
poteéncia do teste contra esta alternativa é obtida calculando

Prob(|t;| > ta/2 | 57),
e recupere-se a expressao da estatistica-t

VT(3; — )

t

—

Avar(Bj)

Ora, como o denominador converge para 1/ Avar(@-) e como o numerador tende para
400 ou —oo (& taxa v/T) dado que B; SN B # ﬁjo, a probabilidade acima tende
para 1.

3.7 Estimacgao consistente de S

~

Para estimar a matriz de covariancias assimptética Avar(f3), até agora assumiu-se
a disponibilidade de um estimador consistente de S = E(g;g;) = F(u? z;z}) . Nesta
subseccao trataremos desse problema.

Empregando a estacionaridade ergddica, se observassemos os erros poderiamos
estimar essa matriz de forma consistente com o respectivo momento amostral

(L/T)> " wjme,.

A solugao para o problema é a usual: podemos substituir os erros por estimadores,
desde que estes sejam consistentes. Isto é, sob condicoes adicionais que veremos a
seguir, podemos empregar um estimador do tipo

1 T

q 2 /

S == euxy,
T
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onde, apesar de se ter empregue a notagao adoptada para os residuos OLS, os
e;’s representam os residuos obtidos com algum estimador consistente de 3, e, =
Yy — t@ (onde B representa um estimador consistente de (3, e nao necessariamente
o estimador OLS).

Mas para que este estimador seja consistente, ainda é necessario introduzir uma
hipdtese adicional, sobre os quartos momentos dos regressores.

[H6’] — Momentos finitos de ordem quatro dos regressores

Os momentos F[(z,14,)?] existem e sdo finitos para todo i e j(=1,2,...K).
Com esta hipotese adicional, é possivel mostrar-se a proposicao seguinte.

Proposicao 3.4 — Estimagao consistente de S.

Suponha-se que o estimador B, empregue para obter os residuos e;, é consistente e
que S = E(g:g;) existe e é finita. Suponha-se ainda que as hipéteses H1’, H2’ e H6’
sao satisfeitas. Nessas condicoes, o estimador S anterior é consistente para S.

Para perceber a razao da introducao de H6’ considere-se o caso do modelo de
regressao simples, sem termo independente, isto é, com z; um escalar. Nesse caso
tem-se N

6? = (yt - ﬁxt)Qv R
= (B + Ut — Bxy)?, ~
= uf —2(8 = Bz + (B — B)* zi.

Multiplicando os dois membros da igualdade anterior por z? e somando em ¢, tem-se
1 ie%z 1 iuzﬁ = —2(06 - ﬁ)l iutl‘?’ +(3 - 6)2l ix‘l
tvt tvt T t t
Ti= Ti= Ti= Ti=

Repare-se entao que, com H6’, como o quarto momento E(x}) é finito, pela esta-
cionaridade ergddica o respectivo momento amostral do iltimo termo da expressao
converge para esse valor. E como o estimador de 3 é consistente, todo esse termo
converge em probabilidade para zero. Pode ainda mostrar-se que, desde que as
hipSteses anteriores sejam satisfeitas, a média amostral de w;z7 também converge
em probabilidade para um valor finito, de forma que o primeiro termo do lado direito
da equacao anterior também converge em probabilidadade para zero. Desta forma,
o primeiro termo do lado esquerdo converge em probabilidade para o segundo.
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Assim, a matriz que se empregara para estimar de forma consistente a matriz de
covariancias assimptdética do estimador OLS é

—

T
Avar(B) = S} (1 > e?wé) Sew-
T t=1

Notando ainda que S se pode escrever como

~ 1
S=_-X'BX
T Y

onde B é a matriz diagonal de ordem T cujos elementos diagonais sao os quadrados
dos residuos OLS (B = diag(e?, e3,...,€2)), o estimador de S também pode ser
escrito como

Avar(3) = T(X'X)"{(X'BX)(X'X)~".

E esta matriz, sob esta forma ou sob a anterior, que é frequentemente chamada de
matriz de White (por ter sido proposta por este econometrista, em 1980, num artigo
que ficou célebre). Embora seja bastante conveniente em muitas ocasides, a sua
utilizagao em pequenas amostras pode conduzir, com alguma frequéncia, a distorcoes
de dimensao dos testes (isto é, a sobre-rejeigoes da hipétese nula). Existem varias
correcgoes ou variantes para melhorar esse comportamento de pequenas amostras.
Veja-se, por exemplo, Davidson e MacKinnon (1993), pp. 552-6.

3.8 O caso de homocedasticidade condicional

A teoria assimptética que acabou de se apresentar é valida mesmo quando existe
heterocedasticidade condicional (nos regressores). Na prética, ela é empregue de
forma muito rotineira mesmo quando, a priori, nao ha qualquer indicio concreto da
existéncia desse problema. Duas razoes contribuem fortemente para esse facto:

a) a simplicidade e conveniéncia do procedimento, que é valido sob qualquer
forma de heterocedasticidade condicional (nos regressores);

b) a disponibilidade generalizada do procedimento em programas de regressao,
mesmo nos menos potentes.

Para reforgar a), note-se que, com um custo muito reduzido, o procedimento permite
dispensar facilmente preocupacoes e procedimentos especiais para um problema que
pode causar distorgoes potencialmente graves sobre os métodos de inferéncia.
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No entanto, deve salientar-se que o procedimento é muito mais util para dados
seccionais do que para os modelos de séries temporais econémicas. Isto deve-se
ao facto de o tipo de heterocedasticidade condicional que é acomodado ser pouco
frequente com estes dados. Ou seja, nos modelos com dados temporais, raramente
a variancia dos erros é funcao das variaveis consideradas como regressores. E mais
comum que a heterocedasticidade apareca sob a forma de regimes distintos, com
mudancas algo bruscas, ou que seja do tipo autoregressivo, como no caso dos modelos
ARCH . Desta forma, a utilizacao do procedimento estudado anteriormente esté
muito longe de ser uma panaceia e pode, até, dar uma falsa sensacao de seguranca
ou de conforto ao investigador empirico.

Mas, e se hd homocedasticidade condicional? As estatisticas de teste desta seccao
devem continuar a ser empregues, ou, pelo contrario, podemos voltar a recorrer as
velhas t’s e F’s do modelo classico? E, em caso afirmativo, sob que condigoes?
Introduza-se, entao, a hipotese seguinte.

[H7’] — Homocedasticidade condicional:

E(u}lz) = 0 > 0, Vt.

E, pela propriedade dos valores esperados totais, tem-se que também E(u?) = o2, Vt.
De resto, ja tinhamos visto que, se {y;, z;} é estacionario ergédico, também o pro-
cesso {u;} é e existe homocedasticidade niao condicional, no sentido de E(u?) nio
depender de t.

Para responder as questoes anteriores, comecemos por calcular a matriz de quar-
tos momentos, S, neste caso de homocedasticidade condicional:

S = E(gg) = E(vayuy)
= E[E(zzjuf| z¢)]
= Bz E(uf| z;)]
= E(xx,0?)
= o?E(xz})
oY ..

Repare-se entao que:

14Veja-se, por exemplo, Hamilton, J. D. (2008), Macroeconomics and ARCH, NBER working
paper 14151.
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a)

b)

como, de acordo com a hipdtese H5’, esta matriz S é regular, também a matriz
Y.z é regular. Ou seja, a hipotese H4' (condigao de caracteristica) é satisfeita.

Uma vez que a matriz S é mais simples, também o seu estimador devera mudar.
Em particular, o estimador natural ou 6bvio passa a ser

~

S = 525:153:7
onde s? representa o usual estimador OLS de o2

Ainda pela mesma razao, repare-se que a hipotese H6’, de quartos momentos
finitos, deixa de ser necessaria. Por outras palavras, pela estacionaridade

ST o P P
ergodica, tem-se, como ja vimos, que S, — X,,. Por outro lado, também j&

2 ¢ consistente para o2. Entao, o estimador da alinea anterior

sabemos que s
é consistente para S, sem qualquer necessidade da hipdtese sobre os quartos
momentos:

S =S 2 0°%,, = S.

-~

A mudanga de S também implica, naturalmente, que Avar(() muda:
Avar(f) = 0?2

E, naturalmente, daqui também decorre que o novo estimador consistente dessa
matriz passa a ser dado por

—

Avar(3) = s°S; = T 2(X'X) 7.

E, por conseguinte, os se’s dos estimadores dos coeficientes também voltam a
ser dados por

S2[(X'X) Y j=1,2,... K,

7
que sdo os se’s usuais do modelo cldssico (para pequenas amostras; reveja-se
a subsec¢ao 2.4).

Logo, também as estatisticas-t regressam a forma que tinham no modelo
cléssico.
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Para completar o parelelismo com o modelo clédssico, falta apenas verificar o que

acontece com as estatisticas . Note-se entao que:

W = T(RG—r){RITs*(X'X) "] R} (RB — 1),
= (RB—r){RI*(X'X)"| R} (RD — 1),
= (RA—r){RIX'X)T| R} (RB—1)/s
= JXF,
= (SSRR - SSRUR>/82,

isto é, as estatisticas de Wald podem ser calculadas facilmente com J.F'. Em resumo,

temos entao a seguinte proposicao.

Proposicao 3.5 — Propriedades assimptéticas de 5, t e F sob homocedas-

ticidade condicional.

Suponha-se que as hipéteses H1” a H5" e H7 sao satisfeitas. Entao:

a)

b)

(Distribuigao assimptédtica de B) O estimador OLS de 3, B, é consistente e
assimptoticamente normal, com Avar(3) = 02X}

(Estimacao consistente da matriz de covariancias assimptética) Essa matriz é

—

estimada de forma consistente com Avar(3) = s25.1 = Ts?(X'X)~L.

0
70
tatistica-t usual do modelo cléssico tem distribuigao assimptética N (0, 1).

(Distribuicao assimptética das estatisticas t e F') Sob Hy : 3; = a es-

E sob Hy : RG = r, a estatistica W = J.F tem distribui¢ao assimptdtica X% )
onde F' é a estatistica usual do modelo cléssico.

Desta forma, podemos concluir que o enfraquecimento da hipdtese de exogenei-

dade estrita e a remocao da hipotese de normalidade dos erros tém como con-

sequencia:

a)

b)
c)

a necessidade de passar a exigir a estacionaridade e a ergodicidade aos dados,
bem como aos erros dos modelos;

o desaparecimento das boas propriedades exactas do estimador OLS;

o desaparecimento da validade exacta da inferéncia associada ao OLS.
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Relativamente a c), refira-se, contudo, que muitos investigadores preferem con-
tinuar a usar as distribuicoes ¢ e F', como se a amostra fosse muito grande, mesmo
em aplicagoes com um numero reduzido de observagoes. Relativamente a utilizagao
da t, recorde-se que

tim) <, N(0,1), quando m — oc.

Por outro lado, relativamente a F', recorde-se também que

Flym) <, X%J)/J, quando m — 00,
isto é, em grandes amostras, a comparacao da estatistica W = J.F' com o valor da
tabela da X% 7) ¢ equivalente a comparagao da estatistica F' com o valor da tabela
da Fijr-K). Ora, em pequenas amostras, as distribuigoes ¢ e I' podem ser melhores
aproximacoes as distribuicoes das estatisticas que as distribuigoes assimptoticas.
Em particular, visa-se amortecer ou suavizar as distor¢oes de dimensao que sao
frequentes quando se empregam estas tltimas.

3.9 Exercicios

3.1 (Exercicio de revisao) Suponha que vT'(6 — 0) 4, N(0,0?). Notando que

Mostre que 0 -2 9.

3.2 Considerando que o primeiro elemento de um processo de passeio aleatorio é
fixo, mostre que o processo nao é estacionario.

3.3 Considere que o processo {z;} é uma martingala. Mostre que o processo obtido
por diferenciacao, {Ax;}, é uma m.d.s. . Note que os conjuntos informativos
de ambos os processsos tém a mesma informacao.

3.4 Considere que o processo {g;} ¢ dado por g; = €61, com ¢ ~ iid(0,0?).
Verifique que {¢;}, (t =2,3,...) é uma m.d.s. .

3.5 Comece por assumir que E(y;|z;) = x}3, isto é, que a regressao de y,; sobre x;
¢ uma fungao linear de x;. Definindo u; = y; — x}3, mostre que x; é ortogonal
a Ug.
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3.6 Mostre que, se o modelo desta seccao tem termo independente, entao a variancia
dos erros ¢ finita. Sugestao: analise o primeiro elemento de E(g:g;).

3.7 Suponha que, no modelo de regressao com termo independente, se pretende
testar a significancia global da regressao, isto é, que Hy : B3 = 0,... 08k = 0.
Como sabe, para o modelo cléssico de regressao, a estatistica-F' para este caso
pode escrever-se

R*/(K —1)

(1-R)/(T-K)

Para o modelo desta seccao com homocedasticidade condicional, mostre que

F =

d
T.R* = X%K—l)'
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4 Principios de Previsao

Esquecam-se agora, temporariamente, os modelos das seccoes anteriores e passe-
se a considerar que estamos “apenas” interessados em fazer previsao. Dito de
outra forma, suponha-se que abandonamos a abordagem econométrica estrutural,
de andlise e quantificacao de relacoes de causalidade entre varidveis econdmicas,
para centrar a atencao na previsao do seu comportamento futuro. As questoes a
responder sao as seguintes:

a) o que é que o estimador OLS aplicado a uma equagao linear estima?

b) Em que condigbes é que o estimador OLS é consistente?

4.1 Previsoes baseadas no valor esperado condicional

Suponha-se que nos encontramos no periodo t e que o objectivo consiste na previsao
do valor de y;,1. Suponha-se ainda que, para esse efeito, dispomos da informacao
sobre um conjunto de variaveis, observadas até essa data, e represente-se o vector
com essa informacao na data t com z; (como anteriormente). Por exemplo, podemos
ter x} = [1yt Ye—1 - .. Yt—p|, isto é, um modelo autoregressivo de ordem p. Represente-
se com Yy, 1, uma previsao de y;41 baseada em ;.

Como usar da melhor forma a informacao disponivel? Para responder a esta
questao é necessario introduzir uma funcao perca, que dependa dos erros de previsao.
Como ¢ usual, suponha-se que a funcao perca é quadratica, isto é, que escolhemos
Yi1e de forma a minimizar

MSE(y:—&—Ht) = E(Yt11 — y:+1|t>2,

isto é, o erro quadratico médio de previsao. Nestas condicgoes, tem-se a seguinte
(bem conhecida) proposigao.

Proposicao 4.1 — Optimalidade do valor esperado condicional.

A previsao que minimiza o erro quadratico médio (MSE) é o valor esperado de y;1;
condicional em x,

yzlm = E(Yi1| 7).
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Ou seja, o previsor 6ptimo em MSE é o valor esperado condicional na informacao
disponivel. A demonstracao desta proposicao pode ver-se, por exemplo, em Hamil-
ton (1994), p. 73, ou em Hayashi (2000), pp. 138-9.

Esta proposicao constitui um importante suporte para a adopcao de modelos
de regressao — entendidos como modelos de valor esperado condicional —, mas é
6bvio que os modelos de regressao linear das seccoes anteriores assumem, adicional-
mente, que o valor esperado condicional da varidvel a prever é uma funcao linear
das variaveis do conjunto informativo. Neste caso, supondo que o valor a prever é

Y € NA0 Y11, quando se escreve

E(yt’ xt) = w:ﬁﬁa

tem-se uy = y — E(y| 2¢) e, por construgao, E(us|z;) = 0, donde resulta que também
a condicao de ortogonalidade, E(uyx;) = 0, é satisfeita por construcao.

4.2 Previsoes baseadas na projeccao linear

Suponha-se, agora, que se restringe a classe das previsoes aquelas que sao fungoes
lineares de x;, isto é, que sao do tipo

* o
Yiv1e = 0.

Projeccao linear
Projecgao linear de y;,1 sobre x; é a previsao linear, x}3 (ou 'z;), tal que o erro de
previsao ¢é ortogonal a x;, isto é:

El(yre1 — fa)zy] =0, ou E(ugazy) =0,

onde u; 1 = Y341 — B'x; representa o erro da projeccao linear. O vector 5 é o vector
de coeficientes da projeccao linear.

Voltando a considerar, momentaneamente, que o valor a prever é y; e nao y;.1,
na medida em que no modelo de regressao linear se tem E(u;z:) = 0, ele ¢ um caso
particular da projeccao linear. Todavia, o inverso nao é verdadeiro pois o erro de
projecgao nao satisfaz necessariamente a condicao E(u|z;). Ou seja, a projecgao
linear ¢ bem menos ambiciosa que a regressao linear: trata-se de uma simples féormula
de previsao, sem a pretensao de representar o valor esperado condicional.
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Também relativamente as projecgoes lineares se tem uma importante proposicao
(veja-se Hamilton, 1994, p. 74, ou Hayashi, 2000, p. 139, para a demonstracao).

Proposicao 4.2 — Optimalidade da projeccao linear.
A projeccao linear minimiza o erro quadratico médio (MSE) na classe das regras de
previsao lineares.

Ou seja, esta proposicao fornece outra justificagao para chegar a usual equacao
de regressao linear, ainda em termos de previsao. Repita-se, no entanto, que agora
o objectivo é menos ambicioso e que a condicao de ortogonalidade é assumida ou
imposta desde o inicio.

Usando a notagao P(y;41| ;) para representar a projecgao linear, uma vez que
o valor esperado condicional oferece a melhor previsao possivel em MSE, tem-se

MSE[P(yps1|21)] =2 MSE[E(y41| 21)].

4.3 Projeccoes lineares e estimagao OLS

Da defini¢ao de projeccao linear resulta imediatamente que

E(ytﬂxQ) = 5/ E($t$;)7

ou seja, ' = E(y17,)[E(x2})] 7!, ou ainda,

B = [E(zx))]  E(xyi1), (8)

que é definido de forma tnica quando F(z,x}) é regular (reveja-se a hipétese H4’).
Ora, para a projecgao linear y; , = x;/3, o estimador OLS ¢

-1 7 -1

N T 1 T 1 T
B = (Z xt%) Z TrYt41 = (T Z ﬂﬁtl"ft) (T Z xtytﬂ) .
t=1 t=1 t=1 t=1

Compare-se esta tltima expressao com a da equagao (8): enquanto que o vector de
coeficientes da projeccao, (3, se obtém dos momentos da populacao, 3 ¢é construido
com os correspondentes momentos amostrais. Ou seja, enquanto que [ se refere as
caracteristicas da populagao, isto é, do processo estocastico {y;11, %}, B sintetiza
a informacao correspondente contida na amostra. Por outras palavras, trata-se de
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outra aplicacao do principio da analogia.

Proposicao 4.3 — Consisténcia do estimador OLS.

Se o processo estocastico {y,11, 2} é estaciondrio e ergddico, o estimador OLS é um
. . . . ~ . . , 5 P
estimador consistente para os coeficientes da projeccao linear, isto é, § — (3.

Naturalmente, a demonstracao resulta imediatamente da aplicacao do teorema
ergddico e, comparando com o modelo da sec¢ao anterior, repare-se que as unicas
hipéteses requeridas sao H2’ (estacionaridade ergddica) e H4' (condigao de carac-
teristica, isto é, regularidade de E(z.z7})).

Esta proposicao justifica a utilizagao do estimador OLS quando o objectivo ¢é a
previsao linear, isto é, quando a abordagem econométrica nao pretende ter caracter
estrutural e se restringe a previsao a fungoes lineares. Note-se, contudo, que:

a) melhores previsdes poderdo ser obtidas com base numa andlise estrutural
cuidadosa;

b) se os momentos das varidveis mudarem ao longo do tempo (nao estacionari-
dade) e/ou se a sua dependéncia temporal nao se atenuar rapidamente com a
passagem do tempo (nao ergodicidade), a consisténcia da estimacao OLS nao
¢é garantida.

4.4 Exercicio

4.1 Prove que, para a previsao que minimiza o MSE, E(y;41] x¢), o erro de previsao,
U1, 6 ortogonal a qualquer fungao ¢(x;) de xy, isto é, que Elu1¢(z)] = 0.
Sugestao: empregue a propriedade dos valores esperados totais.

50



5 Um Exemplo Ilustrativo

Para ilustrar alguns dos aspectos que acabaram de ser apresentados, vai apresentar-
se um pequeno exemplo de aplicacao. O ponto de partida deste exemplo é o modelo
de regressao

LCy = 01+ Po LRy + B3 LSy + B4 INFy + vy

onde LC representa o logaritmo do consumo privado, LR o logaritmo do rendimento
disponivel e LS o logaritmo de um indice de salarios reais, todas a precos constantes,
e INF representa a taxa de inflacao.

Este modelo nao tem a pretensao de ser um modelo estrutural pois nao tem
alicerces firmes na teoria econémica. Trata-se apenas de uma fungao consumo tradi-
cional aumentada com as varidaveis LS e INF', a primeira pretendendo traduzir o
facto de o consumo das familias depender fortemente da evolucao dos salarios reais e
a segunda tentando acomodar alguma provas estatisticas de que a inflacao também
pode ser um determinante importante desse consumo '°. Note-se, no entanto, que
um modelo bastante mais sofisticado nao incluiria directamente LS na equacao de
regressao, antes considerando que a propensao marginal do consumo varia com LS,
isto é, um modelo com

Bor = a1 + ag LSy + wy,

chamado de modelo com parametros variaveis no tempo (TVP, time varying param-
eters). Naturalmente, a hipdtese de estabilidade dos parametros implicita em H1
e em H1’ seria violada, mas existem técnicas relativamente comuns para acomodar
este problema. Em resumo, a equacao acima deve ser vista mais como uma equagao
de projeccao linear do que como uma equacao estrutural sélida.

Ainda assim, como veremos mais adiante, as séries envolvidas nao deverao ser
estacionarias nem ergddicas, pelo que, como ilustracao da matéria anterior, se con-
siderou como mais adequado adoptar um modelo nas primeiras diferencas das varia-
veis, incluindo ainda termo independente:

ALC; = 31 + o ALRy + B3 ALSy + B4 AINF + uy,

convidando-se o leitor a reflectir sobre a satisfacao das hipdteses do modelo com
regressores pré-determinados (e, em particular, sobre H2’).

5 Espera-se que a influéncia da inflacdo sobre o consumo seja positiva, mas existe algum debate
em torno desta questao.
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Estimado com dados anuais para a economia portuguesa, apenas para o periodo
de 1966 a 1995, o modelo produziu os seguintes resultados:

ALC, = 0018 +0.331ALR, +0.376ALS, +0.0029 AINF,
(0.005) (0.100) (0.086) (0.0009)
0.004] [0.108] [0.092] 0.0007]

onde os valores dentro de parénteses rectos representam os se’s robustos a he-
terocedasticidade, usando a matriz de White 6.
0.018, R?*=0.653 ¢ R? = 0.612.

Por outro lado, tém-se ainda os seguintes valores para algumas estatisticas de

Tem-se, ainda, T' = 30, s =

teste:
WHITE = 8.43(0.491), BP = 4.41(0.110), LRHET = 2.47(0.116),

onde WHITE representa a usual estatistica do teste de White para heterocedas-
ticidade, BP representa a estatistica do teste de Breusch-Pagan também para he-
terocedasticidade, supondo que esta estd relacionada com ALR e ALS, e LRHET
¢ uma estatistica de teste de racio de verosimilhancas ainda para heterocedastici-
dade, considerando a possibilidade de o2 ter uma alteracao abrupta a partir do
meio da amostra. Os valores dentro de parénteses representam os valores-p associa-
dos a cada uma das estatisticas. Nao se encontram, portanto, indicios significativos
da presenga de heterocedasticidade, o que confirma a suspeita (de nao violacao da
homocedasticidade) baseada na comparagao dos se’s acima.

Como, por outro lado, a estatistica do teste RESFET, obtida com os quadrados
dos valores ajustados, tem o valor de 1.24, com um valor-p associado de 0.276,
também nao se encontram indicios estatisticos da presenca de incorreccao da forma
funcional.

Embora nao se tenham encontrado provas estatisticas da presenca de hetero-
cedasticidade, para ilustrar a utilizacao da estatistica de Wald robusta, considere-se
que estamos interessados em testar

Hy: (3, =283 ws H15527é2637

empregando essa estatistica. Para este efeito, as instrugoes de TSP podem ser as
seguintes:

16Recorde-se que, para obter estes se’s no TSP, a instrucio OLSQ deve ser seguida da opcio
“(HCTYPE=0, ROBUSTSE)”.
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FORM EQ DLC C DLR DLS DINF;

GMM (HET,NMA=0,INST=(C,DLR,DLS,DINF)) EQ;
FRML REST BEQ1-2*BEQ2;

ANALYZ REST;

Note-se que:

a)

)

o prefixo “D” nos nomes das variaveis representa o operador de diferenciacao,
A. Isto é, previamente deram-se instrugoes de diferenciacao e usou-se esse
prefixo na designacao das novas séries (por exemplo, “DLC = LC-LC(-1);”).

Para obter a estatistica de teste é necessario simular que o modelo esta a ser
estimado pelo GMM. Todavia, como a lista de instrumentos ¢ idéntica a lista
de regressores, o método de estimacao dos coeficientes é, de facto, o OLS;
s6 a matriz de covariancias do estimador OLS esta a ser estimada de forma
diferente da usual.

Em particular, com as opgoes “HET,NMA=0" obtém-se a chamada matriz de
White, tal como foi apresentada na subseccao 3.7. O facto de se ter imposto
“NMA=0" sera compreendido mais adiante, quando se abordar o problema da
inferéncia robusta a autocorrelacao.

A restricao a testar é designada aqui com “REST” e note-se que o TSP atribui
aos parametros da equacao o prefixo “B” e que emprega os indices 0, 1, 2, ...
(e ndo 1, 2, ...) para indexar os coeficientes.

A instrucao “ANALYZ” permite obter o calculo do valor da estatistica de
Wald (neste caso, robusta & heterocedasticidade).

Como resultado deste procedimento, além dos resultados de estimagao idénticos

aos do OLS, o TSP produz a estatistica de Wald robusta, a qual chama, neste caso
“CHISQ(1)”, com valor de 2.84, e valor-p associado de 0.092. Desta forma, os dados
fornecem algum (mas nao muito) suporte a hipétese nula. Por outras palavras,

Hjy nao ¢ rejeitada por um teste com dimensao a = 0.05, mas é-o por um teste

a 10%. Note-se ainda que, neste caso, o mesmo resultado poderia ter sido obtido

com a utilizacao de uma estatistica-t, desde que as estimativas das variancias e

das covariancias dos estimadores OLS sejam retiradas da matriz de White (também
calculada pelo TSP).
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No anexo seguinte encontra-se ainda o teste da hipdtese conjunta Hy : (B =

203, B4 = 0. Admite-se que o leitor nao tera dificuldades em compreender as in-

strucoes de TSP bem como o respectivo resultado.

Anexo

PROGRAM
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OPTIONS CRT;

FREQ A;

SMPL 65 95;

READ (FILE=’C:\tsp\consgive.WK1’,FORM=LOTUS) 1lrd lcp inf 1lsr;

title ’EXEMPLO DA FUNQEU CONSUMO’
dlc=lcp-lcp(-1);
dlr=1rd-1lrd(-1);
dinf=inf-inf(-1);
dls=1sr-1sr(-1);

regopt (stars,bplist=(c,dlr,dls)) all;
olsq dlc ¢ dlr dls dinf;
olsq (hctype=0, robustse) dlc ¢ dlr dls dinf;

FORM EQ DLC c DLR DLS DINF;

GMM (HET,NMA=0,INST=(C,DLR,DLS,DINF)) EQ;
FRML REST BEQ1-2*BEQ2;

ANALYZ REST;

FRML REST2 BEQS3;
ANALYZ REST REST2;
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EXEMPLO DA FUNGAO CONSUMO

Equation 1

Method of estimation = Ordinary Least Squares

Dependent variable: DLC
Current sample: 1966 to 1995

Mean of dep. var. .033158
Std. dev. of dep. var. = .029000
Sum of squared residuals = .847058E-02
Variance of residuals = .325792E-03
Std. error of regression = .018050
R-squared = .652678
Durbin-Watson = 1.73047 [.079, .454]
Chow test = .860326 [.503]
LR het. test (w/ Chow) = 2.47449 [.116]
White het. test = 8.43332 [.491]
Breusch-Pagan het. test = 4.40698 [.110]
Ramsey’s RESET2 = 1.24085 [.276]
F (zero slopes) = 16.2862 *x [.000]
Schwarz B.I.C. = -73.2147
Akaike Information Crit. = -76.0171
Log likelihood = 80.0171

Estimated Standard

Variable Coefficient Error t-statistic P-value
C .018740 .460239E-02 4.07186 *x*  [.000]
DLR .330561 .100103 3.30221 xx  [.003]
DLS .375609 .085867 4.37431 *xx  [.000]
DINF .294196E-02 .853161E-03 3.44830 *x  [.002]
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Equation 2

Method of estimation = Ordinary Least Squares

Dependent variable: DLC
Current sample: 1966 to 1995

Estimated Standard

Variable Coefficient Error t-statistic P-value
C .018740 .369122E-02 5.07698 xx  [.000]
DLR .330561 .108065 3.05890 *x [.005]
DLS .375609 .092207 4.07354 *x*  [.000]
DINF .294196E-02 .664564E-03  4.42690 *xx  [.000]

Standard Errors are heteroskedastic-consistent (HCTYPE=0).

(No df correction)

GENERALIZED METHOD OF MOMENTS

WITH STARTING VALUES VIA:
NONLINEAR TWO STAGE LEAST SQUARES

EQUATIONS: EQ

INSTRUMENTS: C DLR DLS DINF

Standard
Parameter Estimate Error t-statistic P-value
BEQO .018740 .369122E-02 5.07698 *xx  [.000]
BEQ1 .330561 .108065 3.05890 *x  [.002]
BEQ2 .375609 .092207 4.07354 *xx  [.000]
BEQ3 .294196E-02 .664564E-03 4.42690 *x [.000]

Standard Errors computed from heteroscedastic-consistent matrix
(Robust-White)
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Equation: EQ
Dependent variable: DLC

Mean of dep. var. = .033158

Std. dev. of dep. var. = .029000
Sum of squared residuals = .847058E-02
Variance of residuals = .325792E-03

Std. error of regression = .018050

R-squared = .652678

Adjusted R-squared = .612603

1.73047 [.079, .454]

Durbin-Watson

Results of Parameter Analysis

Standard
Parameter Estimate Error t-statistic P-value
REST -.420657 .249714 -1.68455 [.092]

Wald Test for the Hypothesis that the given set of Parameters are jointly zero:

CHISQ(1) = 2.8377104 ; P-value = 0.09208

Results of Parameter Analysis

Standard
Parameter Estimate Error t-statistic P-value
REST -.420657 .249714 -1.68455 [.092]
REST2 .294196E-02 .664564E-03 4.42690 % [.000]

Wald Test for the Hypothesis that the given set of Parameters are jointly zero:

CHISQ(2) = 20.027571 ; P-value = 0.00004
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