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Resumo

O objectivo da presente dissertacdo consiste em obter formas de compreender e medir 0
risco associado ao beneficio final concedido por planos de contribuigcdo definida, de
modo a poder tomar, atempadamente, as decisdes correctas no sentido de garantir aos
beneficiarios do plano um beneficio condigno no periodo pos-reforma.

Na sua esséncia, esta dissertacdo estabelece uma metodologia pratica e relativamente
simples de andlise do risco inerente ao desenho de um plano de contribui¢do definida.
Para planos de contribui¢do definida, o risco € definido pela probabilidade de o
beneficio concedido pelo plano — medido através da taxa de substituicdo — ser inferior
ao pretendido (aquando do desenho do plano). Neste sentido, utiliza-se uma abordagem
de Value-at-Risk (VaR), como métrica do risco, que permite estabelecer quais os valores
da taxa de substituicdo que podem ser garantidos para um dado nivel de confianca.

O modelo global de desenho estocastico de planos de contribui¢do definida é composto
por alguns submodelos (salarios, retorno dos investimentos, mortalidade) e por diversos
parametros (taxa de contribui¢do, periodo de contribuicdo, estratégia de alocacdo de
activos). Em relacdo ao submodelo de retorno dos investimentos (nucleo do modelo
global), foram utilizados dois modelos estocasticos de simulacdo dos retornos dos
activos financeiros de longo prazo: o modelo de Wilkie e 0 modelo de Hibbert. S&o
tiradas importantes conclusdes relativamente a forma como a arquitectura de construcao
de cada um dos submodelos influi (principalmente ao nivel da dispersdo das taxas de
substituicdo) nos resultados.

A rigueza que uma abordagem estocastica confere a um estudo desta natureza, quando
comparada com uma abordagem deterministica do problema (que manifestamente falha
em conceder uma dimens&o do risco associado a um plano de contribuicdo definida), é

uma das conclusdes mais importantes que se pode tirar desta dissertagéo.

Palavras chave: planos de contribuicdo definida, taxa de substituicao,
modelos estocasticos de activos financeiros, estratégias de alocacdo de

activos




Abstract

The purpose of this dissertation is to understand and measure the risk associated with
the final benefit provided by a defined contribution (DC) pension plan. The idea is to
use this risk analysis as a support to take, opportunately, the right decisions in order to

provide an adequate pension to the plan beneficiaries in the post retirement period.

This dissertation establishes a simple and methodological approach to analyse the risk
of stochastic pension plan design (for defined contribution plans). For this type of
pension plans, the risk is defined by the probability of the benefits provided (by the DC
plan) — measured through the replacement rate — being below the level initially
stipulated. Therefore, the Value-at-Risk (VaR) methodology is used as the risk measure,
since it allows to determine the replacement rate values that can be guarenteed for a

specified confidence level.

The stochastic pension plan design model consists of some submodels (for salaries,
asset returns, mortality) and several parameters — such as the contribution rate, the
accumulation period, the asset-alocation strategies. Concernig the asset returns models
(which is, in fact, the core of the stochastic pension plan design model), it was used two
stochastic asset models — the Wilkie model and the Hibbert Model. Important
conclusions are drawn from the structure beneath both models and their influence on the
final results (mainly on the replacement rates volatility).

Another important conclusion drawn from this dissertation is related to the comparison
between a deterministic approach and a stochastic approach and how the first one fails
to give a proper measure of the risk involved in defined contribution plans.

Keywords: defined contribution plans, replacement rate, stochastic asset

models, asset-alocation strategies
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Introducao

Os tempos que correm séo particularmente férteis em mudanca. A sociedade global, da
qual fazemos parte, estd continuamente sujeita a mutacGes e mudancas que abalam os
mais diversos quadrantes da sociedade e da economia. Para nao fugir a regra, os
sistemas publicos de Seguranca Social tém sido constantemente abordados nas capas
dos jornais e das revistas assim como nas noticias de abertura dos jornais televisivos.

No ano em que o relatério da Organizacdo para a Cooperacdo e Desenvolvimento
Econémico (OCDE) volta a denunciar a ja muito anunciada, insustentabilidade do
sistema de financiamento por reparticao (sistema Pay As You Go — como é conhecido na
literatura anglo-saxonica) e aconselha os diversos paises a tomarem medidas para
diminuir a fragilidade do sistema (aumento do periodo contributivo, formulas de calculo
dos beneficios considerando toda a carreira contributiva, etc) o reequilibrio do
conhecido sistema dos trés pilares ganha preponderancia. Os sistemas complementares
de pensoes (segundo e terceiro pilares) adquirem, portanto, maior protagonismo e o seu

estudo, em forma de trabalho cientifico, torna-se apetecivel e actualizado.

Entrando agora na tematica dos planos de pensdes, e dando continuidade ao que foi
referido anteriormente, constata-se que a mudanga também se estendeu até este
dominio. A pressdo sobre os planos de beneficio definido (BD), mais precisamente
sobre o controlo dos seus custos, tem sido maior do que nunca, fruto de um longo
periodo de resultados negativos no mercado financeiro. Em virtude desta pressdo e da
necessidade que as empresas sentem em controlar os custos com o seu plano de
pensdes, tem-se acentuado a tendéncia pela adopcao de planos de contribuicdo definida
(CD). Contudo, este tipo de plano de pensdes transfere grande parte dos riscos para o
colaborador, levantando assim a seguinte questdo: sera o beneficio final atribuido pelos
planos de contribuicdo definida suficiente para garantir um rendimento condigno e de

acordo com as expectativas de cada colaborador?

E evidente que esta questdo s6 tem uma resposta definitiva no momento do recebimento
da primeira pensdo, momento esse em que serd demasiado tarde para que se possam

fazer correccdes! Embora a resposta s6 possa ser conhecida no final, muito se pode
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fazer para diminuir a incerteza do beneficio final. E precisamente este o objectivo da
presente dissertacdo: obter formas de compreender e medir o risco associado ao
beneficio final, concedido por estes planos de contribuicdo definida, de modo a poder
tomar, atempadamente, as decisdes correctas no sentido de garantir o tal rendimento
condigno. Para o efeito, é utilizada uma metodologia de desenho estocéstico de planos
de contribuicdo definida que consiste na utilizacdo da simulacdo estocastica das
pensdes, medidas através da taxa de substituicdo, para dai retirar conclusdes sobre o

nivel de beneficio gerado e o risco associado.

A dissertacdo esta dividida em quatro partes. Na primeira parte sdo introduzidos, de
uma forma muito sucinta, alguns conceitos (essencialmente matematicos) que
fundamentam os modelos matematicos explicados nas partes seguintes. A segunda parte
da dissertacdo diz respeito a metodologia de analise dos beneficios gerados e que
consiste num modelo global de desenho estocastico de planos de contribuicdo definida.
Aqui sdo explicadas as varidveis e o0s parametros que compdem este modelo. A
principal fundamentagdo teorica que subjaz nesta dissertagdo é feita na terceira parte,
onde sdo abordados os modelos de retorno dos investimentos — modelos que permitem a
modelizacdo dos retornos de alguns activos financeiros (accfes, obrigacdes...) — e 0s
modelos de crescimento salarial que constituem submodelos do modelo global. Por fim,
na quarta e ultima parte a metodologia definida é posta em préatica e analisam-se 0s

resultados de onde se retiram as conclusodes.
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Parte | — Conceitos

Atendendo ao facto do tema em estudo ser bastante especifico, considerou-se por bem
abordar alguns conceitos fundamentais a compreensao desta dissertacdo. Assim, 0s
leitores mais familiarizados com estas tematicas podem passar a Parte Il da presente
dissertacéo.

No primeiro capitulo faz-se referéncia a tematica dos planos e fundos de pensdes,
enguanto no segundo abordam-se alguns conceitos relativos a taxa de juro e por fim, no
ultimo capitulo desta Parte, alude-se a matérias do foro matematico com a men¢éo aos
processos estocasticos em que assentam os modelos estudados ao longo da dissertacao.
Neste ultimo capitulo aflora-se ainda, embora muito ao de leve, os modelos de estrutura
a termo da taxa de juro, fazendo apenas referéncia ao trabalho pioneiro de Vasicek
(1977). Esta referéncia, como mais tarde se vera, é o ponto de partida para modelo

apresentado no Capitulo 7.2.

1. PLANOS DE PENSOES

1.1 PLANOS DE BENEFICIO DEFINIDO

Num plano de beneficio definido as regras que permitem calcular o beneficio, que o
individuo tera direito quando passar a reforma, encontram-se previamente definidas
pelo que é possivel conhecer antecipadamente o montante de reforma (normalmente em
percentagem do Ultimo salério). As contribui¢bes para o fundo de pensdes, a cargo da

empresa, sdo calculadas de forma a garantir o pagamento daqueles beneficios.

Como nestes planos a forma de célculo do beneficio a conceder aos individuos esta
estabelecida, o custo anual (montante que a empresa disponibiliza para o fundo) para
garantir os beneficios vai ser variavel, pois depende de uma série de factores tais como a
taxa de rendimento real do fundo, a taxa de crescimento salarial efectiva, a taxa de

mortalidade, invalidez e turnover efectivas entre outros.
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1.2 PLANOS DE CONTRIBUICAO DEFINIDA

Um plano de contribuicdo definida caracteriza-se pela definicdo de uma taxa de
contribuicdo para o fundo de pensdes, isto €, as contribuicdes efectuadas pela empresa
para o fundo sdo previamente definidas, enquanto os beneficios sdo determinados em
funcdo do montante das contribuigdes entregues e dos respectivos rendimentos
acumulados. Trata-se de uma simples conta de poupanca individual investida num

fundo ou, eventualmente, num seguro.

Ao invés do plano de beneficio definido onde as contribui¢des (custos) sdo variaveis e
os beneficios fixos, neste tipo de plano o beneficio é variavel enquanto a contribuicao é
definida a priori. O custo deste tipo de planos esta perfeitamente determinado a partida

enguanto o beneficio gerado € apenas conhecido no momento de reforma.

2. TAXAS DE JURO

O mercado da taxa de juro é o mercado onde se estabelece o preco do dinheiro. O pre¢o
do dinheiro durante um periodo de tempo depende ndo s6 do horizonte temporal

considerado mas também das flutuacdes de curto prazo do mercado da taxa de juro.

O contrato mais simples que existe no mercado de taxa de juro é aquele no qual se
estabelece pagar um montante hoje em troca de uma promessa de receber um montante
(normalmente superior) num momento posterior. Este contrato requer apenas dois
valores, o termo do contrato (também designado por maturidade do contrato) que
define 0 momento de tempo em que ocorre o recebimento do segundo montante e o
valor do primeiro pagamento, que representa uma proporcdo face ao segundo
pagamento. Em termos formais, a maturidade representa-se por T, e a fraccdo do

primeiro pagamento em funcdo do segundo € representada por P(0,7). Por outras

palavras, uma unidade monetaria (u.m.) no momento T pode ser comprada, no momento
0, por P(0,T).
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O contrato que representa a promessa de receber uma u.m. no momento T (por entrega
de P(0,7) hoje) é designado por obrigacdo de cupdo zero e P(0,7) é o preco dessa
obrigagcdo no momento 0. No entanto, esta obrigacdo pode ter um preco diferente no

momento t, anterior a T (t<T). O preco P(¢,7) indica o valor, no momento t, de uma

u.m. no momento T. O preco das obriga¢es €, portanto, uma funcao de dois parametros

temporais (t e T) que determinam o inicio e o fim do contrato.

Antes de se prosseguir é conveniente introduzir o conceito do valor temporal do
dinheiro. Assim, assume-se que para um dado momento T, o valor hoje de uma u.m. em
T é dado por e™'", para uma constante r>0. A taxa r é designada de taxa de juro

continuamente composta para o periodo T.

A mais importante medida de informacéo sobre o mercado da taxa de juro € a indicagao
da taxa média de juro implicita numa obrigacdo. Se a taxa de juro fosse constante a taxa
r, 0 preco de uma obrigacdo, no momento t, que paga uma unidade no momento T sera
dado por e, A taxa r pode ser obtida através do preco da obrigagdo e da formula
_ _InP@,T)
(T -1)

Se a taxa r se indexar os dois parametros temporais t e T obtém-se R(z,T), a qual se
atribui o termo anglo-saxénico yield, que em Portugués se traduz por taxa de
rendimento. Fazendo variar a maturidade T e retendo os valores para a taxa de
rendimento obtém-se a curva da taxa de rendimento (mais conhecida pelo seu termo
anglo-saxonico — yield curve) que define a estrutura a termo da taxa de juro. Em
suma, a estrutura a termo da taxa de juro representa a relagdo entre o tempo (t) e a taxa
de rendimento (yield).

A yield curve permite ter uma ideia da taxa a que se pode pedir empréstimo para cada
um dos termos. Para se saber qual é a taxa subjacente a um empréstimo de termo muito

reduzido é necessario calcular qual a taxa para o periodo (¢,z+ At). A medida que se
estreita o intervalo, isto €, At — 0, o valor da taxa vai aproximando-se de R(t,¢) =r, —

a taxa de juro instantanea ou taxa de juro de curto prazo. Esta taxa é extremamente
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importante para 0os modelos de taxa de juro, pois, ela é suficiente para determinar o

preco das obrigacdes.

O custo hoje de um empréstimo instantaneo no momento t é dado por r, = f(t,7) — a
taxa de juro forward. Ou seja, f(¢,7) é a taxa de juro (forward) subjacente a um
empréstimo que paga P(¢,7) no momento t para receber uma u.m. no momento T.
Tendo as taxas f(¢,7) € possivel recuperar os precos P(z,T) e determinar as taxas de
rendimento R(z,T) e vice-versa, ou seja, tendo a expressao para uma destas quantidades

facilmente se obtém as restantes. Por exemplo, f(¢,T) pode ser obtido de R(¢,7)

através da expressdo: f(¢,T7) = R(¢,T)+ (T - t)g—l;(t, T).

A partir das taxa de juro forward ( /(¢,T)), pode determinar-se as taxas de juro spot —
taxas que representam a taxa de rendimento (yield) subjacente a uma obrigacdo de
cupéo zero. Fixando o momento t, a taxa de juro spot é a taxa de rendimento (R(t,T))
intrinseca a uma obrigacdo de cupéo zero cujo prego é P(¢,T).

Desta forma, conhecendo o valor da taxa de juro forward ( f(¢,7)) é, entdo, possivel

obter a taxa de juro spot. Para o0 caso  discreto  tem-se

1

R(O,T) {H(uf(j—l,j»}r -1

Vejamos um exemplo. Sendo conhecidas as taxas de juro forward
£(03), f(L,2) e £(2,3), facilmente se obtém as taxas de juro spot:

R(0,1) = £(03)

_ 1
2 2

R02)=|[Ta+/G-1/)

e

1=+ O @+ F@: -1

R(0.3) = H(1+ JG=17)

1
3

_1=[a+ FOD)x A+ FL2)x L+ F2] -1
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3. PROCESSOS ESTOCASTICOS

Processo Estocastico — Um processo estocastico € um modelo matematico que permite
descrever, para cada momento, um fenémeno aleatério, depois de fixado o instante
inicial.

Assim, um processo estocastico € uma familia de variaveis aleatorias Y,, onde t € um
parametro tomando valores sobre um conjunto T, designado por conjunto de indices do

processo. O processo representa-se por {¥,;z€ T} ou {¥,} __, no qual t, na maioria das

tel !

aplicacdes, representa o tempo.

3.1 MODELOS AUTOREGRESSIVOS

Um modelo de séries temporais permite descrever estatisticamente o comportamento de
uma sucessdo de valores. A sucessdo de valores € normalmente designada por X e
consiste num conjunto de observacGes x: observados em determinados momentos do

tempo ¢ =1,2..n. As séries temporais estdo divididas entre as que sdo estacionarias e as

gue ndo o sdo. A estacionariedade das séries é caracterizada pelo facto de o valor

esperado e variancia da série serem constantes (isto €, ndo mudam ao longo do tempo).

Um modelo autoregressivo de ordem p, linear e estacionario, para a série X pode ser

escrito da seguinte forma,

O valor de x: depende dos p valores anteriores de x (isto €, depende dos valores de

X4, %, 5,0 X,_,) € de um residuo aleatorio e,, sendo este ultimo responsavel pela
introducdo dos factores aleatorios no processo. Assume-se, normalmente, que cada e,

segue uma distribuigdo Normal de média nula e varidncia o® e que 0s sucessivos e,

séo independentes.

Fazendo uso da notacdo propria da analise de séries temporais, 0 exemplo mais simples

deste tipo de modelos é 0 modelo autoregressivo de ordem 1 — AR(1) — que pode ser
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descrito como x, ~ARL(u, a, o) , ou seja, x, = u+a(x,_, —u)+e,. Neste caso o

»
desvio de x: em relacdo a média u € proporcional (a € a constante de
proporcionalidade) ao desvio em relacdo a média do periodo anterior acrescida de um
factor aleatorio, que tem média nula e desvio padrdo o . A série é estaciondria se e sO se

-1<axl.

3.2 MOVIMENTOS BROWNIANOS E RESPECTIVAS EQUACOES
DIFERENCIAIS

Movimento Browniano (MB) (ou Processo de Wiener) — Um qualquer fenémeno, nao
deterministico, que evolua continuamente no tempo estd sujeito a uma infinidade de
perturbacdes aleatorias ao longo do tempo. Parte dessas perturbagfes ndo sdo
explicaveis e devem-se inteiramente ao acaso. Podemos admitir que estas perturbacGes
ndo explicaveis tém média zero (as perturbacbes de sinal contrario compensam-se, em
média), sdo numerosas e aproximadamente independentes. Entdo, pelo teorema do
limite central, o efeito acumulado de todas estas perturbacbes deve ser
aproximadamente Gaussiano de meédia zero e variadncia proporcional ao intervalo

decorrido.

Um movimento Browniano com coeficiente de difusdo o> é um processo estocastico

{w,} ., com as seguintes propriedades:

-w

t

a) Cada incremento (17, ) tem distribuicdo normal de média nula e

t+s
desvio padrdo o*s (a variancia é proporcional a amplitude do intervalo);

b) Para cada conjunto de intervalos de tempo disjuntos (z,;z,)e(t,;z,) 0s
incrementos (W,, —W,,)e (W,, — W, ) séo variaveis aleatorias independentes;
c) W, =0, e W, éuma fungdo continua, 7, ~ N(0,¢)

Movimento Browniano Standard (MBS) — Um processo estocastico {Z,}_ & um

t>o0

movimento Browniano Standard com coeficiente de difusdo unitario, média nula e

variancia igual a ¢, quandosetem Z, =W, / o.
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t
O processo Z, pode ser escrito como um integral estocastico _[ dZ ,noqual dZ éo
o

incremento de Z, num pequeno intervalo (s;s+ds), cuja distribuicdo ¢ Normal de

média nula e variancia ds, independente de Z, .

Movimento Browniano com deriva (MBD) — Um processo estocastico {X,}_ € um

t>o0

movimento Browniano com derivase X, = ut+0.Z,. X, € um movimento Browniano

com deriva que tem uma distribuicdo Normal de média x e variancia o*, enquanto Z,

€ um movimento Browniano Standard.

Movimento Browniano Geométrico (MBG) — Um processo estocastico {S,}_ = é um
movimento Browniano geométrico com deriva o se Z, =1og(S,) € um movimento

Browniano com deriva u = a — o /2 e pardmetro da variancia o°.

2
/J—iJI+GZ/

Assim, S, = Sy’ = Soe[ , €m que Z, € um movimento Browniano Standard.
O movimento Browniano geométrico pode ser escrito de diferentes formas. As duas
expressdes seguintes representam, respectivamente, 0 MBG na forma diferenciavel e em
forma de integral:

dS, =uS,dt+0.5,dZ,

S =8, + jy.Sudu + ja.SudZu
0 0

3.3 MODELOS DE ESTRUTURA A TERMO DA TAXA DE JURO

Neste capitulo, vai-se apenas fazer referéncia a um dos modelos pioneiros de estrutura a
termo da taxa de juro, elaborado por Vasicek (1977). O objectivo de apenas focar este
modelo prende-se com o facto de a maioria dos modelos de estrutura a termo da taxa de
juro terem sido desenvolvidos a partir deste, incluindo o modelo de Hibbert (2001)

apresentado no Capitulo 7.2.
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Estes modelos de estrutura a termo da taxa de juro assentam em conceitos de alguma
complexidade (como, por exemplo, o integral de It6, martingalas e outros) no ambito
das matematicas actuariais e financeiras, especialmente ao nivel das equacdes
diferenciais estocasticas. Devido a complexidade dos conceitos subjacentes a este tipo
de modelo, e dado que € necesséario cingirmo-nos ao objecto de estudo desta dissertacao,
a fundamentacdo tedrica destes modelos é remetida para as seguintes referéncias
bibliograficas: Karatzas (1991), Nicolau (2001) ou Baxter (1996).

Segundo Vasicek (1977), o modelo para a taxa de juro de curto prazo segue 0 processo
estocastico
dr, :a(b—rt)dt+adZ,,

no qual dZ, € um movimento Browniano Standard, 7, € o nivel actual da taxa de juro,
b representa a taxa de juro de longo prazo e a € o parametro que regula a velocidade
de ajustamento da taxa de juro em relacdo ao seu valor de longo prazo. O modelo
pressupde reversdo em relagdo a média, pois, quando a taxa de juro r», estd acima do
valor da taxa de juro de longo prazo () o coeficiente a (a > 0) faz com que a deriva se
torne negativa e o valor da taxa de juro seja puxado para baixo em direccdo ao seu
parametro de longo prazo. Da mesma forma, quando r, <b, isto é, quando a taxa de
juro instantanea esta abaixo do seu valor de longo prazo, a deriva é positiva e a taxa de

juro é puxada na direccdo do parametro b . Este tipo particular de processo estocéstico

recebe a designacdo de Ornstein-Uhlenbeck process.

No modelo de Vasicek a taxa de juro r, segue uma distribuicdo Normal, em que o

correspondente valor esperado e variancia do processo da taxa de juro futura em T séo

dados por

E[rT | rt]: re U 1 p(l—e )

t

62(1—64Mrﬂ)
2a

Para este processo 0 preco de uma obrigagdo de cupdo zero, no momento ¢, que paga

Vb}ln]:

uma unidade no momento 7, é dado pela expressao:
P(t,T) = A(t,T).exp[- B(t,T).r,],
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no qual

B(t,T) = {(1_6—11(“))}

b

AT) = exp{(B(t,T) —(T-0)(a*b-012) Uz_B(t’T)z} |

a? 4q

A expresséo para o preco da obrigacdo de cupéo zero, fazendo uso da notacdo sobre as

taxas de juro introduzida no Capitulo 2, é determinada a partir da relagéo:

P(t,T) = exp[— (T - t).R(t,T)] ou, em alternativa: P(¢,T) = exp{— ]‘f(t,u)du} .
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Parte Il — Modelo de Desenho Estocéastico de Planos de
Contribuicao Definida

4. ENQUADRAMENTO DO MODELO

Da analise da realidade do mundo em que vivemos, relativamente aos rendimentos

financeiros pés-reforma de qualquer trabalhador, podem retirar-se algumas tendéncias.

A tendéncia mais marcante a nivel europeu no sistema de pensdes é a diminuicdo dos
beneficios concedidos pelos 6rgéos estatais (pensdes da Seguranca Social) e a transicao
de um sistema de reparticdo para um sistema de capitalizacdo, que se prende com a falta
de sustentabilidade dos sistemas financeiros de proteccdo social. De facto, os sistemas
publicos de Seguranca Social na Europa assentam no chamado sistema de reparticdo
baseado na solidariedade inter-geracional, no qual as contribui¢cdes dos actuais activos
servem para pagar as pensdes dos actuais pensionistas. Estes sistemas foram desenhados
e implementados (no p6s Segunda Guerra Mundial) tendo em conta uma realidade
demogréafica e sdcio-econdémica que se tem vindo a alterar profundamente desde entao,

com impactos significativos ao nivel da sustentabilidade do sistema.

Em termos demograficos constatou-se uma diminuicdo da natalidade que
conjuntamente com um aumento da esperanca média de vida (que resulta
essencialmente dos avangos da medicina) fizeram inverter a piramide etéria. Por outro
lado, @ medida que o nivel de educagdo e de escolarizacdo se estende, a entrada no
mercado de trabalho ocorre cada vez mais tarde o que provoca uma diminuicdo dos
periodos contributivos. Com a juncdo destas duas alteracdes, torna-se evidente a pressao
financeira exercida no sistema publico de Seguranca Social, pois sdo cada vez menos 0s
activos a contribuirem para o sistema (com a agravante de que entram mais tarde para o
mercado de trabalho e saem mais cedo — reformas antecipadas) e cada vez mais 0s que
beneficiam do sistema (com a agravante do aumento do nimero de anos em que

beneficiam do sistema).
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Com a sustentabilidade financeira do sistema de proteccdo social em causa, os Estados
tém necessidade de diminuir o nivel de beneficios que concedem, transferindo
responsabilidades para as empresas e para os proprios individuos (segundo e terceiro
pilar respectivamente do que é normalmente desigando por Sistema dos Trés Pilares da

proteccdo social).

E dentro deste Segundo Pilar que se pode encontrar os Planos de Pensdes, porquanto as
empresas tomam a responsabilidade de garantir aos seus trabalhadores, na reforma, um
rendimento adicional que deverd acrescer ao que estes receberdo do Primeiro Pilar
(Seguranca Social). No que concerne aos Planos de Pensdes, e aqui reside a segunda
tendéncia nos rendimentos de pos-reforma, assiste-se a uma mudanca do tipo de plano

de beneficio definido para contribuicdo definida.

Esta tendéncia assenta, acima de tudo, na necessidade das empresas controlarem o0s
riscos e, consequentemente, 0s custos, associado ao seu plano de pensdes. De entre 0s
motivos que estdo na origem da transicdo para planos de contribuicdo definida,
destacam-se 0s seguintes:

X Risco de investimento — De entre 0s varios riscos, este € um dos que origina
maior preocupacdo junto das administracbes das empresas, principalmente no
contexto actual dos ultimos trés anos, pois as rendibilidades dos fundos de
pensdes foram seriamente abaladas pela desvalorizagcdo dos mercados
accionistas. Nestas circunstancias, as perdas financeiras ocorridas no fundo de
pensdes obrigam as empresas a injectarem capital no mesmo, fazendo aumentar

0s custos com o plano;

X Nivel de financiamento — Este factor estd intimamente relacionado com o
anterior, porquanto a autoridade que supervisiona os fundos de pensdes
(Instituto de Seguros de Portugal — ISP) exige minimos de financiamento que
tém de ser respeitados. Desta forma, num contexto econdémico de baixas
rendibilidades dos fundos de pensbes o nivel de financiamento deteriora-se

obrigando as empresas a fazerem contribui¢des adicionais para o fundo;
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X

Contabilizacdo dos custos — As normas de contabilizacdo dos custos com
planos de pensbes também influenciam os custos com os planos de beneficio
definido visto que as recentes altera¢cGes as normas (FRS-17 no Reino Unido e
IAS-19 a nivel Europeu) indicam que quaisquer ganhos e perdas actuariais e
financeiros terdo que ser integralmente levados a custo do ano. A possibilidade
de suavizar os ganhos e as perdas (quer actuariais quer financeiros), que nao
consta das recentes normas, vem, mais uma vez, aumentar a incerteza dos custos

e acentuar a pressao relativamente aos planos de beneficio definido;

Complementaridade com a Seguranca Social — Sendo muitos dos planos de
pensbes (em Portugal) complementares a Seguranca Social, existe o risco das
empresas terem de suportar 0s encargos com a diminuicdo dos beneficios

concedidos pelo sistema estatal de proteccédo social.

A transicdo de planos de beneficio definido para planos de contribuicdo definida

transfere a maior parte dos riscos do plano de pensdes para o individuo. Como neste tipo

de planos o que é definido é a contribuicdo (percentagem da massa salarial) que o

empregador faz para a conta individual de cada trabalhador, a pensdo (a data da

reforma) que este vai auferir é desconhecida. De entre 0s riscos que influenciam o valor

final da penséo destacam-se 0s seguintes:

X

Insuficiéncia de contribuicdes — O individuo detém o risco de a taxa de
contribuicdo do empregador ser insuficiente para gerar, na reforma, um

rendimento condigno;

Risco de investimento — As contribuicBes feitas para a conta individual sdo
investidas nos mercados financeiros (obrigacGes, acc¢des, imobiliario...) e o
montante disponivel antes da reforma vai ser maior ou menor consoante 0s
rendimentos financeiros que foram obtidos. Se bem que no caso de

investimentos favoraveis o individuo é o grande beneficiado a principal
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preocupacao reside nas situacfes em que o rendimento gerado seja baixo ou
insuficiente, especialmente no periodo que antecede 0 momento da reforma;

X Risco de compra da anuidade — No momento da reforma, a pensdao que o
individuo vai receber é determinada pela divisdo entre 0 montante disponivel na
sua conta individual e uma anuidade. Portanto, o individuo esta sujeito ao risco
associado a compra da anuidade. Este risco deriva, essencialmente, do risco de
uma taxa de juro baixa a que corresponde uma anuidade alta e

consequentemente uma pensao mais baixa.

E precisamente neste cenario de mudanca para planos de contribuicdo definida e da
incerteza que rodeia o montante da pensdo final que se enquadra esta dissertago. A
medida que os planos de contribuigdo definida se vdo tornando mais comuns, o desenho
e a respectiva analise dos previsiveis beneficios revelam-se de primordial importancia.

O objectivo da dissertagdo consiste em utilizar a avaliacdo dos beneficios concedidos
por planos de contribuicdo definida como ferramenta de desenho do plano. Como
medida de avaliacdo da adequacdo (ou nédo) das pensdes geradas por este tipo de planos
ird utilizar-se a taxa de substituicdo. A taxa de substitui¢do resulta da divisdo do valor
da pensdo, calculada no momento da reforma, pelo ultimo saléario auferido antes da
reforma:

Pensao
Ultimo Saléario

Taxa de Substituicdo =

e pretende medir a relagdo entre o rendimento antes da reforma (salario) e depois da
reforma (pensdo). Ou seja, a taxa de substituicdo permite analisar a adequacdo da
pensdo que o individuo vai receber e, consequentemente, concluir da qualidade do plano
de contribuicdo definida desenhado, através da medicao do valor relativo da pensdo face

ao ultimo salério.

Utilizando a taxa de substituicio como medida de analise permite também fazer
comparagBes em relacdo a pensdo atribuida por planos de beneficio definido. Como a
maioria dos planos de beneficio definido sdo do tipo salério final, no qual as férmulas
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de determinacdo da pensdo estdo estabelecidas em funcdo do dltimo salario, é
relativamente simples determinar a priori qual a taxa de substituicdo. Assim, o0 modelo
permite medir de que forma é que um plano de contribuicdo definida consegue

providenciar um nivel de pens@es semelhante ao de um plano de beneficio definido.

5. DESENHO ES'I:OCASTICO DE PLANOS DE
CONTRIBUICAO DEFINIDA

5.1 METODOLOGIA DE DESENHO DE UM PLANO CD

A forma mais adequada para o desenho e analise de casos extremos (0 que na literatura
anglo-saxénica se traduz no termo stress testing) € a simulagdo estocéstica. Esta
metodologia consiste na geracdo de um grande numero de resultados do valor final da
pensdo (e consequentemente das taxas de substituicdo) condicionada pelas hipdteses
assumidas relativamente a taxa de contribui¢cdo, ao retorno dos investimentos, a

mortalidade e a outros factores.

A metodologia de desenho de um plano de contribuicdo definida, através da simulacdo

estocéstica, envolve 0s seguintes passos:

1) Definicao dos parametros que definem o plano de contribuicdo definida (a taxa de
contribuicdo — que pode ser constante, indexada a idade ou indexada ao valor do
fundo acumulado) e defini¢do dos processos estocasticos que modelizam o retorno
dos investimentos (acgdes, obrigaces...), 0s salérios, a taxa de juro, a mortalidade,
etc.

2) Escolha da estratégia de investimento para o horizonte temporal estabelecido
(desde a data em que o individuo entra para a empresa e esta comeca as
contribuicBes para a conta individual até a data de reforma do mesmo). A estratégia
de alocacdo dos activos pode ser estatica (permanece constante durante todo o
periodo) ou dindmica (pressupde uma avaliacao e realocacao periodica dos activos).
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3) Geracao da distribuicdo empirica dos valores das taxas de substituicdo, a data
da reforma, de acordo com as hip6teses assumidas nos dois passos anteriores e
fazendo uso da simulacdo estocastica. Uma vez obtida a distribuicdo empirica dos
resultados é possivel obter os valores estimados do VaR para os graus de confianca
pré-definidos.

4) Anélise dos valores do VaR e conclusdo se sdo ou nao satisfatérios e em caso
negativo alterar uma das variaveis do modelo (taxa de contribuicdo ou estratégia de
alocacéo dos activos) até que se tornem satisfatorios.

5) Se os valores forem satisfatéorios, entdo, o desenho do plano de contribuicéo definida
esta finalizado e determinaram-se, para os graus de confianca pré-definidos, os

niveis de beneficio que o plano providencia.

5.2 VARIAVEIS E SUBMODELOS DO MODELO GLOBAL

O modelo de desenho estocastico de planos de contribuicdo definida é, na sua esséncia,
bastante simples. A figura seguinte (Figura 1) € uma representacdo esquematica do
modelo global que ajuda a identificar quer a dindmica do modelo quer as variaveis e 0s

submodelos.

Como o objectivo final a atingir é a simulacdo das possiveis taxas de substituicdo que
um individuo podera vir a ter se usufruir do plano de pensGes desenhado. Assim 0
primeiro passo consiste na definicdo da idade inicial, isto ¢, 0 momento em que o

empregador comeca a fazer as contribuigdes para o fundo.

As contribuicbes para o fundo dependem, por um lado, do parametro taxa de
contribuicdo (que representa a percentagem do salario do individuo que o empregador
se comprometeu a contribuir para o fundo) e, por outro, da evolugdo dos salarios ao

longo dos anos até a reforma — submodelo dos salarios.
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Figura 1 — Esquema do Modelo Global

Esquema do Modelo Glohal de desenho estocastico de Planos de Coniribuicio Definida
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Em paralelo com o submodelo que modeliza os salarios existe o submodelo retorno
dos investimentos que € responsavel pela modelizacdo das varidveis dos mercados
financeiros (preco das acgOes, preco das obrigagdes...). Normalmente, este submodelo
possibilita igualmente a modelizacdo das taxas de juro (através das curvas da taxa de
rendimento — yield curve — das obrigacBes de longo prazo) que é utilizada para

determinar a anuidade com que se calcula a taxa de substituicédo.

O montante acumulado no momento da reforma é o resultado das contribuicdes feitas
para o fundo, que por sua vez depende do parametro taxa de contribui¢do e do

submodelo dos salarios, e dos retornos anuais dos investimentos, que resulta da
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conjugacéo do submodelo de retorno dos investimentos com o parametro estratégia
de alocacéo dos activos.

Tendo o montante acumulado no momento da reforma, calcula-se o valor final da
pensdo dividindo o montante acumulado por uma anuidade. A anuidade depende do
valor da taxa de juro no momento da compra, que pode ser obtida no submodelo de
retorno dos investimentos, e depende do submodelo de mortalidade, responsavel pela

modelizacdo da mortalidade®.

Por fim, dividindo o valor final da pensdo pelo ultimo saléario, determina-se o valor da

taxa de substituicéo.

Cada simulacdo prevé todos estes passos, desde o inicio das contribuigdes, passando
pela modelizagdo dos salérios e das varidveis dos mercados financeiros (incluindo a
modelizacdo da taxa de juro) até a determinacdo da pensdo e da respectiva taxa de
substituicdo. Repetindo este processo tantas vezes quanto o numero de simulacdes
previsto obtém-se a distribuicdo empirica das taxas de substituicdo que permitira
concluir, com o grau de confianca pré-estabelecido, da qualidade dos beneficios

providenciados pelo plano de pensdes em analise.
5.2.1 PARAMETROS
Em termos concretos, os parametros do desenho estocastico de planos de contribuicdo

definida resumem-se a taxa de contribuicdo, a idade de reforma e a estratégia de

alocacgéo de activos.

Taxa de Contribuicao)

Existem diversas formas de definir a taxa de contribuicdo e que vao ser objecto de
estudo nesta dissertacdo: pode ser fixa durante todo o periodo, pode ser indexada a

idade do individuo ou, em alternativa, pode variar em consonancia com o montante

1 0 submodelo da mortalidade, embora presente no esquema global por desempenhar um papel importante no valor
da anuidade, néo vai ser objecto de estudo nesta dissertacdo por ser um tema demasiado vasto e que sairia um pouco
fora do &mbito da mesma.
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acumulado e a respectiva taxa de substituicdo em diversos momentos. Pretende-se, com
esta flexibilidade relativamente a taxa de contribuicdo, fazer uma analise de
sensibilidade e verificar até que ponto € que um desenho mais complexo em termos da

taxa de substituicdo pode providenciar um nivel de beneficios mais elevado.

ldade de reformal

Apesar de ndo ser tdo importante como o0s outros dois parametros, continua a ser um
parametro relevante no desenho do plano, pois a antecipacdo da idade da reforma pode
revelar-se como um factor inibidor da qualidade dos beneficios atribuidos pelo plano de

contribuicédo definida.

[Estratégia de Alocac&o de Activos

O outro parametro — estratégia de alocacdo de activos — diz respeito a escolha da
composicdo da carteira de activos do fundo de pensdes e representa, neste modelo, a
variavel de controlo mais importante.

As contribuicdes do empregador sdo responsaveis pela alimentacdo do fundo de
pensdes, no entanto, a forma como o valor do fundo evolui vai depender da seleccdo da
proporcado a investir em cada um dos activos disponibilizados pelo mercado financeiro.
Da gestéo dos fundos de pensdes, mais de 90% da boa performance do fundo depende
da estratégia de alocacdo — por exemplo, 30% em accdes, 20% em obrigacGes de curto
prazo e 50% em obrigacGes de longo prazo — enquanto a tactica de alocacdo — por
exemplo, dos 30% em accBes 15% é feito na accdo A, 35% na acgdo B e 50% na accédo
C- ¢ responsavel pela restante parte. Assim se justifica a importancia da selec¢do deste
parametro em detrimento de outros.

As estratégias de alocacao de activos que vao ser estudadas sdo:

a) 50/50 — Estratégia de baixo risco (mais conservadora) que consiste em investir
50% do fundo em obrigacOes de curto prazo (Numerario) e os restantes 50% em
obrigacBes de longo prazo. E, portanto, uma estratégia estatica (porque se
mantém fixa ao longo do periodo de acumulagdo) de baixo risco porque 0s
activos considerados possuem um rendimento médio que ndo esta sujeito a

grande variabilidade.
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b) Média Fundo de Pensbes (MFP) — Estratégia associada a um perfil de risco
mais elevado que se baseia na alocacdo média dos fundos de pensdes no Reino
Unido.? A caracteristica fundamental inerente a esta estratégia reside no elevado
peso atribuido a activos financeiros que apresentam uma rendibilidade média

superior, a qual esta associada uma maior variabilidade (leia-se maior risco).

c) Ciclo de Vida — Estratégia que consiste em escolher a estratégia MFP durante
0s primeiros anos de acumulacdo e, a medida que se aproxima a idade de
reforma, fazer uma transicdo de 5 ou 10% por ano para a estratégia 50/50. O
Gréafico 1 evidencia a composicao da estratégia do ciclo de vida em cada uma
das estratégias estaticas 50/50 e MFP, para o caso em que a transicao é feita por

um periodo de 10 anos.

Grafico 1 — Estratégia do ciclo de vida
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Esta estratégia € designada como estratégia de ciclo de vida, pois tem em
consideracdo o perfil de risco em cada um dos momentos do ciclo de vida.
Assim, a medida que a idade vai avancando e 0 momento de reforma se vai

2 A utilizagdo da estratégia de alocacdo média do Reino Unido em detrimento da alocacdo média em
Portugal deve-se ao facto de este pais possuir um peso médio em acc¢Bes bem superior - que vai ao
encontro ao perfil de risco (elevado) pretendido. Assim, por uma questdo de concordancia com o artigo
que serviu de base a esta parte da dissertagdo - Blake, D., Cairns, A. e Dowd, K., (2001) - decidiu-se manter a
designacao original ai utilizada.

31



d)

aproximando os individuos tendem a escolher uma estratégia com menor risco,
dai a suave transicdo para a estratégia 50/50.

Nivel de Beneficio — Estratégia que consiste em verificar qual o nivel de
financiamento relativamente a um patamar superior (Ps) e a um patamar inferior
(P)) e, consoante este nivel, fazer a respectiva proporcdo nas duas estratégias
estaticas 50/50 e MFP. Neste contexto, o nivel de financiamento traduz-se por

taxa de substituicéo.

Na pratica, a definicdo do patamar superior e inferior depende do desenho do
plano que se esta a elaborar e, acima de tudo, vai depender de qual é o objectivo
(target) do plano em termos de beneficio que deverd providenciar. Por exemplo,
se 0 objectivo final é conseguir uma taxa de substituicdo a volta dos 15% e a
taxa de contribuicdo é de 3%, entdo, como valores possiveis para Ps e P, temos
0,15 e 0,1. O patamar superior representa o objectivo a atingir enguanto o
patamar inferior representa o beneficio minimo que o plano deve conceder, a
partir do qual o grau de aversdo ao risco torna-se maior no sentido de preservar

os beneficios entretanto adquiridos.

Para melhor compreender esta estratégia, coloquemos a questdo de uma outra
forma. A estratégia consiste em:

— Investir 100% na carteira MFP se a taxa de substitui¢ao for inferior a P,

— Investir 100% na carteira 50/50 se a taxa de substituicdo for superior a
Ps.

— Aumentos lineares na carteira 50/50 a medida que a taxa de substituigdo

aumenta de P, para Ps.

Um exemplo ajudard certamente a clarificar a questdo. Tome-se 0 exemplo
acima descrito para P, e Ps e considere-se um aumento linear de 20% para a
carteira 50/50 por cada 1% de aumento da taxa de substituicdo. O Gréafico 2

sintetiza toda esta informacao.
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Grafico 2 — Estratégia nivel de beneficio
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Taxa de Substituicdo

Em resumo, as estratégias de alocacdo a) e b) sdo estaticas porquanto permanecem
constantes ao longo do periodo de analise, enquanto que as estratégias c) e d) séo
dindmicas porque o peso atribuido as estratégias a) e b) varia nesse mesmo periodo. No
gue respeita as Ultimas estratégias, estas subdividem-se ainda em dois tipos — as que
dependem da evolucdo do valor do fundo (estratégia d)) e as que ndo dependem

(estratégia c)).

5.2.2 SUBMODELOS

O modelo geral do desenho estocastico de planos de contribuicdo definida, como de
resto ja foi referido acima, é composto por dois submodelos — o dos salarios e o de
retorno dos investimentos. Atendendo a que estes submodelos, com especial
referéncia ao submodelo de retorno dos investimentos, sdo de alguma complexidade e
dado o tratamento mais cuidado que requerem, entendeu-se por bem desenvolver estes
temas numa outra Parte. A discussdo destes submodelos numa Parte propria faz todo o
sentido, visto que eles sdo o ndcleo / motor de funcionamento do modelo global.

Desta forma, remetemos o leitor para a Parte Ill onde estes submodelos sé&o

apresentados e discutidos.
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Parte 111 — Submodelos dos Salarios e de Retorno dos
Investimentos

Nesta Parte abordar-se-d0 questBes mais técnicas uma vez que serdo analisados em
detalhe os submodelos que permitem a geracdo de variaveis fundamentais ao modelo
global, como sejam os salarios, os varios activos financeiros (ac¢des, obrigacdes de taxa
fixa e indexada, numerério...) a inflacdo e as taxas de juro.

Contudo, e ainda antes de passar a descri¢do dos submodelos, considerou-se importante
fazer uma breve alocucdo a estes modelos, a sua origem, ao seu objectivo e as suas

propriedades fundamentais.

6. ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRE MODELOS

A maioria dos modelos que os actudrios e os analistas financeiros tém a sua disposicao
surgiram da necessidade que estes sentiram de compreender, analisar e resolver os
problemas intrinsecos a sua actividade. O elemento central e fundamental de todos estes
problemas é o risco, dado que a gestdo do risco é 0 core business dos actuarios e dos
analistas financeiros.

A utilizagdo de modelos como forma de analisar determinadas realidades encontra-se
em plena ascensdo e é o fruto de duas tendéncias importantes: a constante inovacao
tecnologica dos computadores, que permitiu um aumento exponencial da capacidade de
calculo, e 0 aumento da investigacdo (estudos académicos) relacionados com estas
tematicas. Note-se que esta producdo de conhecimentos foi motivada por diferentes
necessidades, ou seja, 0s traders por procurarem novas técnicas de determinacdo de
precos, troca e cobertura (kedging) de uma pandplia de novos instrumentos financeiros,
0s economistas que procuram formas de fazer previsdo e 0s actuarios que tentam

conjugar diferentes focos de incerteza para fazer planeamento a longo prazo.

Na maioria dos casos, estes estudos tendem a debrucar-se sobre problemas especificos,
ou seja, apenas sobre uma parte de um problema mais genérico. E por isso comum

verem-se estudos sobre 0 movimento do prego das acgOes, sobre as estruturas de termo
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das taxas de juro ou sobre modelizacdo da taxa de inflacdo, no entanto, s&0 menos
frequentes os estudos sobre a conjugacdo destas varias componentes num Gnico modelo
de forma consistente.

E precisamente nestes modelos, em que é necessario compreender o comportamento
conjunto das variaveis relevantes, que se concentrardo os esfor¢cos na presente

dissertacéo.

6.1 PROPRIEDADES DOS BONS MODELOS

Um modelo é uma versdo simplificada da realidade que deve capturar as caracteristicas
fundamentais do problema de modo a permitir o seu entendimento ajudando a sua
solucdo. Mas como ndo é possivel obter um modelo que consiga satisfazer os requisitos
para modelizar todos os problemas com que os analistas financeiros e actuarios se
deparam, estes construiram diversos modelos para responder a cada tipo de problema
em que se concentram.

Por conseguinte, a questdo que se coloca é: se existem varios modelos quais os factores
/ critérios que devem estar na origem da seleccdo de um modelo em detrimento de
outro? De seguida, sdo referidos alguns dos atributos que os bons modelos devem

possuir.

a) Representatividade — Um bom modelo deve providenciar, o mais fiel possivel,
uma representacdo dos activos financeiros que modeliza. A ideia subjacente é
gue o modelo deve replicar o comportamento real (nos mercados) do activo
financeiro, através da captura das suas caracteristicas mais importantes.

O objectivo é poder olhar para as simulaces produzidas e verificar se estas sdo
plausiveis e se as frequéncias imputadas a determinados resultados séo razoaveis
ou ndo. Para tal, é necessario analisar a forma das distribuicdes em diferentes

horizontes temporais e verificar as relac@es entre as variaveis.

b) Interpretacdo Econdémica — O comportamento dos activos financeiros
definidos no modelo devem ser consistentes com 0s principios econémicos

genericamente aceites. Uma das principais caracteristicas que um modelo desta
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d)

f)

natureza possui € ser livre de arbitragem (arbitrage-free), 0 que em termos
econdmicos se traduz no célebre principio de que ndo existem almocos gratis na
economia. Por outro lado, o comportamento conjunto das variaveis modeladas
deve ser consistente com 0s principios econdmicos fundamentais. Porém, é

conveniente salientar que ndo existe consenso em algum destes principios.

Parciménia — Os modelos devem ser o mais simples possivel mas retendo as
caracteristicas fundamentais do problema. A complexidade a considerar nos
modelos deve ser analisada, uma vez que néo faz sentido criar um modelo que
seja 0 mais detalhado possivel numa determinada area e depois se assumir
hipbteses muito simplistas noutras. A qualidade do modelo vai ser avaliada pela
sua area mais fraca. Por vezes a modelizagcdo de uma determinada realidade
torna-se tdo complexa e com base em tantos parametros que o modelo acaba por
dar mais importancia aos pequenos aspectos e perder a coeréncia global e as

suas caracteristicas fundamentais.

Transparéncia — Se ndo se conseguir explicar 0 modelo em poucos minutos
torna-se dificil ganhar a confianca de todos aqueles que ndo sdo peritos na
matéria. Portanto, o bom modelo é aquele que permite disponibilizar os

resultados e as conclusdes de forma simples e clara.

Flexibilidade — Como a realidade é dificil de modelizar de uma sé vez, é
necessario que o modelo seja suficientemente flexivel para que se possa ir
ajustando, ao longo do tempo, de modo a introduzir novas caracteristicas que
permitam melhorar a modelizag&o da realidade.

Formas de implementacdo — Os modelos podem ser implementados de
diversas formas, cada qual com as suas vantagens e desvantagens. O facto de o
modelo pode ser implementado de diversas formas vai enriquecer as opgoes,
aumentando a flexibilidade, daquele que pretende implementar um modelo. Na
préatica, os modelos sdo implementados recorrendo a mais do que uma forma de

implementacdo. Vejamos algumas destas formas de implementacao:
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i) — Através de calculos analiticos onde é possivel obter funcGes matematicas
que descrevam as variaveis de interesse. Esta solucdo é apenas possivel para
um namero pequeno de problemas.

i) — Através de testes (para tal utilizando a estrutura do modelo) aos dados
passados das variaveis que se pretende modelizar e intrinsecamente
assumindo que o futuro se vai comportar a semelhanca do que aconteceu no
passado.

iii) — Através da analise deterministica de cenarios, ou analise de sensibilidade,
na qual sdo verificados, caso a caso, uma série de cenarios relevantes.

iv) — Através de técnicas de construcdo de arvores binarias onde 0s cenarios sao
criados na forma de uma arvore. Esta técnica é aplicavel se e s6 se 0 modelo
tiver um nimero reduzido de factores estocasticos.

v) — Através da simulagdo estocéastica de Monte-Carlo, na qual sdo gerados, por
um computador, um grande nimero de cenarios possiveis. Nesta situacdo ja

é possivel trabalhar com um grande nimero de factores estocasticos.

6.2 CALIBRACAO E ESTIMACAO DOS PARAMETROS DOS
MODELOS

A incerteza subjacente a implementacdo de um modelo como forma de descricdo de
uma realidade advém de duas fontes: do préprio modelo e dos seus parametros. A
incerteza relativamente ao modelo pode ser descrita como a incerteza que deriva da
adequabilidade do modelo em descrever uma determinada realidade. No entanto,
mesmo que o0 modelo seja 0 adequado ainda existe outra fonte de incerteza que resulta
da estimacdo dos parametros desse modelo.

Os cenarios gerados por um modelo estocastico dependem da estrutura do modelo e dos
parametros desse modelo. A calibracdo de um modelo é o processo pelo qual o
modelizador determina o valor dos parametros do modelo que pretende implementar. A
calibracéo / estimagdo dos pardmetros é uma das etapas mais dificeis na construcéo de
um modelo e é considerada por muitos como uma arte.

Vejamos, de seguida, algumas formas distintas de calibracdo do modelo.
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6.2.1 DADOS EMPIRICOS

A mais comum das formas de calibracdo deste tipo de modelos consiste em olhar para
as séries temporais, analisar o comportamento passado das variaveis e fazer com que 0s

resultados gerados pelo modelo repliqguem o seu comportamento.

A calibracdo de modelos, segundo esta metodologia, pressupde que se tomem
determinados caminhos, isto é, que se facam escolhas nos horizontes temporais a
considerar nas séries (se a partir de 1925, se a partir de 1945...), na selec¢do do tipo de
valores (se tomam os valores das taxas de juro ou se analisam a distribuicdo de
frequéncias da taxa de juro). O estudo destas séries passa igualmente pela analise da

variacdo (volatilidade) das diversas varidveis durante diversos periodos.

6.2.2 DADOS DE MERCADO

Uma alternativa a calibragdo de modelos utilizando dados histdricos baseia-se na
observacdo dos dados de mercado e no uso desta informacdo para determinar oS
parametros apropriados. O principio subjacente a esta metodologia reside no facto de se
considerar que os activos disponiveis no mercado e 0s precos dos derivados contém

informacdo que pode ser usada na calibragcdo do modelo.

Para um melhor entendimento desta questdo tome-se o exemplo das estruturas de termo
da taxa de juro. E possivel analisar as curvas da taxa de rendimento (yield curves) das
obrigaces de curto e/ou longo prazo e & luz das diversas teorias sobre a yield curve’
(expectations theory, liquidity premium € preferred habit theory) obter informagdes para
a determinacdo dos parametros do modelo. Outro dos exemplos desta metodologia
consiste na utilizacdo da volatilidade implicita nas opcdes para, ao fazer variar o prego

de exercicio (strike price), obter a distribui¢do de probabilidade do activo em estudo.

® Disponivel em qualquer livro sobre teoria financeira. Veja-se, por exemplo, Elton, E., Gruber, M.
(1991).
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6.2.3 OPINIAO DOS PERITOS

Finalmente, e esta ndo € tanto uma forma de calibracdo mas antes uma forma de
verificacdo da mesma, existe ainda uma fonte de informacGes que pode ser utilizada

para julgar a razoabilidade das distribui¢cdes geradas pelo modelo.

Em termos praticos é possivel recolher informacdes sobre estimativas de previsdo
fornecidas por entidades independentes, como, por exemplo, os intervalos de confiancga
da inflag&o futura publicados por alguns dos bancos centrais (Banco de Inglaterra por
exemplo).

Embora ndo exista uma regra clara de como incorporar a opinido de peritos na
calibracdo dos processos (a aproximacao Bayesiana pode ser uma das solugdes) € facil
compreender o potencial valor que estas informag6es podem transpor para 0s modelos.
Para situacOes onde se utilize parametros estimados com base em dados histéricos, estas

opiniBes sdo Uteis como forma de verificacdo do risco de utilizar essas estimativas.

As trés referéncias acima apresentadas relativamente a forma de calibracéo / estimacao

dos parametros dos modelos sdo apenas uma breve introducéo a este problema.

De facto, o problema da estimac&o destes parametros, independentemente da abordagem
escolhida, é matéria suficiente para outra dissertagdo. Portanto, uma vez que o objectivo
desta dissertacdo ndo é inferir Unica e exclusivamente sobre a calibracao / estimacdo dos
parametros, e dado que é necessario limitar o ambito do estudo, optou-se por nao se
proceder & calibracdo dos modelos, que serdo apresentados nos capitulos seguintes, pelo
que se utilizardo os parametros sugeridos pelos autores dos respectivos modelos,

fazendo apenas algumas modificacGes em alguns dos parametros.

/. SUBMODELOS DE RETORNO DOS INVESTIMENTOS

Como referenciado no capitulo anterior, o actuario tem hoje uma razoavel amplitude de

modelos financeiros de longo prazo ao seu dispor. Em termos europeus (e também em
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termos mundiais) o pais que se encontra na vanguarda, no que toca a estes modelos de
retorno de investimentos a longo prazo, é o Reino Unido.

Uma pesquisa mais cuidada em relagdo a este tema revela uma série de modelos
disponiveis sobre os quais se vai fazer uma breve indicacio®. De seguida, apresenta-se
alguns modelos:

a) Wilkie Model *(versdo original);

b) Variacdo do Wilkie Model, que utiliza modelos ARCH;

C) Random Walk Model, descrito por Smith;

d) Smith’s jump difusion Model,

e) TY Model de Yakoubov, Teeger & Duval®;

f) Cairn’s Model,

9) Whitten and Thomas Model,

h) Hibbert Model .

Como seria de esperar existe uma série de caracteristicas que sdo comuns a uns modelos

e diferentes noutros. Analisem-se algumas dessas caracteristicas:

X Um factor comum a todos os modelos acima apresentados consiste no facto de
todos eles terem sido desenhados para funcionar através de simulacdo de Monte-
Carlo. S0 raras, excepto para alguns modelos e em condi¢cbes muito

especificas, as situacdes em que é possivel tratar analiticamente os problemas.

X Os incrementos de tempo utilizados na maioria dos modelos séo definidos em
termos anuais, dai que estes modelos ndo sejam apropriados para a determinacao
de precos de derivados, uma vez que foram desenhados como modelos
financeiros de longo prazo. As excepgOes sdo os modelos d), f) e h) que séo
modelos em tempo continuo e como tal podem ter incrementos de qualquer tipo

(mensal, bimensal...).

* Para uma analise mais detalhada destes modelos veja-se Lee (2000).

5 Para uma analise mais detalhada deste modelo veja-se Wilkie (1995)

® Para uma analise mais detalhada deste modelo veja-se Yakoubov (1999)
7 Para uma analise mais detalhada deste modelo veja-se Hibbert (2001)
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X Em relacdo as variaveis dos modelos, estas distinguem-se entre aquelas que sdo
modelizadas de forma directa pelas equacdes fundamentais do modelo e aquelas
que sdo modelizadas indirectamente. Outro dos factores que também permite
distinguir os modelos é o nimero de inovacdes® de cada modelo. Na pratica, as
caracteristicas acima apresentadas permitem analisar a estrutura de cada um dos
modelos e aferir da sua complexidade, assim como avaliar a qualidade dos

modelos a luz do niumero de activos financeiros modelizados.

Tendo em conta o que foi acima descrito (no Capitulo 6.2), em relacdo a incerteza dos
modelos é, portanto, natural que se considere (nesta dissertacdo) mais do que um
modelo, pois sé assim é possivel comparar a adequacdo de cada um dos modelos a

realidade.

A escolha do primeiro modelo incidiu sobre o0 Modelo de Wilkie, sendo esta decisao
fundamentada na popularidade que o modelo conseguiu reunir entre os actuarios e pela
consisténcia que apresenta nas relacdes entre as diversas variaveis modelizadas.
Saliente-se que este modelo funciona, na pratica, como modelo de referéncia
(benchmark) sobre o qual sdo feitas comparacfes para todos 0os novos modelos que

surgem.

Relativamente ao segundo modelo, ao seleccionar-se 0 Modelo de Hibbert pretendeu-
se investigar um modelo com uma estrutura e uma dindmica de construcao diferente.
Como os dois modelos assentam em fundamentacGes matematicas distintas, o primeiro
é¢ um modelo em tempo discreto que faz uso da andlise de séries temporais para
determinacdo dos parametros das equacdes dos varios activos modelizados enquanto o
segundo é um modelo em tempo continuo que assenta em equagOes diferenciais
estocasticas como forma de modelizar os diversos activos. Assim, o estudo €

enriquecido pois pode-se verificar como os dois modelos respondem a uma mesma

® Entende-se por inovacdes (inovations) 0s valores aleatérios gerados (assume-se a hip6tese de que sdo
independentes e identicamente distribuidos e, normalmente, tem uma distribuicdo Normal de média 0 e
desvio padrédo 1) que permitem definir os incrementos nas diversas variaveis.
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realidade e como os resultados finais sdo afectados pela escolha de um modelo em
detrimento de outro.

7.1 SUBMODELO DE WILKIE

O Modelo de Wilkie apresenta j& alguma maturidade, pois 0s primeiros artigos deste
autor remontam a década de 80 onde foi apresentada uma primeira versdao do modelo.
Esta primeira versdo modelizava variaveis como a inflacdo, os dividendos das ac¢oes, a
taxa de rendimento das ac¢oes e taxas de juro de longo prazo.

Contudo, o que viria a ser conhecido como “The Wilkie Investment Model” (tal como 0
conhecemos hoje) foi apresentado em 1995 no British Actuarial Journal. Face a versao
anterior, os parametros foram reestimados com base em novas séries temporais
actualizadas até 1994, foram introduzidos modelos para os salarios, taxas de juro de
curto prazo, imobiliario, obrigacdes de taxa indexada (index-linked bonds) e ainda um
modelo para as taxas de cambio.

Desde 1995 a estrutura dos modelos dos diversos activos mantiveram-se mais ou menos
constantes (algumas das equacdes sofreram pequenas alteracdes) embora tivessem
existido diversas parametrizacdes, feitas com base na incorporacdo dos dados mais

recentes nas séries temporais.

De seguida, apresentam-se as equacdes que permitem modelizar os retornos dos
diversos activos financeiros, necessarios para 0 modelo global, tal como descrito no
Capitulo 5.2.2. De todos os modelos, de activos financeiros, apresentados por Wilkie
apenas um vai ser excluido — o modelo das taxas de cAmbio — por sair um pouco fora do
ambito desta dissertagdo. Assim, num contexto de Unido Econdmica e Monetaria
(UEM) em que existe uma moeda Unica — 0 Euro — e mesmo tendo em conta a excluséo
do Reino Unido da UEM, a modelizacdo de taxas de cambio ndo se considera
justificavel. No final deste capitulo (subcapitulo 7.1.8), ap6s a apresentacdo de todas as
equac0es, vai ser mostrada a parametrizacdo do modelo — e os resultados que o modelo

produz para as suas variaveis.
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Para cada uma das variaveis fundamentais do modelo, que se apresentam de seguida, a
metodologia de apresentacdo consiste na enunciacdo da(s) equacéo(s) que descreve o
seu comportamento (bem como de um descricdo sintética das varidveis que a
compdem), da explicacdo da racionalidade subjacente ao modelo e por fim a descricdo
das condicdes iniciais necessarias para a simulacéo de valores futuros. Com o intuito de
tornar simples a compreensdo da dindmica das equacdes foram ainda adicionados
exemplos de determinacdo das projeccdes das variaveis (10 anos).

Relativamente as condigdes iniciais, convém salientar que para determinados modelos,
como, por exemplo, os AR(1), o valor inicial pode ter um impacto na evolugéo dos
valores simulados, principalmente nos primeiros anos. Existem duas formas distintas de
atribuir valores iniciais: ou se escolnem os valores efectivos das varidveis a data da
simulacédo (que no fundo espelha as condigdes de mercado) ou se atribuem as variaveis
o valor da sua média incondicional (normalmente designadas por condic¢des iniciais
neutras). Na presente dissertacdo, optou-se por considerar condic¢des iniciais neutras.
Antes de prosseguir é conveniente chamar a atencédo para o facto de o modelo de Wilkie

possuir uma notagdo um pouco complexa.
7.1.1 INFLACAO

Seja Q(¢) o valor do indice de pregos do consumidor (IPC — variavel que descreve a

variagdo de precos de uma economia, ou seja, a inflagdo) no momento ¢, entéo, a
equacdo que descreve o seu comportamento é dada por:

0(t) = O(r-1).exp{l(t)}
onde I(¢)=InQ()-InQ(t-1) é taxa de inflacdo durante o0 ano #-1. I(¢) por sua vez é
dado por:
(1) 1(£) = OMU + QA[I(t -1) - OMU |+ OSD.QZ(?)
em que:

OMU - Taxa de inflacdo média;

QA  —Parametro autoregressivo para a inflacéo;

OSD — Desvio padrdo da inflacao;
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OZ(t) ~iid N(0,1) — Sucessdo de valores de uma varidvel aleatdria
independente e identicamente distribuida segundo uma
Normal estandardizada;

QE(t) = 0SD.QZ(t) — Residuo aleatorio.

O modelo para a variacdo dos precos descrito pela equacdo (1) estabelece que a
variacdo, em logaritmo, do IPC pode ser modelizada como um modelo autoregressivo
de primeira ordem, isto &, a série temporal dos logaritmos do IPC tem média e variancia
constantes no longo prazo. Fazendo uso da notacdo da analise de séries temporais
(Capitulo 3.1) o modelo pode ser descrito como 1(¢) ~ ARL(OMU, QA, OSD) .

Wilkie estabeleceu que a inflacdo esperada para um dado ano € o resultado do seu valor
médio (taxa de inflacdo esperada de longo prazo — QMU) conjugado com o efeito do

desvio em relacdo a média do periodo anterior (QA.[I(t—l)- QMU]). Contudo, a

variagdo da inflagéo incorpora ainda um factor de incerteza, razao pela qual se adiciona

QE(t) (factor aleatorio de média zero e desvio padrdo QSD ).

Quadro 1 — Exemplo do processo de determinacdo da taxa de inflacdo

(1 I(t) = QMU + QA.[I(t-1) - QMU] + QE(t)
Parametros 0 0,02469
QMU  0,02469 1 0,04105
QA 0,58 2 0,03018
QsD 0,018 3 0,02114
I(0) 0,02469 4 0,03998
5 0,02144
6 -0,00577
7 0,03212
8 0,02389
9 0,02880
10 0,01608

Em termos préticos, para estimar o vector futuro das variagdes anuais dos precos é
necessario estabelecer uma condig&o inicial, 7(¢z) parat =0, e gerar os valores QZ(¢) de
acordo com a variavel aleatdria Normal de média zero e desvio padréo unitério.

O Quadro 1, que apresenta o processo de determinacdo da taxa de inflacdo, permite

ganhar alguma sensibilidade quantitativa relativamente ao modelo apresentado.
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7.1.2 SALARIOS

Para fazer a estimagédo dos valores futuros das variagOes salariais anuais vai recorrer-se,
tal como no caso da inflacdo, a utilizacdo de um indice para os salérios. O valor do
indice dos salarios no momento ¢ €é dado pela varidvel W(t) enquanto
J(@)=InW()-InW(t-1) representa a taxa de crescimento salarial do ano ¢-/ para o ano
L.
No entanto, a equacdo que modeliza a variacdo salarial € um pouco mais complexa que
a sua congénere da inflagdo dado que o modelo utilizado por Wilkie incorpora uma
funcdo de transferéncia. Isto significa que o comportamento dos salarios vai depender
do comportamento da inflagcdo, porém, essa transferéncia é feita apenas num sentido
(inflagdo -> salarios), pois, como vimos no subcapitulo anterior os salarios ndo exercem
qualquer influéncia na determinacdo dos valores da inflacdo. Note-se que o modelo
apresentado para os salarios estabelece apenas uma relacdo de curto prazo entre inflacéo
e salarios, pois admitiu-se que ndo existia cointegracdo entre salérios e inflagdo (relacdo
de longo prazo).
Assim, como modelo para a variacao salarial anual tem-se:
(2) J() =WWLIt) + WW 2.1(t-1) + WMU +WSDWZ(t)
onde:

WW1 — Factor para a inflagdo do ano ¢

WW?2 — Factor para a inflagdo do ano -7,

WMU - Taxa de crescimento salarial real média;

WSD — Desvio padrdao da média da taxa de crescimento salarial real;

WZ(t)~iid N(0,1) — Sucessdo de valores de uma varidvel aleatoria

independente e identicamente distribuida segundo uma
Normal estandardizada;
WE(t) =WSD.WZ(t) — Residuo aleatorio.

A equacdo pode ser descrita da seguinte forma: o crescimento salarial no periodo ¢ é
determinado por W1 do valor da inflacdo do periodo ¢, por W2 do valor da inflacéo

do periodo #-1, ao qual se adiciona o valor médio do crescimento salarial real (WMU ) e
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ainda um residuo aleatério com distribuicdo Normal de média zero e desvio padrdo
WSD. O crescimento salarial anual, em termos nominais, resulta da soma de dois
factores: um crescimento real dos salarios que incorpora a progressdo na carreira e 0S
ganhos de produtividade, baseado numa taxa de crescimento de longo prazo (WMU ) ao

qual é adicionado um factor de incerteza dado por WE(¢) ; e uma influéncia da inflacdo

que representa o crescimento do salario por ajustamento da inflacdo.

O vector das variagBes anuais futuras dos salarios € obtido a partir dos valores de

I(¢t)eI(t—-1), sendo necessario para o primeiro periodo fazer uso da condicéo inicial
I(¢t)parat =0, e da geracdo sucessiva de valores para a variavel aleatéria WZ(t) que

seguem uma distribuicdo Normal de média zero e desvio padrdo unitario. O Quadro 2

exemplifica o processo de determinagdo do salario subjacente a equagéo (2).

Quadro 2 — Exemplo do processo de determinacdo da taxa de crescimento salario

2) () = WWLI() + WW2.I(t-1) + WMU + WE(t)

WW2.I(t-1)

Parametros 0

WW1 0,6 1 0,02596 0,00667
WW?2 0,27 2 0,00939 0,01108
WMU  0,02056 3 -0,00371 0,00815
WSD 0,0175 4 0,00147 0,00571
5 -0,01439 0,01079

6 0,03090 0,00579

7 -0,02069 -0,00156

8 0,01202 0,00867

9 0,00341 0,00645

10 -0,00722 0,00778

7.1.3 ACCOES

No submodelo de retorno do investimento de Wilkie, o retorno total das ac¢des durante

0 ano ¢ é dado pela variagdo conjunta do indice de precos das ac¢bes P(¢) e do indice
dos dividendos das ac¢Oes (share dividend index) D(t), expressos na equacdo seguinte

(3) RT P(t) = [P(t) + D@/ P(t-1)-1
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Por sua vez, P(¢) é dada pelo récio entre o indice de dividendos das ac¢oes e a taxa de
rendimento das acc¢des Y (¢) (share yields):

(4) P(t)=D() 1 Y(1)

A taxa de rendimento das accdes é determinada a partir do racio entre os dividendos e o

preco da accdo, isto é, Y(1)=D()/ P(¢). A racionalidade econémica subjacente a esta

equacdo baseia-se na constatacdo que a taxa de rendimento de uma acgdo é dada pelo
racio entre os rendimentos (dividendos) que ela possa gerar sobre o que ela custa
(preco). A utilizacdo da equacdo (4) em vez desta, uma vez que sdo equivalentes,
prende-se com o facto de ser mais simples estimar os dividendos das ac¢des e a taxa de
rendimento das mesmas e a partir dai estabelecer o preco em funcéo dessas variaveis.

Por sua vez, os rendimentos totais das ac¢Oes sdo dados pela variagdo do preco das
accOes entre ¢ e (z-1). No entanto, como a detencdo das ac¢des gera um rendimento (0s
dividendos que sdo pagos), estes rendimentos terdo igualmente de ser considerados —

dai a expressédo da equacdo (3).

Como estas duas varidveis (D(t) e Y(¢)) tém comportamentos diferentes, as equagdes

que as modelizam sdo, como ndo podia deixar de ser, distintas. De seguida, séo

apresentados os respectivos modelos.

A consisténcia do modelo para o retorno total das acgdes assenta na relacao estacionaria
entre os precos e os dividendos das ac¢des. A argumentacdo desta relacdo deve-se a nao
existéncia de cointegracdo (com base em testes que o autor do modelo realizou) entre a

série dos logaritmos dos precos das ac¢Oes e dos dividendos das acgoes.

Taxa de Rendimento das Accdes|

O modelo para a taxa de rendimento das accdes € sintetizado na seguinte equacéo:
Y (t) =exp{YW.I(t) + INYMU + YN(t)}

ou em termos equivalentes:

(5) INY(¢) = YW.I(1) + In YMU + YN(t)

no qual:
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YW  —Factor para a inflagdo do ano ¢

YMU - Média da taxa de rendimento das ac¢des, excluida do efeito da

inflacéo;

YN(t) = YAYN(t 1) + YSD.YZ(t)

Y4  — Pardmetro autoregressivo para o desvio em relacdo a média do
logaritmo da taxa de rendimento das acc¢des do ano ¢-/;

YSD — Desvio padrao do residuo aleatorio;

YZ(t) ~iid N(0,1) — Sucesséo de valores de uma varidvel aleatoria independente

e identicamente distribuida segundo uma Normal
estandardizada;
YE(t) =YSD.YZ(t) — Residuo aleatorio.

A explicacdo desta equacdo reside no argumento de que o logaritmo da taxa de
rendimento das accGes é igual a sua média (em logaritmo), mais uma influéncia
adicional da inflacdo do respectivo periodo, acrescida de Y4 do seu desvio em relacéo a

média relativo ao periodo anterior (YN(¢ —1) ) e ainda de um residuo aleatério de média

zero e desvio padrédo YSD. Deste modo, 0 modelo para a taxa de rendimento das acgdes
é relativamente simples, pois considera que a taxa de rendimento das acges resulta de
uma influéncia da inflacdo, da variacdo da taxa de rendimento das accGes face a média
para o periodo anterior e de uma componente aleatéria com elevado grau de incerteza (o
parametro YSD é geralmente elevado). A variacdo da taxa de rendimento do periodo
anterior pode ser interpretada como a influéncia da conjuntura econémica (com um
desfasamento de um ano). A influéncia da inflacdo é apropriada, pois permite garantir
que em caso de inflacdo elevada os precos das accGes baixam e consequentemente a

taxa de rendimento sobe.

Na pratica, para obter os valores projectados desta variavel € necessario estipular uma
condicéo inicial para YN(t—1). Assim, assumindo que Y(0)=exp{YW.OMU}.YMU
resolve-se a equacao (5) em ordem a YN(0) (uma vez que todas as outras variaveis tém

valores j& conhecidos) e obtém-se a condigdo inicial pretendida. Para calcular as
restantes projeccOes da taxa de rendimento das accOes é apenas necessario determinar o
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desvio do ano anterior (YN(z —1)) e gerar os valores da variavel aleatéria independente

e identicamente distribuida (com distribuicdo N(0,YSD?)) YZ(¢) .

IDividendos das Accées|

A seguinte equacdo modeliza o comportamento do indice dos dividendos das accdes:
D(t) = D(t-1).exp{K(t)}
onde K(t)=InD()-InD(-1) € a variagdo anual, em logaritmo, dos dividendos das
accOes. K(r) é dado por:
(6)  K(t)=DW.DM(t)+(1—DW).I(t)+ DMU + DY.YSD.YZ(t -1) +
+ DB.DSD.DZ(t —1) + DSD.DZ(t)
em que:
DW  — Factor para a inflagdo do ano z;
DM (¢) = DD.I(t) + (1- DD).DM (t —1)
DD  — Factor de desfasamento da inflagéo;
DMU — Média do crescimento real dos dividendos das ac¢des;
DY  —Factor para a taxa de rendimento das ac¢oes;
DB —Factor de desfasamento para o residuo dos dividendos das ac¢des do
ano t-1,
DSD — Desvio padrdo do residuo aleatério;
DZ(t) ~iid N(0,1) — Sucessdo de valores de uma variavel aleatdria
independente e identicamente distribuida segundo uma
Normal estandardizada;
DE(t)=DSD.DZ(t) — Residuo aleatorio.

Wilkie explica 0 modelo de dividendos das ac¢des através da inflacdo, do crescimento
real dos dividendos das acc¢des, da taxa de rendimento, do residuo dos dividendos das

acgOes do periodo anterior e ainda de um factor aleatdrio.
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Quadro 3 — Exemplo do processo de determinacdo do retorno total das accées

(5) In Y(t) = YW.I(t) + In YMU+ YN(t)
YN(t) = YA.YN(t-1) + YE(t)

Termo
t

Parametros 0
YW 1,8 1
YA 0,55 2
YMU 0,02516 3
YSD 0,155 4
YN(0) 0,00000 5
Y(0) 0,02630 6
YE(O) 0 7
8
9
10

(6)  K(t) = DW.DM(t) + (1-DW).I(t) + DMU + DY.YSD.YZ(t-1) + DB.DSD.DZ(t.1) + DSD.DZ(t)
DM(t) = DD.I(t) + (1-DD).DM(t-1)

Parametros 0
DW 0,58 1
DD 0,13 2
DMU 0,02283 3
DY -0,175 4
DB 0,57 5
DSD 0,05 6
DM(0) 0,02469 7
D(0) 1 8
DE(0) 0 9
10

(4 P(T)=D®/Y(1)

(©)] RT P(t) =[P(t) + D(t)] / P(t-1) - 1

O raciocinio subjacente a equacdo (6) consiste em considerar que a variacdo do indice
dos dividendos das accdes, em logaritmo, é explicada através duma fungdo da inflacéo

passada e actual (DM (¢)) adicionada da media do crescimento real (DMU'), de uma
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influéncia do residuo aleatério do ano anterior referente a taxa de rendimento das accGes
(DY) e também referente ao dividendo das accdes (DB), e ainda de um residuo

aleatorio. O termo DY.YSD.YZ(t -1) relativo a influéncia da variacdo aleatoria da taxa

de rendimento das ac¢des do ano anterior, € devido, segundo o autor, ao facto dos
investidores conseguirem prever alteracbes nos dividendos das accdes e, portanto,
incorporam essas expectativas nos pre¢os das acgdes. Em compensacao, o autor justifica

0 termo DB.DSD.DZ(t —1) na equacdo (6) pela razéo de que os dividendos do ano séo,

muitas vezes, divididos pelo ano em que foram gerados e pelo ano seguinte.

Para simular o valor do indice dos dividendos das ac¢des para o primeiro ano é
necessario estabelecer que os efeitos desfasados dos dividendos das accBes e da taxa de

rendimento das acgdes séo nulos (YZ(0) = DZ(0) =0) e que o factor de desfasamento

da inflacdo é igual a média da inflagdo (DM (0) = OMU ).

Relativamente as condicGes iniciais para a equacdo (3), P(0) é obtido como o récio
entre D(0) e Y(0), onde D(0) é um valor arbitrario que marca o valor inicial do indice
(pode ser 1, 100 ou 1000) e Y(©) é como indicado acima,
Y (0) =exp{YW.OMU}.YMU .

O Quadro 3 apresenta um exemplo numérico de determinacdo do retorno total das
accoOes, dado pela equacéo (3), a partir da simulacdo dos valores da taxa de rendimento
das accdes e dos dividendos das accdes.

7.1.4 OBRIGACOES DE TAXA FIXA

O modelo para as obrigacdes de taxa fixa, onde C(¢) representa a taxa de rendimento
das obrigacdes de longo prazo emitidas pelo Estado, é dado pela equacéo seguinte:
7) C(r) = Max[CW.CM(t)+ CMU.exp{CN(t}} ; CMIN
onde:
CW  —Factor para a inflacao;
CM (f) = CD.I(t) + (1- CD).CM (¢ - 1)

51



CD  —Factor de desfasamento da inflacdo;

CMU - Média do crescimento da taxa de juro real;

CN(t)=CA.CN(t-1)+ CY.YSD.YZ(t) + CSD.CZ(¢t)

CA  — Parametro autoregressivo da taxa de rendimento das obrigacdes;

CY  —Factor de ligacdo a taxa de rendimento das ac¢oes;

CSD — Desvio padréo do residuo aleatorio;

CZ(¢) ~iid N(0,1) — Sucessao de valores de uma variavel aleatoria independente
e identicamente distribuida segundo uma Normal
estandardizada;

CE(t)=CSD.CZ(t) — Residuo aleatério;

CMIN — Valor minimo para a taxa de juro de longo prazo;

A equacdo (7), que descreve o comportamento da taxa de juro de longo prazo, pode ser
dividida em duas partes, uma primeira que tem em conta a inflacdo futura esperada e
uma segunda parte que diz respeito a taxa de juro real. A inflacdo futura esperada é

baseada numa média mével ponderada (CM (¢) ) enquanto o logaritmo da taxa de juro
real depende do seu valor médio (In(CMU)) mais CA do seu desvio em relacdo a
média do periodo anterior (CN(¢r—-1)), adicionada de uma influéncia adicional do
residuo aleatorio do modelo dos dividendos das ac¢bes (CY.YSD.YZ(t)) e, finalmente,

de um residuo aleatdrio de distribuicdo normal com média zero e desvio padrdo CSD.
Em termos praticos, a taxa de juro real é um processo autoregressivo, neste caso AR(1),
que sofre ainda uma influéncia adicional da taxa de rendimento das acc¢des. O facto de a
taxa de juro seguir um processo autoregressivo significa que a taxa de juro é modelizada
de acordo com uma propriedade estatistica retirada a partir da analise da série
cronoldgica das taxas de juro reais.

Convém salientar que os valores gerados por este modelo estdo condicionados (de
forma a garantirem que o seu valor nunca seja negativo), isto é, se o valor da simulacao

for negativo substitui-se o valor por CMIN .

Para iniciar as projecces futuras desta varidvel, tal como acontece com as outras

variaveis fundamentais deste modelo, é preciso estabelecer algumas condicGes iniciais.
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Relativamente ao factor para a inflacdo estabelece-se que a inflacdo passada € igual a
média da inflacdo, ou seja, CM (0) =QOMU . Semelhante pressuposto, no qual se
estabelece o valor inicial igual ao valor esperado da varidvel, é assumido em relacéo a

taxa de rendimento das obrigacGes de longo prazo, ou seja, C(0)=QMU +CMU .
Como na equacdo (7) ja se conhecem os valores de CM (0) e C(0), entdo, basta
resolver a equagdo em ordem a CN(0) para determinar o seu valor inicial:

CN(0) = In[(C(0) - CW.CM(0))/ CMU].

Apesar da equacdo (7) descrever o comportamento da taxa de rendimento das
obrigagdes de longo prazo, um dos objectivos com a modelizacdo desta varidvel é obter
0 retorno total destas obrigacdes. A equacdo seguinte sintetiza a variagdo anual da taxa
de rendimento das obrigacOes de taxa fixa,

(8) RT C(t) ={1+1/C(1)}.C(t -1) —1.

Tal como para os modelos dos outros activos financeiros, o Quadro 4 apresenta um
exemplo numérico de como sdo determinados os retornos totais com obrigacGes de taxa

fixa de longo prazo.

Quadro 4 — Exemplo do processo de determinagdo do retorno de uma obrigagdo de taxa fixa
de longo prazo

(7)  C(t) = Max[ CMIN ; CW.CM(t) + CMU.exp{CN(t)} ]
CM(t) = CD.I(t) + (1-CD).CM(t-1)
CN(t) = CA.CN(t-1) + CY.YSD.YZ(t) + CSD.CZ(t)

(8) RTC(t)=[ 1+ 1/C(t) ].C(t-1) - 1

RT C(t)
Parametros 0

Ccw 1 1 0,02898
CD 0,045 2 0,16601
CMU 0,02571 3 -0,01161
CA 0,9 4 0,03396
CYy 0,34 5 0,06939
CsSD 0,17 6 0,07313
CMIN 0,005 7 0,13984
CM(0) 0,02469 8 -0,05215
CN(0) 0,00000 9 0,05981
C(0) 0,05040 10 0,01043

Este modelo, para além de ser utilizado para modelizar a variacdo dos pregos das
obrigacdes, que permite simular os retornos totais com esta classe de activos, tem ainda
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um papel primordial no modelo global de desenho estocastico de planos de contribuicéo
definida. Esta preponderancia advém da utilizacdo da taxa de rendimento das obrigacdes

(variavel C(¢)) como taxa técnica das anuidades que permite o célculo das pensdes e,

consequentemente, da taxa de substituicao.
7.1.5 NUMERARIO

A equacdo seguinte descreve o comportamento do logaritmo da taxa de juro de curto
prazo B(t) (taxa base bancaria ou numerério),
(9) In B(¢) =In C(z) - BMU + BN(1)
onde:
BMU — Média do logaritmo do racio das taxas de juro (longo prazo / curto
prazo);
BN(t) = BA.BN(t —1) + BSD.BZ(¢)
BA  —Parametro autoregressivo da taxa de juro de curto prazo;
BSD — Desvio padréo do residuo aleatorio;
BZ(t) ~ iid N(0,1) — Sucesséo de valores de uma variavel aleatdria independente
e identicamente distribuida segundo uma Normal
estandardizada;
BE(t) = BSD.BZ(t) — Residuo aleatorio.

A taxa de juro de curto prazo é, neste submodelo de Wilkie, modelizada através do
logaritmo do racio entre a taxa de curto prazo e a taxa de longo prazo, ou seja,
—In[B(t)/ C(1)] = In B(r) - In C(2) . Isto significa que se assume que o spread (diferenca
entre a taxa de curto prazo e a taxa de longo prazo) é proporcionalmente constante em
vez de simplesmente constante ao longo do tempo. Portanto, o principio subjacente a
equacdo (9) é o de que este spread é igual ao seu valor médio BMU , mais BA do seu
desvio em relacdo a média referente ao periodo anterior (z-7), adicionado ainda do
habitual residuo aleatério de distribuicdo Normal (0,BSD?).

As taxas de juro de curto prazo sdo determinadas através de um processo

autoregressivo, onde a taxa de juro de curto prazo depende do desvio em relagdo a
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média verificado no periodo anterior. Os modelos autoregressivos sdo modelos auto-
explicativos uma vez que o valor da varidvel num periodo depende do valor dessa

mesma variavel nos periodos anteriores.

Para projectar os valores para a taxa de juro de curto prazo, que permite obter a taxa de
rendimento anual do activo numerario é necessario estabelecer uma condicao inicial

para B(0) e a partir dai obter o valor de BN(0) resolvendo a equacédo (9) em ordem a
esta variavel pois o valor C(0) ja é conhecido). O valor para B(0) é determinado a

partir da seguinte condicéo inicial: B(0) = exp{-BMU}.C(0) .

O Quadro 5 apresenta uma demonstracdo numeérica do processo de determinacdo da taxa

de rendimento associada ao activo em estudo neste subcapitulo (numerario).

Quadro 5 — Exemplo do processo de determinacdo da taxa de rendimento do activo numerario

(9)  InB(t) = In C(t) - BMU + BN(t)
BN(t) = BA.BN(t-1) + BSD.BZ(t)

B(t)

Parametros 0 0,04550
BMU 0,10227 1 0,04305
BA 0,74 2 0,03883
BSD 0,15 3 0,03597
B(0) 0,0455 4 0,04711
BN(0) 0 5 0,06614
6 0,04647

7 0,04067

8 0,05050

9 0,05455

10 0,05165

7.1.6 OBRIGACOES DE TAXA INDEXADA

O logaritmo da taxa de rendimento, em termos reais, dado por uma obrigacédo de taxa
indexada (por exemplo a Euribor ou a taxa de inflacdo) — variavel R(r) — pode ser
descrito na seguinte equacao:

(10)  InR(t) =In RMU + RA[InR(z-1) — In RMU |+ RBC.CE(t)+ RSD.RZ(1)
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onde:

RMU - Valor médio da taxa de rendimento real das obrigacdes de taxa

indexada;

RA  — Pardmetro autoregressivo da taxa de rendimento real das obrigacdes de

taxa indexada;

RSD — Desvio padrao do residuo aleatorio;

RBC - Factor de ligacédo as obrigacdes de taxa fixa;

RZ(t) ~iid N(0,1) — Sucessao de valores de uma variavel aleatéria independente
e identicamente distribuida segundo uma Normal
estandardizada;

RE(t)= RSD.RZ(t) — Residuo aleatorio.

O modelo para a taxa de rendimento real das obrigagdes de taxa indexada sintetizado na
equacdo (10) estabelece que o logaritmo da taxa de rendimento desta obrigacdo é igual
ao seu valor médio (InRMU ), mais RA do seu desvio (em logaritmo) em relacéo a

média do periodo anterior (z-1) acrescido de um factor aleatério ( RE(¢) ) de média zero

e desvio padrdo RSD. Tal como na generalidade dos modelos apresentados

anteriormente, a variavel aleatoria In R(z) segue um processo auto regressivo de

primeira ordem. Fazendo uso da notacdo da analise de séries temporais 0 modelo pode
ser descrito como InR(z) ~ AR1(InRMU, RA, RSD). Contudo, ao modelo

autoregressivo é necessario adicionar ainda um modelo de transferéncia do residuo das

obrigagdes de taxa fixa (CE(z) ).

A Unica condicdo inicial para se definir uma trajectoria futura para esta variavel é

assumir que R(0)=RMU , ou seja, que no ano 0 a taxa de rendimento das obrigagdes

indexadas a inflacdo é igual ao seu valor médio.
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Quadro 6 — Exemplo do processo de determinacdo da taxa de rendimento de uma obrigagéao
de taxa indexada

(10)  In R(t) = In RMU + RA.[In R(t-1) - In RMU] + RBC.CE(t) + RSD.RZ(t)
(11) RTRQ) =[ {1+ YR®)}.R(t-1) ] / [Q(t)/Q(t-1)] - 1

Termo

Parametros 0
RMU 0,023 1
RA 0,55 2
RBC 0,22 3
RSD 0,07 4
R(0) 0,023 5
6

7

8

9

10

A equacdo (10) acima apresentada sintetiza o comportamento da taxa de rendimento
real das obrigacdes de taxa indexada, contudo, o verdadeiro objectivo da modelizagéo
desta variavel é a obtencdo do retorno total da obrigacdo de taxa indexada. Estes séo
dados pela equacéo seguinte:

(11) RT R =[1+UR®}.R(t -D)].[00)/0(t1)]-1

Assim, facilmente se depreende que a logica subjacente a determinacéo do retorno total
assenta na conjugacdo da variacdo da taxa de rendimento real das obrigac6es indexadas

com a variacao dos precos.

Um exemplo numérico do processo de determinacdo da taxa de rendimento associada a

uma obrigagdo de taxa indexada pode ser encontrado no Quadro 6.
7.1.7 IMOBILIARIO

O modelo para o retorno total dos investimentos em imobilidrio tem uma estrutura
idéntica & do retorno total das acc¢Bes. Desta forma, o retorno total dos rendimentos
gerados pelos investimentos em imobiliario durante o ano ¢ é dado pela variagdo
conjunta do indice de precos de imobiliario A(z) e do indice de rendimento imobiliario

(property income index) E(t), €Xpressos na equacgao seguinte:

(12) RT Z(t) = [A(t) + E(W)]] A(t-1)-1
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Por sua vez, A(¢) é dada pelo racio entre o indice de rendimento imobiliario e a taxa de
rendimento de imobiliario Z(z) (property yields):
(13) A(W)=E@)1Z(1)

A equagdo (13) na sua forma original, Z(t)=E()! A(t), estipula que a taxa de
rendimento do imobiliario é definida através do réacio entre os dividendos recebidos e 0
custo (precos) do investimento imobilidrio. A utilizacdo da equacédo (13) deriva do facto
de ser mais acessivel determinar os dividendos e a taxa de rendimento do investimento

imobiliario e, em seguida, definir os precos a partir deles.

O rendimento total com o investimento imobiliario é obtido a partir da variacdo anual
dos precos, ao qual tem de ser ainda adicionado os rendimentos anuais gerados pelos
imdveis (indice de rendimento imobiliario). Como o modelo se estd a aplicar a
globalidade da economia (leia-se globalidade dos investimentos imobiliarios) e nao a
um investimento imobiliario especifico, entdo, utilizam-se indices, quer de precos quer
de dividendos.

Desta forma, € um pouco a semelhanca do modelo de retorno total das acgdes,
apresentam-se, de seguida, os modelos que permitem a determinagdo do retorno total

dos investimentos imobiliarios.

Taxa de Rendimento de Imobiliarig

O modelo para a taxa de rendimento de imobiliario € sintetizado na equacao seguinte:
(14) InZ(¢) =InZMU + ZA[In Z(t —1) - In ZMU |+ ZSD.ZZ(t)
no qual:
ZMU — Taxa média de rendimento de imobiliario;
ZA  — Pardmetro autoregressivo da taxa de rendimento de imobiliario;
ZSD — Desvio padréo do residuo aleatorio;
ZZ(t) ~iid N(0,1) — Sucessdo de valores de uma variavel aleatoria independente
e identicamente distribuida segundo uma Normal
estandardizada;
ZE(t)=ZSD.ZZ(t) — Residuo aleatorio.
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Analisando a equacdo (14) conclui-se que a variavel InZ(¢f) segue um processo
autoregressivo de primeira ordem e que pode ser descrito como
InZ(¢) ~ ARL( INZMU, ZA, ZSD).

Assim, o logaritmo da taxa de rendimento de imobiliario é explicado pelo seu valor
médio (InZMU'), por uma proporcao (Z4 ) do seu desvio (em logaritmo) em relagdo a
média do periodo anterior (¢-1) e ainda por um factor aleatério ( ZE(¢) ) de média zero e

desvio padrdo ZSD .

A Unica condicéo inicial necessaria para obter as trajectérias futuras para esta variavel,
consiste em definir Z(0)=ZMU , ou seja, para o primeiro valor projectado (r=1) o

desvio em relagdo a média do ano anterior (z=0) é nulo.

lindice de Rendimento Imobiliarig

A equacdo seguinte modeliza o comportamento do indice de rendimento imobiliério:
(15) E(t)= E(t -1).exp{EM (t) + EMU + EBZ.ZSD.ZZ(t) + ESD.EZ (1)}
em que:
EM (t) = ED.I(¢) + (1- ED).EM (¢t —1)
ED - Factor de média mdvel da inflagdo;
EMU — Média do rendimento real face a inflagéo;
EBZ — Factor de ligacdo ao residuo da taxa de rendimento de imobiliario;
ESD — Desvio padrao do residuo aleatorio;
EZ(t) ~iid N(0,1) — Sucessao de valores de uma variavel aleatéria independente
e identicamente distribuida segundo uma Normal
estandardizada;
EE(t)= ESD.EZ(t) — Residuo aleatorio.

No Quadro 7 ¢é apresentado o processo de determinacdo do retorno anual de imobiliario,
a partir das variaveis da taxa de rendimento imobiliario e do indice de rendimento

imobiliario.
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Quadro 7 — Exemplo do processo de determinacgdo do retorno total imobiliario

(14)  In Z(t) = In ZMU + ZA[In Z(t-1) - In ZMU] + ZSD.ZZ(t)

Termo (1)
0,06000
0,07097
0,06750
0,06645
0,06072
0,06512
0,07030
0,06360
0,06529
0,05810
0,05418

Parametros
ZMU 0,06
ZA 0,91
ZSD 0,12
Z(0) 0,06

O WO ~NO U~ WNE O

=

(15)  E(t) = E(t-1).exp{EM(t)+EMU+EBZ.ZE(t) + ESD.EZ(t)}
EM(t) = ED.I(t) + (1-ED).EM(t-1)

Parametros 0
ED 0,13 1
EMU -0,01425 2
EBZ 0,24 3
ESD 0,07 4
EM(0) 0,02469 5
E(0) 1 6

7

8

9

10

(13)  A(T) = EQ)/Z(1)

(12)  RT Z(t) =[A(t) + EQ)] / A(t-1) - 1

O rendimento anual do investimento imobiliario deriva do seu valor médio EMU (em

termos reais, ou seja liquido do efeito da inflacdo), de uma média mdvel da inflacdo
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passada (EM (¢)), de uma influéncia do residuo da taxa de rendimento imobiliario

(EBZ) e ainda de um residuo aleatério de média zero e desvio padrdo ESD. Em termos
concretos, os rendimentos dos imdveis sdo determinados em funcédo da inflacdo e de um
factor para o rendimento real, sendo este Gltimo dependente de um valor médio para o
rendimento, de uma influéncia da taxa de rendimento imobiliario e ainda de um factor

aleatorio.

A condicdo inicial necessaria para criar trajectorias para este indice passa por

estabelecer EM (0) = QMU , o que consiste em assumir que o factor da inflagéo para o

momento inicial (+=0) € igual ao seu valor médio (OMU ).

7.1.8 PARAMETRIZACAO E RESULTADOS

Depois de se ter apresentado, nos subcapitulos antecedentes, as equacBes que
modelizam o comportamento das diversas varidveis do modelo chegou agora o
momento indicado de mostrar a parametrizacao escolhida e apresentar alguns quadros e
gréaficos dos resultados obtidos com este submodelo.

Dada a diversidade de parametrizacdes disponiveis para o sub modelo de Wilkie, quer a
nivel de pais ou regido econdmica (em que existem trés opgdes — Reino Unido, Estados
Unidos e zona Euro) quer a nivel de datas da parametrizacdo, a escolha incidiu sobre
uma parametrizacdo que tem em conta a situacdo do mercado a 31-12-2001 para o
Reino Unido. A razdo desta escolha prende-se exclusivamente com o facto de esta ser a
parametrizagdo mais proxima da que € apresentada por Hibbert (2001), 0 que permite
um termo de comparagdo entre os dois modelos mais fiavel. Contudo, foi necessario
proceder a alteragcdes nos parametros da volatilidade (QSD, DSD, CSD...) em algumas
das equacdes do modelo no sentido de obter dispersdes das rendibilidades dos activos

mais verosimeis.
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Quadro 8 - Parametrizaiéo do submodelo de Wilkie

Parametro Valor Parametro Valor
QMU 0,0246926 CW 1
QA 0,58 CD 0,045
QSD 0,018 CMU 0,0257068874
CA 0,9
CY 0,34
CSD 0,17
Parametro Valor CMIN 0,005
WWwW1 0,6
WW2 0,27 | Numerdrio ]
WMU 0,020558678 Parametro Valor
WSD 0,0175 BMU 0,1022689284
BA 0,74

BSD 0,15

Parametro Valor
YW 1,8
YA 0,55 Parametro Valor
YMU 0,0251566490 RMU 0,023
YSD 0,155 RA 0,55
DW 0,58 RBC 0,22
DD 0,13 RSD 0,07
DMU 0,0228300625
DY 0175 [imobiliarion
DB 0,57 Parametro Valor
DSD 0,05 ZMU 0,06
ZA 0,91
ZSD 0,12
ED 0,13
EMU -0,014252023
EBZ 0,24
ESD 0,07

O Quadro 9 evidencia os resultados do submodelo de retorno dos investimentos de
Wilkie, com base em 1000 simulacGes e na parametrizacdo apresentada no Quadro 8.
Os resultados dizem respeito a valores nominais e foram obtidos tendo em consideracgéo

um horizonte temporal de simulagéo de 30 anos.

Quadro 9 — Resultados do submodelo de Wilkie

Va!’lave! Base . / Meédia Desvio Padrao
Activo Financeiro

Inflacdo 2,50% 2,26%

Salarios 4,29% 2,57%

Accles 9,40% 19,57%

Obrigac8es Taxa Fixa 5,65% 10,11%

Numerario 4,81% 1,53%

Obrigacfes Taxa Indexada 5,28% 9,63%

Imobiliario 8,04% 12,58%
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No Gréafico 3 é possivel observar a dispersdo das rendibilidades dos activos (accoes,
obrigacdes, numerario e imobiliario) modelizados pelo submodelo de Wilkie assim
como de algumas das variaveis (inflacdo e salarios) produzidas por aquele submodelo.
As cores identificam os percentis 10, 25, 50, 75 e 90. Os dois tons mais claros de azul
indicam o intervalo interquartil (percentil 25 e 75). A informacdo que se pode abstrair
do Grafico 3 complementa a informacéo disponivel no Quadro 9.

As dispersdes das rendibilidades evidenciadas no Gréfico 3 sdo determinadas fazendo
uma média das dispersdes para cada um dos 30 anos. Contudo, de ano para ano, a
distribuicdo das rendibilidades apresentam variacdes, dai que se tenha incluido o
Gréfico 4 que pretende dar ao leitor uma percepgdo da variacdo da distribuicdo (para as
1000 simulagdes) da rendibilidade. Neste caso a escolha incide sobre obrigacGes de taxa

fixa, durante os primeiros 10 anos de simulagéo.

Grafico 3 — Dispersdo das rendibilidades dos activos e variaveis do submodelo de Wilkie
Modelo de Wilkie

Inflagéo Salérios Accoes Ob Tx Fixa Numerério Ob Tx Index  Imobiliario

36%
32%
28%
24%
20%
16%
12%

8%

4%

Rendibilidades (% p.a.)

0%
-4%
-8%

-12%

-16%
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Grafico 4 — Dispersao das rendibilidades das obrigagfes de taxa fixa do submodelo de
Wilkie, para os 10 primeiros anos

Modelo de Wilkie - Obrigacdes de Taxa Fixa

Anos
2 3 4 5 6 7 8 9 10

[N

20%
18%
16%
14%
12%
10%
8%
6%
4%
2%

Rendibilidades (% p.a.)

0%
-2%
-4%
-6%

-8%

Os graficos seguintes (Grafico 5 e 6) mostram, para o horizonte temporal analisado, a
distribuicdo das trajectorias para a taxa de inflagdo e para a taxa de rendimento do
activo numerério. Os percentis analisados sdo, de baixo para cima, 1, 10, 25, 75, 90 e
99. Desta forma, a cor mais clara representa a densidade probabilistica das trajectorias

das taxas compreendidas entre o percentil 25 e 75, ou seja, o intervalo interquartil.

Gréfico 5 — Trajectorias da taxa de inflagdo — submodelo de Wilkie
Distribuicdo das Trajectérias para a Taxa de Inflagéao
0,10

0,08

0,06

0,04

0,02

Taxa de Inflagdo

0,00

-0,02

-0,04

Horizonte Temporal
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Para o Grafico 6, referente as trajectdrias das taxas de rendimento do activo numerario,
observa-se que em metade das situacOes a trajectdria se encontra entre 1% e 4%,
enguanto 0s casos positivos mais extremos se situam entre 5% e 8% e 0s casos

negativos entre 0% e -3%.

Grafico 6 — Trajectorias do activo numerario — submodelo de Wilkie
Distribuicdo das Trajectérias para o activo Numerario
0,13

0,11

Taxa de Rendimento - Numerario

1 4 7 10 i 16 19 22 25 28
Horizonte Temporal

Ainda no que respeita ao Grafico 6, sobre as trajectérias das taxas de rendimento do
activo numerario, destaca-se a elevada amplitude do intervalo entre os percentis 90 e 99,

0 que indica que 0 modelo tem tendéncia para gerar valores extremos positivos.

7.2 SUBMODELO DE HIBBERT

Este modelo é mais recente (2001) que o de Wilkie e, portanto, falta-lhe experiéncia e

também notoriedade que sdo, no entanto, compensadas pelas suas mais valias técnicas.

Recuperando o que foi mencionado no Capitulo 6, constata-se que nestes Gltimos anos
houve um desenvolvimento destes modelos financeiros de longo prazo, fruto de um
aumento da pesquisa e da publicacdo de artigos cientificos nesta area. Uma grande parte
destes modelos apresenta-se sobre a forma de modelos em tempo continuo que fazem
uso da poderosa matematica actuarial e financeira das equagdes diferenciais

estocésticas, e que teve a sua origem nos modelos de estrutura a termo da taxa de juro.
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Na prética, estes modelos de estrutura a termo da taxa de juro, de que sdo exemplo
Vasicek (1977), Cox, Ingersoll and Ross (CIR Model — 1985), Heath, Jarrow and
Morton (HIM Model — 1992) e Hull and White (1994), constituem as pedras basilares
de alguns dos modelos de tempo continuo enumerados no Capitulo 7 — Smith’s jump
difusion Model, Cairn’s Model, Hibbert Model. Tendo em conta o contributo que um
modelo desta natureza tem para a riqueza de uma dissertacdo, a escolha recaiu sobre o
Modelo de Hibbert.

O modelo seleccionado apresenta um nimero de propriedades interessantes:
X O modelo baseia-se em relagdes econémicas fundamentais entre a inflacéo,

expectativas de inflacdo, taxa de juro nominal e taxa de juro real;

X Produz estruturas a termo completas e consistentes para a taxa de juro real e
nominal, que permite modelizar um grande variedade de curvas de taxa de
rendimento (yield curves);

X O modelo para o rendimento das ac¢des permite gerar assimetria negativa
(negative skewness) e achatamento (kurtosis) que sdo caracteristicas das

distribuices reais dos rendimentos das ac¢oes;

X E relativamente simples de modelizar e é passivel de ser melhorado através

da adicédo de outras componentes.

No que respeita aos activos financeiros e as variaveis geradas, este modelo é um pouco
incompleto quando comparado com o Modelo de Wilkie, visto que ndo modeliza o
activo financeiro Imobiliario nem apresenta um modelo para os salarios. Dado o
reduzido peso que a classe de activos Imobiliario representa em termos da carteira
global de activos ndo se vai considerar este activo para as simulagfes da Parte 1V (parte
pratica), de forma a garantir que a base de comparacdo entre os dois modelos seja a
mesma. Como mais tarde se vera (no Capitulo 8), os salarios utilizados nas simulagdes

serdo modelizados de forma distinta da apresentada por Wilkie.
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A estrutura deste capitulo (7.2) esta dividida em duas partes: numa primeira sdo
apresentados os modelos de estrutura a termo da taxa de juro real e das expectativas de
inflacdo bem como do modelo da taxa de rendimento das accdes, seguidas das
expressdes para determinagdo da taxa de rendimento anual para os activos numerario,
obrigacdes de taxa fixa, obrigacOes de taxa indexada e acc¢des; e na segunda parte seréo
apresentados os valores dos parametros das equacdes (parametrizacdo do modelo) e os

resultados do modelo.

Ainda no que respeita a primeira parte serdo apresentadas as duas variaveis base deste
modelo de investimento de longo prazo — a inflacdo e a taxa de juro real (Subcapitulo
7.2.1 e 7.2.2) — bem como a variavel taxa de juro nominal, que resulta da conjugacéo
das duas variaveis base (Subcapitulo 7.2.3) e sO depois se evidenciam as equagfes que
definem o comportamento dos diversos activos (Subcapitulos 7.2.4 a 7.2.7).

7.2.1 ESTRUTURA A TERMO DA TAXA DE JURO REAL

O modelo de estrutura a termo da taxa de juro, utilizado quer para a taxa de juro real
quer para as expectativas de inflacdo, é um caso particular do modelo de dois factores
descrito por Hull & White (1994). Este, por sua vez, é baseado num dos primeiros
modelos de estrutura a termo da taxa de juro, elaborado por Vasicek (1977), em que a
taxa de juro de curto prazo segue um processo estocastico de retorno a média (mean
reverting), em tempo continuo. A partir desta taxa de juro de curto prazo e da sua
trajectoria futura esperada, € possivel inferir sobre as taxas de juro forward e spot, de
onde se retira o preco das obrigacGes de cupéo zero.

Em termos concretos, 0 modelo aqui apresentado para a estrutura a termo da taxa de
juro é o equivalente em tempo continuo a um processo autoregressivo em que o factor
de reversdo em relacdo a média é, também ele, um processo autoregressivo (dai o
segundo factor do modelo) que é adicionado ao Unico factor do modelo apresentado por
Vasicek).
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As equacOes seguintes sdo responsaveis pela modelizacdo da taxa de juro real de curto

prazo:
(16) dr(t) = a nlr2t) - r)|dt + o n.dZa(t)

dro(t) = a r2[ur - ra@)|dt + o r2.dZe2(1)
onde

ri(t) — Taxa de juro real de curto prazo no momento t;

r2(t) — Processo de reversdo em relacdo a média para a taxa de juro de curto
prazo no momento t;

an  —Pardmetro autoregressivo para o processo da taxa de juro de curto
prazo;

a2 — Pardmetro autoregressivo para o processo de reversdo em relacdo a
média da taxa de juro de curto prazo;

on  — Desvio padréo (volatilidade anualizada) da taxa de juro real,

o2 — Desvio padréo (volatilidade anualizada) do processo de reversdo em
relacdo a média da taxa de juro real;

ur — Parametro de reversdo em relacdo a média para r2(2);

gr — Parametro de controlo do prémio de risco de longo prazo;

dZ~(t) — Incremento aleatorio do processo da taxa de juro de curto prazo, que
segue uma distribuicdo N(g..dtdt) ;

dZ-2(t) — Incremento aleatorio do processo de reversao em relacdo a média da
taxa de juro de curto prazo, que segue uma distribuicdo N(g.dtdt);

b — Limite minimo para a taxa de juro de curto prazo;

br2 _ | imite minimo para o processo de reversdo em relacio & média da taxa

de juro de curto prazo;

Apesar de estas equagdes parecerem dificeis de interpretar elas ndo sdo mais do que o
equivalente a dois processos auto regressivos de primeira ordem. O sistema de equagdes
diferenciais estocasticas (16) define a dindmica do comportamento da taxa de juro real
de curto prazo ri#). Esta dindmica estabelece que a variacdo infinitesimal da taxa de

juro real de curto prazo dryt) € igual a uma proporcdo (« 1) da diferenca entre a taxa

de juro real de longo prazo (r2(2)) e o actual valor da taxa de curto prazo , multiplicada
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pela variacdo infinitesimal do tempo, a qual se soma um incremento aleatorio (dZ.(z))

de distribuicdo Normal. Tal como apresentado no Capitulo 3.3, a propdsito do modelo
de Vasicek (1977), o processo da taxa de juro real pressupde reversdo em relacdo a
média (leia-se reversdo em relacdo ao valor da taxa de juro real de longo prazo). Porém,
o valor da taxa de juro real de longo prazo ndo é um pardmetro, como no modelo de
Vasicek (1977), mas sim um outro processo estocastico cuja dindmica de

comportamento € muito semelhante a da taxa de juro de curto prazo.

O principio subjacente a estas equacGes consiste em considerar que a taxa de juro real
segue uma distribuicdo normal, o que permite a existéncia de valores negativos para o
valor da taxa de juro. Estas equacGes permitem definir toda a estrutura a termo da taxa

de juro bem como as suas trajectdrias futuras esperadas.

A Figura 2 permite compreender o funcionamento de um modelo de estrutura a termo
da taxa de juro com dois factores. Na figura, o processo da taxa de juro real de longo

prazo (ou processo de reversdao em relacdo a média - linha a verde r2(z)) comeca em

10% e vai diminuindo, ao longo do tempo, até atingir o seu valor médio (u-). Por sua
vez a taxa de juro real de curto prazo é projectada de encontro ao processo de reversao
em relacdo a média. A trajectéria ryz) (linha a azul) pode ser interpretada como o
conjunto das taxas de juro forward instantaneas — taxas forward disponiveis num breve
momento de tempo. Através da combinacdo apropriada das taxas de juro forward
consegue-se obter a taxa de juro spot que representam a taxa de juro intrinsecas a uma

obrigacao de cupéo zero para qualquer maturidade.

A figura permite ter uma ideia de como as variacOes de riy?) e rz(t) podem afectar a

forma da curva da taxa de rendimento (vield curve). Os parametros o~ € o2 VAo
influenciar a variabilidade das taxas enquanto 0s parametros autoregressivos podem ser

vistos como influenciadores da curvatura da curva da taxa de rendimento.
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Figura 2 — Dindmica de um modelo de taxa de juro de dois factores

010 w0y
0.09 - r2(t)
0.08 - — r1t) ~ Forward

Rate of Interest

Term (Years)

Fonte — Hibbert (2001)
As equacdes seguintes, (17) e (18), permitem determinar 0os processos da taxa de juro

real de curto prazo r«7) e do seu factor de reversao em relacdo a média r2(7), a partir
dos valores passados de ri?) e rz(t), para t <T . Note-se que o0 incremento da estrutura
a termo da taxa de juro real é feito somando ao valor esperado de cada um dos
processos 0 desvio padrdo multiplicado pelo incremento aleatorio, ao qual € ainda
adicionado o prémio de risco de longo prazo. Apesar de conceptualmente simples, a

fundamentacao tedrica subjacente ao modelo é bastante complexa.

(17) ro(T) = E(ra(T) | ra(t)) + Var(ro(T) | ro(2)) . (Zra(T)+ gT-t )
(18) m(T) = E(r(T) | r(t), ro(1)) + Var(r(T) | ri(2), r2(2)) . (Zri(T) + g T-t )
no qual:

E(roT) | r2(t)) = ur + e (ro(t) — ur)

2
Var(ro(T) | ra(t)) = 20_@(1_ g 2arr-D)

r2

E((T) | 1it), ro®) = wr+ 0 (rsft) =) + —
arl + arZ

.(e—arz(T—t) e A(T—t)) ) (rz(t) _ u,)
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2
(o2

2
Var(r(T) | ryt), rz(t)) = —2 (1-e 2" 1 52 | Lo
2 r2 arl r2

arl

. 1 (1_ e_z.a r(T-t) ) + 1 (1_ e_z.a ,Z(T_,)) _ 2
2arl Zarz arl + arZ

.(1_8—(ar1+ar2)(T—t))J
Na pratica, para gerar as trajectorias da taxa de juro real de curto prazo e do seu
processo de reversdo em relacdo a média é apenas necessario ter as condicfes iniciais

ri(0) e r2(0) e gerar, para cada termo, 0s incrementos aleatorios dZ.(t) e dZ.»(t). O

Quadro 10 evidencia o processo de determinagdo da taxa de juro real a partir das
equac0es (17) e (18).

O parametro g- determina o grau com que a taxa de rendimento das obrigacGes de
longo prazo (em termos reais) excede a taxa de juro de curto prazo, ou seja, g- € 0
prémio de risco. Assim, se o investidor requer um rendimento adicional para investir em
obrigacdes de longo prazo, g- tem de ser negativo de modo a que o valor esperado de
um investimento numa conta bancéria (numerario) seja menor que o valor esperado de
um investimento numa obrigacdo de uma maturidade superior (por exemplo, maior que

2 anos).

Tendo por base as equacdes (17) e (18) e os conceitos introduzidos no Capitulo 2, o
preco de uma obrigacdo de cupéo zero, no momento ¢, que paga uma unidade em termos

reais (isto &, protegida de inflacdo) no momento 7, é dado pela equacédo seguinte:

(19) Prea(t,T) = eXp[A(T —t)— BT —t).ryt)— B=(T —t).rz(t)]
no qual:
Bi(s) = {M}
2
By o[- - )
A~ . a,, a,

2

A(s) = (Bi(s) - s){ur - 20-’12 ]+ Ba(s)ur -

'arl

+

O'fl Bi(s)? O'fz s
ba, 2
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Ba(s) + B1(s)) N 1 (L—e?*™) ] 2.0,
arzz (arl —a,, )2 . Z'arl a,., '(arl —a,, )2 '

((1_ e(amarz)s)J—i_ ar21 [(1_62ar2s)j
. (arl + arZ) ar22 '(arl - arZ )2 ' 2'ar2

o

Zro(T) + gm/TTt
Parametros
- 0,05
O r2 0,01
Ur 0,0525
8r -0,125
b r2 0

r2(0) 00275

E(ryT) | raft), r2(t))

Parametros
a1 0,025
O rl 0,005
Ur 0,0525
8r -0,125
b rl '0,05
ri(0) 0,025

® O parametro u utilizado para efeitos deste exemplo difere do utilizado na parametrizacdo (Subcapitulo 7.2.8).
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Uma vez obtido o preco da obrigacdo de cupdo zero é possivel obter a sua taxa de
rendimento até a maturidade (vield to maturity). Assim, no momento ¢, a taxa de

rendimento até a maturidade 7, continuamente composta, é a expressdo Ri(¢,7) que
satisfaz a seguinte condig@o: Prea(t,T).exp{(7T —1).R:(¢,T)}=1, ou seja, resolvendo a

equacdo em ordem a Ri(#,T) tem-se:

(20) Ri(t,T) = — 'og({;’_“’;;t D}

7.2.2 ESTRUTURA A TERMO DA TAXA DE INFLACAO

Relativamente a inflacdo a ideia é usar um modelo para 0 comportamento da taxa de
inflacdo que gere uma estrutura a termo para as expectativas inflacionistas, que
conjugadas com a estrutura a termo da taxa de juro real permite determinar a estrutura a

termo da taxa de juro nominal.

Desta forma, o modelo utilizado para as expectativas inflacionistas é precisamente igual
ao modelo da taxa de juro de curto prazo, sendo apenas necessario converter o
raciocinio para a taxa de inflacido em vez da taxa de juro. Seguidamente sdo
apresentadas as equacdes que definem a dinamica de comportamento da taxa de inflacdo
e do seu processo de reversdo em relacdo & média:
(1) { dgu(t) = o a1 [q2(t) - qut)] dt + 0 . dZon()

dqa(t) = a g2 [uq - q2(0)]dt + 6 g2.dZs2(1)
em que

qyt) — Taxa de inflagédo instantdnea no momento ¢

q2(t) —Processo de reversdo em relagdo a média para a taxa de inflagdo

instantanea no momento ¢;

a q  —Pardmetro autoregressivo para o processo da taxa de inflagcdo
instantanea;

o 42— Par@metro autoregressivo para o processo de reversdo em relacao a
média da taxa de inflagdo instantanea;

oqa  — Desvio padrdo (volatilidade anualizada) da taxa de inflagéo;

73



o4 — Desvio padréo (volatilidade anualizada) do processo de reversdo em
relacdo a média da taxa de inflagdo;

Ug — Parametro de reversdo em relacdo a média para gz(%);

gy — Parametro de controlo do prémio de risco da inflacdo das obrigactes

em termos nominais relativamente as obrigacdes indexadas a inflacao;

dZa(t) — Incremento aleatério do processo da taxa de inflacéo, que segue uma
distribuicdo N(g..dtdt);

dZq2(t) — Incremento aleatorio do processo de reversdo em relacdo a média da
taxa de inflacéo, que segue uma distribuicdo N(g..dt,dt);

bya  —Limite minimo para a taxa de inflacdo instantanea;

be2 | imite minimo para as expectativas inflacionistas de longo prazo —

processo de reversdao em relacdo a média da taxa de inflacao;

Tal como no modelo para a taxa de juro real, assume-se que a taxa de inflagdo € um
processo com reversao para o processo da taxa de inflacdo de longo prazo. A utilizacédo
de um modelo de dois factores permite que haja diferenciacdo das expectativas da
inflacdo consoante o horizonte temporal, isto é, pode-se assumir diferentes expectativas
para o curto e o longo prazo. Este facto assume-se de maior relevancia para o controlo
da volatilidade, pois, num modelo de um sé termo, ndo é possivel obter uma
distribuicdo de longo prazo aceitavel com uma volatilidade razoavel de curto prazo e

vice-versa.

A estrutura a termo das expectativas da inflacdo é determinada a partir de equacdes
equivalentes as equacdes (17) e (18) com a excepcdo de que as variaveis e 0S

parametros sdo 0s que constam da equacdo (21). Neste modelo o parametro g,

representa o rendimento adicional necessario para que os investidores invistam em
obrigacdes em termos nominais (obrigacdes de taxa fixa) face a obrigagcdes indexadas.
Este parametro é muitas vezes designado por prémio de risco da inflacdo. O Quadro 11,
tal como o Quadro 10 para o processo da taxa de juro real, evidencia o processo de

simulacéo da taxa de inflagcdo gu?).
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Quadro 11 — Processo de determinacdo da taxa de inflagdo™

a g2
0 q2
Ug
&q
b q2
q2(0)

Parametros

0,1
0,012
0,0433
-0,125
0
0,0283

q2(T) = E(q2(T) | q2(t)) + \Var (q«(T) | q(t)) .(Zq>(T) + gg\T-t )

E(q2(T) | q2(t))

0,02842
0,02600
0,02652
0,02569
0,02081
0,01556
0,01655
0,01490
0,01267
0,01053
0,00940
0,01264
0,01992

Zq2(T) + gq\T-t

E(qy(T) | qu(t), q2(t)) Zqu(T) + gqNT-t
Parametros

aq 0,03 0,02508

o4l 0,008 0,02727

Ug 0,0433 0,02753

8a -0,125 0,02638

ba -0,05 0,02635
qo) 0,025 0,02663

0,02623
0,02566
0,02467
0,02214
0,02194
0,02116
0,01938

O preco de uma obrigacdo de cupdo zero, no momento ¢, que paga uma unidade no
momento 7, tendo apenas em conta o desconto relativo as expectativas da inflacdo é
dado pela equagéo:

(22) Pini(t,T) = exp[A(T — £) — B(T —t).qx(t) — B2(T —1).q2(1)]

em que as expressdes Bi(T —t), B2(T —t) e A(T —t) sdo idénticas as enunciadas para a
varidvel da taxa de juro real com a devida substituicdo dos pardmetros pelos que

constam da equagéo (21).

0 0 parametro uq utilizado para efeitos deste exemplo difere do utilizado na parametrizagéo (Subcapitulo 7.2.8).
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A semelhanca do que foi estabelecido para a taxa de rendimento das obrigacdes para o
modelo da taxa de juro, a taxa de rendimento (yield) das obrigacdes de cupdo zero para

as expectativas inflacionistas é dado por:

_ —log{Pin(t,T)}
(23) Rqy(t,T) = ) :

7.2.3 ESTRUTURA A TERMO DA TAXA DE JURO NOMINAL

A estrutura a termo da taxa de juro nominal ndo é mais do que a conjugacdo das
estruturas a termo da taxa de juro real e da taxa de inflagdo. Pressupondo a
independéncia entre os dois processos — taxa de juro real instantanea e taxa de inflacao

instantanea — a taxa de juro nominal é o resultado da soma entre a taxa de juro real riy()
e a taxa de inflagédo ¢1(z). Consequentemente o preco de uma obrigagdo nominal de

cupdo zero é dado pela expressdo:
(24) Pnom(t,T)zPreal(f,T).Pinf(t,T)

No entanto, o pressuposto de independéncia assumido pode ser considerado de
demasiado forte com o argumento de que subidas da taxa de inflagdo podem estar
associadas a subidas da taxa de juro real. Assim, com base neste novo pressuposto, a

equacdo (24) é adicionado um termo de covariancia:

(25)  Puonlt,T) = Prea(t,T). Pinc(t, T) + p[Varlexp{=Ru(t, T)}Var[exp{~Ry(t,T)}]
no qual
0 — é o coeficiente de correlacdo entre o incremento aleatério do processo
da taxa de juro real de curto prazo dZ.(t) e o incremento aleatorio da

taxa instantanea de inflacdo dZu(1);

Ry, T) = ].m(s)ds e Ry(t,T) = JT‘q1(S)ds.

A expressdo analitica para o termo de covariancia, mais precisamente para a expressao

da variéncia da equacéo (25) pode ser encontradas em Hibbert (2001).
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Por uma questdo de simplificacdo, e atendendo a que os resultados obtidos incluindo o
termo de covariancia ndo tém diferencas significativas face aos resultados sem esse
termo, vai partir-se do pressuposto que os processos da taxa de juro real e da taxa de

inflagdo sdo independentes.

7.2.4 NUMERARIO

O rendimento nominal gerado pelo activo financeiro numerario é, neste modelo,
determinado através da taxa continuamente composta aplicada a uma obrigacdo nominal
de cupéo zero a um ano. Considerando gque o incremento de tempo utilizado para gerar

as variaveis base ri(z) e gyz) sdo mensais, isto é, dr =1/12, entdo, o retorno anual (no

momento ¢) para este activo financeiro é dado pela equacao seguinte:
(26) RT N(l) = _Iog{Pnom(t,t'f‘l)}

Esta equacdo resulta das equacOes (20) e (24), fazendo 7 =¢+12/12 de onde resulta
T—t=1.

7.2.5 OBRIGACOES DE TAXA FIXA

Neste subcapitulo pretende-se analisar os retornos totais gerados por obrigacGes
nominais de taxa fixa de longo prazo. Os retornos totais podem ser obtidos de duas
formas distintas, calculando a variacdo do preco de uma obrigacdo de um ano para o
seguinte, tendo em atencdo que ha lugar ao pagamento de cupfes em cada ano ou, em
alternativa, considerando uma aproximacdo a variacdo do preco através da variacdo da
taxa de rendimento anual da obrigacdo multiplicada pela duracdo™ da obrigacéo. No

decurso da presente dissertacdo vai utilizar-se a primeira das duas hipoteses.

" Duracéo de uma obrigacéo — é uma medida de sensibilidade do prego da obrigagdo a alterages da taxa de juro.
Elton, E. e Gruber, M., (1991)
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A metodologia escolhida para a determinacdo dos rendimentos totais assenta no
pressuposto que se compra uma obrigacdo no inicio do periodo e se mantém essa
obrigacdo até a sua maturidade, finda a qual se volta a comprar uma nova obrigacao de
maturidade semelhante. Considerando uma maturidade de 20 anos para as obrigacoes, 0
namero de cupBes da obrigacdo vai diminuindo, de 20 no momento 0 até 1 no momento
19, momento este em que se volta a comprar uma nova obrigacdo a 20 anos.

O preco de uma obrigacdo nominal de cupdo vai ser determinado a partir do preco de
uma série de obrigacBes nominais de cupdo zero (tantas quantos os cupdes da
obrigacdo) dadas pela equacéo (24).

O preco de uma obrigacdo nominal de cupdo é determinado pelo valor actual do fluxo
de pagamentos individuais — respeitantes ao pagamento de cada um dos cupdes no
momento de vencimento do cupdo — e que resulta da multiplicagdo do valor da
obrigacdo nominal de cupéo zero pela taxa de cupdo. Considerando obrigagdes de longo
prazo a j anos tem-se:

J
(27) POCnoni(t,t‘l‘j):Zme(t,t‘l‘k)XJ)k

k=1
no qual:

POCon(t,t + j) — Preco da obrigagdo nominal de cupéo, a j anos, no momento ¢

Pr — Taxa de cupdo para cada um dos termos da obrigacdo nominal.
Considerou-se para este efeito que a taxa nominal do cupéo é de 5%, ou
seja, no final de cada ano € pago 5% do valor facial da obrigacdo. Assim,
Pr=0.05para k=1.-1e Pr=1.05 para k= ;.

O Quadro 12 ajuda a compreender o processo de determinacdo do preco de uma

obrigacao de cupdo através de uma sucessao de obrigac6es de cupéo zero.
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Quadro 12 — Exemplo do processo de determinacdo do preco de uma obrigacgdo
nominal de taxa fixa de cupdo 20

O oO~NOOUHA WNPEO

POC,om(t,1+20) <«— 0,833

Para determinar o retorno total subjacente as obrigacGes nominais, no momento ¢, é
necessario obter o pre¢o da obrigagdo no momento ¢/, ao qual estdo associados k+1
cupdes (se considerar <20, entdo, k£ = 20-¢, sendo 20 o prazo da obrigacédo), e o preco da
obrigagdo no momento ¢, composto por k cupdes. A equacao que permite o calculo do
retorno total, no momento t, € a seguinte:

POCnom(t,t+ k) +cn

(28) RT OTF(®) = POCoon(t —1,¢ —1+ (k +1))

onde:
RT OTF(t) € o retorno total para as obrigagdes nominais de taxa fixa no
momento ¢
cn € ataxa de cupdo nominal (5%);
k € o numero de cupdes que falta pagar até ao vencimento da obrigacéo, ou
numa outra perspectiva, € o numero de anos que falta até a maturidade da

obrigacao.

O exemplo do Quadro 13 torna mais facil a compreensdo do processo de determinacéao

dos retornos totais das obrigacfes nominais de taxa fixa.
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Quadro 13 — Exemplo do processo de determinacdo dos retornos totais das
obrigaces de taxa fixa

POChom(t,t+k) RT OTF(t)

©oo~NOObhWwWNEFEO

0,152
-0,017
-0,002

0,073

0,038

0,018

As obrigagdes de taxa fixa, para aléem de serem um activo financeiro ao dispor dos
investidores, sdo também importantes para a determinacdo da taxa de juro a aplicar nas
anuidades. A taxa de rendimento (yield), intrinseca as obrigacOes de cupéo de taxa fixa,
congregam numa taxa a estrutura a termo da taxa de juro de 20 anos, dai o fundamento

em utiliza-las como taxa técnica nas anuidades.

Para determinar a taxa de rendimento, continuamente composta, subjacente a obrigagéo
nominal de taxa fixa a 20 anos € necessario determinar primeiro a taxa interna de
rendibilidade (TIR) do fluxo de pagamentos e depois converter essa taxa discreta numa
taxa continuamente composta (Iog[1+ TIR]) . O fluxo de pagamentos nominais é
composto pelos cupdes pagos em cada um dos termos mais o reembolso do valor da
obrigacgdo no ultimo termo e ainda pelo valor do preco da obrigacdo no momento ¢ (com
sinal negativo). Portanto, a taxa de rendimento das obrigacGes é dada pela expressao:
Tx Rend Obrig = log[1 + TIR(Cash Flows Nominais)|
onde:

TIR(Cash Flows Nominais) € a taxa i que soluciona a seguinte equacéao

20 Pk
_POCnam t,t+20 + - =
( ) ;(1”)’“
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O exemplo presente no Quadro 14, que € uma continuidade do exemplo expresso no
Quadro 12, ajuda a compreensdo do processo de determinacdo da taxa de rendimento

das obrigagdes nominais de taxa fixa.

Quadro 14 — Exemplo do processo de determinagdo da taxa de rendimento das obrigacdes de
taxa fixa

Cash Flows

Nominais
-0,83
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
1,05

0,833 6,52% —» 6,32%

| v |

POC,om(t,t+20) TIR(CF Nominais) Tx Rend Obrig

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

7.2.6 OBRIGACOES DE TAXA INDEXADA

A diferenca de uma obrigacdo de taxa indexada face a uma obrigacdo de taxa fixa é a de
qgue nesta Gltima a taxa nominal do cupdo é fixada num determinado valor (no
subcapitulo anterior estabeleceu-se esta taxa a 5%) e o0 cupdo anual — montante que o
investidor recebe em cada um dos anos — resulta da multiplicacdo dessa taxa pelo valor
facial da obrigacdo. Em oposicdo, numa obrigacdo de taxa indexada o valor facial da
obrigacdo ndo é constante mas sim variavel (dado que esta indexado ao valor da
inflacdo) e, em contrapartida, fixa-se a taxa real do cupdo. Por conseguinte, o

rendimento gerado por obrigacfes de taxa indexada de longo prazo (20 anos) é
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determinado pela soma da taxa de rendimento continuamente composta de uma
obrigacao real das expectativas da inflacéo, a 20 anos, com o valor da inflacdo.

Tal como no caso de uma obrigagéo de cupéo de taxa fixa, o pre¢o de uma obrigagéo de
cupdo de taxa indexada é determinado pelo valor actual do fluxo de pagamentos
individuais — respeitantes ao pagamento de cada um dos cupfes no momento de
vencimento do cupdo e ainda ao retorno do valor facial da obrigacdo — e que resulta da
multiplicacdo do valor da obrigacdo (real) de expectativas de inflagdo de cupdo zero
pela taxa real de cupdo. Considerando obrigagdes de longo prazo a 20 anos tem-se:

J
(29) POCini(t,t + j) =D P (1,1 + k) x P,

k=1
onde:

POC ine(t,t + j) — Preco da obrigacdo real de cupdo em relagdo as expectativas

da inflacdo, a j anos, no momento ¢,

P — Taxa de cupéo para cada um dos termos da obrigacao real. Considerou-
se para este efeito que a taxa real do cupéo € de 2,5%, ou seja, no final de
cada ano é pago 2,5% do valor facial da obrigacdo (valor nominal da
obrigacdo corrigido com a inflagdo). Assim, Prx=0.025 para £k =1..; -1

e Pr=1.025 para k = ;.

Para determinar o retorno total subjacente as obrigacdes de taxa indexada, no momento
t, € necessario ter o preco da obrigacdo real no momento ¢/, ao qual estdo associados
k+1 cupdes (se considerar <20, entdo, £ = 20-¢, sendo 20 o prazo da obrigacéo), e o
preco da obrigacdo real no momento ¢, composto por £ cupdes. Ao retorno total em
termos reais € ainda necessario somar a taxa de inflacdo para se obter o retorno total

nominal. A equacdo seguinte permite calcular o retorno total das obrigagOes de taxa

indexada:
POCini(t -1t -1+ (k +1))
no qual:

RT OTI(¢) é o retorno total para as obrigacdes de taxa indexada, no momento ¢;
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q1(t) é ataxa de inflagdo no momento ¢

cr € ataxa de cupdo real (2,5%);

k € o nimero de cupdes que falta pagar até ao vencimento da obrigacéo, ou
numa outra perspectiva, € o numero de anos que falta até a maturidade da

obrigacao.

Quadro 15 - Exemplo do processo de determinacdo do retorno total das obrigagfes de
taxa indexada

POC;(t,t+k)

O© 0O ~NO UL WNEFE O

Para melhor compreender o processo de determinacdo da taxa de rendimento de

obrigacdes de taxa indexada analise-se 0 Quadro 15.

7.2.7 ACCOES

Para modelizar o comportamento dos indices accionistas existem uma imensa pandplia
de modelos, com diferentes graus de complexidade, sendo que a forma mais usual de o
modelizar é assumir que segue uma distribuicdo Lognormal. Como estas variaveis
financeiras apresentam uma cauda da distribuigdo bastante larga (onde se encontram 0s
eventos extremos, que neste caso se traduzem nas valorizagGes/desvalorizagOes
extremas do indice de bolsista) a adequacédo deste tipo de modelo estara dependente do

objectivo da modelizacdo. Assim, como o objectivo ndo é estudar a ocorréncia de
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eventos extremos mas sim modelizar o comportamento do indice, entdo, justifica-se a

utilizacdo de um modelo baseado na distribuicdo Lognormal.

No sentido de replicar o comportamento real dos retornos das acc¢des vai utilizar-se um
modelo de transicdo de estados de Markov (Markov regime switching model) de modo a
que a distribuicdo dos retornos, produzida pelo modelo, seja consistente com os dados
empiricos. A esséncia do modelo de transicdo de estados de Markov baseia-se no facto
de se ter disponivel dois estados da natureza ao qual correspondem duas distribuicoes
para os retornos das acgdes. A distribuicao final dos retornos das ac¢des € um processo
que salta de um estado para outro de acordo com uma matriz de probabilidades de

transicao.

Este modelo de transicdo de estados vai ser utilizado para modelizar o logaritmo do
excesso de rendibilidade das accbes face ao activo sem risco. Como referéncia para
activo sem risco considerou-se uma obrigacdo nominal de taxa fixa de curto prazo (com
o0 termo da obrigacdo igual a um ano), ou seja, 0 activo numerario tal como definido no
Subcapitulo 7.2.4.

Em suma, o retorno total em accBes para um dado periodo de tempo — E(z) — resulta da

soma do retorno da obrigagdo nominal de curto prazo com o excesso de rendibilidade

das accdes face a esse activo sem risco:

1
(31) E(t)= |n{—Pm i +12)} + X (1)

em que:
Pnom(t, t +12) — Preco de uma obrigacdo nominal de cupéo zero — equacao (24);
X (¢) — Excesso de rendibilidade das acg¢des face ao activo sem risco. X (¢)
tem uma distribuicdo normal:
- de média 4, , e variancia o2, se 0 modelo esta no Estado 1;

- de média 4, , e variancia o2, se 0 modelo esta no Estado 2.

A matriz de probabilidades de transicdo que determina a forma como o modelo
de retorno das accdes transita de um estado para outro € dado por:
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no qual A, é a probabilidade de, sabendo que no momento ¢ 0 modelo se encontra

no Estado 1, o modelo manter-se no mesmo estado (1) no momento seguinte

(t+1). P, temuma interpretacdo analoga mas para o Estado 2.

Figura 3 — Modelo de transicdo de estado aplicado ao retorno das acc¢des

— [ oW VoI / High
i RelumRegime

b -0 High Vol / LowReturn
Regime

Probability Density

-25% -20% -15% -10% -5% 0% 5% 10% 15% 20% 25%

Equity Excess Return

Fonte — Hibbert (2001)

Os dois estados do modelo permitem distinguir entre uma situacdo de retorno das
accOes de média positiva e uma variabilidade reduzida (Estado 1 — situacdo econdémica
favoravel) e uma situacdo de retorno das ac¢des em que a média é negativa mas
apresenta uma maior variabilidade (Estado 2 — situacdo econdmica desfavoravel). Os
retornos das acgbes sdo gerados, na maioria das vezes, pelo estado favoravel mas
existem periodos de grande variabilidade dos retornos quando o modelo passa pelo

estado desfavoravel. As probabilidades A, e P,, permitem determinar a probabilidade

de permanéncia em cada um dos estados e qual a frequéncia com que muda de um

estado para o outro.

A Figura 3 permite evidenciar o modelo de transicao de estados aplicado ao retorno das
accoes, mostrando as distribuicdes subjacentes a cada um dos estados. Portanto, a linha

verde e azul mostram a densidade de probabilidade associada a distribui¢do do excesso
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de rendibilidade das ac¢des (face ao activo sem risco) subjacente, respectivamente, ao
Estado 1 e ao Estado 2. O quadro 16 exemplifica o processo de determinacdo do retorno

total das acgoes.

Quadro 16 — Exemplo do processo de determinacdo do retorno total das accdes

Prom(t,t+12)

O© 0O ~NO UL WNEFE O

7.2.8 PARAMETRIZACAO E RESULTADOS

Depois de se ter apresentado, nos subcapitulos anteriores, as equac¢des que modelizam o
comportamento das diversas varidveis base do modelo e dos respectivos activos
financeiros chegou o momento de mostrar a parametrizacdo escolhida e apresentar

alguns quadros e graficos dos resultados obtidos com este modelo.

A parametrizacdo apresentada diz respeito aos parametros estimados no estudo original

(e que podem ser consultados em Hibbert (2001)), a excepgéo de trés parametros (ug ur

1y ,) que foram alterados de forma a obter maiores diferencas entre as obrigagdes e as

accOes. No artigo de Hibbert sdo apresentadas duas parametrizacfes do modelo, uma

primeira de analise de consisténcia do modelo e uma segunda que se aproxima mais da
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realidade econdmica. Para a presente dissertacdo, a escolha recaiu sobre a segunda das

alternativas.

Quadro 17 - Parametrizaiéo do submodelo de Hibbert

Parametro Valor Parametro Valor
an 0,025 a q1 0,3
a2 0,05 a q2 0,1
ol 0,005 O q1 0,008
O r2 0,01 0 q2 0,012

Ur 0,0425 Uq 0,034
8r -0,125 8a -0,125
r'1(0) 0,025 q1o) 0,025
r2(0) 0,0275 q2(0) 0,0283
b -0,05 ba -0,05
br 0 b2 0
[ Acgles |

Parametro Valor
Hia 0,118
Oe1 0,098
Hi o -0,104
Ok, 0,244
P, 0,929
P, 0,879

O Quadro 18 evidencia os resultados do submodelo de retorno dos investimentos de
Hibbert, com base em 1000 simulacOes e na parametrizacdo apresentada no Quadro 17.
Os resultados dizem respeito a valores nominais e foram obtidos tendo em consideracéo
um horizonte temporal de simulagdo de 30 anos. Em comparagdo com o Quadro 9 (de
apresentacdo de resultados do submodelo de Wilkie) ndo foi considerada a variavel base
salarios nem o activo financeiro imobiliario porque o modelo de Hibbert ndo os

contempla.
Quadro 18 — Resultados do submodelo de Hibbert
Variavel Base / Activo 1 . ~

Financeiro Média Desvio Padrao

Inflacéo 2,5% 1,7%

Accoes 8,8% 19,6%

Obriga¢bes Taxa Fixa 6,1% 8,3%

Numerario 5,1% 2,5%

Obrigacbes Taxa Indexada 5,5% 6,5%
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Seguidamente, e a semelhanca do que foi feito no outro submodelo, sdo ainda
apresentados os graficos de: dispersdo das rendibilidades dos diversos activos e
variaveis modelizados (Gréafico 7); de dispersdo das rendibilidades das obrigacdes de
taxa fixa durante os primeiros 10 anos de simulacdo (Grafico 8); da distribuicdo das
trajectorias da taxa de inflacdo (Gréfico 9) e da taxa de rendimento do activo numerério
(Grafico 9).

Quando se compara este Gréafico (7) com o homologo do submodelo de Wilkie verifica-
se que as diferengas ndo sdo, de facto, muito significativas, apenas ha a destacar uma
maior dispersdo das accBes e do numerario face aos respectivos do submodelo de
Wilkie.

Gréfico 7- Dispersdo das rendibilidades dos activos e variaveis do submodelo de Hibbert

Modelo de Hibbert
Inflagéo Accoes Ob Tx Fixa Numerério Ob Tx Indexada
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Ja em relacdo ao Grafico 8 — sobre a dispersao das rendibilidades das obrigacfes de taxa
fixa nos primeiros 10 anos — as diferencas séo um pouco mais significativas. A principal
diferenca reside no facto de a disperséo ser decrescente com o tempo, dado que para a

determinacdo da taxa de rendimento das obrigacdes se faz variar o0 nimero de cupdes
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em cada um dos anos de simulacdo (comeca com 20 anos e diminui até uma obrigacao
de cupdo zero a partir do qual volta novamente a considerar 20 cupdes).

Grafico 8 — Dispersdo das rendibilidades das obrigagdes de taxa fixa do submodelo de
Hibbert, para os 10 primeiros anos

Modelo de Hibbert - Obriga¢cdes de Taxa Fixa
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Grafico 9 — Trajectorias da taxa de inflagdo — submodelo de Hibbert
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Relativamente aos gréficos das trajectorias e fazendo a comparacdo com os respectivos
graficos do outro submodelo, é visivel a diferenca de comportamento das distribuicdes




nos primeiros anos de simulacdo. Nos graficos do submodelo de Hibbert a dispersdo das
trajectorias tende a crescer até um determinado momento, a partir do qual estabiliza por
via do efeito de reversdao em relacdo a média. Por outro lado, devido a calibracdo do
modelo de Hibbert que impede a existéncia de valores negativos existe uma maior
probabilidade associada a eventos extremos positivos (acima do percentil 90).

Grafico 10 — Trajectdrias do activo numerario — submodelo de Hibbert
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7.3 COMPARACAO DOS DOIS MODELOS

Os modelos descritos nos capitulos antecedentes (7.1- Modelo de Wilkie e 7.2 —
Modelo de Hibbert) tém aproximacfes bastante distintas quanto a modelizacdo do
comportamento de longo prazo das variaveis financeiras.

No submodelo de Wilkie sdo analisadas estatisticamente as séries temporais de algumas
variaveis: inflacdo, taxa de juro de curto prazo, obrigagdes de taxa fixa e indexada,
retornos dos dividendos e taxa de rendimento dos dividendos das acgdes. A partir destas
varidveis determinam-se 0s precos, tal como acontece para o caso das accGes que é 0
resultado do racio entre o indice de dividendos das accdes e a taxa de rendimento das
accOes. No caso do modelo de Hibbert o retorno total das accbes € determinado de
forma independente da taxa de rendimento dos dividendos das ac¢les, tornando o
processo de determinacdo do preco das ac¢des mais simples e transparente.
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Embora a estrutura do modelo de Wilkie possa ser considerada mais simples em termos
matematicos, ela apresenta algumas inconsisténcias. Assim, ha quem considere que o
modelo ndo é transparente, que esta sobre-parametrizado e que a complexa estrutura do
modelo foi construida com base na observacdo de dados passados em vez de ser
construida com base em relagbes consistentes entre as variaveis econdémicas. Em
contrapartida, o0 modelo de Hibbert é economicamente mais l6gico, pois constroem-se
modelos para a taxa de juro real, taxa de inflagdo e excesso de rendibilidade das acc¢oes
face a taxa de juro nominal que asseguram uma consisténcia econdmica entre as

diversas variaveis.

De seguida, apresentam-se algumas das inconsisténcias economicas inerentes ao modelo
de Wilkie, no qual se chama a atencdo para a dificuldade deste modelo em capturar

algumas das esséncias da realidade econémica.

X A relacdo entre a inflagdo e o retorno das obrigagdes de longo prazo de taxa
fixa ndo sdo, por vezes, consistentes. O modelo de Wilkie gera por vezes
cenarios de inflacdo baixa a que correspondem elevados retornos das
obrigacdes, dai a critica que o modelo ndo captura a ligacdo fundamental

entre a inflagdo e os retornos nominais das obrigagoes.

X O modelo gera uma volatilidade plausivel em horizontes temporais curtos
mas a diminuicdo dessa mesma volatilidade a medida que o horizonte
temporal se alarga deixa de ser tdo credivel. O principio que esta em causa é
0 de que a probabilidade aplicada a choques negativos no mercado accionista
(no longo prazo) é implausivelmente baixo tendo em conta que um dos
objectivos € analisar o impacto de eventos de baixa probabilidade (como
sejam estes declinios do mercado accionista). E possivel, no entanto,
aumentar a volatilidade das ac¢bes no longo prazo, porém, para que isso
aconteca os aumentos da volatilidade no curto prazo tornam-se demasiado

implausiveis.
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A Figura 4 evidencia a maior das diferencas entre os modelos — a forma
distinta como a volatilidade anualizada se comporta nos dois modelos a
medida que o horizonte temporal se alonga. A queda acentuada na
volatilidade ao fim de 10 anos implica que o0 modelo de Wilkie atribui uma
probabilidade muito pequena a retornos negativos no final dos 10 anos.

Figura 4 — Volatilidade anualizada das ac¢des nos dois submodelos analisados
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Fonte — Hibbert (2001)

Nota: esta critica ao modelo de Wilkie tem por base a volatilidade anualizada
acumulada ao fim dos 10 anos, de acordo com a formula de calculo
apresentada pelo seu autor. Como na presente dissertacdo se consideram 0s
retornos anuais (e ndo os acumulados) ndo se verifica a diminuicdo da
volatilidade apresentada na Figura 4. Na&ao obstante, a critica permanece

valida para o modelo original.

No modelo de Wilkie, ndo existe uma interligacdo econdémica forte entre a
taxa de juro de juro de curto e de longo prazo como existe no modelo de
Hibbert. Isto decorre do facto de o modelo de Wilkie ndo gerar uma estrutura
a termo completa para a taxa de juro, tal como é feito no outro modelo e que
permite estabelecer uma taxa de juro spot de longo prazo como a trajectdria
esperada da taxa de juro de curto prazo adicionada de um prémio de risco
adicional.
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X Os modelos para a inflacdo sdo relativamente semelhantes nos dois modelos,
dado que ambos tém distribuicdo Normal e sdo modelizados como processos
de reversdo a média, embora um seja apresentado em tempo discreto e 0
outro em tempo continuo. Apesar destas semelhancas ha uma diferenca
significativa: no modelo de Hibbert a inflacdo € modelizada através de duas
variaveis estocasticas (a taxa de inflacdo e a taxa com que esta regressa para
0 seu valor médio) que permite uma maior variedade das curvas das
expectativas de inflagdo futuras. A implicacdo deste segundo factor sente-se
na forma como permite que o modelo tenha uma volatilidade elevada no
longo prazo sem que impligue necessariamente uma volatilidade elevada no

curto prazo, tal como acontece no modelo de Wilkie.

8. SUBMODELOS DOS SALARIOS

Na apresentacdo do modelo global de desenho estocastico de planos de contribuicdo
definida, feita na Parte 1l, o submodelo dos salarios representa o Gltimo dos dois
submodelos definidos.

N&o obstante o inferior grau de complexidade do submodelo dos salarios quando
comparado com o de retorno dos investimentos, esta variavel desempenha um

importante papel na determinacédo da taxa de substituicéo.

Existem diversas formas de definir fungbes que repliguem o comportamento dos

salarios. De seguida, sdo apresentadas algumas.

X Modelo de Wilkie — A metodologia do modelo de Wilkie para os salarios
representa uma das formas de definir o crescimento salarial. Neste modelo os
salarios sdo modelizados através da inflacdo, de uma média de crescimento
real (liquida do efeito da inflacdo) e ainda de um residuo aleatério de

distribuicdo Normal. Ver Subcapitulo 7.1.2.
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X FuncOes estritamente decrescentes — Uma outra forma de definir o
comportamento dos salarios é a defendida por Carriere € Shand (1997), que

definem uma funcéo salarial do tipo:
Sx:exp{§XX+IWde} emaque y:=fBe ™, 3>01>0.
0

Esta é uma funcdo constituida por uma componente de inflacdo (&xx) e
uma componente de mérito (v -), sendo esta Ultima estritamente decrescente

com a idade, ou seja, os individuos apresentam maiores crescimentos
salariais no inicio da carreira, pelo que a medida que os anos vado passando a

sua componente de mérito vai diminuindo.

X Equacgdo Diferencial Estocastica — Se assumir-se que o crescimento real
dos salarios (ao qual se adiciona depois o valor da inflacdo) pode ser descrito
por um processo de difusdo (Movimento Browniano), entdo, tem-se uma
forma adicional de modelizar os salarios. Nesta situacdo ter-se-ia uma
equacdo que define a dinamica do comportamento dos salarios cuja equacéao
diferencial teria de ser resolvida para poder obter as trajectérias dos salarios
ou, em alternativa, obter-se-iam essas trajectorias através de métodos de

discretizacao das equacOes diferenciais estocasticas.

X Linha Salarial — Esta forma de modelizar o comportamento dos salérios
consiste em definir a priori a evolucdo do crescimento real dos salarios, a
qual se adicionaria o valor da inflacdo para obtencdo do valor nominal do
crescimento salarial. Neste caso, ndo existe uma fungdo que define o
comportamento aleatorio dos salarios, porque os crescimentos salariais
passam a estar previamente definidos. Assim, os salarios deixam de ser uma
variavel aleatoria e uma fonte de incerteza para 0 modelo global de desenho
estocéstico de planos de contribuicdo definida. No fundo, esta linha salarial
reflecte ou um estudo estatistico sobre os salarios de uma determinada

empresa ou entdo a opinido pessoal (credibilidade) do modelizador.
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De entre opcOes apresentadas, e outras existem que ndo foram aqui consideradas, a
seleccdo recaiu sobre a dltima. O objectivo desta dissertacdo, sobre o desenho
estocéstico de planos de contribuicdo definida, é analisar os resultados das simulagdes
para um determinado plano e compreender quais os factores que influenciam a
qualidade do beneficio atribuido. Assim, a forma mais simples de analisar o desenho
dos planos relativamente aos salarios e ao seu impacto na qualidade do beneficio
atribuido pelo plano é através da utilizacdo de linhas salariais.

Ao utilizarem-se linhas salarias em detrimento de outras formas de modelizar os salarios
reduz-se a incerteza dos resultados obtidos quanto a taxa de substituicdo, pois o salario
real deixa de ser modelizado através de um processo estocastico (ao qual esta associado

uma incerteza) mas passa a ser pré-estabelecido e constante para todas as simulagdes.

Grafico 11 - Indice salarial para as trés linhas salariais analisadas
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Como o objectivo € analisar e compreender o impacto das evolugdes salariais na taxa de
substituicdo vao ser utilizadas trés linhas salariais, que reflectem trés situacdes distintas
de evolucéo salarial. Tendo os resultados para estas trés situacGes consegue-se abranger

um leque aceitavel de situagdes possiveis de evolugdo salarial.

As trés situacdes correspondem a: uma situagdo em que o pico do crescimento real dos
salarios acontece no inicio da carreira (30 anos); a uma situacao em que esse pico ocorre
sensivelmente a meio da carreira (45 anos) e finalmente a uma situagdo em que o pico

ocorre no final da carreira (60 anos). O Quadro 19 sintetiza esta informacao e o Gréafico
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11 apresenta a evolucgdo do indice dos salarios, que evidencia as diferencas entre as trés

situacOes analisadas.

Quadro 19 — Evolucéo salarial — as trés situagdes estudadas

Id Linha Salarial | Linha Salarial | Linha Salarial
ade 1 5 3
25 3,00% 1,50% 1,50%
26 3,50% 1,50% 1,50%
27 4,75% 1,50% 1,50%
28 6,50% 1,50% 1,50%
29 7,75% 1,50% 1,50%
30 9,00% 1,50% 1,50%
31 7,00% 1,50% 1,50%
32 6,00% 1,50% 1,50%
33 5,00% 1,50% 1,50%
34 4,50% 1,50% 1,50%
35 4,00% 1,50% 1,50%
36 3,75% 1,50% 1,50%
37 3,50% 1,50% 1,50%
38 3,25% 1,50% 1,50%
39 3,00% 1,50% 1,50%
40 2,75% 3,00% 1,50%
41 2,50% 3,50% 1,50%
42 2,25% 4,75% 1,50%
43 2,00% 6,50% 1,50%
44 1,75% 7,75% 1,50%
45 1,50% 9,00% 1,50%
46 1,50% 7,00% 1,75%
47 1,50% 6,00% 2,00%
48 1,50% 5,00% 2,25%
49 1,50% 4,50% 2,50%
50 1,50% 4,00% 2,75%
51 1,50% 3,75% 3,00%
52 1,50% 3,50% 3,25%
53 1,50% 3,25% 3,50%
54 1,50% 3,00% 3,75%
55 1,50% 2,75% 4,00%
56 1,50% 2,50% 4,50%
57 1,50% 2,25% 5,00%
58 1,50% 2,00% 6,00%
59 1,50% 1,75% 7,00%
60 1,50% 1,50% 9,00%
61 1,50% 1,50% 7,75%
62 1,50% 1,50% 6,50%
63 1,50% 1,50% 4,75%
64 1,50% 1,50% 3,50%
65 1,50% 1,50% 3,00%
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Parte IV — Simulacao Estocéastica de um Plano de
Contribuicao Definida

As simulacdes apresentadas nesta Ultima Parte sdo o resultado final da congregacédo de
toda a informacdo (conceitos, modelos e submodelos) veiculada nos capitulos
anteriores. Esta Parte esta subdividida em trés capitulos, um primeiro onde se mostram e
explicam os resultados da simulacdo base, um segundo onde é feita uma analise de
sensibilidade a alguns dos parametros do modelo global e, finalmente, um terceiro onde
se compara os resultados da simulacdo estocastica com os resultados de um modelo

deterministico.

9. CENARIO BASE

Para o cenério base considerou-se um individuo de 35 anos que permanecerd numa
empresa, detentora do plano de contribuicdo definida que se pretende estudar, até a
idade normal de reforma — 65 anos. A taxa de contribuicdo (um dos parametros do
modelo) é estabelecida em 5% do salario (nominal) do individuo. O salario real do
individuo vai crescer de acordo com a linha salarial 2.

A contribui¢do para a conta individual do fundo de pensfes é feita de uma s6 vez
(contribuicdo anual), no inicio do ano, e é somada ao montante acumulado na conta. O
montante total do fundo, no inicio de cada periodo, € investido no mercado financeiro e
0 seu retorno anual resulta da estratégia escolhida e do modelo de retorno dos
investimentos utilizado.

Tal como descrito no Subcapitulo 5.2.1., existe um leque de quatro op¢bes no que
respeita as estratégias de alocacdo dos activos:

X Estratégia a) — 50/50 — consiste em investir 50% no activo numerario e 50%
em obrigacdes de taxa fixa. E uma estratégia extremamente conservadora cujo
principal objectivo é garantir o montante ja acumulado, dai o investimento em
activos de baixo risco mesmo que essa escolha signifique um baixo nivel de

pensdo (a que corresponde uma taxa de substituicdo baixa);
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X Estratégia b) — MFP — a carteira de activos é composta por 75% em accoes,
15% em obrigacdes de taxa fixa, 5% em numerario e os restantes 5% em
obrigacdes de taxa indexada. A opcdo (talvez um pouco extrema) tomada
relativamente a composicdo dos activos desta carteira tem como objectivo
analisar a situacdo extrema (a4 da carteira 50/50) de uma estratégia de

investimento arrojada, ou seja, com um perfil de risco elevado;

X Estratégia c¢) — Ciclo de Vida - estratégia que consiste em seleccionar a
estratégia b) durante os primeiros anos e, a medida que se aproxima da idade de
reforma, ir progressivamente alterando a composicdo da carteira de modo a

coincidir com a estratégia a). Considerou-se um periodo de transicdo de 10 anos;

X Estratégia d) — Nivel de Beneficio — sdo definidos dois niveis de beneficio
(medidos em taxa de substituicdo) — um patamar superior (Ps) e um patamar
inferior (P,) — tal que a estratégia consiste em investir 100% na carteira MFP se a
taxa de substituicéo for inferior a P, ou investir 100% na carteira 50/50 se a taxa
de substituicao for superior a Ps. Atendendo a taxa de contribui¢do de 5% e ao
horizonte temporal de 30 anos estabeleceu-se 0s respectivos patamares em 10%

para P, e 15% para Ps.

No final do periodo de contribuicdo, ou seja, findos os 30 anos de acumulagéo, o valor
do fundo é transformado numa penséo vitalicia sem reversibilidade de acordo com uma
anuidade determinada com base na tabua de mortalidade francesa TV 73-77, com 2% de
crescimento anual das pensfes e uma taxa técnica dada por 60% da taxa de rendimento
(vield) das obrigacdes de taxa fixa de longo prazo. A aplicacédo de 60% sobre a taxa de
rendimento das obriga¢des foi a forma encontrada (é apenas uma aproximacao de entre
muitas outras possiveis) para aproximar estas taxas das utilizadas no mercado pelas
seguradoras. A ideia subjacente a esta aproximacdo é a de que o fundo capitalizado é
posteriormente utilizado para comprar uma anuidade no mercado segurador, dai a taxa
técnica mais baixa. Uma alternativa menos provavel (e também mais dificil de
justificar) seria a de considerar que as pensdes seriam pagas pelo fundo de pensdes,

situacdo onde j& se poderia considerar uma taxa técnica dada pela yield das obrigagdes.
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E conveniente, no entanto, salientar que a modelizagdo da taxa técnica de juro a utilizar
na determinacdo do valor da anuidade é relativamente distinta nos dois submodelos
considerados. Enquanto no submodelo de Wilkie utiliza-se a variavel C(¢) (taxa de
rendimento das obrigagdes a longo prazo emitidas pelo Estado) referida no Subcapitulo
7.1.4, no submodelo de Hibbert utiliza-se a taxa de rendimento das obrigac6es de cupdo

(20 anos) mencionada no Subcapitulo 7.2.5.

Em resumo, os pressupostos utilizados nas simulagdes do cenario base sao:

Pressupostos Pressupostos
Horizonte Temporal 30 anos Tabua Mortalidade TV 73-77
Taxa de Contribuicéo 5% Reversibilidade 0%
Linha Salarial 2 Encargos Administ 0%

Para cada cenario foram geradas 1000 simulacbes e registado o valor da taxa de
substituicdo. Com base nestes valores obtém-se a distribuicdo empirica das taxas de

subtituicdo assim como outras estatisticas relevantes.

9.1 ANALISE DO QUADRO DE RESULTADOS

O Quadro 20 mostra as principais estatisticas das simulagdes feitas para o cenario base.

Como seria de esperar, tendo em conta a definicdo de cada uma das estratégias, a
estratégia a) € a que atribui um beneficio médio inferior enquanto a estratégia b) € a que
confere uma nivel médio de beneficio mais elevado. Por outro lado, a dispersdo da taxa
de substituicdo é maior na estratégia b) do que na estratégia a), porque o risco associado
aos activos que compbem a carteira da estratégia b) é bem superior ao risco dos activos
gue compde a carteira da estratégia a). Como as estratégias ¢) e d) ndo sdo mais do que
uma combinacdo linear das duas primeiras, os resultados obtidos encontram-se,
naturalmente, limitados pelos das estratégias a) e b). Estes raciocinios sdo validos para

qualquer um dos submodelos.

Ao analisarmos os resultados de cada um dos submodelo (Subcapitulo 7.1.8. para o
submodelo de Wilkie e 7.2.8. para o submodelo de Hibbert), em termos das

rendibilidades médias e das volatilidades dos activos modelizados, ndo encontramos
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diferencas significativas, entdo, porque razdo as taxas de substituicdo apresentam uma
média e uma dispersao superior no submodelo de Hibbert?

Quadro 20 — Estatisticas das simulac6es do cenario base

Modelo Wilkie
Estratégia Média DP 95% VaR 80% VaR 50% VaR
a) 50/50 2,41% 9,84%
b) MFP 4,52% 12,83%
c¢) Ciclo Vida 3,22% 12,29%
d) Nivel Beneficio 3,41% 13,76%

Modelo Hibbert
Estratégia Média DP 95% VaR 80% VaR 50% VaR

a) 50/50 5,86% 9,51%
b) MFP 14,15% 10,11%
c) Ciclo Vida 11,13% 9,85%

9,08% 10,42%

d) Nivel Beneficio

Um dos factores responsaveis pela maior dispersdo dos resultados do submodelo de
Hibbert é a taxa de juro utilizada na determinacdo da anuidade. A distribuicdo das taxas
de juro simuladas, para cada um dos modelos, patente no Grafico 12 permite
compreender a amplitude do impacto que a anuidade tem na determinacdo da taxa de

substituigao.

Grafico 12 - Distribuicdo das taxas técnicas utilizadas nas anuidades
Wilkie Hibbert
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Como se pode verificar, a variavel C(¢z) utilizada como taxa técnica de juro nas

anuidades do submodelo de Wilkie, tem uma média e volatilidade inferior a homologa

do submodelo de Hibbert — a taxa de rendimento das obrigacbes de cupdo. Como a
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média da taxa técnica, para o submodelo de Wilkie, é 3,1%, entdo, a correspondente
anuidade é mais cara, 0 que implica um menor valor da pensao e, consequentemente,
uma taxa de substitui¢do inferior. Analogamente, a dispersdo da taxa de juro técnica do
submodelo de Hibbert influi na maior dispersdo das taxas de substituicdo neste modelo.
Porém, existem caracteristicas intrinsecas aos submodelos que sdo responsaveis pela
diferente dispersdo dos resultados por eles gerados. A influéncia das taxas de juro
apenas vem reforcar a dispersao subjacente a cada um dos submodelo. Este facto sera

discutido num capitulo posterior (Capitulo 9.4. desta Parte).

Embora se tenham analisado as estatisticas normais (média e desvio padrdo) estas ndo
sdo as mais indicadas para medir os resultados em termos de risco. De facto, é
necessario ir um pouco mais longe e analisar os niveis de confianga com que séo
obtidos determinados valores da taxa de substituicdo. Especificando um ou mais
percentis (P;) da distribuicdo empirica das taxas de substituicdo obtém-se o0 VaR (Value-
at-Risk) a um nivel de confianca de (100-i)%. A vantagem em utilizar estatisticas VaR
em vez das normais (média e desvio padrdo) prende-se com a robustez das mesmas,
uma vez que estas ndo variam quando se considera um conjunto de 1000 simulag¢des
diferentes, dado que ndo dependem dos valores extremos. O VaR, na sua defini¢do
mais simples, representa o valor em risco (passivel de se tornar numa perda) ao qual
estd normalmente associado um nivel de confianca. Na presente dissertacdo, a utilizacéo
que se vai fazer desta medida de risco € um pouco mais restrita, ja que representa o
valor da taxa de substituicdo que pode ser garantido, para o nivel de confianca
especificado. Em funcdo do que agora foi dito que informacdes adicionais se podem
tirar do Quadro 20?

Foram considerados os percentis 5, 20 e 50, a que correspondem os valores de VaR a
um nivel de confianca de 95%, 80% e 50%. Assim, e relativamente ao submodelo de
Wilkie, garante-se uma taxa de substituicdo superior a 8,7% para a estratégia a), 10,5%
para b), 10,4% para c) e 10,9% para a estratégia d), tendo em consideracdo um nivel de
95% de confianca. Uma importante conclusdo, relativamente a comparacdo dos
submodelos, que se tira do quadro em anélise € a de que a medida que se diminui o

nivel de confianga os valores das taxas de substituicdo do submodelo de Hibbert vao se
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aproximando dos obtidos pelo submodelo de Wilkie. Apesar de apresentar uma média
de beneficio superior, o submodelo de Hibbert garante, em virtude da sua maior

dispersdo, uma menor taxa de substituicdo para niveis mais elevados de confianca.

9.2 ANALISE GRAFICA

O Grafico 13 e o Grafico 14 mostram a funcdo de distribuicdo (cumulativa) empirica
das taxas de substituicdo para o submodelo de retorno dos investimentos de Wilkie e de
Hibbert. Em cada um dos graficos existem quatro curvas, uma para cada uma das

estratégias consideradas.

Interpretacdo dos Gréficog

O eixo horizontal (das abcissas) diz respeito aos valores da taxa de substituicdo
enquanto o eixo vertical (das ordenadas) regista o valor da funcdo de distribuicdo
cumulativa F(x) que retorna a probabilidade do beneficio ser inferior a um determinado
valor da taxa de substituicdo (x). Cada ponto da curva indica a probabilidade (eixo
vertical) de a taxa de substituicdo ser inferior a um determinado nivel (eixo horizontal).
Na pratica, estes graficos permitem mostrar, para cada nivel de confianca (1-Pi), em que
Pi é o valor da probabilidade no eixo das ordenadas, qual é o VaR da taxa de
substituicdo. Assim, o ponto branco no Grafico 13 indica que a probabilidade da taxa de
substituicdo ser inferior a 10% é de aproximadamente 25%. Em alternativa, pode

afirmar-se que a um nivel de 75% de confianga a taxa de substituicdo excede os 10%.

Se a curva da distribuicdo (cumulativa) empirica de uma dada estratégia se situa mais a
direita que outra, entdo, essa estratégia tende a atribuir valores de taxa de substitui¢do
mais elevados. Por outro lado se uma curva cresce mais acentuadamente (tem maior
inclinacdo) que outra significa que é menos variavel, de onde se conclui que a taxa de

substituicdo é mais previsivel.

102



Grafico 13 — Funcdo de distribuicdo empirica das taxas de substituicdo para o
submodelo Wilkie
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Gréafico 14 — Funcgdo de distribuicdo empirica das taxas de substituicdo para o
submodelo Hibbert
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Tracando uma linha horizontal no Grafico 13, correspondente ao nivel de confianca de
75% (ou a probabilidade de 0,25), que informacGes se podem tirar? Pode verificar-se
que com uma probabilidade de 0,25 a estratégia a) pode gerar taxas de substituicéo
inferiores a 10% enquanto para as restantes estratégias a probabilidade de gerar taxas de
substituicdo inferiores a 13,5% (estratégia b)), 12,5% (estratégia c)) e 14,5% (estratégia
d)) é igualmente de 0,25.

Se em vez de uma linha horizontal se tracar um linha vertical a analise do gréfico é
ainda mais informativa. Pegando no mesmo grafico e tracando uma linha vertical nos
15% de taxa de substituicdo verifica-se que o nivel de confianca necessario para garantir
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aquele valor de beneficio é de 10% para a estratégia a), 60% para a estratégia b), 42%
para a estratégia c) e 68% para a estratégia d).

/Analise dos Graficos|

Analisando agora os resultados do cenario base para o submodelo de Wilkie (Grafico
13), tendo em atencdo as quatro estratégias consideradas, constata-se que a estratégia a)
é a estratégia que apresenta menor variabilidade (das 1000 taxas de substituicéo
geradas) porque a curva é a mais inclinada enquanto a estratégia b) apresentam uma
maior dispersdo dos resultados dada a menor acentuacgao da curva. A maior ou menor
dispersdo dos resultados estd intimamente ligada ao desvio padrdo (risco) dos activos
gue compdem cada uma das carteiras, dai que a estratégia a) apresente uma menor
dispersdo que a estratégia b). Como as curvas das estratégias base — a) e b) — se
encontram em dois extremos e atendendo a que as estratégias ¢) e d) consistem numa
combinacéo linear das primeiras, entdo, as curvas das estratégias c) e d) encontram-se

limitadas pelas curvas das estratégias limite.

Considerando agora o cenario base para o submodelo de Hibbert (Grafico 14), verifica-
se que muito do que foi dito para o submodelo de Wilkie pode ser extrapolado para este
submodelo.

No entanto, este submodelo tem uma caracteristica peculiar que provoca uma alteracao
do valor das taxas de substituicdo, cujo resultado é bastante visivel no grafico. Uma
analise mais atenta ao Grafico 14, em relacdo a niveis de probabilidade e da taxa de
substituicdo mais baixos (canto inferior esquerdo), revela que a curva respeitante a
estratégia b) apresenta uma probabilidade mais alta para taxas de substituicdo muito

baixas do que a sua congénere da estratégia a).

Se na maioria dos casos a estratégia a) gera uma taxa de substituicdo mais baixa (porque
os activos tém uma rendibilidade média inferior) do que a estratégia b), entdo, porque
razao esta Ultima gera valores extremos mais elevados? Uma andlise as simula¢fes que
geram estas taxas de substituicdo muito baixas indica que a resposta se deve ao facto de
no submodelo de Hibbert a modelizacdo do retorno das ac¢Oes ser feita através de um
modelo de transicdo dos estados de Markov e 0 impacto que isso provoca ao nivel da
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volatilidade anualizada — tal como referenciado no Subcapitulo 7.3. Este modelo de
transicdo dos estados de Markov pressupBe a existéncia de duas distribui¢es (uma de
média positiva para um estado favoravel da economia e outra de média negativa para
um estado desfavoravel) para o excesso de rendibilidade face ao activo sem risco. Desta
forma, o modelo permite que haja uma sucessdo longa de resultados negativos
(relativamente aos retornos accionistas) e como a estratégia b) tem uma composicao de
75% em acc¢0es, entdo, a taxa de rendimento média do fundo (para o horizonte temporal
considerado) é muito baixa (por exemplo entre 0,5%-1,5%). Com uma capitalizacéo do
fundo desta dimensdo, e ndo descurando a influéncia da taxa de juro (a aplicar na

determinacéo da anuidade), a taxa de substituicdo tem de ser, necessariamente, baixa.

O facto de as curvas referentes as estratégias c) e d) estarem a direita da curva da
estratégia b) pode ser considerado um comportamento normal, pois, apenas significa
que para um mesmo nivel de confianca (p.e. 75%) o VaR da taxa de substituicdo é
superior, 0 que pode ser explicado pela maior variabilidade da taxa de substitui¢do
inerente a estratégia b). Portanto, este comportamento das estratégias c) e d), quando
comparado com os correspondentes do submodelo de Wilkie, resulta de um maior nivel

de dispersdo dos resultados produzido por este modelo.

Risco de Modelo|

O risco do modelo designa a dificuldade de, na modelizacdo de uma determinada
realidade, captar toda a sua esséncia. Por outras palavras, a utilizacdo de um modelo
para prever uma determinada realidade conduz a diferengas quando comparada com a
realidade efectiva. O risco de modelo mede a maior ou menor aderéncia do modelo a
realidade.

No Gréafico 15 sdo mostradas as fungdes distribuicdo (cumulativas) empiricas referentes
a estratégia a) e b) para os dois submodelos de retorno de investimento analisados.
Aqui, o objectivo é comparar os resultados da mesma estratégia nos dois submodelos.

Da analise do grafico conclui-se que o submodelo de Wilkie para a estratégia a) tende a
gerar, para niveis de confianca mais elevados (até 75%), valores de taxa de substituicéo

superiores ao do submodelo de Hibbert, uma vez que a curva se encontra mais a direita.
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A partir do referido nivel de confianca é o submodelo de Hibbert que gera VaR das
taxas de substituicdo superiores. A mesma andlise pode ser efectuada para a estratégia
b), de onde se destaca ainda mais o efeito da variabilidade dos resultados no submodelo

de Hibbert.

Grafico 15 — Risco de modelo
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9.3 ANALISE DO BINOMIO RISCO / TAXA DE CONTRIBUICAO

Uma analise extremamente interessante que se pode fazer com estas simulacdes consiste
em registar o0 VaR da taxa de substituicdo, para uma dada estratégia e para um
determinado nivel de confianga, e calcular, para as restantes estratégias, qual seria a taxa
de contribuigdo necessaria para atingirem, com o nivel de confianga estipulado, aquele
valor de beneficio. O Quadro 21 sintetiza os valores de uma analise desta natureza.

Pegando no submodelo de Wilkie, registaram-se, para a estratégia b), os valores VaR da
taxa de substituicdo para os niveis de confianca de 95%, 80% e 50%. A um nivel de
95% de confianga, a taxa de contribuicdo necesséria para obter a mesma taxa de
substituicdo (10,49%) é de 6,05% para a estratégia a), 5,05% para a c) e 4, 83% para a
estratégia d). Comparando com 0s 5% de taxa de contribui¢do que foram utilizados para

obter os 11,49%, conclui-se que tanto a estratégia a) como a c) necessitam de uma
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maior contribuicdo por parte da empresa para garantir o mesmo beneficio que a
estratégia b) enquanto para a estratégia d) o esforco da empresa sera menor.

Quadro 21 — Analise risco / taxa de contribuicéo
Modelo Wilkie

95% VaR 80% VaR 50% VaR

Nivel de VaR
b) MFP 10,49% 12,83% 16,05%

Taxa de Contribuicdo necesséaria

a) 50/50 6,52%
¢) Ciclo Vida 5,22%
d) Nivel Beneficio 4,66%

Modelo Hibbert

95% VaR 80% VaR 50% VaR
Nivel de VaR
b) MFP 6,35% 10,11% 15,83%

Taxa de Contribuicdo necesséaria
a) 50/50 5,32%
¢) Ciclo Vida 5,14%
d) Nivel Beneficio 4,85%

Esta analise pode ser simplificada se recorremos ao Grafico 13. Fixando o nivel de

confiangca em 80% (que corresponde & ordenada 0,2 no grafico) e tracando uma linha
horizontal nessa ordenada verifica-se que quanto maior é a distancia entre as curvas que
se encontram a esquerda da curva azul (estratégia b), a qual corresponde uma taxa de
contribuicdo de 5%) maior é a taxa de contribuicdo. Ao invés, se a curva se encontra
mais a direita (caso da estratégia d)) menor é a taxa de contribuicdo necessaria para

garantir os mesmos beneficios que a estratégia de referéncia (estratégia b)).

A andlise do binémio risco / taxa de contribuicdo permite dar uma nocdo do impacto
nos custos da empresa (taxa de contribuicdo) de se garantir um beneficio (VaR) com
uma dada certeza (nivel de confianca).

Analise-se uma hipotética situacdo em que a analise deste binémio pode ser Gtil.Um dos
problemas com os planos de contribuicdo definida é que a aversdo ao risco dos
colaboradores €, normalmente, superior a da empresa, logo existe um risco de
capitalizacdo insuficiente por via do ndo investimento em activos que tenham um
prémio de risco superior. Assim, (com base no submodelo de Wilkie e com um nivel de

confianca de 95%) se a empresa quisesse garantir uma capitalizacdo idéntica ao seu
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perfil de risco (opcdo pela estratégia b)) teria que aumentar a taxa de contribuicdo de
5% para 6,05% assumindo que os colaboradores teriam uma elevada aversdo ao risco

(opcdo pela estratégia a)).

9.4 ANALISE DOS RESULTADOS DO PROCESSO DE
ACUMULACAO

Até ao momento, os resultados foram analisados numa perspectiva da taxa de
substituicdo da pensdo, ou seja, quanto é que a pensdo final representa (em
percentagem) do Gltimo salario. No entanto, para estabelecer uma comparacao (entre os
dois submodelos) do processo de acumulacdo é necessario retirar o efeito da anuidade
dos resultados obtidos. Desta forma, neste capitulo, vai considerar-se a taxa de
substituicdo do capital gerado pelo processo de acumulacédo (isto €, durante os 30 anos

de acumulacdo) sobre o Gltimo salario.

O Grafico 16 evidencia as distribui¢bes empiricas (acumuladas) da taxa de substituicdo
do capital para os dois submodelos, considerando as estratégias a) e b). Relativamente
aos gréficos apresentados anteriormente apenas existe uma alteracdo ao nivel do eixo
das abcissas, que passa a ser a taxa de substituicdo do capital em vez da taxa de
substituicdo da pensdo. A leitura do grafico passa a ser ligeiramente diferente, isto é,
existe uma probabilidade de 0,25 de o capital acumulado ao longo dos 30 anos ser

inferior a 1,4 vezes o ltimo salario, considerando a estratégia a),.

Este grafico permite concluir que o processo de acumulacdo no submodelo de Wilkie
apresenta menor dispersdo (para ambas as estratégias) que o submodelo de Hibbert. No
que respeita a estratégia b), a origem das diferencas entre os submodelos foi ja alvo de
explicacdo no Capitulo 9.2 — deve-se a utilizacdo, no submodelo de Hibbert, de um

modelo de transicdo de estados de Markov.

Pela analise do grafico constata-se que, relativamente a estratégia a), a dispersdo advém,
essencialmente, dos resultados extremos positivos, uma vez que a probabilidade de

eventos extremos negativos é semelhante nos dois submodelos. A existéncia de
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resultados extremos superiores no submodelo de Hibbert deve-se ao efeito composto de
um retorno médio superior (5,9% contra 5,3% do submodelo de Wilkie) mas também, e
principalmente, a propria estrutura do modelo que permite sucessdes longas de retornos
anuais negativos (ou positivos), mesmo ndo tendo um modelo de transi¢cdes de estados
de Markov. De facto, uma andlise pormenorizada aos resultados dos dois submodelos
revela que a forma como os retornos anuis sdo produzidos é bastante distinta. No
submodelo de Wilkie a sucessdo dos retornos é relativamente aleatoria enquanto no
submodelo de Hibbert (cujos activos apresentam uma volatilidade inferior,
principalmente nas obrigagOes de taxa fixa) existe uma maior ligagdo entre o0s
sucessivos retornos que ocasionalmente origina um valor acumulado do fundo muito

elevado ou muito baixo.

Grafico 16 — Comparacao dos processos de acumulagdo dos submodelos de Wilkie e
Hibbert
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A conclusdo que se retira desta analise, tendo em conta o que foi dito acerca do efeito da
taxa de juro utilizada na anuidade, é que a maior volatilidade das taxas de substituicdo
no submodelo de Hibbert deve-se a propria estrututa do modelo e & sua parametrizag&o.
A volatilidade da taxa de juro técnica faz aumentar ainda mais esta diferenca na

disperséo entre os dois submodelos quando se analisa a taxa de substituicdo da penséo.
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10. ANALISE DE SENSIBILIDADE

No sentido de compreender os resultados obtidos no cenario base, a luz das hipdteses
assumidas, vao ser efectuadas algumas alteracfes nos pressupostos e parametros do
modelo e registados 0s respectivos resultados.

Como os resultados das analises de sensibilidade s&o, de certa forma, semelhantes para
o0s dois submodelos de retorno dos investimentos e no intuito de ndo tornar a dissertacéo
demasiado extensa remeteteu-se para anexo os graficos relativos ao submodelo de
Hibbert.

10.1 ANUIDADE

Na andlise de sensibilidade as anuidade utilizadas na determinacdo da taxa de
substituicdo, os parametros assumidos vao ser alterados de forma a aproxima-los mais
da realidade. A anuidade passara a ser calculada com base na tdbua de mortalidade TV
88-90 e passara a incluir reversibilidade de 60% a favor do cénjuge. Sobre o valor da
anuidade incidirdo ainda encargos administrativos de 1%.

A anuidade calculada com base nestes pressupostos assume valores mais proximos dos

das anuidades que séo praticadas actualmente no mercado.

Em resumo, os pressupostos utilizados nas simulagcdes deste cenario base s&o:

Pressupostos Pressupostos
Horizonte Temporal 30 anos Tabua Mortalidade TV 88-90
Taxa de Contribuicéo 5% Reversibilidade 60%
Linha Salarial 2 Encargos Administ 1%

Os graficos 17 e 22 (Anexo A) evidenciam as diferencas entre os resultados desta
analise de sensibilidade e do cenario base, respectivamente para o submodelo de Wilkie
e de Hibbert. As curvas a tracejado indicam os resultados com 0s novos pressupostos
enquanto as outras correspondem aos valores do cenario base. As curvas a amarelo
dizem respeito a estratégia a) enquanto as curvas a vermelho estdo relacionadas com a

estratégia b).
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Com a introducdo na anuidade de hipo6teses mais realistas, 0 seu custo torna-se superior
e, consequentemente, a pensdo mensal torna-se mais baixa, assim como a taxa de
substituicdo. Com base neste raciocinio, ndo é de estranhar que as curvas da distribuicdo
empirica relativas a esta analise de sensibilidade sofram uma translacéo para a esquerda
em relacdo as curvas originais. Fixando o nivel de confianca a 75%, 0 que equivale a
tracar uma recta horizontal na ordenada 0,25, verifica-se que existe uma diminui¢do do
VaR da taxa de substituicdo de 10,5% para 8,2% no caso da estratégia a) e de 13,5%

para 11% no caso da estratégia b).

Grafico 17 — Analise sensibilidade anuidades — submodelo Wilkie
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A conclusdo a retirar desta analise de sensibilidade € a de que é necessario ter muita
atencdo na escolha dos pressupostos com que se transforma o capital acumulado numa

penséo, pois 0 impacto dessa escolha na taxa de substitui¢éo é significativo.

10.2 SALARIOS

Neste fase embrionaria de compreenséo deste tipo de modelos, o objectivo primordial
consiste em conhecer o comportamento do modelo, por isso optou-se por um submodelo
salarial através de linhas salariais (cujas hipoteses foram definidas no Capitulo 8) que

permitissem analisar o impacto de diferentes evolucdes salariais nas taxas de

substituicéo.
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Para o cenario base foi utilizada a linha salarial 2, a que corresponde um pico do
crescimento real dos salarios aos 45 anos. A andlise de sensibilidade levada a cabo neste
subcapitulo consiste em comparar os resultados do cenario base com os resultados da
utilizacdo de diferentes evolugGes salariais — uma com crescimentos reais maiores no

inicio da carreira e outra em que o maior crescimento ocorre no final da carreira.

Em suma, os pressupostos utilizados nas simulacdes desta analise de sensibilidade sdo:

Pressupostos Pressupostos
Horizonte Temporal 30 anos Tabua Mortalidade TV 73-77
Taxa de Contribuicédo 5% Reversibilidade 0%
Linha Salarial le3 Encargos Administ 0%

Os resultados da analise de sensibilidade para o submodelo de Wilkie sdo mostrados no
Gréafico 18 da mesma forma que os resultados relativos ao submodelo de Hibbert estdo

evidenciados no Grafico 23 (Anexo A)

Quanto a divisdo entre estratégia a) e b), seguiu-se a mesma metodologia (da analise de
sensibilidade do subcapitulo anterior) de utilizar o amarelo para a primeira e o vermelho
para a segunda. A curva continua diz respeito a linha salarial 2 (a que foi utilizada no
cenario base) da mesma forma que a curva a tracejado corresponde a linha salarial 1 e a
curva pontificada a linha salarial 3. Os resultados com base na linha salarial 1 sdo
aqueles que atribuem um beneficio superior (curva mais a direita) e 0s com base na
linha salarial 3 os que atribuem menor beneficio (curva mais a esquerda). Portanto,
guanto mais cedo se der a evolucdo acentuada dos salérios (linha salarial 1) — ver
Gréfico 11 — maior € o beneficio que se retira de um plano de contribuicdo definida. A
explicacdo desta conclusdo é deveras simples se atendermos ao facto de que quanto
maior for o crescimento salarial maiores sdo as contribuicdes iniciais para o fundo, que
vao ser capitalizadas durante mais anos. Se as contribuigdes mais altas ocorrerem no
final da carreira, entéo, estardo sujeitas a poucos anos de capitalizacéo.

Pela analise do gréfico, verifica-se ainda que o impacto € superior na estratégia b).

Como se pode constatar, as distancias entre as diversas curvas referentes a uma mesma
estratégia sdo relevantes, o que traduz o impacto significativo que a evolucéo salarial

tem na taxa de substituicéo.
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Grafico 18 — Analise sensibilidade salarios — submodelo Wilkie
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10.3 ANOS DE CONTRIBUICAO

Para o cenério base foi assumido que um individuo entraria para uma dada empresa com
35 anos e por la ficaria até a idade normal de reforma, o que equivale, portanto, a um
periodo de contribui¢des de 30 anos. No entanto, quais seréo os resultados se em vez de
um periodo contributivo de 30 anos se tiver 20 anos? E 40 anos? Procurar-se-4
responder a estas questdes nesta analise de sensibilidade.

Os pressupostos utilizados nas simulacdes desta analise de sensibilidade sdo os

seguintes:
Pressupostos Pressupostos
Horizonte Temporal 20 e 40 anos T4bua Mortalidade TV 73-77
Taxa de Contribuicao 5% Reversibilidade 0%
Linha Salarial 2 Encargos Administ 0%

Adoptou-se a mesma filosofia da analise de sensibilidade anterior relativamente as cores
e formas das curvas do Grafico 18. Para periodos de contribuicdo de 20, 30 e 40 anos

temos, respectivamente, as curvas tracejada, continua e pontificada.
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Grafico 19 — Andlise sensibilidade anos de contribuigdo — submodelo Wilkie
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Tal como seria de esperar a priori, 0 impacto no beneficio (gerado por estes planos de
contribuicdo definida) do numero de anos de contribuicdo € deveras significativo.
Tragando uma recta horizontal (no Gréafico 19) ao nivel de confianca de 75% verifica-se
que o valor de beneficio garantido (VaR) é de 9%, 135% e 19,5% para,

respectivamente, 20, 30 e 40 anos, quando considerando a estratégia b).

10.4 TAXA DE CONTRIBUICAO

Por fim, a Gltima analise de sensibilidade remete-nos para 0 impacto que as taxas de
contribuicdo tem no nivel de beneficios final. Convém, no entanto, salientar que no
Capitulo 9.3. foi ja efectuada uma aproximacéo a esta andlise de sensibilidade mas com

um ambito de analise um pouco diferente.

Para o efeito, foi considerada uma taxa alternativa de contribuicdo de 7,5%. O quadro

seguinte resume o0s pressupostos utilizados nas simulacBes desta analise de

sensibilidade:
Pressupostos Pressupostos
Horizonte Temporal 30 anos Tabua Mortalidade TV 73-77
Taxa de Contribuicdo 7,5% Reversibilidade 0%
Linha Salarial 2 Encargos Administ 0%
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O Grafico 20 regista as diferencas entre o cenario base e a presente analise de
sensibilidade da taxa de contribuicdo, para o submodelo de Wilkie (os resultados para o

submodelo de Hibbert encontram-se no Anexo A — Gréfico 25).

Gréfico 20 — Anédlise sensibilidade taxa de contribui¢do — submodelo Wilkie
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A subida da taxa de contribuicdo de 5% para 7,5%, considerando a estratégia a),
permite garantir, com um nivel de confianca de 95% uma taxa de substituicdo de 13%
contra os anteriores 8,5%. Relativamente & estratégia b), a variacdo derivada da subida

da taxa de contribuicdo € um pouco superior, passando de 10,5% para 16%.

11. COMPARACAO COM MODELO DETERMINISTICO

Desde o inicio da presente dissertacdo que se abordam os temas de simulagéo
estocéstica, modelos estocasticos, mas em que contexto é que estas surgem e quais as
vantagens de utilizar modelos estocasticos em relagdo aos modelos deterministicos?

Para melhor responder a questdo colocada procedeu-se a construcdo de um modelo

deterministico idéntico ao que tem sido estudado para posterior comparagdo de

resultados.

O modelo deterministico pressupde uma taxa de inflagdo constante a 2%, uma taxa fixa
de rendimento do fundo de 6% e ainda 3% de taxa técnica nas anuidades (também fixa).
A determinacéo da taxa de substituicdo é feita fazendo crescer os salarios reais segundo
a linha salarial 2 (a qual é adicionada a taxa de inflacdo) que determinam as
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contribuicdes para o fundo por aplicacdo da taxa de contribuicdo de 5%. O fundo cresce
a uma taxa fixa de 6% e no final o valor acumulado é transformado numa pensao apés a
divisdo pela anuidade (utilizando uma taxa técnica de 3% e de indexacao das pensdes de
1%). Dividindo a penséo pelo salario obtém-se uma taxa de substituicdo de 11,14%, que
é fixa tal como os pressupostos com que foi calculada.

O Quadro 22 faz uma sintese das principais estatisticas obtidas na simulacéo
deterministica e na simulagdo estocastica enquanto o Grafico 20 fundamenta
graficamente os resultados obtidos. Para a comparagdo, foram considerados o0s

resultados da estratégia a) do cenario base.

Quadro 22 — Comparacao entre andalise deterministica e estocastica

Modelo Média DP 95% VaR 80% VaR 50% VaR
Wilkie 2,41% 9,84%
Hibbert 5,86% 9,51%
Deterministico 0,00% 11,14%

Em termos conceptuais, a principal diferenca entre o modelo deterministico e o
estocastico reside na utilizacdo de processos estocasticos (abordagem estocastica) para
modelizar uma determinada variavel em vez da utilizacdo de um valor fixo (abordagem
deterministica). A utilizacdo de variaveis aleatorias traz incerteza ao modelo e como séo
normalmente utilizados um grande nimero de simulag6es (neste caso concreto 1000) os
resultados obtidos em cada uma delas serdo, naturalmente, distintos. Ou seja, a
utilizacdo de modelos estocasticos induz variabilidade nos resultados finais, o que nao é
necessariamente prejudicial (antes pelo contrario). Assim, a riqueza de resultados,
assumindo que se compreenderam bem as hipoteses dos processos estocasticos, permite
tirar conclusfes importantes que ajudam a compreender o fendmeno em estudo, isto €,
como se comportam os resultados quando acontecimentos extremos acontecem, quais 0s

impactos nos resultados que advém da alteracao de pressupostos, etc.

A andlise quer do Quadro 22 quer do Grafico 21 vém ao encontro do que foi dito no
paragrafo anterior sobre a variabilidade dos resultados. No modelo deterministico existe

apenas um anico resultado, dai a ndo existéncia de dispersdo nos resultados (desvio
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padrdo nulo), o que em termos graficos se traduz na recta vertical da curva da

distribuicdo empirica do modelo deterministico.

Gréfico 21 — Comparagdo com anélise deterministica
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Ao invés, os modelos estocasticos sdo muito mais ricos em informacdo. Mais do que
indicarem qual a volatilidade dos resultados finais (p.e. 2,41% para 0 modelo de Wilkie
e 5,86% para o de Hibbert) permitem determinar, para diferentes niveis de confianca,
qual é o VaR da taxa de substituicdo, ou seja, qual o beneficio que é possivel garantir
para o nivel de confianca estabelecido. Do ponto de vista grafico a abordagem
estocéstica é ainda mais interessante, pois permite observar a distribuicdo estatistica das
taxas de substituicdo simuladas e compreender quais 0s eventos extremos que podem
ocorrer e com que probabilidade. Cada ponto do gréfico mostra o nivel de confianga

(ordenadas) associado a cada valor de beneficio (abcissas).
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Conclusao

Depois de introduzidos alguns conceitos tedricos, explicado o modelo global do
desenho estocastico e os respectivos submodelos que o constituem, e estudado um caso

pratico, que ilacGes se podem tirar desta dissertacao?

Na sua esséncia, esta dissertacdo estabelece uma metodologia préatica e relativamente
simples de anélise do risco inerente ao desenho de um plano de contribuicdo definida.
Para este tipo de planos de pensdes, o risco € definido pela probabilidade de o beneficio
concedido pelo plano — medido através da taxa de substituicdo — ser inferior ao
pretendido (aquando do desenho do plano). Neste sentido, utiliza-se uma abordagem de
Value-at-Risk (VaR), como métrica do risco, que permite estabelecer quais os valores da

taxa de substituicdo que podem ser garantidos para um dado nivel de confianca.

Que fique claro, em relacdo a esta abordagem, que o objectivo pretendido ndo é fazer a
seleccdo da estratégia de alocacao de activos que um maior nivel de beneficio (valor da
penséo & idade de reforma) pode conceder a um individuo; até porque existe uma grande
distancia entre simular o valor do retorno anual dos diversos activos que definem uma
dada estratégia e os retornos efectivos que se venham a verificar na pratica, ao fim de
20-30 anos.

De facto, existem factores que sdo dificeis de contemplar em modelos desta natureza,
tais como: a tactica de alocacdo dos activos, a arbitragem, o reinvestimento das mais
valias, a utilizacdo de instrumentos derivados, a verdadeira forma como sao efectuados
os investimentos (que ndo a realizagcdo anual dos activos para reinvestimento no ano

seguinte).

Portanto, reforca-se a ideia de que o objectivo da presente dissertacdo € compreender o
impacto e a influéncia que os diversos factores, que compbéem o modelo (salarios,
anuidades, numero de anos de acumulacdo, taxa de contribuicdo, estratégia de alocacéo
de activos), ttém no valor da taxa de substituicao e qual o risco subjacente.
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A riqueza que uma abordagem estocastica confere a um estudo desta natureza, quando
comparada com uma abordagem deterministica do problema (que manifestamente falha
em conceder uma dimensdo do risco associado a um plano de contribuicdo definida), é
uma das conclusdes mais importantes que se pode retirar desta dissertacdo. Saliente-se,
ainda, o facto de este tipo de simulacdo permitir analisar a ocorréncia de resultados
extremos e de saber com que probabilidades eles podem ocorrer. Uma vez feita a
simulacdo estocastica, estdo abertas as portas para uma variedade de prismas com que se
pode analisar a informacdo gerada — ponto de vista do beneficio final do plano, das
taxas de contribuicdo necessarias para garantir com um dado nivel de confianga um

determinado nivel de beneficio.

A relacéo entre a estrutura (i.e., a arquitectura de construcdo) de cada um dos dois
submodelos de retorno dos investimentos utilizados (submodelo de Wilkie e de Hibbert)
e o0s resultados obtidos merece igualmente uma nota de destaque nesta conclusao.
Assim, a maior dispersdo das taxas de substitui¢cdo, quando se utiliza o submodelo de
Hibbert, tem as suas raizes na l6gica de funcionamento do modelo, que se reveste de
maior coeréncia quando comparado com o submodelo de Wilkie; embora este ultimo
apresente algumas dificuldades na geracéo de valores de curto prazo, pois foi construido

numa oOptica de longo prazo.

Retiradas as principais ilacfes, resta salientar que o estudo efectuado é, de certa forma,
introdutorio e que existe ainda um longo caminho a percorrer no sentido de o
complementar. Assim, espera-se que tenha sido despertada a consciéncia da importancia
desta teméatica e motivada a vontade de aprofundar a sua investigacdo e, embora a
pandplia de futuros desenvolvimentos seja extensa, destacam-se as seguintes:

- estimacdo dos parametros de cada um dos submodelos, que faz parte do
processo de calibracdo do modelo face a realidade vigente;

- incluséo de novos submodelos, quer em relagcdo ao submodelo do retorno dos
investimentos quer em relacdo ao submodelo dos salérios, que permita reduzir o risco de
modelo;

- inclusdo de novos activos financeiros, nomeadamente imobiliario e hedge

funds, possibilitando o enriquecimento das estratégias de alocacao de activos utilizada;
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- extensdo do modelo da fase de acumulagdo — até a idade de reforma — para a
fase de distribuicdo — ap6s a idade de reforma.
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Anexo A — Graficos Analise de Sensibilidade

Grafico 22 — Analise sensibilidade anuidades — submodelo Hibbert
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Grafico 23 — Analise sensibilidade salarios — submodelo Hibbert
1,00

0,75

0,50

Pr (tx sub <x)

F(x)

0,25

0,00
0% 5% 10% 15% 20% 25% 30% 35% 40%

124



Grafico 24 — Analise sensibilidade anos de contribuicdo — submodelo Hibbert
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Grafico 25 — Analise sensibilidade taxa de contribui¢do — submodelo Hibbert
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