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Introduccidon

Presentamos en este documento un material para la formacion inicial y permanen-
te del profesorado de educacion primaria, donde se muestran propuestas didacticas
para trabajar los contenidos referentes a los Numeros Enteros y Racionales, y a las
Magnitudes y la Medida en esta Etapa Educativa, como continuacion de la publi-
cacion referida a los Numeros Naturales (coleccion Sapientia, nimeros 89 y 90, en
valenciano y castellano, respectivamente), que es necesario conocer para una com-
prension fundamentada de los contenidos que se desarrollan en el presente texto.

Aunque los mencionados contenidos estan trabajados en publicaciones de otros
autores, pretendemos en esta ofrecerlos de manera unificada a nuestros lectores
en un texto estructurado alrededor de las capacidades matematicas que se deben
trabajar con el alumnado de educacidon primaria. El orden en que aparecen los
conjuntos numéricos en el texto respeta el orden matematico logico de los mismos,
aunque este no se sigue cuando se desarrollan los aspectos didacticos correspon-
dientes en el aula de primaria, donde se trabajan los nimeros racionales antes que
los enteros.

Cada uno de los temas cuenta con una introduccidon que nos permite reflexionar
respecto de dos cuestiones que consideramos importantes. Una es la evolucion
histérica de los contenidos que estudiamos: los Numeros Enteros y Racionales,
sus usos y significados diferentes, asi como las operaciones que se pueden rea-
lizar con estos numeros y las relaciones que se dan entre ellos; los conceptos de
Magnitud y Medida, los pasos que la humanidad ha tenido que dar hasta llegar al
universal sistema actual de unidades. Creemos que, cuando el estudiante de Grado
conoce el momento en el que han aparecido los diferentes conceptos en la historia
y también cémo se han desarrollado hasta nuestros dias, les afiade entidad y les
dota de una perspectiva que va mas alla del trabajo que se hace en el aula. La otra
es el aspecto tedrico de estos conceptos, que se expone en un resumen para funda-
mentarlos matematicamente y que parte de la Teoria de Conjuntos de G. Cantor,
con el fin de acercar el lector a los conceptos estudiados.

A continuacion, como parte mas importante del texto y como nucleo que justi-
fica esta publicacion, se incluye en cada tema un extenso apartado referente al
tratamiento didactico de los diferentes contenidos para trabajarlos en el aula de
primaria y conseguir, de esta manera, el desarrollo de la competencia matematica
del alumnado.

En el mencionado apartado didactico se presentan los contenidos matematicos a
partir de la realidad y para ser aplicados en ella. Como consecuencia y otorgan-
dole la importancia maxima a esta cuestion, todas las situaciones que se enuncian
acompanando el contenido didéctico del texto forman parte de otras situaciones
mas complejas que se trabajan en el aula, en las cuales los conceptos matematicos
son esenciales para su interpretacion y resolucion. Unas veces las actividades
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matematicas surgirdn del desarrollo de algunos proyectos de trabajo globaliza-
dos, en otras ocasiones se plantearan a partir de las necesidades que generen otras
materias del curriculum. Solo cuando se contemplen algunos contenidos que no
hayan aparecido en ninguna actividad como las mencionadas antes, el docente
favorecera de manera intencionada la aparicion de situaciones que provoquen las
incognitas que los llevaran al descubrimiento de los mencionados contenidos.

En todos los casos, partiremos de las ideas previas del alumnado sobre cada uno
de los conceptos a trabajar y, en particular, de sus propuestas personales y emer-
gentes de resolucion de las diferentes situaciones que se planteen. Seguiremos
con la busqueda de los procedimientos generales de representacion numérica y
de célculo con nlimeros enteros y racionales, como forma de ofrecerles las herra-
mientas matematicas que socialmente se utilizan para representar estos nimeros
y las diferentes actividades en las que intervienen. Asi mismo, encontraremos las
unidades del Sistema Internacional como las herramientas que nos permiten resol-
ver las dificultades que la relatividad de la medida provoca y, a la vez, entendernos
con cualquier otra persona.

Atendiendo a las recomendaciones del Parlamento Europeo y del Consejo de Eu-
ropa sobre las competencias clave para el aprendizaje permanente, entendemos
que la competencia matematica solo se concreta y cobra sentido en la medida en
que los elementos y razonamientos matematicos que se estudian son utilizados
para enfrentarse a aquellas situaciones cotidianas que los necesitan. Por ello, su
desarrollo en la escuela se conseguird partiendo de una amplia variedad de acti-
vidades reales, derivadas de otros campos del conocimiento, de las situaciones
habituales que se dan en el aula y de las propias experiencias y vivencias del alum-
nado. Se trata, en definitiva, de conseguir que los nifios y las nifias sepan aplicar
las destrezas y actitudes que les permitan razonar matematicamente, comprender
una argumentacion matematica y expresarse y comunicarse en el lenguaje mate-
matico para dar una mejor respuesta a las situaciones de la vida de diferente nivel
de complejidad.

El objetivo del material es proporcionar una herramienta para los profesionales de
la docencia y para el estudiantado del Grado en Maestro, que les ayude a reflexio-
nar sobre los fenémenos educativos que ocurren en el aula escolar y les permita
enfrentarse a ellos desde un planteamiento que considera la enseflanza-aprendizaje
de las Matematicas como una tarea interdisciplinar y globalizadora que parte de
una concepcion sociocultural de la educacion en general y de la educacion mate-
matica en particular. En concreto y de cara al estudiantado del Grado en Maestro
de Educacion Primaria de la Universitat Jaume I, este documento representa un
material complementario de las clases presenciales, en las que se profundiza en el
texto relacionando la fundamentacion matematica de los conceptos y la didéctica
de los mismos, por medio de la realizacion de diferentes actividades que se reali-
zan a lo largo del curso académico

Presuponemos que en las aulas de primaria donde se trabajan los contenidos de
este documento, se encuentran los materiales estructurados que describiremos mas
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adelante u otros similares ideados y fabricados por los docentes y/o el alumnado,
que deberan compartir en esencia lo que es fundamental para la construccion de
los contenidos matematicos que se tratan en esta publicacion. Estos materiales
constituyen un apoyo imprescindible para el trabajo en el aula de los conceptos
estudiados en este libro.

El presente documento no agota la actividad que el maestro debe realizar en el
aula. La gran variedad de dispositivos didéacticos que puede ofrecer a sus alumnos
es imposible reflejarla en cualquier publicacion. Nuestro interés es poner la aten-
cion en lo que debe trabajar para fundamentar matematicamente los procedimien-
tos empleados por el alumnado y dar indicaciones de como debe hacerlo. Nunca
agotaremos la creatividad didactica que un docente debe tener en su tarea diaria.

Finalizados los temas comentados, se incluye un Anexo que cierra esta publica-
cion, en el que se recogen algunos conceptos basicos de la Teoria de Conjuntos,
que fundamentan los contenidos referentes a los Numeros Enteros y Racionales
y a las Magnitudes y la Medida, trabajados en este libro. Se ofrece este Anexo
como una guia consultiva para que al lector interesado le permita ampliar sus co-
nocimientos, entendiendo que no son objeto de estudio obligatorio en las aulas de
formacion inicial de los maestros.
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TEMA 1

Numeros enteros

En este tema se trabaja la construccion del concepto de numero entero a partir
del producto cartesiano N x N. Comienza el tema con una referencia historica so-
bre el mencionado concepto, contintia con una formalizacion de la estructura del
conjunto de los Numeros Enteros y finaliza con un tratamiento didactico de estos
contenidos en el aula de primaria.

1. Introduccion

1.1. Historica

Historicamente, la matematica surge con la finalidad de hacer los calculos en el
comercio, y también con la de medir la Tierra y predecir los acontecimientos as-
trondmicos. Estas tres necesidades pueden ser relacionadas, en cierto modo, con
la subdivision amplia de la matematica en el estudio de los nimeros, el espacio y
el cambio.

El estudio de los nimeros comienza con los naturales y los enteros y nos lleva
finalmente a las estructuras algebraicas.

En cuanto a los nimeros negativos, a pesar de que se conocian en Europa a tra-
vés de textos arabes, la mayoria de los matematicos de los siglos xvi y xvi no los
aceptaban como numeros. La introduccion conceptual ha sido un proceso de una
lentitud sorprendente. Durante mucho tiempo, los nimeros negativos fueron un
util de calculo que facilitaba aspectos financieros como ganancias y pérdidas vy, al
mismo tiempo, también facilitaba la resolucion de ecuaciones.

Los ntimeros negativos se empezaron a utilizar siglos antes de Cristo, para repre-
sentar cosas o datos que faltaban, pero poco a poco dejaron de emplearse. Hay
que esperar hasta el Renacimiento para volver a encontrarlos y con este nombre:
«negativosy. Per este motivo, se consideraron nimeros del demonio y se perseguia
su utilizacion, pero por necesidades de expresar cantidades de cualquier indole, se
volvieron a utilizar en el siglo xix (Ifrah, 2001).

Hasta finales de este siglo y principios del xx, no se formalizé la Teoria de Con-
juntos de Georg Cantor y, por tanto, no se produjo tampoco la formalizacion del
conjunto de los Numeros Enteros basada en ella. Seré esta la que se utilizara en el
presente tema.
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1.2. Al tema

Los nimeros enteros son una extension de los nimeros naturales, formada por los
propios numeros naturales no nulos (1, 2, 3...), sus correspondientes negativos (-1,
-2,-3...) y cero (0). El conjunto de todos los enteros se denota per la letra Z, por ser
la primera de la palabra «nimero», en aleman zahl, y se representa por:

7w -3,-2,-1,0,1, 2, 3...

Los enteros engloban a los nimeros naturales y, al mismo tiempo, son un subcon-
junto de los nimeros racionales. En la figura 1 se puede ver una representacion de
estas relaciones de inclusion.

Figura 1. Representacion de conjuntos numéricos

Donde Q representa los niimeros racionales, [ los irracionales y la unién de los
racionales y los irracionales forma el conjunto de los numeros reales, .

2. Formalizacion del conjunto
de numeros enteros

2.1. Construccion de los niimeros enteros

Para construir los nimeros enteros, se ha de partir de los que ya conocemos, que
son los naturales. No hay ningiin conjunto numérico mas que podamos utilizar y
solo con las propiedades que de los nimeros naturales se pueden derivar, se ha de
construir un conjunto en el que estos mismos estén incluidos.

Por tanto, hay que partir de N: 0,1,2,... y, teniendo en cuenta una serie de conside-
raciones, llegar al conjunto de los nimeros enteros.

Para empezar la construccidon de este conjunto, es conveniente recordar que lla-
mamos producto cartesiano de dos conjuntos 4, B y lo simbolizamos por AxB,
a todos los pares ordenados de elementos que se pueden formar tomando como
primer elemento, uno del conjunto 4 y como segundo, uno de B, es decir,
AxB={(a,b)/aEA A bEBJ.
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Asi pues, primero hay que considerar el conjunto definido por el producto carte-
siano N x N donde N es el conjunto de los numeros naturales:

NxN ={(a,b)/aEN A bEN}

Graficamente este conjunto seria una red de puntos graduada, que comenzaria en
(0,0) y tenderia a infinito, como se muestra en la figura 2.

(0,4) . L . .
(0,3) . . . . .
(0,2) . . . . .

01) = " . . .
(1,1)
(0,0) . . . "

(1,0) (2,00 (3,00 (4,0)
Figura 2. Representacion parcial de N x N

De la misma manera que en el plano cartesiano, la primera coordenada correspon-
de al eje X y la segunda al eje Y, por tanto, es facil observar que todos los pares de
naturales situados en la misma columna comparten la primera coordenada y, si se
encuentran en la misma fila, comparten la segunda.

Pero hay una tercera manera de observarlos, no tan evidente, que nos permitira
la construccion de los nimeros enteros: es la que considera los pares situados en
la diagonal con origen en (0,0) o en cualquiera de las direcciones paralelas a ella
(Colectivo Periodica Pura, 1982). Consideramos dicha diagonal, cuyos elementos
serian de la forma (0,0), (1,1), (2,2)... y sus paralelas (figura 3).

(0,4) /
2,4)
(0,3)
(0,2)
(3,2)
(0,1)
(0,0) .

(1,0) (2,0) (3,0) (4,0)

Figura 3. Representacion de algunos pares de N x N
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Si tomamos dos puntos cualesquiera, (a,b) y (c,d), de una de estas semirrectas se
puede comprobar que a +d = b + c. Por ejemplo, al tomar de dicha diagonal (0,0)
y (1,1), se cumple que 0 + I = 0 + I, si cogemos (1,1) y (5,5), se cumple que 1 +
5=1+5..

Como en esta direccion los dos valores de cada par ordenado son iguales, no queda
suficientemente claro que la igualdad se verifique para cualquier par de puntos de
otras semirrectas. Para comprobarlo en algiin caso mas se puede tomar la semi-
rrecta inmediatamente a la derecha de la diagonal principal, es decir, aquella cuyos
elementos son de la forma: (1,0), (2,1), (3,2)... , y proceder de manera semejante al
caso anterior. Si cogemos (1,0) y (2,1) se cumple I +1 =0+ 2 ; si cogemos (2,1)
y(3,2)secumple 2+2=1+3..

Se podria comprobar reiteradamente con cualquiera de las paralelas a la diagonal
Este hecho se utiliza para definir la siguiente relacion R:

V(a,b),(c,d)ENxN: (a,b)R(c,d)<>a+d=b+c

que es una relacion binaria de equivalencia, porque verifica las propiedades re-
flexiva, simétrica y transitiva. Las clases de equivalencia que de ella se derivan
forman una particién del conjunto N x N, porque cualquiera de sus elementos
pertenece siempre a una de las clases y no hay ninglin elemento que forme parte
de dos clases de equivalencia a la vez. La representacion grafica de cada una de
estas clases es un conjunto de puntos situados sobre una de las semirrectas de la
figura anterior.

Formalmente, esta particiéon del conjunto N x N es un conjunto cociente, cuya
expresion es:

NXI%{={[(X9Y)] / (X’Y)ENXN }

donde |_(x, .y )J= { (a,b )EN xN / (x, .y ) R (a,b )} es una clase de equivalencia
genérica, que recibe el nombre de nimero entero.

Este nuevo conjunto serd el de los nimeros enteros y se denotara por /, = NxN
Pero todavia los nimeros enteros no tienen la forma que habitualmente presentan
y como todos y todas los conocemos: ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3... hara falta, pues, un
paso mas.

El paso consistird en convertir una simbologia formada por un par de nimeros
entre corchetes, en un unico nimero con un signo (bien positivo, bien negativo)
o sin signo, en el caso del cero. Para conseguirlo hacemos el siguiente calculo:
V(a,b )EN x N, el numero entero m correspondiente a la clase de equivalencia
de (4,5 ) se define como:

* m=0, sia=b
° m= +(a - b) si a > b, es decir, un entero positivo
° m= —(b - a) si b > a, es decir, un entero negativo
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Por ejemplo, si tomamos de nuevo puntos de la diagonal con origen en (0,0) : (0,0),
(1,1), (2,2)...., en todos ellos la primera componente es igual a la segunda (a =b), por
tanto, el numero entero que corresponde a esta clase de equivalencia es el 0.

Si cogemos puntos de la paralela inmediata a la derecha de la anterior: (1,0), (2,1),
3,2),..., en todos ellos la primera componente es mayor que la segunda (a > b), por
tanto, el nimero entero correspondiente a esta clase es positivo. ;Cudl serda? En
todos los pares de esta clase de equivalencia a - b = 1, entonces, el nimero entero
que se obtiene es el +1. De manera analoga, cogiendo las semirrectas que tienen su
origen en el eje horizontal, se obtienen los otros enteros positivos.

Cogiendo nuevamente puntos de otra paralela, en este caso, la inmediata a la iz-
quierda: (0,1), (1,2), (2,3)... en todos ellos la segunda componente es mayor que la
primera (b > a), por tanto, el nlimero entero correspondiente a esta clase es negativo.
(Cual sera ahora? En todos los pares de esta clase de equivalencia b —a =1, enton-
ces, el nimero entero que se obtiene es el -1. De manera analoga, si consideramos
las semirrectas que tienen su origen en el eje vertical, se obtienen los otros enteros
negativos (figura 4).

Graficamente tendriamos:

Figura 4. Representacion de algunos numeros enteros a partir
de sus clases de equivalencia

Si en esta tabla cartesiana abatimos del eje de ordenadas hacia la izquierda obtene-
mos la representacion de algunos niimeros enteros en la recta numérica (figura 5).

3 -2 -1 0 +1 42 43

Figura 5. Representacion de algunos numeros enteros en la recta numérica

Hemos de sefialar que, seglin lo que acabamos de ver, cualquier nlimero entero pue-
de tener un representante con el cero en una de las dos componentes, llamado re-
presentante canonico de la clase. Es decir, si tenemos el -2, podemos representarlo
por muchos pares (2,4), (8,10), (5,7), (1.000,1.002)... Entre estos, encontraremos
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el (0,2), que es su representante canonico. De manera analoga, +3 tiene como re-
presentante canonico (3,0), aunque hay otros representantes de la misma clase de
equivalencia, como por ejemplo (5,2). En general, los representantes candnicos
de los enteros positivos tienen un nimero natural no nulo en la primera componente
y un cero en la segunda, y los de los negativos, un cero en la primera componente y
un numero natural no nulo en la segunda.

Como consecuencia de lo anterior, tenemos el conjunto Z descompuesto en tres
subconjuntos: Z ~, {O}z’ Z*, esdecir: Z=27Z"U {O}U A

2.2. Operaciones con numeros enteros
Adicion

) L (P):ZxZ — z ) L
Si se establece la aplicacion . . para definir la adicion
k) =+
de numeros enteros de manera muy genérica, no se concretan todas las posibles
combinaciones de signos que nos podemos encontrar, por ejemplo:

(+3) + (+2)
(+3) +(-2)
(-3)+(+2)
(-3)+(-2)

Deberiamos recurrir a la representacion de cada numero entero por un par de su
clase de equivalencia, para determinar de una manera mas clara la definicion de la
adicion de numeros enteros.

Si representamos +3 por el par (3,0), -3 por (0,3), +2 por (2,0), -2 por (0,2), las
adiciones anteriores se pueden expresar como:

(+3) + (+2) = [3.0)] + [(2,0)]
(+3) + (-2) = [(3,0)] + [(0,2)]
(-3) + (+2) = [(0,3)] + [(2,0)]
(-3) +(-2) = [(0,3)] + [(0,2)]

Y el resultado se calculara sumando las primeras componentes de los dos pares,
por un lado, y las segundas por otro, es decir:

* [(3,0)] +[(2,0)] =[(3+2, 0)] = [(5,0)], por tanto (+3) + (+2)=+5
* [B.0] +[(0,2)] = [(3,2)] = [(1,0)], entonces (+3) + (-2)=+1

« [(0,3)]+[(2,0)] =[(2,3)] = [(0,1)], luego (-3) + (+2)=-1

« [(0,3)] +[(0,2)] = [(0, 3+2)] = [(0,5)], o sea (-3) + (-2)=-5
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Asi, la aplicacion que realmente define la adicion de numeros enteros es:

(+): ZxZ - Z

([(a, b)]’ [(C’ d)]) g [(a +c,b+ d)]

Esta operacion cumple las propiedades:

* Asociativa.

* Conmutativa.

* Elemento neutro [(0,0)].

* Elemento simétrico de [(a,b)] sera [(b,a)], porque (a+b , b+a) es un elemen-
to de la clase del (0,0). Al elemento simétrico por la adicion de cualquier
entero se le llama opuesto. Esta claro que el opuesto de +a es —ay al revés y
que el elemento neutro [(0,0)] es el simétrico de si mismo.

Por tanto, el conjunto Z con la operacion que se acaba de definir, (Z,+), tiene es-
tructura de grupo abeliano (ver anexo).

Definimos la sustraccion de dos nimeros enteros z y k como el nimero entero
p =g -k, de manera que p + k = z. Anivel practico g —& =g +(—,€). Es de-
cir, restar un niimero entero es lo mismo que sumar el opuesto de este.

Hay que tener en cuenta que Vz,kEZ:

. -(-2)=x
. —(x+k)=-2-%
. —(z—k)=—z+k

Multiplicacion

En la multiplicacion, llegar a deducir la aplicacion con los pares de nimeros que
representan los enteros es mas complicado que en el caso de la adicion. La primera
aplicacion que podemos considerar es:

(): ZxZ v4
Gx) -  jx

!

Esta aplicacion define la multiplicacion de nimeros enteros, como sabemos, de
manera muy genérica, pero tampoco concreta todas las posibles combinaciones
de signos que nos podemos encontrar. Con ejemplos analogos a los de la adicion
tendriamos:
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(+3) - (+2)
(+3) - (-2)
(-3)-(+2)
(-3)-(-2)

En este caso, no es tan sencillo como en la adicién ver como funciona la opera-
cion. Ello nos obliga a definirla de manera formal desde el primer momento:

(): ZxZ - z

([(a,b)],[(c,d)])—> [(a- c+b-d,a-d+b- c)]

Asi, representando +3 por el par (3,0), -3 por (0,3), +2 por (2,0), -2 por (0,2), las
multiplicaciones anteriores se pueden expresar como:

c (3)- (+2)=1[3,0)] - [(2,0)] =[(3-2+ 0-0, 3-0 + 0-2)] = [(6,0)] = +6
c (3)- (-2)=1[3,0)] - [(0,2)]=[(3:0+0-2,32+0-:0)] =[(0,6)] = -6
* (-3)-(+2)=1[(0,3)] - [(2,0)] =[(0-2 +3:0,0-0 + 3-2)] = [(0,6)] = -6
e (-3):(-2)=1[(0,3] - [(0,2)]=[(0-0 + 3-2,0-2 + 3-0)] = [(6,0)] = +6

Observando los signos de los factores y de los productos, nos damos cuenta que
cuando los factores tienen el mismo signo, el resultado es positivo, pero si estos
son diferentes, el producto es negativo:

S () (=t
CNOEE
C (==
JCROEE

Esta regla se cumple para todos los casos, como se puede comprobar en las si-
guientes expresiones con representantes canonicos:

(ta) - (+tb) = [(a,0)] - [(b,0)] = [(a'b, 0)] = +(a-b)EZ"
(+a) - (-b) = [(a,0)] - [(0,b)] = [(0, ab)] = -(ab)EZ"
(-a) - (+b) = [(0,a)] - [(b,0)] = [(0, ab)] = -(ab)EZ"
(-a) - (-b) =[(0,0)] - [(0,b)] = [(a'b, 0)] = +(a-b)EZ"

Nota: La anterior demostracion de la regla de signos es la que corresponde a la
formalizacion de los conjuntos numéricos por G. Cantor a finales del siglo xix.
Ello no quiere decir que antes de este momento no se hubiera trabajado esta
cuestion por otros métodos. Un par de ejemplos son:

Mac LAurIN (1748):
Para todos los valores «a, n» naturales, y partiendo de (+a) + (-a) = 0, tenemos
que:
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Caso 1, entero negativo por entero positivo es un entero negativo:

Multiplicando la igualdad por (+n): [(+a)+(-a)] - (+n) = 0 y aplicando la pro-
piedad distributiva, obtenemos: (+a) - (+n)+(-a) - (+n) = 0. Entonces, esta claro
que el opuesto de (+a) - (+n) es (-a) - (+n), es decir, —[(+a) - (+n)] = (-a)(+n), y
por tanto, «menos por mas es menos». Analogamente, y aplicando la propiedad
conmutativa, «mas por menos €s menosy.

Caso 2, entero negativo por entero negativo es un entero positivo:

Si multiplicamos la igualdad por (-n): [(+a)+(-a)] - (-n) = 0 y aplicamos la pro-
piedad distributiva, obtenemos: (+a) - (-n)+(-a) - (-n) = 0. Por tanto, el opuesto de
(+a) - (-n) es (-a) - (-n), es decir, —[(+a) - (-n)] = (-a) - (-n) y, por consiguiente,
«menos por menos es masy.

HaNKEL (1867)

Para todos los valores «a, b» naturales, se ha de partir de dos posibilidades y
extraer conclusiones:

0=(+a) - 0= (+a)  [(FD)*(-D)] = (a) * (+b) + (+a) - (-b)
0=0" () = [(+a) + ()] () = (+a)* (b) + ()  (-D)

De la primera igualdad, como el opuesto del positivo (+a) - (+b) es (+a) - (-b), se
deduce que —[(+a) - (+b)] = (+a) - (-b) y, por tanto, «mas por menos es menos».
Aplicando la propiedad conmutativa, es evidente que «menos por mas €s menosy.

De la segunda igualdad, como el opuesto de (+a) - (-b) (que por el parrafo ante-
rior sabemos que es negativo) es (-a) - (-b), entonces este valor ha de ser positi-
vo. Es decir, «menos por menos es masy.

Con las propiedades asociativa, conmutativa y con la existencia de elemento neu-
tro +1=[(1,0)], (Z, - ) es un semigrupo abeliano y unitario. Como ademas se cum-
ple la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la adicion, (Z,+,7) es
un anillo conmutativo y unitario (ver Anexo).

2.3. Inmersion de los naturales en los enteros

El conjunto de los nimeros naturales es un subconjunto de los niimeros enteros.
Para formalizar esta inclusion, definimos la siguiente aplicacion:

f:N — Z
n = fn=[mno

no negativo. Esta aplicacion cumple las siguientes propiedades:

)] , es decir, consideramos cada natural como un entero
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* f esinyectiva (las imagenes de dos elementos originales diferentes son di-
ferentes).

* Vm,nEN: f(m+n)=f(m)+f(n)

© Vm,nEN: f(m - n)=f(m) - f(n)

- £(0) =|_(0,0)J que es el elemento neutro de la adicion.

* f (1) =|_(1,0)J que es el elemento neutro de la multiplicacion.

Asi pues, como la aplicacion que acabamos de definir es inyectiva y conserva las
operaciones de los numeros naturales, se puede identificar cada nimero natural
con su imagen y considerar que el conjunto de los naturales es parte de los enteros.

2.4. Orden en 7

Nos hacemos ahora la pregunta: «;hay orden en el conjunto de nimeros enteros?».
Si observamos la representacion grafica de la figura 4 de las clases de equivalencia
en sentido de arriba a abajo y de izquierda a derecha, contestariamos, «siy el orden
€s..<-3<-2<-1<0<+1<+2<+3 <. », que es precisamente lo que podemos
ver si nos desplazamos por la recta numérica en el mismo sentido (Figura 5).

La formalizacion de este orden con las clases de equivalencia de pares de nimeros
naturales seria: [(a,b)] < [(c,d)] siy solo si (en adelante sii) a+d < b+c

Esta relacion binaria verifica las propiedades reflexiva, antisimétrica, transitiva y
conexa. Es, por tanto, una relacion de orden total y hace que los nimeros enteros
estén totalmente ordenados. Ademas, el orden definido conserva su sentido con la
adicion y con la multiplicacion por enteros no negativos:

. Vx,y,zEZ amb xzy =x+z2y+z

. Vx,y,zEZ amb x2y,z20=>x"z2y" 'z
En el caso de la multiplicacion por enteros negativos, se invierte el sentido de la
ordenacion:

o Vx,y,ZEZ amb x2y,z<0=>x'z<y'z

Si expresamos esta relacion de orden con niumeros enteros cualesquiera z, y z,, y
no con pares de niimeros naturales, tendremos que: z, < z,sii z, -z, <0.

Como resumen de todas las propiedades expresadas para el conjunto de los
numeros enteros diremos que (Z,+, - ,.<) es un anillo conmutativo y unitario
totalmente ordenado
(ver anexo)
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3. Los numeros enteros en el aula
de primaria
3.1. Situaciones en las que pueden aparecer

A nuestro alrededor hay contextos donde los nimeros enteros se utilizan en situa-
ciones cotidianas en las que es necesario representar un estado o una variacion:

» Termometros. Para diferenciar temperaturas por encima y por debajo de 0 °C
(numeros positivos y negativos, respectivamente) y expresar cambios (au-
mentos o disminuciones) de temperatura.

* Ascensores. Para indicar pisos por arriba y por abajo del nivel de la calle
(numeros positivos y negativos, respectivamente) o subidas y bajadas desde
un nivel cualquiera.

* Cuentas bancarias. Para indicar si hay déficit o superavit de dinero (nt-
meros negativos y positivos, respectivamente) o aumento y disminucion de
capital.

* Aviones y submarinos. En este caso, el nivel del mar seria el 0 y se podrian
representar las posiciones de estos moviles o las variaciones de los mismos.

» Lineas temporales. Para diferenciar tiempo anterior o posterior a un mo-
mento determinado (nimeros negativos y positivos, respectivamente) o la
evolucion temporal de algunos hechos historicos.

Estas situaciones y otras conviven con los nifios y nifias fuera de la escuela. Pue-
den aparecer en cualquier momento dentro del aula desde 1.° hasta 4.° de primaria
y se hara referencia al signo para indicar el problema que resuelve, pero no se
trabajaran los numeros enteros como conjunto numérico hasta 6.° de primaria. La
justificacion formal serd la imposibilidad de calcular sustracciones en el conjunto
de los nimeros naturales cuando el sustraendo sea mayor que el minuendo. Es ne-
cesario ampliar el horizonte numérico en el que han trabajado para poder resolver
este problema.

3.2. Introduccion de los numeros enteros en el aula

En el aula de primaria, se introduciran los niimeros enteros a partir de las situacio-
nes antes mencionadas que necesitan, para su correcta representacion, el uso de los
signos y la diferenciacion entre los nimeros positivos y negativos, que se han de
representar con los signos + y — respectivamente, +3 °C, -9 °C, subteraneo 2 (-2),
perder 1.000 € (-1.000 €)...

Una manera de ayudar a los alumnos a comprender el funcionamiento y significa-
do del signo y de los numeros negativos, es la utilizacion del método de la escalera
(figura 6). Consiste en considerar dos tramos de escalera separados por un rellano,
que representa el 0, de manera que siempre se ha de pasar por este cuando el mo-
vimiento sea de positivos a negativos o al revés.
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Figura 6. Representacion del modelo didéctico de la escalera para nimeros enteros

De las dos posibilidades de dibujar la escalera, ascendente o descendente de iz-
quierda a derecha, creemos mas conveniente la primera, porque cuando proce-
demos a trasladar los nimeros enteros desde la escalera hasta la recta horizontal
apareceran representados como en la recta numérica anterior (figura 5).

La disposicion de los numeros enteros sobre la escalera nos sirve para ordenarlos
y decir que el entero de un escalon es menor que el correspondiente del escalon
superior y que cada nimero situado en un escalon serd mayor que todos los co-
rrespondientes a los escalones inferiores. Esto, que para los nimeros naturales es
intuitivo e inmediato, nos permite ordenar, sin ningiin problema, los enteros no
negativos y se convierte en una ayuda cuando nos referimos a los que si lo son. Por
ejemplo -4 y -1. ;Cudl es mayor? La intuicion nos hace decir que el -4, porque 4
es mayor que 1, pero situandolos sobre la escalera, observamos que el nimero -1
estd por encima de -4 y, por tanto, es mayor.

3.3. Las operaciones con nimeros enteros en el aula

Después de resolver algunas situaciones como las del punto 3.1 de manera intui-
tiva, a partir de las acciones reales, el didlogo y la reflexién con el alumnado, y
para ayudarles a automatizar la operatividad con los nimeros enteros (si es que se
trabaja en el ultimo curso de primaria), usaremos de nuevo el método de la escale-
ra, que nos permite explicar las adiciones de nimeros enteros. Consistira en situar
el primer sumando en la escalera y subir o bajar tantos escalones como indique el
segundo niimero, seglin sea positivo 0 negativo, respectivamente.

Por ejemplo, para encontrar la solucion a la situacion problemadtica que se crea si
nos preguntan: «Vamos de compras a un gran centro comercial. Si estamos en el
sotano cuarto del aparcamiento y subimos tres pisos, ¢a qué piso llegaremos?»,
necesitamos resolver la adicion (-4) + (+3).

Nos situamos en el -4:
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Figura 7. Representacion de la adicion (-4) + (+3) con la ayuda de la escalera

...y + 3, significa subir 3 escalones, asi llegaremos al primer sotano (Figura 7). La
operacion que nos ha permitido obtener el resultado numérico es, por tanto, (-4)
+(+3)=-1.

En un primer momento, para distinguir el signo del nimero del de la operacion
podemos escribir +(+3). Después, una vez los nifios y nifias hayan logrado la iden-
tificacion de los naturales con los enteros no negativos, favoreceremos que pasen
a expresar +3 como 3 y entonces (-4) + (+3) como (-4)+3.

Si la adicion que se ha de hacer es (+2)+(-3), la situacion problematica seria «Si
estamos en el 2.° piso de un gran centro comercial y bajamos tres pisos para coger
el coche, ;a qué piso llegaremos?», la solucion grafica seria:

+3

Figura 8. Representacion de la adicion (+2) + (-3) con la ayuda de la escalera

...y, por tanto, (+2) + (-3) = -1. Ahora, llegaremos también al 1.* subterraneo (fi-
gura 8).

Se haran mas ejemplos de adiciones reflexionando con el alumnado sobre los su-
mandos y la suma, ayudandoles a que mediante las situaciones problematicas tra-
bajadas llegen a resolver las operaciones numéricamente, sin utilizar el modelo de
la escalera.

Recordemos que al operar con niumeros naturales la sustraccion es la operacion
contraria a la adicion, esta misma idea se mantiene al operar con nimeros enteros.
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Por lo cual, si el signo de la adicién de nliimeros enteros implicaba subir o bajar
escalones seglin el signo positivo o negativo del segundo sumando, ahora el signo
de la sustraccion implicard hacer lo contrario de lo que indica el segundo término,
el sustraendo; es decir, si éste es positivo, habra que bajar, y si es negativo, habra
que subir.

Podemos practicar esta operacion utilizando situaciones como por ejemplo: «En
un dia de invierno, en la poblacion de Morella se registran 5 °C sobre cero como
temperatura maxima y 8 °C bajo cero como minima. ;Cudl ha sido la diferencia
de temperatura a lo largo de este dia?».

Por la idea que tienen de sustraccion de nimeros naturales, asociaran esta operacion
con la respuesta que deben dar. Por tanto, habra que restar: (+5) - (-8) y siguiendo las
indicaciones anteriores del modelo de la escalera, subir 8 peldafios. Es decir, (+5) -
(-8) = (+5) + (+8) = +13. La diferencia de temperatura ha sido de 13 grados.

Si observamos esta operacion podremos darnos cuenta de que para restar -8, hemos
sumado +8. Se hardn mas ejemplos de sustracciones reflexionando con el alumnado
sobre el cambio de signo que se aplica al sustraendo de cualquier sustraccion de na-
meros enteros (ver punto 2.2), llegando asi a la idea de que restar un nimero entero
es lo mismo que sumar su opuesto, es decir (+xa)-( £b)=(xa)+( Fb).

Respecto de la multiplicacion, si se planteara el caso de trabajarla en el aula, bus-
caremos situaciones que puedan reflejar las cuatro posibles combinaciones de sig-
nos comentadas en el punto 2.2.

En primer lugar y para trabajar multiplicaciones de dos enteros positivos, pode-
mos utilizar una situaciéon como la siguiente, relacionada con la asignatura Cono-
cimiento del Medio: «El montacargas de una bodega de Requena se encuentra en
la planta baja. Si sube 4 pisos por minuto, ;en qué piso se encontrard dentro de 2
minutos?».

Como el alumnado ya sabe —por la multiplicacion de nimeros naturales—, los dos
términos de esta operacion tienen significados distintos. Ahora el multiplicando
corresponderd a «la velocidad del ascensor» (si sube, la velocidad sera positiva, si
baja, serd negativa) y el multiplicador corresponderd al «tiempo de desplazamien-
to del ascensor» (positivo si es en el futuro y negativo si fuera en el pasado).

Para resolver la situacion nos situamos en la planta baja (el 0), que seria el punto
de partida. En el primer minuto del ascensor subird 4 pisos, llegando al +4, y en
el minuto siguiente otros 4 pisos, llegando ahora al +8. Se encontrar4, por tanto,
en el piso 8.°. La operacion que nos ha permitido obtener el resultado numérico es
(+4) - (+2) = +8 (ndtese que se ha sustituido el signo de la multiplicacion x por -
entre los factores para evitar la abundancia de signos en estas expresiones).

De la resolucion de mas situaciones parecidas los nifios y las nifias llegaran a con-
cluir que el producto de dos nimeros positivos es también positivo.
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Para trabajar multiplicaciones de un numero negativo por uno positivo podemos
relacionar este contenido con las extracciones de minerales en las minas y los
desplazamientos que los mineros hacen para bajar a su lugar de trabajo: «El mon-
tacargas de la mina se encuentra a nivel de la calle. Si baja 4 pisos por minuto, ;en
qué piso se encontrard dentro de 2 minutos?».

Nos situamos en la planta 0, que seria el punto de partida del montacargas. En el
primer minuto bajaria 4 pisos, llegando al -4, y en el minuto siguiente bajaria otros
4 pisos, llegando al -8. La operacion serd ahora: (-4) - (+2) = -8 y el montacargas
se encontrara en el 8.° sdtano.

De manera similar al caso anterior, y para multiplicar un nimero positivo por uno
negativo, podemos imaginar una situaciéon en un gran centro comercial como la
siguiente: «Un ascensor se encuentra en la planta baja. Si sube 4 pisos por minuto,
en qué piso se encontraba hace 2 minutos?».

Después de los dos minutos el ascensor se encuentra en la planta baja. Como la
velocidad de subida es de 4 pisos por minuto, si en el Gltimo minuto de desplaza-
miento paro en la planta baja, debi6 de ser porque en ese tltimo minuto subi6 del
piso -4 al piso 0. Siguiendo en el razonamiento, en el primer minuto de movimien-
to tuvo que desplazarse del piso -8 al -4.

Para representar numéricamente la operacion que responde a esta pregunta, los
minutos deben escribirse con signo negativo para indicar que nos referimos a un
tiempo anterior al momento presente y el resultado serd negativo porque indica
que el ascensor estaba, al principio, por debajo de la planta baja, es decir, en el 8.°
sotano. Tendremos entonces: (+4) - (-2) = -8.

En el Gltimo caso, para multiplicar dos enteros negativos seguiremos en el centro
comercial anterior y plantearemos una situacion como la siguiente: «Un ascensor
se encuentra en la planta cero. Si baja 4 pisos por minuto, en qué piso se encontra-
ba hace 2 minutos?».

Después de los dos minutos el ascensor se encuentra en la planta baja. Como la
velocidad de descenso es de 4 pisos por minuto, si en el Gltimo minuto de despla-
zamiento pard en la planta baja, debi6 de ser porque en ese Gltimo minuto bajo del
piso +4 al piso 0. Razonando de manera analoga, en el primer minuto de movi-
miento tuvo que desplazarse del piso +8 al +4.

En este caso, tanto los pisos como los minutos se escribiran con signo negativo
para indicar que nos referimos a bajar y a un tiempo anterior al momento presente.
La operacion serd ahora: (-4) - (-2) = +8 y la respuesta es que el ascensor se en-
contraba en el 8.° piso.

Como se puede comprobar en las cuatro situaciones anteriores, las diferentes com-
binaciones de signos dan los mismos resultados que se habian visto al tratar la
operacion de manera formal:
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(1) ()=+
(1) () =-
() () =-
O O=+

Se haran mas ejemplos de multiplicaciones reflexionando con el alumnado sobre
los signos de los factores y del producto, ayudandoles a que mediante las situacio-
nes problematicas trabajadas lleguen a descubrir y asimilar la regla de los signos
para ser aplicada de manera automatica en situaciones similares.

Ademéas del modelo de la escalera para trabajar las operaciones con numeros en-
teros en el aula de primaria, también podemos ayudarnos de la recta numérica
mostrada en la figura 5.

3.4. Dificultades mas frecuentes con los numeros enteros

Hay preconceptos de situaciones en la vida real que hacen que los nimeros enteros
tengan muchas dificultades a la hora de integrarlos en la cotidianidad. Por ejem-
plo, existe la costumbre de decir: «Tengo 50 €» o «debo 50 €», pero nunca diremos
en el lenguaje coloquial: «Tengo +50 €» o «tengo -50 €».

Algunas veces, considerar la adicidon como una operaciéon que aumenta una canti-
dad, es un obstaculo para encontrar el nimero que sumado a +9 dé como resultado
+4. De la misma manera, encontrar un numero que restado a +4 resulte +9 es otro
obstaculo.

Otra dificultad es el orden en el conjunto de los nimeros enteros. Se ha comentado
ya, pero hay que ser conscientes de la diferencia entre el orden de los nimeros
naturales y de los enteros negativos.

Hay autores que consideran que el conocimiento del nimero entero exige la ruptu-
ra con la idea del nimero como expresion de una cantidad existente, de la adicion
y la multiplicacién como aumento de esta cantidad, de la sustraccion como dis-
minucion, y del orden numérico como el establecido para los nimeros naturales.
Todas estas dificultades se contintian trabajando con el alumnado a lo largo de la
etapa de educacion secundaria obligatoria.
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TEMA 2

Numeros racionales

En este tema se trabaja la construccion del concepto de ntimero racional a partir del
producto cartesiano Z x Z*. Comienza el tema con una referencia historica sobre
este concepto, seguida de una reflexion sobre la utilizacion de las fracciones y las
expresiones decimales para representar estos nimeros. Contintia con una formaliza-
cion de la estructura del conjunto de los nimeros racionales y finaliza con un extenso
tratamiento didactico de los correspondientes contenidos en el aula de primaria.

1. Introduccion

1.1. Historica

Los egipcios, con su sistema de numeracion jeroglifica (que consiste en denominar
cada uno de los nimeros clave —1, 10, 100, 1000...— con un simbolo y el resto por
modificaciones de este simbolo), desarrollaron las fracciones, pero solo las que
tienen 1 como numerador, 1/n. El resto se expresaban como combinaciones de
estas (Mankiewicz, 2005).

La civilizacion mesopotamica, con su sistema de numeracion posicional sexagesi-
mal, desarroll6 de manera eficaz un sistema de notacion fraccionaria, con el que se
establecian aproximaciones decimales verdaderamente sorprendentes.

La antigua civilizacién china, con un sistema de numeracion decimal jeroglifica,
establece que para la adicion de fracciones es indispensable la previa reduccion a
comun denominador.

La cultura helénica, creadora de un imperio invisible y que perdura hasta nuestros
dias, llamado matemadticas, descubrio, de manera taxativa, los nimeros irraciona-
les, demostrando, por ejemplo, la irracionalidad de la raiz cuadrada de 2 por reduc-
cion al absurdo. Se elaboro la teoria de la divisibilidad, preludio de los nimeros
racionales (Ifrah, 2001).

Los arabes, a partir del siglo vii, comenzaron el proceso de traduccion de las obras
griegas conocidas, en un momento de silencio cientifico en el resto del mundo y
profundizaron en lo que, posteriormente, se conocidé como algebra.

Hasta finales del siglo xix, y principios del xx, no se formalizo la Teoria de Con-
juntos de Georg Cantor y, por tanto, no se produjo tampoco la formalizacion del
conjunto de los nimeros racionales basada en ella.
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1.2. Al tema

Los nimeros racionales aparecen como consecuencia de la insuficiencia de los
nimeros enteros para representar muchas situaciones de la vida diaria y matema-
ticamente, con el &nimo de resolver la igualdad a - x =b siempre que a# 0 y b no
sea multiplo de a. El objetivo del tema sera identificar las situaciones reales en
las cuales necesitamos los nimeros racionales y las dificultades del manejo de los
mismos, para descubrir la necesidad de formalizar este conjunto y cdbmo y cuando
lo trasladaremos al aula de primaria.

2. Preliminares

Uno de los objetivos de las matematicas es describir la realidad y expresarla. La
vision matematica del entorno esta sometida a un lenguaje propio, una manera
de expresar lo que pasa a nuestro alrededor. Este lenguaje tendera a ser practico,
conciso, exacto, pero global y general al mismo tiempo, de tal manera que las si-
tuaciones parecidas estén representadas bajo un modelo tnico y, cuando aparezcan
diferencias notables, éstas también estén contempladas y el modelo cambie.

Se debe tener en cuenta el tiempo en esta reflexion, dado que es una variable
cualitativa importante en cualquier proceso matematico. El tiempo hace que un
determinado concepto aparezca en la historia con una concrecién o forma y en
otro momento, con otra diferente. El tiempo hara también que estas concreciones
se mantengan o se generalicen en una manifestacion unica.

En el caso de los nimeros racionales ha pasado esto. Ahora los denominamos asi y
en ellos, se han generalizado los nimeros fraccionarios y parte de las expresiones
numéricas decimales, pero a lo largo de la historia, esta comunion no ha existido
siempre. Ni en el momento de aparecer, ni con los usos que a estas manifestacio-
nes de situaciones reales se les ha dado. Las diferencias a la hora de operar y tratar
los niimeros fraccionarios y los decimales son tantas, que se suele llamar al con-
junto de los nimeros racionales como «numeros decimales y fraccionarios» en el
aula de primaria, con el riesgo, esto si, de introducir la idea de que se estd hablando
de cosas diferentes, cuando no es cierto.

Y claro, parecen cosas diferentes; ya en la vida diaria lo parecen y hay que asumir
que en el bagaje cultural que el nifio o la nifia lleva a la escuela también estan los
numeros fraccionarios y decimales, colocados en situaciones y contextos diferen-
tes. Algunos ejemplos:

* Cuando se habla de la altura, el peso o la edad. Son situaciones bastante
habituales en las conversaciones de los mayores hacia los nifios o nifias.
En esta época es muy comun cuantificar estas variables y ellos y ellas lo

@ |. Pérez | M. Alcalde | G. Lorenzo - ISBN: 978-84-697-1443-0 Los numeros enteros y racionales, las magnitudes y la medida en el aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia97

indice



incluyen como un hecho natural: «Ya mides ochenta y cinco coma cinco
centimetros» o «Pesas veinte kilos y medio» o «Es mas alto tu amiguito
porque tiene medio aflo mas que ti» son algunas situaciones.

* Cuando se habla de capacidades. No hablaremos en este tema de unidades
de medida, pero si pueden encontrar muchas veces inscripciones en botellas
de cantidades en forma de fraccion % 1 o de decimal 0,75 1. Es muy comun ,
a la hora de hablar de algunas situaciones, utilizar los conceptos de «la mitad
de...» 0 «un tercio de...» de manera intuitiva y sin que sea necesario saber de
fracciones ni decimales para comprenderlo.

* Con motivo de nuestro sistema monetario, los decimales ocupan un lugar
importante en la vida cotidiana, con todas sus expresiones: «medio euroy,
«20 céntimos de euro» o si el precio esta escrito «0,20 €» y todas las varian-
tes de colocar la marca que indica decimal, sea coma o punto: «0,20 €» y
«0.20 €». El alumnado no est4 excluido del atractivo del dinero y convive
habitualmente con estas expresiones.

* Un poco mas lejano, pero tal vez por ser del mundo de los adultos es obser-
vado por ellos y ellas con mayor interés, pueden encontrar en periddicos o
informativos porcentajes, fracciones, decimales...

Entonces, habra que recoger y utilizar esta informacion previa y desvelar las co-
nexiones entre el mundo fraccionario y el mundo de las expresiones decimales.

Concretando...

La pregunta que nos podemos hacer es: «;Realmente, qué elementos componen el
conjunto de los nimeros racionales?».

Atendiendo al concepto de nlimero racional, estos serdn los nimeros que se rela-
cionan con las ideas de razon, fraccion o cociente de dos nimeros enteros. Pero
hay que concretar un poco mas, al menos puntualizar, ya que en la construccion
del conjunto no aparece ninguna referencia a las expresiones decimales.

Sabemos que un numero irracional no se puede obtener como resultado de la divi-
sion de dos enteros cualesquiera. De acuerdo con ello, si consideramos la fraccion
como la representacion de la division de dos niimeros enteros y observamos los
resultados obtenidos de una de estas divisiones, podemos encontrar los siguientes
tipos de expresiones:

» Una expresion decimal exacta o finita. Se produce cuando llega un momento
) ) . ) 3
en que el resto es cero, y finaliza la cantidad de cifras decimales: 3 =0,6.

Habitualmente a estas expresiones se las [lama nimeros decimales.
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* Una expresion decimal infinita, que serd de uno de los dos tipos siguientes:

— Expresion decimal periddica pura. Se obtiene cuando, inmediatamente
después de la coma, aparece una cifra o un conjunto de cifras decimales
que se repiten constantemente. Esta cifra o conjunto de cifras denomina-
da periodo se representa con un arco encima de las cifras que se repiten:

% =0,33333...= 0,3

— Expresion decimal periddica mixta. Se produce cuando el periodo no
aparece inmediatamente después de la coma, sino que hay cifras deci-
males antes del periodo, que no se repiten (la cantidad de cifras entre la
parte entera y el periodo se denomina anteperiodo):

% = 0,16666...= 0,16

La conclusion que podemos extraer es que estas expresiones decimales y las frac-
ciones son diferentes manifestaciones de la misma cosa y como las fracciones
representan de manera mas exacta el valor de los nlimeros racionales (las expre-
siones decimales infinitas, no pueden escribirse nunca en su totalidad), seran éstas
las encargadas de representarlos.

Y automaticamente debemos pensar en las equivalencias, es decir: ;coOmo pasar de
un modo de expresar la misma cosa a otro? Se debe diferenciar:

* Si queremos pasar de fraccion a expresion decimal, hay que hacer la division.

* Silo que queremos es pasar de expresion decimal a fraccion, se debe obte-
ner la fraccidon generatriz, es decir, aquella fraccion irreducible que genera
la expresion decimal. Habra que distinguir los casos de expresion decimal
exacta, expresion decimal periddica pura o periddica mixta.

Estas cuestiones se trabajaran con detalle en el presente tema cuando se desarro-
llen las capacidades para la educacion primaria.

Contextualizando...

La siguiente pregunta que nos hacemos es «;Cudles serdn las situaciones en las
que se necesiten estos numeros?».

Para responderla, hay que hacer un recorrido por las diferentes interpretaciones
que podemos dar a una fraccion, seguin el contexto donde se esté trabajando (Lli-
nares y Sanchez, 1988). Asi, utilizaremos fracciones:

1. Cuando haya que representar partes de una unidad (relacion entre las partes
y el todo) y las medidas de ésta. Hay que distinguir, segun los casos, como
es esa unidad, es decir, como es lo que queremos partir:
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a) Si la unidad es continua, por ejemplo una tarta, podemos hacer todas las
partes que queramos (tedricamente). Un caso particular de unidad continua,
lo encontramos al representar fracciones o decimales en la recta numérica.

b) Si la unidad es discreta, por ejemplo un paquete de galletas, se pueden
hacer todas las partes que se quiera, si no exigimos que los elementos que
componen la unidad se mantengan enteros. En caso contrario, por ejem-
plo con huevos, solo se podra hacer un nimero determinado de partes.

2. Cuando se quiera expresar el cociente de una division.

3. Cuando se necesite representar razones numéricas en alguna de las siguien-
tes situaciones:

a) Proporcionalidades
b) Probabilidades
c) Porcentajes

4. Cuando alguna de ellas actie como operador sobre un nimero modificandolo.
Para trabajar en todas estas situaciones se utilizan las expresiones fraccionarias o

decimales, en funcion de la idoneidad, familiaridad o comodidad de cada una de
ellas. Ademas, sera necesario dominar la operatividad asociada a ambas.

3. Formalizacion del conjunto
de numeros racionales

3.1. Construccion de los numeros racionales

Una vez presentados los niimeros racionales y las conexiones con las maneras de
expresarlos (fracciones y decimales), es el momento de conocer la construccion que
Georg Cantor dio de estos niimeros a principios del siglo xx. Es similar a la de los
numeros enteros. Hay que partir de los conjuntos numéricos conocidos, en particular
del ultimo que hemos trabajado y elaborar una estrategia para poder ampliarlo.

Se debe llegar a poder expresar el conjunto de los numeros racionales, Q (la inicial
viene de quotient) como:

Q=ﬂ%]/a,b€2/\b:0}

Consideremos el conjunto Z" = Z - {0} y, a partir de este, el producto cartesia-

no definido por ZxZ = {(a,b) /aEZADEZ } Los pares de niimeros seran las
fracciones y con la eliminacion del cero en el segundo conjunto, se observa que
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nunca tendremos 0 en la segunda componente. La representacion gréfica de este
nuevo conjunto seria del tipo de la red siguiente, donde en el eje horizontal se si-
tuarian los pares de puntos que no pertenecen al conjunto Z x Z*, porque tendrian
0 en la segunda componente (figura 9).

Figura 9. Representacion parcial de Z x Z*

Construido el conjunto Z x Z*, hay que relacionar puntos del mismo. Para ello se
establece la relacion R:

Y (a,b),(c,d)EZXZ" : (a,b)R(c,d) <> a-d=b"c

Esta es una relacion binaria de equivalencia, que nos dice qué elementos de ese con-
junto son equivalentes (estamos hablando de lo que seran las fracciones equivalentes).

La relacion definida crea las clases de equivalencia:
[(a.b)]={(x.y)EZxZ / (x.¥) R (a.b)]

El conjunto cociente, cuyos elementos son las clases de equivalencia, es el conjun-
to de los numeros Racionales:

Q= ZXZ%{ = {[(a,b)]/ (a,b)EZxZ*}

Cada par (a,b)EZXZ* se puede representar también como %, que se denomina

fraccion. En esta representacion, el nimero que se escribe en la parte de arriba se
llama numerador y el de la parte de abajo, denominador. Podemos decir, por tanto,
que el conjunto de los numeros racionales esta formado por clases de equivalencia
de fracciones, definidas por la relacion binaria que hemos establecido anteriormente.

Es decir, el conjunto de los nimeros Racionales se puede expresar como en un
principio se ha hecho:

Q- H%]/a,bez/\ b = 0}
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(Como podriamos representar graficamente estas clases de equivalencia o con-
juntos de fracciones equivalentes? Lo veremos con una familia de fracciones

equivalentes, por ejemplo:

T _157-12°-9°-6"-33’6"9° 12" 15

que, representada por los pares correspondientes sera:

. (-10,-15), (-8,-12), (-6,-9), (-4,-6), (-2,-3), (2,3), (4,6), (6,9), (8,12), (10,15)...

y situdndolos en la red antes construida de Z x Z* nos permite obtener la recta que

se representa en la figura 10.

)

2

* QP /(2,3)

- S

a8 -

Figural0. Representacion de algunos pares de la clase de equivalencia de (2,3)

Graficamente, estas clases de equivalencia son los puntos que estan alineados y
que se encuentran sobre rectas que pasarian por (0,0).

Si repitiéramos el ejercicio con otra familias de fracciones equivalentes, se ob-
tendrian puntos alineados sobre rectas de diferente inclinacion, pero que también

pasarian por (0,0) (figura 11).

Figura 11. Representacion de algunas clases de equivalencia de Z x Z*
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Se deja al lector el trabajo de identificar las fracciones que componen las clases de
equivalencia correspondientes a cada una de las rectas representadas.

De hecho, estas rectas tienen como expresion general b-x—a-y =0 donde (a,b)
. ., a
es la representacion como par de la fraccion e y pueden representarse de forma

) b s ., :
explicita como: y =— -x. Esta ultima expresion nos permite afirmar que estas
rectas son de las 1lam#3das de proporcionalidad directa.

Nota: La tnica condicion que se le impone a una fraccidon es que no tenga cero
en el denominador. Analicemos numéricamente qué pasaria si el 0 se situara en
el denominador. Por ejemplo, si se quisiera conocer el valor del nimero racio-

L3 . ; .
nal representado por la fraccion % nada mas habria que igualar a x y operar:
3 . . : 3
—=x—>3=0-x. ;Qué valor por cero daria tres? Ninguno. Por tanto ° no

representa ningiin namero racional.

Este mismo planteamiento nos lleva a saber por qué (0,0) tampoco es un valor posi-
S, . . 0 .
ble para representar ningin nimero racional. Si se opera: —=x—=>0=0-x. ;Qué

valor por cero daria cero? Todos, cualquier valor. Es por ello que a pesar de per-
tenecer el (0,0) a todas las rectas sobre las cuales se sitiian las fracciones equiva-
lentes, no pertenece a ninguna clase. Si no fuera asi, el (0,0) estaria en todas las
clases y de la definicion de relacion de equivalencia se deduce que un elemento
solo puede pertenecer a una de las clases, no puede formar parte de mas.

En el aula de primaria, se puede explicar muy sencillamente que no hay fracciones
con denominador 0. Si se entiende el denominador de la fraccién como las partes
que se hacen en una unidad, y el numerador como las partes que se cogen, no po-
demos construir ninguna fraccion si no se ha hecho ninguna parte.

Si se interpreta la fraccion como una division, la explicacion podria ser:

. 90

=... «Si hoy yo he traido 60 caramelos para repartirlos, pero resulta que

no habéis venido nadie porque estabais todos enfermos, ;puedo repartir-
los?». Como no se puede hacer el reparto, esta division no tiene sentido.

0 . - o .
. i Es mas extrafio que se hagan la pregunta de esta situacion, pero si

se da, habria que buscar un ejemplo del tipo anterior para contestar: «No he
traido caramelos, pero tampoco ha venido nadie a clase, ;puedo repartir-
los?». Entonces, el resultado de esta division tampoco tiene sentido.

De hecho, lo que ocurre en las dos situaciones es que no se puede aplicar el con-
cepto de division.
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Consecuencias inmediatas de la definicion de numero racional:

1) Cualquier fraccion % és equivalent a z -z ,VzeZ'
‘7z
N Vaez': Yoo, 21
a a

3) En algunas ocasiones, se representard un numero racional por cualquier
fraccion de la clase de equivalencia que lo define. En cualquier clase
de fracciones equivalentes, se puede encontrar una cuyos términos son
primos entre si. Esta fraccion se denomina fraccion irreducible. La
manera mas adecuada de calcularla es dividiendo los dos términos de
cualquier fraccion de la clase, por su maximo comun divisor.

4) Dadas diferentes fracciones, siempre podemos conseguir otras equiva-
lentes a cada una de ellas con el mismo denominador. La manera mas
adecuada de obtenerlas es utilizar como denominador de las nuevas
fracciones el minimo comun multiplo de los denominadores iniciales y
modificar los anteriores numeradores para conseguir fracciones equi-
valentes a las primeras.

3.2. Operaciones con numeros racionales

Adicion
(+): QxQ — Q
Se establece la aplicacion al [c a-d+Db -c] que, independiente-
b s

mente de los representantes elegidos para cada niimero racional, cumple las pro-
piedades:

* Asociativa.

+ Conmutativa.

0 x
* Elemento neutro [E] , VbEZ
a‘b+b- (— a )

es un ele-

b-b
mento de la clase de 5 Al elemento simétrico por la adicion de cualquier

.. a : a
* Elemento simétrico de [—] sera [—g], porque

racional se le llama opuesto.
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Per tanto, el conjunto Q con la operacion que se acaba de definir, (Q,+), tiene es-
tructura de grupo abeliano (ver anexo).

Sustraccion

Definimos la sustraccion de dos nimeros racionales m y s como el numero racio-
nal r = m — s, de manera que s + r = m. A nivel practicom —s =m + (-s). Es
decir, restar un nimero racional es lo mismo que sumar el opuesto.

Hay que tener en cuenta que Vz,k EZ:

IR
- —(x+k)=-2-%4
. —(z—k)=—z+k

Multiplicacion
(): QxQ — Q

Se define la aplicacion ( [ a ] [ < ] ) . [ a-c | que, con independencia de los
b|’[d

b-d
representantes elegidos para cada nimero racional, cumple las propiedades:

e Asociativa.

e Conmutativa.

« FElemento neutro [2] ,VneZ"

n

es un elemento

N a ., [b a
» Elemento simétrico de [E]’ con a =0, sera [—],porque
a

n . .. ., .
de la clase de — . Al elemento simétrico para la multiplicacion de cualquier
n

. . . a b
racional se le llama inverso. En general, las fracciones — y — se llaman
inversas. b~ a

Por tanto, el conjunto Q con la operacidén que se acaba de definir, (Q , - ), tiene
estructura de semigrupo abeliano con elemento neutro (no es un grupo abeliano

porque [g] no tiene simétrico). En cambio, (Q - {0}, ) si que tiene estructura de

grupo abeliano (ver anexo).

Con la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la adicion, (Q,+, )
es un cuerpo conmutativo (Ver anexo).
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Division
Definimos la division de dos nimeros racionales D y d (d = 0) como el nimero

racional q=D:d, de manera que d * q = D. A nivel practico D:d=D - % Es

decir, dividir un nimeros racional por otro distinto de cero es lo mismo que multi-
plicar el primero por el inverso del segundo.

3.3. Signo en

. . , . ., a , ..
Para asignar signo a un nimero racional, dada una fraccion PR esta sera positiva

si a*bEZ" (es decir, el producto del numerador por el denominador es un entero
positivo) y serd negativa si a -b&Z" (el producto del numerador por el denomi-
nador es un entero negativo). De esta manera, tenemos divididos los niimeros Ra-

cionales no nulos enQ*={[§]/a -bEZ*} i Q’={[§]/a 'bEZ‘}.Por

tanto, tenemos el conjunto @ descompuesto en tres subconjuntos: @ ~, Q" i {0},

luego: Q=Q"~ U{O} uQ*

De acuerdo con la definicion de Q*i Q™ es evidente que, por ejemplo:

o [-3] 3 -3 3 3
2

3
—|=|—-—=|,yentonces: — =——=——
[l
il oreHO'_—?’—i
2P -2 2

-2 -2 2
-2

3.4. Inmersion de los enteros en los racionales

El conjunto de los niimeros enteros es un subconjunto de los nimeros racionales.
Para formalizar esta inclusion definimos la siguiente aplicacion:

f: Z - Q

z — f(z)=[

z1 es decir, consideramos cada entero como un racional
1

representado per una fraccion que tiene el entero como numerador y la unidad
positiva como denominador. Esta aplicacion cumple las siguientes propiedades:

» fesinyectiva (las imagenes de dos elementos originales diferentes son dife-
rentes).

- VxyEZ :f(X"‘}’):f(X)"'f(J’)
s VxyEZ f(x)’)=f(x)f(J’)
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que es el elemento neutro de la adicion.

© 107

1 T
- £(1)= [I] que es el elemento neutro de la multiplicacion.

Asi pues, como la aplicacion que acabamos de definir es inyectiva y conserva
las operaciones de los nimeros enteros, se puede identificar cada nimero entero
con la imagen de este y considerar que el conjunto de los enteros es parte de los
racionales.

3.5. Orden en Q

El conjunto de los nimeros racionales es un conjunto totalmente ordenado y eso
quiere decir que no existe ninguna duda a la hora de saber si un nimero racional
es mayor o menor que otro. La formalizacion con fracciones seria:

a < < sii a‘d<b-c
b d

Esta relacion, asi definida, verifica las propiedades reflexiva, antisimétrica, tran-
sitiva y conexa. Es, por tanto, una relacion de orden total y hace que los numeros
racionales estén totalmente ordenados. Ademas, esta ordenacion conserva su sen-
tido con la adicidon y con la multiplicacion por racionales no negativos:

. Vxy,zEQambx<y=>x+z<y+z

. Vx,y,2EQamb x<y,z20=>x'z<y'z

En el caso de la multiplicacion por racionales negativos, se invierte el sentido de
la ordenacion:

. Vx,y,2EQamb x<y,z<0=>x'z2y'z

Si expresamos esta relacion de orden con nimeros racionales cualesquiera q, y
q,, y no con pares de nimeros enteros (fracciones), tendremos que: q, =q, sii

q1_q250'

La anterior relacion de orden de los nimeros racionales definida mediante clases

de equivalencia da lugar a otra relacion de orden total entre fracciones, es decir, en
% ,

Z x 7, que se define de manera analoga:

3sE sil a‘d<b-c
b d
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A nivel operativo, ordenaremos fracciones —por tanto, nimeros racionales— de
acuerdo con alguno de los siguientes casos:

* Fracciones con el mismo denominador. Para ordenarlas tendremos en cuenta
los numeradores, que son niumeros enteros.

e Fracciones con el mismo numerador. Las ordenaremos atendiendo a los de-
nominadores, que también son nimeros enteros.

* Fracciones con diferentes numerador y denominador. Habitualmente las
transformaremos en fracciones equivalentes a las iniciales con el mismo de-
nominador y para conocer su orden, aplicaremos el primero de los casos
anteriores.

Como resumen de todas las propiedades expresadas para el conjunto de los
nimeros Racionales, diremos que (Q ,+, *, <) es un cuerpo conmutativo
totalmente ordenado (ver anexo).

4. Los numeros racionales en el aula
de primaria

4.1. Algunas consideraciones

La idea de fraccion tiene sentido en cantidad de situaciones a priori diferentes
(comentadas en el punto 2), Pero no podemos pensar que la relacion automatica
de estas con las fracciones se dara sin revisar muchas de aquellas. Es decir, si iden-
tificamos una situacion concreta en la que el concepto de fraccion tiene sentido y
a partir de esta se estudia todo lo relacionado con el concepto de fraccion (las rela-
ciones de equivalencia y orden, operaciones y algoritmos...), ;podemos pensar que
en otras situaciones susceptibles de ser tratadas con fracciones, el nifio o la nifia
tendran claro que todo este mecanismo se puede aplicar? Pues no siempre. Por lo
tanto, se debe insistir en presentar diversas situaciones hasta que las conexiones de
equivalencia entre los diferentes contextos y la concrecidon simbodlica de fraccion
esté clara (Llinares y Sanchez, 1988).

Sera, pues, un nuevo reto para el docente del aula de primaria, plantear procesos de
ensefianza y aprendizaje de las fracciones, desde diferentes perspectivas y posibles
interpretaciones, para ayudar a conseguir una comprension conceptual y operativa
de la idea de fraccion, sin crear compartimentos separados o lagunas inconexas.

Muchos autores han estudiado la estructura cognitiva que permitira a los nifios y
las nifias de la escuela alcanzar las habilidades necesarias para poder comprender
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las relaciones parte-todo. Estas habilidades, que el alumnado deberia incorporar,
se concretan en las que les permitirdn entender:

Que un todo siempre se puede dividir en partes.

Que una unidad se podra dividir en el numero de partes pedido.

Que las subdivisiones que hacemos deben cubrir totalmente la unidad.

Que el nimero de partes que queremos hacer puede no coincidir con el ni-

mero de cortes necesarios.

5. Que las partes deben ser iguales (no confundir esta igualdad con la identidad
de forma, color o textura...).

6. Que una parte separada puede volver a considerarse como una nueva unidad
y volver a ser dividida.

7. Que la unidad se conserva aunque se divida.

8. El control simbolico de las fracciones.

9. Las relaciones parte-todo, en contextos continuos y discretos.

10. Que existen fracciones menores que la unidad, iguales a la unidad y mayores

que ésta.

b=

Trabajar algebraicamente las fracciones antes de tener la idea mental clara de lo
que significan y de lo que se quiere conseguir con la relacion parte-todo o hacer-
lo muy rapidamente, se constata como una gran dificultad afiadida al proceso de
aprendizaje de las fracciones. Esta dificultad es vital tenerla presente, para intentar
establecer puentes entre la realidad y la operatividad de las fracciones, muchas
veces convertida en algo sin sentido para el alumnado.

4.2. Cuadro de capacidades

El trabajo en educacion primaria referente al tema de nimeros racionales tiene
como objetivo contribuir a que el alumnado adquiera las capacidades que se ex-
presan en el siguiente cuadro resumen, cuya finalidad se concreta en el desarrollo
de su competencia matemdtica y representar una ayuda para el resto de competen-
cias de la educacion primaria.

El orden de estas capacidades se secuencial, es decir, progresivo, y de intensidad
de dificultad creciente, excepto la capacidad que se refiere a la resolucion e inven-
cion de problemas que esta presente en todo el trabajo que desarrollan las restantes
capacidades:

Respecto de fracciones Respecto de decimales

1. Conocer las diferentes interpretaciones
de las fracciones, utilizando métodos
manipulativos, graficos y numéricos.

2. Comprobar y reconocer que una décima, una centésima, una milésima..., se obtienen
dividiendo respectivamente la unidad en 10, 100, 1.000..., partes iguales. Fracciones
decimales y nimeros decimales.

3. Escribir y leer fracciones decimales en forma de expresiones decimales exactas y
viceversa.
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4. Comprobar la conservacion del valor de
un numero decimal, independientemen-
te de los ceros afiadidos a la derecha de
su expresion decimal.

5. Ordenar fracciones y numeros decimales.

6. Sumar y restar fracciones con igual 7. Sumar y restar nimeros decimales.
denominador.

8. Comprobar que se obtiene el mismo resultado sumando o restando cantidades
expresadas en forma de fraccion decimal que representadas como nimero decimal.

9. Multiplicar y dividir nimeros decima-
les por naturales.

10. Reconocer la equivalencia de fracciones
en situaciones reales y analiticamente.
Obtener la fraccion irreducible de una
familia de fracciones equivalentes.

11. Sumar y restar fracciones con diferen- | 12. Multiplicar y dividir nimeros decima-
te denominador. Multiplicar y dividir les.
fracciones.

13. Introducir la proporcionalidad directa. Regla de tres simple.

14. Obtener la fraccion generatriz que corresponde a cualquier expresion decimal y
viceversa.

15. Aplicar los conocimientos sobre fracciones y expresiones decimales para resolver
e inventar problemas.

4.3. Desarrollo de las capacidades

1. Conocer las diferentes interpretaciones de las fracciones,
utilizando métodos manipulativos, graficos y numéricos

Las situaciones que les permitiran conocer las diferentes interpretaciones de las
fracciones son las presentadas al principio del tema como los contextos donde es
usual la utilizacion de fracciones (punto 2).

Como los niimeros enteros no se introducen hasta el final de la etapa, no habra nu-
meros negativos practicamente en toda la Educacion primaria. Los que se utilizan
son positivos y es innecesario el signo. La definicion formal de las fracciones es
con numeros enteros para el numerador y denominador, pero cuando se introducen
en la escuela, siempre se hace con nimeros naturales.

El primer concepto que se debe trabajar es el de unidad. Consideraremos como
unidad lo que queremos partir en partes iguales que la recubriran. También se de-
nomina «todo», por contraposicion a «partes».

Dado que en 3.° de primaria se comienza a dividir, los nifios y nifias ya conocen
las situaciones de la vida cotidiana mencionadas al principio del tema y en el aula
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ya se ha hablado de medio litro, el doble, el triple... se introducird en 4.° curso el
concepto de fraccion.

Se comenzard por situaciones reales y cotidianas donde la unidad es continua (ma-
nipulando con papel, cartulina, cuerdas, pizzas, pasteles...). Por ejemplo, a partir
de una situaciéon como: «Para hacer una merienda por el cumpleafios de Maria,
queremos comprar en el supermercado pizzas para calentarlas en el microondas
y sacarlas a la mesa cortadas en tres porciones iguales. Necesitamos saber cuanta
pizza quiere cada uno para calcular la cantidad de pizzas que debemos comprary.
Para trabajar con el alumnado podemos representar cada pizza con un carton (de
los que sirven como base de las pizzas) cortado en tres partes iguales y utilizarlo
como si fuera la pizza de verdad (figura 12).

Figura 12. Representacion de una pizza dividida en tres partes iguales

A partir de este planteamiento pueden aparecer diferentes posibilidades segun la
cantidad de pizza que quiere comer cada uno:

1. Quién merendard menos de una pizza.
2. Quién tomard una pizza entera.
3. Quién comera mas de una pizza.

En todos los casos el alumnado ha de verbalizar cuanta pizza quiere tomar y escri-
birlo en un papel para darselo al docente. El proceso para llegar a la representacion
numérica de las fracciones puede ser en cada caso como sigue:

1. Quién merendard menos de una pizza: «De una pizza cortada en tres partes
iguales, Joana quiere dos partesy.

Hay que incidir en que la unidad, el todo, esta partida en tres porciones iguales.
Pedimos a Joana que verbalice y escriba cuanta pizza merendara. Al hacer este
trabajo podemos encontrar expresiones del tipo: «quiero dos trozos de los tres que
tiene la pizza», «dos partes de tres que tiene la pizza», «dos porciones de tresy,
«dos de tres». No es necesario pasar, en el primer momento, a la representacion
simbolica de la fraccion. Es bueno que el alumnado escriba, hable sobre sus ex-
presiones, tratando de reducirlas, hasta que parezca normal ahorrar tiempo y es-
pacio escribiendo en la pizarra, en el cuaderno (una frase por cada uno es mucho)
y se piense en hacer un cambio. Entonces, espontaneamente o por sugerencia del
maestro o la maestra, debe surgir la peticion de escribir menos. Ese es el momento
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a aprovechar para introducir la representacion numérica de la fraccion. Serd como
un simbolismo para ahorrar.

Frente a la busqueda de una expresion numérica el alumnado se encuentra con una
duda: los nimeros que conoce, los naturales, no le sirven para representar estas
cantidades. Hemos de introducir un nuevo tipo de nimeros y una nueva manera de
representar que Joana quiere dos trozos de una pizza que esta partida en tres partes
iguales. Si no hay ningun nifio o nifa que ya lo sepa y que lo diga, trasladaremos

, . . . o 2
a numeros cualquiera de las expresiones verbales anteriores y escribiremos 3

comentando que esta expresion se denomina fraccion, que arriba se coloca el na-
mero de partes que tomamos y abajo el nimero de partes iguales que se hacen en
la unidad, en la pizza en este caso. Hay que decir también que el nimero de arriba
se llama numerador y el de abajo denominador.

Ya estd introducida la nueva simbologia. Es necesario aprender a leer estas nuevas
expresiones de la manera mas clara y rapida posible. A partir de algunos ejemplos
de fracciones y de las propuestas de los nifios se debe llegar a la lectura mas co-
mun: se nombra el numerador como cardinal y el denominador como ordinal (tres
cuartos, dos quintos, un sexto..., tres décimos, un onceavo, dos doceavos), con las
excepciones de los denominadores 2 y 3, que se leen como medios y tercios. En
este caso: dos tercios.

2. Quién tomara una pizza entera: «De una pizza cortada en tres partes iguales,
Pere quiere las tres partesy.

Cuando pedimos a Pere que verbalice cuanta pizza tomara, obtendremos las ex-
presiones: «quiero tres trozos de los tres que tiene una pizza» o también «quiero
una pizza enteray.

Para la representacion numérica de la fraccion que expresa cudnta pizza comera
Pere, utilizara la notacion introducida en el caso anterior: «Tres tercios de pizza

3 ., . . .
3 », pero también hay que recordar «pizza entera = 1», porque sera la conexion
entre la unidad y la pizza troceada. Debe quedar clara la idea de que comerse tres
. . 3
trozos, es comerse toda la pizza, y que una unidad completa, se representa por 3

3
o por 1. Luego 3 =1.

En general, las situaciones de este tipo se representan por fracciones en las cuales

. . a . .
el numerador y el denominador son iguales, — , y que se denominan fracciones
unidad. a

3. Quién comera mas de una pizza: «De una pizza cortada en tres partes igua-
les, Pau se quiere comer cuatro trozosy.

Solicitamos a Pau que verbalice cudnta pizza comera: «quiero comerme cuatro
trozos como los que salen cuando se parte la pizza en tres partes iguales» o, de
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otra manera, «quiero comerme una pizza entera y un trozo de otra que tiene tres»

(Figura 13).

Figura 13. Representacion de la seleccion de una pizza entera y una parte de otra

De manera andloga a los casos anteriores, procedemos a continuacion a buscar la re-
presentacion numérica de la fraccion que expresa cuanta pizza quiere comerse Pau.

Como para comerse cuatro trozos hacen falta dos pizzas, un error muy comun es
poner en el denominador las partes de las dos unidades, y por tanto, expresar la

situacion anterior por P Si entre las dos pizzas hay ahora seis porciones, parece

logico; pero, claro, esta fraccion no corresponde a la situacion original; de partida,
corresponde a una situacion en la que la pizza estuviera troceada en seis partes:

Figura 14. Representacion de una pizza dividida en 6 partes y destacadas 4

Ellos y ellas deberian intentar resolver la duda, para no escribir la fraccion ante-
rior. Pueden salir muchas respuestas, rescataremos las validas:

1 : 1
* Ponerly 3 que es correcta y que analiticamente se representa por 1 + 3 Po-

. . cr e 1
demos aprovechar esta respuesta para introducir la notacion siguiente: 1 3

que recibe el nombre de nimero mixto y se lee uno y un tercio, un entero y
un tercio o una unidad y un tercio.

* Escribir 3’ que es la representacion numérica asociada al concepto general

de fraccion y al significado de los términos de esta. Hay que resaltar que
las partes de la unidad se mantienen (tres), pero que para comer mas de una
pizza cogemos mas de una unidad. Entonces, siempre que pongamos una frac-
cion con un numerador que sea mayor que el denominador, tomaremos mas de
una unidad, «mas de una pizza».
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Después de ver estas dos maneras de representar la situacion, se decidird utilizar la
segunda por el parecido que tiene con las otras fracciones, sabiendo que en algu-
nas ocasiones nos podemos encontrar con expresiones de nimeros mixtos.

En este momento, y por el hecho de haber encontrado dos tipos de fracciones no
. o . 2 4 C
unitarias cualitativamente diferentes (5 y g), tenemos que distinguirlas deno-

minandolas de manera distinta. Asi, se llamaran fracciones propias aquellas cuyo
numerador sea un entero menor que el denominador (siempre son menores que
la unidad: «Juana quiere comer menos de una pizza»), y fracciones impropias
cuando el numerador sea mayor que el denominador (siempre son mayores que la
unidad: «Pau se quiere comer mas de una pizzay).

Una vez presentado el concepto de fraccion como relacion entre las partes y el todo
mediante situaciones de tipo manipulativo con objetos concretos para cada ejemplo
(bien sea la pizza, bien sea el pastel...), hay que abandonar la presencia fisica de la
unidad y concentrar la atencion en las representaciones graficas de la misma. El tra-
bajo, a partir de los dibujos, tendra como objetivo encontrar una forma de expresion
mas esquematica que dé respuesta a todas las situaciones reales: la recta numérica.

Como que estamos trabajando solo con fracciones no negativas, la recta numérica sera
realmente una semirrecta con origen en el 0 y crecera hacia la derecha (figura 15).

Figura 15. Representacion de la semirrecta numérica positiva

Asi, representando las fracciones de los ejemplos anteriores obtenemos lo que se
muestra en la figura 16.

Figura 16. Representacion de algunas fracciones en la semirrecta numérica

Mediante este ejemplo y otros, debe quedar claro que una fraccion propia siempre
se situara en esta semirrecta a la izquierda del 1, una fraccion unidad en el 1 y una
fraccion impropia a la derecha del 1.

Una vez introducidas las fracciones con unidades de tipo continuo, hay que traba-
jarlas también con las de tipo discreto, en las cuales la unidad estd compuesta por
diferentes elementos separados. Probablemente no seran una novedad en su vida,
porque ya las han utilizado algunas veces, quiza sin ser demasiado conscientes,
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mas bien lo trabajaremos para analizar las diferencias con situaciones de las moda-
lidades anteriores. Cuando las unidades son discretas encontraremos ocasiones en
las cuales el nimero de partes coincide con el nimero de elementos que componen
la unidad y casos en los que el nimero de partes lo divide exactamente.

La situacion de partida puede ser similar a las propuestas para las unidades con-
tinuas. En el primer caso, por ejemplo, a partir de una situacién como: «Para
preparar una merienda por el cumpleafios de Quim queremos comprar en el super-
mercado unos cuantos paquetes de ocho galletas de chocolate». Necesitamos saber
qué parte del paquete de galletas quiere cada miembro del alumnado para poder
calcular la cantidad de paquetes a comprar (el nimero de elementos de la unidad
es 8, como se ve en la figura 17).

Figura 17. Representacion de un paquete de 8 galletas

A partir de este planteamiento pueden aparecer diferentes posibilidades de comer
galletas:

1. Quién merendara menos de un paquete
2. Quién tomara un paquete entero
3. Quién comerd mas de un paquete

En todos los casos el alumnado ha de verbalizar qué parte del paquete de galletas
quiere tomar y escribirlo en un papel para darlo al docente. El proceso para llegar
a la representacion numérica de las fracciones puede ser en cada caso como sigue:

1. Quién merendara menos de un paquete: «Carla quiere merendar cinco galle-
tas. ;Qué parte del paquete quiere comerse Carla?y.

Habra que incidir en que la unidad, el todo, esta compuesta por ocho elementos.
Pedimos a Carla que nos verbalice cuanto quiere del paquete: «quiero comer cinco
galletas de un paquete que tiene ocho». La representacion grafica seria:

Figura 18. Representacion de la seleccion de 5 galletas de un paquete de 8
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Como se habré hecho un trabajo previo en un contexto continuo, se les pedira la re-
presentacion numérica de una fraccion que indique qué parte del paquete de galletas
se quiere comer Carla. Recordaremos el significado de los términos de la fraccion

... 5 : :
y, entonces, deben escribir —. Es conveniente repasar la lectura de las fracciones.

2. Quién tomara un paquete entero: «Antoni quiere tomarse las ocho galletas.
(Qué parte del paquete se quiere comer Antoni?».

Pedimos a Antoni que verbalice cuanto quiere tomar del paquete: «quiero comer-
me ocho galletas de un paquete que tiene ocho» o también «quiero comer un pa-
quete completoy.

Para la representacion numérica de la fraccion que expresa cuantas galletas se
ha comido Antoni, se hara memoria de las fracciones unidad y utilizaremos 3
, para representar esta situacion, pero también debemos recordar que «paquete

8
entero = 1», por tanto 3 =1.

3. Quién comera mas de un paquete: Por ejemplo «Laia se quiere comer diez
galletas. ;Qué parte del paquete quiere comerse Laia?».

Pedimos a Laia que verbalice cuanto se quiere comer del paquete: «quiero comer-
me diez galletas como las de un paquete de ocho» o «quiero comerme un paquete
completo y dos galletas de otro paquete» (figura 19).

Figura 19. Representacion de la seleccion de un paquete entero y dos galletas de otro

Se plantea la duda de como expresarlo en forma de fraccion. De la misma mane-
ra que en el caso continuo, un error muy comun es poner en el denominador las

) o . 10 .
partes de las dos unidades y, por tanto, expresar la situacién anterior por 6 Si
entre los dos paquetes hay 16 galletas, parece 16gico; pero claro, esta fraccion no

corresponde a la situacion de partida, corresponderia a una situacién donde el pa-
quete tuviera 16 galletas.

El alumnado deberd intentar resolver la duda, para no poner la fraccion anterior y
tomando como base el trabajo hecho con unidades continuas, llegar a las expresio-

2 2 1
nes 1y 3 o1 3 o finalmente £
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De manera analoga, se trabajan los casos en los que el nimero de partes divide al
nimero de elementos que componen la unidad. Por ejemplo, a partir de una situa-
cién como: «Para una merienda por el cumpleafios de Lled6 queremos comprar
en el supermercado paquetes de ocho galletas que estan envasadas en bolsas de 2
galletas», necesitamos saber cuantos paquetes tenemos que comprar.

Figura 20. Representacion de un paquete de 8 galletas, envasadas de 2 en 2

Ahora la unidad estd organizada en 4 partes iguales. Entonces podremos tener las
siguientes posibilidades de comer galletas:

1. Quién merendard menos de un paquete
2. Quién tomara un paquete entero
3. Quién comera mas de un paquete

De nuevo aprovecharemos estas situaciones para reconducir la actividad hasta lle-
gar a la representacion numérica de las fracciones:

1. Quién merendard menos de un paquete: «Andreu quiere merendar tres bol-
sas de galletas. ;Qué parte del paquete se quiere comer Andreu?».

Habré que incidir en que la unidad, el todo, esta partida en 4 partes iguales. Pedi-
mos a Andreu que nos verbalice cuanto quiere comerse el paquete: «quiero comer-
me tres bolsas de las cuatro que tiene un paquete». La representacion grafica de
esta situacion se ve en la figura 21.

Figura 21. Representacion de la seleccion de 3 bolsas de un paquete de 4

Como se habra hecho un trabajo previo en contexto continuo y discreto de la
primera de las posibilidades, se les pedira directamente la representacion de una
fraccion que indique qué parte del paquete de galletas quiere comerse Andreu. De

acuerdo con el significado de los términos de la fraccidon, deben escribir "

2. Quién tomara un paquete entero: «Roser quiere las cuatro bolsas. ;Cuanto se
come Roser del paquete?».

Pedimos a Roser que verbalice cuanto se quiere comer del paquete: «quiero co-
merme las galletas de las cuatro bolsas de un paquete» o también «quiero un pa-
quete enteroy.
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Para la representacion numérica de la fraccion que expresa cudnto se quiere comer
Roser, se hara memoria de las fracciones unidad, y utilizardn una de estas, 7’ para
representar la situacion, pero también hay que recordar que «paquete entero = 1»,

4
por tanto 1 =1.

3. Quién comera més de un paquete: «Quim quiere comerse 5 bolsas de galle-
tas. (Qué parte del paquete de galletas se quiere comer Quim?».
Pedimos a Quim que verbalice cudnto quiere comer del paquete: «quiero comer-

me cinco bolsas» o «quiero comerme un paquete completo y una bolsita de otro
paquete». La representacion grafica de esta situacion se encuentra en la figura 22.

Figura 22. Representacion de la seleccion de un paquete entero y una bolsa de otro

De la misma manera que en los anteriores casos de fracciones impropias, un error
muy comun es poner el denominador las partes de las dos unidades y, por tanto,

o ) 5 .
expresar la situacion anterior por —. Como entre los dos paquetes hay 8 bolsitas,

parece logico; pero claro, esta fraccion no corresponde a la situacion original, de
partida, corresponderia a una situacion donde el paquete tuviera 8 bolsitas.

. . . . 1 1
Tomando como base el trabajo anterior, llegaran a las expresiones 1 y — o 1 —

o finalmente g .

En los dos tipos de situaciones anteriores, galletas sueltas en el paquete o en bolsas
de dos, se ha trabajado igual que en el caso continuo: fracciones propias, unidad
e impropias.

Siguiendo con las interpretaciones de las fracciones presentadas en el punto 2 de
este tema y situdndonos en 5.° y 6.° cursos de primaria, trabajaremos el resto de
situaciones en las que necesitaremos también las fracciones.

Las utilizaremos para representar el cociente de una division, es decir, una frac-
cion serd una otra manera de expresar el resultado de una division. Por ejem-
plo, «una maestra tiene tres litros de zumo de naranja para hacer una merienda y
quiere repartirlos equitativamente entre las 7 mesas en las que ha organizado al
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alumnado. ;Cuéanto zumo le correspondera a cada mesa?». Para responder a esta

pregunta, deberan hacer la division 3 |7 o bien utilizar la fraccion 5 para expre-
sar el cociente de esta operacion.

También utilizaremos las fracciones cuando haya que representar razones entre
dos numeros. En este caso, podemos encontrar situaciones de proporcionalidades,
probabilidades y porcentajes. En cualesquiera de los casos, las fracciones seran las
representaciones de las relaciones numéricas que se establecen entre los nimeros
que aparecen en las situaciones.

Asi, en el caso de la proporcionalidad, utilizaremos las fracciones para representar
la relacion entre dos cantidades, que algunas veces se referiran a un total y a una
de sus partes y, en otras ocasiones, a dos partes del todo. Por ejemplo, se debe

4 ., , . ,
representar por 0 la relacion entre el numero de nifos, 4, y el nimero total de

. e ) 4 .,
personas, 10, que acuden a una comida familiar de Navidad, y por P la relacion
entre el numero de nifios y de adultos en el mismo almuerzo.

En el caso de una probabilidad de sucesos equiprobables, usaremos las fracciones
para representar la relacion entre el nimero de casos favorables y el de casos po-

. . . , 4
sibles de que ocurra un suceso cualquiera. Por ejemplo, se representara por 0 la
probabilidad de que sea nifio una persona elegida al azar de las 10 que acuden a la

comida familiar o por % la de que sea adulto.

Cuando haya que representar porcentajes, utilizaremos también fracciones que, en
este caso, siempre tendran un 100 en su denominador. Se trata ahora de expresar
relaciones entre un nimero determinado de partes de un todo y el 100, que es el
nimero total de partes iguales que se consideran en ese todo. Por ejemplo, y si-

guiendo con la comida familiar de Navidad, representaremos por % el porcen-

taje que supone la cantidad de nifios que acuden a la comida. Esta ultima fraccion
se puede sustituir por la expresion, 40 %, que cotidianamente se usa para expresar
los porcentajes.

Finalmente, utilizaremos las fracciones como operadores cuando €stas actuan so-
bre un nimero y lo modifican. Por ejemplo, si queremos calcular cuantos kilome-

tros se han recorrido cuando se han hecho los % de un camino de 60 km, habra

que averiguar cuanto es una quinta parte de 60 km y multiplicar este nimero por
2, obteniendo como resultado 24 km. En general, cuando una fraccion actiia como
operador sobre un niimero lo transforma en otro que es el resultado de calcular el
valor de la parte del nimero que indica la fraccion.

Resulta evidente que calcular el valor de un porcentaje de una determinada canti-
dad consiste en hacer actuar como operador a la fraccion que representa dicho por-
centaje sobre la cantidad elegida. Asi, para calcular el 40 % de las 10 personas que
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. . ., 40
acuden a la comida de Navidad, tenemos que hacer actuar a la fraccion 100 como
operador sobre 10, que es la cantidad total de personas. Tendremos que averiguar

cudnto es la centésima parte de 10 y multiplicar este numero por 40, obteniendo
como resultado 4 ninos.

Los cursos propuestos para trabajar estas ultimas interpretaciones de las fraccio-
nes son los dos tltimos de primaria, porque la nocion de fracciéon como parte-todo
ya debe estar casi totalmente adquirida y porque ahora las utilizamos como una
herramienta para resolver otras situaciones problematicas.

2. Comprobar y reconocer que una décima, una centésima, una
milésima... se obtienen dividiendo respectivamente la
unidad en 10, 100, 1.000... partes iguales. Fracciones
decimales y numeros decimales

En esta capacidad prestaremos una especial atencion a las fracciones que tienen
como denominadores diferentes potencias de 10. Seran las llamadas fracciones
decimales, que nos serviran para representar los nimeros racionales conocidos
como numeros decimales.

Iniciaremos este trabajo en 4.° de primaria (con la décima y la centésima) y lo
continuaremos en 5.° y 6.° (con la milésima, y el resto de unidades decimales en
su caso).

Si dividimos en diez partes iguales una unidad, representada por ejemplo por un
papel que tenemos que recortar en tiras, cada una de las partes serd una décima

(figura 23). La transcripcion simbdlica de esta forma fraccionaria, 0’ no ofrecera

ningln problema al alumnado por lo que ya se ha trabajado en la capacidad 1.

Figura 23. Representacion grafica de una décima

Si ahora necesitamos trozos de papel mas pequefios y dividimos cada décima en
diez partes iguales, obtendremos cien partes iguales en la unidad, cada una de las
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cuales serd una centésima (figura 24). La forma fraccionaria de la transcripcion

simbolica de ésta, 100 tampoco ofrecerd ninglin problema al alumnado por la

misma razon anterior.

Figura 24. Representacion grafica de una centésima

Analogamente si dividimos cada centésima en diez partes iguales, obtendremos
mil pedazos iguales en la unidad, cada uno de los cuales serd una milésima. La

escritura de la fraccion que la representa, , de nuevo no presentara ningun

problema para el alumnado por lo que han ai)rendido en la primera capacidad.

De manera similar a los casos anteriores, se podrian construir los siguientes orde-

nes de unidades decimales (diezmilésima, cienmilésima,...) que corresponden a las
1

10.000° 100.000

A partir de estas unidades decimales se trabajaran también las fracciones con nu-
meradores diferentes del uno, manteniendo en los denominadores la unidad segui-

fracciones

. 5 23 453 , . .
da de ceros. Por ejemplo —, —, ——, representardn, respectivamente, cinco

2 b
o 107 100" 100 |
décimas, veintitrés centésimas y cuatrocientas cincuenta y tres centésimas.

Pueden aparecer en el trabajo de esta capacidad cuestiones sobre la equivalencia

10 1 . . T .
e—Yy 10’ por ejemplo. Si se da el caso, se explicaria €sta con representaciones

100
adecuadas. Si no se da, esperaremos a trabajarlo en la capacidad 10.

En general, todas las fracciones que tienen en el denominador una potencia de
10 se denominan fracciones decimales. El subconjunto de Q, generado por es-
tas fracciones, es el conjunto de niimeros racionales decimales, o simplemen-
te nimeros decimales, y se representa por ID. Formalmente, este conjunto es:

n

D= [13 ]/aEZA nEN
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3. Escribir y leer fracciones decimales en forma de expresiones
decimales exactas y viceversa

En esta capacidad trabajaremos por primera vez la conexion entre la manera de
expresar una cantidad con una fraccidén y con una expresion decimal.

A partir de la representacion material (pastel, cuerda, cinta, regletas...) o grafica de
una décima, una centésima, una milésima parte... y sus transcripciones simbolicas,
cabe plantearse si éstas podrian escribirse también utilizando el sistema de numera-
cion decimal que ya conocen para aprovechar sus ventajas representativas y opera-
torias. Se trata de pensar como se pueden representar partes menores que la unidad,
sabiendo que las unidades de orden superior se escriben hacia la izquierda de ésta.

En la introduccion de L L 1

. 107100 1.000 . o
te cada unidad decimal en diez partes iguales obtenemos la unidad del siguiente

orden de unidades decimales. En este momento se hace necesario distinguir los
ordenes de unidades que estan conociendo ahora de los que conocian ya por los
naturales. En estos numeros, las unidades de 1. orden se denominan unidades;
las de 2.° orden, decenas; las de 3.°" orden, centenas; las de 4.° orden, unidades de
millar... y crecen en grupos de diez hacia la izquierda. En el caso de los decimales,
las unidades de 1. orden se llaman décimas; las de 2.° orden, centésimas; las de
3. orden, milésimas... y decrecen de diez en diez hacia a la derecha.

, hemos visto como dividiendo sucesivamen-

La transicidon de unas expresiones a otras se puede realizar con la ayuda de los
abacos, situando un nuevo abaco a la derecha del que representa los nimeros natu-
rales para indicar, de izquierda a derecha, las cifras decimales y sefialar de alguna
manera en qué punto se separan los dos tipos de cifras (con una goma eléstica, un
trozo de cinta adhesiva, un lazo...). A diferencia de lo que ocurre en la parte entera
del niimero, hay que tener en cuenta que, como se ha mencionado anteriormente,
las posiciones de las unidades decimales estan ordenadas en sentido inverso al
crecimiento de su valor; asi, las décimas, que son unidades decimales de primer
orden, tienen un valor superior a las centésimas, que son de segundo orden. Por
ejemplo, en el numero 315286, el 2 representa unidades decimales de primer or-
den y tiene un valor superior al 8 que representa unidades decimales de segundo
orden, mientras que no ocurre lo mismo para el 5y el 1 de la parte entera.

Veamos ahora como se obtiene la expresion decimal de una décima parte de la
. 1 . . .
unidad, 0 que es la unidad decimal de primer orden. Para obtener la nueva repre-

sentacion de la décima observaran que no hay ninguna unidad entera; asi, hay que
empezar la expresion numérica con un 0 en el lugar de las unidades. Al intentar
escribir la cantidad de décimas, surgird la duda de donde se coloca el 1. No pode-
mos ponerlo a la izquierda del 0, porque esto representaria una decena, habra pues
que ponerlo a la derecha: 01. Esta expresion representa la cantidad de una unidad
entera y no lo que realmente se quiere representar. Para resolver este problema se
debe incorporar el uso de la coma entre el 0 y el 1, con el significado mencionado
anteriormente. Asi, la expresion a la que llegaremos es 0,1 y se leerd de la misma
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manera que se lee la fraccion de la que proviene, una décima, o también: cero
coma uno.

Veamos como escribir mediante el sND una centésima parte, la unidad decimal
. |
de segundo orden, que hasta ahora representabamos por la fraccion 00 Obten-

dremos las cifras que forman la expresion decimal de la centésima reflexionando
sobre el hecho de que no tenemos ninguna unidad entera y por lo tanto pondremos
0 en el lugar de las unidades. Como tampoco tenemos ninguna décima completa,
tendremos que poner otro 0 en su sitio. Por lo que ya saben escribiran: 0,0. Al
observar que tienen 1 centésima, se preguntaran, «;donde se coloca el 1?7». De
acuerdo con el criterio de escritura de las expresiones numéricas de los 6rdenes
de unidades decimales, que se ha mencionado anteriormente, habra que poner este
1 a la derecha del cero de las décimas: 0,01.

Ya tenemos la nueva expresion decimal. Se leerd de la misma manera que se lee la
fraccion de la que proviene, una centésima, o también: cero coma cero uno.

De manera similar llegaremos a escribir mediante el snp la milésima, que es la uni-

dad decimal de tercer orden. Es decir, lo que representa se expresard también

como 0,001 y se leerd como una milésima, o también: cero coma cero, cero, uno.

Hay que asumir que las fracciones donde aparezca el 1 al numerador y la unidad
seguida de ceros en el denominador, se traducen por 0,000...1, segtn los ceros del
denominador, y siempre se obtendra un nimero finito de cifras decimales.

Después de haber introducido cada una de las fracciones anteriores y siguiendo un
procedimiento andlogo, se trabajard en todos los casos con fracciones del mismo
. . . . 2 5 13
tipo pero con numeradores diferentes de la unidad, por ejemplo, —, —, —,

_ ' ' 10 100" 100
con la conclusion de que todas las fracciones que tienen denominadores de este
estilo producen expresiones con un nimero finito de cifras decimales: 0,2; 0,05;
0,13, respectivamente.

Analogamente se procede cuando se trata de fracciones impropias, por ejemplo
23 135
10 100
nores que la unidad; asi, siguiendo el procedimiento anterior, deben obtener las
siguientes expresiones decimales: 2,3 y 1,35.

... En estas fracciones observaran que hay unidades enteras y partes me-

Desarrollamos el caso de o Si trabajamos con los dbacos, tenemos veintitrés

bolas en la varilla de las décimas. De acuerdo con la manera de trabajar con este
material, si transformamos cada grupo de diez de estas bolas en una bola de la va-
rilla siguiente hacia la izquierda, obtendremos 2 bolas en la varilla de las unidades
y quedaran 3 en la de las décimas.
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Para tener la expresion decimal que representa esta cantidad solo tienen que escri-
bir el nimero de bolas que corresponde a cada varilla, teniendo en cuenta lo que
ya saben sobre como se forman las expresiones decimales. Asi, escribiran: 2,3.

, . , . 3 .
Se leera de la misma manera que se lee el nimero mixto 2 Ecorrespondlente a

la fraccion impropia de la que proviene, dos unidades y tres décimos o décimas, o
también: dos coma tres.

Analogamente se trabajardn las otras fracciones decimales y la manera de encon-
trar sus expresiones decimales.

Cuando esté alcanzada la estructura de estas expresiones decimales, se puede tra-
bajar la manera répida de encontrarlas, que consistird en escribir el numerador de
la fraccidon, con una coma situada en la posicion necesaria para que haya tantas
cifras decimales como ceros acompafian a la unidad en el denominador (si es ne-
cesario, se afiaden ceros a la izquierda de las cifras que componian el numerador).
A lo largo de esta capacidad se ha comprobado que todas las expresiones decima-
les que hemos trabajado en ella y que corresponden a fracciones decimales, tienen
un numero finito de cifras decimales. Por esta razon se llaman expresiones deci-
males exactas y son las que se asocian con los nimeros decimales.

Una cuestiéon muy importante para completar la adquisicion de esta capacidad es
verbalizar correctamente las diferentes representaciones numéricas que se trabajan
y que se desarrollan a continuacion:

1. Fracciones propias, por ejemplo % Podemos leer la fraccion de varias

maneras: «7 partes de 10», «siete décimas partes», «siete décimos»... Y la
expresion decimal correspondiente 0,7 como: «cero coma siete», «cero uni-
dades, siete décimas», o «siete décimasy.

. . . . 73 , .
2. Fracciones impropias, por ejemplo 10 De manera andloga al caso anterior

leeremos: «73 partes de 10», etc. La expresion decimal 7,3 se puede leer: «sie-
te coma tres», «siete unidades y tres décimas» o «setenta y tres décimasy.

Para finalizar, hay que insistir en leer correctamente expresiones como 6,98 (seis
unidades noventa y ocho centésimas) y 6,098 (seis unidades noventa y ocho mi-
lésimas), para evitar la confusion. Para profundizar en estas cuestiones se pueden
aprovechar situaciones que se plantean relacionadas con los sistemas de unidades
de medida y con el sistema monetario.

Completaremos el trabajo de esta capacidad estudiando la manera de obtener frac-
ciones decimales a partir de las expresiones decimales exactas correspondientes.

Podemos utilizar cualquiera de los ejemplos anteriores para encontrar el proce-
dimiento que convierte una expresion decimal exacta en una fraccion decimal,
el numerador de la cual estard compuesto por las cifras del nimero sin la coma

@ |. Pérez | M. Alcalde | G. Lorenzo - ISBN: 978-84-697-1443-0 Los numeros enteros y racionales, las magnitudes y la medida en el aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia97

indice



y el denominador seré la unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales
existan en la expresion decimal exacta. La posicion de la Gltima cifra decimal de
la derecha nos informa de su orden y, por tanto, de la cantidad de partes que
tendremos que hacer en la unidad para escribir la expresion decimal exacta en
forma de fraccion. Por ejemplo:

5 327 23

0,05= — 327=— 23=—

100 100 10
Todo este trabajo de conversion de fracciones en expresiones decimales y vicever-
sa, se justifica para poder operar con nimeros decimales, utilizando indistintamen-

te fracciones decimales o expresiones decimales exactas segiin convenga.

4. Comprobar la conservacion del valor de un nimero decimal,
independientemente de los ceros afiadidos a la derecha de su
expresion decimal

Trabajaremos esta capacidad a partir de 4.° curso de primaria. Comenzaremos con
nimeros decimales que derivan de fracciones propias.

Una situacion cotidiana para ellos y ellas, que pone de manifiesto la necesidad de
adquirir esta capacidad podria estar relacionada con una actividad de medida. Por
ejemplo, dos grupos diferentes de nifios y nifias miden la misma cuerda utilizando
como unidad el decimetro en un grupo y el centimetro en el otro, y deben expresar
el resultado en metros para sumar a la longitud de otra cuerda que esta expresada
en esta unidad. Si los resultados de las medidas son 7 decimetros y 70 centimetros,
respectivamente, se obtienen asi las expresiones 0,7 m y 0,70 m. Como se ha medido
el mismo objeto, la igualdad del valor de las expresiones es inmediata: 0,7 = 0,70.

Este hecho que acabamos de comprobar, deberia generalizarse para cualesquiera
expresiones decimales exactas trabajando con otros materiales, por ejemplo: les
proporcionamos dos cartulinas cuadradas de la misma superficie. Dentro de la ac-
tividad que se esté realizando en el aula, el alumnado necesita dividir una cartulina
en 10 partes iguales y la otra en 100 partes iguales, de las cuales han de coger 7 y
70, respectivamente. La representacion grafica de esta situacion seria:

Figura 25. Representacion grafica de 7 décimas y 70 centésimas
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Inmediatamente, se observa que los dos grupos han tomado la misma cantidad de
cartulina. Si expresamos las fracciones asociadas a estas cantidades obtendremos:

% y 77(:) Que se representan por 0,7 y 0,70 con numeros decimales, por lo tanto:
0,7=10,70.

La conclusion debe ser que son expresiones decimales diferentes de la misma
cantidad, entonces tienen el mismo valor y, por tanto, podriamos quitar los ceros
de la derecha.

En estas situaciones se observan también equivalencias entre dos fracciones, sin
haber trabajado especificamente este concepto. Se tendrd que retomar luego toda
esta informacion para utilizarla en el momento adecuado.

Se puede hacer también el trabajo con los abacos, donde el hecho de afadir ceros a
la derecha en la expresion decimal supone ampliar columnas a la derecha de ellos
para referirse a los 6rdenes de unidades que corresponden a los ceros, pero ello no
implica situar ninguna bola en aquellas; por tanto, la representacion del nimero
inicial y del que obtenemos afnadiendo ceros a su derecha es la misma, es decir,
«los abacos quedan igual» y consecuentemente tienen el mismo valor.

Con fracciones impropias, la situacion es muy similar, pero con parte entera no
nula en el namero decimal. Se reanudaré lo que se vio en 4.° y se ampliard a 5.°
de primaria. Si es necesario, se utilizara material real o representaciones graficas
como ayuda.

Se tendra que automatizar y trabajar con lapiz y papel esta capacidad, con ejerci-
cios del tipo siguiente que piden relacionar una expresion de cada columna con
otras que representan la misma cantidad:

523 523  0,5230
100

523 523  0,052300
10

523 0,523 52,30
10000

5230 0,0523 55,2300
100000

Sin embargo, conviene realizar ejercicios de lectura de estos nimeros decimales
para comprobar las diferentes maneras de leer la misma cantidad.
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Una aplicacion inmediata de la conservacion del valor de los numeros decimales,
independientemente de los ceros que se afiadan a la derecha, se utiliza para facili-
tar la operatividad con estos niimeros.

5. Ordenar fracciones y nimeros decimales

El conjunto de los nimeros racionales, como se vio en el punto 3.5 de este tema,
es un conjunto totalmente ordenado y eso quiere decir que no existe ninguna duda
a la hora de saber si un nimero racional es mayor o menor que otro.

Como estos numeros racionales pueden estar expresados con fracciones o con
expresiones decimales, distinguiremos las dos posibilidades:

1. Si son fracciones las que se quieren ordenar, hay que considerar tres casos
que se trabajaran secuencialmente a partir de 4.° curso:

» Fracciones con el mismo denominador. Por ejemplo, con la ayuda de dos
. . . 2 3
cuerdas iguales, se quiere comparar las fracciones 5 y 5 Para hacerlo

se sefialan en ambas cuerdas marcas que las dividen en quintas partes
y se corta de cada una de ellas uno de los trozos correspondientes a las
fracciones que se quiere ordenar. Esta situacion es muy intuitiva y la con-
testacion sera acertada a partir de la comparacion directa del material. En
el caso del ejemplo, se comprueba que la fraccion con numerador mas
pequeiio es menor que la otra.

Para generalizar este hecho, sin el apoyo directo de material o de una
situacion real, podemos utilizar como ayuda la representacion de las frac-
ciones en la recta numérica. Para representar las fracciones, dividimos el
segmento entre el 0 y el 1 en cinco partes iguales y escribimos las frac-
ciones donde corresponda:

0 1 >
Figura 26. Representacion de 2 y 3 en la recta numérica
5 5

Como la ordenacién en la recta numérica se ha aprendido ya con los
numeros naturales, es claro que la fraccion situada a la izquierda es la
menor.

Posteriormente al trabajo con materiales o representaciones graficas y
la correspondiente verbalizacion, hay que hacer el siguiente paso en la
abstraccion, que es la representacion simbolica de esta relacion de orden,

o . . , 2 3
utilizando los signos conocidos para los nimeros naturales: 5 < 5
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Una vez se han comprobado situaciones parecidas en diferentes casos,
hay que dar la norma general: «Cuando dos fracciones tienen el mismo
denominador, es menor la que tiene el numerador mas pequefioy.

» Fracciones con el mismo numerador. Anadlogamente al caso anterior y a
partir de una situacion problematica real, tomar de dos cuerdas iguales

. 1 1 . .
dos trozos, de longitudes > y 3 de cada una, se quiere saber si la frac-
L1 1 . . .
cion > €s menor que 3 0 no lo es. A partir de la comparacion directa de
. 1 1
los trozos de cuerda, llegan a la conclusion de que — es menor que > En

este caso concreto se comprueba que la fraccion con denominador mayor
es menor que la otra. Para generalizar este hecho, sin el apoyo directo
de material o situacion real, utilizaremos como ayuda la recta numérica.
Para representar las fracciones, dividimos el segmento entre el O y el 1 en
tres y en dos partes iguales y escribimos las fracciones donde correspon-
da. La dificultad afiadida es que el numero de partes que hay que hacer
no es igual para las dos fracciones. Habra que indicar las divisiones con
marcas diferentes:

112

L
I I T T 1
0 1 2
Figura 27. Representacion de 1 y 1 en la recta numérica
3 2

Nuevamente, como la ordenacion en la recta numérica se ha aprendido ya
con los nimeros naturales, la fraccion situada a la izquierda es la menor.

Finalmente hay que llegar a la representacion simbdlica de esta relacion

. . ) 1 1
de orden, utilizando los signos conocidos: — < —.

Una vez se han comprobado situaciones parecidas en diferentes casos,
hay que dar la norma general: «Cuando dos fracciones tienen el mismo
numerador, es menor la que tiene el denominador mas grande».

» Fracciones con diferente numerador y denominador. Del mismo modo,
habra que partir de una situacion problematica real, tomar de dos cuerdas

iguales dos trozos de longitudes E y % de cada una, se quiere saber si la

| . S
fraccion > es menor o no que — . A partir de la comparacion directa de los

5. ., 1 3
trozos de cuerda, llegan a la conclusion que > es menor que = .

5

Tras analizar mas ejemplos, no se encuentra una norma general para or-
denar este tipo de fracciones. Para encontrarla nos ayudamos de la recta
numeérica y representamos las fracciones anteriores:

@ |. Pérez | M. Alcalde | G. Lorenzo - ISBN: 978-84-697-1443-0 Los numeros enteros y racionales, las magnitudes y la medida en el aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia97

indice



3i5

L | | 1 1
I w . T 1
0 1 2

Figura 28. Representacion de 1 y 3 en la recta numérica
2 5

Se observa, en todos los casos, que la recta numérica tampoco nos ayuda
a encontrar una norma general, por no haber una relacion directa entre el
orden de los numeradores y denominadores y el orden de las fracciones.

Para resolver este problema, se les preguntara si podemos usar alguna de
las normas que ya sabemos. Les ayudaremos a que lleguen a concluir que
deben utilizar la més simple e intuitiva, que es la que ordena las fraccio-
nes con denominadores iguales.

Como se trabajara la ordenacion de fracciones con distinto numerador y
denominador, después de haber visto la reduccion de fracciones a otras
equivalentes a ellas con igual denominador para sumarlas o restarlas, uti-
lizaran la misma técnica para convertir las fracciones iniciales en fraccio-
nes equivalentes a éstas con el mismo denominador. Solo sera necesario
ordenar por los nuevos numeradores las fracciones obtenidas y, a partir de

. . . 1 5 3 6
ellas, ordenar las fracciones iniciales, es decir, como —=—y —=—y

y
56 1 3 2 100 5 10
se cumple que m < m entonces > < 5

2. Si son nimeros decimales representados por sus expresiones decimales
exactas, el trabajo comenzaria en 5.° curso de primaria. Se debe relacionar la
ordenacidn de estas expresiones con la de los nimeros naturales que, intui-
tivamente, no es de la misma manera.

Por ejemplo, en los naturales queda claro que 7 es menor que 66, y hay que
ser consciente de que, para el alumnado, pasar de esta situacion elemental a
que 0’66 es menor que 0’7 no es evidente. Este trabajo de ordenacion de ex-
presiones decimales necesita de una fase manipulativa (por ejemplo, medir 7
dm de una cuerda y 66 cm de la misma y expresar los resultados en metros) y
de representacion grafica (con cuadrados iguales), porque al ver la situacion
siguiente no hay ninguna duda (figura 29).
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Figura 29. Representacion de 7 décimas y 66 centésimas

Nuevamente, después del trabajo con materiales o representaciones graficas
y la correspondiente verbalizacion, hay que hacer el paso a la representacion
simbolica de esta relacion de orden: 0,66 < 0,7.

Las dudas en la ordenacion de expresiones decimales aparecen cuando se las
quiere ordenar sin la ayuda de materiales o representaciones graficas.

Para resolver estas dudas las expresiones decimales se ordenaran por pasos,
utilizando las normas de ordenacion conocidas para los nimeros naturales.
Primero se ordenan por la parte entera; es decir, la parte anterior a la coma.
Si esta es diferente, ya tenemos la justificacion para ordenar las expresiones.

Si las partes enteras son iguales, hay que ordenarlas segun las cifras deci-
males, empezando por las décimas. Si estas son diferentes ya tendremos
criterio para ordenar las expresiones decimales. En caso contrario, se pasaria
a comparar las centésimas, milésimas,...

Se ha de observar que hay un error muy comun en los alumnos, y es pensar
que si hay mas cifras decimales el nimero es mayor: por ejemplo, pensar
que el nimero 136°652312 es mayor que 136°65232, equivocacion que se
soluciona correctamente aplicando el criterio anterior.

Nota: Para ordenar expresiones decimales no exactas de nimeros raciona-
les, se utiliza el mismo criterio expuesto en la ultima capacidad.

6. Sumar y restar fracciones con igual denominador

En 5.° de primaria, sera cuando se empezara a sumar fracciones. En el mercado, en
casa, con comidas... hay muchas situaciones que pueden implicar una adicion de
partes. En el nivel grafico o manipulativo se presentan pocas dificultades; serd en
el momento de pasar a la fase simbodlica cuando podemos encontrar mas.
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Distinguiremos los siguientes casos:

1. Fraccion propia mas fraccion propia, con otra fraccion propia como resul-
tado. Por ejemplo: «Un nifio se come 3 porciones y otro 2 de una pastilla
de chocolate dividida en 8 porciones iguales. ;Qué parte de la pastilla se ha
comido cada uno y cudnta se han comido entre los dos?». Lo que se busca es

la suma de las fracciones % y % que son las que expresan la parte de pastilla

que se ha comido cada nifo.

En la situacion real no hay ningin problema para comprobar que se han
. ) .5 .
comido 5 porciones de las 8 que habia, es decir . Simplemente, lo que

han hecho es sumar las porciones que se han comido cada uno y expresarlo
respecto de la unidad.

En la representacion grafica, hay que tener cuidado de representar siempre la
unidad, y sobre ésta las porciones de cada nifio (figura 30).

Figura 30. Representacion de la adicién de 3 y 2
8 8

Queda claro que se han comido 5 de las 8 porciones, es decir, la fraccion que

) 5
se ha obtenido como resultado es g

Tanto en la situacion real como en la representacion grafica se comprueba
que el numerador de la fraccion resultante es la suma de los numeradores de
las fracciones iniciales y que el denominador es el mismo de éstas.

De manera simultanea al trabajo con materiales o representaciones graficas
y la correspondiente verbalizacion, haremos la representacion simbolica de
la adicion:

Es necesario insistir con mas ejemplos asociados a la resolucion de situacio-
nes problematicas para identificar claramente lo que significa sumar fraccio-
nes con el mismo denominador y para evitar que, en el trabajo posterior de

. g 5
adicion en la fase simbolica, nos encontremos como resultado: 6
2. Fraccion propia mas fraccion propia, con una fraccion impropia como re-

sultado. Por ejemplo, «Una nifia se come 3 porciones y otra 6 de unas pas-
tillas de chocolate divididas cada una en 8 porciones iguales. ;{Qué parte de
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pastilla se ha comido cada una y cuanta se han comido entre las dos?». Lo
: 3 6 :

que se busca es la suma de las fracciones 3 y 3 que, como en el ejemplo

anterior, son las que expresan la parte de pastilla que se ha comido cada nifia.

En la situacion real no hay ningin problema para comprobar que se han co-

mido 9 porciones de chocolate como cada una de las 8 que hay en una pasti-

lla. La expresion de este resultado como 3 no significard ningn problema,

teniendo en cuenta que se ha trabajado antes las fracciones impropias. Sim-
plemente, lo que han hecho es sumar las porciones que se han comido cada
una y expresarlo respecto de la unidad.

En la representacion grafica se debe tener cuidado de representar siempre la
unidad y, sobre esta, las porciones de cada nifia. Les pedimos que represen-
tan las fracciones iniciales y el resultado y, claro, hay una dificultad, que no
basta con una unidad solo:

B -

Figura 31. Representacion de la adicién de 3 y 6
8

=]

Queda claro que se han comido 9 de las 8 partes, es decir, la fraccion que se
. 9 ., 1
ha obtenido como resultado es 3 que también se puede expresar como 1 —,

si utilizamos niimeros mixtos como hemos visto en la capacidad 1.

Analogamente al caso anterior, se comprueba que el numerador de la frac-
cion resultante es la suma de los numeradores de las fracciones iniciales y
que el denominador es el mismo de éstas.

De manera simultanea al trabajo con materiales o representaciones graficas
y la correspondiente verbalizacion, debemos hacer la representacion simbo-
lica de la adicion:

3 6 3+6 9 1
—+ =1

Es necesario insistir con més ejemplos asociados a la resolucion de situa-
ciones problematicas para identificar claramente lo que significa sumar frac-
ciones con el mismo denominador, obteniendo una fraccion impropia como
resultado y para evitar que, en el trabajo posterior de adicion en la fase sim-

(1 L9
bollca, nos encontremos que expresan como solucion: E

Con situaciones parecidas, trabajaremos todas las posibilidades de la adicion de
fracciones con el mismo denominador, utilizando, para expresar los resultados,
tanto fracciones propias como impropias o niimeros mixtos.
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Como regla general, la suma de dos fracciones con el mismo denominador es otra
fraccion que tiene como numerador la suma de los numeradores de las fracciones
iniciales y como denominador el mismo que tenian estas fracciones.

También en 5.° de primaria se empezara con la sustraccion de fracciones. Como
las fracciones que se trabajan en primaria son siempre positivas, todas las sustrac-
ciones de fracciones que se plantean tendran el minuendo mayor o igual que el
sustraendo.

Consistird, en una primera fase, en buscar una situacion cotidiana que conecte la
vida real con el trabajo que queremos realizar. Por ejemplo, «Un nifio coge seis
porciones de una pastilla de chocolate dividida en 8 partes iguales. Si se come
cuatro de estas porciones, ;qué parte de pastilla le queda?». Lo que se busca es la

. . . 6
diferencia entre las fracciones — y — que son las que representan los datos de la
situacion. 8 8
En la situacion real no hay ninguin problema para comprobar que le quedan 2 por-
. , .2 .
ciones de las 8 que habia, es decir r Simplemente, lo que han hecho es restar las

porciones que coge y que se come y expresarlo respecto de la unidad.

En la representacion grafica, se debe tener cuidado de representar siempre la uni-
dad y, encima de ésta, las porciones cogidas (figura 32).

Figura 32. Representacion de 6
8

quitando, a continuacion, las partes comidas (figura 33).

Figura 33. Representacion de la sustraccion 6 menos 4
8 8

Esta claro que le quedan 2 de las 8 porciones de la unidad, es decir, la fraccion que

) 2
se ha obtenido como resultado es g

Tanto en la situacion real como en la representacion grafica se comprueba que el
numerador de la fraccion resultante es la diferencia entre los numeradores de las
fracciones iniciales y que el denominador es el mismo de éstas.

De manera simultanea al trabajo con representaciones materiales o graficas y la
correspondiente verbalizacion, debemos hacer la representacion simbolica de la sus-
traccion:
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Es necesario insistir con mas ejemplos, asociados a la resolucion de situaciones
problematicas, para identificar claramente lo que significa restar fracciones con el
mismo denominador y para evitar que, en el trabajo posterior de sustraccion en la

e 2
fase simbolica, nos encontramos como resultado: o

En general, tanto en fracciones propias como impropias, el procedimiento es simi-
lar a la adicion y, por tanto, la regla general es: la diferencia entre dos fracciones
con el mismo denominador es otra fraccion que tiene como numerador la diferen-
cia entre los numeradores anteriores y como denominador el mismo que tenian las
fracciones iniciales.

7. Sumar y restar numeros decimales

A partir de 5.° curso de primaria y de manera progresiva, se trabajara la adicion
y sustraccion de nimeros decimales. En un principio, estas operaciones no tienen
ninguna dificultad, por parecerse mucho a la adiciéon y sustraccion de nimeros
naturales. Utilizaremos situaciones reales que podrian estar relacionadas con acti-
vidades de medida y del sistema monetario y distinguir los siguientes casos:

1. Sumandos con la misma cantidad de cifras decimales. Sumar sin llevar en
estas cifras. Por ejemplo: «Para preparar una fiesta en clase hemos gastado
35,24 € en una tienda y 9,32 € en otra. ;Cudnto dinero hemos gastado en
total?».

Para responder a esta pregunta hay que hacer una adicién de nimeros deci-
males. Se debe tener cuidado con situar en columna los dos niimeros deci-
males, de manera que se hagan coincidir verticalmente las comas. Esta cues-
tion resulta sencilla si recuerdan la posicion donde se situaban los numeros
naturales para sumar. Una vez dispuestos de esta manera, se procede a sumar
empezando por la derecha y siguiendo los mismos pasos que utilizaban para
sumar los numeros naturales, es decir:

35,24
+9,32
44,56

sin olvidar situar la coma en el lugar correspondiente del resultado.

2. Sumandos con la misma cantidad de cifras decimales. Sumar llevando en
estas cifras de manera progresiva. Por ejemplo: «Para preparar una fiesta en
clase hemos gastado 35,24 € en una tienda y 9,92 € en otra. ;Cuanto dinero
hemos gastado en total?».
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En este caso pueden surgir dificultades para comprender la operacion:
35,24
+9,92
45,16

Entonces, habria que sacar abacos y representar con estos los sumandos y
comprobar que, al igual que ocurre con los nimeros naturales, cada vez que
se juntan 10 unidades de un orden se forma una unidad de orden inmediato
superior; es decir, las 11 décimas que obtenemos al sumar 9 y 2 décimas de
los sumandos generan 1 unidad natural de primer orden, que llevamos, y una
décima que dejamos en el lugar que le corresponde.

De manera analoga, trabajaremos adiciones llevando en otros ordenes de
unidades en las cifras decimales.

3. Sumandos con diferentes cantidades de cifras decimales. Por ejemplo:
«Necesitamos comprar cuerda para cubrir ambos lados del patio del colegio.
Siun lado mide 35,24 m y otro 9,9 m, ;cuanta cuerda debemos comprar?».

En este caso la adicion sera:
35,24
+9,9
45,14

y la automatizacion en la resolucion vendra cuando, aplicando lo que ya sa-
ben, tengan claro que se deben hacer coincidir en columna las comas de los
sumandos y que deben sumar por columnas empezando por la derecha. Si
hay alglin problema, pueden rellenar con ceros los huecos de las cifras deci-
males de los sumandos que tengan menos, segun han visto en la capacidad 4.

En todos los casos, es necesario insistir con mas ejemplos asociados a la reso-
lucion de situaciones problematicas para identificar claramente lo que significa
sumar numeros decimales y conseguir la automatizacion de esta operacion.

Respecto de la sustraccion, repetiremos los pasos anteriores. En primer lugar, res-
taremos numeros, con la misma cantidad de cifras decimales, sin llevar. En se-
gundo lugar, llevando de manera progresiva en las cifras decimales y, por altimo,
restaremos términos con diferentes cantidades de cifras decimales. En todos los
casos, la referencia debe ser la sustraccion de numeros naturales y, cuando restan
llevando, utilizaran el algoritmo estandar de esta operacion.

En 6.° de primaria, deberian resolver estas dos operaciones sin la necesidad de
rellenar con ceros los huecos en las expresiones decimales.

Habra que comprobar, con ejemplos, que la adicién de numeros decimales cumple

las propiedades conmutativa y asociativa.
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8. Comprobar que se obtiene el mismo resultado sumando o res-
tando cantidades expresadas en forma de fraccion decimal que
representadas como numero decimal

También en 5.° y 6.° de primaria debemos utilizar lo que han aprendido en relacion
a obtener la fraccion decimal correspondiente a un numero decimal a fin de com-
probar, y en su caso rectificar, las operaciones realizadas con numeros decimales.
Por ejemplo, si estamos calculando 53,37 + 22,51, pueden hacerlo sumando los
numeros decimales o convirtiéndolos en fracciones decimales y sumandolas:

53,37
+22.51 53,37+ 22,51 = 5337 2251 7588 _ 75,88
M 100 100 100

75,88

Si la relacion de equivalencia entre las fracciones atin no la han trabajado, hare-
mos la comprobacién siempre que las fracciones tengan el mismo denominador,
es decir, siempre que los nimeros decimales tengan la misma cantidad de cifras
decimales. Una vez se trabajan las capacidades 10 y 11, podremos retomar este
punto y hacer las comprobaciones para sumandos con cualquier cantidad de cifras
decimales.

Se procede andlogamente en el caso de la sustraccion.

9. Multiplicar y dividir nimeros decimales por naturales

A partir de 5.° curso de primaria, se empieza a multiplicar y dividir nimeros deci-
males por naturales.

Multiplicacion

Comenzaremos con esta operacion y, como en los casos anteriores, partiremos
de una situacion real, por ejemplo: «Si para hacer un juego debemos dar 1,25 m
de cinta a cada nifio y tenemos la clase organizada en grupos de 3 nifios y nifas,
[cuantos metros de cinta necesitamos comprar para cada grupo?».

Deben relacionar esta situacion con los conocimientos que tienen sobre la mul-
tiplicacion de naturales para llegar a plantear como solucion del problema la si-
guiente operacion:

1,25
x 3

A partir de esta y con lo que saben intentaran resolverla. Debe estar claro: se multi-
plica igual que si los dos factores fueran nimeros naturales y una vez multiplicamos
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por las décimas lo anotamos en el resultado, situando la coma en el lugar corres-
pondiente del producto.

1,25
x 3
3,75

Se comprueba con mas situaciones de este tipo y pasamos luego a la multiplica-
cion de un niimero decimal (en un primer momento solo de una cifra decimal)
por un numero natural de dos cifras, por ejemplo: «El alumnado de nuestra clase
estd agrupado en 13 parejas para organizar una fiesta en el colegio. Si cada pareja
puede llevar 2,5 1 de zumo de naranja, ;cuéntos litros tendremos en total?». Traba-
jaremos con el algoritmo de lapiz y papel explorando posibilidades:

2,5
x13

Inicialmente y por la semejanza que hay con los nimeros naturales, parece 16gico
que se multiplique por 3 y, por lo que sabemos de la multiplicacion anterior, ob-
tendremos el resultado de forma sencilla:

2,5
x 13
7,5

Para dar el siguiente paso hay que recordar que no multiplicamos por 1, en rea-
lidad lo estamos haciendo por 10. Es decir, no multiplicaremos 1 por 5 décimas,
sino 10 por 5 décimas y 10 por 2 unidades. Como ya saben que 10 décimas hacen
una unidad y que 10 unidades hacen una decena, obtendran 5 unidades y 2 décimas
como resultado parcial. Entonces, como después han de sumar, al igual que en la
multiplicacion de nimeros naturales, hay que poner este resultado en su sitio y, por
ello, lo desplazan hacia la izquierda para alinear los 6rdenes de unidades corres-
pondientes de los productos parciales:

2,5
x 13

7,5
25

32,5

Se resuelven mas situaciones de este tipo y se aumenta la dificultad de las opera-
ciones con mas cifras decimales en el multiplicando, por ejemplo, «Si cada una de
las 13 parejas aporta 3,76 € para comprar lo que hace falta para la fiesta, ;cuantos
euros tenemos en total?». En este caso, la multiplicacion sera:
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3,76
x 13
108
37,6
48,88

Es importante recordar la operacion anterior y el funcionamiento del sistema de
numeracion para los nimeros decimales, para tener claro que el resultado de mul-
tiplicar el 1 de las decenas por 6 centésimas dara 6 décimas como resultado y que
tendremos que escribirlas en el lugar adecuado. Andlogamente, pasara con el 7 de
las décimas y el 3 de las unidades.

Hay que notar que no desaparecen las comas de los productos parciales del algorit-
mo y es bueno que no desaparezcan hasta que no esté automatizada la operacion.
Podra estarlo cuando se den cuenta de que la cantidad de cifras decimales del pro-
ducto coincide con el nimero de cifras decimales del multiplicando. A partir de
este momento aplicaremos, como regla general, resolver la operacion sin escribir
las comas de los productos parciales y situando la coma en el producto final sepa-
rando tantas cifras decimales como hay en el multiplicando.

Aumentamos la dificultad de las multiplicaciones considerando nimeros decima-
les y naturales con mas cifras hasta que esté aprendida completamente esta opera-
cion y se utilice de manera automatica la regla general descrita antes.

Division

De acuerdo con el enunciado de esta capacidad, se trabajara la division solo cuan-
do el divisor sea un nimero natural. Por ejemplo, «Debemos repartir, en par-
tes iguales, una cuerda de 42,56 m entre 5 grupos de nifios, ;jcuantos metros le
corresponden a cada grupo?». La division que resuelve este problema sigue un
procedimiento similar a la que se hace con niimeros naturales, por ejemplo:

42,56 | 5

02 5 8

Cuando se llega a la coma del dividendo, es decir, cuando se baja la cifra de las dé-
cimas, indica que ya se ha terminado de dividir la parte entera. Debe quedar claro
que también ha finalizado la parte entera del cociente y, por ello, debemos poner
la coma en el lugar correspondiente y continuar la division:

42,56 | 5
025 8,51
06
1
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Hay que notar también que, cuando dividimos con decimales, no se detiene el
proceso hasta que llegamos a obtener de residuo cero, o hasta que la persona que
opere lo desee. Por lo tanto, no vamos a esperar a poner la coma al cociente al final
del algoritmo, porque no sabremos exactamente el lugar de colocacion ya que el
cociente puede tener mas cifras decimales que el dividendo:

42,56 | 5

025 8512
06
10
0

Aumentamos la dificultad de las divisiones considerando numeros decimales y
naturales con mas cifras hasta que esté aprendida completamente esta operacion y
se utilice de manera automatica la regla general de anotar la coma en el cociente
cuando se opera la cifra de las décimas del dividendo.

10. Reconocer la equivalencia de fracciones en situaciones
reales y analiticamente. Obtener la fraccion irreducible
de una familia de fracciones equivalentes

La idea de equivalencia es un concepto amplio, general y fundamental en los dife-
rentes campos cientificos y en la vida diaria. Muy a menudo, relacionamos situa-
ciones, sonidos, conceptos genéricos, por equivalencias. Cuando algo equivale a
otra cosa, tiene el mismo valor para alguna caracteristica, aunque no se manifieste
igual para las otras.

Se trabajara el concepto de equivalencia aplicada a las fracciones a partir de 4.°
de primaria. Debe trabajarse de manera manipulativa. Por ejemplo, a partir de una
situacion de aula en la que «se reparten cartulinas iguales con los fraccionamien-
tos que se muestran en la figura 34 para que los nifios y nifias recorten la parte
sombreada con motivo de hacer un mural. Se hacen las siguientes preguntas: ;Qué
parte de cartulina ha utilizado cada grupo? (Cual de los tres grupos ha utilizado
mas cartulina?».

Figura 34. Representacion de

>

NN
<

W=
SRS
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Para responder a la primera pregunta, los nifios expresan numéricamente las frac-
. 1 2 4 : o
ciones 36 y o y al comparar los trozos de cartulina que ha utilizado cada

grupo, se dan cuenta de que son iguales y, por tanto, los tres grupos han utilizado
la misma cantidad de cartulina.

Habra que reflexionar en torno al hecho de que hay tres expresiones fraccionarias
para indicar la misma cantidad y, como consecuencia de esta reflexion, expresaran:

Donde las igualdades no quieren decir que las fracciones sean iguales, sino que
representan la misma porcion de la unidad. Se continta trabajando el concepto
de equivalencia con esta u otras situaciones (en contextos discretos y continuos)
que generan conjuntos de fracciones que representan la misma cantidad. El si-
guiente paso sera introducir el nombre de la relacién que existe entre estas fraccio-
nes, denominandolas fracciones equivalentes.

Continuando con el trabajo, les podemos plantear las siguientes preguntas: «;Siempre
sera necesario disponer de un material con el que se puedan construir fracciones
equivalentes o comprobar si lo son fracciones dadas? ;Podemos encontrar ningin
tipo de relacion numérica entre los términos de las fracciones equivalentes?».
A partir de la comparacion entre los numeradores y los denominadores de las
diferentes fracciones de cada familia de fracciones equivalentes estudiadas en los
ejemplos anteriores, los ayudaremos a deducir que podemos encontrar una fraccion
equivalente a otra multiplicando los dos términos de esta por un mismo nimero (es
decir, multiplicando por una fraccion unidad), lo que se llama amplificar fracciones
o dividiéndolos y entonces se le llamara simplificar fracciones.

. 1 1 2 2 1
Por ejemplo: —=—x—=—y —

3 32 6 3 3 4 12

Una vez esté claro este procedimiento, se utilizan para encontrar fracciones equi-
valentes a una dada.

Cuando en el proceso de simplificacion de una fraccion obtengamos otra equiva-
lente a ésta que no se puede simplificar mas (porque sus términos son primos entre
si), la llamaremos fraccion irreductible de la familia de fracciones equivalentes a
la primera. Una manera rapida de encontrar esta fraccion se trabajara junto con la
divisibilidad de niimeros naturales, con el fin de que el alumnado descubra que
dividiendo los dos términos de la fraccion inicial por el médximo comun divisor de
estos se obtiene dicha fraccion irreductible. En el ejemplo que se est4 trabajando,

1
estaes —
3

Cuando lo que se quiere hacer es comprobar si dos fracciones son equivalentes,
podemos utilizar diferentes procedimientos:
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1. Buscar un numero tal que al multiplicar o dividir por ¢l los dos términos de
una fraccion dé como resultado respectivamente, los términos de la otra.

2. Convertir las fracciones en otras equivalentes a ellas con el mismo denomi-
nador y compararlas, comprobando si son o no iguales.

3. Hallar la fraccion irreducible de cada una de ellas. Cuando estas irreducibles
coincidan, las fracciones de las que provienen seran equivalentes. En caso
de llegar a fracciones irreductibles que no sean iguales, las fracciones inicia-
les no serdn equivalentes.

Podemos relacionar el concepto y el célculo intuitivo de fracciones equivalentes
trabajados hasta ahora con la definicion formal de la relacion de equivalencia (véa-
se 3.1) que nos permite construir el conjunto de los nimeros racionales. De acuer-

., . a C . ..
do con esta relacion, dos fracciones 5 y 1 son equivalentes sii a *d=b -c. Se

puede comprobar con los alumnos de 6.° de primaria este hecho, como comple-
mento de lo trabajado referente a las fracciones equivalentes.

La importancia de esta capacidad radica en la necesidad de encontrar fracciones
con el mismo denominador equivalentes a otras dadas, para ordenar y sumar o
restar las fracciones originales. Sin embargo, usaremos la simplificacion de frac-
ciones para expresar los resultados de situaciones problematicas de la manera mas
sencilla posible.

Nota: Cuando al dividir el numerador entre el denominador de una fraccion se
obtenga una expresion decimal exacta o una expresion periddica con pocas cifras
en el anteperiodo y en el periodo, se pueden usar estos resultados para saber si
dos 0 mas fracciones son o no equivalentes. Asi, cuando las expresiones decima-
les coincidan, las fracciones seran equivalentes.

11. Sumar y restar fracciones con distinto denominador.
Multiplicar y dividir fracciones

Estas operaciones se trabajan en 6.° de primaria, cuando ya se tiene un dominio de
lo que significa el concepto de fraccion, de la equivalencia de fracciones y de la
adicion y sustraccion de fracciones con el mismo denominador.

Adicion

Partiendo de una situacion real, por ejemplo: «El alumnado de un aula est4 organi-
zado en 2 grupos que disponen de cartulinas iguales para hacer un mural. Uno de
los grupos parte la cartulina en tres partes iguales y utiliza una de estas, otro grupo
necesita partirla en cuatro partes iguales, de las cuales utilizara tres. Necesitan
saber qué parte de cartulina les ha sobrado conjuntamente a los dos grupos para
poder utilizarla en otra parte de muraly.
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La representacion grafica de esta situacion se encuentra en la figura 35.

Figura 35. Representacion de 2 y 1
3

4

Los nifios y nifias expresan numéricamente las fracciones que representan lo que
2 1 . . . .,
les ha sobrado en cada grupo: 3 y 7 e identifican la adicion como la operacion

. 2 1
que resuelve su duda. Por tanto, hay que sumar estas dos fracciones: 3 + s

Se encuentran con el problema de que el denominador de las fracciones sumandos
no coinciden y, por tanto, no saben como hacer la operacion.

Les sugerimos que, antes de resolver la operacion numeérica, utilicen los trozos de
cartulina. Los unen y los comparan con una cartulina entera (cartulina unidad).
Pero se encuentran con el problema de no saber expresar numéricamente lo que
tienen delante, porque no saben en cuantas partes deberian dividir esta unidad para
poder hacerlo.

Después de comentar entre ellos la situacion en la que se encuentran, piensan que
es conveniente disponer de una unidad fraccionada. Marcan las divisiones sobre
una cartulina para fraccionarla en tercios, o en cuartos (al ser los denominadores
de las fracciones a sumar). Los trozos de cartulina que les habian sobrado los
superponen unidos sobre las cartulinas marcadas, sin poder expresar el resultado,
en cualquiera de los dos casos, por no coincidir con ninguna division marcada
(figura 36).
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Figura 36. Representacion de 2 y 1 sobre dos cartulinas, una dividida en tercios
3 4
y la otra en cuartos

Contintan pensando en diferentes maneras de fraccionar la cartulina unidad, por
ejemplo sextas partes, octavas partes, ..., hasta que llegan a la divisioén en 12 partes
iguales, que es la que les permite expresar numéricamente el resultado por haber
encontrado una marca en la unidad que coincide con uno de los extremos de los
dos trozos unidos (figura 37).

Figura 37. Representacion de 2 y 1 sobre una cartulina dividida en doceavas partes
3 4

. 11
La marca es la que hace 11, es decir el resultado es e Por tanto el resultado ya

lo saben E+l=E
3 4 12

Les podemos preguntar si el procedimiento para sumar fracciones con diferente
denominador siempre debe hacerse manipulativamente o podemos buscar un algo-
ritmo que nos proporcione la solucion numérica.

En la busqueda de este algoritmo y a partir de la superposicion de los trozos sobre

. o . .. 2 1

la cartulina dividida en 12 partes, observan que las fracciones originales 3 y 1
8 3 . . .

pueden expresarse como o y 2 y descubren la relacion de equivalencia que

existe entre ellas, porque expresan, respectivamente, la misma porcion de cartulina.

@ |. Pérez [ M. Alcalde [ G. Lorenzo - ISBN: 978-84-697-1443-0 Los nimeros enteros y racionales, las magnitudes y la medida en el aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientiad7

indice



Entonces hay que descubrir la relacion numeérica entre las fracciones originales y

. 2 4 8 1 3 3
equivalentes, y encuentran que: 3 X—=—Yy —X—=—

1 127 473 12

Como han conseguido fracciones con el mismo denominador y estas si que saben su-

L , 21 8 3 1
marlas, llegan numéricamente al resultado que ya conocian: 3 +—=—+—=—

4 12 12 12
Es necesario insistir con mas ejemplos asociados a la resolucion de situaciones
problemadticas para identificar claramente lo que significa sumar fracciones con
diferente denominador y, por tanto, llegar a la conclusion de que e/ algoritmo
que les permite sumar las fracciones originales consiste en convertirlas en otras
equivalentes a éstas con el mismo denominador para poder aplicar la adicion de
fracciones que ya conocen.

Unicamente quedard como encontrar estas fracciones equivalentes para que no sea
una dificultad en cada ocasion.

En un primer momento, y trabajando con denominadores pequefos, el proce-
dimiento para encontrar las fracciones equivalentes se resuelve multiplicando
los dos términos de cada fraccion por el denominador de la otra. Por ejemplo
3+1 _3x6+1x4 18 4 22

4 6 4x6 6x4 24 24 24

Cuando hay mas de dos fracciones o los denominadores son muy grandes —y como
entre 5.°y 6.° curso de primaria es cuando se trabaja la divisibilidad de los nime-
ros naturales— habra que descubrir que el minimo comun multiplo (mcm) de los
denominadores sera el denominador de las nuevas fracciones equivalentes, por
ser el menor valor que a la vez es multiplo de todos los denominadores. Podemos
coger el ejemplo anterior y utilizar el mem (4, 6) = 12 como denominador comun:

31 9 2 1 - .
—+—=—+—=—, y observar que los términos de las fracciones son menores

4 6 12 12 12
que los del procedimiento anterior. Como caso particular de este método, cuando
uno de los denominadores es multiplo del otro u otros, sera éste el que se usara

como denominador comun. Por ejemplo, en el caso de % y é serd 6 el denomi-

—

, . , 2 4
nador comun a las dos fracciones, asi — + —=— +
3 6 6

Habréa que comprobar con ejemplos numéricos que la adicion de fracciones cum-
ple las propiedades conmutativa y asociativa.

S\ | =
Il
|

Sustraccion

Respecto de la sustraccion de fracciones con diferente denominador, se parte del
trabajo previo de la adicion y, por tanto, todo lo que se ha hecho en relacion a los
denominadores, se hereda de manera natural. Entonces, una vez tendremos las
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fracciones equivalentes con el mismo denominador, se procedera de acuerdo con
la capacidad 6.

Multiplicacion

Comenzaremos multiplicando una fraccidon por un niimero natural. Partiendo de

una situacion real, por ejemplo: «En clase se dispone de varias cuerdas de igual
. : 3

longitud para atar unos paquetes. Necesitamos = de una cuerda para cada paque-

te. Si hemos de atar 4 paquetes, ;cuanta cuerda utilizaremos?».

Se volvera a la base de lo que supone una multiplicacion por nimeros naturales,

adicion de sumandos iguales. Hay que retomar esta idea desde el principio, con el
fin de utilizar el mismo mecanismo con las fracciones.

En este caso, la operacion que deben realizar es %x 4 vy, a partir de la idea de mul-

tiplicacion como una adicion repetida, hacen la siguiente operacion:

3 3.3 3

3
5 5 5 5 5

Como saben sumar fracciones con igual denominador, llegamos al resultado:

_3+3+3+3_3x4_12

5 5 5
Y enlazando el primero y los ultimos términos de la cadena de igualdades se ob-
tiene:
3 3x4 12
—X4=——=—
5 5 5

. . . 12
Es decir, para ligar los 4 paquetes, se necesitan ) de cuerda.

La regla parece que puede estar clara rapidamente (si fuera necesario se compro-
baria con mas ejemplos), para multiplicar una fraccion por un numero natural,
hay que multiplicar el numerador de la fraccion por este numero y dejar el mismo
denominador.

Cuando se trate de multiplicar dos fracciones, partiremos también de una situacion
real, por ejemplo: «Para hacer una merienda, hemos comprado en una pasteleria
% de un bizcocho dividido en cuartos. Como las raciones son demasiado grandes
dividimos el que hemos comprado en quintas partes. Al terminar la merienda, ob-
servamos que solo han comido % partes del bizcocho que teniamos. ;Qué parte

del bizcocho entero hemos gastado en la merienda?».
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Para ayudar al alumnado a entender el procedimiento de la multiplicacion de frac-
ciones se utilizara la interpretacion geométrica, a partir del rea de un rectangulo
cuyos lados tienen como longitud las dos fracciones que debemos multiplicar.

Como no conocen la operacion que resuelve esta situacion, nos ayudaremos de
la representacion grafica de los datos para llegar a encontrarla. Asi, al principio
dibujaremos el bizcocho entero dividido en cuatro partes iguales, sombreando los

3 o . N 2
— que hemos comprado, las dividiremos en quintas partes y sefialaremos los 5

de % que nos hemos comido (figura 38).

Figura 38. Representacion de las sucesivas divisiones del bizcocho hasta llegar a 2 de 3
5 4
Para contestar a la pregunta planteada en la situacion problematica habra que ex-
presar numéricamente las partes del bizcocho que se han comido en la merienda
como partes del bizcocho entero. Para conseguirlo dividiremos en quintas partes
la unidad que previamente habian dividida en cuartos y sefialaremos en oscuro las
partes que han comido (figura 39).

Figura 39. Representacion como fraccion de la unidad, del bizcocho que se ha comido

Como se observa en el dibujo, el bizcocho comido en la merienda representa los
6 . , . :
2 del bizcocho entero. Este valor es el area del rectdngulo que tiene como lon-

: .. 2 3
gitudes de los lados % y %, que, como saben, se calcula multiplicandolas: gxz

Entonces ya se pueden igualar las dos expresiones: %x 3 = 6

4 20

El paso siguiente es darse cuenta de qué ha pasado numéricamente, que es donde
se queria llegar. Observando la igualdad anterior el alumnado descubre que la mul-
tiplicacion de fracciones, en este caso, se puede resolver de la siguiente manera:

3 6 2x3
4 20 5x4
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Es necesario insistir con mas ejemplos asociados a la resolucion de situaciones
problematicas para identificar claramente lo que significa multiplicar fracciones y,
por tanto, llegar a la conclusion de que el producto de fracciones es otra fraccion
cuyo numerador y denominador se calculan multiplicando, respectivamente, los
numeradores y denominadores de las fracciones iniciales.

El trabajo se completard estudiando la relacion de la multiplicacion de fracciones
con expresiones que aparezca una fraccion «de» cualquier otro nimero, interpre-
tandola como una multiplicacion de la fraccion por el nimero correspondiente. En
este caso la fraccion estd actuando como operador sobre el nimero, como se puede
ver en los siguientes ejemplos:

. 2 . . .
* «Hemos recorrido los — de un camino que tiene 60 km. ;Cuantos km hemos
. 2 , . ,
recorrido?» En este caso, 5 de 60 se debera calcular averiguando cuanto es

una quinta parte de 60, para posteriormente coger dos de estas. Mas adelante
se daran cuenta de que estos calculos son los que corresponden a la opera-

cion E x 60
5

. 2 )

* «Un pueblo ha producido las - partes de todo el vino de la comarca que
son 3000 1. A lo largo del afio se venden, en este pueblo, las E partes de su
produccion. ;Cudntos litros de vino se han vendido en el pue?)lo?». En este
caso, aplicando lo que se ha trabajado en el ejemplo anterior, calcularan

2 . L2 .
— de 3000, realizando la operacion - x 3000. Posteriormente para calcu-

lar E de % x 3000 aplicaran de nuevo el mismo procedimiento, obteniendo
5

é><E><3000
5 7

Un caso particular de situaciones con expresiones en que aparezca una fraccion
«de» cualquier otro numero, seran aquellas en las que se ha de calcular el porcen-
taje de una cantidad (simbolizado por % y representado por una fraccion que tiene
el porcentaje en el numerador y un 100 en el denominador).

Por ejemplo: «En una prenda que vale 50 €, nos hacen un descuento del 15 %.

, 15
(Cuanto nos descuentan». En este caso «el 15% de 50» se traduce por «E de

50» y, por tanto, a partir de los casos anteriormente estudiados, el calculo sera

1
—5><50.
100

Otro caso particular sera relacionar las partes que se hacen de un total con el por-

centaje que suponen esas partes del total. Por ejemplo: «Se han vendido los E de
5
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las entradas de un campo de futbol. ;Qué porcentaje de entradas se ha vendido?»
En este caso se trata de encontrar una fraccion equivalente a E que tenga como
5

denominador 100, es decir % y expresarla como porcentaje: 60 %.

Hay que notar que el nimero decimal correspondiente a E es 0,6 y que también
5

se puede calcular el porcentaje multiplicandolo por 100: 0,6 x 100=60, entonces
el porcentaje es 60 %.

Comprobaremos con ejemplos que la multiplicacion de fracciones cumple las pro-
piedades conmutativa, asociativa y distributiva, respecto de la adicion.

Division

Antes de comenzar con el trabajo de la division, el alumnado debe saber qué son
. . . ., : 5

las fracciones inversas. A partir de una fraccion dada, por ejemplo —, que enten-
7

demos como 5 partes de una unidad dividida en 7 partes, la inversa de esta serd la

fraccion con los términos cambiados de posicion, es decir: rk en la que se repre-

senta que hemos tomado 7 partes de una unidad dividida en 5.

A partir de la observacion de algunos ejemplos de fracciones inversas, deben ser
conscientes de que la inversa de una fraccidon propia es impropia y viceversa y
también que al multiplicar una fraccidon por su inversa, se obtiene como resultado

una fraccion unidad. En este caso: é X z = ﬁ = g =1

5 7x5 35
Aunque las situaciones donde pueden aparecer las divisiones de fracciones, no son
muy habituales, hay que hacer el esfuerzo para encontrar y presentar esta opera-
cion a partir de una de ellas, para justificarla. Por ejemplo: «En un juego que que-

. . .3
remos organizar en el patio, que mide 0 de km de largo, hay que colocar un cono
2 . .
cada Ede km. ;Cuantos conos debemos poner si ya hemos colocado el primero

al principio del patio?». Por los conocimientos que tienen de las operaciones con
numeros naturales en situaciones parecidas a ésta, llegarian a decidir que deben

calcular la division

10 45
Hay que recuperar, en este momento, todo lo que han aprendido de la division de
nimeros naturales. Y deben recordar que resolver la division es encontrar el factor
que le falta a una multiplicacion de la que se conoce el otro factor y el resultado.
La cuestion es buscar ese factor, es decir, el cociente. Numéricamente la situacion
es esta:

3 2 3 2
P <#> Z="x
10 45 1 10 25 1
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Ellos y ellas no saben resolver una ecuacion, no saben aislar la incognita que en
este momento seria el cociente, pero podemos guiar el razonamiento para que
piensen qué pueden hacer, para lograr que quede solo el cociente a un lado de la
igualdad, teniendo en cuenta que todo lo que se le haga al término de la derecha
se le deberd hacer al de la izquierda, para garantizar que se mantenga la igualdad.
El alumnado sabe que si se multiplican dos fracciones inversas, se obtiene como
resultado 1. Entonces, para aislar el cociente, se les pregunta cual seria la fraccion

- 2 ; . .
que multiplicada por ry daria 1, encontrando como respuesta que la fraccion seria
45
2

La situacion entonces es:

Por tanto, se ha transformado la divisioén de fracciones que no se sabia calcular en
una multiplicacion que si se sabe calcular:

3.2 _
10 45 4
3 2 3 45 3x45 135
o> S S oo P g
1045 10 2 10x2 20
3.5
10 2 qJ

Podemos finalmente concluir que se pondran 6 conos (quedando un trozo de patio).

Se insistira con mas ejemplos asociados a la division de fracciones, para llegar a la
conclusion de que el resultado de dividir dos fracciones se obtiene multiplicando
la primera fraccion por la inversa de la segunda.

A la hora de operar y para evitar que tengan que escribir de nuevo las fracciones
invirtiendo la segunda, se puede introducir la multiplicacién en cruz de los tér-
minos de las fracciones como la manera mas usual de resolver la division. Asi

3 2 3x45

10 45 10x2
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12. Multiplicar y dividir nimeros decimales

En el ultimo curso de primaria completaremos el calculo con nimeros decimales,
trabajando la multiplicacion y la division de estos numeros entre si.

Multiplicacion

uscamos una situacion donde sea sario multiplicar dos niumeros deci
Busc s una situacion donde sea necesario multiplicar dos nimeros decimales,
por ejemplo: «Para forrar un mueble del aula, queremos averiguar cudnta super-
ficie de tela hay en una pieza de 3,7 m de largo, por 0,75 m de anchuray». Por lo
que ya han estudiado en 5.° y 6.° curso de primaria relacionado con la medida y la
geometria, saben que la operacion que hay que hacer es:

3,7
x 0,75

pero todavia no conocen el procedimiento para calcularla. Saben multiplicar un
decimal por un numero natural, pero no dos nimeros decimales, entonces hay que
recurrir a lo que han aprendido en la capacidad 3, que consiste en pasar las expre-
siones decimales a las correspondientes fracciones decimales y operar con estas:

37
37 = 10 37 75  37x75 2775
3,7%x0,75=—x — = = = 2,775
75 10~ 100 10x100 1000
0,75 = —
100

Hemos obtenido un niimero con tres cifras decimales, 2’775, como respuesta a
cuanta superficie de tela disponemos para forrar el mueble. La justificacion del
numero de cifras decimales del resultado, que es la suma de las cantidades de
estas cifras que tienen los factores, viene dada por el denominador de la fraccion
resultado, 1000 en este caso. Siguiendo la cadena de igualdades hacia la izquier-
da, se ve que este 1000 es el resultado de la multiplicacion de 10 x 100, que son
respectivamente los denominadores asociados a una y dos cifras decimales de
los factores.

Si queremos resolver la multiplicacion sin recurrir a la transformacion de los fac-
tores en fracciones, pediremos a los alumnos que en este tipo de ejercicios obser-
ven cdmo se obtiene el numerador de la fraccion resultado, en este caso multipli-
cando 37 y 75, que son los nimeros naturales correspondiente a las expresiones
decimales que debemos multiplicar.

Entonces de acuerdo con lo que acabamos de ver en los dos parrafos anteriores,
haremos la operacion de la siguiente manera:
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3,7
x 0,75
185
259

2,775

Se insistira con mas ejemplos asociados a la multiplicacién de nimeros decimales
para llegar a la conclusion que: «la multiplicacion de dos numeros decimales se
resuelve multiplicandolos sin tener en cuenta las comas y colocando la coma en
el resultado obtenido separando tantas cifras decimales como tienen entre los dos
factores juntosy.

Nuevamente, hay que comprobar con ejemplos que la multiplicacion de nimeros
decimales cumple las propiedades conmutativa, asociativa y distributiva respecto
de la adicion.

Division

Para dividir niimeros decimales, se recurre al mismo procedimiento que en el ini-
cio de la multiplicacion. Hay que observar qué pasa con las fracciones y, entonces,
sacar la conclusion para los nimeros decimales, analizando diferentes casos, se-
gun la cantidad de cifras decimales que tengan los términos de la division.

La situacion inicial puede ser similar a la utilizada para dividir fracciones. Por
ejemplo: «El alumnado de 6.° de primaria tiene que preparar para Carnaval unos
disfraces de brujas que necesitan cada uno 2,5 m de tela negra para su confec-
cion. La madre de una nifia ha llevado al aula una pieza de tela comprada en un
mercado ambulante, que mide 12,7 m. ;Cuantos disfraces se podran elaborar con
ella?». Después de comentar con el alumnado los diferentes procedimientos que
propongan para obtener la solucion, deberan tener claro que es necesario hacer la
division:

12,7 | 2,5

Como no saben hacerla, expresaremos los numeros con fracciones y tendremos:

127127

10 12’7:2’5=12_7:§=127><1o=127o=127=5’08
s 2 10 "10 10x25 250 25
10
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Se observa que se ha pasado de una divisién de nlimeros decimales a una de nime-

ros naturales, 12,7 | 2,5 =127 25 , multiplicando los nlimeros iniciales

por la unidad seguida de tantos ceros como han sido necesarios para transformarlos.

Con situaciones problematicas analogas, se trabajaria el caso en el que el dividen-
do tenga menos cifras decimales que el divisor, por ejemplo:

3257 | 2,83

Para resolver esta division pasamos a fracciones:

3.257
325,7= 3.257 283 3.257x100 325.700 32.570
325,7:2,83="—"_ == = =TT ~115,08833...
283 10 100 10x 283 2.830 283
283= 100

Entonces, la transformacion de la division, en este caso, es:

3257 | 2,83 => 32570 | 283 donde también se ha obtenido una division de

nameros naturales.

Cuando el dividendo tenga mas cifras decimales que el divisor, podemos encon-
trar, por ejemplo, la siguiente division:

32575 | 2.8

Nuevamente, pasamos a fracciones:

2.
325,75 - 2228 32575 28 32.575x10 325.750 32.575
325,75: 2,8 = o> . 22 _ 2% = 2e T 2220 116,3392...
g 28 100 10  100x28  2.800 280
g 28
10

Al igual que en los casos anteriores, la division de numeros decimales se trans-

formaria en una de nimeros naturales: 325,75 | 2,8 => 32575 | 280 . Hay

que notar que la presencia de un cero en las unidades del divisor, puede alargar
los calculos. Si se quiere evitar esto, se puede multiplicar solo por 10 y no por

100 los dos niimeros decimales, y asi quedaria la division 32575 | 28 donde

se han eliminado las cifras decimales del divisor, pero no todas las del dividendo,
obteniendo una division que saben calcular.
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Se insistird con mas ejemplos asociados a la division de nimeros decimales en
todos los casos de esta para llegar a la conclusion de que, como norma general,
«la division de dos nimeros decimales se resuelve multiplicdndolos por el mismo
nimero, que sera la unidad seguida de tantos ceros como sea necesario, a fin de
convertir ambos en nimeros naturales y efectuando la division de estos».

13. Introducir la proporcionalidad directa. Regla de tres simple

Como se comento en el punto 2 del presente tema, se pueden encontrar fracciones
en diferentes situaciones cotidianas. Nos interesan ahora aquellas donde las frac-
ciones se interpretan como una razon entre dos cantidades y, en particular, las que
se refieren al trabajo con proporcionalidades. Las relacionadas con la probabilidad
no son objeto de esta publicacion.

El alumnado de 6.° curso de primaria podra entrar en contacto con esta interpreta-
cion de las fracciones cuando se encuentran en una situacion en la que las canti-
dades crecen o decrecen manteniendo una relacion constante entre ellas, llamada
razon de proporcionalidad. Por ejemplo, si entre los ingredientes de una receta de
cocina sabemos que hacen falta 50 g de miel para hacer un pastel para 4 personas,
se quiere saber cudnta se necesita para 8 o 16 personas. Se comenta con los alum-
nos como averiguarlo y para visualizar las relaciones numéricas habria que llegar
a usar una tabla como la siguiente:

Numero de personas | 4 | 8 | 16
Cantidad de miel |50 | ? | ?

Al observar que el numero de personas de cada columna duplica el de la columna
anterior, pensaran que el calculo necesario para obtener las cantidades de miel de
las casillas vacias es también duplicar el anterior para conseguir asi que se manten-
ga la dulzura del pastel. Una vez hechos los calculos, la tabla quedara:

Numero de personas | 4 | 8 | 16
Cantidad de miel | 50 | 100 | 200

En la que se puede comprobar que las relaciones entre el par de nimeros de cada

: 4 8 16 .
columna se representan por las fracciones —, —, ——, que son equivalentes

507100 200
entre si y que tienen como fraccion irreductible % . A esta expresion se la llama

constante de proporcionalidad entre las cantidades anteriores y podemos decir que
el nimero de personas y la cantidad de miel se encuentran en relacion de propor-
cionalidad directa o, lo que es lo mismo, son directamente proporcionales.

Si se diera el caso de que fueran 12 las personas por las que tenemos que hacer
el pastel, al pedirles que averigiien la cantidad de miel necesaria con ayuda de la
tabla, podrian insertar una nueva columna entre el 8 y el 16:
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Numero de personas | 4 | 8 [12]| 16
Cantidad de miel |50 | 100 | ? | 200

Parece logico pensar que si el 12 se obtiene sumando los valores anteriores 4 + §,
para obtener la cantidad de miel debera seguirse el mismo procedimiento: 50 + 100.
Es decir:

Numero de personas | 4 | 8 | 12 | 16
Cantidad de miel | 50 | 100 | 150 | 200

Para saber si el resultado obtenido es correcto, expresaran la razon entre el nume-
. . .12
ro de personas (12) y la cantidad de miel (150), es decir e y comprobaran que

., . 2 . .
es una fraccion equivalente a —, que es la constante de proporcionalidad de esta
situacion problematica. 5

Si en esta misma situacion tuvimos que hacer el pastel para 5 personas, el alumna-
do deberia averiguar cuanta miel haria falta en este caso. Ahora no pueden sacar
la cantidad de manera tan intuitiva como en los casos de la tabla. Después de re-
flexionar la manera de obtenerla les ayudaremos a descubrir la necesidad de cono-
cer la cantidad de miel por persona y multiplicarla después por las 5 personas, en
este caso. Asi, los célculos deberian ser 50 : 4 = 12,5 gramos de miel por persona
y 12,5 x 5 =62,5 gramos de miel para las 5 personas.

Estas y otras situaciones similares se pueden resolver utilizando lo que habitual-
mente se llama «Regla de tres simple», que no es mas que otra manera de presentar
el uso de la proporcionalidad. Asi, por ejemplo, en la situacion anterior si se quiere
averiguar cuanta miel hace falta para hacer el pastel para 12 personas, ayudaremos
a los alumnos a hacer el siguiente razonamiento: si por 4 personas necesitan 50 g
de miel, por 12 personas haré falta una cantidad desconocida que hay que encon-
trar y que llamaremos «x». Como ya se ha mencionado, la relacion entre 4 y 50 se
mantendra entre 12 y x, para que el pastel mantenga la dulzura. Esta proporciona-
lidad se puede representar con el formato:

4 personas » 50 gramos de miel
12 personas » x gramos de miel

Para calcular x el alumnado necesita los conceptos de proporcionalidad y de equi-
. . . 4 12
valencia de fracciones. Por el primero saben que: 50 =— y para el segundo:

X
4.x =12-50. En este momento podemos preguntar como obtener el valor de x y
si no se les ocurre, les sugeriremos la utilizacion de la idea de division exacta para
identificar 12 - 50 como un dividendo, 4 como un divisor y X como un cociente.

12- ) .
Entonces x = % Resolviendo esta operacion, obtendran que x =150 gramos,

que es la cantidad de miel que se necesita para hacer el pastel para 12 personas.
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Como estos dos procedimientos son equivalentes para encontrar la solucion en
situaciones de este tipo, podran utilizar cualquiera de los dos indistintamente.

14. Obtener la fraccion generatriz que corresponde a cualquier
expresion decimal y viceversa

La correspondencia entre fracciones decimales y nimeros decimales se ha trabaja-
do anteriormente en el desarrollo de la capacidad 3. Para completar las relaciones
que existen entre fracciones y expresiones decimales en general, nos quedaria tra-
bajar en el ltimo curso de la etapa la relacion entre expresiones decimales perio-
dicas y fracciones no decimales. Habra que encontrar la fraccion generatriz de una
expresion decimal perioddica y viceversa.

Obtendremos, pues, las fracciones generatrices de expresiones decimales perio-
dicas puras o mixtas, que no son mas que las fracciones irreducibles que generan
dichas expresiones decimales. Estos calculos son necesarios para eliminar la gran
dificultad de operatividad que rodea las expresiones decimales periodicas, pero
algunas veces el proceso de encontrar estas fracciones les ha parecido a los alum-
nos una serie de pasos oscuros, sin mucha utilidad, que sirve solo para eso, para
obtenerlas y no para utilizarlas con posterioridad.

Hay que insistir en que las expresiones decimales periddicas pueden aparecer a
veces en situaciones de la vida cotidiana (adaptaciones de las cantidades de ingre-
dientes de recetas de cocina para diferentes nimeros de comensales, variaciones
en la bolsa, valores estadisticos de variables continuas en sucesos aleatorios...).
Como no podemos expresar las infinitas cifras decimales de estas cantidades, para
operar con ellas las convertimos en expresiones decimales exactas bien por trun-
camiento o por redondeo. Esto provoca siempre una pérdida de informacion y para
evitarlo necesitamos saber cudles son las fracciones que generan las expresiones
decimales periodicas. Asi, al operar con las fracciones, estaremos realizando los
calculos con las cantidades exactas. En cualquier caso, en el ultimo curso de pri-
maria, los nifios ya deberian tener el suficiente grado de abstraccion como para
entender estas cuestiones y la justificacion de las mismas, por lo que conviene dar
herramientas para calcularlas con lo que saben, pero de una manera sencilla.

. . .y ey oqe [ .
Partiremos, en primer lugar, de una expresion periddica pura, 1,53 por ejemplo, y
queremos saber la fraccion generatriz de ésta, que llamaremos x hasta que la en-

. ~ . s
contremos. Es decir x =1,53. La mayor dificultad para encontrar la fraccion que
se busca estd en el periodo de la expresion.

Debemos intentar encontrar un procedimiento que nos garantice la eliminacion
del periodo. Para ello, buscaremos otra expresion y una operacion, cuyo resultado
no sea ya periddico. Observaremos, con ejemplos numéricos, que si una expresion
periddica se opera con otro niimero con la adicion, multiplicacion o division, no
desaparece el periodo. La inica operacion que lo hace desaparecer es una sustrac-
cion en la que el otro término tiene el mismo periodo que éste.
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Para conseguir una sustraccion de este tipo, convertiremos nuestra igualdad en
otra que conserve el periodo y que actuard como minuendo. La manera de obte-
nerla sera multiplicar la igualdad por la unidad seguida de tantos ceros como cifras

tenga el periodo. Es decir, 100 -x = 153,33. El sustraendo serd la igualdad inicial
y la sustraccion sera:

~~
100 - x = 153,53

~~
- x= 1,53
99 -x =152

Como la x es un factor se puede expresar también como el resultado de una divi-
152

99

De esta manera ya hemos encontrado la fraccion generatriz que buscabamos:

sion: x =

Puede que esta obtencion de la fraccidon generatriz no resulte intuitiva para los
nifios y nifias. En este caso podemos proponerles una actividad con la calculadora
que consiste en obtener las fracciones que han generado las siguientes expresiones
decimales, sin dar ninguna informacion mas:

0,111111111111111...
0,222222222222222...
0,333333333333333...

eoe

0,888888888888888...

Es decir, tienen que hacer pruebas de divisiones para conseguir que los resultados
sean estos con infinitas cifras decimales periodicas. Al final de la sesion, seguro

que la mayoria habra conseguido encontrar las fracciones que las han producido,

123 8 . : : , o
9°9°9 " 9" o bien, fracciones equivalentes a éstas que tendremos que simplifi-
car, para obtenerlas.

Se repite el experimento, pero ahora con varias cifras al periodo:

0,454545454...
0,678678678...

Y los resultados, encontrados de manera similar a los casos anteriores, seran:
45 678
99’999 "

Es muy importante haber conseguido esto (serd una fraccion con tantos nueves en
el denominador como cifras estén en el numerador, es decir, como cifras tenga el
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periodo), porque el trabajo dificil ya estd hecho, saben pasar a fraccion cualquier
expresion decimal perioddica pura, pero con parte entera nula. Si la pregunta ahora
es encontrar la fraccion generatriz de 1,53535353... del ejemplo inicial, o de cual-
quier otra expresion decimal periddica pura pero con parte entera no nula, solo
tendrdn que separar las dos partes de la expresion y aplicar lo que ya saben:

1+0,5353535353... =1 + 2_3 _152

9 99

Una vez se ha trabajado suficientemente, se puede sintetizar con una regla que,
mas bien, oscurece el procedimiento y hace olvidar, en muchas ocasiones, la 16-
gica de lo que esta haciendo y, por tanto, condenada al olvido o a la confusion: /a
fraccion generatriz de una expresion decimal periodica pura, tiene como numera-
dor el resultado de restar el numero natural formado por la parte entera seguido
del periodo, menos el numero natural formado solo por la parte entera, y como
denominador un numero formado por tantos nueves como cifras tenga el periodo.
Que no es mas que un atajo para obtener el resultado anterior, sin saber qué se esta
haciendo.

Si el nimero es periddico mixto, por ejemplo1,325, se continuara llamando x

a la fraccion que se busca: x =1,325 y el procedimiento ahora constara de dos
pasos, el primero convertird la expresion periddica mixta en una periddica pura
multiplicando la igualdad por la unidad seguida de tantos ceros como cifras tenga

el anteperiodo 100-x =132,5 y el segundo paso sera aplicar a esta nueva igual-
dad el procedimiento visto antes para las expresiones periodicas puras, es decir

1.000 -x = 1.325'5 . Los términos de la sustracciéon seran ahora estas dos tltimas
igualdades:

1.000 -x =1325,5
-100 -x = 132,5 1193
=>X=—
900 -x = 1193 900

La fraccion generatriz que buscabamos es: 1,325 = 193

En un intento de encontrar una manera mas intuitiva de hacer estos calculos, po-
demos introducir una reflexion sobre otro procedimiento para obtener la fraccion
generatriz de una expresion decimal periddica mixta.

Por un lado, ya saben obtener la fraccion generatriz de una expresién decimal
periodica pura y, por otro, una expresion periddica mixta se diferencia de la pura
en que hay un numero finito de cifras decimales que no se repiten y que siempre
estan entre la coma y el periodo, es decir, el anteperiodo. Pues bien, lo que pode-
mos hacer es descomponer la expresion decimal periddica mixta como suma de
una expresion decimal exacta y de una periodica mixta mas sencilla y hacer los
calculos con estas.
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Si partimos del ejemplo anterior: 1,325 =1,32 +0,005. Del primer sumando, no

. . . 132
hay que preocuparse, ya se sabe convertir fraccion decimal: 1,32 = —

Para encontrar la expresion generatriz del segundo sumando, hay que multiplicarlo
por la unidad seguida de tantos ceros como ceros tenga la anteperiodo, en este caso

100, por tanto: 100x 0,005 = 0,5. Ahora ya saben obtener la fraccion generatriz:
0,5 = E Finalmente hay que deshacer el cambio inicial, si habiamos multiplicado

por 100, dividiremos por 100:

3
0.5_ 9 00052
100 100 900

Para encontrar la fraccion generatriz definitiva, solo faltara sumar las dos fraccio-

nes obtenidas: 1,325 =1,32 + 0,005 = 132 + 5 1188 + 5 _11%
100 900 900 900 900

De manera andloga al caso de las expresiones decimales periddicas puras y con las
mismas reticencias de antes, se puede sintetizar este calculo con la siguiente re-
gla: La fraccion generatriz de una expresion decimal periddica mixta, tiene como
numerador el resultado de restar el numero natural formado por la parte entera
seguida de la anteperiodo y del periodo, menos el numero natural formado por la
parte entera seguida de la anteperiodo, y como denominador un numero formado
por tantos nueves como cifras tenga el periodo y tantos ceros como cifras tenga
el anteperiodo.

En cualquiera de los casos trabajados hasta aqui, si la fraccion que se obtiene por
los procedimientos descritos no fuera irreductible, habra que simplificarla hasta
que lo sea para llegar asi a la fraccion generatriz buscada.

Como complemento del célculo de la fraccion generatriz de cualquier expresion
decimal podemos trabajar también con los nifios el calculo de la expresion decimal
que corresponde a cualquier fraccion. Sabemos que el procedimiento para encon-
trar esta expresion es resolver la division indicada en la fraccion.

Esto lo saben hacer, pero como podria ocurrir que la division se hiciera muy larga,
para saber con exactitud si la parte decimal es exacta, periddica pura o mixta, se
hace necesario, antes de realizar la division, saber como sera la expresion decimal.
Este conocimiento a priori nos evitara errores o calculos innecesarios.

Para dar respuesta a esta duda propondremos a los nifios que calculan diferentes
expresiones decimales a partir de algunas fracciones irreducibles dadas por noso-
tros, con el fin de observar luego los resultados y sacar conclusiones.

Los numeros enteros y racionales, las magnitudes y la medida en el aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia97

indice



Asi, calcularan las expresiones decimales de: 3/2, 2/5, 3/7, 4/11, 5/6, 28/15, obte-
niendo 1,5; 0,4; 0,428571428571...; 0,3636...; 0,8333...; 1,8666... respectivamente.

Trabajaremos mas ejemplos similares con otras fracciones irreducibles; también
utilizaremos la calculadora ademas del calculo con lapiz y papel, a fin de com-
probar que, a veces, el resultado que proporciona la maquina no corresponde al
mismo tipo de expresion decimal (cuando el nimero de cifras decimales es muy
grande).

Les pediremos que reflexionen sobre las fracciones y que se fijen en los denomina-
dores para intentar sacar las primeras conclusiones alrededor de las relaciones que
pueden existir entre éstos y las diferentes expresiones decimales que obtenemos.

Nuestra intencion es llegar, con las ayudas que necesiten, al descubrimiento de la
necesidad de conocer las fracciones irreducibles de las dadas y, observando los
factores primos del denominador de éstas, saber qué tipo de expresion decimal
obtendremos de acuerdo con los siguientes casos:

* Si los factores primos son solo 2 y/o 5, las expresiones decimales correspon-
dientes seran exactas.

* Si los factores primos son diferentes de 2 y 5, las expresiones decimales
correspondientes seran periodicas puras.

* Silos factores primos combinan 2 y/o 5, con otros factores primos las expre-
siones decimales correspondientes seran periddicas mixtas.

Una vez esta construido el puente entre expresiones decimales y fracciones, los
datos de los problemas se pueden expresar numéricamente segun convenga. Toda
la equivalencia de operatividad entre fracciones y expresiones decimales queda,
por tanto, conectada.

15. Aplicar los conocimientos sobre fracciones y expresiones
decimales para resolver e inventar problemas

Es en situaciones reales donde cobra especial sentido el trabajo hecho con fraccio-
nes y decimales, porque realmente es la realidad la que origina interrogantes cuya
respuesta pasara por saber, en este caso, trabajar con estos nimeros.

Aunque la resolucion e invencion de problemas aparece a veces como la tltima
parte del trabajo con numeros, estamos practicandolas desde el principio, porque
presentamos los conceptos correspondientes de manera contextualizada, a partir
de situaciones reales que deben resolverse.

Ejercitaremos la resolucion de problemas tomando como orientacion las cuatro
fases de Polya (comprender el problema, elaborar un plan, ejecutar el plan y exa-
minar la solucion obtenida) y reflexionando con el alumnado sobre la importancia,
desarrollo y utilidad de cada una de ellas.
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Cuando se encuentran resolviendo los problemas, debemos aprovechar los errores
que puedan surgir para reflexionar con los nifios sobre ellos y, como consecuencia,
potenciar nuevas situaciones de aprendizaje a partir de la reflexion. Es muy impor-
tante diferenciar entre los errores de calculo y los errores de razonamiento, dado
que exigen métodos diferentes para su tratamiento.

Desarrollaremos el trabajo correspondiente a esta capacidad en los tres Gltimos
cursos de primaria, respetando en cada uno de ellos los niveles cognitivos de los
alumnos respecto de fracciones y decimales.

El alumnado debe trabajar también la invencion de problemas relacionados con
estos conceptos. Lo que se pretende es comprobar si son capaces de generar situa-
ciones que se resuelvan con ellos. El trabajo de inventar problemas sera posterior
al de resolverlos. No les pediremos nunca que inventen un problema de un tipo que
aun no se haya resuelto.

Cada vez que les propongamos la invencion de un tipo nuevo de problemas re-
correremos los pasos siguientes, que se presentan secuenciados por su dificultad,
independientemente del curso en que nos encontremos:

* Con ayudas:
— Les daremos los nlimeros, el contexto y/o las operaciones que intervienen
en la situacion.
— Les daremos los nimeros y/o las operaciones, pero no el contexto.

* Sin ayudas: les daremos solo los tipos de numeros y/o las operaciones que
han de aparecer en la situacion problematica.

Después de inventar las situaciones problematicas, las intercambian con los com-
pafieros para que ningln niflo o nifia resuelva las que ha inventado, con el fin de
potenciar su capacidad tanto de redaccion como de expresion matematica, que
implicard la exigencia de claridad y de totalidad en datos e incdgnitas.

@ |. Pérez | M. Alcalde | G. Lorenzo - ISBN: 978-84-697-1443-0 Los numeros enteros y racionales, las magnitudes y la medida en el aula de primaria - UJI - DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapientia97

indice



TEMA 3

Magnitudes y medida

En este tema se trabaja la construccion de los conceptos de Magnitud y Medida.
El primero, a partir del conjunto cociente obtenido por medio de una relacion de
equivalencia definida en el conjunto de todos los elementos que tienen una deter-
minada caracteristica o propiedad. El segundo, a partir de una aplicacion entre el
conjunto cociente anterior y el de los nimeros reales no negativos. Empieza el
tema con una referencia histdrica sobre estos conceptos, contintia con su forma-
lizacion y finaliza con un extenso tratamiento didactico de los correspondientes
contenidos en el aula de primaria.

1. Introduccion

1.1. Historica

En fisica, magnitud es algo susceptible de ser cuantificado, es decir, de ser medido,
de ser ponderado. Algunas magnitudes pueden ser directamente apreciables por
nuestros sentidos, como la longitud, la masa, la superficie. Otras no lo son y nece-
sitan métodos indirectos para ser medidas (aceleracion, energia...).

La nocidn de magnitud esta inevitablemente relacionada con la de medida. Se lla-
man magnitudes ciertas propiedades o aspectos observables de un sistema fisico
que pueden ser expresadas en forma numérica, entonces se llaman magnitudes es-
calares, o por medio de un vector, y en este caso se llaman magnitudes vectoriales.
El gusto por el arte, por ejemplo, no es una magnitud, porque no se puede elaborar
una escala ni mucho menos un aparato que determine cuantas veces un ser humano
tiene mas gusto por el arte que otro.

Medir es relacionar una cantidad de una magnitud con otra u otras cantidades de
la misma que se consideran patrones universalmente aceptados. El hecho de medir
exige, pues, tener en cuenta cuatro variables: una magnitud, una cantidad de esta,
una unidad relacionada con ellas y un nimero, que es el resultado de la compara-
cion de la cantidad con la unidad escogida al efecto.

Antiguamente se elegian muchas unidades de referencia para medir un mismo tipo
de magnitudes. Una unidad pequefia para cantidades pequenas de la magnitud, y una
grande para las grandes, tratando de que los nimeros que resultaban de comparar las
cantidades de magnitud a medir con la unidad de esta, fueran sencillos, de dos o tres
cifras enteras y quiza una decimal o dos. Asi, la masa de piedras preciosas se media
en quilates (llamados también quilates métricos), unidad derivada de la masa de
las semillas de un arbol arabe que se ha normalizado como 0,2 gy, por ejemplo,
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cantidades grandes como las cosechas se median en toneladas. No se debe confun-
dir este significado de la palabra quilate con otro muy utilizado en joyeria y que se
refiere a la fraccion mésica de oro en una aleacion multiplicada por 24.

Esta primera manera de medir, esta claro que no es util, porque cada zona puede
elegir su manera particular de hacerlo. Concretamente, en nuestro pais, la hane-
gada es una unidad de superficie de los campos de cultivo, que en la actualidad
aun se usa. Equivale a 833,3 m”. Es la extension de tierra estimada que se puede
sembrar con una fanega de grano; contiene cuatro cuartones (unidad agricola de
medida de la tierra en Mallorca) y equivale a la doceava parte de una hectarea
(unidad de medida de superficies en el si).

Una segunda opcidn es adoptar una Uinica unidad y usarla con sus multiplos y sub-
multiplos, por ejemplo, el metro, el kilometro, el milimetro, intentando asi que el
nimero que resulta de la medida sea comodo.

La tercera de las opciones es elegir solo una unidad y aceptar que los nimeros que
resulten de medir la magnitud no sea sencillo. Por ejemplo, el diametro de una
agujaes 8,5 x 10° my el de la Tierra es 1,27 x 10" m.

Alo largo de la historia, este tema ha evolucionado notablemente. Por diversas ra-
zones, la primera y mas importante, porque la necesidad de medir esta en nuestras
vidas de manera cotidiana y habitual. No se puede huir de este hecho.

El Sistema Internacional de unidades

El primer conjunto de unidades concebido como un sistema estable fue el Siste-
ma Métrico Decimal, creado en Francia con la Revolucion Francesa a finales del
siglo xvii. Antoine de Lavoisier dijo de este:

[...] nada mas grande ni mas sublime ha salido de las manos del hombre que el sistema métrico
decimal.

En 1881, se adopto en el Congreso Internacional de los Electricistas, celebrado en
Paris, el Sistema Cegesimal (cGs, iniciales de centimetro, gramo, segundo), pro-
puesto por el matematico aleman Karl Gauss.

Basado en el primero, en el afio 1901, el fisico e ingeniero italiano Giovanni Giorgi
propuso el sistema Mks (iniciales de metro, kilogramo, segundo), adoptado oficialmen-
te en 1935, que dio lugar después de ser ampliado, al Sistema Internacional (1960).

Actualmente, en todo el mundo, la norma es utilizar el Sistema Internacional (s1)
de unidades, aunque en los Estados Unidos de América se continlia en proceso de
transicion, desde que en 1875 se adoptd formalmente el Sistema Métrico Decimal.
El s es el resultado del trabajo de diversas organizaciones internacionales durante
mas de un siglo, gracias al cual se ha conseguido un sistema de unidades de medi-
da comun para todas las areas de la ciencia y la tecnologia.
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Cada estado establece adopciones y exclusiones legales de caracter formativo o
industrial. En Espafia, la Ley de Pesos y Medidas, de 8 de julio de 1892; la Ley
88/1976, de 8 de noviembre; el Real decreto 1317/1989, de 27 de octubre y la
correccion de errores de este, y la Norma une 82100: 1996 son las normativas que
se consideran. Pero, como es raro que se penalice por no cumplirlas, es comtn ver
aparatos destinados a medir la presion graduados en kg/cm’ en lugar de bares vy,
por ejemplo, caracteristicas de calderas y refrigeradores con medidas en calorias
y frigorias, respectivamente.

Ademas de homogeneizar las transacciones cientificas, técnicas y comerciales, una
de las mayores ventajas de un sistema coherente de unidades, como el si, es que faci-
lita la comparacion de valores dispares de una misma magnitud (por ejemplo distan-
cias microscopicas y astrondmicas) y las relaciones entre las diferentes magnitudes.

En la nomenclatura cientifica, los simbolos usados para las unidades no son abre-
viatura ortograficas, son solo simbolos. En general, estdn formados por letras sim-
ples o, excepcionalmente, parejas o triadas.

Las normas para la correcta utilizacion de magnitudes, unidades y simbolos cien-
tificos, las proponen las asociaciones cientificas internacionales' (en este caso la
Oficina Internacional de Pesos y Medidas) y las adoptan las administraciones de
cada Estado, con la finalidad de facilitar los intercambios de informacion y las
transacciones materiales (particularmente entre organismos y empresas multina-
cionales).

El s1 esté constituido por dos clases de unidades: fundamentales y derivadas. A una
magnitud particular solo le corresponde un conjunto de unidades de este sistema.
La Conferencia General de Pesos y Medidas,' ademas, ha admitido el uso de otras
unidades que, sin pertenecer al si, son importantes y ampliamente utilizadas en
todo el mundo.

Algunos ejemplos de estos tipos de unidades son los que figuran en los cuadros

siguientes:
UNIDADES FUNDAMENTALES
MAGNITUD NOMBRE SIMBOLO

longitud metro m

masa kilogramo kg
tiempo segundo s

intensidad de corriente eléctrica amperio A
temperatura termodinamica kelvin K

cantidad de sustancia mol mol

intensidad luminosa candela cd

1. La informacion actualizada respecto de las unidades, sus relaciones y las normas de uso se puede encontrar en la pagina
web del Bureau International des Poids et Mesures, http://www.bipm.org/.
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ALGUNAS UNIDADES DERIVADAS

Sin nombre especial

MAGNITUD NOMBRE SIMBOLO
superficie metro cuadrado m?
volumen metro cubico m’
velocidad metro por segundo m/s

aceleracion metro por segundo m/s?
al cuadrado
Con nombre o simbolo especial

angulo plano radian rad

angulo solido estereorradian ST
frecuencia hertz o hercio Hz

fuerza newton N
potencia vatio \W%
resistencia eléctrica ohmio Q

UNIDADES ACEPTADAS QUE NO PERTENECEN AL SI

MAGNITUD NOMBRE SIMBOLO
masa tonelada t
tiempo minuto, hora min, h
temperatura grado Celsius °C
volumen litro Lol

Prefijos en el si

Para no tener que utilizar nimeros muy grandes ni muy pequenos, el s1 admite el
uso de multiplos y submultiplos de las unidades, que se indican por medio de unos
prefijos que se anteponen al nombre de la unidad y a su simbolo. Para nombrar
un multiplo o submultiplo de una unidad compuesta se recomienda utilizar solo un
prefijo; si la unidad compuesta es un cociente, el prefijo nunca debe acompanar a
la unidad que se encuentre en el denominador. En las tablas siguientes se muestran
los mas usuales:
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MULTIPLOS SUBMUTIPLOS
Factor Prefijo Simbolo Factor Prefijo Simbolo
108 exa E 10! deci d
10° giga G 102 centi c
106 mega M 1073 mili m
10° quilo k 10°¢ micro u
10° hecto h 10° nano n
10! deca da 1078 atto a

Normas del si

Cualquier lenguaje contiene reglas para escribirlo que evitan confusiones y faci-
litan la comunicacion. El si tiene sus propias reglas de escritura que permiten una
comunicacion correcta.

* Referentes a los simbolos:
— Se escriben con caracteres romanos rectos.
— Se utiliza letra mintscula excepto para los derivados de nombres propios
(N, Hz).
— No van seguidos de punto ni toman s para el plural (17 m).
— No se debe dejar espacio entre el prefijo y la unidad (nanoémetro: nm).
— El producto de dos simbolos se indica mediante un punto.

» Referentes a las unidades:

— Si el valor se expresa con letras, la unidad también (diecisiete metros).

— Si el valor se expresa con nimeros, la unidad puede expresarse con nom-
bre o con simbolo (17 metros o 17 m).

— Las unidades derivadas de nombres propios se escriben igual que el nom-
bre propio pero con minusculas (dos newtons).

— Los nombres de las unidades toman una s en el plural, salvo si acaban en
S,X,Z0G.

1.2. Al tema

El objetivo del tema es aproximar al alumnado de primaria a las magnitudes lon-
gitud, capacidad, masa, tiempo, sistema monetario, medida de angulos, superficie
y volumen, asi como poner de manifiesto la clara diferencia entre los tipos de
magnitudes y las unidades correspondiente. En el capitulo 2 de este tema se for-
malizaran los conceptos de magnitud y medida. Los aspectos basicos referentes a
cada magnitud a estudiar, las unidades centrales, sus multiplos y submultiplos, y
las orientaciones didacticas para el desarrollo de estos contenidos con los nifios
y nifias se presentan en el capitulo 3 del mismo.
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2. Formalitzacion de los conceptos
de magnitud y medida

El esquema matematico que se necesita para abordar la definicién formal de mag-
nitud y medida es el siguiente: una magnitud es un conjunto (cuyos elementos se
llaman cantidades de la magnitud) con una determinada estructura algebraica y
una medida es una aplicacion que a cada una de las cantidades le asigna un nime-
ro. Este nimero sera la medida de ese elemento.

Sera necesario, por tanto, determinar este conjunto y su estructura, las cantidades
del mismo y la aplicacion llamada medida.

2.1. Magnitud

Definiremos una magnitud a partir de un conjunto §. Determinar este conjunto, en
general, puede resultar complicado. Acompafiaremos la definicion con un ejem-
plo, la longitud. § seré el conjunto de todos los objetos que tienen longitud. En este
conjunto, hay que definir una relacion binaria de equivalencia, R, entre sus ele-
mentos. En el caso de la longitud, se relacionaran los objetos que tienen la misma
longitud. Por medio de esta relacion, obtenemos el conjunto S/R llamado conjunto
cociente, cuyos elementos son ahora clases de equivalencia. Cada una de estas
clases estara formada por todos los elementos que, por medio de esta relacion, son
equivalentes. Para el ejemplo elegido, estas clases estaran formadas por todos los
objetos con la misma longitud; es decir, el objeto en si ya no es importante, lo es la
longitud que tiene, la caracteristica que interesa. Por tanto, las clases de equivalen-
cia son cantidades de longitud. Una cantidad de longitud la pueden tener muchos
objetos, todos los que pertenecen a la misma clase.

Para que el conjunto cociente anterior sea una magnitud, necesitamos definir en
¢l una ley de composicion interna (*), una relacion de orden (<) y una ley de
composicidn externa (+), y se han de cumplir las condiciones que se desarrollan a
continuacion:

* Ley de composicién interna: (*) %x % — %

([a],[b]) - [a]*[b] ,,aue debera cumplir las propiedades asociativa y

conmutativa. Por tanto A{,* sera un semigrupo conmutativo.

* Relacion de orden: que denotaremos por < y que se definira como

V[a] ,[b]E%, [a]s [b] <3 [C]E% / [a]* [c]= [b] Esta relacion ha

de ser compatible con la operacion del semigrupo, es decir, ha de cumplir

¥al.[b].[c]eS%, [als[bl-=[a]*[c]<[b]*[c]
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* Ley de composicion externa: con lo que se ha definido hasta ahora, solo
conocemos las cantidades y el orden de estas (mas o menos longitud, més o
menos superficie, mas 0 menos masa...). Lo que no sabemos atn es cudntas
veces una cantidad es mas grande que otra. Esto se formaliza a partir del
producto de una cantidad de magnitud por un nimero no negativo, es decir,
definiendo la operacion externa:

()R Uopx S — 5%

(a,]a]) = a{a], que cumple las siguientes propiedades:

Vo,BE U0} A V[a) [bleSq
(a+B) [al=(a[a)*(B -[a]
- a (aj[b)=(a[a)*(a-[b)
a (B -[a)=(axB)*[a]

si [al=[b] = a-|a]sa-[b]

Por todo esto, se dice que (S

R> <> ) es una magnitud si tiene estructura de

semimodulo (ver el anexo) ordenado sobre el semianillo formado por los numeros
reales no negativos. Hay que tener en cuenta que esta definicion corresponde a las
magnitudes escalares. No trabajaremos las vectoriales.

La definicion de ley externa que se ha utilizado se refiere a magnitudes escalares

continuas. Si el conjunto numérico que utilizamos es I/ en lugar de [R* U {0}, ha-
bremos definido una magnitud escalar discreta.

2.2. Medida de una magnitud

Medir sera el acto por medio del cual se asigna un numero a una cantidad de
magnitud. Este acto (independientemente del instrumento de medida, contexto y
condiciones ambientales), matematicamente, es una aplicacion que relaciona las
clases de equivalencia del conjunto cociente anteriormente definido con los nume-
ros naturales o con los reales no negativos, segun el caso.

Formalmente, se llama medida de una magnitud escalar continua (SR , ¥,=, )
a cualquier isomorfismo (aplicacion biyectiva que conserva las leyes de composi-
cion definidas) de semigrupos m: (y ,*)—> (R+ U {0},+) que es compatible ade-
mas con el orden. En el caso de las magnitudes discretas m : (%{,*)—>( N,+).

Por tanto, la medida nos permite relacionar las cantidades de una magnitud escalar
con numeros que, a la vez, se pueden representar por puntos sobre una semirrecta
(estos puntos se situaran en el lugar de los nimeros naturales, en el caso de magni-
tudes discretas, y en todos los puntos de la semirrecta real no negativa, en el caso
de continuas).
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Las magnitudes llamadas vectoriales, no satisfacen los axiomas de orden que veri-
fican las escalares y, en consecuencia, no se pueden representar por puntos de una
recta. Estas magnitudes no se pueden relacionar, por tanto, solo con valores numé-
ricos para poder dar la medida. Ademads, es necesario tener informacion sobre la
direccion en la que se aplican y sobre su sentido, componentes que no tienen las
magnitudes escalares. Ejemplos de este tipo de magnitudes pueden ser la veloci-
dad, aceleracion, fuerza...

2.3. Unidad de medida

Dada una magnitud escalar continua (%, * =, ) y una medida m: (%{,*)—>
(IR {0},+), se llama unidad de medida de m a la cantidad [n]E% / m( [n] ) =1.

Anélogamente, se definird la unidad para las magnitudes discretas.

3. Las magnitudes y la medida en el aula
de primaria

3.1. Consideraciones previas

Aunque las cuestiones relacionadas con la medida son consideradas como un cono-
cimiento social, medir una magnitud es un acto que los nifios no pueden realizar de
una manera sencilla y espontanea y, por eso, es dificil realizar mediciones durante
los primeros afios de las etapas escolares. Esta dificultad se debe a que la realizacion
del acto de medir lleva aparejadas otras cuestiones, como por ejemplo: estimacio-
nes, clasificaciones, ordenaciones, aplicaciones... Pero esto no impide que los nifios
y nifias tomen contacto, desde edades tempranas, con situaciones que los lleven a
descubrir magnitudes fisicas (en la escuela y fuera de ella) y a medirlas.

La medida resulta necesaria para que el alumnado pueda conocer la realidad que
le rodea a partir de su cuantificacion. Esta les permitird interpretarla mejor y resol-
ver con mayores garantias de éxito las situaciones problematicas que encuentren
relacionadas con ella.

No se trata de introducir las diferentes unidades con una gran cantidad de nombres
y simbolos que solo se trabajan en problemas de lapiz y papel para hacer unos
cambios entre ellas sin demasiado sentido. Por el contrario, debemos ofrecer al
alumnado situaciones de trabajo en el aula que les permitan descubrir las diferen-
tes magnitudes y las unidades mas adecuadas para medirlas, en contextos intere-
santes que les creen la necesidad de utilizarlas. Ademas, debemos tener en cuenta
las dificultades de los escolares a la hora de conseguir una conservacion razonada
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de las cantidades de diferentes magnitudes y les ayudaremos a construirla progre-
sivamente (Chamorro, 2003).

3.2. Cuadro de capacidades

El trabajo en educacion primaria referente al tema de magnitudes y medida, tiene
como objetivo contribuir a desarrollar en el alumnado las capacidades que se ex-
presan en el siguiente listado y que tienen como finalidad favorecer el desarrollo
de la competencia matematica de los nifios y las nifias, ademas de representar una
ayuda para el del resto de competencias de esta etapa.

El orden propuesto para estas capacidades es secuencial, es decir, progresivo y de
intensidad de dificultad creciente, excepto la capacidad que se refiere a la resolu-
cion e invencidn de problemas que esta presente en todo el trabajo que desarrolla
las restantes capacidades:

1. Realizar mediciones de longitud, capacidad y masa, utilizando unidades na-
turales y arbitrarias, comprobando la relatividad de la medida y descubrien-
do la necesidad de la existencia de una unidad patron para realizarlas.

2. Reconocer y utilizar las unidades de longitud, capacidad y masa: metro, de-
cimetro, centimetro, litro y kilogramo.

3. Conocer y utilizar correctamente los multiplos y submultiplos del metro, el
litro y el kilogramo, estableciendo equivalencias entre ellos.

4. Expresar medidas de longitud, capacidad y masa de forma compleja. Trans-
formar expresiones de medida complejas en incomplejas y viceversa.

5. Identificar el valor de las monedas y billetes de nuestro sistema monetario y
utilizarlos para expresar cantidades de dinero concretas.

6. Completar el conocimiento de nuestro sistema monetario, relacionando las
monedas y billetes con los nimeros decimales.

7. Comprobar la relatividad de la percepcion del tiempo y descubrir la necesi-
dad de una unidad patréon para medirlo.

8. Reconocer y utilizar las unidades de tiempo: horas, medias horas, cuartos de
hora, minutos y segundos. Interpretar las horas en el reloj.

9. Expresar medidas de tiempo de forma compleja. Transformar expresiones
complejas en incomplejas y viceversa.

10. Reconocer y utilizar las unidades de tiempo: dia, semana, mes y afio.

11. Realizar mediciones y transportes de angulos.

12. Introducir la medida de superficies y volumenes mediante cuadrados y cu-
bos, respectivamente.

13. Introducir el metro cuadrado, el metro ctbico y los respectivos submultiplos y
multiplos. Utilizarlos para medir supetficies planas y voliimenes muy sencillos.

14. Averiguar las unidades adecuadas para medir cantidades de diferentes mag-
nitudes. Realizar estimaciones de algunas cantidades de estas magnitudes.

15. Utilizar con soltura instrumentos de medida.

16. Descubrir las expresiones para calcular las areas de figuras planas sencillas.

17. Aplicar los conocimientos sobre magnitudes y medida para resolver e inven-
tar problemas.
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3.3. Desarrollo de las capacidades

1. Realizar mediciones de longitud, capacidad y masa, utilizando
unidades naturales y arbitrarias, comprobando la relatividad
de la medida y descubriendo la necesidad de la existencia de
una unidad patron para realizarlas

De forma parecida a la accion de contar, en el alumnado surge la necesidad de
medir como solucidn a situaciones de juego, trabajo, etc. Expresar cantidades de
magnitud es una capacidad nueva que van elaborando y que requiere acciones
personales de comparacion de objetos, de medida, de estimacion, de utilizacion de
unidades fisicas, hasta llegar a una concrecidon numérica, a una aplicacion inme-
diata de los nimeros que van aprendiendo.

El conocimiento de diferentes magnitudes, a partir de actividades de comparacion
de objetos respecto de cada una de ellas, dard paso a la realizacion de medidas.
Las mencionadas actividades se iniciardn de manera experimental en educacion
infantil, utilizando unidades corporales (palmos, pufiados...) y arbitrarias (cuerdas,
vasos, piedras...), en un trabajo de discusion y reflexion sobre la validez de las mis-
mas. Posteriormente, se trabajaran las unidades normalizadas o convencionales, y
€s necesario procurar que surjan como superacion de las anteriores.

Para conseguirlo, en 1.° de primaria, se plantearan actividades semejantes a las
realizadas en la etapa anterior, que sean susceptibles de provocar el didlogo alre-
dedor de la necesidad de utilizar la misma unidad para cada magnitud. Puede ser
que aun no tengan formado el concepto de unidad de medida, ni sepan como se
utilizan con precision, se trata solo de un trabajo intuitivo.

Por ejemplo: quieren hacer una merienda y necesitan saber cuanto zumo les hara
falta. En un primer momento, se llena una jarra y se cuantifica el contenido con
todos los vasos y recipientes que se puedan encontrar por el aula. Si hay de di-
ferentes tipos, algun niflo o nifia deberia decir que, si no se utiliza solo uno y del
mismo tipo de los que después se vayan a usar en la merienda, no tendré sentido
este computo.

Entonces, en un segundo momento habra que calcular la medida, pero solo con un
vaso.

Esta idea de medida es muy inicial y se trabajara también en los casos de la longi-
tud y la masa, con situaciones semejantes (averiguar la cantidad de cinta que hace
falta para marcar las lineas exteriores de un campo de futbol que estan reprodu-
ciendo en una cartulina, o la de arena que se necesita para recubrir la superficie de
una playa que se estd representando en un mural, por ejemplo). En principio, el
objetivo que se persigue es solo medir diferentes magnitudes y preparar la mente
para el siguiente interrogante:

Si cambiamos la unidad de medida, ;cambia el resultado?
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Es decir, si se cambia el vaso en el que cada persona de la merienda bebera, con
una jarra de zumo, jtendremos para diferente nimero de personas? Se tendra que
hacer un trabajo semejante con las otras dos magnitudes mencionadas.

Hemos de intentar llegar a descubrir que, aunque la cantidad de zumo es la mis-
ma, el reparto que hacemos de esta cantidad es diferente y los resultados de las
medidas que obtenemos no coinciden. Esto ocurria también cuando se hablaba de
sistemas de numeracion: la cantidad de elementos que agrupabamos era la misma,
pero la expresion que se obtenia de esta cantidad era diferente segun la base del
sistema de numeracion utilizada.

Como resultado de toda esta reflexion, la conclusion debe ser que se ha de encon-
trar una unidad patron, conocida y aceptada por todo el mundo, para garantizar que
el resultado de la medida obtenido sea entendido por otra persona que no se encon-
traba alli en el momento de hacer la medicion y le permita evaluar correctamente
la cantidad correspondiente.

2. Reconocer y utilizar las unidades de longitud, capacidad y
masa: metro, decimetro, centimetro, litro y kilogramo

Las tres primeras magnitudes a estudiar en el aula de primaria son longitud, ca-
pacidad y masa, y este hecho esta justificado por la inmersion que existe de las
mismas en la vida diaria y por la facilidad de experimentar fisicamente con ellas.
En casa, en la calle, en su entorno, se habla a menudo de temas relacionados con
las mencionadas magnitudes.

Dedicaremos los dos primeros cursos de la etapa a introducir las unidades conven-
cionales fundamentales, metro, litro, kilogramo y el submultiplo méas comun de la
primera.

Respecto de la longitud, al comienzo de la etapa se debe partir de sus conocimien-
tos previos sobre el metro. Seguramente, lo conoceran gracias al entorno familiar
y sabran que se utiliza para medir «como es de larga alguna cosa». Esta, pues, sera
la unidad patron que se buscaba en la capacidad anterior, e incluso se les debe acla-
rar que es un consenso, no solo del aula en ese momento, sino de todo el mundo.

Teniendo en cuenta lo anterior, se debe hacer una introduccion significativa, con
un metro completo que puedan manipular y utilizar. Es necesario presentarlo en
soportes fisicamente diferentes y comprobar su unicidad. Como ayuda para este
trabajo, se pueden utilizar algunos materiales didacticos, como las reglas flexibles
de 1 metro (figura 40), de diversos colores. Este material ayuda a hacerlos cons-
cientes de la longitud de un metro y les permite utilizarlo para realizar las primeras
mediciones. Una caracteristica que tienen las reglas, al ser flexibles, es que permi-
ten medir longitudes que no estén en linea recta.
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Figura 40. Reglas flexibles de 1 metro (fabricadas por HenBea)

Hay otros materiales que se pueden presentar, como la regla métrica de pizarra,
la cinta métrica enrollable, o el metro articulado. Todos representan la idea de
unidad a la hora de medir longitudes y han de comprobar que esta no depende de
la forma, color, etc., que tenga el instrumento utilizado.

-

Figura 41. Rueda cuentametros (fabricada por Invicta)

También se puede utilizar la rueda cuentametros (figura 41), con la que podremos
averiguar longitudes un poco mas largas (pasillo, patio, etc.) que resulten compli-
cadas de medir con algunos de los instrumentos mencionados, por la gran cantidad
de veces que han de trasladar la unidad de medida y los errores que esto puede
ocasionar.

Después, habra que representar el metro por su simbolo, m, y usarlo para medir
diferentes objetos, cuya la longitud sea un multiplo entero de un metro (la pared
del aula, la del pasillo, la pizarra, por ejemplo). Paralelamente a estas actividades
de medida, los nifios y nifias verbalizaran y representaran con lapiz y papel los
resultados obtenidos, expresando de manera correcta los numeros que indiquen la
medida y el simbolo de la unidad utilizada.

Posteriormente, se ha de crear en el aula la necesidad de medir cosas mas cortas
(longitud de la mesa, de una carpeta, de un libro...), menores que un metro y ma-
yores o iguales que un decimetro y buscaran por el aula algun objeto que les pueda
servir como unidad. Si estan usando los bloques multibase para trabajar el sistema
de numeracion y las operaciones, podemos sugerirles que utilicen la longitud de
una de las barras de este material como unidad; si no, podemos poner a su alcance
palos, cuerdas, etc., que midan un decimetro para que las utilicen como unidad.
Para ponerle nombre a esta nueva unidad, les pediremos que la comparen con la
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que ya conocian, el metro. Al comprobar que se necesitan 10 de estas nuevas uni-
dades para completar un metro, el nombre que se elegird es decimetro y su simbolo
sera dm.

Siguiendo en la misma linea, les propondremos que midan objetos mas cortos atin
(goma de borrar, anchura del lomo de un libro...), y les ofreceremos como unidad
la longitud de una de las aristas de los cubos de los bloques multibase o la de otros
objetos que midan un centimetro preparados por el docente. De manera analoga al
caso del decimetro y para poner nombre a esta nueva unidad, comprobaremos que
caben 100 en un metro, y serd, por ello centimetro su nombre y cm su simbolo.

Conocidas estas dos nuevas unidades y sus simbolos, las utilizaran por medio de
las reglas graduadas usuales para medir diferentes objetos, eligiendo la unidad
mas adecuada para cada uno de ellos y expresaran, verbalmente y por escrito, los
resultados obtenidos.

Para ayudarnos a relacionar el metro con el decimetro y el centimetro, ademas
de los bloques multibase mencionados anteriormente, podemos utilizar la metri-
linea (figura 42), que es una regla rigida de un metro con un surco central que la
recorre, en el que se pueden situar centicubos (cubos de plastico encajables de un
centimetro cuiibico). Los cubos que se introducen dentro de la regla, sirven para
relacionar el metro con el decimetro, si los utilizamos agrupados de diez en diez, y
para relacionar el metro con el centimetro, si los consideramos de manera aislada.

Figura 42. Metrilinea (fabricada por Osmiroid)

En referencia a la capacidad, al principio de la etapa, también pueden saber que
hay una cosa llamada litro, y de manera analoga al caso del metro, es la unidad
consensuada que se usa per a medir ahora otra magnitud, «cudnto cabe en un re-
cipiente».

Se presenta con diversos envases reales que midan un litro y que puedan traer
de casa: brik de leche, botella de agua, de refresco, de batido..., y se comprueba
que todos tienen la misma capacidad. Ademas de los recipientes reales, podemos
utilizar materiales estructurados especificos para este trabajo, como por ejemplo
el material kit de litro (figura 43) compuesto por recipientes de diversas formas
(cilindro, ortoedro, tronco de cono, cubo, prisma triangular), pero que todos miden
un litro. Este material cuenta también con un cilindro de medio litro de capacidad,
que permite comprobar la igualdad de las capacidades de los otros recipientes vy,
por tanto, la conservacion de la cantidad al transvasar materiales de un recipiente
a otro.
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Figura 43. Kit de litro (fabricado por Invicta)

También existen diferentes conjuntos de vasos graduados, que son recipientes de
distintas capacidades, de los que utilizaremos en este momento solo los de un litro,
para comprobar que tienen todos la misma capacidad aunque no la misma forma.

Después, habra que representar el litro por su simbolo, 1 o L, y usarlo para medir
cantidades de liquidos que caben en diferentes recipientes, cuya capacidad sea un
multiplo entero de un litro (botellas de agua de dos litros, garrafas de cinco, de
ocho litros, etc.). Acompafiando la realizacion de estas actividades de medida, los
nifios y nifias verbalizaran y representaran por escrito los resultados de las mismas,
expresando de manera correcta los numeros que indican la medida y el simbolo de
la unidad utilizada.

Con respecto a la masa, seguiremos el mismo procedimiento. En 1.°" curso de pri-
maria saben que hay algo llamado kilogramo que sirve para medir «cudnto pesa
una cosa». Andlogamente a las magnitudes anteriores, sera esta la unidad patron
para la masa.

En un primer momento, se tendran que llevar al aula objetos que pesen un kilogra-
mo y compararlos (un paquete de aztcar, de macarrones, de arroz...). Para realizar
estas comparaciones utilizaremos balanzas de plastico (figura 44) facilmente ma-
nipulables e indicadas para infantil o los primeros cursos de primaria, con cubetas
profundas que permiten comparar, ademas de los solidos, masas de liquidos o
aridos.

Figura 44. Balanza de plastico (fabricada por Osmiroid)
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Para completar la construccion de la idea de kilogramo, serd necesario utilizar
balanzas con pesas convencionales. Un ejemplo podria ser la balanza Vulcano y
sus pesas (figura 45).

Figura 45. Balanza Vulcano de 2 kg (fabricada por Vulcano)

Ademéds de éstas, se pueden utilizar otros conjuntos de pesas como las que se
muestran en la figura 46. El alumnado debera comprobar la igualdad de masa en
las diversas pesas de un kilogramo para asegurar la unicidad de esta unidad.

Figura 46. Pesas de hierro (fabricadas por Vulcano)

Después, representaremos el kilogramo por su simbolo, kg, y lo usaremos para me-
dir objetos cuya masa sea un multiplo entero de un kilogramo (sacos de tierra, de
patatas, por ejemplo). Al realizar estas actividades de medida, los nifios y nifias ver-
balizaran y representaran en el papel los resultados obtenidos, expresando de mane-
ra correcta los numeros que indican la medida y el simbolo de la unidad utilizada.

Una vez adquiridas las unidades fundamentales y atendiendo al extendido uso
social de sus mitades o cuartas partes, se puede introducir el medio metro, medio
litro o medio kilogramo y el cuarto de litro o de kilogramo, si resultan necesarios
en alguna situacion que se esté trabajando en el aula. En estos casos se dispondra
de objetos, recipientes o paquetes de la vida real (la anchura de algunas mesas
escolares, botellas de un cuarto de litro de zumo, paquetes de medio kilogramo de
macarrones...) que midan las partes mencionadas y se compararan con las unida-
des fundamentales. El objetivo sera llegar a comprobar que son necesarias dos o
cuatro de las nuevas unidades para completar las fundamentales.

A continuacion, podemos ofrecerles materiales didacticos que representen las nue-
vas unidades: reglas de medio metro, recipientes de medio o de cuarto de litro,
pesas de medio o de cuarto de kilogramo, para que comprueben otra vez las rela-
ciones mencionadas anteriormente.
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A partir de las actividades realizadas, introduciremos los nombres de estas unida-
des y su simbolizacion, que utiliza expresiones formalmente desconocidas para los
nifios y nifias, pero que han podido ver en alguna ocasion, como son las fracciones
1/2 o0 1/4. Asi, simbolizaremos 1/2 m, 1/2 1, 1/2 kg, 1/4 1, 1/4 kg.

Completaremos el conocimiento del medio metro, relaciondndolo con el decime-
tro y el centimetro, comprobando por medio de la medida que cinco decimetros o
cincuenta centimetros son medio metro.

A lo largo de los mencionados dos primeros cursos de la etapa (aunque son expe-
riencias que se pueden alargar a cursos posteriores) y con la finalidad de ayudar al
alumnado a llegar a la conservacion de la cantidad, se realizaran diferentes activi-
dades referentes a las tres magnitudes en las que se utilizaran las unidades de me-
dida trabajadas y, si es necesario, algunas arbitrarias, para llevar a cabo las com-
probaciones pertinentes. Se desarrollaran actividades en las que no se modifique
la cantidad, como por ejemplo: plegar una cuerda que estaba estirada, midiendo la
longitud en los dos casos y comparando los resultados; cambiar una cantidad de
agua de un recipiente a otro, midiéndola en ambos casos y comparando de nuevo;
hacer una bola con toda la plastilina de una pastilla y pesar tanto la bola como la
pastilla para observar los resultados. Y otras en las que si se modifique que, res-
pectivamente a las anteriores, pueden ser: medir la longitud de una cuerda, cor-
tarle un trozo y medirla de nuevo, comparando los resultados; medir la cantidad
de agua que haya en un recipiente, afiadir un poco mas y volver a medir; pesar
una tableta de plastilina, quitarle un pellizco y pesarla otra vez. La comparacion
de los resultados de las parejas de actividades propuestas para cada magnitud,
permitira dar los primeros pasos con el alumnado para que, a lo largo de la etapa
de primaria, lleguen a concluir que la cantidad de una determinada magnitud
solo cambiard si afladimos o quitamos otra cantidad de la misma magnitud, y no
cuando aquella se somete a un cambio de disposicidn espacial, de recipiente, o de
forma, por ejemplo.

3. Conocer y utilizar correctamente los multiplos y submultiplos
del metro, el litro y el kilogramo, estableciendo equivalencias
entre ellos

Al inicio del 3.* curso, se repasa la idea de metro, de litro y de kilogramo como uni-
dades fundamentales de longitud, capacidad y masa, respectivamente, con diferentes
materiales que ademas permitan comprobar la unicidad de las mismas. Se repasa
también el decimetro y el centimetro como los primeros submultiplos del metro.

Para completar los conjuntos de unidades de las tres magnitudes y enlazar con el
trabajo de los dos cursos anteriores, introduciremos a lo largo de los restantes cur-
sos de la etapa los submultiplos y los multiplos en cada una de ellas.
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Longitud

Se introduce un nuevo submultiplo del metro a partir de la necesidad de medir
alguna cosa de menor longitud que el centimetro (el grosor de una caja de cp, de
una plancha de corcho...), utilizando como unidad la distancia més corta que en-
cuentran entre las marcas de las reglas usuales. De la misma manera que en los
submultiplos conocidos, el nombre de esta unidad surge de su comparacion con
el metro, al comprobar que hacen falta mil para completar uno. Sera, por tanto,
milimetro su nombre y mm su simbolo.

Se relacionara también con el decimetro y el centimetro, comprobando al compa-
rarlas que:

10mm=1cm 100 mm =1 dm

Conocida esta nueva unidad y su simbolo, la usaran para medir diferentes objetos
cuya longitud sea un multiplo entero de un milimetro y expresaran, verbalmente
y por escrito, los resultados obtenidos, utilizando de manera correcta los nimeros
que indican la medida y el simbolo correspondiente de la unidad.

Cuando, a partir del 4.° curso, los alumnos conozcan las fracciones y los numeros
decimales, podremos expresar los submultiplos del metro utilizando las expresio-
nes siguientes:

ldm=0,1m= %m
1

lcm=0,0lm=—m
100

I mm=0,001l m= 1 m
100

y entender el decimetro, el centimetro y el milimetro como el resultado de dividir
un metro en 10, 100 o 1000 partes iguales, respectivamente, o lo que es lo mismo,
como una décima, una centésima o una milésima parte del metro.

Si las longitudes que necesitan expresar son mucho mas largas que un metro (la
distancia entre dos poblaciones, entre la Tierra y la Luna...), se hace necesario
introducir nuevas unidades mas grandes. Empezaremos por el kilémetro al ser la
que se utiliza socialmente para expresar estas distancias. La introduciremos como
una unidad equivalente a mil metros y su simbolo sera km.

Como con esta nueva unidad no pueden hacer mediciones de forma experimental,
propondremos al alumnado que busque distancias entre diferentes poblaciones,
astros, etc., y que observen como las expresiones encontradas utilizan los nimeros
y el simbolo de la unidad.

Para completar la secuencia de multiplos del metro, respetar la estructura decimal
del sistema métrico y por simetria con los submultiplos, introduciremos también
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el decametro y el hectometro, como las unidades equivalentes, respectivamente, a
diez y cien metros, asi como los simbolos dam y hm, y sus relaciones con el metro
y el kilometro.

1 hm =100 m ldam=10m
10 hm=1km 100 dam = 1 km

Para dar sentido a estas nuevas unidades, les animaremos a encontrar situaciones
reales en las que se utilicen (atletismo, natacién, mediciones topograficas...).

También ahora, cuando conozcan las fracciones y los decimales, podran utilizar
estas expresiones numéricas para representar las mencionadas relaciones, de ma-
nera analoga a lo que hemos comentado para los submultiplos.

Capacidad

A partir del conocimiento del litro, y de forma semejante al trabajo desarrollado
con la longitud, iremos introduciendo los submultiplos de la unidad fundamental
para utilizarlos en la medida de diferentes liquidos. Llevaremos al aula diversos
recipientes cuya capacidad esté indicada en centilitros o mililitros (botellas de
abono para plantas, jeringuillas, cucharas de jarabe...), fijandonos en el simbolo
cl o ml respectivamente. Pondremos al alcance de los nifios materiales didacticos,
como los vasos graduados de la figura 47, para que puedan hacer comparaciones
y mediciones, y para comprobar que hacen falta 100 cl o 1000 ml para llenar 1 1.

Figura 47. Vasos graduados (fabricados por Vit Lab)

Para completar la secuencia de submultiplos del litro y respetar la estructura de-
cimal del sistema métrico, introduciremos también el decilitro como la unidad
que hace falta repetir diez veces para llenar un litro, asi como su simbolo, dl, y las
relaciones con los submultiplos conocidos del litro:

10dl=11 1dl=10cl 1dl=100 ml
Usaran estas unidades para medir la capacidad de diferentes recipientes y expre-

saran verbalmente y por escrito los resultados obtenidos, utilizando los simbolos
de las distintas unidades.
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De manera analoga al caso de la longitud, cuando conozcan las fracciones y los
nimeros decimales, podran expresar los submultiplos del litro utilizando las ex-
presiones siguientes:

1dl=0,11=l1
10

101=0,011=L1
100

I'ml=00011= — |
1000

y entender el decilitro, el centilitro y el mililitro como el resultado de dividir un li-
tro en 10, 100 o 1000 partes iguales, respectivamente, o lo que es lo mismo, como
una décima, una centésima o una milésima parte del litro.

Cuando las capacidades que necesiten expresar sean mucho mas grandes que un
litro, sera necesario introducir nuevas unidades mayores que este (la capacidad de
un depdsito de agua, de una piscina, de la cisterna de un camion...). Por similitud
con lo que se ha trabajado en el caso de la longitud, estas nuevas unidades seran:
decalitro, hectolitro y kilolitro, que equivalen respectivamente a diez, cien y mil
litros y se simbolizan con dal, hl y kl:

I dal=101 1 h1=1001 1 kI=10001

De manera semejante a la magnitud anterior, los animaremos a encontrar situa-
ciones reales en las que se utilicen estos multiplos del litro (depdsitos de vino, de
aceite, garrafas de liquidos...).

De nuevo, cuando conozcan las fracciones y decimales, podran utilizar estas ex-
presiones numéricas para representar las mencionadas relaciones, de acuerdo con
lo que hemos explicado para los submultiplos.

Masa

Después de repasar el kilogramo y de manera analoga al trabajo desarrollado con
la longitud y la capacidad, hay que introducir los submultiplos de la unidad funda-
mental para utilizarlos en la medida de diferentes pesos. Llevaremos al aula diver-
sos envases, cuyo peso esté indicado en gramos (macarrones, lentejas, azicar...),
fijandonos en el simbolo g y juntaremos varios de ellos hasta conseguir equilibrar
en una balanza una pesa de un kilogramo, comprobando a continuacion que hemos
necesitado sumar 1000 g para igualarla. De la relacion entre estas dos unidades, se
deduce facilmente el nombre gramo para referirse a la mas pequefia de ellas.

Completaremos la secuencia de submultiplos del kilogramo, respetando la estruc-
tura decimal del sistema métrico, introduciendo también el decagramo y el hecto-
gramo como las unidades que hemos de repetir cien y diez veces respectivamente
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para equilibrar un kilogramo, asi como sus simbolo, dag y hg, y las relaciones que
tienen con el gramo:

ldag=10g 1 hg=100g

Observaremos que, aunque estas unidades son submultiplos del kilogramo (uni-
dad fundamental de la masa en el Sistema Internacional), las expresiones que uti-
lizamos para representarlas tienen como referente al gramo, como si este fuese la
unidad central de la magnitud (herencia del Sistema Cegesimal).

Anélogamente a las magnitudes anteriores, cuando conozcan las fracciones y los
nimeros decimales, podremos expresar los submultiplos del kilogramo utilizando
las expresiones siguientes:

1
lhg=0,1kg=—k
g g 10 g
1dag=001kg=ikg
’ 100

1
1¢=0,001 ke= — k
8 £ 2000 °

y entender el hectogramo, el decagramo y el gramo como el resultado de dividir
un kilogramo en 10, 100 o 1000 partes iguales respectivamente, es decir, como una
décima, una centésima o una milésima parte del kilogramo.

Como el gramo era la unidad fundamental de la masa en el Sistema Cegesimal,
aunque no lo es en el Sistema Internacional, hay también submultiplos del gramo
que el alumnado debe conocer. Empezaremos por el miligramo ya que podemos
encontrarlo frecuentemente en contextos reales asociados a medicamentos. A pe-
sar de la gran dificultad para manipular esta unidad en el aula de primaria, la defi-
niremos como la masa que resulta de dividir un gramo en mil partes iguales. Sera,
por tanto, mg su simbolo y tendremos las expresiones:

1

1 mg=0,001 g= ——
8 8 1000 8
Completaremos la secuencia de submultiplos del gramo, respetando la estructura
decimal del sistema de unidades, introduciendo también el decigramo y el cen-
tigramo como las masas que resultan de dividir un gramo en diez y cien partes
iguales, respectivamente, siendo los simbolos, dg y cg, y cumpliéndose las expre-
siones:

1 1
1dg=0,1g=— lcg=0,01g=—
g g 10g g g 100%

Dada la dificultad para hacer mediciones con estas unidades en el aula de primaria,
propondremos al alumnado que busque situaciones reales en las que se usen (in-
formaciones de medicinas, metales valiosos, abonos de bonsais...).
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Un multiplo del kilogramo muy importante y que también se trabaja por el exten-
dido uso social que tiene es la tonelada. Esta unidad tiene un valor de 1000 kg y
se simboliza por t. Pediremos a los nifios y niflas que encuentren esta unidad en
diferentes contextos: peso de una ballena, de un elefante, de un dinosaurio, carga
de un camidn, de un barco, de un tren...

Hacia el final del 4.° curso de primaria, se podrian reflejar todas las unidades tra-
bajadas hasta el momento en el siguiente cuadro resumen:

LONGITUD |mm |[cm |{dm |m [dam |hm |km
CAPACIDAD |ml |cl |dl |l |dal |hl |kl
MASA mg |cg |dg |g |dag |hg |kg |t

Para conseguir de manera definitiva la conservacion razonada de las cantidades
de longitud, capacidad y masa, y como complemento del trabajo realizado en los
dos primeros cursos de la etapa, en 3.° y 4.° pondremos en practica con los nifios y
nifas actividades semejantes a las propuestas en la capacidad anterior. Para hacer
las comprobaciones pertinentes podremos utilizar todas las unidades de medida
que se han trabajado.

También se pueden presentar en clase aquellas unidades autoctonas (hanegada,
arroba de masa o de capacidad...) que los alumnos hayan podido oir en su corta
vida y relacionarlas con las unidades del Sistema Internacional.

4. Expresar medidas de longitud, capacidad y masa de forma
compleja. Transformar expresiones de medida complejas en
incomplejas y viceversa

Esta capacidad ese desarrollara a partir de 4.° curso, después de que el alumnado
conozca los numeros decimales.

Cuando realizan experiencias de medida, pueden expresar los resultados de dos
maneras bien diferenciadas. De forma compleja, utilizando diferentes unidades,
por ejemplo 3 m 8 dm 1 cm y de manera incompleja (también llamada simple), ex-
presandolos solo con una, adecuando el niamero a la unidad, por ejemplo 3,81 m.
Esta tltima expresion puede variar si se eligen otras unidades para representar el
resultado. Asi, por ejemplo, podriamos escribir 38,1 dm, 381 cm, 3810 mm, 0,381
hm, 0,00381 km. Se insistira mucho en el hecho de que no estamos representando
diferentes cantidades aunque utilicemos distintas escrituras. La cantidad es la mis-
ma y se conserva independientemente de la manera de expresarla.

Es evidente que para poder desarrollar adecuadamente el trabajo que permite
transformar unas expresiones en otras, los alumnos han de dominar las diferentes
unidades de medida estudiadas y las relaciones decimales entre ellas.
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5. Identificar el valor de las monedas y billetes de nuestro
sistema monetario y utilizarlos para expresar cantidades
de dinero concretas

El sistema monetario que adopta una comunidad de personas no es fruto de una
propiedad fisica de los objetos que tienen a su alrededor, como pasaba en las mag-
nitudes anteriores, aunque se estudia junto a ellas porque se comporta como si lo
fuera. Es fruto de un convenio, es un acuerdo que se toma para otorgar valor a los
diferentes «elementosy.

El sistema monetario actual posee cantidades fraccionarias centesimales y respe-
ta las reglas de funcionamiento del Sistema de Numeraciéon Decimal. Cuando el
alumnado tenga conocimientos sobre fracciones y decimales, el trabajo se podra
normalizar, pero en los primeros cursos de primaria, aunque no los conozcan, hay
que trabajar el sistema monetario por la necesidad de adaptarse al medio y a la
cotidianidad del dinero.

Sin embargo, sera necesario considerar ciertos aspectos de manera especial a la
hora de trabajar con el alumnado estos contenidos:

* Las unidades: introduciremos el euro como la unidad del sistema monetario
y presentaremos el céntimo, no como la centésima parte del euro sino como
«aquello que, juntando 100, completa 1 €».

» Lacoma: es la marca que se debe colocar para delimitar cual es la parte del nu-
mero que corresponde a los euros y cual la que corresponde a los céntimos, es
decir, a la izquierda de la coma los euros enteros y a la derecha, los céntimos.

» Las operaciones: cuando se necesite operar con dinero y mientras no se conoz-
can los nimeros decimales y las operaciones con ellos, se puede proceder, si
es necesario, operando por separado los numeros que representan los euros y
los que se refieren a los céntimos, y componiendo después los resultados.

Se empezard en el 1. curso de la etapa introduciendo las monedas de céntimos (1,
2,5, 10,20 y 50) y de euros (1 y 2), incorporando poco a poco los billetes de
5€,10€, 20 €y 50 €. En 2.° curso de primaria se introduciran los de 100 €, 200 €
y 500 €.

Para reforzar los calculos mentales con el valor de las monedas, podemos ayudar-
nos del eurodomin6 (figura 48), que asocia cantidades numéricas de dinero con la
representacion del mismo utilizando monedas.

Figura 48. Eurodomind (fabricado por HenBea)
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Para trabajar las relaciones entre monedas y billetes, podemos realizar en clase
actividades de compraventa u otros calculos con dinero (que verbalizaremos) utili-
zando como ayuda el material de plastico que reproduce el sistema monetario con
bastante fidelidad y que se muestra en la imagen de la figura 49.

Figura 49. Monedas y billetes (fabricados por Miniland)

Mientras se realizan estas actividades, se trabajara con lapiz y papel para reflejar
las operaciones implicadas en ellas (lista de la compra, tique de gastos...). Por
ejemplo, si necesitan saber cuanto dinero han de reunir para comprar dos juguetes
que han visto en un catalogo, sumaran los precios correspondientes. Cuando la
parte decimal del resultado no supere los 100 céntimos, no habra mucho conflicto
para operar como si fuera una adicién de nimeros naturales, y en el momento de
colocar la coma en el resultado, por imitacion de los sumandos, quedaria en el
lugar correspondiente. El problema puede aparecer en el caso contrario, si los pre-
cios de los juguetes que quiere comprar un nifio o una nifia son 42,75 €y 12,91 €,
como podemos ver en el ejemplo numérico siguiente. Se usard la manera de operar
de la derecha, separando los euros de los céntimos cuando el alumnado lo necesite
y expresaran el resultado final de manera correcta:

42,75 € 42€ 75 céntimos
+ 12,91 € +12€ 91 céntimos
55,66 € 54€ 166 céntimos
1€ 66céntimos
Se reagrupa

55€ 66céntimos = 55,66€

Para comprobar si el dinero que les devuelven a la hora de comprar es el correcto
o si necesitan saber cuanto les quedaria después de haber comprado un juguete
con un dinero ahorrado u otras situaciones semejantes, utilizaran sustracciones. Al
resolverlas respetaremos los niveles operatorios sin llevar y llevando propuestos
para esta operacion con numeros naturales y, en caso de ser necesario separar los
euros de los céntimos, lo haremos analogamente al caso de la adicion.

En 3.° de primaria, no hay que introducir nada nuevo, se repasa lo que se ha visto
en los dos cursos anteriores respecto de monedas y billetes.
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En situaciones cotidianas recreadas en el aula se pueden encontrar con multipli-
caciones y divisiones con decimales que se refieren a cantidades de dinero. Por
ejemplo, si organizamos un quiosco en clase y hacemos actividades de comprar
golosinas, puede resultarles necesario multiplicar el precio que vale una de ellas
por la cantidad que hayan elegido comprar. Y todo esto antes de pagar, porque
deben saber si llevan suficiente dinero o no. Haran también divisiones, cuando
para preparar una actividad de clase, cada grupo de cinco nifios y nifias tenga que
aportar un dinero determinado y necesiten averiguar la cantidad que deberd traer
cada uno, por ejemplo. En todas las situaciones de estos tipos tendran que separar,
si es necesario, el numero de euros y el de céntimos para hacer las operaciones y
unificar finalmente los resultados obtenidos para expresar de manera correcta la
cantidad final.

6. Completar el conocimiento de nuestro sistema monetario,
relacionando las monedas y billetes con los nimeros decimales

En 4.° de primaria, y aprovechando que se estan trabajando los nimeros deci-
males, se puede aplicar este conocimiento a las actividades con dinero, para dar
contenido matematico a las operaciones intuitivas que se hacian anteriormente.

Ya se puede introducir el céntimo como la centésima parte del euro y algunas mo-
nedas se pueden presentar entonces como la décima o la centésima parte de otras.

En los dos ultimos cursos de la etapa no se introduce nada nuevo respecto del
sistema monetario. Se utiliza cuando es necesario para resolver situaciones pro-
blematicas, que en algunos casos pueden referirse al cambio de moneda de euros
a dolares o libras esterlinas y viceversa.

7. Comprobar la relatividad de la percepcion del tiempo
y descubrir la necesidad de una unidad patrén para medirlo

A diferencia de la longitud, la masa y la capacidad, la magnitud fiempo no se
puede experimentar fisicamente, pero hay que trabajarla porque est4 siempre pre-
sente en la vida diaria. El conocimiento del tiempo por el alumnado avanza mas
lentamente que el de las otras tres magnitudes mencionadas. En educacion infantil
se han trabajado diferentes coordenadas temporales, como por ejemplo: mucho
tiempo, poco tiempo, de dia, de noche, antes, ahora, después, por la mafiana, por
la tarde, por la noche, ayer, hoy, mafiana... Ademas, se trabaja con secuencias en
las que ordenan temporalmente dibujos sencillos.

Con cinco afios ya pueden trabajar con aproximaciones a la cuantificacion del
tiempo usando relojes de arena, de agua, de velas... en los que se ve como se puede
comparar de manera objetiva la duracion de dos o mas situaciones diferentes que
no sean simultdneas. La ayuda de instrumentos ajenos a nosotros se hace necesaria
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porque, segun el estado de &nimo que tengamos, el tiempo parece que pasa de ma-
nera diferente. Pero las actividades con estos instrumentos no nos permiten saber
cudnto tiempo ha pasado, solo si una situacion o un periodo ha durado mas o me-
nos que otro. Para responder a la pregunta esencial, necesitamos medir el tiempo,
y para hacerlo nos hace falta una unidad patron: la hora.

En 1.7 curso de primaria, conviene recordar el trabajo realizado para la magnitud
tiempo en educacion infantil, reforzando las diferentes nociones de orientacion
temporal, ordenando secuencias mas complicadas (con mas escenas que en la eta-
pa anterior, ver figura 50) y retomando el estudio de la hora como unidad de me-
dida del tiempo.

Figura 50. Secuencias logicas (fabricado por Trusva)

8. Reconocer y utilizar las unidades de tiempo: horas, medias
horas, cuartos de hora, minutos y segundos. Interpretar las
horas en el reloj

Como consecuencia de la capacidad anterior, tendremos que continuar con el co-
nocimiento de la hora. En las aulas de primaria, nos ayudaremos de diferentes
tipos de relojes analdgicos. La figura 51 corresponde al reloj de engranajes, cuyas
manecillas no funcionan independientemente: si la larga de una vuelta completa a
la esfera, la corta se desplazard de un niimero al siguiente.

Figura 51. Reloj de engranajes (fabricado por Kalmarsund)

Hemos de conseguir que identifiquen la duracion de una hora con el tiempo que
tarda la aguja larga en dar una vuelta completa a la esfera del reloj, o la corta en
moverse de un numero al siguiente. Representaremos simbdlicamente la hora con
una h.
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Relacionado con las actividades del aula, en diferentes momentos de la jornada
escolar, trabajaremos la lectura, la representacion grafica y la escritura literal de
horas en punto (son las 10 horas en punto, son las 4 horas de la tarde...). Pode-
mos utilizar, para ayudarnos, materiales como los relojes escolares de madera, que
constan de un reloj grande para el docente y veinte més pequefios para el alumna-
do (figura 52).

Figura 52. Relojes escolares de madera (fabricados por Trusva)

El proceso de conocimiento de la hora va emparejado con el del dia como un pe-
riodo de 24 horas. Por este motivo, serd necesario matizar algunas de las represen-
taciones horarias trabajadas hasta este momento. Como usualmente en los relojes
analdgicos solo se utilizan 12 numeros para indicar las horas, tendremos que ex-
presar de alguna manera si nos encontramos en las primeras doce horas o en las se-
gundas. En un contexto mas familiar o coloquial, se expresara la diferencia acom-
pafiando la hora de las expresiones «de la mafiana, de la tarde o de la noche». En
otros contextos (visitas médicas, transportes, espectaculos, electrodomésticos...)
necesitaran saber que las horas posteriores a las 12 del mediodia se indican con los
nameros 13, 14... hasta 24. Es importante conocer la existencia de relojes escola-
res con la doble numeracion (figura 53) para ayudarnos a trabajar en el aula las dos
posibilidades de nombrar las horas.

Figura 53. Reloj escolar (fabricado por Goula)

A partir de conocer cuanto dura una hora y trabajando la duracion del tiempo en
situaciones reales (por ejemplo, averiguar cuanto tiempo estan en el patio), pue-
den surgir preguntas del tipo: y si la aguja larga hace solo una parte del recorrido,
[cuanto tiempo ha pasado? Es el momento de introducir la media hora, que se
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identificarad con el tiempo que tarda la mencionada aguja en recorrer la mitad de
la esfera del reloj, representdndola como 1/2 h (andlogamente a las magnitudes
anteriores) y comprobando su relacion con una hora.

De manera semejante a lo comentado para la hora, hay que trabajar la lectura de
las medias horas en el reloj (son las nueve y media, las dos y media...), y también
su representacion y su escritura, ademas de otros tipos de expresiones cotidianas:
hora y media, falta media hora, después de media hora...

Posteriormente, y por la necesidad de medir cantidades de tiempo menores que
media hora (por ejemplo, el tiempo que se dedica al almuerzo en el patio), en 2.°
curso de primaria se introducira el cuarto de hora, que se asociara con el tiempo
que tarda la aguja larga en recorrer una de las cuatro partes iguales de la esfera del
reloj. Esta nueva unidad se representard por 1/4 h y se relacionara con la hora y la
media hora.

En la linea de trabajo de las unidades anteriores, procederemos a la lectura de los
cuartos de hora en el reloj analdgico (son las nueve y cuarto), su representacion
grafica y su escritura literal. Hemos de tener en cuenta la dificultad especial que
para el alumnado presenta esta nueva unidad cuando se trata de expresar que falta
un cuarto de hora para la hora en punto siguiente (son las nueve menos cuarto).
Otros tipos de expresiones que trabajaremos también son: hora y cuarto, falta un
cuarto de hora, después de tres cuartos de hora...

Continuando con el conocimiento de unidades de tiempo menores que las trabaja-
das hasta ahora, y avanzado el 2.° curso de primaria, se introducira el minuto (por
ejemplo, para medir el tiempo que les puede costar cantar una cancion). Necesi-
taremos un reloj analodgico que disponga de manecilla de los segundos e identi-
ficaremos el minuto con el tiempo que tarda esta en dar una vuelta completa a la
esfera del reloj y lo representaremos simbolicamente por min. Ademads de utilizar
cualquier reloj analogico con aguja de los segundos, nos podemos ayudar del reloj
gigante (figura 54) que es facilmente manipulable por los alumnos y permite la
instalacion de una bateria para funcionar autonomamente.

-

Figura 54. Reloj gigante (fabricado por HenBea)

También se debe trabajar la lectura, la representacion grafica y la escritura de los
minutos en el reloj analdgico (son las nueve y cinco minutos, son las nueve menos
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veinte minutos), y relacionar esta unidad con la hora, comprobando en alguno de
los relojes mencionados que hacen falta 60 minutos para completarla, asi como
con la media hora y el cuarto de hora:

60min=1h 30min=1/2h 15min=1/4h

Hacia el final de 2.° curso o en 3.° de primaria hay que fijar definitivamente la
lectura de los minutos en los relojes analogicos e introducir también los relojes
digitales, que utilizan solo los nimeros para representar el tiempo. Estos relojes
expresan la informacion horaria mediante dos o tres conjuntos de niimeros separa-
dos por dos puntos, a la izquierda de los cuales se sitiia la hora, inmediatamente a
la derecha, los minutos y a veces mas a la derecha, los segundos.

Es posible que en un primer momento sean mas sencillos de utilizar por los nifios
y nifias, porque solo tienen que leer los nimeros. Lo que no parece tan evidente es
que de esta lectura se pueda deducir una comprension correcta de lo que supone la
fraccion de hora que ha transcurrido en relacion con los minutos leidos. Esta idea la
representan mucho mas claramente los relojes analdgicos y por ello se justifica su
introduccion en el aula de primaria antes que estos otros.

Es necesario leer las horas en los dos tipos de relojes, comparando las diferentes
maneras de representarlas y consiguiendo que el alumnado las comprenda e inter-
prete correctamente, insistiendo especialmente en situaciones del tipo «son las 6 'y
20 minutos de la mafiana» o «son las 6 menos 20 de la tarde» en el reloj analdgico.
La interpretacion de las horas debe funcionar en un sentido (afiadiendo minutos)
y en otro (descontando minutos). Si el reloj es digital, entonces la informacion se
traduce en leer inicamente «son las 6:20 h» o «son las 17:40 h». Han de saber las
dos maneras de expresar el tiempo y relacionarlas. Podemos ayudarles con el do-
min6 del reloj digital, que se muestra en la figura 55, en el que el alumnado debe
asociar expresiones de la misma hora en formato analdgico y digital.

/é;@ 20 a® Qg
f & ¥ R /@

Figura 55. Domino del reloj digital (fabricado por Taskmaster Limited)
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D

A veces, los relojes digitales solo utilizan del 1 al 12 para representar las 24 horas
del dia. En este caso los nimeros se acompafian de dos letras: a. m. (que se refieren
a las palabras latinas ante meridium), para representar las primeras 12 horas del
dia, o p. m. (post meridium), para las segundas 12 horas. Como esta explicacion
puede ser un poco complicada para el aula de primaria, se puede optar por la for-
mula siguiente para que puedan comprender y recordar estas expresiones:
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* Sies antes del mediodia: a. m.
* Si es posterior al mediodia: p. m.

Siguiendo con las unidades que miden intervalos de tiempo menores que una hora,
avanzado el 3. curso de primaria, se presentara el segundo. Con los relojes ana-
logicos, habra que utilizar de nuevo uno que disponga de segundero e identificar
el segundo con el tiempo que tarda esta manecilla en recorrer el espacio entre dos
marcas de los minutos; mientras que en el digital, un segundo sera el tiempo que
tarda el numero de los segundos en cambiar al siguiente. Lo representaremos sim-
bolicamente por s y lo relacionaremos con el minuto y la hora:

60 s =1 min 3600s=60min=1h

Utilizaran esta unidad para medir diferentes intervalos de tiempo y expresaran
verbalmente y por escrito los resultados obtenidos y el simbolo.

Insistiremos en que estas primeras unidades funcionan segtn el Sistema Sexagesi-
mal, aunque en las posteriores las horas ya no se relacionan con los dias con el
mismo sistema, y mucho menos los dias y los meses o los meses y los afios.

En 5.° de primaria y por su uso frecuente en el mundo del deporte, tan préximo
muchas veces al entorno del alumnado, seria conveniente introducir unas nuevas
unidades de medida del tiempo, la décima, la centésima y la milésima de segundo,
imperceptibles por los sentidos humanos y que resultan de dividir un segundo en
10, 100 o 1000 partes iguales respectivamente. Esta justificacion es la que puede
utilizarse para dar pie a otra, de &mbito menos ludico pero totalmente necesaria, el
uso de estas unidades en el mundo cientifico.

La dificultad mas importante a la hora de trabajar estas fracciones de segundo se
encuentra en el hecho de que, a partir de los segundos, se abandona el Sistema
Sexagesimal y se funciona con el Sistema Decimal. Se representan con cifras de-
cimales de la cantidad de segundos. Asi:

1 décima=1/10s=10,1s
1 centésima = 1/100 s = 0,01 s
1 milésima = 1/1000 s = 0,001 s

9. Expresar medidas de tiempo de forma compleja. Transformar
expresiones complejas en incomplejas y viceversa

El procedimiento es semejante al trabajado anteriormente para las magnitudes lon-
gitud, capacidad y masa. La dificultad afadida es la combinacion de los Sistemas
Sexagesimal y Decimal, por eso es un poco mas complicado y se introducira en
los ultimos cursos de primaria.
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A partir de actividades en las que el alumnado necesite medir intervalos de tiempo y
expresar la duracion total, podemos encontrar diferentes maneras de representar el
tiempo. En unos casos utilizaremos una sola unidad y en otros mas de una. Sera ne-
cesario saber convertir un tipo de expresiones en otro, para poder operar con ellas.

Cuando haya que pasar una cantidad de tiempo expresada de manera incompleja
a compleja, por ejemplo 3,5832 h, procederemos de la siguiente manera: como la
unidad utilizada es la hora, la parte entera del numero, es decir 3, sera las horas de
la expresion compleja. La fraccion de hora restante 0,5832 h, se multiplica por 60
para averiguar los minutos y el resultado es 34,992 min. Por tanto, en la expresion
compleja nos quedan 34 min y la fraccion 0,992 min, se vuelve a multiplicar por
60 para saber los segundos, con un resultado de 59,52 s. Con todo esto, la expre-
sion final en forma compleja es: 3 h 34 min 59,52 s.

Si, por el contrario, disponemos de una cantidad expresada de forma compleja, por
ejemplo 3 h 43 min 26,76 s y queremos expresarla como incompleja, procedere-
mos ahora de la siguiente manera: si se elige la hora como unidad de la forma in-
compleja, lo que haremos es expresar todas las cantidades en horas. Para ello serd
necesario dividir, de acuerdo con la correspondiente relacion entre las diferentes
unidades. Asi, para calcular cudntos minutos son 26,76 s, los dividiremos entre
60, obteniendo 0,446 min. Al sumar esta cantidad a los minutos que ya habia, el
resultado es 43,446 min. Al dividir este nimero entre 60, obtenemos 0,7241 h y,
por tanto, la expresion final sera 3,7241 h.

En el caso de que la unidad elegida no sea la hora, habra que adaptar las operacio-
nes a las necesidades de conversion de unas unidades en otras.

A la vez que se realizan todos estos calculos, se insistird mucho en que la expre-
sion decimal no se transforma de manera directa en la sexagesimal, y asi 2,5 h no
significa 2 h y 50 min, sino dos horas y media o 2 h 30 min.

10. Reconocer y utilizar las unidades de tiempo: dia, semana,
mes y afo

Paralelamente al estudio realizado con la hora y las unidades derivadas que aca-
bamos de ver, hay otro que empezando en el dia, recorre la semana y el mes, fina-
lizando en el afio.

Respecto del dia y aunque son dificiles para esta etapa, ya han trabajado en
educacion infantil los conceptos de ayer, hoy y manana, que toman como refe-
rencia para el cambio de dia el momento de levantarse de la cama. Lo que hemos
de hacer en el 1. curso de primaria, es identificar el dia con un periodo de 24
horas y trasladar el punto de referencia del nuevo dia a las 0 h, perfeccionando
el conocimiento de los mencionados conceptos. Como esta es una hora en la que el
alumnado no esta en la escuela, se hace necesario solicitar la ayuda de las familias
para que algun fin de semana puedan quedarse despiertos hasta ver en un reloj el
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cambio de hora y de dia (podriamos aprovechar para recordar el momento de las
campanadas de la Noche de Fin de Afio o el de mojarse los pies en el mar la Noche
de San Juan).

Las 24 horas de un dia corresponden al tiempo aproximado que tarda la Tierra en
dar una vuelta sobre si misma. Se relacionara este periodo de tiempo con dos vueltas
completas de la aguja horaria del reloj analdgico y, por tanto, con 24 vueltas del minu-
tero. Para visualizar la representacion social de los dias utilizaremos los calendarios,
en los que cada dia tiene asignado un niimero distinto, que nos da la fecha asociada.

La sucesion de dias nos llevarad de manera natural a la semana. Tendremos que lle-
gar a la idea de semana como un periodo de siete dias, de lunes a domingo, cinco
de los cuales son escolares y dos no escolares, sabiendo que a veces hay algln dia
festivo entre los escolares. Cada uno de los dias de la semana tiene un nombre, que
deben aprender y en su orden correcto.

Cuando esté clara la composicion de la semana y su duracion, es importante tam-
bién que el alumnado reconozca como una semana cualquier periodo de siete dias
seguidos, sin que sea necesario empezar por el lunes.

Continuando con la introduccion de las diferentes unidades de medida del tiempo,
llegaremos al mes, siendo conscientes de que es una unidad de tiempo no cons-
tante. Trabajaremos los nombres, el orden y la duracion de los meses, prestando
especial atencion a febrero que es diferente a todos los demas.

Para finalizar con estas unidades de tiempo en 2.° curso de primaria, estudiaremos
el afio, identificandolo con un periodo de 12 meses, que van desde enero hasta
diciembre y diferenciaremos los bisiestos de los no bisiestos, segun la duracion
del mes de febrero. Para poder justificar al alumnado la existencia de estos afios
de duracién diferente, tendremos que hacer referencia al hecho de que el afo es
el tiempo aproximado que tarda la Tierra en recorrer su Orbita alrededor del Sol,
produciéndose un desajuste en los 365 dias que se arregla cada cuatro afios con un
bisiesto, en el que el mes de febrero tiene 29 dias.

De manera andloga al caso de la semana, cuando esté clara la composicion y dura-
cion de los meses y de los afios, es importante también que el alumnado reconozca
un mes como cualquier periodo comprendido entre dos fechas iguales de meses
consecutivos y, como un afio, cualquier periodo de 12 meses o 365 dias seguidos.

Estas unidades de medida del tiempo resultan bastante faciles de trabajar, por la
costumbre diaria de poner la fecha en el aula al principio de la jornada escolar y por
la necesidad habitual de situar en el tiempo la mayoria de los hechos cotidianos:
actividades del aula, excursiones, deberes escolares, fiestas, visitas familiares, etc.

Podemos completar el conocimiento del afio con el estudio de las estaciones,
trabajando las caracteristicas y hechos sociales importantes de cada una de ellas
(Navidad, Las Fallas, La Magdalena, Pascua, vacaciones de verano...), ademas de
su duracion y situacion a lo largo del mismo.
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Como material de ayuda para trabajar las unidades no horarias, podemos utilizar
cualquier calendario mensual/anual o el calendario magnético de la figura 56 que
recoge informacion referente a semanas, meses, estaciones, afio y en el que se
pueden sefialar fechas que se consideren importantes.

Figura 56. Calendario magnético (fabricado por HenBea)

11. Realizar mediciones y transportes de angulos

Desde 3. curso y dentro del bloque de Geometria se ha trabajado el concepto de
angulo a partir de la manipulacioén y construccion, de la definicion intuitiva, del
dibujo y de la clasificacion de estos (tomando como referencia el angulo recto).

En 5.° curso se inicia el trabajo de cuantificacion de los angulos, buscando ac-
tividades en las que sea necesario medirlos: dibujos, maquetas, construcciones
geomeétricas... Estas actividades exigen la medida de una nueva magnitud, la am-
plitud angular y, por tanto, se necesita una nueva unidad, el grado sexagesimal,
que se define como la amplitud del dngulo que resulta de dividir un angulo recto
en 90 partes iguales. Se representa por un cero de reducidas dimensiones, situado
en posicion exponencial a la derecha del nimero que indica la cantidad de grados.

Para poder medir esta nueva magnitud, se utiliza el transportador de dngulos o
goniodmetro (figura 57). Es una regla formada, usualmente, por un semicirculo o semi-
corona circular que se apoya sobre el diametro mayor, graduada en grados sexa-
gesimales desde 0° hasta 180°. En el mencionado didmetro hay una marca central
en la que se coloca el vértice del angulo a medir, haciendo coincidir el cero con
uno de sus lados. El otro lado indicard, en la graduacion creciente, la cantidad de
grados que mide el angulo.

Figura 57. Transportador de angulos (fabricado por Faibo)
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Una vez conocido, simbolizado, utilizado y adquirido el grado, se estudian sus
submultiplos, el minuto y el segundo sexagesimales, que son las unidades que
surgen al dividir, respectivamente, el grado o el minuto en 60 partes iguales. Se
simbolizan escribiendo una o dos comillas a la derecha del nimero en posicién
exponencial.

Es muy complicado encontrar actividades que necesiten minutos y segundos sexa-
gesimales, porque vuelven a ser, de la misma manera que las décimas y las cen-
tésimas de segundo, imperceptibles para los sentidos humanos. Debemos comen-
tarles, sin insistirles demasiado, que hay ambitos de la ciencia que necesitan estas
unidades y por eso hemos de conocerlas.

Esta no es la tinica manera de medir angulos. También se puede utilizar el Sistema
Centesimal (todas las divisiones son en 100 partes) y el Sistema Circular (utiliza
el radian) pero no se trabajan en educacion primaria.

12. Introducir la medida de superficies y voliumenes por medio
de cuadrados y cubos, respectivamente

Las magnitudes estudiadas en las capacidades anteriores son lineales. Esto implica
que se tendra en cuenta solo una dimensién que mediremos con la correspondiente
unidad. Para completar el estudio de las magnitudes y la medida en educacion pri-
maria introduciremos otras magnitudes que dependan de mas de una dimension:
en 4.° curso la superficie y en 6.°, el volumen.

Desde educacion infantil y, dentro del bloque de Geometria, en 1. y 2.° cursos
de primaria, ya tienen una idea de superficie y volumen. Han estudiado diferentes
tipos de superficies: lisas, rugosas, abiertas, cerradas, planas, curvas... y han dife-
renciado entre la superficie de un cuerpo y el espacio que este ocupa (idea intui-
tiva de volumen). Nos interesaran ahora las superficies que son planas y que nos
llevarén, de manera sencilla, al concepto de area, y los cuerpos de caras planas y
paralelas dos a dos, que nos conduciran al de volumen.

Para poder llegar a la necesidad de medir superficies, en un primer momento, pro-
pondremos situaciones problematicas que impliquen comparaciones. Estas situa-
ciones se pueden resolver de diferentes maneras: directamente (comparando dos
o mas superficies visualmente o por superposicion), por descomposicion (fraccio-
nando las superficies y comparandolas) o finalmente midiendo. Nos interesa llegar
a este tercer procedimiento para trabajar el concepto de medida de superficie con
las unidades de esta.

Partiremos de una situacion real, por ejemplo: «Los alumnos de una clase quie-
ren confeccionar un mural en el panel de corcho del aula, que es bastante grande.
Como es incémodo trabajar con el panel en la pared, han pensado apoyarlo sobre
la mesa del profesor. No saben si cabra y quieren saberlo antes de descolgarlo». El
alumnado se organiza en grupos y cada uno piensa como solucionar el problema.
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Inicialmente, es probable que se fijen solo en una de las dimensiones de la mesa 'y
del panel, midiéndola y comparandola. Asi, pueden llegar a la conclusion de que
cabe o0 no cabe, solo en funcion de la altura o de la anchura del panel. El hecho de
que un grupo de alumnos considere una de las dimensiones y otro grupo la otra,
provocara una discusion entre ellos. Se debe orientar este didlogo para ayudarles a
llegar a la conclusion de que es necesario considerar las dos dimensiones a la vez.
Se les pide que piensen alguna manera de comparar las dos superficies.

Ante esta duda, normalmente intentan hacer un recubrimiento de las dos superficies
con algun elemento plano que en aquel momento consideren como unidad (papel,
cartulina...), y contabilizar los objetos que han necesitado para cubrir una y la otra.

En situaciones semejantes y a partir de la utilizacion de unidades de diferentes for-
mas (rectangulos, tridngulos, circulos, cuadrados...), tendran que llegar a concluir
que sera un elemento cuadrado el que mejor recubre las superficies a medir. Estas ac-
tividades pueden costar tiempo, pero es importante dedicarles el necesario para con-
seguir una construccion mental adecuada del concepto de medida de una superficie
y de las unidades de esta. Una vez encontrada la necesidad de que las unidades sean
superficies cuadradas, podemos utilizar de diferentes tamanos para medir una misma
superficie, comprobando que, en cada caso, el resultado es diferente, de manera ana-
loga a lo que ocurria en la longitud, la capacidad y la masa. Con esto concluiremos
que necesitamos una unidad patron, que trabajaremos en la capacidad siguiente.

Siguiendo un procedimiento semejante, y en situaciones en las que se necesite
comparar el volumen de dos objetos (por ejemplo, saber si los paquetes de folios
que tenemos en una caja que se estd rompiendo, nos cabrdn en otra nueva que no
tiene la misma forma que la anterior y no sabemos si mantiene el tamafio), llega-
remos a las unidades de forma cubica como las adecuadas para medir volumenes
y a la necesidad de introducir una unidad patron para esta magnitud.

13. Introducir el metro cuadrado, el metro cubico y los respectivos
submultiplos y multiplos. Utilizarlos para medir superficies
planas y volimenes muy sencillos

Como consecuencia de la ultima capacidad, introduciremos las primeras unidades
de medida de superficie hacia el final de 4.° curso y las completaremos durante
5.°y 6.° de primaria. Estas se presentaran como cuadrados, cuyos lados tengan
la misma longitud que las diferentes unidades de medida de esta magnitud. Por
ejemplo, el centimetro cuadrado serd un cuadrado de lado un centimetro. Ademas
del centimetro cuadrado, iniciaremos este trabajo con el metro cuadrado y el de-
cimetro cuadrado.

El orden de aparicion de estas tres unidades estard en funcion de las situaciones
reales con las que iniciemos su estudio: medir la superficie del aula, del patio, de un
libro, de una mesa... Para cada una de las actividades habra que construir con papel,
cartulina... al menos la cantidad aproximada de cada unidad cuadrada necesaria para
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recubrir lo que se quiere medir. Hay pocos instrumentos de medida de superficie
adecuados en el mercado y, si no se dispone de ellos, es conveniente crearlos en el
aula de primaria en este momento inicial, para ayudar a los nifios y nifias a hacer
las mediciones y a construir la imagen mental de estas unidades. En la figura 58 se
muestran las piezas del metro cubico descomponible que también se puede utilizar
para construir metros cuadrados.

Una vez introducida cada unidad y su nombre, presentaremos el simbolo, en estos
casos cm?, m” o dm?. Las utilizaremos para medir diferentes superficies y las com-
pararemos entre si (principalmente con el metro cuadrado, que es la unidad central
de la magnitud superficie) para deducir las siguientes relaciones:

10.000 cm? =1 m? 100 dm? =1 m? 100 cm? =1 dm?

Se introduce un nuevo submultiplo del metro cuadrado con el fin de completar
las unidades mas pequefias que este y a partir de la necesidad, en algiin campo
cientifico, de medir superficies menores que el centimetro cuadrado. Serd esta el
milimetro cuadrado y su simbolo es mm?. Con ayuda del papel milimetrado, por
ejemplo, se estableceran sus relaciones con las otras unidades de superficie estu-
diadas, comprobando que:

100 mm? =1 cm? 10.000 mm? =1 dm? 1,000.000 mm?= 1 m?

Anélogamente a las magnitudes longitud, capacidad y masa, podremos expresar
los submtltiplos del metro cuadrado utilizando las fracciones y los nimeros deci-
males de la manera siguiente:

1 dm?>=0,01 m*= % m?

1 cm?=0,0001 m*= b m?
10000

2

1 mm? = 0,0000001 m*= ——— m
1,000000

Y entender el decimetro cuadrado, el centimetro cuadrado y el milimetro cuadrado

como el resultado de dividir un metro cuadrado en 100, 10.000 o 1,000.000 de

partes iguales, respectivamente.

Cuando las superficies que necesitamos medir son mucho mas grandes que un me-
tro cuadrado, es necesario introducir nuevas unidades mayores que este (expresar
la superficie de un pais, de un desierto, de un lago,...). El kilémetro cuadrado es el
multiplo mas utilizado en estos casos. Equivale a un cuadrado de un kilémetro de
lado y su simbolo es km?. Para completar la escala de unidades con una estructura
semejante a otras magnitudes introduciremos los restantes multiplos: decametro
cuadrado y hectometro cuadrado, que se simbolizan con dam? hm?. Las equiva-
lencias con el metro cuadrado son:

1 dam? =100 m? 1 hm? =10.000 m? 1 km*=10,000.000 m?
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Para reforzar estas unidades y comprobar su utilizacion en contextos reales, po-
demos pedir al alumnado que averigiie la medida de la superficie de su pueblo,
comarca, provincia, etc.

La magnitud superficie tiene un sistema propio de unidades de medida, que intro-
duciremos en el aula de primaria por su extendido uso agrario y forestal. La unidad
fundamental de este sistema es el area, que equivale a la superficie de un cuadrado
de diez metros de lado y, por tanto, a un decametro cuadrado. Su simbolo esa.
Es mas conocida la hectdrea, inico multiplo de la anterior unidad, que equivale
a la superficie de un cuadrado de cien metros de lado, por tanto, a un hectémetro
cuadrado y que tiene por simbolo ha. El tinico submultiplo del 4rea es la centiarea
con simbolo ca, que equivale a la superficie de un cuadrado de un metro de lado,
es decir, a un metro cuadrado, con las siguientes relaciones:

lca=1m?>=0,0la 1a=100m?>=1dam?> 1ha=10.000m?>=100a=1hm?

De las relaciones estudiadas entre las diferentes unidades de superficie se deduce
que estas se relacionan de 100 en 100, a diferencia de lo que ocurria la longitud, lo
que resulta bastante evidente si tenemos en cuenta el caracter lineal de esta mag-
nitud frente a la consideracion bidimensional de la superficie.

En 6.° curso de primaria y en situaciones en las que se necesite medir el volumen
de alglin objeto, lugar o recipiente (caja, cubo, piscina...) llegaremos a las unida-
des de esta magnitud con el metro ctibico (m?) como unidad central, que se define
como el volumen de un cubo de un metro de arista. Es importante poder realizar
en clase el montaje de la mencionada unidad con palos de un metro de longitud y
piezas que actien como vértices, para que el alumnado vea como es de grande y
pueda hacerse una idea del metro ciibico, mas ajustada a la realidad que la que le
proporciona la definicion. Podemos ayudarnos de material comercializado como
el que se muestra en la figura 58.

Figura 58. Metro ctibico desmontable (fabricado por Lado)

El resto de unidades de volumen, multiplos y submultiplos del metro cubico, se
presentan relacionadas con la necesidad de medir volimenes mayores o meno-
res que este. Siguiendo el mismo esquema que con las otras magnitudes, estas
unidades seran: decimetro cuibico, centimetro cubico y milimetro cibico como
submultiplos, y decametro ctbico, hectometro ctubico y kilometro cubico como
multiplos. Respectivamente, los simbolos seran dm?, cm®, mm?® y dam?, hm?, km?
y se relacionan de 1.000 en 1.000, pudiéndose comprobar de manera experimental
con el metro cubico, el decimetro ctbico y el centimetro cubico. En la figura 59 se
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muestra el decimetro ciibico descomponible, que permite visualizar las relaciones
entre esta unidad y el centimetro cubico.

Figura 59. Decimetro ctibico descomponible (fabricado por Nes Arnold)

De todas estas unidades, las que se manipulan mas facilmente son el decimetro
cubico y el centimetro ctibico. La mas frecuente en envases que cotidianamente
estan al alcance del alumnado es el centimetro ctibico que, a veces, aparece simbo-
lizado incorrectamente por cc, en lugar de cm’. Trabajaremos esta representacion
con los nifios y nifias para poder asociarla correctamente a la unidad correspon-
diente y evitar confusiones con el centilitro (cl).

Se puede estudiar, ademas, la relacion entre las unidades de capacidad y de volumen,
comprobando con diversos recipientes que un decimetro ctibico equivale a un litro, asi
como que un centimetro ctiibico equivale a un mililitro: 1 dm’=1L y 1 cm*=1ml.

14. Averiguar las unidades adecuadas para medir cantidades
de diferentes magnitudes. Realizar estimaciones de algunas
cantidades de estas magnitudes.

Esta capacidad se debe trabajar a lo largo de toda la etapa como complemento de
las anteriores, porque se han de distinguir y clarificar las palabras magnitud, uni-
dad y medida. Y, quizé, no por el nombre, sino por los hechos. Es decir, se debe
establecer un protocolo segun el cual antes de realizar una medicion, serd necesa-
rio que el alumnado se haga las preguntas siguientes:

1. ;Qué voy a medir? Esta pregunta conecta directamente con la idea de mag-
nitud. Es decir, ;voy a medir longitud, masa, capacidad, superficie, etc.? Es
importante que esta distincion esté clara.

2. Por tanto... jcon qué unidad? En cualquier caso, tendré que adecuar la uni-
dad a la cantidad que voy a medir.

3. ¢;Cuantas veces? Es el momento de medir las cantidades y, por tanto, he de
indicar el numero de veces que he utilizado la unidad elegida.

También es importante desarrollar la capacidad de estimacion. Antes de calcular
la medida exacta de una cantidad seria conveniente que la estimaran aproximada-
mente, escribiendo todo lo que piensan y que sea 1til para poder, después, incidir
sobre los errores con el fin de mejorar la estimacion y la imagen mental de las
diferentes unidades.
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15. Utilizar con soltura instrumentos de medida

Se trabaja conjuntamente con todas las capacidades anteriores porque, al tiempo
que van comprendiendo y estudiando las unidades, van utilizando instrumentos
de medida. Es necesario que tengan cuidado y presten atencion a lo que estan
haciendo.

Se pretende reforzar el uso de los mencionados instrumentos, con los detalles par-
ticulares de estos (fiabilidad, facilidad de uso, seguridad...) y con total correccion
a la hora de tomar la medida. Hemos de conseguir que sean responsables en el
cuidado del material, en la toma de datos correcta, en la coherencia con lo que se
esta midiendo y en la transcripcion correcta al papel.

16. Descubrir las expresiones para calcular las areas de figuras
planas sencillas

En 6.° curso y una vez se ha hecho el estudio de las unidades de superficie, hay que
hacer un trabajo un poco mas abstracto para descubrir expresiones que nos permi-
tan calcular el area de un cuadrado, de un rectangulo y de un triangulo.

Para el caso del rectangulo podemos ayudarnos de los acetatos centimetrados (fi-
gura 60).

-

_ 4
Figura 60. Acetatos centimetrados (fabricados por Taskmaster Ltd.)

Se trata de calcular el area de varias de estas figuras (que habremos preparado y
que tendran numeros enteros como longitud de los lados), superponiendo la cua-
dricula del acetato y contabilizando los centimetros cuadrados que la recubren. En
cada ocasion hay que medir también los dos lados diferentes de las figuras y ano-
tarlo todo, formando asi una tabla en la que, para cada figura, tendremos el valor
del area en una columna y las medidas de los lados en otra. Al final les pediremos
que encuentren una relacion entre las dos columnas hasta que lleguen a concluir
que la multiplicacion de las longitudes de los dos lados diferentes da como resul-
tado el valor del area. El enunciado geométrico de esta conclusion serd «el area
del rectangulo es igual al producto de la longitud de la base por la de la alturay.
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Como consecuencia inmediata, el valor del area de un cuadrado se calculard mul-
tiplicando la longitud de un lado por ella misma.

Como ampliacion del estudio del area de un rectangulo podemos trabajar la de un
paralelogramo cualquiera, por ejemplo el ABCD de la figura 61.

Figura 61. Representacion grafica para calcular el area de un paralelogramo

Para calcular el area de este paralelogramo, lo transformaremos en un rectangulo
cortando y trasladando el tridngulo ABM a la posicion DCN, con lo que obtendre-
mos el rectangulo MBCN, que tiene la misma cantidad de superficie que el parale-
logramo inicial, por tanto, tendrd la misma drea. Es evidente que el rectangulo y el
paralelogramo tienen la misma longitud por base y la misma longitud por altura.
Como saben calcular el area del rectangulo, multiplicando la longitud de la base
por la de la altura, serd la misma expresion la que permitird calcular, de ahora en
adelante, el area de un paralelogramo.

En el caso del area de un tridngulo, dividiremos entre dos la del paralelogramo.
El motivo es evidente, la diagonal de un paralelogramo genera siempre dos trian-
gulos iguales, cuya area es la mitad de la del paralelogramo (figura 62). Asi, para
calcular el drea de un triangulo habré que «multiplicar la longitud de la base por la
de la altura y dividir el resultado entre dosy.

VA N

Figura 62. Representaciones graficas para calcular areas de tridngulos

17. Aplicar los conocimientos sobre magnitudes y medida
para resolver e inventar problemas

Esta capacidad no se consigue de manera aislada, ni tampoco solo cuando estén
adquiridas todas las anteriores. Se ird trabajando a medida que se estudie cada
una de las magnitudes desarrolladas a lo largo del tema, con la finalidad de que
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sean conscientes de lo que han aprendido, es como un recordatorio. Se entienden
también como problemas las actividades iniciales que plantean los primeros inte-
rrogantes necesarios para introducir un nuevo concepto, en este caso, de magnitu-
des y medida, ademas de todas las enmarcadas en situaciones cotidianas que les
generen preguntas relacionadas con estos contenidos.

En cualquier caso, una vez esté introducida cada una de las magnitudes con las
unidades y relaciones correspondientes, se debe trabajar la resolucion de proble-
mas relacionados con ella, como complemento de las actividades experimentales
que se han desarrollado en las capacidades anteriores.

De manera andloga al tema de los numeros racionales, realizaremos esta tarea en
el marco de las cuatro fases de Polya (comprender el problema, elaborar un plan,
ejecutar el plan y examinar la solucion obtenida) y reflexionando con el alumnado
sobre la importancia, desarrollo y utilidad de cada una de ellas.

Aprovecharemos los errores que puedan surgir para reflexionar con los nifios y
potenciar nuevas situaciones de aprendizaje. Es muy importante diferenciar entre
los errores experimentales en las mediciones, los de calculo y los errores de razo-
namiento, dado que exigen métodos diferentes para su tratamiento.

Desarrollaremos este trabajo en todos los cursos de la etapa, respetando en cada
uno de ellos los niveles cognitivos del alumnado respecto de los nimeros natura-
les, racionales y sobre las operaciones entre ellos.

El alumnado debe trabajar también la invencion de problemas relacionados con
estos conceptos. Lo que se pretende es comprobar si son capaces de generar situa-
ciones que se resuelvan con ellos. La tarea de inventar problemas sera posterior
a la de resolverlos. No les pediremos nunca que inventen un problema de un tipo
que aln no se haya resuelto.

Cada vez que les propongamos la invencion de un tipo nuevo de problemas reco-
rreremos los pasos siguientes, que se encuentran secuenciados por nueva dificul-
tad, independientemente del curso en el que nos encontremos:

* Con ayudas:
— Les daremos los nimeros, las magnitudes, el contexto y/o las operaciones
que intervienen en la situacion.
— Les daremos los numeros, las magnitudes, y/o las operaciones, pero no el
contexto.

* Sin ayudas: les daremos solo el tipo de nimeros, las magnitudes y/o las ope-
raciones que han de aparecer en la situacion problematica.

Después de inventar las situaciones problematicas, las intercambian con los com-
pafieros para que ningln nifio o nifia resuelva la que ha inventado, con la finalidad
de potenciar su capacidad tanto de redaccion como de expresion matematica, que
implicard la exigencia de claridad y de totalidad en datos e incdgnitas.
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ANEXO

Presentamos a continuacion algunos conceptos basicos de la Teoria de Conjuntos,
necesarios para fundamentar los contenidos referentes a los Numeros Naturales
que se trabajan en esta publicacion. No son objeto de estudio por los futuros maes-
tros, pero tienen la finalidad de facilitar su consulta a los lectores que lo necesiten.

1. Formalizacion de conceptos
de Teoria de Conjuntos

La Teoria de Conjuntos es la encargada de simbolizar el lenguaje matematico. Es
por ello que formando conjuntos expresamos algunos conceptos que componen el
curriculum escolar y favorecemos su aprendizaje.

Presentamos a continuacién una breve formalizacion de los conceptos de Teoria
de Conjuntos, necesarios para trabajar los contenidos de esta publicacion.

1.1. Introduccidn

El concepto de conjunto es intuitivo y se podria entender como «una agrupacion de
elementos hecha con cualquier criterio». El criterio puede no ser una propiedad ca-
racteristica comun, sino simplemente el deseo o la necesidad de agrupar ciertos ele-
mentos. Asi, podemos hablar de un conjunto de personas, de ciudades, de boligrafos,
o del conjunto de objetos que hay en un momento determinado encima de una mesa.

Un conjunto esta bien determinado si se sabe si un elemento dado pertenece o no
al conjunto; asi, el conjunto de los boligrafos azules esta bien definido, porque al
ver un boligrafo podemos saber si es azul o no. El conjunto de las personas altas no
esta bien definido, porque, al ver una persona, no siempre se podra decir si es alta o
no, o puede haber diferentes personas que opinen si esa persona es alta o no lo es.

Los conjuntos se representan, normalmente, con una letra mayuscula: 4, B, ,...

Llamaremos elemento a cada uno de los objetos (fisicos o abstractos) que forman
parte de un conjunto. Estos elementos tienen caracter individual, cualidades que
nos permiten diferenciarlos y cada uno de ellos es unico, de manera que no hay
elementos duplicados o repetidos. Los representaremos generalmente con una le-
tra minuscula: a, b, k...

Se define cardinal de un conjunto como «la cantidad de elementos que hay en el
conjuntoy.
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Se denomina conjunto universal o referencial, que habitualmente representaremos
con la letra U, al conjunto de todas las cosas de las cuales se esté tratando; asi,
si hablamos de nimeros naturales, U es el conjunto de los nlimeros naturales; si
hablamos de ciudades, U es el conjunto de todas las ciudades; este conjunto uni-
versal puede mencionarse explicitamente o, en la mayoria de los casos, se da por
conocido segun el contexto en el que se esté trabajando.

Siempre ha sido muy utilizada la idea de conjunto a lo largo de la historia, en cual-
quier representacion o explicacion matematica. Pero no sera hasta el siglo xix cuando
se le otorgara rigor. En este siglo, Cantor pone las bases para la construccion de
la Teoria de Conjuntos: definiciones, introduccion a los cardinales, conjunto bien
ordenado...

Aparecen fisuras en esta teoria, como la paradoja de Russell, que surge cuando se
supone un conjunto A = {C conjuntos/ C& C}, a partir del cual se hace la pregunta
de la pertenencia de A a si mismo, es decir ; AE A o A€ A? La respuesta nos lle-
va a la conclusion de que AEA <> AE A, que constituye la paradoja mencionada.

Para resolver estos problemas de la teoria de conjuntos se crean los sistemas axio-
maticos correspondientes (son conjuntos de afirmaciones admitidas como verda-
deras sin necesidad de demostracion) y asi tenemos los de Zermelo-Frenkel, los
de Newman...

1.2. Conjuntos

En este apartado se hace un recorrido por algunos conceptos (operaciones, relacio-
nes...) que se pueden definir en relacion a los conjuntos.

1.2.1. Definiciones y conceptos basicos

Como se ha dicho en el punto anterior, se admite la idea de conjunto como la agru-
pacion en un todo de determinados objetos bien caracterizados y diferenciados los
unos de los otros.

* Conjuntos iguales: aquellos que, elemento a elemento, son iguales.

* Determinaciones de un conjunto:
— Por comprension: explicitando la propiedad caracteristica de sus ele-
mentos.
— Por extension: enumerando, uno por uno, todos los elementos que lo
componen.

» Representaciones de un conjunto:
— Representacion grafica: diagrama lineal, diagrama de Venn (linea curva
cerrada que delimita los elementos del conjunto) o cualquier linea cerrada.
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— Representacion simbolica: como se ha dicho antes, se utilizaran letras en
minuscula para representar los elementos de un conjunto y en mayuscula
para representar los conjuntos.

* Subconjuntos: ACC <> VaEA —-a€C
* Conjunto universal o referencial: se representa con la letra U.

* Conjunto complementario de un subconjunto:

ACU: A, ={xEU/x&A}

* Conjunto vacio: ¢, aquel que no tiene elementos.

* Conjunto de partes de un conjunto: es un conjunto que esta formado por to-
dos los subconjuntos de un conjunto dado, es decir: P(A) = {B / B C A} Es
importante notar que de esta definicion se deduce que AEP (A1 pEP (A).

Utilizando numeros combinatorios se puede demostrar que el conjunto P(A4) tiene
como cardinal 27 “: sz [P (A)]= 27"

1.2.2. Operaciones entre conjuntos
e Union: AUB={x/xEA % XEBJL

¢ Interseccion: A[(\B= {x /XEA A xEB}. Si la interseccion de dos conjun-
tos es el conjunto vacio, estos se denominan conjuntos disjuntos.

Propiedades de la union y de la interseccion:

. Conmutativa: AUB=BUA yANB=B(A

. Asociativa: AUBUC)=(AUB)UCy ANMBNC)=(ANB)(1C

. Idempotencia: AlUUA=Ay ANA=A

. Absorcion: AU(ANB)=Ay AN(AUB)=A

. Distributiva:
AUBNC)=(AUBNAUC)yANBUC)=(ANB)UANC)

6. AUA°=Uy AUP=A

7.ANA =¢y ANp=¢

NOTA: Leyes de De Morgan:

(AUB) =A°NBC

(ANB) =A°UBC

v A W N
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* Particion de un conjunto: {N LN, .. N ”} es una particion de un conjunto
A, siy solo si (en adelante sii):

| N;CAAN,; =9, Yi=1..,n

2. UNi =A
izl

3. N; mNj=¢3Vi =

» Diferencia de conjuntos: A-B = {x €A/ xEB }
* Producto cartesiano: . 4Ax B = {(a,b )/aEANbEB }

Propiedades:

card(AxB)= card(A)-card(B)
AxB=BxA
A'CA,B'CB<>A'XB'C AxB
AxB=p<>A=¢p v B=¢
Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)
Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)
Ax(B-C)=(AxB)-(AxC)

N kR D

1.3. Correspondencias
Una correspondencia f es una terna (A, B, G), donde:

* A, Bson conjuntosy f:. A— B asocia elementos de A con elementos de B,
denomindndose A conjunto inicial y B conjunto final.

« D(f)= {XEA /IyEB:{(x) = y}, es el conjunto Dominio de la correspon-
dencia y estd formado por los elementos (Ilamados origen o antiimagen) del

conjunto inicial que tienen algiin elemento correspondiente en el conjunto
final.

* Im(f)= {yEB / XEA:{(x)= y} es el conjunto Imagen de la correspon-
dencia y esta formado por los elementos (llamados imagen) del conjunto final
que se corresponden con algiin elemento del dominio de la correspondencia.

* G C AxB, se denomina Grafo de la correspondencia y estd formado por
pares (x,y) donde xED(f) ¢ yEIm(f):
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G(f) ={(x,y)EAXxB/ xED(f) A yEIm(f) A f(x) =y}

Cualquier correspondencia f nos permite definir su correspondencia reciproca o
inversa, de la siguiente manera: £ :B— A / D(f") = Im(f) i Im(f™") = D(f).

Algunas correspondencias pueden ser:

* Univoca: a cada elemento de A le corresponde un elemento o ninguno de B.
* Biunivoca: tanto f, como f-!, son univocas.
» Aplicacion: todo elemento de A tiene imagen en B y esta es unica. Es decir,

Va€AAbEB/f(a)=b.
Algunas aplicaciones pueden ser:

— Suprayectiva: todo elemento de B es imagen de algun elemento de A:
VbEB,JaEA/f(a)=b

— Inyectiva: elementos distintos de A tienen imagenes distintas en B:
VabEA:a=b —f(a)=f(b)

— Biyectiva: suprayectiva e inyectiva al mismo tiempo.

» Composicion de aplicaciones: dada una aplicacion f: A—B y otra
g :B —=C de forma que Na€EA f(a)=b N VYbEB g(b)=c, se de-
Jine la composicion de aplicaciones como otra aplicacion g of : A—C,
cumpliéndose que Na€EA g of (a)=g (f(a ))=g (b )=; . Si las aplicacio-
nes /'y g son biyectivas su composicion g o f también lo es.

1.4. Relaciones binarias

Una Relacion Binaria es una asociacion o conexion que se establece entre parejas
de elementos de un conjunto. Puede haber muchas definidas en un mismo con-
junto. Analiticamente, podemos decir que una relacion R es una terna (A, A, G),

donde G C A x A, como ocurre en el punto anterior, entonces diremos que xRy sii
(x,y) pertenece a G.

Propiedades: Nx,y,zE A

1. Reflexiva: xRx

2. Antirreflexiva: X no se relaciona consigo mismo.

3. Simétrica: xRy — yRx

4. Antisimétrica: XRy A yRx —= x=yobien,x#y A xRy =y R x
5. Transitiva: XRy A yRz — xRz

6. Circular: XRy A yRz — zRx

7. Conexa: xRy v yRx
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Nota: si una relacion binaria definida en un conjunto cumple algunas de las pro-
piedades anteriores, recibe el nombre de:

* Relacion binaria de equivalencia: cumple reflexiva, simétrica y transitiva.

* Relacion binaria de preorden: cumple reflexiva y transitiva.

* Relacion binaria de orden (también llamada de orden amplio): cumple
reflexiva, antisimétrica y transitiva.

* Relacion binaria de orden estricto: cumple antirreflexiva, antisimétrica y
transitiva.

* Cualquier relacion de orden definida anteriormente se denominan de or-
den parcial, porque no se le ha exigido que cumpla la propiedad conexa. Si
esta propiedad se cumple, las relaciones de orden se denominan de orden
total.

1.4.1. Clases de equivalencia

Una Relacion Binaria de equivalencia definida en un conjunto, organiza sus ele-
mentos en subconjuntos que constituyen una particion del conjunto (ver anexo
1.2.2). Esta organizacion se denomina Clasificacién y cada uno de los subcon-
juntos se denomina Clase de equivalencia y esta formado por los elementos del
conjunto que se relacionan mediante la relacion.

1.4.2. Conjunto cociente

Una vez establecida una clasificacion, las clases de equivalencia forman un con-
junto que se denomina Conjunto Cociente. Si 4 es el conjunto donde tenemos
definida la relacion de equivalencia R, el conjunto cociente se representa por A/R.

1.5. Estructuras algebraicas

Cuando se estudian las propiedades de las operaciones en los diferentes conjuntos
numéricos, se observan algunas que se repiten de manera regular en todos ellos,
y otras que se presentan de manera especifica. Estas contribuyen a determinar la
estructura algebraica de dichos conjuntos numéricos.

En general, cuando hablamos de estructura algebraica nos referimos a las propie-
dades que cumplen las operaciones definidas entre los elementos de un conjunto.
De acuerdo con estas, se establece una clasificacion de los conjuntos, en la cual
cada una de las clases de equivalencia corresponde a una de las estructuras que se
recogen a continuacion.
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Las operaciones necesarias para determinar una estructura pueden ser Internas o
Externas:

* Se define operacion interna, como una aplicacion (*): A x A—A. Es de-
cir, operando elementos de un conjunto A, obtenemos elementos del mismo
conjunto.

* Se define operacion externa, como una aplicacion (): K x A—A. Es decir,
operando elementos de un conjunto A con elementos de otro conjunto K,
llamado de escalares, obtenemos elementos del conjunto A.

Las operaciones definidas pueden cumplir algunas de las siguientes propiedades:

+ Asociativa (aso): Va,b,cEA : (a*b)*c = a*(b*c)

» Conmutativa (conm): Va,bEA : a*b =b*a

* Elemento Neutro (en): 3nEA/VaEA: a*n=n*a=a

* Elemento Simétrico (es): VaEA, Ja'€A/ a*a’=a*a’=n

* Distributiva de * respecto de 0 : Va,b,cEA: a*(b o ¢) = (a*b) o (a*c),
donde O es otra operacion interna definida en A

Las principales estructuras son:

Para la operacion interna:

Asociativa | Conmutativa Elemento Elemento
neutro simétrico

Semigrupo X
Semigrupo X X
conmutativo
Monoide X X
Monoide X X X
conmutativo
Grupo X X X
Grupo X X X X
conmutativo o abeliano
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Para dos operaciones internas:

Primera operacion Segunda operacion Distributiva
de la 2¢
aso | conm | en | es aso | conm | en | es respecto de
la 1¢

Semianillo X X X X X
Semzamll? % % X % x X
conmutativo
Semianillo
conmutativo X X X X X X X
unitario
Anillo X X X | X X X
Anillo— X | X | x|x X | X X
conmutativo
Anillo
conmutativo X X X | X X X X X
unitario
Cuerpo X | X | X|X X x| X X
Cuerpo X | x |x|x||x| x |x]|X X
conmutativo )

(*): Exceptuando el elemento neutro de la primera, todos los elementos del con-
junto tienen simétrico para la segunda operacion.

Habria que afadir, finalmente, las definiciones de semimodulo y espacio vectorial:

Un conjunto (M X -), con una operacion interna * y otra externa *, definida con la
ayuda de un semianillo (A,+,x), es un semimodulo sii:

* (M,*) es un semigrupo conmutativo.

* Vo,EA A Va,bEM se cumplen las siguientes propiedades:
(@+p)-a=(a-a)*(8-4)
a- (a*b)=(a-a)*(a-b)
a-(B-a)=(axp)*a
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Un conjunto (V,*,*), con una operacion interna * y otra externa * definida con la
ayuda de un cuerpo (K,+, X) es un espacio vectorial sii:

* (V,*) es un grupo abeliano.
* Vu,» €V, VA, u,1EK se cumplen las siguientes propiedades:

- (Atwv=>Av)*F ()
S A @EV)=(h-u) *(h-v)

— h(u-v)=(Axw-v
— 1-v=v
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