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Resumo

O objectivo desta dissertacao foi a criacao de uma ferramenta informatica capaz de determinar

as bases de um sistema de fecho.

Para tal foram criadas diferentes implementagdes de trés algoritmos, o de Tietze, o de Tietze-
SA e o SA, utilizando o paradigma da programagdo orientada a objectos e escolhida como
implementagdo para a construgdo da ferramenta a que resultava num menor nimero de

chamadas a um oraculo.

O oraculo utilizado foi a aplicagdo Prover9/Mace4 da autoria de William McCune composto

pelo demonstrador automatico de teoremas Prover9 e o construtor de modelos finitos Mace4.

As aplicagdes resultantes executam nos sistemas operativos Windows XP, Vista ¢ 7 (32 ¢ 64

bits).

Abstract

The aim of this thesis is to provide a software tool capable of determining the basis of a

closure system.

To this end, we created different implementations of three algorithms, the algorithm Tietze,
the algorithm Tietze-SA and the SA algorithm using the paradigm of object-oriented
programming, and selected the one that could reach the goal in a minimal number of calls to

an oracle.

The oracle was Prover9/Mace4 authored by William McCune consisted by the automated

deduction tool Prover9 and the finite model builder Mace4.

The resulting applications are executable under Windows XP, Vista and 7 (32 and 64 bits),

determining the bases with an exponential time complexity.
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1. Introducéo

1.1. Plano de Dissertacéo

Seja (X, «») um sistema finito de fecho, isto é, X ¢ um conjunto finito e <. : 2% 5 2% uma

operagao em que:

1. XS X,
2. XCY =X E«Y;
3. X =«X».

Um subconjunto A € X, diz-se independente se Vx € A, x € A\ x>. Um conjunto

independente A € X diz-se uma base de X se (A» = «X>.

O objectivo da dissertagdo ¢ a criacdo de uma ferramenta informatica capaz de identificar as
bases de A, ou seja, todos os conjuntos Y € X tais que Y ¢ independente e <Y> = «<X> sendo

(X, <) um sistema finito de fecho com A € X.

Para a construcdo da ferramenta foram utilizados e testados trés algoritmos, o algoritmo de
Tietze, o algoritmo de SA ¢ o algoritmo de Tietze-SA que serdo explicados em detalhe ao
longo da dissertagdo nos subcapitulos 2.4, 2.5 e 2.6, sendo o primeiro da autoria de Hienrich

Tietze (ver [35]), e os segundo e terceiro da autoria de Jodo Araujo.

A cada um dos algoritmos foram adicionados dois aceleradores, definindo-se acelerador,
como alteracdes no cddigo ou na estrutura da implementacao original do algoritmo com o
objectivo de eliminar as derivagdes redundantes de conjuntos axiomaticos, denominados
acelerador (+) e o acelerador (V), sendo o primeiro da autoria de Jodo Aradjo e o segundo do

autor da dissertacdo. Uma explicagdo detalhada sera fornecida nos subcapitulos 2.7 e 2.8.

Foram assim construidas numa primeira fase nove implementa¢des, definindo-se
implementag¢ao como a formalizagdo na linguagem orientada a objectos C# dos algoritmos ou
dos algoritmos acrescidos de cada um dos dois aceleradores atras referidos. Posteriormente
foram construidas mais duas implementagdes motivadas pela andlise dos resultados obtidos

pelas primeiras.



No que respeita a sua estrutura, a dissertacdo ¢ composta por cinco capitulos que reflectem a
ordem cronologica da constru¢do da ferramenta informatica, existindo ainda um anexo
contendo os manuais de utilizacdo das duas aplicacdes finais criadas, definindo-se aplica¢ao
como um programa ‘“standalone” auto instalavel e executavel nos sistemas operativos

Windows XP, Vista e 7 (32 e 64 bits).

Assim, além deste capitulo introdutério, no segundo capitulo sera discutida a implementagao
dos trés algoritmos e dois aceleradores acima referidos, e também, as primeiras aplicagdes
criadas. No terceiro capitulo serdo apresentados os resultados dos testes efectuados as
implementagdes referidas no capitulo precedente e feita uma andlise estatistica destes
resultados. No quarto capitulo serdo discutidas duas novas implementacdes construidas apos a
analise dos resultados obtidos pelas implementagdes anteriores, e por ultimo o quinto capitulo
consistira numa conclusdo onde serdo tecidas consideracdes e apresentados possiveis

desenvolvimentos futuros.



1.2. Notas prévias

As definigdes semanticas dos termos utilizados serdo feitas ao longo do texto num modo
semelhante ao efectuado no subcapitulo anterior para aceleradores, implementacdes e

aplicagdes, referindo-se aqui:

= Os conjuntos de axiomas serdo designados como nos, iniciais se forem o ponto de
partida para a execucdo da aplicagdo e derivados se resultarem da execucdo dos
diferentes algoritmos, destacando-se nestes ultimos os finais, ou seja, os conjuntos de
axiomas resultantes da execu¢do da implementacao;

* Quando nos referimos a bases, pressupomos uma execu¢do da aplicacdo sem erros,
caso contrario, ¢ mais correcto designar os nds finais resultantes como subconjuntos
de geradores. Esta diferenca deve-se a ndo satisfacdo da condi¢cdo de independéncia

para o ultimo caso.

Outro aspecto que convém aqui referir relaciona-se com a validade das ferramentas
informaticas apresentadas. De facto, tal como serd adiante descrito todas as implementacdes
utilizam um demonstrador automatico de teoremas cuja validade das provas por ele
encontradas nunca foi verificada com qualquer tipo de verificador de provas tal como o
programa IVY (ver [26]) como ¢ sugerido em artigos que abordam a mesma tematica (ver por

exemplo [6]).



2. Algoritmos - Implementacéo

2.1. Introducao

Para a realizacdo deste trabalho foram construidos nove aplicacdes na perspectiva da
programacgdo orientada a objectos, trés que resultam da implementacdo directa dos trés
algoritmos estudados, o de Tietze, o de Tietze-SA e¢ o SA, ¢ seis que resultam da
implementagdo de cada um destes algoritmos acrescida de cada um dos dois aceleradores,
tendo sido escolhida a linguagem C# e utilizada a interface de programagdo Visual Studio

2008 PE para as elaborar.

Todas estas aplicagdes, embora com variantes nas suas construgdes € concepgdes, seguem em
linhas gerais um modo de execug¢do similar, ou seja, ¢ lido um ficheiro de texto, contendo um
conjunto de axiomas representado por um conjunto de cadeias de caracteres (“strings”), ¢ a
partir dele, construidas as estruturas de dados e os ficheiros necessarias a execugdo do
algoritmo e do oraculo a que todos recorrem, sendo posteriormente os resultados

salvaguardados em varios ficheiros de textos.

Como oraculo foi escolhida a aplicagdo Prover9-Mace4 (versao LADR-Dec-2007) executavel
no sistema operativo Windows da autoria de William McCune (ver [23] e [24]), sendo esta
aplicagdo constituida por dois programas que sdo executados por intermédio de dois processos
distintos, o demonstrador automatico de teoremas Prover9 executado pelo processo

Prover.exe e o motor de busca de modelos finitos Mace4 executada pelo processo Mace4.exe.

A conjugacdo dos resultados obtidos pela execucdo em simultaneo destes dois processos
determina a resposta do oraculo. Esta resposta condicionara a derivagcdo de novos conjuntos
axiomaticos a partir dos conjuntos axiomaticos actualmente presentes de acordo com o tipo de
algoritmo utilizado. De facto, ¢ a utilizagdo do oraculo que permite a implementagdo destes
mesmos algoritmos constituindo-se como um factor fundamental na constru¢cdo da ferramenta

informatica que permite a identificagdo das bases de um sistema finito de fecho.



Assim, nas paginas seguintes, serd feita uma descricdo detalhada da ideia subjacente a
constru¢do das diferentes implementagdes, dos diferentes algoritmos e aceleradores atras

referidos.

Na descri¢cdo dos algoritmos e aceleradores tentar-se-4 sempre destacar o papel que neles ¢é
desempenhado pelo oraculo, iniciando-se no primeiro caso com o seu modus operandis
seguindo-se 0 modo como foi implementado. No caso dos aceleradores, serd dada mais énfase
as alteragdes efectuadas nas implementagdes originais, ndo deixando contudo de abordar o

objectivo da sua utilizagao.

Existem também dois subcapitulos, um exclusivamente dedicado a classe Oraculo dada a sua
importancia na execucao das diferentes aplicagdes e na interface que estabelece entre elas e os
processos Prover9.exe e Mace4.exe que constituem o ja referido oraculo, e outro que conclui
este capitulo abordando aspectos relacionados com a utilizagdo das primeiras aplicagdes

criadas.



2.2. ldeia Geral

Consideremos o sistema de fecho (X, <»). Consideremos também A € X. Queremos
determinar todas as bases de A, isto é, queremos encontrar todos os conjuntos B € A tais que

B ¢ independente e B> = <A»>.

O algoritmo mais basico consiste em considerar o conjunto 2" = {Y: Y € A}e depois utilizar

um oraculo que responde a duas perguntas para cada Y € 2

1. Y ¢ independente?
2. O =WA?

Se a resposta as duas perguntas for positiva, entdo o conjunto Y ¢ adicionado ao conjunto dos

resultados. Quando tivermos esgotado todos os Y € 2%, temos a resposta ao problema inicial.

Em geral poderiamos ter considerado diversos sistemas de fecho (do tipo “algebra gerada™),
mas optamos pelo sistema de fecho de inferéncia logica (em predicados de 1* ordem). Assim
0 nosso espago X serd composto por um conjunto de formulas em alguma linguagem e alem

disso, para x € X e A € X, dizemos que x € <A se € s6 se A = X.

Para trabalhar neste sistema de fecho necessitamos de um oraculo especial denominado

Prover9/Mace4.
Assim, perante a pergunta “A = x?” trés coisas podem acontecer:

1. O Prover9 encontra uma prova e portanto A = x;
2. O Mace4 encontrou um modelo e portanto (A = x);

3. Nenhuma das duas anteriores.

Se o ordculo fosse composto apenas pelo Prover9, ele trabalharia indefinidamente nas

situacdes 2 ¢ 3. O mesmo se diga caso o oraculo fosse composto apenas pelo Mace4.

Assim, cada pergunta ¢ feita em simultdneo ao Prover9 e Mace4 e o primeiro a terminar acaba
com o outro processo. Para resolver a terceira situagcdo estabelece-se um tempo limite para

cada pergunta.



2.3. Classe Oraculo

A classe Oraculo, cujo diagrama ¢ apresentado na figura 2-1, ¢ a interface que medeia a troca
de informac¢do entre as diversas implementacdes e os processos Prover9.exe e Mace4.exe
tendo como particularidade as suas instancias serem sempre criadas aos pares ¢ executadas em

duas “threads’ distintas.

Oraculo

1 =egundosint
'1 resuttado: ool
{1 esteProcess
gl sifrstring

gl siarstring

{1 shwdsting
ml  sickint

&% sconstructors Oraculalin maint, in rsbool, inosifiesteing, inosiae steing, ino s string
& aGethccessor, propertys Resultadol):bool

¢» «Getécoessor, propertys Este)Process

& aGetAcoessor, propertys Eidlint

< Runiyvoid

') este_Exited(in sender;object, in e:EventArgs ) waid

Figura 2-1 Diagrama da classe Oraculo

Esta exigéncia na execu¢do das instincias da classe em “threads” separadas resulta na
possibilidade de abortar automaticamente a “thread” e o processo que nela ¢ executado
quando a sua “thread” gémea terminar devido ao término do processo a ela associado,
podendo assim os dois processos serem executados em simultdneo ou abortados quando ja

nao for necessaria a sua execugao.

De modo a clarificar o paragrafo anterior convém referir dois factores, um relacionado com as
execucdes e resultados fornecidos pelos processos que constituem o oraculo, e outro, com a

utilizagdo destes mesmos resultados pelas diferentes implementacdes dos algoritmos.

No que se refere ao primeiro dos dois factores, o processo Prover9.exe termina a sua execugao
de um modo normal quando ¢ por ele encontrada uma prova dedutiva e o processo Mace4.exe
quando ¢ por ele encontrado um contra-exemplo, ou seja, dado um conjunto de axiomas como
premissa € um outro axioma como objectivo, o processo Prover9.exe terminara se do primeiro
conjunto se poder deduzir o axioma tido como objectivo, exibindo o processo Mace4.exe um

comportamento complementar terminando quando for encontrado um contra-exemplo



indicando que os axiomas do primeiro conjunto ndo conseguem deduzir o axioma tido como

objectivo.

As diferentes implementagdes utilizam esta informagdo, terminando as “threads” associadas
as instancias da classe Oraculo quando um dos dois processos terminar ou quando o tempo
maximo atribuido a ambos os processos se esgotar (ver figuras 2-2 e 2-3), criando ou nao
novos conjuntos de axiomas consoante os valores contidos na propriedade Oraculo.resultado

de ambas as instancias desta classe.

Voltando ao diagrama da figura 2-1, as propriedades nele listadas contém a informagao
necessaria para a construcdo e execucdo do processo que a classe parametriza, seja ele o

Prover9.exe ou o Mace4.exe. Assim:

= Oraculo.segundos, contém o tempo maximo atribuido para a execugdo do processo;

= Oraculo.resultado, contém o resultado booleano por ele obtido, verdadeiro se foi
encontrada uma prova dedutiva no caso do processo Prover9 ou um contra-exemplo
no caso do processo Mace4, tal como acima foi previamente referido;

= Oraculo.este, contém uma referéncia para o processo em execugio;

= Oraculo.sifn, contém o caminho do ficheiro executavel associado ao processo;

= Oraculo.siar, contém os argumentos necessarios a execugao do processo;

= Oraculo.siwd, contém o caminho do directério de trabalho do processo;

» Oraculo.eid, contém o nimero de identificagdo que o sistema operativo atribuiu ao

Processo.

O seu método constituinte Oraculo.Run, com o pseudocodigo listado na figura 2-4, assegura a
leitura e tratamento dos dados contidos nos ficheiros de saida sequenciais (‘“‘streams™) dos
processos associados, sendo estes “streams”, lidos linha a linha até ser satisfeita uma das trés

seguintes condigdes:

= O tempo atribuido ao processo foi excedido;
= O resultado foi encontrado;

* A marca de fim de ficheiro for atingida (do ‘“stream”).

Tal como ja foi referido, quando o método termina, termina tanto a “thread” que lhe esta
associada como a que esté a ser executada em simultaneo. Pode assim surgir uma situagao de

erro originada por erros nos processos de chamada, na qual, ambas as “threads” sao abortadas



sem retornar um resultado valido (um resultado ¢ valido quando se verifica uma das trés

condig¢des acima listadas).

Para prevenir este tipo de erros ¢ utilizada a instrugdo Thread.Sleep que retém a execugdo do
método durante o periodo de tempo especificado no seu argumento, possibilitando o término

da “thread” associada caso exista um erro num dos processos (ver figura 2-4).

Na figura 2-2 ¢ apresentado o fluxograma do método Oraculo.Run, e na figura 2-3 os fluxos

de informagao que existem entre as “threads” criadas pelas duas instancias da classe e entre

elas e a “thread” de chamada.

r

Legenda - metodo Oracula Run

1 - Erro no processo (Ext Code 2) 3imMNio
2 - Ler inha ficheira de saida redireccionada
3. Processo conclui 3imMao

4 - Tempo excedidy’ Sim/MNio
§ - Thread em suspensio
2
5
M
* le
N
5
)

Figura 2-2 — Fluxograma do método Oraculo.Run

~ NEN ~
T
~ EM =~

Figura 2-3 — Fluxos de informagdo existentes entre as duas “threads”.

Legenda - troca de informacao entre

diferentes threads

1 - Thread de chamada

2 - Thread da 1® instancia de Oraculo
3 - Thread da 2® instancia de Craculo

1 = = (2,3) segundos de execugao e

Processo a executar.
(2,3) = 1 resultado ohtido

21> 3, 3|= 2 abortar thread receptar

se 0 emissar terminar



Esta classe, utilizada em todas as implementacdes, sofre uma alteracdo na sua estrutura
quando ¢ utilizado o acelerador (+) que consiste no acréscimo da propriedade
Oraculo.IstProver, constituida por um contentor de “strings” no qual sdo salvaguardados os
axiomas utilizados nas diferentes regras dedutivas encontradas durante a execuc¢dao do

algoritmo.

Assim durante a leitura do “stream” de saida do processo associado o contentor sera
preenchido com as “strings” que contenham a palavra “assumption[numero_de_premissa]”.
Estas “strings” constituem uma indica¢do fornecida pelo processo Prover9.exe de que o
axioma referido pelo seu numero em “[numero_de_premissa]” foi utilizado na construgdo de

uma prova.

Posteriormente a informagdo recolhida e salvaguardada no contentor serd utilizada pelas
diferentes classes que constituem as implementagdes dos algoritmos, como sera descrito no
subcapitulo 2.7, quando se proceder a analise das alteragdes necessarias ao codigo e estrutura
dos programas para a sua implementacdo, apresenta-se no entanto desde ja a alteragcdo

efectuada ao método Oraculo.Run quando ele ¢ acrescido (linhas 11 ¢ 12 da figura 2.4).

1: this - este = newProcess

2. parametriza argumentos do processo

3: redirecciona o stream de saida do processo e inicia-o

4: while —this - este - StandardOuiput - EndO fStream do

5. string | + this - este - StandardOutput - Readline

6: if [ - Contains(endofproof) v [ - Contains(endofmodel) then
T this.resultado«— true

&: termina a execucao

9 else if o tempo de processamento exceden o tempo maximo atribuido

then

10: termina a execiucao
11:  elseif | - Contains(|assumption]) then
12: adicciona 1 ao contentor de strings Oraculo - Istprover
13:  end if

14: end while

15: Thread - Sleep(this - segundos = 1000)

Figura 2-4 — Pseudocodigo do método Oraculo.Run
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2.4. Algoritmo de Tietze

O algoritmo de Tietze para determinar os subconjuntos independentes num sistema finito de
fecho utiliza uma estratégia de busca cega que conduz a constru¢do de uma estrutura em

arvore.

Neste algoritmo o conjunto inicial V ¢ subdivido em n subconjuntos V, & V (um para cada
axioma), sendo para cada um deles questionado se o axioma excluido ¢ dedutivel dos
restantes, ou seja se V \ a, — a,. Se sim, ¢ criado um novo conjunto inicial Vo, =V \ a, ao
qual sera de novo aplicado o processo atras referido, se ndo, ¢ testado o axioma seguinte. Se
de todos os subconjuntos de V ndo for derivado nenhum outro conjunto inicial V,, entdo o

subconjunto ¢ independente constituindo uma base do sistema de fecho.

A figura 2-5 esquematiza o modo de actuacao do algoritmo, considerando um conjunto inicial
de quatro axiomas e a existéncia de cinco regras de derivacdo, sendo nela visivel quer os

novos conjuntos de axiomas criados, quer os conjuntos finais de axiomas (assinalados a

cinzento).
1 2
3 4
[{2.3,4}-=1] [{1.2,4}-=3] [{1.2.3}=4]
2 1 4 3
3 2
[{2, 3}-=4] [42, 31->1]
] 2
3 3

Figura 2-5 — Conjuntos de axiomas criados pelo algoritmo de Tietze durante a sua execugao.
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Este algoritmo foi implementado com o recurso as classes listadas no diagrama da figura 2-6,
tendo no entanto, sido nela excluidas as relacionadas com a interface grafica criadas pela

interface de programagdo ¢ também a classe Oraculo ja referida no subcapitulo anterior.

Processo
gl ssteProcess Hode
% goonstructors Processolin fhstring, in &G string) gl lista_sxmasList=T1-=string=
% sGethcooessor, Setfcoessar, propertys Este():Process & cconstructors Node()

% soonstructors Modedin lacList=T1-=string=)

listaErros
% soonstructors Modedin srStresmReader)
[ errosilist=T1-=string==nevw List=string=(1 &y aGethocessor, propertys Lists_scomas(rList=T1 -=string=
[ 1 execucaolist=T1-=string==new List=string={1 < no_execute! ) List=T1-=Modes
<% no_lsEqualiin mMode): boal
<% no_Print(rList=T1-==tring=
listaSHodes
[ st tmpclist=T1-=Mode==new List=Mode=[] sthode
% |1SM_Exists(in niMode)bool ] Ist_nos:List=T1-=Hode>
% soconstructors LatMode!)
varParametrizacao <% sconstructors LetModelin In:List=T1 -=Maode=)
&y aGethocessor, propertys Let_nos()List<T1-=MNode=
[1 directorio:string & In_eXecute(lList=T1-=Nodes
(1 proverSstring &% In_ReplaceVithin IrList=T1 -=Mode=1 void
[1 maced:string % In_Replacevithiin ik Lsthode): vaid
[1 m=ProverSint &% In_Print():List=T1 -=string=
[1 mSMaced:irt
[7 orcallong

Figura 2-6 — Diagrama de classes na implementacdo Tietze.

De um modo geral estas classes podem ser subdivididas em dois tipos, as que sdo constituidas
exclusivamente por propriedades estaticas € as que ndo, compondo o primeiro grupo as

classes listaErros, ListaSnodes e varParametrizacao e o segundo as restantes trés.

No primeiro grupo encontram-se as classes que parametrizam aspectos fundamentais na
execu¢do da aplicagdo, como ¢ o caso de varParametrizacdo, ou que vao recolhendo
informacao resultante da execu¢do de modo a posteriormente a poderem disponibilizar ao
utilizador sob a forma de um ficheiro de texto quando a execucdo terminar, casos de

listaSNodes e listaErros.

No segundo grupo, constituido pelas classes Node, LstNode e Oraculo encontram-se as que
directamente implementam o algoritmo, assegurando a chamada ao oraculo e a recolha e

tratamento da informacao que este provida.
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Destaca-se no primeiro grupo, a classe varParametrizacao que parametriza a execugdo dos

processos que constituem o oraculo contendo as propriedades:

= varParametrizacao.directorio, que identifica o directorio de trabalho dos processos;

= varParametrizacao.prover9, que identifica o caminho do processo Prover9.exe;

= varParametrizacao.mace4, que identifica o caminho do processo Mace4.exe;

= varParametrizacao.mSProver9, que parametriza o tempo maximo de execugdo do
processo Prover9.exe;

= varParametrizacao.mSMace4, que parametriza o tempo maximo de execugdo do

processo Mace4.exe.

As outras classes do primeiro grupo, listaErros e listaSNodes, contém respectivamente as
propriedades listaErros.execucao e listaErros.erros ¢ listaSNodes.Ist_tmp onde sdo

salvaguardadas as mensagens de erro e os conjuntos independentes obtidos.

Convém aqui fazer uma pausa na descri¢ao das diferentes classes ¢ abordar o tipo de erros
que surgem devido a importancia que adquirem no resultado final. Os erros podem ser de dois

tipos:

= De execugdo - resultam de erros na execucao dos processos Prover9.exe e Mace4.exe,
ja discutidos na descrigdo da classe Oraculo ¢ cujas mensagens de erro sdo
salvaguardadas no contentor listaErros.execucao;

= De tempo - ocorrem quando o ordculo ndo consegue obter uma resposta conclusiva no
tempo estabelecido pelo utilizador e cujas mensagens de erro sdo salvaguardadas no

contentor listaErros.erros.

Destes dois tipos destacam-se os erros de tempo que conduzem frequentemente a um
resultado final erroneo tal como ¢ exemplificado no quadro 2-1, onde as listas de nos
terminais de uma execucdo sem erros e outra onde eles existiram divergem

significativamente.

Este comportamento deve-se ao modo como o algoritmo ¢ implementado, ou seja, dado
ambos 0s processos nao conseguirem encontrar uma prova ou um contra-exemplo, o resultado
contido em ambas as propriedades das classes Oraculo.Resultado tera o valor logico falso e
consequentemente nao existird a criagdo de um novo no inicial (ver figuras 2-5 e 2-8),

terminando-se a derivacao de um ramo da arvore de busca ¢ constituindo-se 0 n6 como uma
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folha onde poderiam ser derivados novos ramos, caso o processo Prover9.exe tivesse tido

tempo suficiente para encontrar uma prova.

Como solugdo para este tipo de erros, sugere-se o incremento do tempo maximo de
processamento de um ou de ambos os processos, pois eles devem-se, tal como ja foi dito, a
ndo ter sido atribuido ao processo Prover9.exe ou ao processo Maced.exe ou a ambos em

simultaneo, o tempo de processamento necessario para a sua correcta execugao.

Ficheiro de entrada Resultado com erro Resultado sem erro
x*y)*z=x*(y*2). [node 1] [node 1]
(x*g(x)) *x=x. (x*y)*z=x*(y*z). (x*y)*z=x*(y*z).
(8(x) * x) * g(x) = g(x). (x*g(x)) *x=x. (x*g(x)) *x=x.
(x*g(x) * (g(y) *y)=(g(y) *y) * | (g(x) *x) * g(x) = g(x). (8(x) * x) * g(x) = g(x).
(x * g(x). (X% g(x) * (g(y) * ) = (gy) *y) * | (x* g(x) * (g(y) * y) = (g(y) *y) *
gx *y)=g(y) * g(x). (x * g(x))- (x* g(x)).
(x*y) ¥ 2=x*(y * g(g(2))- gx *y) = g(y) * g(x). [node 2]
[node 2] x*gx)) *x=x.
(x*g(x)) *x=x. (x*gx)) * (g(y) *y)=(g(y) *y) *
(x* g(x) * (gy) * y) = (gy) *y) * | x* gX)).
(x * g(x)). (x*y)*z=x*(y * g(g(2)).
gx *y) = gy) * g
(x*y)*z=x"*(y * g(g(2))).

Quadro 2-1 — Resultados finais com e sem a existéncia de erros.

No que respeita aos erros ditos de execugdo, estes sdo capturados por intermédio da funcao
delegada Oraculo.este_Exited, que testa o seu codigo de finalizagdo do processo e é executada
quando o evento do sistema operativo fim de processo ¢ disparado. Se este codigo for 2
(indicador de que existiu um erro relacionado com os ficheiros de entrada ou de saida nos
processos Prover9.exe e/ou Maced.exe) ¢ adicionada a mensagem de erro fornecida pelo

sistema operativo ao contentor listaErros.execucao.

O segundo grupo como ja foi referido é constituido pelas classes Node, LstNode ¢ Oraculo,
sendo estas classes as responsaveis pela construcdo dos nds sejam eles iniciais, finais ou
intermédios. O modo como sao construidos os nds ¢ o resultado da formalizagao do algoritmo
por intermédio das classes Node e LstNode e da execucdo dos seus métodos Node.no_eXecute,
LstNode.In_eXecute e LstNode.In_ReplaceWith, o que sera abordado no final deste

subcapitulo procedendo-se em seguida a descri¢ao destas trés ultimas classes.

A classe Node tem como propriedade o contentor de “strings” Node.lista_axmas, e podem-se

criar instancias desta classe de trés modos distintos:
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=  Através de um construtor nulo, criando-se uma instancia da classe contendo uma lista
de “strings” vazia. Este construtor ¢ dos trés o que assume uma maior importancia
devido a todas as implementacdes serem iniciadas com a criagdo de uma lista de
axiomas pelo seu intermédio;

= Através de um construtor que tem como argumento uma lista de “strings’;

= Através de um construtor que tem como argumento um ficheiro de texto.
Contém também trés métodos:

= Node.no_eXecute, que formaliza ¢ executa grande parte do algoritmo, construindo dois
ficheiros de texto com a extensdo “.in”" e criando duas instancias da classe Oraculo e
dois threats de execugao (ver figura 2-8);

» Node.no_IsEqual, que testa a igualdade entre duas listas de axiomas, resumindo-se no
caso deste algoritmo a um teste de igualdade entre duas listas de “strings™;

» Node.no_Print, que converte o conteudo do contentor Node.lista_axmas num formato

que facilite a sua visualizagao.

A ultima classe a ser descrita neste subcapitulo ¢ a LstNode cuja unica propriedade
LstNode.Ist_nos é um contentor de instancias da classe Node, o que se pode considerar como
sendo a formaliza¢do de um nivel na arvore de derivagdo (ver figura 2-7). Esta classe contém

dois construtores:

= O construtor nulo que cria instdncias com o contentor LstNode.lIst_nos vazio;
= O construtor cujo argumento ¢ um contentor de instancias da classe Node que cria uma
instancia da classe com o contentor LstNode.Ist_nos, contendo as instancias fornecidas

no argumento.
E trés métodos:

= LstNode.In_Print, sem argumentos e que retorna um contentor de “strings™;

= LstNode.In_ReplaceWith que actualiza o contentor LstNode.Ist_nos com o conjunto de
instancias da classe Node que lhe ¢ fornecido no argumento;

= LstNode.In_eXecute, também sem argumentos ¢ que retorna uma instincia da classe

List<Node> (ver figura 2-9).

Tendo sido descritas as classes envolvidas na implementacdo, vamos abordar a execu¢do do
algoritmo, primeiro de um modo geral procedendo-se de seguida a analise dos métodos que

mais interferem na sua implementagao.
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Iniciando com um exemplo pratico listado na figura 2-7, ¢ neste visivel, que existindo as
cinco regras de derivagdo Ry =[{2, 3,4} — 1], R, =[{1,2,4} —» 3], R3=[{1,2,4} —> 1], R4
=[4{2,3} — 1] e Rs =[{2, 3} — 4], na derivagdo do no inicial serdo construidos trés novos
nés, um para cada conjunto de axiomas constituinte da regra de derivacdo utilizada,

construindo-se assim o primeiro nivel da arvore de derivagao.

Aplicando de novo o algoritmo serdo criados dois novos nos contento ambos o conjunto de
axiomas {2, 3}, dado as Unicas regras dedutivas aplicaveis neste nivel serem Ry = [{2, 3} —
1] e Rs = [{2, 3} — 4], construindo-se assim o segundo nivel. Nao existindo mais regras

dedutivas aplicaveis o algoritmo termina, tendo como resultado final os nos {1, 2, 4} e {2, 3}.

1 2
1° Mode
3 4
[42,3, 4} =1] [41,2, 4} >3] [{1,2,3}-=4]
1° Lsthode 2 4 1 4 1 3
3 2 9
[{2, 3= 4] [{2,31=1]
2° LstMode 3 2
3 2

Figura 2-7 — Esquema da cria¢do de nds durante a execugdo da implementagdo Tietze.

O modo como o algoritmo ¢ implementado e os nos construidos é quase exclusivamente o
resultado da sua formalizagdo por intermédio das classes Node e LstNode e da execugdo dos

métodos Node.no_eXecute e LstNode.In_eXecute.

Este ultimo método, cujo pseudocddigo se encontra listado na figura 2-8, aplica a cada
instincia da classe Node contida no contentor LstNode.Ist Nos o método Node.no_eXecute
sendo as instancias por este retornadas salvaguardadas num contentor temporario, até o
método Node.no_eXecute devolver um contentor vazio indicando que o nd sobre o qual foi

executado o método ¢ terminal, constituindo uma folha na arvore de derivagao.
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Quanto ao método Node.no_eXecute com o pseudocddigo listado na figura 2-9 inicia a sua
execugao criando um contentor de nés temporario que no final da sua execugdo retornara ao
método de chamada, e em seguida percorrera todos os axiomas contidos na sua lista de
axiomas criando os ficheiros de entrada para os processos Prover9.exe e Maced.exe e
executando-os em duas “threads” distintas, mantendo-se a “thread” onde o método ¢é
executado num estado de espera forgado devido a um ciclo infinito (ver estrutura “loop ... end

loop” na figura 2-9).

1: List{Node)listanosrepositorio +— newList(Node)();
2: for all Naode n € this - lst_nos do
3 List{Node)listanostemporarios + newList(Node) - n.no_eX ecute:
1 if listanostermnporarios - Count # () then
5 adiciona nos a listanosreposiforio
6:  else if —listaSNodes - ISN_Erists(n) then
T adiciona no n a listaSNodes - lsi_tmp
%  end if
9: end for
10: retorna o contentor listanosrepositorio

Figura 2-8 — Pseudocodigo do método LstNode.In_eXecute.

Quando um dos processos termina por um dos trés motivos ja previamente apontados na
pagina 6 (aquando da discussdo da classe Oraculo), as “threats” onde os processos sao
executados sdo eliminadas, uma pelo sistema operativo pelo término do seu método
Thread.Run e outra pelo codigo inserido na estrutura “loop ... end loop”, retornando o
controlo da execugao a “thread” de chamada, testando de seguida o valor das propriedades

Oraculo.resultado de ambas as instancias.

Se, o resultado da instancia que executa o processo Prover9,exe for verdadeiro entdo € criado
um novo nd sem o axioma dedutivel ou seja, uma nova lista de axiomas com a exclusao do
axioma dedutivel, tal como ¢ exemplificado nas linhas 20: a 28: da figura 2-9 e este,

adicionado ao contentor de retorno.

Tendo-se derivado um né e se dele ndo tiverem sido criadas novas instancias, conclui-se que €
terminal sendo por sua vez adicionado ao contentor estatico listaSNodes.Ist_tmp da classe
listaSNodes caso ainda ndo exista uma instancia igual no referido contentor, tal como também

¢ exemplificado nas linhas 6: a 8: da figura 2-8.

Para terminar este subcapitulo ¢ listado e descrito o codigo da figura 2-10, que a par dos

métodos ¢ propriedades das classes que utiliza implementa o algoritmo de Tietze.
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1: List{Node)nln + newList{Node)():

2: for all string s € this - lista_armas do

3 cria StreamWriter p0 e m4 e associa-os aos ficheiros "ap - in” e "am - in”

4:  escreve string s em p9 e m4d

5 for all string r € this - lista_armas do

6 if r # s then

T escreve string r em pY e md

& end if

%  end for

10:  cria duas instincias da classe Oraculo prover @ maced e as threads de ex-
ecucao prover Thread e maced Thread associadas aos métodos prover. Run
e maced. Run iniciando-as através dos métodos proverThread.Start() e
maced Thread.Start()

11:  loop

12: it — proverThread.IsAlive then

13: aborta macedThread e =ai do ciclo

14: else if — macedThread. IsAlive then

15: aborta proverThread e sal do ciclo

16: end if

17:  end loop
18: it prover.Resultado = false A maced.Resultado = false then
14: adiciona mensagem de erro a listaErros.erros

20:  else if prover.Resultado = true then

21: Node nl + new Node()

29: for all string v € this - lista_armas do

23: if v # s then

24 adiciona v a nl - lista_armas

25: end if

26: end for

27 adiciona nl ao contentor nln

28 end if

20: end for

30: retorna o contentor nln contendo o conjunto de nos do proximo nivel de
derivacao

Figura 2-9 — Pseudocodigo do método Node.no_eXecute.

Assim, ¢ criada uma instancia da classe Node por intermédio do seu construtor que tem como
argumento um “stream” de leitura de um ficheiro de texto e duas instdncias da classe
LstNode, uma recorrendo ao construtor nulo e outra utilizando o construtor que admite como
argumento um contentor de nos, sendo o conteudo do argumento o resultado da aplicacdo do

método Node.no_eXecute ao no inicial.

Em seguida ¢ executado um ciclo em que o contentor de uma instancia vai sendo actualizado
com o resultado da aplicacdo do método anterior & outra instancia, terminando o ciclo quando

ambas as instancias forem nulas tendo os nos terminais entretanto criados sido salvaguardados
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no contentor listaSnodes.Ist_tmp, sendo no final o seu conteudo impresso num ficheiro de

texto.

cria stream de leitura para um ficheiro em disco
Node n + new Node(stream criado na linha anterior)
List (Node)listanostemporariosl + newList(Node)n - no_e X ecute
List (Node)listanostemporarios2 «+ newList(Node)
loop
listanostemporarios2 - In_ReplaceWith(listanostemporariosl
In_eX ecute)

it listanostemporarios2 - Lst_nos.Count # () then

SoM ot oboo

el

8: listanostemporarios] - In_ReplaceWith(listanostemporarios2)
0:  else

10: deixa o ciclo

11:  end if

12: end loop

13: if listaSNodes - Ist_tmp - Count # () then
14:  for all Node n € listaSNodes - [st_tmp do

15: escreve conteudo ficheiro de saida
16:  end for
17: end 1if

Figura 2-10 — Pseudocodigo do método que implementa o algoritmo de Tietze.
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2.5. Algoritmo SA

O algoritmo SA baseia-se na subdivisdo dos diferentes conjuntos de axiomas em trés
subconjuntos disjuntos. Assim, o conjunto inicial de axiomas V ¢ subdividido em dois
subconjuntos de axiomas Vi € Ve Vy € V, em que Vi N Vy = @, com Vy contendo os
axiomas a, tais que V \ a, — a, ¢ V| os restantes. O subconjunto Vy € por sua vez
subdividido em dois subconjuntos, Vg € Vy \ Vi sendo Vr constituido pelos axiomas cuja
deducao pode ser efectuada utilizando exclusivamente axiomas contidos em V|, obtendo-se
trés subconjuntos Vi Vy \ Vr e Vg, designados respectivamente por subconjunto de

invariantes, de variantes ¢ de redundantes.

O algoritmo prossegue com a exclusdo dos axiomas redundantes e a constitui¢ao de |V, \ Vg
subconjuntos tal como exemplificado na figura 2-11. Aos subconjuntos assim obtidos ¢ de

novo aplicado o processo supracitado até que |Vy| = 0.

|:| axiomas invariantes

|:| axiomas variantes

|:| axiomas redudantes

@ |/\ @

Figura 2-11 — Representagcdo em diagrama do algoritmo SA.

A implementacdo deste algoritmo utiliza o mesmo conjunto de classes que o anterior,
existindo no entanto altera¢des significativas nas classes Node e LstNode, na primeira delas
no seu numero de propriedades e construtores e numero e codigo dos métodos que a

constituem, e na segunda ao co6digo do método LstNode.In_eXecute.
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No lado direito da figura 2-12 & apresentado o diagrama da classe Node. Esta classe contém
agora duas propriedades, ambas contentores de “strings”, Node.lista_invts ¢ Node.lista_vrtes

onde sdo salvaguardados os axiomas invariantes e variantes.

LstNode Node
1 Ist_nos:List<T1-=Node= 1 lista_invis:List<T1-=string=
N Letlioder! ] lista_wrtes:List<T1-=string=>
&P «constructors ()
4 ors LstNode(in In:List<T1-=Node=) 4

[4] or, propertys Lst_nos(yList<T1-=Node= &«

¥ In_eXecute():List<T1-=Node= & =

<3 In_ReplaceWith(in In:List<T1->Node=}:void e

<» In_ReplaceWith(in nl:LstMode):void 4] t
< In_Print():List<T1-=gtring= O aBets

¢» no_Divide(in Is:List<T1 -=string=)-void

¢ no_sXecute():List<T1->Nodes
¢» no_lsEqual(in n:Node):bool
¢» no_RedEliminate(y:void

¢» no_Print():List=T1-=string=

Figura 2-12 — Classes LstNode e Node na implementagdo SA.
Existem agora para esta classe quatro tipos de construtores:

= O construtor sem argumentos que cria instdncias nulas da classe, ou seja, cujos
contentores de “strings” estdo vazios;

= O construtor com dois contentores de ““strings” como argumentos;

= O construtor com um contentor de “strings” como argumento;

* O construtor com um ficheiro de texto como argumento que tal como na
implementagao do algoritmo de Tietze, ¢ o responsavel pela criagdo do conjunto inicial

de axiomas.

Destaca-se também a completa reformulagdo do codigo do método Node.no_eXecute que
adiante sera examinada e a inclusio de dois novos métodos o Node.no_Divide ¢ o
Node.no_RedEliminate utilizados, o primeiro deles na divisao do conjunto inicial de axiomas
nos subconjuntos de axiomas invariantes e variantes ¢ o segundo na eliminagdo dos axiomas
redundantes do conjunto de variantes. Estes dois ultimos métodos sdo unicamente utilizados
na construgdo do no inicial sendo para os restantes nos, utilizado o método Node.no_eXecute

que por intermédio de dois ciclos consecutivos assegura grande parte do algoritmo.

Quanto a classe LstNode e ao seu método LstNode.In_eXecute com o pseudocodigo listado na
figura 2-13, comparativamente ao do algoritmo de Tietze listado na figura 2-9, sobressai que,

a inclusao dos nods intermédios em futuras interac¢des ou a sua classificacdo em noés finais nao
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¢ mais decidida pelo numero de axiomas contidos no contentor de retorno do método

Node.no_eXecute, mas sim pelo numero de axiomas variantes que cada um dos nos contém.

1: List{Node)listanosrepositorio + newList{Node)
2 for all Node n £ this - lst_nos do

3:  List{Node)listanostemporarios «+ newList{Node) - n.no_eX ecute
4 for all Node d e listanostemporarios do

5 if d - Lista_vrtes- = 0 then

fi: adiciona nd a listanosrepositorio

T: else if —listaSNodes - ISN_Exists(d) then
8: adiciona no n a listaSNodes - Ist_tmp

L end if

10:  end for

11: end for

12: retorna o contentor listanosrepositorio

Figura 2-13 — Pseudocddigo do método LstNode.In_eXecute.

Voltando a classe Node e ao seu método Node.no_eXecute, por sua vez listado na figura 2-14,
sendo nela visiveis os dois ciclos acima referidos. No primeiro ¢ efectuada a primeira divisao
construindo-se dois subconjuntos de variantes e invariantes. Se ndo persistirem axiomas
variantes ¢ adicionado ao contentor de retorno um nd contendo exclusivamente axiomas
invariantes, se pelo contrario persistirem, no segundo ciclo é efectuada a eliminacdo do

subconjunto de redundantes.

Apos a eliminacdo dos redundantes se ja ndo existirem axiomas variantes ¢ também criado e
adicionado ao contentor de retorno um nd contendo exclusivamente axiomas invariantes,
sendo ¢ adicionado a este mesmo contentor um novo nd com os axiomas contidos nos

contentores de “strings” temporarios listastringsinvariantes e listastringsvariantes2.

Nesta implementa¢do mantém-se valido, o que foi referido na do algoritmo de Tietze quanto
ao controle de erros, em especial no que respeita a ndo fiabilidade do resultado final quando
existem erros relacionados com o limite de tempo de execucdo dos processos, sendo o
controlo de erros efectuado na divisdo dos subconjuntos de axiomas e na eliminacdo de

axiomas redundante dando origem a duas mensagens distintas.

O cédigo que implementa este algoritmo ¢ praticamente igual ao listado na figura 2-10,
construindo-se também neste caso dois contentores de nods, um com o resultado da interac¢ao
anterior e outro com a da interac¢do corrente, terminando-se o processo quando o ultimo
estiver vazio, residindo a diferenca entre eles na eliminagao dos redundantes apo6s a leitura da

“stream” associado ficheiro de entrada.
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1: List{Node)listanosrepositorio «— newlList{Node)

2: List{string)listatemporaricinvariantes < newList{string)
3: List({string)listatemporariavariantes +— newlList(string)
4: for all string s € this - lista_vrtes do

5 cria StreamWriter p9 e m4 e associa-os aos ficheiros "ap - in” e "am - in”
6:  escreve informacao necessaria a execucao dos processos em p9 e md
7 cria duas instancias da classe Oraculo prover e maced e as threads de ex-
ecucao prover Thread e macedThread associadas aos métodos prover. Run
e maced Run iniciando-as através dos métodos proverThread.Start e
maced Thread.Start
4  loop
9: testa o término das Threads e abandona o ciclo se uma delas terminar
10:  end loop
11:  if prover.Resultado = false A maced. Resultado = false then
12: adiciona mensagem de erro a listaErros.erros
13: adiciona string s listatemporariainvariantes
14:  else if prover.Resultado = true then
15: adiciona string s listatemporariavariantes
16:  else if maced Resultado = true then
17: adiciona string s listatemporariainvariantes
18 end if
19: end for
20: if listatemporariavariantes - Count > () then
21:  List{string)listatemporariavariantes? + newlList{string)
22:  for all string sl € this - listatemporariavariantes do
23: cria StreamWriter pd e m4 e associa-os aos ficheiros "ap-in” e "am-in”
24: escreve informacao necessdria & execucao dos processos em pY e md
25: cria duas instancias da classe Oraculo prover e maced e as threads
de execucao proverThread e macedThread associadas aos métodos
prover.Bun e maced. Bun iniciando-as atraves dos métodos prover-
Thread.Start e macedThread.Start
26: loop
27: testa o término das Threads e abandona o ciclo se uma delas terminar
28: end loop
20: if prover.Resultado = false A maced.Resultado = false then
30: adiciona mensagem de erro a listaFrros_erros
31: else if maced Resultado = true then
32: adiciona string s listatemporariavariantes2
33 end if
34: if listatemporariavariantes? - Count # () then
35: cria um no com a listatemporariainvariantes como argumento e adi-
clona ao contentor listanosrepositorio
36: else
a7 cria um nd com a listatemporariainvariantes e listatemporariavari-
antes como argumentos e adiciona ao contentor listanosrepositorio
38: end if
30: end for 9
40: else if listatemporariavariantes - Count = () then
41:  cria um nd com a listatemporariainvariantes como argumento e adiciona
ao contentor listanosrepositorio
42: end if

43: retorna a listanosrepositorio

Figura 2-14 — Pseudocddigo do método Node.no_eXecute.

23



A terminar este subcapitulo sdo apresentadas as figuras 2-15 e 2-16 contendo respectivamente

os pseudocodigos dos métodos Node.no_Divide e Node.no_RedEliminate.

1: for all string s € parametrolistadestrings do

2:  cria StreamWriter p9 e md e associa-os aos ficheiros "ap - in” e "am - in”

3 escreve informacio necessdria 4 execucao dos processos em pY e md

4 cria duas instancias da classe Oraculo prover e maced e as threads de ex-
ecucan prover Thread e maced Thread associadas aos métodos prover. Run
e maceld Bun iniciando-as através dos métodos proverThread. Start e

maced Thread.Start
5 loop
6 testa o término das Threads e abandona o ciclo se uma delas terminar
7:  end loop
&  if prover Resultado = false A maced Resultado = false then
a: adiciona mensagem de erro a listaErros.erros
10: adiciona string s this- lista_invts
11:  else it prover. Resultado = true then
13 adiciona string s this. lista_vrtes
13:  else if maced RHesultado = true then
14: adiciona string s this . lista_invts
15 end if
16: end for

Figura 2-15 — Pseudocodigo do método Node.no_Divide.

1: List{string)listatemporariavariantes +— newlList(string)

2: for all string s € this - lista_vrtes do

3 cria StreamWriter pd e md e associa-os aos ficheiros "ap - in” e "am - in”

4 escreve Informacao necessaria a execucao dos processos em pd e md

5:  cria duas instincias da classe Oraculo prover e maced e as threads de ex-
ecucao prover Ihread e macedThread associadas aos métodos prover.Run
e maced Bun iniciando-as através dos meétodos proverThread. Start e

maced Thread.Start
6. loop
T testa o término das Threads e abandona o ciclo se uma delas terminar
%  end loop
9 if prover. Resultado = false A maced. Resultado = false then
10: adiclona mensagem de erro a listaErros.erros
11: adiciona string s listatemporariavariantes
12:  else if maced. Resultado = true then
13: adiciona string s listatemporariavariantes
14:  end if
15: end for

16: this - lista_vrtes + listatemporariavariantes

Figura 2-16 — Pseudocodigo do método Node.no_ReadEliminate.
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2.6. Algoritmo Tietze-SA

O algoritmo de Tietze-SA ¢ um hibrido dos dois anteriormente referidos, sendo ao conjunto de
axiomas apresentado, numa primeira fase aplicada a subdivisdo em trés conjuntos de axiomas
disjuntos tal como no algoritmo SA ¢ numa segunda fase o algoritmo de Tietze a (Vy \ Vr) U

V), com a diferenga de neste algoritmo existir a heranga do conjunto V|, como ¢

AL D axiomas invariantes
<57 l:l axiomas wvariantes
A\\/ El axiomas rvedudantes

- ©

exemplificado na figura 2-17.

[41,2}-=5] [41,2y=3]

Figura 2-17 — Diagrama da cria¢do de nds na implementacdo Tietze-SA.

Na implementag¢do deste algoritmo ¢ utilizado o mesmo conjunto de classes que nos dois
precedentes, tendo como diferengas em relacdo a do algoritmo SA a inexisténcia do construtor
com um conjunto de contentores como uUnico argumento € no codigo dos métodos

Node.no_eXecute ¢ LstNode.In_eXecute.

Como diferengas em relagdo a implementag@o do algoritmo de Tietze, existem as mesmas nos
métodos, construtores e propriedades da classe Node que entre a implementacdo de Tietze ¢ a
de SA, nao existindo contudo diferengas no coédigo do método LstNode.Ln_eXecute
continuando deste modo a ser feito o controlo do termino do algoritmo tal como na

implementagao de Tietze, pelo numero de nds criados pelo método Node.no_eXecute.
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goonstructors Modelin liList=T1-=string=, in lv:List=T1-=string=

gzetAcceszar, propertys: Lista_wrtes()List=T1-=atring=
gizetiocessor, propery: Lista_invts(:List=T1-=string=

L=tHode
@1 Ist_nos:List<T1-=Node= g1 lista_invts:List<T1-=string=
@ lista_vrtes:List=T1-=atring=
¥ sconstructors LatModel)
¥ sconstructors LstModedin In:List=T1-=Mode=) & sconstructors Nods()
{) gzetAcceszar, property: Lat_nos(lList=T1-=Node= 0
0 In_eXecuteList=T1 -=MNode= {) goonstructors MNodelin sr StreamReader)
|ﬁ) In_Existsiin mMode ) bool &
{) In_Replacetyithiin In:List=T1 -=Mode=";void 0
0. In_Replaceiithiin nkLathode): void {) no_Dividerin lz:List=T1 -=string= woid
0 In_Printi ) List=T1 -=strings 0 no_erecute):List=T1 -=Mode=
% no_lsEqualtin n:Mode) bool
% no_RedEliminater):vaid
% no_Print(rList=T1-=string=

Figura 2-18 — Diagramas das classes LstNode e Node na implementagdo Tietze-SA.

Na figura 2-18 encontram-se listados os diagramas das classes LstNode e Node e nas figuras

2-19 e 2-20 sdo listados os pseudocodigos dos

LstNode.Ln_eXecute.

métodos Node.no_eXecute

1: List(Node)listanosrepositorio + newList{Node)
2 for all string s & this - lista_vrtes do
3 cria StreamWriter p9 e md e associa-os aos ficheiros "ap - in” e "am - in"
4:  escreve informacao necessaria 4 execucao dos processos em pd e md
5 cria duas instanecias da classe Oraculo prover e maced e as threads de ex-
ecucao proverThread e macedThread associadas aos métodos prover.Run
e maced Hun iniciando-as através dos métodos proverThread, Start e
maced Thread. Start
i loop
T testa o término das Threads e abandona o ciclo se uma delas terminar
4 end loop
0:  if prover Resultado = false A maced. Resultado = false then
10: adiciona mensagem de erro a listaErros.erros
11:  else if prover.Resultado = true then
12 List{string)listatemporariainvariantes + newList{string)(this -
lista_invts)
12: List(string)listatemporariavariantes +— new List{string)
14: for all strings2 & this - lista_vries do
15: if 52 % s then
16: adiciona string 2 a listatemporariavariantes
17: end if
18: end for
19 cria um no com a listatemporariainvariantes e listatemporariavariantes
como argumentos e adiciona ao contentor listanosrepositorio
20:  end if
21: end for

22 retorna a listanosrepositorio

Figura 2-19 — Pseudocddigo do método Node.no_eXecute.
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: List{Node)listanosrepositorio + newList{ Node}
: for all Node n € this - lst_nos do
List{N ode)listanostemporarios + newList{string)(n - no_eX ecute)
if listanostemporarios # s then
adiciona no n a listanostemporarios
else if —(n € listaSNuodes - lst_tmp) then
adiciona o no n a lista SN odes - st _tmp
end if
end for
retorna listanosrepositorio

R RER R

._.
S 2@

Figura 2-20 — Pseudocddigo do método LstNode.Ln_eXecute.
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2.7. Acelerador (+)

O acelerador (+) tem como principio a criagdo de um historial de dedutibilidades para cada
um dos axiomas envolvidos pela salvaguarda dos diferentes conjuntos de axiomas que
participam na sua dedu¢do, de modo a evitar o questionamento do oraculo para dedugdes que

com base no referido historial de dedutibilidades se possa assegurar a validade.

Recorrendo a um exemplo, suponhamos que dado o conjunto de axiomas V = {1, 2, 4, 6, 7},
se contivermos previamente salvaguardada a regra dedutiva R; = [{1, 2} — 6], eliminamos
automaticamente a necessidade de questionar o oraculo sobre a validade das regras R, = [{1,

2,4} - 6], R3=[{1,2,7} » 6], Ru=[{1,2,4,7} > 6]e R =[{1,2} - 6].

Quando se utiliza este acelerador existe assim a necessidade de acrescentar as
implementagdes atrds estudadas uma estrutura de dados capaz de armazenar as regras
dedutivas encontradas e um mecanismo que possibilite a sua gestdo. A adicdo deste
mecanismo implica alteragdes na estrutura de classes com a criagdo de trés novas classes e

também alteragdes nas classes previamente estudadas, Oraculo e Node.

No texto que se segue, serdo abordadas em primeiro lugar os métodos e propriedades destas
novas classes denominadas listaGeradores, Geradores ¢ Axioma, ¢ em seguida as alteragdes

requeridas nos diferentes métodos das outras classes.

listaGeradores Geradores
[] Isgeradores:List<T1-=Geradores==new List=Geradores=(} ] gd_numera:int
_ '1 gd_Hlistas: List<T1-=List<T1-=int==
Axioma
% aconstructors Geradores(in iint)

Al ax_numeroint L4 I vr Gd_numero():int
gl ax textostring O «GetAccessor, propertys Gd_tistas()List<T1-=List<T1 -=ints>
O ac » Axiomafin iint, in s:string) % gd_ExistsSubsetOfL(n iint, in :List<T1-=int=):bool
O r, propertys Ax_numero():int % gd_SetsContainL(in iint, in iiList<T1-=int=):List<T1-=int>
& uGethocessor, propertys Ax_texto():string <% gd_AddSetL(in iint, in i List<T1 -=int=):void
% ax_IsFqualTo(in a:Axioma):bool <> gd_Print():string

% ax_Print():string

Figura 2-21 — Diagrama de classes de listaGeradores, Geradores e Axioma.

Com os diagramas de classes listados na figura 2-21, a classe listaGeradores ¢ constituida

exclusivamente por um contentor estatico de instdncias da classe Geradores, o
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listaGeradores.Isgeradores, constituindo-se como um ficheiro virtual que ao longo da

implementagdo arquiva as regras de dedutibilidade dos diferentes axiomas.

A classe Geradores apresenta um Gnico construtor que tem como argumento um inteiro sendo

utilizado para criar as diferentes instancias contidas em listaGeradores.IsGeradores por

intermédio de um dos construtores da classe Node, podendo-se considerar estas instancias

como um ficheiro de indices entre os diferentes axiomas e os conjuntos de axiomas que os

deduzem. Contém duas propriedades:

Geradores.gd_numero — armazena uma identificagdo do axioma, igual ao valor da
propriedade Axioma.ax_numero na instancia da classe Axioma;

Geradores.gd_listas — armazena como listas de inteiros o conjunto dos conjuntos de
axiomas que deduzem o axioma indexado por Geradores.gd_numero. Retomando o
exemplo da pagina anterior, teriamos para uma instancia desta classe com o valor de

Geradores.gd_numero igual a 6 contido neste contentor o conjunto de inteiros {1, 2}.

E como métodos:

Geradores.gd_ExistsSubsetOfL - método cujos argumentos sdo um inteiro ¢ uma lista
de inteiros, retorna um valor booleano indicando se no contentor de conjuntos de
axiomas do axioma indexado pelo primeiro argumento existe algum que esteja contido
na lista de inteiros que lhe ¢ passado como argumento. Se tal suceder o valor de
retorno serd verdadeiro indicando que ja existe para o axioma indicado uma regra de
dedutibilidade cujo conjunto de premissas ¢ menor ou igual ao do segundo argumento.
Geradores.gd_SetsContainL - método que retorna uma lista de inteiros indicando
quais os conjuntos de axiomas que estao contidos no conjunto que lhe ¢ passado como
argumento sendo utilizado pelo método Geradores.gd_AddSetL desta mesma classe e
este por sua vez utilizado pelo método Node.no_eXecute da classe Node quando sao
criados novos conjuntos de axiomas, representados por listas de inteiros, a inserir
numa das instancias do contentor listaGeradores.lsgeradores.

Geradores.gd_AddSetL — método que adiciona um nova prova dedutiva ao indice do
axioma no contentor listaGeradores.lsgeradores, actualizando-o ¢ permitindo que
futuras derivagdes contemplem as diferentes provas encontradas durante a execugao.
Geradores.gd_Print — método que transforma a informag¢dao contida nas suas

propriedades numa “string” sendo utilizado na cria¢do do ficheiro de saida.
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A classe Axioma contém duas propriedades, Axioma.ax_numero e Axioma.ax_texto, e dois

métodos:

»  Axioma.ax_IsEqualTo — recebe como argumento uma instancia da classe Axioma e
indica se ¢ igual a instancia proprietaria sendo frequentemente utilizado pelos métodos
Node.no_NmLstWithoutX e Node.no_StLstWithoutX na construgdo e consulta das listas
de inteiros que representam o conjunto de axiomas da regra de dedutibilidade;

* Axioma.ax_Print - formata a informacdo contida nas propriedades numa “string”,

sendo utilizado na criagdo do ficheiro de saida.

Quanto as alteragdes necessarias aos codigos das demais classes referem-se somente os
efectuados nos métodos da classes Node, devido as efectuadas na classe Oraculo ja terem sido

previamente referidas no subcapitulo 2.3.

Hode

1 lista_axmas:List<T1-=Axioma=

% wconstructors Node()
% wconstructors Node(in la:List<T1 -=Axioma=)
% wconstructors Node(in srStreamReader)

<&
<&
<&

<% no_eXecute():List<T1-=Node=

ropertys Lista_axmas()List<T1-=Axioma=

opertys Mo_Staxiomas()List<T1-=string=

opertys Mo_Mmaxiomas(}.List<T1-=int=

% no_NmLstWithoutx(in x Axioma):List<T1 -=int=
«» no_lsEgqual(in n:Node):bool
<% no_Print():List<T1 -=string=

Figura 2-22 — Diagrama da classe Node para a implementagio Tietze (+).

Tomando como exemplo uma implementa¢do que tenha como base o algoritmo de Tietze,
temos, tal como ¢ visivel no pseudocodigo listado na figura 2-23, no construtor da classe
Node que admite um ficheiro de texto como argumento, a criagdo a par do no inicial das
instancias da classe Geradores que constituem os elementos do contentor estatico da classe

listaGeradores.

Analisando este pseudocodigo verifica-se, que ¢ definida e inicializada um variavel que sera
utilizada na atribui¢do de um numero sequencial a cada instancia da classes Axioma e

Geradores construindo-se assim uma indexagdo entre ambas.
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10:
11:

NS H Rk

this - lista_armas + newList{Axioma)

contador + 1

listaGeradores - lsgeradores + 0

while —{ fim de streampassadocomoparametro) do
linha + streampassadocomoparametro - Read Line
if linha nao estd vazia ou é comentdrio then

cria  instancia  da  classe  Arioma com o construtor
Arioma(contador, linha) e adiciona-a a this - lista_armas

cria instancia da classe Geradores construtor Gerador(contador) e
adiciona-a a this - listaGeradores - lsgeradores

contador = contador + 1

end if

end while

Figura 2-23 — Pseudocddigo do construtor da classe Node.

I

: List{Node)listanosrepositorio +— newlList(Node)

: for all Arioma v &€ this - lista_azrmas do

if nao existir na listaGeradores - Isgeradores|indicev] nm subconjunto
da regra deductiva actual then

4 List({int)listanumeros +— newlList{int)

5 List{Arioma)listaariomatemporarios < newList | Azioma)

fi: cria StreamWriter pY e m4 e associa-os acs ficheiros "ap-in” e "am-in"

T escreve informacao necessdria 4 execucan dos processos em pd e md

a cria duas instincias da eclasse Oraculo prover e maced e as threads
de execucao proverThread e macedThread associadas aos meéetodos
prover. Bun e maced.Run iniciando-as atraveés dos métodos prover-
Thread.Start e macedThread.Start

o loop

10: testa o término das Threads e abandona o ciclo se uma delas terminar

11: end loop

12: if prover Hesultado = false A maced Resultado = false then

13: adiciona mensagem de erro a listaErros.erros

14: else if prover Hesultado = true then

15: for all Azioma = & this - lista_armas do

16 if Arioma z # v then

17: adiciona Axioma z a listaariomatemporarios

18: end if

149: cria um no com a listaariomatemporarios como argumento

20: for all string s € prover - lista_Lstprover do

21: adiciona o indice do axioma a listanumeros

29 end for

23: adiciona listanumeros a listaGeradores - [sgeradores|indicev]

24 adiciona o nd criado a listanosrepositorio

25 end for

26 end if

a7 end if

28: end for

20: retorna a listanosrepositorio

Figura 2-24 — Pseudocddigo do método Node.no_eXecute.
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Este ficheiro de indices sera utilizado no método Node.no_eXecute, onde, para cada axioma
de um no, s6 serd questionado o oraculo se ndo existir na instancia do contentor
listaGeradores.Isgeradores indexada pela propriedade Axioma.ax_numero um subconjunto
que esteja contido no conjunto resultante do método Node.no_NmLstWithoutX (ver

pseudocodigo da figura 2-24).

Se o oraculo for questionado e uma prova encontrada pelo processo Prover9.exe, esta sera

adicionada ao listaGeradores.Isgeradores pelo método Geradores.gd_AddSetL.
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2.8. Acelerador (V)

Sendo baseado no modo em como a implementacdo ¢ concebida a inser¢do deste acelerador
contrasta com a do anterior pela sua simplicidade e tem como uUnica alteragdo a

implementagao original a modifica¢do do método LstNode.In_eXecute.

<P
/N

[12,3,4,5)} -> 1] [{1,2,3,5} ->» 1)
2 E 1 5
3 E 2 3
[{2,3,3} -> 4] [12,3,5} =-> 1]

Figura 2-25 — Diagrama da execucdo do acelerador (V) na implementacdo Tietze (V).

O diagrama da figura 2-25 apresenta graficamente o funcionamento do acelerador no caso da

implementagao do algoritmo de Tietze.

Assim, iniciando-se com o conjunto de axiomas V = {1,2,34,5} e existindo as regras
dedutivas R; = [{2,3,4,5} — 1] e R, = [{1,2,3,5} = 4], aquando da execucdo do método
Node.no_eXecute serdo criados e adicionados ao contentor LStNode.Ist nos os ndés V; =
{2,3,4,5} e V, = {1,2,3,5}. Executando de novo o método sobre estes dois nos e existindo as
regras dedutivas R3; =[{2,3,5} = 4] e R4 =[{2,3,5} — 1], pelo algoritmo de Tietze teriam de
ser criados, 0 nd Vi3 = {2,3,5} e igualmente V,4 = {2,3,5} (representado a vermelho na
figura). Estando presente o acelerador ele bloqueara a criagdo deste ultimo no, impedindo
assim que o algoritmo seja posteriormente aplicado a ndés que contenham o mesmo conjunto

de axiomas, ou seja, a nds iguais.

Na figura 2-26 sdo comparados, para o conjunto de axiomas V = {1,2,3,4}, as chamadas ao
oraculo e os conjuntos de axiomas guardados no contentor LstNode.lst nos, entre as

implementagoes Tietze e Tietze (V) considerando-se que todos os axiomas se deduzem
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reciprocamente, sendo bem patente a clara reducao no numero de nés criados e de perguntas

efectuadas ao oraculo na implementacao onde o ¢ acrescido acelerador.

[] secountas ac sréculs

=& representado = parte

1234 1234

esguerds da regra ex:

tii = [{1,2,4} -> 3]
124 }1_2.3, ‘ ‘ 134 |
E:] conjuntos adiciomados
2] (2] [ae] [2e] (o] ] (23] [24) [124] [124]
E H HM M mmmmam:E

EEHE EEEEEE EEE
EEEEEEEEE EEE

Tiatzae + (W)

134 ‘ 234 |

Tietze

Figura 2-26 — Representagdo grafica das implementacdes Tietze e Tietze (V).

Termina-se este subcapitulo com a figura 2-27 onde esté listado o pseudocodigo do método

LstNode.In_eXecute responsavel por estas altera¢des.

1: List{Node)listanosrepositorio «+ newList{Node)()
2: List{N ode)listanostemporarios + newList{N ode)()
3: for all Node n € this - [st_nos do

4. if =(n € listanosrepositorio) then

5 List{Node)listanostemporarios2 + newList(Node) - n.no_eX ecute
f: if listanostemporarios2 - Count # 0 then

T for all Node d e listanostemporarios2 do

8 if —(d € listanosrepositorio) then

0: adiciona o nd listanosrepositorio

10: end if

11: if —(d € listanostemporarios) then

12: adiciona o noé listanostemporarios

13: end if

14 end for

15: else it —listaSNodes - ISN_Erists(n) then

16: adiciona no n a listaSNodes - [st_tmp

17: end if

18 end if

19: end for

20: retorna o contentor listanosrepositorio

Figura 2-27 — Pseudocédigo do método LstNode.In_eXecute.
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2.9. Modo de Utilizagao

Neste subcapitulo sdo abordados aspectos relacionados com o modo de utilizacdo das
primeiras aplicacdes criadas sendo também apresentadas algumas das suas interfaces graficas

numa perspectiva de introduzir a aplicabilidade pratica da tese de dissertagdo.

Tal como ja foi referido, as diferentes aplica¢des foram construidas com o auxilio da interface
de programagao Visual Studio 2008 PE, e apresentam uma interface grafica semelhante a da

figura 2-28, onde estdo assinalados seis grupos de componentes consoante a sua fungao.

o] SE (] - l = |el=) ﬁ
i o P Seconds Proverd-> |1 . Seconds Maced -> 1 = D .~ |
|
| | <: finished :>
| Iripast | 3 4
2 . Run 576531648
Shipt 87

1 - Botdes & ceixas de parametrizacéo

2 - Botfes wisualizacéo ficheiros entrada/fsaida
3 - Botéo execugdo 4 - Mensagena da apld
5 - Botfies wisualiza ficheiros de erro
& - Botdes wisualizag Eicheiry de geradores

Figura 2-28 — Interface da aplicagdo SA (+) com diferentes grupos de componentes assinalados.

Nao sendo o objectivo deste subcapitulo, o de apresentar um manual de utilizagdo das
aplicagoes criadas (ver Anexo A), mas sim o modo como pode ser utilizado, sdo apresentados

dois exemplos com a pretensdo de melhor se apreender o funcionamento das aplicacdes.

No primeiro exemplo ¢ utilizado o conjunto de axiomas para a algebra booleana retirado da
pagina Web da Universidade de Chapman (ver [10]) e determinados os seus subconjuntos
geradores e no segundo, utilizando o conjunto de axiomas dos semigrupos de Clifford
extraidos deste mesmo site e tendo a ele adicionado consequéncias geradas pelo processo
Prover9.exe, determinar novos conjuntos de axiomas de cardinal menor que o inicialmente

apresentado.

Na figura 2-29, encontra-se listado o conjunto de axiomas utilizado no primeiro exemplo, a
interface grafica da aplicacdo Tietze (V) e alguns dos conjuntos geradores resultantes, onde ¢é
visivel a drastica reducdo no cardinal dos conjuntos iniciais apds um curto periodo de

processamento.
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Figura 2-29 — Conjunto axiomas algebra booleana, interface grafica e conjuntos geradores obtidos.

Para o segundo exemplo apresentado na figura 2-30 foi utilizada a aplicagdo SA (+) e o
conjunto de axiomas para os semigrupos de Clifford. Também nesta figura se encontram

listados os conjuntos de axiomas resultantes, sendo nela visivel dois novos conjuntos de

cardinal inferior ao conjunto inicial.

X w E{-'.zi)'_{:.' y} . 7
(x')° = x.
X AR "v}; -yl ly t (ot x)).

o SARE(+) =2 2 |

D |[P | SecondsProved-» 1

- 2) = (x *y) " z# label(1).
® E’r. z) = .X })y- y;z. {yaae(x * x°)) # label(s).

M~
-
- =
et

"# label(s).

)
";" = z) = (x *y) * z # label(1).
i “ N -y * (yw(x*x label(5).
s g . x?i)}ah§1(z)fy (x = x')) # label(s)
: (x* = x) = x" # label(6).

L ln
Ll
L]
(=]

Figura 2-30 — Conjunto axiomas semigrupos de Clifford, interface grafica e bases obtidas.
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Na figura 2-31 encontra-se ainda listado um ficheiro contendo os diferentes conjuntos de
regras de deducdao encontradas indexadas pelo axioma que deduzem, sendo este conjunto

vazio para os axiomas invariantes.

B B B4 B
wvrvAa

3, 6
2, 6
3, 6] 1. 5, 2, 6]

oA e BT

B4 B8

Figura 2-31 — Conjunto de regras de deducdo para os axiomas do segundo exemplo.
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3. Algoritmos - Resultados

3.1. Introducéo

As diferentes implementagdes foram testadas com o auxilio das quinze estruturas algébricas

listadas no quadro 3-1.

A escolha destas estruturas em detrimento de outras deveu-se por um lado a sua importancia
na actual investigacdo matematica e por outro a possibilidade do processo Prover9.exe
conseguir gerar consequéncias a partir dos conjuntos de axiomas que as definem tendo sido a

negacdo desta ultima condi¢do o que originou a omissdo de estruturas tais como os “loops™ e

monoides.
Referéncia Designagao Tipo de Classe Teoria de 1* Teoria
Ordem Equacional
18 Algebras BCK Quasivariedade Indecidivel -
26 Grupos booleanos Variedade Decidivel Decidivel P
40 Monoides comutativos cancelativos Quasivariedade Indecidivel -
47 Semigrupos de Clifford Variedade - -
52 Semigrupos inversos comutativos Variedade - -
67 Anéis abelianos Variedade Indecidivel Decidivel
93 Directodides Variedade - -
113 Corpos 1* Ordem - -
128 Grupos Variedade Indecidivel Decidivel P
- Semigrupos inversos (B. Schein) Variedade - -
158 Reticulados Variedade Indecidivel Decidivel P
187 Algebras MV Variedade - Decidivel
253 Anéis Variedade Indecidivel Decidivel
261 Semi-reticulados Variedade Indecidivel Decidivel P
264 Semi-anéis Variedade Indecidivel Decidivel

Quadro 3-1 — Designagdes e referéncias das estruturas algébricas estudadas.

Os conjuntos de axiomas que definem as estruturas acima listadas, a excepgao dos semigrupos
inversos, foram retirados da pagina Web da Universidade de Chapman (ver [10]) tendo para

os semigrupos sido utilizada a base-5 proposta por B. Schein (ver [6]).

Assim, para cada uma destas estruturas algébricas foram construidos cinquenta conjuntos,
cada um deles constituido por um conjunto equivalente ao conjunto de axiomas que define a

estrutura algébrica, em unido, a um conjunto de trés das suas consequéncias geradas pelo
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processo Prover9.exe, tal como ¢ apresentado no quadro 3-2 para a estrutura algébrica

reticulados.

Axiomas Consequéncias
x+y)tz=x+(y+2). X+((y*(x*2z)+u)=x+u
x*y)*z=x*(y*2). x*y)+z*E*(y*w)=x*y.
xty=y+x. x*y)+t(z+x)=z+x

x*y=y*x
x+ty)*x=x.

x*y)+x=x

Quadro 3-2 — Conjuntos de axiomas e de trés consequéncias para a estrutura algébrica reticulados.

Foram também criadas nove aplicagdes, trés por cada algoritmo, uma para cada algoritmo e
acelerador, com o objectivo de obter os numeros de chamadas ao oraculo efectuadas. A
escolha desta variavel como indicador da eficiéncia do algoritmo em detrimento de uma outra
tal como o tempo de execugdo, deveu-se a podermos considerar para limites bastante
alargados como uma constante independente do computador ou sistema operativo utilizado, e
também, ao conhecimento empirico de serem as chamadas ao oraculo o factor que mais influi

no tempo total de execugdo das diferentes implementagdes.

Além do numero de chamadas ao oraculo também se salvaguardaram os conjuntos geradores
de cardinal inferior ao utilizado na representagado inicial da estrutura algébrica, tendo-se para
cada um dos conjuntos testados recolhido informac¢ado semelhante a apresentada no quadro 3-
3, onde ¢ listada a obtida pela execucdo da aplicacdo ao conjunto da unido dos axiomas e

consequéncias do quadro 3-2.

Chamadas Conjuntos geradores
[node] [node]

522 (x+y)*x=x. x+y)+tz=x+(y+2).
x+t(y*x*z)tu=x+u x+ty=y+x.
x*y)+Ez*x*(y*w)=x*y. (x+y)*x=x.
x*y)+(z+x)=z+x x*y)+Ez*E*(y*w)=x*y.
[node]

x+y)tz=x+(y+2).

x+y) *x=x
x*Fy)+E*x*(y*w)=x*y.
x*y)+(z+x)=z+x

Quadro 3-3 — Numero de chamadas ao oraculo e diferentes conjuntos geradores.

Ao longo deste capitulo serdo apresentados quadros em muito semelhantes ao lado direito do
quadro 3-3 mas cujo conteudo e titulo variard consoante a existéncia ou nao durante a

execugdo dos designados erros de tempo. Se eles se verificarem serdo listados conjuntos
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geradores com o titulo indicando-o, se ndo, serdo listadas as bases do sistema também com o
titulo a indica-lo, estando-se a assumir para tal, a correc¢do das provas encontradas pelo
processo Prover9.exe. De facto, como ja referido na introducdo, a correc¢do das provas
encontradas ¢ sempre assumida, ndo tendo sido utilizado nenhum verificador de provas tal

como o programa IVY (ver [6] e [26]).

ApoOs estas novas implementagdes terem testado para cada uma das estruturas algébricas do
quadro 3-1 os cinquenta conjuntos foi feita uma andlise estatistica a variavel nimero de
chamadas ao oraculo com o auxilio do software vocacionado Statistical Packtage for Social
Sciences (SPSS). Esta analise constituiu-se na comparacdo das diferentes médias apresentadas
por cada uma das implementagdes pelo método ndo paramétrico de Friedman, tendo a escolha
deste método sido justificada por se considerar estarmos a efectuar para cada estrutura

algébrica, um conjunto de cinquenta observagdes de nove emparelhamentos.

Nos proximos subcapitulos sera apresentado individualmente para cada uma das estruturas

estudadas um quadro contendo:

* Axiomas representando a estrutura na pagina Web de referéncia e conjuntos iniciais de
axiomas utilizados:

= Diferentes estatisticas de tendéncia central e dispersdo;

= Resultados do teste de Friedman;

= Alguns dos conjuntos geradores ou bases do sistema encontrados.

Também para algumas das estruturas serdo feitas consideragdes sobre a eficiéncia das
diferentes implementag¢des baseadas nos resultados do método de Friedman, definindo-se
como implementacao mais eficiente a que requer um menor niumero de chamadas ao oraculo,
sendo no ultimo subcapitulo feita uma andlise ao conjunto total de resultados obtidos
independentemente da estrutura algébrica de origem e de novo tecidas consideragdes sobre a

eficiéncia das diversas implementagdes.
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3.2. Algebras BCK

Axiomas
(x*y) * (x*2)) * (2 * y)=0.
x*0=x.
0*x=0.
(x*y)=(*x) &(x*y)=0)->x=y.

Algoritmo Minimo Maximo Média Desvio Padrao
Tietze 76 639 362,56 168,658
SA 10 445 209,90 123,689
Tietze-SA 10 491 255,32 153,135
Tietze (+) 76 560 333,14 137,367
SA (+) 10 250 124,40 58,553
Tietze-SA (+) 10 406 211,76 122,892
Tietze (V) 44 171 121,58 33,939
SA (V) 10 208 125,94 56,300
Tietze-SA (V) 10 148 92,66 42,986
Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
Tietze 8,82 9° N 50
SA 5,46 6° Chi-Square 334,417
Tietze-SA 6,30 7° gl 8
Tietze (+) 8,10 8° Sig. Asymp. 0,000
SA (+) 2,95 2°
Tietze-SA (+) 5,19 5° W de Kendall 0,836
Tietze (V) 3,28 3°
SA (V) 3,75 4°
Tietze-SA (V) 1,15 1°
Conjuntos geradores

[node] [node]
(x*y)*x*2z) *(z*y)=0. x*0=x.

XF(y*(y*(x*2) =0y * (y* (x*¥2) =x.
0*x=0.

[node]

(x*y)*(x*2z)*(z*y)=0.
XF*F*E*F)!=0]y*(y* x*2z)=x
(x*&x*(y*2)) *w) *w) * ((y *u) *w)=0.

(x*y)* x*z) *u) *w) *((z*y) *w)=0.
(x*y) =@ *x) &(x*y)=0)->x=y.

Quadro 3-4 — Axiomas, estatisticas, resultados teste de Friedman e conjuntos de geradores para as

algebras BCK.

Para estas 4lgebras, a utilizacdo de uma das implementagdes do capitulo anterior ndo originou
um conjunto gerador de cardinal inferior ao inicial tendo sido este o utilizado, se tal tivesse
sucedido a parte superior do quadro 3-4 teria sido subdividida em duas células onde na céluda
esquerda estariam listados os axiomas constantes na pagina Web e na célula direita os

utilizados pelas aplicagdes.
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A analise dos valores deste quadro sugere para esta estrutura algébrica uma maior eficiéncia
das implementacdes do algoritmo Tietze-SA (V) e do algoritmo SA (+), sendo também de reter
o diferente efeito da utilizacao do acelerador (+), reduzido nos algoritmos Tietze ¢ Tietze-SA e
bastante notdrio no algoritmo SA, o que ndo surpreende, bastando para tal analisar o codigo
em C# deste ultimo algoritmo onde se verifica a eliminagdo de trés chamadas ao oraculo por
cada conjunto de axiomas que contenha um subconjunto previamente salvaguardado no

contentor de geradores.

No que se refere ao indicador estatistico do teste de Friedman, permitem-nos estabelecer a
ndo rejeicao da hipotese nula, ou seja, os diferentes algoritmos apresentam diferentes
eficiéncias, indicando-nos também o valor W de Kendall uma similitude na eficiéncia de cada

algoritmo para os diferentes conjuntos testados.

Ainda relativamente aos algoritmos refere-se também a maior eficiéncia que para este tipo de
estrutura algébrica o algoritmo SA demonstra comparativamente aos algoritmos de Tietze e de

Tietze-SA quando ndo existe o acréscimo de um acelerador a sua implementagao.
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3.3. Grupos booleanos

Axiomas Conjunto utilizado

X*(y*¥z)=(x*y) *z x*(y*z)=(x*y)*z

X *e=X. Xx*¥e=xXx.

e*xX=x. Xx*¥x=e.

X*¥x=e.

Algoritmo Minimo Méximo Média Desvio Padrao
Tietze 110 435 310,20 111,978
SA 82 409 271,46 116,533
Tietze-SA 62 398 217,50 89,074
Tietze (+) 104 345 265,80 82,814
SA (+) 44 187 120,38 42,468
Tietze-SA (+) 52 339 163,58 66,233
Tietze (V) 55 123 92,78 19,663
SA (V) 62 185 128,50 35,525
Tietze-SA (V) 40 135 79,02 23,561
Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas

Tietze 8,84 9° N 50
SA 7,28 7° Chi-Square 356,948
Tietze-SA 6,29 6° gl 8
Tietze (+) 7,32 8° Sig. Asymp. 0,000
SA (+) 3,28 3°

Tietze-SA (+) 4,72 5° W de Kendall 0,892
Tietze (V) 2,36 2°

SA (V) 3,79 4°

Tietze-SA (V) 1,12 1°

Conjuntos de geradores

[node]

X*F(y*@z*x)=y*z

X *¥e=x.

[node]

X*@y**x*u)=y*(z*u).
X *¥e=xX.

[node]
X*@y**@*(w*x)=y*(z*(@u*w).
X *¥e=xX.

Quadro 3-5 — Axiomas, estatisticas, resultados teste de Friedman e conjuntos de geradores para os

grupos booleanos.

Uma analise do quadro 3-5 sugere que para este tipo de estruturas algebricas o algoritmo SA
ndo apresenta a eficiéncia demonstrada no caso das algebras BCK, embora a sua

implementagdo quando acrescida do acelerador (+) seja a terceira mais eficiente.

Existem duas explicagdes para as diferencas de comportamento deste algoritmo:
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= A primeira ¢ mais obvia ¢ a de que os conjuntos de regras de derivagao gerados e
salvaguardados no contentor geradores nao sao subconjuntos daqueles que vao sendo
derivados, o que frequentemente sucede quando as regras de derivacdo contém varios
elementos como premissas:

* A outra, ¢ a existéncia de diversas consequéncias redundantes no conjunto inicial o
que parece ser o caso deste exemplo, dada a diferenca de eficiéncia registada entre as

implementagdes dos algoritmos Tietze e Tietze-SA.

De facto, a ordem das implementagdes destes trés algoritmos poderd servir como um
indicador do tipo de eliminagdo que o algoritmo SA efectua, sugerindo uma ordenagdo do tipo
Tietze > SA > Tietze-SA um maior numero de redundantes no conjunto inicial que uma
ordenagdo do tipo Tietze > Tietze-SA > SA, que, por sua vez, sugere um menor cardinal do

conjunto de premissas das regras de derivagao.

Em relag¢do aos indicadores estatisticos verifica-se tal como no caso das algebras BCK a nao
rejeicdo da hipdtese nula ¢ um valor W de Kendall que sugere similitude de tratamento entre
os diferentes conjuntos tratados por um mesmo algoritmo, embora com um valor inferior ao

da estrutura algébrica anterior.
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3.4. Monoides cancelativos comutativos

Axiomas

Conjunto utilizado

X*(y*z)=(x*y)*z

X*(y*z)=(x*y)*z

x*e=x. x*e=x.
e*x=x z¥x=z*y->x=y.
z¥x=z¥y->x=y x*y=y*x
x*¥z=y*z->x=y
x*¥y=y*x

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
Tietze 155 526 327,88 104,579
SA 9 492 312,84 126,541
Tietze-SA 21 538 280,70 100,490
Tietze (+) 129 427 308,02 58,355
SA () 9 288 159,74 46,942
Tietze-SA (+) 21 433 234,60 88,414
Tietze (V) 23 137 102,24 21,399
SA (V) 9 213 147,98 45,635
Tietze-SA (V) 9 149 95,02 32,165

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
Tietze 7,77 9° N 50
SA 7,14 8° Chi-Square 316,497
Tietze-SA 6,97 7° gl 8
Tietze (+) 6,89 6° Sig. Asymp. 0,000
SA () 3,96 4°
Tietze-SA (+) 5,74 5° W de Kendall 0,791
Tietze (V) 1,82 2°
SA (V) 3,35 3°
Tietze-SA (V) 1,36 1°

Bases

[node] [node]
X*(y**@*x))=y*(z*u). XF(y*@z*@@*(w*x)))=y*(@z* @*w).
x*e=x. x*e=x.
[node]

X*(y*(x*2z)=y*z

X *e=x.

Quadro 3-6 — Axiomas, estatisticas, resultados do teste de Friedman e bases para os monoides

cancelativos comutativos
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3.5. Semigrupos de Clifford

Axiomas — Conjunto utilizado

Xx*(y*z)=(x*y)*z
x *(x'*x)=x.
x")' =x.

X *x'=x'*x.

x*x)* (¢ *y) = *y)* (x*x).

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
Tietze 156 896 506,28 181,514
SA 18 498 236,94 110,601
Tietze-SA 16 540 244,66 134,926
Tietze (+) 150 797 461,62 159,203
SA (+) 16 233 119,06 50,578
Tietze-SA (+) 16 435 195,02 110,110
Tietze (V) 76 211 145,26 31,105
SA (V) 18 221 127,50 48,146
Tietze-SA (V) 16 151 85,54 35,609

Algoritmo Média Niveis Ordem Estatisticas
Tietze 9,00 9° N 50
SA 6,14 6° Chi-Square 361,808
Tietze-SA 6,14 6° gl 8
Tietze (+) 8,00 8° Sig.Asymp. 0,000
SA (+) 2,25 2°
Tietze-SA (+) 4,93 5° W de Kendall 0,905
Tietze (V) 4,12 4°
SA (V) 3,33 3°
Tietze-SA (V) 1,09 1°

Conjuntos de geradores

[node]
x"*(x'*x)=x"\
X*(y*7)=(x*y)* 2.
x")' =x.

XFEFYFY) =y R FX).

[node]

x"* (x'*x)=x"\
X*(y*2)=(x*y)* 7.
X *(x'*x)=x.

X*FEF@Y *Fy)=y F(y*F (x*X)).

[node]

XFFYFEFE*F2) =y *2).
X*(y*7)=(x*y)* 2.
X *(x'*x)=x.

XFEFEFY)) =y R X)),

Quadro 3-7 — Axiomas, estatisticas, resultados teste de Friedman e conjuntos geradores para os

semigrupos de Clifford.
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3.6. Semigrupos inversos comutativos

Axiomas — Conjunto utilizado

Xx*(y*z)=(x*y)*z
x *(x'*x)=x.

x")' =x.
E*Fx)* (' *y)=@G"*y) " x*x).

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
Tietze 45 615 185,88 112,152
SA 9 433 87,14 87,745
Tietze-SA 9 437 93,62 89,043
Tietze (+) 29 497 135,00 101,388
SA (+) 9 326 64,28 63,171
Tietze-SA (+) 9 361 83,78 85,528
Tietze (V) 24 159 68,58 31,170
SA (V) 9 204 67,76 44,966
Tietze-SA (V) 9 177 58,22 41,381

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
Tietze 8,85 9° N 50
SA 5,18 7° Chi-Square 239,227
Tietze-SA 4,92 6° gl 8
Tietze (+) 7,86 8° Sig. Asymp. 0,000
SA (+) 2,40 1°
Tietze-SA (+) 3,56 3° W de Kendall 0,598
Tietze (V) 4,82 5°
SA (V) 4,10 4°
Tietze-SA (V) 3,31 2°

Conjuntos geradores
[node] [node]
XFy* *(z*x))=y* ' *z2). X'*FEF(y**x)=x"*(y*2).
(x*y)*z=x*(y*2). XFyFE*FE*E*Fw)=y* x*(@*u).
X *(x'*x)=x. x *(x'*x)=x.
[node]

X (yF(F (2 F X)) =y (%)
(x*y)*z=x*(y*2).
X *(x'*x)=x.

Quadro 3-8 — Axiomas, estatisticas, resultados teste de Friedman e conjuntos geradores para os

semigrupos inversos comutativos.

Para esta estrutura a implementacdo SA (+) apresenta a maior eficiéncia suplantando mesmo a
Tietze-SA (V) que para as estruturas algébricas anteriores tem sido a mais eficiente,
destacando-se também o baixo valor do W de Kendall comparativamente aos apresentados nas

estruturas anteriores.
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3.7. Anéis comutativos

Axiomas Conjunto utilizado
X*(y*7)=(x*y)*z. x*(y*z)=(x*y)*z.
xty=y+tx. x*¥y=y*x.
x+(y+2)=(x+y)+z X+y=y+x.
0+x=x. x+(yt+tz)=(x+y)+z
x+x’=0. 0+x=x.
x*¥(y+tz)=x*y)+(x*2z). x+x’=0.
x+y)*z=x*2+(y*2). x*(ytz)=x*y)+(x*2).
x*¥y=y*x.

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
Tietze 127 922 271,76 181,670
SA 13 318 72,40 74,719
Tietze-SA 13 406 76,44 85,365
Tietze (+) 124 855 260,88 168,604
SA (+) 13 145 44,44 37,504
Tietze-SA (+) 13 333 64,64 70,909
Tietze (V) 68 235 111,38 44,599
SA (V) 13 173 54,86 45,478
Tietze-SA (V) 13 131 41,28 32,201

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
Tietze 8,98 9° N 50
SA 4,74 6° Chi-Square 343,846
Tietze-SA 4,61 5° gl 8
Tietze (+) 8,02 8° Sig.Asymp. 0,000
SA (+) 2,30 2°
Tietze-SA (+) 3,65 3° W de Kendall 0,860
Tietze (V) 6,63 7°
SA (V) 3,87 4°
Tietze-SA (V) 2,20 1°

Conjuntos de geradores
[node] [node]
x+&x*y)*z=(z+(z*y) *x (x+(y+2))=y+(z+x).
Xxty=y+x x+x*y)*z=(z+(z*y) *x
x+t(y+z)=x+y)+z x+ty=y+x.
0+x=x. 0+x=x.
x'+x=0. x'+x=0.
X*(y+2)=(x*y)+ (x *2). X *(y+2)=(x*y)+(x *2).

Quadro 3-9 — Axiomas, estatisticas, resultados teste de Friedman e conjuntos geradores para os anéis

comutativos.
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3.8. Directoides

Axiomas — Conjunto utilizado

X *¥*X=X.
x*y)*x=x*y.
yr(x*y)=x*y.
XF(x*y)*)=x*y)*z

Algoritmo Minimo Méximo Média Desvio Padrao
Tietze 343 896 599,00 147,776
SA 65 653 378,26 151,457
Tietze-SA 187 671 417,58 173,154
Tietze (+) 305 758 517,66 125,500
SA (+) 65 319 190,54 68,235
Tietze-SA (+) 144 520 305,58 145,551
Tietze (V) 109 188 145,98 22,178
SA (V) 65 240 166,32 40,138
Tietze-SA (V) 77 160 105,66 31,722

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
Tietze 8,98 9° N 50
SA 6,10 6° Chi-Square 376,635
Tietze-SA 6,74 7° gl 8
Tietze (+) 7,84 8° Sig. Asymp. 0,000
SA (+) 3,62 4°
Tietze-SA (+) 5,20 5° W de Kendall 0,942
Tietze (V) 2,28 2°
SA (V) 3,22 3°
Tietze-SA (V) 1,02 1°

Conjuntos de geradores
[node] [node]
X *¥*X=Xx. X ¥ X =X.
x*((y*2)*w) *z=x*((y *2) *u). y*x*y)=x*y.
yExFy) =x*y. ((* (v * 2% @* W) *v8) ¥u=(x* (y * ( * (u*
[node] w)))) * V5.
X *¥*X=X.

x*((y*2*u)*z=x*(y*2) *w.
XF(*FEFu*x)*w) =y * (z* [ *x)*w.

Quadro 3-10 — Axiomas, estatisticas, resultados teste de Friedman e conjuntos geradores para os

directoides.
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3.9. Corpos

Axiomas Conjunto utilizado
(xty)tz=x+(y+ta2). (xt+y)tz=x+(y+ta2).
0+x=x. 0+x=x.
x'+x=0. x'+x=0.
Xty=y+x x*¥(y*z)=x*y) *z

X*(y*z)=(x*y)*z
X*(y+tz=x*y)+(x*2).
+2)*x=F*x)+(z*x).

X*(y+t=x*y)+(x*2).
x*l=x.
x*¥y=y*x.

x*1l=x. (x!=0) >existsy(x *y=1).
1 *x=x 0'=1.

x*¥y=y*x.

x!=0) >existsy(x *y=1).

0!=1.

Algoritmo Minimo Maximo Média Desvio Padrao
Tietze 124 1557 294,04 234,896
SA 13 1335 127,90 212,184
Tietze-SA 15 908 114,00 138,945
Tietze (+) 75 1465 288,78 216,635
SA (+) 13 805 90,06 136,105
Tietze-SA (+) 13 333 68,28 77,413
Tietze (V) 54 345 119,10 51,149
SA (V) 13 788 84,20 123,020
Tietze-SA (V) 13 227 4522 39,219

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
Tietze 8,88 9° N 50
SA 5,32 6° Chi-Square 317,004
Tietze-SA 5,08 5° gl 8
Tietze (+) 8,00 8° Sig. Asymp. 0,000
SA (+) 3,54 3°
Tietze-SA (+) 2,70 2° W de Kendall 0,793
Tietze (V) 6,14 7°
SA (V) 3,73 4°
Tietze-SA (V) 1,61 1°

Conjuntos de geradores
[node] [node]
(x+ty)tz=x+(y+2). (x+ty)tz=x+(y+2).
X*1=x. X*1=x.

x!=0) >exists y(x *y=1).
E*@*E*u)+u*E*E*y) =1
xF*y) ity *x)=z

(x*y)+(z*x) *u=x*((y +2) *u).

x!=0) >existsy(x *y=1).
(x*y)+*x*w) *w=x*((y+(z*uw)*w).
E*@y*ruy)+t*x*z*y)'!=1
x*y)+E+ty*x))=z

Quadro 3-11 — Axiomas, estatisticas, teste de Friedman e conjuntos de geradores para os corpos.
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3.10. Grupos

Axiomas — Conjunto utilizado

X*(y*z=(x*y)*z

x'*x=e.
e*x=x.

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
Tietze 63 250 93,56 46,436
SA 9 236 48,00 55,880
Tietze-SA 9 262 48,26 62,377
Tietze (+) 60 229 88,06 42,375
SA (+) 9 143 29,82 31,243
Tietze-SA (+) 9 235 42,64 55,394
Tietze (V) 36 101 48,00 17,418
SA (V) 9 149 38,34 39,097
Tietze-SA (V) 9 113 29,00 28,673

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
Tietze 8,90 9° N 50
SA 4,74 5° Chi-Square 290,680
Tietze-SA 4,76 6° gl 8
Tietze (+) 7,84 8° Sig.Asymp. 0,000
SA (+) 2,67 1°
Tietze-SA (+) 3,82 3° W de Kendall 0,727
Tietze (V) 5,45 7°
SA (V) 4,08 4°
Tietze-SA (V) 2,74 2°

Quadro 3-12 — Axiomas, estatisticas e resultados teste de Friedman para os grupos.

51




3.11. Semigrupos inversos

Axiomas Conjunto utilizado
x=(x*x")*x. x=(x*x")*x.
(CX) (Y *y) = (y * ) (x*x). (FX) (Y *y) = (y * ) (x*X).
(x*y)*¥z=x*(y *2). (x*y)*¥z=x*(y *2).
&) =x. ) =x.
(x*y)y=y *x.

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
Tietze 53 367 150,72 61,781
SA 9 210 72,78 55,439
Tietze-SA 10 219 70,40 54,265
Tietze (+) 29 319 144,78 55,489
SA (+) 9 160 46,06 34,504
Tietze-SA (+) 9 125 47,16 37,433
Tietze (V) 24 113 70,12 19,890
SA (V) 9 133 51,54 34,232
Tietze-SA (V) 9 104 39,26 23,857

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
Tietze 8,82 9° N 50
SA 5,74 7° Chi-Square 309,865
Tietze-SA 5,01 5° gl 8
Tietze (+) 8,16 8° Sig.Asymp. 0,000
SA (+) 2,63 2°
Tietze-SA (+) 3,15 3° W de Kendall 0,775
Tietze (V) 5,53 6°
SA (V) 3,96 4°
Tietze-SA (V) 2,00 1°

Conjuntos de geradores
[node] [node]
X'*(y*x*y))=y* @y * & *x). X=(x*x)*x
x=(x*x) *x. (x*y)*z=x*(y *(2)).
x*y)*z=x*(y*2). E*X)* Yy =0y * x*x).

Quadro 3-13 — Axiomas, estatisticas, resultados teste de Friedman e conjuntos de geradores para os

semigrupos inversos.
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3.12. Reticulados

Axiomas — Conjunto utilizado

xFty)tz=x+(y+2).
(x"y) " z=x"(y " 2).
Xty=y+Xx.

X y=y”" x
x+y)tx=x.
x"y)tx=x.

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
Tietze 111 11074 1416,70 1644,428
SA 12 8029 808,72 1225,051
Tietze-SA 95 8815 1039,42 1306,105
Tietze (+) 111 9382 1286,72 1412,767
SA (+) 12 3479 416,32 568,492
Tietze-SA (+) 11 6404 734,18 1007,186
Tietze (V) 60 633 270,60 121,314
SA (V) 12 941 283,34 174,052
Tietze-SA (V) 12 609 218,02 121,662

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
Tietze 8,41 9° N 50
SA 5,01 6° Chi-Square 283,122
Tietze-SA 7,10 7° gl 8
Tietze (+) 7,83 8° Sig.Asymp. 0,000
SA () 2,93 2°
Tietze-SA (+) 4,84 5° W de Kendall 0,708
Tietze (V) 3,62 4°
SA (V) 3,17 3°
Tietze-SA (V) 2,09 1°

Conjuntos de geradores
[node] [node]
x"y)tx=x. x"y)+tx=x.
(X+Y) A+ E+ () =x+y. (x+(y+2) " (y+ (x+ (Z+ W) =y + (x +2).
)"z "+ ytu)=z"x+y). )"z "ty tu)=z"(x+y).

Quadro 3-14 — Axiomas, estatisticas, resultados teste de Friedman e conjuntos de geradores para os

reticulados.
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3.13. Algebras MV

Axiomas Conjunto utilizado
x+(y+2)=(x+y)+z x+(y+2)=(x+y)+z
x+0=x. x+0=x.
0+x=x. x)'=x.
) =x. x+0'=0"
x+0'=0" (' +y)+y=(¥'+x'+x
(' +y)'+y=(y'+x'+x
Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
Tietze 15 686 174,72 135,512
SA 9 291 77,28 67,568
Tietze-SA 10 471 100,08 87,792
Tietze (+) 15 616 182,26 113,446
SA () 9 204 56,68 43,937
Tietze-SA (+) 9 346 68,78 65,045
Tietze (V) 15 180 80,42 39,078
SA (V) 9 175 57,74 41,713
Tietze-SA (V) 10 132 42,14 29,733
Algoritmo Média Niveis Ordem Estatisticas
Tietze 8,19 9° N 50
SA 4,65 5° Chi-Square 264,342
Tietze-SA 6,09 7° gl 8
Tietze (+) 8,12 8° Sig. Asymp. 0,000
SA (+) 3,19 2°
Tietze-SA (+) 3,85 4° W de Kendall 0,661
Tietze (V) 5,63 6°
SA (V) 3,23 3°
Tietze-SA (V) 2,05 1°
Conjuntos de geradores
[node] [node]
Xx+t(y+tz)=x+ty)t+z Xx+t(y+tz)=kx+ty)t+z
X+y)+(y+Ex+y))=x X +y)+&x+x+y))=y.
X+0'=0. X (Y X'+ 2+ (y+2)) = 0.

Quadro 3-15 — Axiomas, estatisticas, resultados teste de Friedman e conjuntos de geradores para as

algebras MV.
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3.14. Anéis

Axiomas — Conjunto utilizado

Xty=ytx.
(x+y)+z=x+(y+2).
0+x=x.

x'+x=0.
(x*y)*z=x*(y*2).
x*(ytz)=(x*y)+(x*2).
Y +2)*x=(F*x) +(z*x).

Algoritmo Minimo Maximo Média Desvio Padrao
Tietze 124 3568 347,06 530,480
SA 13 526 89,62 119,727
Tietze-SA 13 1792 132,02 286,834
Tietze (+) 120 3133 327,18 469,085
SA () 13 343 53,26 68,322
Tietze-SA (+) 13 1325 105,06 223,606
Tietze (V) 68 399 119,98 72,133
SA (V) 13 287 63,18 67,873
Tietze-SA (V) 13 254 49,78 56,198

Algoritmo Média Niveis Ordem Estatisticas
Tietze 8,98 9° N 50
SA 4,86 6° Chi-Square 338,079
Tietze-SA 4,62 5° gl 8
Tietze (+) 8,02 8° Sig. Asymp. 0,000
SA (+) 2,50 2°
Tietze-SA (+) 3,54 3° W de Kendall 0,845
Tietze (V) 6,54 7°
SA (V) 3,67 4°
Tietze-SA (V) 2,27 1°

Conjuntos de geradores
[node] [node]
0+x=x. 0+x=x.
(x*y)*z=x*(y*2). (x*y)*z=x*(y*2z).
(ytz)*x=(y*x)+(z*x). (y+2z)*x=(y *x) +(z*x).
xt(y+t(@ztx)=ytz xt(yt@z+x))=y+tz
X*(ytz)=x*y) +x*2). E*y)tztEx*u)=z+x*(y+u).

Quadro 3-16 — Axiomas, estatisticas, resultados teste de Friedman e conjuntos de geradores para os

anéis.
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3.15. Semi-reticulados

Axiomas — Conjunto utilizado

X*(y*z)=(x*y)*z

x*¥y=y*x.

X *¥*X=X.

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
Tietze 60 128 69,38 16,412
SA 9 114 21,42 28,586
Tietze-SA 9 75 39,62 24,547
Tietze (+) 44 119 67,40 16,473
SA () 9 72 16,06 16,171
Tietze-SA (+) 9 55 16,30 15,788
Tietze (V) 36 59 39,02 6,579
SA (V) 9 70 18,16 20,149
Tietze-SA (V) 9 41 14,06 11,024

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
Tietze 8,71 9° N 50
SA 3,90 5° Chi-Square 304,653
Tietze-SA 5,84 6° gl 8
Tietze (+) 7,79 8° Sig.Asymp. 0,000
SA (+) 3,16 2°
Tietze-SA (+) 3,20 3° W de Kendall 0,762
Tietze (V) 5,96 7°
SA (V) 3,56 4°
Tietze-SA (V) 2,88 1°

Quadro 3-17 — Axiomas, estatisticas e resultados teste de Friedman para os semi-reticulados.
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3.16. Semi-anéis

Axiomas — Conjunto utilizado

(x*y)*z=x*(y*2).
Xty=y+x.
x+y)tz=x+(y+2).
Xx*(ytz)=(x*y)+(x*z).
Y +2)*x=(F*x) +(z*x).

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
Tietze 95 434 106,66 50,103
SA 11 248 18,10 34,751
Tietze-SA 11 290 18,74 40,330
Tietze (+) 92 410 103,00 47,063
SA (+) 11 140 14,86 18,846
Tietze-SA (+) 11 260 17,74 35,806
Tietze (V) 52 162 56,12 16,632
SA (V) 11 148 15,98 21,395
Tietze-SA (V) 11 122 14,58 16,544

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
Tietze 9,00 9° N 50
SA 3,69 6° Chi-Square 383,738
Tietze-SA 3,58 4° gl 8
Tietze (+) 8,00 8° Sig.Asymp. 0,000
SA (+) 3,33 1°
Tietze-SA (+) 3,49 3° W de Kendall 0,959
Tietze (V) 6,94 7°
SA (V) 3,62 5°
Tietze-SA (V) 3,35 2°

Quadro 3-18 — Axiomas, estatisticas e resultados teste de Friedman para os semi-anéis.
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3.17. Estruturas algébricas

Algoritmo Minimo Méximo Média Desvio Padrao
Tietze 15 11074 347,76 559,689
SA 9 8029 188,85 384,825
Tietze-SA 9 8815 209,89 432,332
Tietze (+) 15 9382 318,02 489,829
SA (+) 9 3479 103,06 184,047
Tietze-SA (+) 9 6404 157,27 326,084
Tietze (V) 15 633 106,08 71,045
SA (V) 9 941 95,42 95,664
Tietze-SA (V) 9 609 67,30 66,448

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
Tietze 8,74 9° N 750
SA 5,33 6° Chi-Square 4101,347
Tietze-SA 5,60 7° gl 8
Tietze (+) 7,85 8° Sig.Asymp. 0,000
SA (+) 2,98 2°
Tietze-SA (+) 4,11 4° W de Kendall 0,684
Tietze (V) 4,74 5°
SA (V) 3,63 3°
Tietze-SA (V) 2,02 1°

Quadro 3-19 — Estatisticas e resultados do teste de Friedman para as estruturas algébricas.

A analise das estatisticas e valores obtidos pelo teste de Friedman expressos no quadro 3-19
parece confirmar o que se ia tornando perceptivel ao longo dos diversos subcapitulos

indicando as implementagdes Tietze-SA (V) e SA (+) como as mais eficientes.

Podemos apontar como as causas desta maior eficiéncia, o melhor desempenho destes dois
ultimos algoritmos em relacdo ao primeiro e a elevada redugdo no nimero de chamadas ao
oraculo efectuada pelo acelerador (V), sendo este nimero reduzido em cerca de dois ter¢os
comparativamente as implementagdes dos algoritmos de Tietze e de Tietze-SA e em metade
comparativamente a do algoritmo SA. No que respeita a reducdo obtida pelo acelerador (+),
embora ndo tao elevada no caso dos algoritmos de Tietze ¢ de Tietze-SA como a apresentada

pelo acelerador (V), supera-a no caso do algoritmo SA.

De facto, apds a analise dos resultados obtidos ao longo deste capitulo foi decidida a criacao
de duas novas implementagoes, Tietze-SA (V+) e SA (V+) com o objectivo de maximizar a

eficiéncia e reduzir a complexidade temporal da solugdao encontrada.
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4. Tietze-SA (V+) e SA (V+)

4.1. Introducéo

Os resultados obtidos no capitulo anterior originaram a hipotese de a adigdo simultdnea dos
dois aceleradores, (+) e (V), aos algoritmos cujas implementagdes apresentaram um melhor

desempenho, Tietze-SA e SA, conseguir ainda aumentar a eficiéncia da aplicagdo criada.

Para validar esta hipdtese, foram criadas duas novas aplicagdes baseadas nas implementacdes
de Tietze-SA (V+) e a SA (V+) e para cada estrutura algébrica, testados os mesmos conjuntos
de axiomas. Os resultados obtidos foram novamente comparados pelo método nao
paramétrico de Friedman, mas desta vez considerando-se s6 quatro emparelhamentos,
correspondendo aos resultados de SA (+), de Tietze-SA (V) e das duas recém-criadas

implementagoes Tietze-SA (V+) e SA (V+).

Neste capitulo abordar-se-4 em primeiro lugar os aspectos relacionados com o cédigo das
novas implementagdes, ¢ em seguida os resultados obtidos quer por estrutura algébrica quer
pela sua totalidade onde também serdo tecidas consideragdes sobre a eficiéncia destas novas
implementagdes. Por ultimo, serdo discutidos aspectos relacionados com a complexidade

temporal da implementagdo considerada mais eficiente.
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4.2. Implementacédo de Tietze-SA (V+) e SA (V+)

O pseudocodigo necessario para a criagdo das duas novas implementacdes Tietze-SA (V+) e
SA (V+), encontra-se listado nas figuras 4-1 ¢ 4-2, resumindo-se a alteracdo do método
LstNode.In_eXecute e inser¢do do método LstNode.In_EXxists nas implementagdes Tietze-SA

(+) e SA (+), como foi discutido no segundo capitulo a proposito da adi¢ao do acelerador (V).

1
3
3: for all Node n € this - lst_nos do

| if n € listanosrepositorio then

5 List(Node)listanostemporarios2 + newList (N ode) - n.no_e X ecute
6 if listanostemporarios2 - C'ount # () then

T for all Node o € listanostemporarios2 do

& if o & listanosrepositorio then

o adiciona o no listanosrepositorio
10: end if

11: if o & listanostemporarios) then
12: adiciona o no listanostemporarios
13: end if

14: end for

15: else if —listaSNodes - [SN_Erists(n) then
16 adiciona no n a listaSNodes - lst_tmp
17: end if

18:  end if

19: end for

20: retorna o contentor listanosrepositorio

Figura 4-1 — Método LstNode.In_eXecute nas implementagdes Tietze-SA (V+) e SA (V+).

1: for all Node n e this - [st_nos do

2. if n - no_IsEqual(né passado como argumento) then
3 retorna true

4:  end if

5 end for

fi: retorna false

Figura 4-2 — Método LstNode.Is_EXxists nas implementacdes Tietze-SA (V+) e SA (V+).
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4.3. Resultados Obtidos

Neste subcapitulo serdo apresentados os resultados obtidos para o teste das estruturas
algébricas listadas no quadro 3-1, de um modo semelhante ao efectuado no capitulo anterior,
com a diferencga de serem unicamente indicadas as estatisticas de dispersdo e tendéncia central
e os resultados obtidos pelo teste de Friedman, estando realgados a cinzento os valores que se

podem considerar mais inabituais.

Tal como ja foi referido na introducdo, foram utilizados os conjuntos de axiomas utilizados no
capitulo anterior, ou seja, conjuntos de cinquenta axiomas por estrutura algébrica constituidos
por um conjunto de axiomas equivalente ¢ independente ao conjunto que define a estrutura

algébrica em unido a trés consequéncias dele, geradas pelo processo Prover9.exe.

4.3.1. Algebras BCK

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
SA (+) 10 250 124,40 58,553
Tietze-SA (V) 10 148 92,66 42,986
SA (V+) 10 157 95,68 39,682
Tietze-SA (V+) 10 142 90,42 39,150

Algoritmo Média Niveis Ordem Estatisticas
SA (+) 3,88 4° N 50
Tietze-SA (V) 2,51 3° Chi-Square 102,886
SA (V+) 2,20 2° gl 3
Tietze-SA (V+) 1,41 1° Sig. Asymp. 0,000

W de Kendall 0,686

Quadro 4-1 — Estatisticas e resultados do teste de Friedman para as algebras BCK.

4.3.2. Grupos booleanos

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
SA (+) 44 187 120,38 42,468
Tietze-SA (V) 40 135 79,02 23,561
SA (V+) 36 136 76,50 24,186
Tietze-SA (V+) 36 129 74,90 22,789

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
SA (+) 3,88 4° N 50
Tietze-SA (V) 2,94 3° Chi-Square 122,708
SA (V+) 1,83 2° gl 3
Tietze-SA (V+) 1,35 1° Sig. Asymp. 0,000

W de Kendall 0,818

Quadro 4-2 — Estatisticas e resultados do teste de Friedman para os grupos booleanos.
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4.3.3. Monoides cancelativos comutativos

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
SA () 12 793 388,04 179,098
Tietze-SA (V) 12 302 177,62 77,401
SA (V+) 12 389 195,32 77,256
Tietze-SA (V+) 12 295 187,34 66,411

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
SA (+) 3,95 4° N 50
Tietze-SA (V) 2,35 3° Chi-Square 101,955
SA (V+) 2,18 2° gl 3
Tietze-SA (V+) 1,52 1° Sig.Asymp. 0,000

W de Kendall 0,680

Quadro 4-3 — Estatisticas e teste de Friedman para os monoides cancelativos comutativos.

4.3.4. Semigrupos de Clifford

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
SA (+) 16 233 119,06 50,578
Tietze-SA (V) 16 151 85,54 35,609
SA (V+) 16 174 83,02 36,239
Tietze-SA (V+) 16 145 79,72 32,248

Algoritmo Média Niveis Ordem Estatisticas
SA () 3,91 4° N 50
Tietze-SA (V) 2,66 3° Chi-Square 113,828
SA (V+) 2,12 2° gl 3
Tietze-SA (V+) 1,31 1° Sig.Asymp. 0,000

W de Kendall 0,759

Quadro 4-4 — Estatisticas e resultados do teste de Friedman para os semigrupos de Clifford.

4.3.5. Semigrupos inversos comutativos

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
SA (+) 9 326 64,28 63,171
Tietze-SA (V) 10 177 58,22 41,381
SA (V+) 9 178 56,50 46,279
Tietze-SA (V+) 9 153 52,72 38,736

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
SA (+) 2,89 3° N 50
Tietze-SA (V) 2,96 4° Chi-Square 24,900
SA (V+) 2,18 2° gl 3
Tietze-SA (V+) 1,97 1° Sig. Asymp. 0,000

W de Kendall 0,166

Quadro 4-5 — Estatisticas e de teste de Friedman para os semigrupos de inversos comutativos.
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4.3.6. Anéis comutativos

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
SA () 13 145 37,504 44,44
Tietze-SA (V) 13 131 32,201 41,28
SA (V+) 13 119 30,236 39,44
Tietze-SA (V+) 13 125 30,002 39,16

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
SA (+) 2,92 4° N 50
Tietze-SA (V) 2,87 3° Chi-Square 40,787
SA (V+) 2,11 2° gl 3
Tietze-SA (V+) 2,10 1° Sig. Asymp. 0,000

W de Kendall 0,272

Quadro 4-6 — Estatisticas e resultados do teste de Friedman para os anéis comutativos.

4.3.7. Directoides

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
SA (+) 86 319 190,54 68,235
Tietze-SA (V) 77 160 105,66 31,722
SA (V+) 74 173 113,56 38,279
Tietze-SA (V+) 72 154 109,92 33,597

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
SA () 4,00 4° N 50
Tietze-SA (V) 2,51 3° Chi-Square 115,265
SA (V+) 2,16 2° gl 3
Tietze-SA (V+) 1,33 1° Sig. Asymp. 0,000

W de Kendall 0,768

Quadro 4-7 — Estatisticas e resultados do teste de Friedman para os directoides.

4.3.8. Corpos
Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
SA (+) 13 805 90,06 136,105
Tietze-SA (V) 13 227 45,22 39,219
SA (V+) 13 220 44,06 37,620
Tietze-SA (V+) 13 220 45,14 38,530
Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
SA (+) 3,42 4° N 50
Tietze-SA (V) 2,62 3° Chi-Square 61,373
SA (V+) 1,95 1° gl 3
Tietze-SA (V+) 2,01 2° Sig. Asymp. 0,000
W de Kendall 0,409

Quadro 4-8 — Estatisticas e resultados do teste de Friedman para os corpos.
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4.3.9. Grupos

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
SA (+) 9 143 29,82 31,243
Tietze-SA (V) 9 113 29,00 28,673
SA (V+) 9 111 26,56 25,636
Tietze-SA (V+) 9 107 27,04 26,535

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
SA (+) 2,78 3° N 50
Tietze-SA (V) 2,96 4° Chi-Square 43,904
SA (V+) 2,05 1° gl 3
Tietze-SA (V+) 2,21 2° Sig. Asymp. 0,000

W de Kendall 0,293

Quadro 4-9 — Estatisticas e resultados do teste de Friedman para os grupos.

4.3.10. Semigrupos Inversos

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
SA (+) 9 160 46,06 34,504
Tietze-SA (V) 9 104 39,26 23,857
SA (V+) 9 101 39,88 23,316
Tietze-SA (V+) 9 98 38,20 21,277

Algoritmo Média Niveis Ordem Estatisticas
SA () 3,24 4° N 50
Tietze-SA (V) 2,74 3° Chi-Square 47,483
SA (V+) 2,10 2° gl 3
Tietze-SA (V+) 1,92 1° Sig. Asymp 0,000

W de Kendall 0,317

Quadro 4-10 — Estatisticas e resultados do teste de Friedman para semigrupos inversos.

4.3.11. Reticulados

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
SA (+) 12 3479 416,32 568,492
Tietze-SA (V) 12 609 218,02 121,662
SA (V+) 12 760 207,56 162,327
Tietze-SA (V+) 12 542 204,88 121,905

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
SA (+) 3,39 4° N 50
Tietze-SA (V) 2,75 3° Chi-Square 49,032
SA (V+) 2,08 2° gl 3
Tietze-SA (V+) 1,78 1° Sig. Asymp. 0,000

W de Kendall 0,327

Quadro 4-11 — Estatisticas e resultados do teste de Friedman para os reticulados.
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4.3.12. Algebras MV

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
SA () 9 204 56,68 43,937
Tietze-SA (V) 10 132 42,14 29,733
SA (V+) 9 122 45,64 30,165
Tietze-SA (V+) 9 126 43,16 28,641

Algoritmo Média Niveis Ordem Estatisticas
SA (+) 3,36 4° N 50
Tietze-SA (V) 2,59 3° Chi-Square 45,503
SA (V+) 2,11 2° gl 3
Tietze-SA (V+) 1,94 1° Sig.Asymp. 0,000

W de Kendall 0,303

Quadro 4-12 — Estatisticas e resultados do teste de Friedman para as algebras MV.

4.3.13. Anéis
Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
SA (+) 13 343 53,26 68,322
Tietze-SA (V) 13 254 49,78 56,198
SA (V+) 13 229 47,94 54,052
Tietze-SA (V+) 13 247 47,52 54,006
Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
SA () 2,90 4° N 50
Tietze-SA (V) 2,78 3° Chi-Square 30,342
SA (V+) 2,23 2° gl 3
Tietze-SA (V+) 2,09 1° Sig.Asymp. 0,000
W de Kendall 0,202

Quadro 4-13 — Estatisticas e resultados do teste de Friedman para os anéis.

4.3.14. Semi-reticulados

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
SA (+) 9 72 16,06 16,171
Tietze-SA (V) 9 41 14,06 11,024
SA (V+) 9 44 14,14 11,205
Tietze-SA (V+) 9 37 13,62 9,975

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
SA (+) 2,69 4° N 50
Tietze-SA (V) 2,57 3° Chi-Square 14,643
SA (V+) 2,43 2° gl 3
Tietze-SA (V+) 2,31 1° Sig. Asymp. 0,002

W de Kendall 0,098

Quadro 4-14 — Estatisticas e resultados do teste de Friedman para os semi-reticulados.
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4.3.15. Semi-anéis

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
SA () 11 140 14,86 18,846
Tietze-SA (V) 11 122 14,58 16,544
SA (V+) 11 116 14,70 15,805
Tietze-SA (V+) 11 116 14,30 15,505

Algoritmo Média Niveis Estatisticas
SA (+) 2,54 N 50
Tietze-SA (V) 2,56 Chi-Square 5,000
SA (V+) 2,47 gl 3
Tietze-SA (V+) 2,43 Sig. Asymp. 0,172

W de Kendall 0,033

Quadro 4-15 — Estatisticas e resultados do teste de Friedman para os semi-anéis.

4.3.16. Estruturas algébricas

Algoritmo Minimo Maximo Meédia Desvio Padrao
SA (+) 9 3479 125,67 207,067
Tietze-SA (V) 9 609 76,96 74,717
SA (V+) 9 760 77,56 80,826
Tietze-SA (V+) 9 542 75,27 73,027

Algoritmo Meédia Niveis Ordem Estatisticas
SA () 3,37 4° N 700
Tietze-SA (V) 2,70 3° Chi-Square 818,813
SA (V+) 2,12 2° gl 3
Tietze-SA (V+) 1,80 1° Sig. Asymp. 0,000

W de Kendall 0,390

Quadro 4-16 — Estatisticas e resultados do teste de Friedman para a totalidade dos dados.

Para a totalidade dos dados expressos no quadro 4-16 consideraram-se os obtidos de todas as
estruturas algébricas a excepcao dos semi-anéis devido ao valor da significancia do método de

Friedman para a estrutura algébrica ndo validar o tratamento proposto.

No que respeita a eficiéncia, embora ndo exista uma grande diferenca entre as
implementagdes testadas neste capitulo, em particular entre as trés mais eficientes, Tietze-SA
(V), SA (V+) e Tietze-SA (V+), os valores obtidos por intermédio do teste de Friedman
indiciam um incremento dela nas duas ultimas implementagdes criadas, sendo destas, a
Tietze-SA (V+) aquela que sempre apresentou os melhores resultados, quer em relagdo a
globalidade dos dados, quer em relacdo ao teste individual de cada uma das estruturas

algébricas excluindo os grupos e dos corpos nas quais a implementacao SA (V+) a superou.
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4.4. Complexidade temporal

Embora o objectivo deste trabalho tenha sido o de criar uma aplicagdo pratica para a
determinac¢do das bases de um sistema de fecho sem ter como preocupagdo principal a
complexidade temporal da solugdo encontrada tal como ¢ frequente em outros trabalhos do
género (ver [8], [11], [14], [15], [16], [20] e [30]), devido a sua importancia no
desenvolvimento de uma ferramenta 1til, sera analisada neste capitulo, a complexidade

temporal da implementagdo Tietze-SA (V+).

Tomando como ponto de partida o que foi dito no segundo capitulo relativamente ao
acelerador (V), sendo na altura referido que o nimero maximo de conjuntos derivados seria 2"

para qualquer implementac¢do que o utilize, com n igual ao cardinal do conjunto inicial.

Assumindo, de modo a obtermos o nimero mdximo de chamadas ao ordculo, que cada
axioma ¢ premissa Unica de uma regra de dedutibilidade dos restantes, ou seja, que existe para

cada axioma a,, o conjunto das n-1 regras de dedugdo {a, — ap-1),.., ap = aq)}.

Tendo em atengdo que por cada nivel de derivacdo podem existir (Z) ndés com n igual ao

cardinal do conjunto inicial e k igual ao cardinal do né do nivel e sendo por cada um destes

nos efectuadas k chamadas ao oraculo, obtemos:

. Z:=1 k(’;) chamadas ao oraculo para a implementacao Tietze (V);
m et . : <
= 2n+ Z 3k( X ) chamadas ao oraculo para a implementagao SA (V);
n-1
* 2n+ Zk—l k(nzl) chamadas ao oraculo para a implementacao Tietze-SA (V).

No que respeita ao acelerador (+), este por seu lado ndo nos permite estabelecer um limite
para o nimero maximo de chamadas ao oraculo devido a reducdo que efectua no numero das
mesmas, depender das provas encontradas ao longo da sua execu¢do, podendo-se obter, para
as assumpgoes previamente referidas (todos os axiomas implicam todos os outros sem
existirem axiomas redundantes), um resultado compreendido entre n e os limites maximos
atras apontados, dependendo do tempo de execucdo decorrido até ser fornecida pelo processo

Prover9.exe a prova que contenha a regra de dedutibilidade requerida.

67



No quadro 4-17 encontram-se listados para diferentes cardinais do conjunto inicial os limites

maximos das diferentes implementagdes.

# T (V) T-SA (V+) SA (V+)

6 9786 1317 3927

7 82201 9800 29372

8 767208 82217 246619

9 7891281 767226 2301642

10 88776900 7891292 23673836

n n n-1 n—-1
Z k(n) n—1 n—1

k 2n + k( ) 2n + 3k( )
k=1 k k
k=1 k=1

Quadro 4-17 — Valores do nimero méaximo de chamadas ao oraculo para diferentes cardinais do

conjunto inicial.

Nao obstante os valores impressos neste quadro sejam bastante elevados e possam constituir

um factor de apreensdo para a utilizacdo das aplicagdes criadas, refere-se que eles s6 serao

atingidos numa situacdo deveras hipotética, nunca encontrada nos resultados fornecidos pelos

testes efectuados.

De facto, os resultados destes sempre apresentaram valores bastante menores que os listados

no quadro 4-17 tal como ¢ visivel no quadro 4-18 onde estdo impressos os valores maximos e

da média obtidos pela execucao das duas implementacdes criadas neste capitulo bem como o

cardinal dos conjuntos iniciais para cada uma das estruturas algébricas testadas.

Designacao # SA (V+) T-SA (V+)

Max. Média Max. Média
Grupos booleanos 6 136 76,50 129 74,90
Grupos 6 111 26,56 107 27,04
Semi-reticulados 6 44 14,14 37 13,62
Algebras BCK 7 157 95,68 142 90,42
Monoides cancelativos comutativos 7 389 195,32 295 187,34
Semigrupos inversos comutativos 7 178 56,50 153 52,72
Directoides 7 173 113,56 154 109,92
Semigrupos inversos 7 101 39,88 98 38,20
Semigrupos de Clifford 8 174 83,02 145 79,72
Algebras MV 8 122 45,64 126 43,16
Reticulados 9 760 207,56 542 204,88
Anéis comutativos 10 119 30,236 125 30,002
Anéis 10 229 47,94 247 47,52
Corpos 12 220 44,06 220 45,14

Quadro 4-18 — Numero maximo de chamadas ao oraculo e média de chamadas para as diferentes

estruturas algébricas.
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Convém no entanto referir que a inser¢ao neste quadro da coluna contendo o cardinal do
conjunto inicial ¢ feita ndo para demonstrar aspectos relacionados com a complexidade
temporal, mas sim com uma certa elasticidade que as implementacdes apresentam quando a
variagdo do numero de axiomas no conjunto inicial € constituida pela variagdo do niimero de
axiomas pressupostamente invariantes, sendo a maior parte introduzida no contentor que
armazena os axiomas invariantes por intermédio do construtor da classe Node, evitando a
futura constru¢do de ndés que os contenham como elementos sobre os quais se tenha de

questionar o oraculo.

Voltando a questdo da complexidade, ¢ tendo sido estabelecido que os resultados praticos se
afastam bastante dos limites maximos teoricos, de modo a que se tenha uma nogao estatistica
do tipo de complexidade que a implementagdo apresenta, foram efectuadas observagdes para
diferentes conjuntos iniciais de axiomas da estrutura algébrica grupos, contendo cada um
deles os axiomas listados no quadro 3-1 em unido a conjuntos contendo trés a nove

consequéncias da teoria, tendo a escolha desta estrutura sido motivada por dois factores:

= Durante a realizacdo dos testes nunca foi encontrada uma base de cardinal inferior a
inicial;
= A execugdo decorre sem erros para um valor baixo de tempo atribuido aos processos

(£3 segundos).

Os valores maximos e da média obtidos para estes diferentes conjuntos estdo listados nos

quadro 4-19, contendo a figura 4-3 uma representacao grafica dos mesmos.

N° Consequéncias n Méximos Média Desvio Padrao
Trés 40 107 27,04 26,535
Quatro 40 237 72,25 72,139
Cinco 40 639 213,45 184,941
Seis 40 1501 580,63 407,151
Sete 40 3464 1300,90 928,852
Oito 40 7346 3262,18 2326,909
Nove 40 15713 7386,81 4396,872

Quadro 4-19 — Méximos, média e desvio padrao obtidos para conjuntos inicias de diferentes cardinais.

Nao obstante os cardinais dos conjuntos iniciais ser baixo e o teste ter sido efectuado a um
reduzido nimero de cardinais do conjunto inicial, os resultados parecem sugerir um
crescimento exponencial do nimero de chamadas ao oraculo com o incremento do nlimero de

consequéncias nos conjuntos iniciais.
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A validar o referido no paragrafo anterior o teste de ajustamento feito com o auxilio de

software especifico (ver [37]) forneceu os valores:

e Numero maximo de chamadas ao oraculo - a equagdo y = 0.7194 * (2.317)*, com um
coeficiente de correlagao de 0.9991;
e Média do niimero de chamadas ao oraculo - a equagdo y = 0.1076 * (2.554)", com um

coeficiente de correlagao de 0.9988.

18000 -
16000 - .
14000
12000 -
10000
# maximo
5000 ¢ B B media
6000 -
4000 -

2000 A

0 . l—.—.= ; .

Figura 4-3 — Valores maximos e da média obtidos para conjuntos inicias de diferentes cardinais.
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5. Concluséao

5.1. Consideracdes finais

O resultado final da dissertacdo com a constru¢do de duas ferramentas informaticas capazes
de determinar as bases de um sistema de fecho permite aumentar o arsenal que o matematico
tem ao seu dispor na procura de conjuntos de identidades que definam de um modo
equivalente e mais simples uma estrutura matematica, definindo-se mais simples como a
utilizacdo de um menor numero de identidades, de simbolos utilizados ou do tamanho das

identidades (ver [6]).

Nao obstante o tipo de complexidade que a aplicagdo apresenta ser limitativa da sua execugao
para conjuntos iniciais de cardinal elevado, ambas as aplicacdes sdo bastante tuteis no teste de
identidades as quais pressupomos a sua validade como axioma constituinte de um conjunto
equivalente mais simples (ver o segundo exemplo do subcapitulo 2.9) ou na procura de novas
identidades quando os conjuntos iniciais tenham um cardinal baixo, como foi o sucedido em

todos os testes efectuados no terceiro capitulo as diferentes estruturas algébricas.

Refere-se também a maleabilidade que este tipo de construcdo permite, possibilitando ajustes
e alteragdes tais como a adi¢do e substitui¢do de aceleradores como as que se descrevem em

seguida, efectuadas na segunda das aplicagdes apresentadas em anexo.

Na construgdo de consequéncias em vez de se executar simplesmente o processo Prover9.exe
com uma lista de objectivos vazia utilizou-se numa primeira fase a geracdo de modelos do
processo Mace4.exe, atribuindo-se um nimero maximo de modelos a gerar por execucdo. Os
modelos obtidos foram salvaguardados num ficheiro de texto e utilizados na geracdo de
consequéncias do processo Prover.exe como interpretacdes a adicionar ao conjunto de

premissas.

Na derivacdo de nds a alteragdo consistiu na salvaguarda das provas que iam sendo
encontradas pelos processos Prover.exe num ficheiro auxiliar sendo a cada nova chamada ao

processo o ficheiro adicionado como entrada auxiliar. Esta técnica substitui a necessidade da
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adi¢do do acelerador (+) e ¢ frequentemente utilizada quando se pretende axiomatizar

estruturas algébricas (ver por exemplo [36])

Embora nao tenha sido feito um estudo detalhado aos resultados destas novas alteragdes como
para os algoritmos e aceleradores, a constatacdo empirica da sua utilizagdo permite-nos
afirmar que em média reduzem para metade o nimero de chamadas ao ordculo e

consequentemente o tempo de execucgao da aplicagao.

A sua utilizacdo na constru¢do de algumas provas matematicas como na determinacdo das
bases equacionais das algebras MV (ver [5]) demonstrou a sua aplicabilidade para conjuntos
axiomaticos de reduzida dimensdo. De facto a expectativa criada foi grande mas em certa
medida desvanecida pela incapacidade na obtengdao resultados positivos nas respostas a
questdes relacionadas com a descoberta de uma base-1 ou uma base-2 mais simples para as
algebras MV das apresentadas no artigo ja previamente citado ou ainda para outras estruturas

algébricas (ver [4]).

No que respeita a sua migracdo para outros sistemas operativos também ¢ necessario um
estudo mais elaborado, parecendo no entanto o projecto Mono (ver [29]) um bom ponto de
partida para a possibilidade de execu¢do em computadores pessoais cujos sistemas operativos

sejam o Linux ou o Mac OS X.

Nao foi no entanto feito nenhum estudo quanto a possibilidade de estabelecer uma interface
com o que se pode considerar o sistema de 4dlgebra computacional mais usado actualmente, o
interpretador GAP (ver [12]). Este ponto, embora ndo determinante no desenvolvimento das
aplicagdes podera ser 1util na implementagdo de algoritmos que necessitem na sua construgao
de utilizar algoritmos cuja implementagao nas bibliotecas do interpretador tenha ja uma

complexidade temporal dificil de suplementar.
Apontam-se assim como possiveis desenvolvimentos futuros:

e A implementagdo de outros algoritmos;
e A implementagdo de outros aceleradores;
e A migracdo para outros sistemas operativos;

e O estabelecimento de uma interface com o interpretador GAP.

Uma ultima consideracdo a respeito da complexidade temporal das aplicagdes finais
apresentadas nesta dissertacdo ¢ a de que parece obvio que a complexidade destas estdo

intimamente relacionadas com a complexidade do algoritmo que implementam ndo existindo
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factores significantes de agravamento por um factor maior que o polinomial. Deste modo, os
dois primeiros topicos do desenvolvimento futuro e com especial relevancia o primeiro
adquire a maior importancia se pretendermos determinar as bases de um sistema de fecho

tendo como ponto de partida conjuntos iniciais de cardinal mais elevado.

Ainda relativamente a este topico comparativamente a outras solucdes apresentadas na
literatura sobretudo na area da Data Mining onde de facto se concentra a maioria dos esforgos
realizados no sentido de encontrar algoritmos de complexidade temporal polinomial para
problemas de um tipo similar ao apresentado na tese de dissertagdo (ver por exemplo [8], [14],
[30]), verifica-se que os resultados apresentados se destinam a estruturas independentes de um

tipo diferente, sendo apresentado em [8] uma categorizagdo das mesmas.

De facto dos algoritmos estudados nas referéncias apresentadas no primeiro paragrafo do
subcapitulo 4.4, ¢ o VISOR (ver [15]) aquele que constitui um melhor factor de comparagao
com este algoritmo, apesar de reclamar um nimero de chamadas ao oraculo polinomial em

funcdo do cardinal do conjunto inicial requer para a sua execu¢do uma enumeragio de 2".

Conclui-se assim que embora a complexidade da solugdo apresentada seja elevada e bastante
diferente do que se pretenderia para a resolu¢do de um problema deste tipo, dado o panorama
actual, as aplicagdes finais constituem uma boa ferramenta para a realizacdo de estudos como
os efectuados nos capitulos precedentes apresentando também como vantagem ser bastante

maleavel a realizagdo de alteracdes que incrementem o seu desempenho.
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ANEXO A - Manuais de utilizacéo

A.l Introducéo

Neste anexo sdo apresentados os manuais de utilizacdo das aplicagdes que resultaram da
dissertacdo. A primeira destas aplicacdes quer no seu modo de utilizagdo, quer na sua
interface grafica, segue o descrito no subcapitulo 2.9 para as nove implementa¢des dos trés
algoritmos, e o segundo, incorpora caracteristicas das aplicagdes criadas no terceiro capitulo
ao programa anterior, tendo para ambas sido utilizada a implementacdo Tietze-SA (V+)

devido a ser a que estatisticamente apresentou a maior eficiéncia.

O subcapitulo seguinte descrevera do modo de instalagdo, semelhante para ambas as
aplicagdes sendo em seguida descritas as interfaces graficas de cada uma delas em dois

subcapitulos separados.

Antes de terminar esta introdugdo alerta-se para o facto de que tudo o que ¢ dito neste anexo,
o ¢ assumindo que no computador onde vao ser instaladas e executadas as aplicagdes, esteja
presente na directoria C:\Program Files\Prover9-Mace4, o programa Prover9-Mace4.exe (ver
[24]).
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A.2. Instalacéo das aplicag0es

Ambeas as aplicagdes sdo instaladas por intermédio de um moddulo de software disponibilizado
pela interface de programagao Visual Studio 2008 PE (ver [28]), tendo como produto final um

conjunto de dois ficheiros executaveis designados setup.exe e [nome do programa].msi.

De modo a facilitar a sua distribui¢c@o estes dois ficheiros sdo comprimidos num ficheiro de
extensao .zip, iniciando-se a instalagdo do aplicagdo num computador, extraindo os ficheiros
para o Ambiente de Trabalho ou qualquer outro directério do sistema de ficheiros e clicando

duas vezes o icone [nome do programa].msi.

Apos ter sido efectuado o passo anterior aparecera uma caixa de didlogo igual a do lado
esquerdo da figura A-1, onde o utilizador escolhera a op¢ao Everyone clicando de seguida em

Next.

Select Installation Folder Installation Complete

T rectiles vl ot b TIT 5 o) B by ke ETH D i been marcenshuly rotaled
Te el i th lokden, chok Meat™ To okl b & ifemart kaiden. evitee § Baskows o ok “Bogwsns™ ek "Cliowe” 1o ool
Feider
.L Frocpan Fles IO [ X
i, Cigml

Pl MLy el o by arvird el 6 Tl COPELEET

@ Everpore Pieace s wlrnioes Uncate & obhech, oy gy Cnbeal opciahes 10 B NET Framesca

Jusd

Corcsl i Back ™ o

Figura A-1 — Caixas de didlogo na instalagdo da aplicagdo MIND.

Nas sucessivas caixas de didlogo que aparecerem o utilizador continuara clicando em “Next”
até obter uma caixa de dialogo igual a do lado direito da figura A-1 onde clicara em “Close™

terminando o processo de instalacao da aplicacao.

Este término ¢ assinalado com a criagdo no Ambiente de Trabalho de uma nova pasta onde
estardo localizados os ficheiros de trabalho do programa e de um icone consistindo num

apontador para o executavel do programa tal como ¢é exemplificado na figura A-2.
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TR T

MIND MIND BMIND BMIND

Figura A-2 — Novas pastas e icones originadas pelas instalagoes das aplicagoes MIND e BMIND.

A instalagdo no sistema operativo Windows 7 (64 bits) necessita a alteragdo da “string” que
aparece por defeito na caixa de texto “Folder” (ver figura A-1) de C:\Program
Files(x64)\MIND para C:\Program Files\MIND, o que também e valido para a instalagdo da
aplicag@o Prover9/Mace4 v05.
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A3. Interface gréafica da aplicacdo MIND

(= R 5 B S L L

- Batfies' s caixas de parahetrizacdo

-~ Botoes de wisuaslizacdo: ficheiros entradafaalda e botio de execugoo
— Mensagena da aplicachn

- Boedea.wianaligacdn- doa Eicheiros de erro

- Botdes wisuslizagio do Edcheiro de geradores

- Caixa de verificacao da gestan interdectiva dos erros

Figura A-3 — Interface grafica da aplicagdo MIND.

A primeira destas aplicagdes ¢ praticamente idéntica as discutidas no subcapitulo 2.9 sendo

listada na figura A-3 a interface grafica da aplicagdo com seis grupos assinalados, os quais:

O primeiro grupo contém botdes e caixas de texto para parametrizar o tempo maximo
em segundos dos processos executados, assumindo um segundo como defeito. O botio
P salvaguarda os novos valores inseridos nas caixas de texto e D restaura os valores de
defeito;

O segundo grupo inclui botdes para acesso as janelas graficas dos ficheiros de entrada
¢ saida. Estes s@o ficheiros de texto, designados, respectivamente, por entrada.txt e
fim.txt cujo contetido consiste em “strings” representando os axiomas num formato
compativel com os processos Prover9.exe e Maced.exe. A compatibilidade acima
referida exclui a inser¢do de etiquetas do tipo "label #" (utilizadas no armazenamento
das regras de dedug¢do), sendo construidas pelo programa como facilmente se verifica
comparando na figura A-4, as janelas de entrada e saida;

O terceiro grupo contém caixas de mensagens que indicam o status de execuc¢ao, o
tempo de execugao total e o nimero de chamadas ao oraculo;

O quarto grupo contém botdes que acedem aos ficheiros onde sdo salvaguardadas as

mensagens de erro, ja previamente referidos;
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= O quinto grupo ¢ constituido exclusivamente por um botdo que acede a janela grafica
do ficheiro geradores.txt, que contém, para cada axioma do né inicial as regras de
derivacdo encontradas durante a execug¢do (ver figura 2-27);

= O sexto grupo contém uma caixa de verificagdo que permite ao utilizador escolher se
deseja ou ndo uma gestdo interactiva dos erros. Assim, se a caixa estiver verificada, o
programa nunca ¢ interrompido e as mensagens de erro sdo redireccionadas para o
ficheiro erros.txt. Se ndo, quando um erro deste tipo ocorrer uma caixa de didlogo ¢
exibida e o utilizador tem a possibilidade de cancelar imediatamente a execugao.

Assim, para executar o programa o utilizador deve executar os seguintes passos:

» Introduzir as linhas de texto que representam os axiomas no ficheiro entrada.txt num
formato compativel ao processos Prover9 e Mace4;

* Definir o tempo maximo para a execug¢do dos processos e pressionar P para
salvaguardar os novos valores (opcional);

= Pressionar o botdo Run.

Mj entrada.t«t - Bloco de notas o | E 24
Ficheiro Editar Formatar Ver Ajuda

(x*y) *z=x*(y*z). -
(x * Xx") * Xx = x. A
(x'" * x) * x' = x'. E
(x *x") * (¥ *y) = (¥" * v} * (x*x").

(x*y) *z=x*(y* (2')"). -
Mjﬁm.txt-ﬂlcco de notas =HACN X |
Ficheiro Editar Formatar Ver Ajuda

|[ncde] -
(x * X") * x = x # label(2).

(2 * x") * (¥" * ) = (¥" *y) * (x * ®x') & label(4).

(x*y) *z=x* (v * z) # label(l).
(" * x) * x' = ®x" § label(3).

m

[node]

(x * X") * x = x # label(2).

(= * x") = (¥ * y) = (¥ * ) * (x*x") # label(d).
(x * y) * 2 =x * (v * (2')") # label(5).

Figura A-4 — Ficheiros entrada.txt e fim.txt.
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A.4. Interface grafica da aplicagdo BMIND

A aplicagdo BMIND resulta das aplicagdes criadas no terceiro capitulo possibilitando um
processamento encadeado de varios conjuntos iniciais de axiomas, contendo a figura A-5 a

interface grafica desta aplicacao.

Es‘l‘m—h{'ﬂtm :
T P SecPdr 1 H"Ciqﬁ- 3 Sec. Gn. Csg, - | 10 Operator-» | < « B

Figura A-5 — Interface grafica da aplicacdo BMIND.

Nesta figura estdo assinalados a laranja dois grupos de componentes, um constituido por
caixas de texto que parametrizam aspectos da aplicacdo e outro constituido exclusivamente

por sdo botdes, 0s quais:

= AXioms — que permite o acesso ao ficheiro de texto entrada.txt onde sdo
salvaguardados os axiomas da teoria;

= Consequences - que permite o acesso ao ficheiro de texto axiomas.txt onde sdo
salvaguardadas as consequéncias da teoria;

= Generate Consequences — que gera consequéncias da teoria a partir dos axiomas
contidos no ficheiro entrada.txt durante o tempo especificado pelo utilizador na caixa
de texto Sec.Gn.Csq. salvaguardando o resultado no ficheiro axiomas.txt;

= Extract {Generators} — que quando clicado extrai os conjuntos geradores ou as bases
dos diferentes conjuntos iniciais.

= N° Oracle Calls — que permite o acesso ao ficheiro de texto onde sdo salvaguardados
os numeros de chamadas ao oraculo para cada um dos conjuntos iniciais, sendo estes
conjuntos inicias a unido dos axiomas contidos no ficheiro entrada.txt com um
conjunto de consequéncias de cardinal determinado pelo valor inscrito na caixa de

texto N° Csq;
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» #(X,) o #(X,) - que permite o acesso ao ficheiro de texto fim.txt onde sdo
salvaguardados os conjuntos de geradores de cardinal menor maior ou igual os do

conjunto inicial dependendo do operador inserido na caixa de texto Operator.
No segundo grupo temos as caixas de texto:

= N°Csq — que indica o nimero de consequéncias da teoria a acrescentar aos axiomas da
teoria de modo a se constituir o conjunto inicial;

= Sec. Gn. Csq — que indica o numero de segundos durante os quais o programa gera
consequéncias da teoria;

= Operator — que especifica qual a relacdo de ordem entre o cardinal dos conjuntos

finais e o do conjunto de axiomas da teoria.

Como feito no subcapitulo 2.9, sera em seguida apresentado um exemplo pratico de modo a
clarificarmos a utilizagdo e objectivo da aplicacdo recorrendo ao conjunto de axiomas para os
semigrupos inversos do subcapitulo 3.11 e a trés consequéncias desta estrutura estando ambos
os conjuntos listados na figura A-6 nos ficheiros entrada.txt e axiomas.txt.

ol 5
Ricssime L

2 || P || Sec.P9-> Sec. M4 -» Me Csq -» @ Sec. Gn. Csg.-» | 10 Operator-> |(<) =

v T

Extract
{Generators}

H{X(n)H o #IKO)

entrada.txt - Bloco de notas \ 'l | axiomas.txt - Bloco de notas
Ficheiro Editar Formatar Ver Ajuda Ficheiro Editar Formatar Ver Ajuda
X= (X *xX) "X a =" ¥ﬂCX*y)')'=y"‘(¥'“(X"”X))- -
(x = x> * (y" *y) =y *y)* {x*x"). @ (x"’y*z=x*(y*(z')'.
EX,;’,y) *z=x®(y*2z). O * y)' =y ® x'.
X = X. 18 1

4 k| 4 b
.

Figura A-6 — Interface grafica da aplicagdo BMIND e os ficheiros entrada.txt e axiomas.txt.

Nesta mesma figura, chama-se a atengdo para as caixas de texto assinaladas pelos circulos
vermelhos N° Csq e Sec.Gn.Csq, contendo os valores 3 e <. Deste modo o conjunto inicial
contera sete axiomas, quatro da teoria e trés consequéncias e serao listados os conjuntos finais

de cardinal inferior ao nimero de axiomas que definem a estrutura, ou seja, quatro.

Se, por outro lado tivéssemos nas caixas de texto N° Csq e Sec.Gn.Csq, introduzido os valores

1 e <= respectivamente, obteriamos trés conjuntos iniciais de cinco axiomas e seriam listados
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os conjuntos finais de cardinal igual ou inferior a quatro, como representado no quadro A-1

onde sdo listados os conteudos do ficheiro fim.txt para ambas configuragdes.

N° Csq — 3; Operator - < N° Csq — 1; Operator - <=

[node] [node]

x=(x*x")*x. x=(x *x") *x.

(x*y)*z=x*(y*(2)). E*FX)* (' *y) =" *y)* (x*x).

(x* Xy y)=(y' * y)*(x * x). (x*y)*z=x*(y*z).

[node] &) =x.

x=(x*x")*x. [node]

X*(y*(x *y))=y *(y* (' * x)). Xx=(x*x)*x.

(x*y)*z=x*(y*2). (x*y)*z=x*(y*(2)).
E*FX)* (Y *y) =" *y)* (x*x).
[node]
x=(x*x")*x.
X*(y*(x*y))=y* ' *& *x)).
(x*y)*z=x*(y*2).

Quadro A-1 — Conjuntos axiomas finais obtidos para diferentes valores dos pardmetros nimero de

consequéncias e operador.

Quanto a manipulagdo do ficheiro contendo as consequéncias da teoria, axiomas.txt, convém
referir que o utilizador o pode manipular directamente pela sua introdugdo ou recorrer ao
processo Prover.exe para as gerar automaticamente durante o periodo de tempo parametrizado
em Sec.Gn.Csq clicando o botao Generate Consequences, tal como ¢ exemplificado na figura
A-7.

E sTietze-548 (V) Consequences EIIE[

| BB || Sec.Pa-s |1 | Sec.M4-> 1 [ NeCsg-» | 3 || Sec.Gn. Csq.-> | 1 | Operator-» | < = - |

Generate Extract
Congequences {Generatars)

Axioms M2 Oracle calls

Ficheiro  Editar Formatar Mer Ajuda

'k'*(ﬁf*(‘j/*‘}"))=}‘“(}f'*‘(x'“X))- -
L el e e

RS & S " AL DD LIS A AR S-S BB B ‘g
Fo O B 58 ey

:(“")(“":(“‘y 1o H P

AR T T L

ST e o A T el e

e VO RV G R RO B e (i U R e e W

W L e et

WL e Rl e e e

xF L0k W k] OF wd o= X ¥y

[ Sl

el G v R & R L G R R G S R TR s R R R 0 SR GBI -
4 ¥ oo

Figura A-7 — Interface grafica da aplicagdo BMIND e ficheiro axiomas.txt contendo consequéncias.
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