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Prodlogo

Este libro estd basado en los contenidos de la asignatura Fundamentos
Matematicos II de la titulacion de Ingenieria Industrial y va dirigido, prin-
cipalmente, a alumnos de primer curso de Ingenieria, tanto de las antiguas
titulaciones como de los nuevos grados.

Puesto que estd pensado como un curso basico del estudio analitico de
las ecuaciones diferenciales, abarca los métodos habituales de resolucién de
ecuaciones de primer orden y el estudio de las ecuaciones diferenciales lineales,
asi como sus respectivas aplicaciones.

Los contenidos estan divididos en cuatro temas: teoria basica de las ecua-
ciones diferenciales, ecuaciones diferenciales de primer orden, ecuaciones linea-
les de segundo orden y de orden superior y finalmente, sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales.

Cada uno de los temas se introduce planteando algtin problema o fenémeno
fisico que, una vez modelizado, permite introducir los conceptos matematicos
a estudiar. Hemos incluido también una serie de ejemplos resueltos, prestando
mucha atencién a las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales estudiadas,
principalmente aplicaciones a la Ingenieria. Al final de cada seccién, se plantea
una coleccién de ejercicios, acompanados de la solucion, para ser resueltos por
el alumno.
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TEMA 1

Teoria basica de las ecuaciones
diferenciales

En el estudio de fenémenos reales en los que se analiza un cambio o una
variacion, aparecen ecuaciones que relacionan determinadas funciones y sus
derivadas. A este tipo de ecuaciones se les denomina ecuaciones diferenciales.

La informacién que se obtiene a partir de estas ecuaciones nos permite pre-
decir como va a evolucionar el modelo que se esta estudiando. En particular, la
solucion de la ecuacion diferencial es una funcién que representa una cantidad
cuya variacion estamos analizando.

Esta informacién se puede obtener de una manera explicita, cuando se ob-
tiene la solucién de la ecuacion diferencial analiticamente. Pero esto no siem-
pre es posible, por ello recurrimos a otras técnicas como el calculo numérico,
que nos permite obtener aproximaciones, o el estudio cualitativo, que permite
analizar el comportamiento de las soluciones aunque la expresién de éstas no
sea conocida.

Comenzamos este tema introduciéndonos en el ambito de las ecuaciones
diferenciales. En particular, los objetivos de este tema son los siguientes:

Ver cémo surgen las ecuaciones diferenciales al describir o modelizar
determinados problemas.

Clasificar las ecuaciones diferenciales.

Estudiar los diferentes tipos de soluciones que se pueden obtener.

Analizar la existencia y unicidad de las soluciones de las ecuaciones di-
ferenciales.

1.1. Introducciéon

Comencemos viendo dos modelos sencillos que nos permitan introducirnos
en la teoria de las ecuaciones diferenciales.
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1. Desintegraciéon radiactiva.

Un fenémeno cuya descripciéon da lugar a una ecuacién diferencial muy
sencilla es el de la desintegraciéon de un elemento radiactivo. La rapidez con
la que una sustancia radiactiva se desintegra es proporcional a la cantidad
presente de dicha sustancia. Esto conduce a la ecuacion:

% =—kA, k>0

dt
donde A(t) es la cantidad de sustancia presente en un instante ¢t y k es una
constante de proporcionalidad que depende de la sustancia.

Si conseguimos resolver esta ecuacion, obtendremos una expresion para la
funcién A(t); por tanto, conoceremos la cantidad de sustancia presente en cada
instante ¢.

Para resolver la ecuacion la escribimos de la forma:

1
—dA = —kdt
A

e integramos ambos lados, obteniendo:
InA=—kt+Cy,
siendo C] cualquier constante arbitraria. Despejando A se tiene:
At) = e M = Ce™™

siendo C' cualquier constante positiva. La constante C' puede obtenerse si se
conoce la cantidad de sustancia en un instante dado; por ejemplo, si para el
instante ¢ = 0 habia una cantidad inicial Ay de sustancia, entonces:

AO = Oe_ko = C,

por tanto:
A(t) = Aoe_kt.

Efectivamente, tener la solucién de la ecuacion nos permite conocer la can-
tidad de sustancia presente que habra en cada instante t.

2. Cuerpo en caida libre.

Consideremos un cuerpo que, desde una cierta altura, cae bajo la accion
de la fuerza de la gravedad, ignorando otras fuerzas de rozamiento como la
debida a la resistencia del aire. En este caso, tenemos dos cantidades que van
cambiando con el tiempo: su posicion y su velocidad.

Para modelizar este fenémeno, aplicamos la segunda ley de Newton, lle-
gando a la ecuacion:

d*h
Moy =My,
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donde m es la masa del objeto, i es su altura sobre el suelo, d*h/dt* es su
aceleracion, g es la constante gravitacional y —mg es la fuerza debida a la
gravedad.
Lo que nos interesa es determinar cudl es su posiciéon en cada instante y su
tipo de movimiento.
Integrando esta ecuacion respecto de ¢ obtenemos:
dh

— =—gt+C
I gt + C;

e integrando de nuevo:

t2
h(t) = —g§ + Cit + Cs.

Las constantes de integracién C y Cs pueden determinarse si se conocen
la altura y velocidad iniciales del objeto. Supongamos que éstas son hy y vy,
respectivamente. Sustituyendo estos valores en las ecuaciones anteriores para
t = 0, se obtiene:

2

h(O) = ho = —g% + Cl() + CQ, luego Cg = ho,

vg = —g0+ C1, luego Ci = vy.

Por tanto,
t2
Observemos que no sélo hemos obtenido una expresion que nos da la posi-
cién del objeto en cada instante ¢, sino que también conocemos su derivada,
es decir, la velocidad del objeto, en cada instante t.

1.2. Definicion de ecuacion diferencial

Una ecuacion diferencial es aquélla que involucra una funcién junto con sus
derivadas y la variable o variables de la que depende:

B Definicién 1.1. Una ecuacién diferencial es una ecuacién que relaciona
una funcién desconocida (la variable dependiente), las variables de las que
depende (variables independientes) y sus derivadas respecto de estas variables
independientes:

oy dy Oy O’y 0y

...)=20. 1.1
Oxy’ Oxy’ 0w, 0x3 Ox1019 ) =0 (1.1)

F(Ib X2, ... In, Y,

En las ecuaciones diferenciales pueden aparecer ciertos términos constan-
tes, relacionados con el problema, que reciben el nombre de parametros. Por
ejemplo, las constantes k, m y g que hemos visto en los problemas introduc-
torios.

Las ecuaciones diferenciales se dividen en dos grupos:
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= Las ecuaciones diferenciales ordinarias: son aquéllas en las que la
funcién incégnita depende de una sola variable independiente, y = y(x)
y tienen la forma:

F(xvyaylay//7“') = 0.

» Las ecuaciones en derivadas parciales: son aquéllas en las que la
funcién incognita depende de varias variables; por tanto, relacionan la

funcién, sus variables y las derivadas parciales de dicha funcién. Son de
la forma (1.1).

Ejemplo 1.1. Veamos cudles de las siguientes ecuaciones son ecuaciones
diferenciales ordinarias y cudles son ecuaciones en derivadas parciales.

dy
—_— p— 1.
(a) 7 Y

(b) ¥"+y—22x=0.
(c) (x +y)dx — 4ydy = 0.
ou ou
@ %= "o
y T
Pu  O*u _Ou
S Yt
©) 52 = or %
Solucién. Las ecuaciones diferenciales (a), (b) y (c) son ordinarias mientras

que las ecuaciones dadas en (d) y (e) son ecuaciones en derivadas parciales.
|

Nos centraremos en el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Ejercicios de la seccién 1.2

1. Determina, en las siguientes ecuaciones diferenciales, la funciéon incoégni-
ta, la variable independiente y los parametros:

(a) Modelo logistico de poblaciones: % = A\p(a — p).

1
(b) Ecuacién de transferencia del calor: i

(¢) Ecuacién diferencial que modeliza vibraciones mecénicas y circuitos
eléctricos: ©” + bx’ + kx = v sin(wt).

(A—T).

1.3. Clasificacion de las ecuaciones diferenciales

A continuacién, clasificamos las ecuaciones diferenciales segin el orden y
segun la linealidad.

B Definicion 1.2. Se llama orden de una ecuacion diferencial al orden de
la mayor derivada que aparece en la ecuacion.
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Ejemplo 1.2. Veamos qué orden tienen las ecuaciones diferenciales siguien-
tes:

(¢) M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0.
Solucion.

(a) La ecuacién diferencial y” — 5y’ + 3y = 0 es de orden 2.

Py _d*y
(b) La ecuacién diferencial e + 2@ +y =z es de orden 3.

(c) Toda ecuacién de la forma M (z,y)dz + N(x,y)dy = 0 es de orden 1. W

B Definicion 1.3. Una ecuacién diferencial es lineal si se puede expresar de
la forma:

an(2)y™ + ap 1y o a (@)Y + ao(z)y = g(x),

donde ag(z),a1(x), - ,a,(z), g(x) dependen sélo de la variable z.
En caso contrario se dice que la ecuacion diferencial es no lineal.

Nota 1.1. La linealidad de la ecuacion diferencial sélo se exige para y y
sus derivadas.

Dentro de las ecuaciones diferenciales lineales distinguimos:

» Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, cuando
todos los coeficientes son constantes: a;(x) = cte, Vi =1,---  n.

» FEcuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables si algtn
coeficiente es una funcién a;(z) que depende de = y no es constante.

Ejemplo 1.3. Clasifiquemos las siguientes ecuaciones diferenciales:
(a) ¥ =2y +y=0.
d’y L dy
b) — +3— =¢€".
(b) dx? + dr  °
(C) $3y/// _ x2y// + 3:Uy/ + 5y = 7.

2

y dy
d) —=2 1)—-2Z +2=0.
()dx2+(a;+ )dx+ 0

(e) ey +2zy =0.

(f) yy" -2y =

d’y .
(2) ] +siny = 0.
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(h) ¥ +y* = cos.

Solucién. Las ecuaciones diferenciales (a) y (b) son lineales con coeficientes
constantes. Las ecuaciones diferenciales (c), (d) y (e) son lineales con coefi-
cientes variables. Las ecuaciones diferenciales (f), (g) y (h) son no lineales.
|

Si una ecuaciéon diferencial de orden n dada en la forma:

F(l',y,y/,"' 7yn)) =0

puede expresarse de manera que la derivada de orden n aparezca despejada,
es decir:
yN) = G(l’, Y, yly e 7yn_1))7

entonces esta expresion recibe el nombre forma normal de la ecuacion difer-
encial.

Nota 1.2. Si al expresar la ecuacién diferencial en forma normal aparecen
cocientes, hay que tener en cuenta que las expresiones obtenidas son validas
donde tengan sentido.

Ejemplo 1.4. Escribamos en forma normal las ecuaciones diferenciales:

(a) yy" =2y ==
d2

Y .
(b) T2 +siny = 0.

(c) ¥ +y* = cos.

Solucién. Despejamos la derivada més alta en cada una de las ecuaciones
diferenciales del ejemplo y obtenemos su forma normal:

/

T
(a) yy’ — 2y =z, por tanto y" =27 + 7.
Yy Yy
d? 02
(b) d—;é +siny = 0, por tanto d_:(:z = —siny.
(c) ¥y + y* = cosx, por tanto  y"” = —y* + cosz. B

Ejercicios de la seccién 1.3
1. Clasifica las siguientes ecuaciones diferenciales segiin el orden y la linea-
lidad:
(a) (22 + €™ + zy)dz + (y* + 2)dy = 0
(b) 3x%y” + bxy — 8y = e* cosx
(c) (2% +y*)dr + (3e* — 2y)dy = 0

d*y d*y LAy 3
(d) (@> + tanx (@) —eto—ay=e
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zlnz

4VI_5/// 8" RT—
(e) 4y Y8y 3y =

(Solucién: (a) Orden 1, no lineal. (b) Orden 2, lineal. (¢) Orden 1, no
lineal. (d) Orden 4, lineal. (e) Orden 6, no lineal).

2. Escribe en forma normal las ecuaciones diferenciales del ejercicio anterior.

(Solucién: (a) & = —%
() ' =~y + ey + 2
dy . x2+y2
(C) ﬁ - _361—2y'd2 .
_ y y 3
B A A AR
(e) y"' =3v" =2y —yy' + 045 )

3. Indica el orden de las siguientes ecuaciones diferenciales e indica si son
lineales o no:

30
AN BN /) b dy 0
(a) Y Yy =y, ( ) dx =Y,
P\ dr
3 _ _ — 37 _ 4et
(¢) (z° +Tcosy)dxr —8lnxdy =0, (d) (dt2> 3dt 4et.

(Solucidn: (a) Orden 3, no lineal. (b) Orden 1, no lineal. (¢) Orden 1, no
lineal. (d) Orden 2, no lineal).

1.4. Soluciones de las ecuaciones diferenciales

Resolver una ecuacién diferencial ordinaria, F'(x,y,y’,vy",...) = 0, es hallar
una expresién para la funcién y(x) que satisfaga la relaciéon de igualdad que
determina dicha ecuacion. Por tanto, la solucién de una ecuacién diferencial
es una funcion.

B Definicién 1.4. Se llama solucion de una ecuacién diferencial ordinaria
en un intervalo I a una funcién ¢(z) definida en I que, sustituida en la ecuacién
junto con sus derivadas, la verifica en dicho intervalo, es decir:

F(z, (), ¢ (x), - ,¢M(z)) =0 Vel

Ejemplo 1.5. Comprobemos que la funcién ¢(z) = € es solucién de la
ecuacién diferencial ordinaria de primer orden y' = 5y.

Solucidén. Derivando ¢(z) = € respecto de z, se obtiene ¢/(x) = 5e>*. Susti-
tuyendo en la ecuacion diferencial, vemos que verifica la ecuacion diferencial:

¢ (z) =5e” =5¢(z). B

2

1
Ejemplo 1.6. Comprobemos que la funcién ¢(z) = 2° — — es solucién de
x

la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden y" — — y = 0.
x
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1
Solucién. Derivando dos veces la funcién ¢(z) = 2* — — respecto de z, se
x

tiene:
1 2

/ /!
xr) =21+ —, r)=2——.
Sa) =2+, @)=2-
Sustituyendo en la ecuacién comprobamos que si se verifica:

2 2 1 2 2
2- 5 - S6P—)=2-5 -2+ =0, Va0

3 a? x x3
1
Por tanto, ¢(x) = 2% — — es solucién en el intervalo | — oo, 0[U]0, +oo[. B
x

Ejemplo 1.7. Veamos que toda funcién de la forma ¢(x) = Cre™ + Che®®
es solucién de la ecuacién diferencial y” — ¢y’ — 2y = 0, para cualquier valor de
las constantes C y Cs.

Solucién. Derivando dos veces ¢(z) = Cre ™ + Che*”, tenemos:
¢ (z) = —Cre™ + 2C5e*,
¢"(x) = Cre™® + 4Cye*®
y sustituyendo, vemos que se verifica la ecuacién diferencial:
Cre™ 4+ 4C5e* + Che ™ — 20%5e* — 207" — 205,e** = 0,
VreR. N

Ejemplo 1.8. La ecuacién diferencial (y')?> + 1 = 0 no tiene solucién real.

Ejemplo 1.9. Comprobemos que si derivamos implicitamente la relacion
22 +y? = 4 y sustituimos en la ecuacién diferencial y' = —5, ésta se verifica.

Solucién. Diferenciando la relacién 22 + y? = 4, tenemos:
2zxdx + 2ydy = 0,

de donde se tiene que

d
2z + 2y—y =0.
dx
Por tanto,
dy «x
de vy

y vemos que se verifica la ecuacion diferencial. W

Como se observa en los ejemplos, las soluciones de una ecuacion diferencial
pueden venir dadas como una funcién o una expresién que verifica la ecuacion.
Por ello, las llamamos soluciones explicitas si la solucién es una expresién
de la forma y = y(z). Las llamamos soluciones implicitas si la solucién es
una expresion de la forma g(z,y) = 0.

En el caso de obtener soluciones implicitas hay que comprobar mediante el
teorema de la funcién implicita que g(x,y) = 0 define a y como funcién de x.
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Ejemplo 1.10. Veamos que y?> — 2 + 8 = 0 es solucién implicita de la

3
ecuacion diferencial y' = 2i en ]2, 4-o0.
Y

Solucién. Derivando la expresién y? — 2% + 8 = 0 respecto de la variable x se
tiene 2yy’ — 322 = 0, de donde despejamos y':

, 3
y—2y

y sustituyendo en la ecuacién diferencial, tenemos:

312 B 32
2y 2y’

y esto se verifica Vx € [2,+00[, pues si despejamos y en la expresién de la
solucion implicita, y = +v/x? — 8, vemos que esta definida para z > 2. B

B Definicion 1.5. La gréafica de una solucién de una ecuacion diferencial se
denomina curva integral de la ecuacién diferencial.

1.4.1. Clasificacion de las soluciones

Cuando estudiamos calculo integral resolvemos ecuaciones diferenciales muy
simples del tipo ¥ = f(z) cuya solucién es y = [ f(z)dx.

Por ejemplo, para la ecuacion diferencial de primer orden ¢y’ = e*, integran-
do se obtiene la solucion y = e* 4+ (.

Para la ecuacion diferencial de segundo orden y” = e*, integrando se obtiene
y = e* + C} y volviendo a integrar se obtiene la solucién y = e* + Cix + Cs.

Para la ecuacién diferencial de tercer orden 3" = e®, integrando se obtiene
y" = e® 4+ (1, volviendo a integrar se obtiene y' = e + Cix + C5 e integrando
de nuevo, obtenemos la solucion y = e* + C’1§ + Chyx 4+ (5, donde C, Cy y Cy
son constantes arbitrarias.

Podriamos deducir que si una ecuacién diferencial tiene solucién, no tiene
una sino infinitas soluciones. Ademds, podemos pensar que si es de primer
orden, la soluciéon contiene una constante arbitraria; si es de segundo orden
contiene dos constantes arbitrarias y en general, si es de orden n la solucién
contiene n constantes arbitrarias.

Esto no siempre se cumple; por ejemplo la ecuacién (y')? + y? = 0 tiene
una tnica solucién y = 0. Pero en general encontraremos que la solucién de
una ecuacién diferencial de orden n contiene n constantes arbitrarias, es decir,
es una familia n-paramétrica de funciones.

Clasificamos las soluciones de una ecuacién diferencial de la forma siguien-
te:

» Familia n-paramétrica de soluciones: es la solucién de la ecuacion
diferencial que contiene n constantes arbitrarias.

F(z,y.y,- - ,y(”)) =0 — g(x,y,C,---,Cy) =0.
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= Solucién particular: es una solucién de la ecuacién diferencial que no
contiene constantes arbitrarias y que se obtiene dando valores numéricos
a las constantes de la familia n-paramétrica de soluciones.

Solucion singular: es una solucion de la ecuacion diferencial que no con-
tiene constantes arbitrarias y no esté contenida en la familia n-paramétri-
ca. No siempre existen; si existe, se trata de la curva llamada envolvente
de la familia de curvas integrales definida por la familia n-paramétrica
de soluciones.

Solucion general de una ecuacion diferencial ordinaria de orden n: es
la que contiene todas las soluciones de la ecuacion. Esta formada por la
familia n-paramétrica de soluciones mas las posibles soluciones singulares
que tenga la ecuacion.

Resolver una ecuacion diferencial consiste en hallar la solucién general. En
el caso de las ecuaciones diferenciales lineales no existen soluciones singulares;

por tanto, la solucién general coincide con la familia n-paramétrica.

Ejemplo 1.11. Estudiemos los distintos tipos de soluciones que admite la

ecuacién diferencial 3 = |/y.

Solucion. Esta ecuacién es sencilla de resolver. Consideremos la ecuacion es-

crita de la forma:

y separamos las variables:

Integrando a ambos lados:

se tiene:

es decir,

dy
%—\/?

Vi= 5+ C),

La solucién obtenida representa una familia 1-paramétrica de funciones definidas
en [—C, +oo[. Dando valores a C' obtenemos soluciones particulares. Por ejem-

plo, para C' = 0 obtenemos la solucién particular |/y = g definida en [0, 4-o00].
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101

solucion particular
paraC = 0
sl

envolvente y = 0

Figura 1.1: Gréaficas de la familia 1-paramétrica de soluciones.

Observemos que la funcién y = 0 también es solucién de esta ecuacion
diferencial ya que la verifica; sin embargo, no estd incluida en la familia 1-
paramétrica que hemos obtenido. Se trata de una solucién singular.

La solucion general de esta ecuacién diferencial es:

{\/gzxzc,CeR}U{yzo}.l

Como ya se ha mencionado anteriormente, para hallar soluciones singulares
se recurre al calculo de la envolvente, veamos a continuacién un método para
obtenerla.

1.4.2. Calculo de la envolvente de una familia

B Definicion 1.6. Se llama envolvente de una familia de curvas a una curva
que es tangente a toda la familia y que en cada punto de la envolvente existe
un unico miembro de la familia tangente a ella.

Ejemplo 1.12. La solucién singular y = 0 del Ejemplo 1.11, es una envol-
vente de la familia 1-paramétrica de soluciones, ya que es tangente a todas las
curvas y en cada punto de la envolvente existe un tinico miembro de la familia
tangente a ella (ver Figura 1.1).
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B Teorema 1.1 (Condicién suficiente de existencia de la envolvente). Si
f(z,y,C) es una funcién dos veces diferenciable definida en un conjunto de
valores x,y,C' y si, para este conjunto de valores,

of (z,y,C)

Yy
of  of
ox dy 2
82f 82f 7& 0’ % # 0
0xoC  JyoC

entonces, la familia de curvas f(x,y,C) = 0 tiene una envolvente cuyas ecua-
ciones paramétricas vienen dadas por (1.2).

Ejemplo 1.13. Calculemos la envolvente de la familia (x — C')? + y? = 4.

Solucién. Sea f(x,y,C) = (x — C)? + y* — 4. Derivando respecto de C :
—2x-C)=0—-2z—-C=0
y sustituyendo en la ecuacién de familia de curvas:
0+y°=4—y==£2

obtenemos dos envolventes de esta familia de circunferencias, cuyas graficas se

muestran en la Figura 1.2 .
kWW/Z

Figura 1.2: Familia 1-paramétrica de circunferencias y sus envolventes.

|
Ejemplo 1.14. Calculemos la envolvente de la familia y = Cz? + 1.

Solucién. Derivando y = Cz?2+1 respecto de C' tenemos 22 = 0, y sustituyen-
do en la ecuacion de la familia, se tiene que y = 0 + 1; por tanto, y = 1. Pero
podemos observar que no se trata de una envolvente de la familia de curvas,
sino de una de ellas, correspondiente al valor C' = 0.

Por otra parte, si dibujamos las gréaficas de esta familia de pardbolas y de
y = 1, vemos que, efectivamente, no se trata de una envolvente, pues en cada
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punto de ella no hay un miembro de la familia tangente a ella y ademés, en el

punto (0,1) hay mas de un miembro de la familia tangente a ella (ver Figura
1.3).

-

0

Figura 1.3: Familia 1-paramétrica de parabolas.
|

Ejercicios de la seccion 1.4

1. Comprueba si las siguientes funciones o relaciones son soluciéon de la
ecuaciéon diferencial dada:

(a) La funcién ¢(z) = e” es solucién de y’ —y =0en | — oo, +00 .
4
(b) La funcién y = f—6 solucién de iy — zy2 = 0 en | — 0o, 400 .

(c) Las funciones ¢;(x) = sin2z y ¢o(x) = cos 2z son soluciones de la
ecuacion diferencial 3" 4+ 4y = 0.

(d) La relacién = 4+ y + €¢*¥ = 0 es solucién implicita de (1 + ze™)y’ +
1+ ye™ = 0.

(Solucidn: (a) Si. (b) Si. (c) ¢1: si, ¢a: si. (d) Si).

2. Verifica si las siguientes funciones o expresiones son solucién de la ecuacién
diferencial dada, indicando si son solucién implicita o explicita:

(a) La funciones ¢;(x) = cos2x y ¢o(z) = —4cosz, para la ecuacién
Yy’ +4y = 0.
2

i 1 Inx In“z
b) La funcién ¢(z) = =+ - — — +
( ) a C10 (I) 3 T -

CL’Sy/” + 6I2y// + 7303/ +y =
(c) La funcién ¢(x) = 5 2 + !
Vs x?’
(322 — 4y?)dx — dxydy = 0.

, para la ecuacion diferencial

para la ecuacion diferencial

(d) La relacién 2% — 2y* = 3, para la ecuacién z — 2yy’ = 0.
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(e) Las relaciones z +2y —e™ = 1y 2x — 2y — ™ = 0 para la ecuacién
(1 —ye™) + (2 — ze™y' = 0.
(Solucién: (a) ¢y : si. ¢ : no. (b) Si. (c¢) Si. (d) Si. (e) La primera
si, la segunda no).

3. Estudia si existe solucion singular de las siguientes ecuaciones diferen-

ciales:
2y
[——
(a) y - x?
(b) ¥ = —2y=.

(Solucidn: (a) y = 0 es solucion particular. (b) y = 0 es solucién singular).

4. Sustituye y = €™ en la ecuacion diferencial 5y” = 3y y determina todos
los valores de r para los que ¢(x) = €’ es solucién de dicha ecuacién.

(Solucion: r = £4/3/5).

5. (a) Determina sila relacion y—31In(y+4) = 22+ C, es solucién implicita
de la ecuacién diferencial,

dy  2x(y+4)
dr ~ y+1 °
(b) Comprueba que y = —4 es solucién de dicha ecuacién diferencial e

indica de qué tipo es.
(¢) Determina el valor de C' para que y(1) = —3.
(Solucidn: (a) Si. (b) Solucién singular. (¢) C'= —4).

6. La expresion y(x) define una familia 1-paramétrica de solu-

T O-3z
ciones de la ecuacién diferencial 3/ = 3y?. ;Hay algin valor de C' para el

que y(0) =07
(Solucién: No).

7. Dada la ecuacién diferencial 3(y"”)* + y* = 0, jexiste alguna familia 2-
paramétrica de soluciones de dicha ecuacion? ;Tiene alguna solucion?

(Solucion: No; Si: y(z) = 0).

1.5. El problema de valor inicial

Supongamos que tenemos un problema consistente en resolver una ecuacion
diferencial, pero ademés tenemos una condicién que nos indica el valor y, que
ha de tomar la variable dependiente para un determinado valor xy de la variable
independiente.
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B Definicién 1.7. Un problema problema de valor inicial o problema
de Cauchy para una ecuacion de primer orden es un problema de la forma:

d
= 1(ey) ylwo) =

La condicién adicional y(xg) = yo recibe el nombre de condicién inicial.

Para resolver un problema de valor inicial tenemos que hallar una solucion
particular de la ecuacién diferencial; precisamente la que pasa por el punto
(20, Yo); es decir, aquélla solucién que al sustituir el valor g se obtiene yq.

La condicién inicial nos permite calcular la constante que aparece en la
familia 1-paramétrica, obteniendo la solucion particular que nos interesa.

Ejemplo 1.15. Resolvamos el problema de valor inicial:

y =y, y(0)=3.

Soluciéon. Hemos visto que y = Ce® es una familia uniparamétrica de solu-
ciones de la ecuacién diferencial y' = y en | — 00, +00[. Buscamos la solucién
particular cuya curva integral pasa por el punto (0,3) (ver Figura 1.4).

Una vez hallada la familia y = Ce”, sustituimos la condicién inicial:

3=C¢
obteniendo el correspondiente valor de C":

C =3,
luego la solucion particular buscada es:

y=3e".

20
solucion para 15+
la condicion y(0) = 3
10+

Figura 1.4: Solucién del problema de valor inicial.

|
En general, si tenemos una ecuacion diferencial de orden n, necesitaremos n
condiciones, y(zo), y'(z0), - - ,y™ (o), para poder determinar las n constantes

arbitrarias que aparecen en la solucion.
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B Definicién 1.8. Un problema de valor inicial de una ecuacién diferen-
cial de orden n

F(z,0(x),¢(z),...,¢" (z)) =0

consiste en encontrar una solucién en el intervalo I de R tal que para cada
xo € I satisfaga la condicion inicial

y(x0) = Yo, 3//(950) =Y - yn)(ﬂﬂo) = YUn;
donde g, v, ..., ¥, son constantes dadas.

Ejemplo 1.16. Demostremos que la funcién ¢(x) = sin z— cos z es solucién
del problema de valor inicial:

y'+y=0 y(0)=-1

Solucion. Tenemos que:

¢(r) =sinx — cosx
¢'(r) = cosz +sinx

¢"(x) = —sinx + cos z,
sustituyendo en la ecuacién diferencial comprobamos que ésta se verifica:
—sinx 4+ cosx + sinx — cosx = 0;
por tanto, ¢(z) es solucién de la ecuacién diferencial. Pero ademas:

¢(0) =sin0 — cos 0 = —1

¢'(0) = cos0 + sin 0 = 1;

por tanto, se verifican las condiciones iniciales dadas. B

Ejercicios de la seccién 1.5

1. Verifica que y = 3e2* +e~2* — 3x es solucién del problema de valor inicial:

y' — 4y =12z, y(0) =4
y'(0) = 1.

2. Comprueba que la funcién ¢(z) = isin 4x es solucion del problema de

valor inicial:
y' 4+ 16y =0, y(0)=0
y'(0) = 1.
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1.6. Existencia y unicidad de soluciones

Ante un problema de valor inicial surgen dos cuestiones fundamentales,
Jexiste solucién al problema?, ;jes tnica? Antes de resolver un problema es in-
teresante saber si tiene solucién y si es tinica, especialmente si vamos a recurrir
a métodos numéricos. Geométricamente, equivale a preguntarse si de toda la
familia de curvas integrales existe alguna que pase por el punto definido por
la condicion inicial y si por dicho punto pasa una tnica curva.

Ejemplo 1.17. Veamos que el problema de valor inicial

y/_\/@:(), y(o):()?

tiene dos soluciones.
Solucion. Este problema admite la solucion particular y = % y la solucién

singular y = 0, es decir, hay dos curvas integrales pasando por (0,0) (ver
Ejemplo 1.11). &

Las respuestas a estas preguntas nos las dan los teoremas de existencia y
unicidad.

B Teorema 1.2 (De existencia y unicidad). Dado el problema de valor inicial

d
== fy), o) = .

, 0 . : .
si fy 8_f son funciones continuas en un rectdngulo R = {(x,y) : a < z < b,

¢ < x < d} que contiene al punto (zg,yo) en su interior, entonces existe un
intervalo I con centro en zg, I =|xg — h,zo + h[, h > 0, y una tnica funcién
¢(z) definida en I que satisface el problema.

Observamos que la existencia y unicidad de la solucién se asegura sélo en
un entorno de z, (ver Figura 1.5).

solucion
d /
Yo
c
Xo+h Xoith
a Xo b

Figura 1.5: Intervalo de existencia de la solucién del problema de valor inicial.
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Poder asegurar la existencia de una soluciéon no implica que seamos ca-
paces de hallarla, aunque si es importante conocer su existencia y unicidad;
en particular, si vamos a utilizar métodos de aproximacion o realizar estudios
cualitativos.

Ejemplo 1.18. Comprobemos que el problema del Ejemplo 1.17 no satisface
las condiciones del teorema.

Soluciéon. Hemos visto que la solucién general de esta ecuacion estaba formada
por una familia 1-paramétrica de soluciones y una solucién singular y = 0. Si
dibujamos las curvas integrales, vemos que por el punto (0, 0) pasan dos curvas
solucién, por tanto no hay unicidad. Veamos que, efectivamente, no se verifica
el teorema de existencia y unicidad para (o, yo) = (0,0):

of 1
/ : 1/2 : .
Y =y, esdecir, f(z,y) =/y=y"'", yderivando: —— = :

Las funciones f y g—i son continuas en el semiplano y > 0, pero no son
continuas en un rectangulo que contenga a (0,0).

En cambio, si podriamos asegurar que V(zo,yo) con yo > 0, existe un in-
tervalo centrado en x( en el que el problema dado tiene solucién tnica. B

Ejemplo 1.19. Dado el problema de valor inicial

Jexiste solucion tnica?
Solucién. Tenemos que f(z,y) =y y g—y = 1 son funciones continuas en R2,

por tanto son continuas en un entorno de (0, 3), podemos por ello asegurar que
existe un entorno de zy = 0 donde existe solucién y es tnica (de hecho, vimos
que era y = 3¢”). A

Ejercicios de la seccién 1.6
1. Dado el problema de valor inicial
y =a* —axy’, y(l) =6,
estudia la existencia y unicidad de su solucion.

2. Determina si se verifica el teorema de existencia y unicidad en los si-
guientes casos:
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(e) ¥ =2+ y* —zy, y(0) = 2.
(Solucién: (a) No. (b) Si. (¢) No. (d) Si. (e) Si).

3. Demuestra que en el intervalo 0 < z < 7, las funciones y;(xz) = 2 e
y2(x) = 2 cos x satisfacen el problema de valor inicial

y+@A-y)2=0,  y0)=2

(Sugerencia: Comprobar que no se verifican las hipdtesis del teorema de
existencia y unicidad).
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TEMA 2

Ecuaciones diferenciales de
primer orden

En este tema nos vamos a centrar en el estudio de las ecuaciones diferen-
ciales de primer orden. Resolver analiticamente las ecuaciones diferenciales no
siempre es posible, pero en el caso de las ecuaciones de primer orden, existen
métodos para resolver ciertos tipos de ecuaciones que presentan determinadas
caracteristicas o propiedades. Estudiaremos algunos de los mas habituales.
También veremos la modelizacion y resolucién de problemas reales donde sur-
gen ecuaciones diferenciales de primer orden.

Los objetivos de este tema son:

= Distinguir de qué tipo es una ecuacion diferencial de primer orden.

= Aplicar métodos de resolucién para las ecuaciones diferenciales de primer
orden de variables separables, exactas, lineales, ecuaciones de Bernoulli,
homogéneas y ecuaciones con coeficientes lineales.

= Modelizar y resolver problemas provenientes de fenémenos reales donde
aparecen ecuaciones diferenciales de primer orden.

2.1. Introducciéon

La resolucion de ecuaciones diferenciales en términos de funciones analiticas
no es inmediata, especialmente si no son lineales. Sin embargo, en el caso de
las ecuaciones de primer orden existen ciertos tipos especiales de ecuaciones
que admiten métodos sencillos para resolverlas.

Dada una ecuacion diferencial, tendremos que distinguir de qué tipo de
ecuacion se trata y saber cudl es el método que nos va a permitir resolverla.
Para ello, veamos cudles son las distintas formas en que se nos puede presentar
una ecuacion diferencial de primer orden:

Forma general:

F(z,y,y") =0.
Forma normal: J
y _
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Forma diferencial:
M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0.

Como métodos bésicos de resolucion estudiaremos los que nos permiten
resolver las ecuaciones de variables separables y las diferenciales exactas.

Mediante sustituciones o transformaciones de variables, ciertos tipos de
ecuaciones diferenciales pueden reducirse a los anteriores. Estas ecuaciones son
las ecuaciones homogéneas, las ecuaciones con coeficientes lineales (reducibles
a homogéneas) y las ecuaciones de Bernouilli.

2.2. Ecuaciones separables

B Definiciéon 2.1. Una ecuacién diferencial de la forma

dy

% = f(x7y)7

es una ecuacion separable o de variables separables si f(x,y) se puede
expresar como el producto de una funciéon de x por una funcion de y, esto es:

W pw)aly). 2.1)

B Definicion 2.2. Una ecuacién diferencial de la formas
M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0,

es una ecuacién separable o de variables separables si se puede escribir
de la forma:

f(x)g(y) dz + h(x)k(y) dy = 0. (2.2)

Método de resolucion

Si la ecuacién diferencial presenta la forma (2.1), separamos las variables
x e y, aislandolas en miembros opuestos de la ecuacion. Para ello, hemos de
suponer que ¢(y) # 0, en ese caso:
1

@dy = p(x)dz.

Integrando ahora ambas partes de la igualdad,

/ @dy _ / p(@)dz

obtenemos la solucién implicita formada por una familia 1-paramétrica de
soluciones:

F(y) = G(z) + C.

Si g(y) = 0 es solucion de la ecuacion diferencial, la anadiremos a la familia
1-paramétrica para obtener la soluciéon general de la ecuacién diferencial, a
menos que ya esté incluida en ella.
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Si la ecuacién diferencial presenta la forma (2.2), dividimos la ecuacién por
g(y)h(x), obteniendo:
k
/() dx + ) dy =0

h(x) 9(y)

y por tanto, la ecuacién queda de la forma:

n(z) de +m(y) dy = 0.
A continuacion separamos las variables:
m(y)dy = —n(x)dx

e integramos ambos lados de la igualdad:

[ty = [ =niayis

obteniendo la solucién implicita:
F(y) = G(z) + C.

Observemos que la solucion obtenida no esta definida para los valores de x
tales que h(x) = 0.

Si g(y) = 0 es solucion de la ecuacién diferencial, la anadiremos a ésta para
obtener la solucion general de la ecuacion diferencial.

Nota 2.1. Como hemos visto, en el proceso de resolucién se pueden perder
soluciones con las manipulaciones algebraicas. Por ello, hay que comprobar si
alguna de ellas es o no solucién, y en caso de serlo, anadirla para obtener la
solucién general.

Ejemplo 2.1. Comprobemos si las siguientes ecuaciones diferenciales son
separables:

d
(a) S0 a2 42y,

dz

dy 2x+xy
b) — = ——.
()d:c y?+1
(c) ¥y =2—uay.

(d) cosze?dr + (x+1)dy = 0.
Solucién.

(a) Esta ecuacién la podemos reescribir como

dy _

_21 3
s = (1+y°),

luego si es una ecuacion separable.
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(b) Esta ecuacién la podemos reescribir como
dy _x(3-y),
dx y? 417
por tanto, el término de la derecha se puede escribir como el producto
de una funcién de = por una funcién de y:

dy 3=
de " yr+1

luego si es una ecuaciéon separable.

(c¢) En la ecuacién
Yy =2—umy

no podemos separar la expresion 2 — xy como producto de una funcién
de x por una de y; por tanto, no es una ecuacién separable.

(d) Esta ecuacién es de la forma:

y -
cosz e’ dr+ (x+1)dy =0,
f(z) g(y) h(z)

luego si es una ecuacién separable. B

Ejemplo 2.2. Resolvamos las siguientes ecuaciones diferenciales separables:

(a) dy x+2
a) — = :
dx y?
(b) y=jyz—1.
d -2
(c) d_i = 2?{13—”, con la condicién inicial y(—1) = 0.
Solucién.

(a) Separando las variables, tenemos:
ydy = (z + 2)dx

e integrando ambos lados,

/y4dy = /(a: +2)dx

obtenemos la solucion general implicita:

5 2
Yy X
L= 42+
5 - Torre

Despejando y, y haciendo 5C = C obtenemos la solucién explicita:

5 2
w:V%%+um+c.
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(b) Reescribimos la ecuacién separando las variables:

1dy 1
= ——r —
Y= Yde ’
dy
4 1) =—"=
1 4
—dy = —dx. 2.3
y+1 y= (2:3)
Al dividir por y+1, estamos asumiendo que y+1 # 0, por ello, es posible
que se haya perdido la soluciéon y = —1. Comprobemos si y = —1 es

solucion de la ecuacion diferencial; para ello, la sustituimos en la ecuacion
(2.3) y se tiene la identidad:

—1=0-1

Puesto que se verifica la ecuacion, si es solucion. Anadiremos esta solucién
a la familia 1-paramétrica que obtengamos.

Integrando ahora ambos lados de (2.3), se tiene:
Inly+ 1| =4n|z| + Cy,
ly + 1| = ethlel
o equivalentemente:
ly +1] =2 Cy, donde Cy = e > 0;

por tanto,
y+1=+Cyat,

o equivalentemente:
y+1=C2* donde C ==+C, #0,
de donde se obtiene:
y=Cz*—1, conC #0.

Como la solucién y = —1 que falta anadir corresponde al caso C' = 0,
podemos expresar la solucién general de la forma:

y=Cz*—1, VYC eR.

(c¢) Reescribimos la ecuacién separando las variables:

dy dz
y—2 2r+3

(2.4)

Observamos que y = 2 es solucién de la ecuacién diferencial, por ello,
deberiamos tenerla en cuenta, aunque en este caso, no es la solucion
particular que buscamos ya que no verifica la condicion inicial dada.
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Integrando ambos lados de (2.4), se tiene:
1
In|y — 2| :§ln\2$+3]+(§’1. (2.5)

Podemos considerar ahora la condicién inicial, obtener C y despejar y.
También se puede despejar explicitamente y manteniendo C y aplicar
luego la condicién inicial para hallar C; y obtener asi la solucion del
problema de valor inicial.

En el primer caso, como y(—1) = 0, tenemos:
In2 = %lnl + 4, luego C; =1In2
y sustituyendo el valor de C} en (2.5) se tiene:
In|y —2| = %ln|2x+3| +In2.

Puesto que buscamos una solucién verificando y(—1) = 0, los valores de
x e y que nos interesan son cercanos a estos valores, por tanto:

1
In2 —y) = 5 In(2x 4+ 3) + In 2,
In(2 — y) = In(2(2z + 3)/?),

(2 —y) =2V2zx+ 3.

Luego la solucién del problema de valor inicial es:
y=2—-2v2x+3. 1
Ejercicios de la seccion 2.2

1. Obtén la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales sepa-

rables:
t
(a) any dw+secxdy:O
cot x
(b) (z+ zy?) dz + e“ydy = 0.
622 + 22 —5
©y=—""
cosy + e¥

(d) e ¥a? + (22 +2)yy' = 0.

Solucién: (a) y = arcsin(Ce®"?).

(
(b) y* = Ce* " — 1.
(c) Solucién implicita dada por: siny + ¥ = 223 + 2* — 5z + C.
(d) e¥(1—y)=a— ﬂarctanﬁ—i-C).

2. Resuelve el siguiente problema de valor inicial:

dy y (22> +1)

1) =1.
- — y(1)

(Solucién: y = ze@* 1),
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2.3. Ecuaciones diferenciales exactas

Dada una familia de curvas F(x,y) = C, se puede generar una ecuacién
diferencial de primer orden hallando la diferencial total de F':

dF(xz,y) =0,
es decir: OF OF
—d —dy = 0.
ar + oy 4

El método en que se basa la resolucion de las ecuaciones exactas es el proceso
inverso. Es decir, dada una ecuacién diferencial en la forma:

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0,
intentamos ver si corresponde a la diferencial total de alguna funcion de dos
variables.

B Definicion 2.3. Una ecuacion diferencial de primer orden
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.6)

es exacta en un rectangulo R si M(x,y)dx + N(x,y)dy es una diferencial
exacta, es decir, si existe una funcién F'(z,y) tal que:

oF (2,y) = M(z.y) oF

o\ Y) = T,y Y =5

ox ’ oy

El siguiente teorema nos da una condicién necesaria y suficiente para cono-

cer cuando una ecuacion es exacta y su demostracion nos proporciona un méto-
do para obtener la solucién general F(z,y) = C.

(z,y) = N(z,y), VY(z,y) € R.

B Teorema 2.1. Sean M (xz,y) y N(z,y) funciones continuas con derivadas
parciales de primer orden continuas en un rectangulo R. Entonces, la ecuacion

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

es exacta si y sélo si se verifica:

oM ON

8_y(x’y) — %(x,y) V(z,y) € R. (2.7)

Demostracion.

(=) Supongamos que la ecuacién M (z,y)dr + N(z,y)dy = 0 es exacta.
Entonces, existe una funciéon F(z,y) tal que:

oF oF
por tanto:
0?F _ OM(z,y) 0’F _ ON(z,y)
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Puesto que las primeras derivadas parciales de M y N son continuas en
R, también lo son las derivadas parciales segundas cruzadas de F'; por tanto,
éstas son iguales y se tiene que:

OM(z,y)  ON(z,y)
oy  oxr

V(z,y) € R.

(«<=) Dada la ecuacién M (z,y)dx+N (z,y)dy = 0, vamos a demostrar que si se
verifica (2.1), existe una funcién F' verificando las condiciones de la definicién
de ecuacion exacta.

oF

Si a—x(x,y) = M(z,y), entonces:

Fa,y) = / M(z, y)dz = G(z,y) + o(y) (2.8)

donde G(z,y) es una primitiva de M (z,y) respecto de x. Ahora, derivamos
parcialmente respecto de y la expresiéon obtenida para F' y la igualamos a

N(z,y) :
OF oG

a—y(:v,y) = a—y(w,y) +¢'(y) = N(z,y),
de donde despejamos ¢'(y) :
, oG
¢ (y) = N(z,y) - a—y(x,y)- (2.9)

Si esta expresién sélo depende de y, podremos integrar y obtener ¢(y) que,
sustituida en (2.8) nos dara la expresién de F(x,y).

Queda por demostrar que (2.9) sélo depende de y. Para ello, comprobamos
que su derivada parcial respecto de x es cero:

0 oG ON 00G ON 090G ON 0OM

Método de resolucion

Si la ecuacién (2.6) es exacta, existe una funcién F' de modo que:
M(z,y)dx + N(z,y)dy = dF(z,y);
por tanto, la ecuacién queda:
dF (z,y) =0

y la solucion es:
F(z,y) =C,

donde F(x,y) se obtiene siguiendo los pasos vistos en la demostraciéon del
Teorema 2.1 y C' es una constante arbitraria.

Dicha soluciéon corresponde a la solucion general de la ecuaciéon diferencial,
ya que esta familia no tiene envolvente (ver Ejercicio 1 de la seccién 2.3).
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Ejemplo 2.3. Resolvamos las siguientes ecuaciones diferenciales exactas:
(a) (% +y? + 2z)dz + (2zy + 3y?)dy = 0.
(b) (coszsinz — zy*)dx + y(1 — 2*)dy = 0, y(0) = 2.
Solucion.

(a) Comprobamos en primer que es exacta:

a 2 2 o . @ 2
a—y(az +y —|—2x)—2y—a—x(2xy—|—3y ).

Por tanto, la solucién general viene dada por F(x,y) = C, siendo F' una
funcién tal que:

F
68_9(: =2*+y° + 22 (2.10)

Y oF
— =2 3y2. 2.11
oy~ Sy (2.11)

Calculemos F'(x,y). Integrando la ecuacién (2.10) respecto de x tenemos:
3
F(z,y) = /(132 +yt +2)dr = = +yr+ 2"+ o(y).

Derivando esta expresion respecto de y, se tiene que:

oF
— =2xy + ¢ (y).
ay zy + ¢'(y)

Igualamos esta ecuacién a la ecuacién (2.11):
2wy +¢'(y) = 2y + 3y

y despejamos ¢’ (y) :
¢'(y) =3y,

por tanto:
ply) = /3y2dy =y’ + k.

Podemos tomar k& = 0, ya que en la solucién final de la ecuacién diferen-
cial esta constante quedara englobada en la constante C'. Por tanto, la
funcion F' buscada es:

3

X
F(w,y)=§+y2x+x2+y3

y la solucion general de la ecuacién diferencial es:
3

x
§+y2x+x2+y3:0
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(b) Comprobemos que es exacta:

0 - 2y _ _ 0 e
8—y(cosxsmx—xy)— Qxy—ax(y(l x%)).

Por tanto, la solucién general viene dada por F(x,y) = C, siendo F' una
funcion tal que:

oF ,

— =coszTsinx — xy
ox

(2.12)

— =y(1 —2?). (2.13)

En este caso, es mds sencillo comenzar integrando la ecuacién (2.13)
respecto de y:

Fle) = [y = ety = S )

Derivamos ahora esta expresion respecto de z y tenemos que:

oF

o —zy’ + ¢/ (x).

[gualando esta ecuacion a la ecuacién (2.12) se tiene:

—zy® + /' (x) = coswsinz — 7,

2

de donde ¢/(z) = coszsinz y (z) =L,

Por tanto,
1—22)y?  sin’zx

y la solucion general de la ecuaciéon diferencial es:

(1—2%y? sin’z

2 - 2

=C

o bien,
(1 —2%)y* +sin*z = C).

Imponiendo la condicién inicial, y(0) = 2, se tiene que 4 = C y susti-
tuyendo este valor de (', obtenemos la soluciéon del problema de valor
inicial dado:
(1—2)y* +sin®z =4
o bien,
o  4-— sin® z
SN
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2.3.1. Factores integrantes
Dada una ecuacion diferencial de la forma
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.14)

que no es exacta, a veces es posible encontrar una funcién pu(z,y) tal que al
multiplicarla por la ecuacion diferencial, ésta se convierta en exacta. Es decir,

w(z, y)M(z, y)dz + p(x,y)N(z,y)dy =0
es una ecuacion diferencial exacta.
Ejemplo 2.4. Demostremos que la ecuacion diferencial
(2e¥ + 3w siny)dr + (ve¥ + 2 cosy)dy = 0

no es exacta, pero si multiplicamos toda la ecuacién por x se obtiene una
ecuacion diferencial exacta.

Solucion. Esta ecuacién no es exacta ya que:

0 0
a—(Zey + 3z siny) = 2e¥ 4+ 3z cosy # a—(xey + 2% cosy) = e¥ + 2z cosy.
Yy T

Si multiplicamos la ecuacion por z, nos queda la ecuacion diferencial:
(2zeY + 32° siny)dz + (z%e¥ + 2% cosy)dy = 0
que si es diferencial exacta ya que:

2

0 0
a—y(Qmey + 32? siny) = 2we¥ + 3x’ cosy = %( eV + 2 cosy). B

Al factor p(x,y) tal que, al multiplicar una ecuacién diferencial por dicho
factor, ésta se convierte en exacta, se le llama factor integrante.

Nota 2.2. Ambas ecuaciones tienen esencialmente las mismas soluciones,
pero al multiplicar por el factor integrante p(x,y) es posible ganar o perder
soluciones.

En el siguiente ejemplo vemos cémo determinar si hemos ganado o perdido
alguna solucion en el proceso.

Ejemplo 2.5. Vamos a comprobar que u(z,y) = xy?* es factor integrante
de la ecuacion:

(2y — 62)dz + (3x — 42®y H)dy = 0 (2.15)

y a continuacion la resolveremos.
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Solucién. Al multiplicar (2.15) por zy? obtenemos:
(2zy° — 62%y?)dx + (32*y® — 4a’y)dy = 0, (2.16)

que si es exacta.
Resolvamos la ecuacién (2.16). Su solucién sera F'(z,y) = C, siendo F' una
funcién tal que

OF

o 27y° — 61%y° (2.17)
' OF

ET 3r%y? — 4z’ (2.18)

Integrando (2.17) respecto de z se tiene que

F(z,y) = / (2zy® — 62°y”)dx = 2*y® — 22°y° + ¢(y).

Derivando esta expresion respecto de y, tenemos que:

OF ,
y = 3z%y” — 42’y + ¢ (y).

Igualamos esta ecuacién y la ecuacién (2.18):
3%y — 42’y + ¢ (y) = 32°y® — 4a’y,

despejamos ¢'(y):
y obtenemos ¢(y):

Por tanto,
F(z,y) = 2y’ — 22y

y la solucién general de la ecuacién diferencial (2.16) es:
2y —22%y* = C.

Como se ha comentado, al multiplicar (2.15) por el factor integrante u(x,y)
es posible ganar o perder soluciones. En este caso, al multiplicar la ecuacién
(2.15) por zy?, se ha obtenido y = 0 como solucién de (2.16) pero no lo es de
(2.15). 1

Calculo de factores integrantes

Hemos visto que p(z,y) es un factor integrante de (2.14) si la ecuacion

p(, y) M (z, y)de + p(x, y)N (2, y)dy = 0
es exacta. Por tanto, se verificara:

O(u(r,y)M(x,y))  O(u(z,y)N(z,y))

dy N ox
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Derivando se tiene:

o oM o ON
Y el Vot o BT
8y+uay 8x+ﬂ8x’

es decir:

on O N M

( 0y 8:1:) = or Oy -

Obtener p de esta ecuacion no es sencillo puesto que a veces llegamos a
una ecuacion en derivadas parciales cuya resolucién es més complicada que la
ecuacién inicial. Sin embargo, esta ecuacion se simplifica si buscamos un factor
de la forma u(x), es decir p sélo depende de la variable z, o de la forma u(y),
es decir que so6lo depende de y.

(2.19)

» Factor integrante de la forma pu(x) :

Supongamos que queremos hallar un factor integrante que sélo dependa
de x. Entonces la ecuacién (2.19) queda:

ON OM

—Np/(x) = (% - a—y)ﬂ(x)-
Por tanto,
/ oM _ ON
M (l‘) _ oy oz ‘
() N

Si la expresion de la derecha solo depende de x y es continua, entonces

existe el factor integrante u(x) y se obtiene integrando esta ecuacion, es

decir:
M _ ON
dy ox
— iz
u(x) = ef N :

» Factor integrante de la forma u(y) :

Si buscamos un factor integrante que sélo dependa de y, entonces la
ecuacion (2.19) queda:

ON OM
Mu(y) = (=— — —— .
w(y) = ( or 0y ()
Por tanto: oN  our
W) _ o oy
w(y) M

Si la expresion de la derecha sélo depende de y y es continua, entonces
existe el factor integrante p(y) y se obtiene integrando:

ON oM

or oy
=y
py)=e M
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Método de resolucion
Dada la ecuacién
M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0,
oM  ON

se calcula — y ——, entonces:
8y ° oz
.OM | ON ., .
= Si S0 7 o la ecuacién no es exacta y buscamos un factor integrante.
Yy x
oM _ ON
= Si % depende sélo de x, entonces un factor integrante es:
Yy x
pla) = el T
ON _ M
= Si W depende sélo de y, entonces un factor integrante es:

= Si encontramos un factor integrante, se multiplica toda la ecuacion dife-
rencial por dicho factor y, puesto que la ecuacién obtenida es exacta, se
resuelve hallando la solucién F(x,y) = C.

= Se comprueba si al multiplicar por el factor integrante aparecen o se
pierden soluciones.

Ejemplo 2.6. Resolvamos las siguientes ecuaciones diferenciales:
(a) (222 + y)dz + (z*y — x)dy = 0.
(b) y(x +y+ 1)dr + z(x + 3y +2)dy = 0.
Solucién.

(a) Esta ecuacién no es exacta ya que:

0 0.2 y_149 (2 P
oy 2t =17 ey —a) = 2ey — 1L

En este caso:

W 1-Quy-1)  “2wyt2  Al-ay) 2

N w2y -2  —x(l—a2y) —x(l—ay) x

I

por tanto, si existe un factor de la forma u(x), dado por:

pu(x) = el ~5,
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de donde:
p() =

Multiplicamos la ecuacién diferencial por este factor integrante, obte-
niendo la ecuacién:

Y 1

que si es exacta. La solucién general viene dada por F(x,y) = C, siendo
F una funcion tal que:

oF Yy

= —94 L 2.2

ox + 2 (2.20)
Y oF 1

—_— =y — —. 2.21

TR (2.21)

Comenzamos integrando la ecuacién (2.21), entonces:
F(z,y) /( Ly =L~ ¥ 1 ya)
x = - = = - = xT).
Y Yy=—J)W=5"7

Derivando esta expresion respecto de x :

OF _ Y\ y(a).

O 22
Igualamos esta ecuacién y la ecuacién (2.20):

Yy Yy
?—F?/Jl(x):Q—i-p,

despejamos ¢’ (z):
P(x) =2
e integramos respecto de x:

Y(z) = 2.

Por tanto, la soluciéon general es:

2
Y
- - 20 =C.
9 + 2x

SHES

La ecuacion y(z + y + 1)dz + xz(z + 3y + 2)dy = 0 no es exacta ya que:

0 0
a—y(y(x+y+1))::c+2y+17éE(:c(x+3y+2)):23:+3y+2.
En este caso:

G~ G T+ +1—(20+3y+2)  —x—y—1

N z(z + 3y + 2) ~ z(r+3y+2)
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no depende sélo de z, por tanto, no existe un factor de la forma pu(x).
Busquemos un factor u(y) :

%—]X—%—Aj:2x+3y+2—(x+2y+1) c+y+1 1

M ylr+y+1) ylr+y+1) vy

I

de donde: .
ply) = el v = e =y,

Multiplicamos la ecuacién diferencial por este factor integrante, obte-
niendo la ecuacion:

y*(z +y+ )dr + zy(xr + 3y + 2)dy = 0

que si es exacta. La solucién general viene dada por F(z,y) = C, siendo
F una funcion tal que

oF
—_— = 1 2.22
5 =Y (z+y+1) (2.22)
Y OF
—_— = 2). 2.2
o zy(r + 3y +2) (2.23)

Para hallar F, integramos la ecuacién (2.22):

2,2

2y +yPr+ P+ o(y).  (2.24)

x
F(z,y) = /(y% +y’ +y’)de =
Para hallar ¢(y), derivamos esta expresion respecto de y:

oF
o = 2%y + 3y*r + 2yx + ' (y)

y la igualamos a la expresion dada en (2.23):
o2y + 3y*r + 2yr + ' (y) = 2y(x + 3y + 2).

Despejando ¢'(y) se tiene:

por tanto,
©(y) = k siendo k cualquier constante.

Puesto que podemos elegir cualquier constante, elegimos ¢(y) = 0 y la
sustituimos en (2.24) para obtener la expresiéon de F. La solucién general

es: -
%—l—y?’x—l—y%:a

Podemos observar que la solucion y = 0 también es solucién de la
ecuacién diferencial original. Il
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Ejercicios de la seccién 2.3

1. Demuestra que la solucion de una ecuacién diferencial exacta no posee
soluciones singulares.

(Sugerencia: el resultado se obtiene aplicando la condicién suficiente de
envolvente).

2. Demuestra que la funcién p(x) = z7! es un factor integrante de la

ecuacion diferencial

(z + 32 siny) dx + 2* cosy dy = 0
3. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales exactas:

a) (e —ycoszy)dr + (2ze® — xcoszy + 2y)dy = 0.

(a) (
(b) (1+ e"y + xe™y)dx + (zve® + 2)dy = 0.
(¢) (2zy — sec? z)dx + (2* + 2y)dy = 0.

) 2

1
(d Y osm+—gsma:+—sma:y = 0.
x T T

(e) 2xlnydx+ —i—y\/y +1 0) = V2.

(f) (2zy* — 3y° )d:c + (7 — 3zy*)dy = 0.

(Solucién: (a) e*z —sinzy +y* = C.

(b )ifye +2y+w=C

(c) 2%y + y*—tanz = C.

(d)x?ysinz = C.

(e) 2®Iny + §(y* +1)** = V3.

() o —y = Clu +9)°).

4. Resuelve la ecuacion diferencial (z + y?)dx — 2zy dy = 0.

2
(Solucién: Ty +1In|z| = C).

5. Halla el valor de a para que la ecuacién diferencial (6zy® + cosy)dz +
(ax?y? — xsiny)dy = 0 sea exacta y resuélvela en dicho caso.

(Solucién: a = 9, 3z%y® + z cosy = C).

2.4. Ecuaciones lineales

Una clase de ecuaciones diferenciales que aparecen con frecuencia en las
aplicaciones es la constituida por las ecuaciones lineales. Aunque en el tema
siguiente hablaremos de las ecuaciones diferenciales lineales en general, veamos
ahora como resolver las de primer orden mediante factores integrantes.
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B Definicion 2.4. Una ecuacién lineal de primer orden es aquélla que
tiene la forma:

ay(2)y’ + ao(x)y = b(),
donde a;(x),ap(z) y b(z) dependen sélo de x.

Supongamos que a;(z), ap(z) y b(z) son funciones continuas en un intervalo
y que a1 (x) # 0 en este intervalo. Dividiendo por a;(x) se puede reescribir esta
ecuacién en forma canénica:

Yy + P(r)y = Q(x), (2.25)

donde P(z) y Q(x) son funciones continuas en dicho intervalo.
Si expresamos la ecuacién (2.25) en forma diferencial, se tiene:

[P(z)y — Q(x)]dx + dy = 0. (2.26)

Método de resolucion
» Si P(z) =0 la ecuacién es exacta y también es separable.

» En caso contrario, la ecuacién (2.26) admite un factor integrante de la
forma p(z). Como se ha visto en la seccién 2.3.1 se deduce que dicho

factor es:
p(x) = el P@idz (2.27)

Una vez obtenido el factor integrante tenemos las siguientes opciones:

1. Multiplicar la ecuacién (2.26) por p(z) y resolver la ecuacién exacta
obtenida.

2. Hallar la solucién de un modo maés réapido multiplicando (2.25) por p(z):
wa)y' + p(x)P(e)y = p(z)Q(x).

Como al multiplicar la ecuacién (2.26) por p(z) se obtiene una ecuacién
exacta, se tiene que p(z)P(x) = p/(x), por tanto la ecuacién anterior
queda:

@)y + p'(x) y = p(z)Q(x)

es decir,
%(M(x)y) = w(@)Q(z).

Integrando respecto de x:

mwyzfumqux+o

Por tanto la solucion general es:

v=u"'@)( [ n)@a)ds + O) (2.28)

donde p(x) viene dado por (2.27).
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Se tiene el siguiente resultado:

B Teorema 2.2. Si P(z) y Q(x) son funciones continuas en un intervalo
Ja, b[ que contiene al punto xy, para cualquier valor inicial yo existe una tnica
solucién y(z) en |a, b| del problema de valor inicial:

y'+ P2y =Q(z), y(zo) =yo
que es la solucién dada por (2.28) para un C' apropiado.

Ejemplo 2.7. Hallemos la solucién general de las siguientes ecuaciones
diferenciales lineales:

z2

(a) ¢ + 2zy = 2xe”
(b) ¢ + 2y = 3e”.
Solucién.

xT

(a) En esta ecuacién lineal P(z) = 2z y Q(z) = 2ze . Luego el factor

integrante es:

_ 6f2mdx _ 72

p() €

Entonces,

—(u(a)y) = p(@)Q(x) = "' 20e™" =2,

u(z)y = /22:(11: =2>+C

y la solucién general es:
y=e" (2 +C).

(b) En este caso P(z) =2y Q(x) = 3e*. Luego el factor integrante es:

M(CU) _ edex _ e2x.

Multiplicando por p(z) llegamos a:

d
d_(62xy) _ 621’3696 — 3e3w’
T

por tanto,
¥y = /3@3“”da: =¥+ O
y la solucién general es:
y=e"+Ce 2,

Puesto que P(z) = 2 y Q(z) = 3e” son funciones continuas en toda la
recta real, la solucion es valida en todo R. l
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2
Ejemplo 2.8. Resolvamos el problema de valor inicial —y’ — —Yy =xCOST
x x

con la condicién inicial y(5) = 3.
Solucién. En primer lugar, expresamos la ecuacién en forma canodnica:

;2 2
Y —Ey:x cos T,

entonces,

y el factor integrante es:

wu(x) = ef ~Fdr — g2,

Multiplicando por p(zx) se tiene que

d
— (27 %y) = 2 %2% cos ¥ = cos 1,

dx

de donde se obtiene:
Ty = /cosxdm =sinz 4+ C
y la solucién general es:
y = 2*(sinz + O)

o bien,

y = 2%sinz + Ca?.
Sustituimos ahora la condicién inicial y(3) = 3, entonces:

2 2

a s
3=—+0C—
4 + 4’
por tanto:
12

y la solucién del problema de valor inicial es:

12
y = x?sinz + I2(F —1).

Como P(z) y Q(x) son funciones continuas en el intervalo |0, 4o0[, que
contiene al punto dado en la condicién inicial, la solucién es valida en dicho
intervalo. W
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Ejercicios de la seccion 2.4

1. Halla la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) 2y' +4y =0.
(b) zy — 4y = x%".
)

)

Y —ytanx = e~

sinx

1
(d xy’—l—Syz;eI, y(l) =1.
1 ! 2z
(e) 5¥ —y=cosze™.
Yy L. : ;L
(f) =cosx — —sinzy + —sinzy = 0.
x T x

(
(
(C> Y= cosx(_e_smx + C)
(d) y = Ze” + 5.
(
(

= e2(2sinx + O).
= Crcscr).
2.5. Cambios de variables

Cuando una ecuaciéon diferencial de primer orden no es separable, exacta
o lineal, podemos intentar transformarla en una de este tipo mediante alguna
sustitucién o cambio de variables.

2.5.1. La ecuacion de Bernoulli

B Definicién 2.5. Se llama ecuacién de Bernoulli a una ecuacién dife-
rencial de primer orden que se puede expresar de la forma:

Yy + Plz)y = Qz)y" (2.29)
donde P(z) y Q(x) son funciones continuas en un intervalo |a,b| y n € R.

Método de resolucion

» Sin=0o0mn=1,laecuacién (2.29) es una ecuacion lineal.

» Sin#0yn+#1, entonces hacemos el cambio:
v = yl—n

transformandose la ecuacién en una lineal para las variables (z,v). Para
ello, dividimos primero la ecuacién (2.29) por y™:

y "y + Px)y' ™" = Qa).
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De este modo, como v = y'™ y % = (1 —n) y‘"%, sustituyendo se
tiene: | 4
v
— + Px)v=Q(x
L Py = QM)

que es una ecuaciéon lineal. Tenemos que tener en cuenta que al dividir
por y™ se pierde la solucion y = 0, luego habra que ver si esta solucion
estd contenida en la solucion general y si no lo esta especificar que tam-
bién lo es. Una vez resuelta la ecuacién para v(z) se deshace el cambio.

Ejemplo 2.9. Hallemos la solucién de las siguientes ecuaciones diferen-
ciales:

(a) 2y +y =y’ Inz,
(b) v +y = ey 2
Solucion.

(a) Expresando la ecuacién en forma normal, tenemos:

, 1 Inz ,
yt+-y=—1y
x x

que es una ecuacién de Bernoulli, ya que es de la forma (2.29), con n = 2.

Multiplicamos la ecuacién por y~2 :

_ 1 Inx
y Y+ -y Tty = —
x x
y hacemos el cambio:
v=y,
por tanto:
dv _ody
dx Y odr
Sustituyendo, queda:
dv 1 Inx
—_ — = —_—,
dr =z x
es decir:
dv 1 Inz
_—— ) = ——
dr x
s 1 Inx
que es una ecuacién lineal para v con P(x) = —— y Q(x) = ——;
x x

entonces, la solucién es:

o=@ [ n)Qa)dr +0)

——dz
p(z) = ef v =l = g7t
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Por tanto,
Inx Inz 1
v(r)=z [ ——dr=2(—+-+C)=Inz+1+Cz.
x x x
Como v = y~!, deshaciendo el cambio obtenemos solucién:

1

y:hla:—i-l—i—C’x’

ademas de la soluciéon y = 0.

Puesto que P(x) y Q(z) son continuas en el intervalo ]0, +-00[, la solucién
obtenida es valida en dicho intervalo.

(b) La ecuacién diferencial ¢/ +y = e®y~2 es una ecuacién de Bernoulli con
n = —2. Por tanto, multiplicamos la ecuacién por 32 :

y2y/ +y3 — ea:

y hacemos el cambio v = 3. Entonces:

dv dy
— = 3y* =
dx 4 dx
Al sustituir, tenemos:
1 dv n -
——4uv=ce
3dx ’
es decir: p
d_:; + 30 = 3¢7,

con

Por tanto,

642

v(x) = 6_3$/364$dx = 3e ¥ (—

3
1 +C) = "+ Ce ™",

4

Deshaciendo el cambio inicial v = 3%, obtenemos la solucién

3
3 T —3x
= = C .
Yy = —e€ + Ce

En este caso, y = 0 no era solucién de la ecuaciéon dada. Como P(x)
y Q(z) son continuas en todo el intervalo real, la solucién obtenida es
valida Vz e R. I
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2.5.2. Ecuaciones homogéneas

B Definicion 2.6. Una ecuacion diferencial ordinaria de la forma:

M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.30)
es homogénea si M(z,y) v N(x,y) son funciones homogéneas del mismo
grado.

B Definicion 2.7. Una ecuacion diferencial ordinaria de la forma:
y' = fz,y) (2.31)
es homogénea si la funcién f(z,y) es homogénea de grado 0.

Recordemos que una funcién de dos variables f(z,y) es homogénea de
grado m si, dado un real positivo «, se verifica que:

flaz, ay) = o™ f(z,y).
Ejemplo 2.10. Veamos que la funcién f(z,y) = zy+x*+y* es homogénea
de grado 2.
Solucion. Puesto que

flaz, ay) = (az)(ay) + (az)® + (ay)* = a’zy + o*2® + o’y* = o® f(z,y)
es funciéon homogénea de grado 2. B
Ejemplo 2.11. Veamos que la funcién f(z,y) = tan 2 es homogénea de
Y

grado 0.
Solucién. Puesto que

flaz,ay) = tan - = tan " = f(z,y) = a®f(z,y)
ay Y
es funciéon homogénea de grado 0. W

Ejemplo 2.12. Comprobemos si las siguientes ecuaciones son homogéneas:
(a) (z —y)dz + xdy = 0.

dy y—x
(b) dr  z—2 '
y+1
Solucion.

(a) La ecuacién diferencial (z — y)dz + xdy = 0 es homogénea ya que las
funciones M (z,y) = z—yy N(x,y) = x son ambas funciones homogéneas
de grado 1, ya que

M(az,ay) = az — ay = a(z — y) = aM(z,y)

N(azx,ay) = ax = aN(x,y).

(b) La ecuaciéon diferencial 3y = Y% oes homogénea ya que la
r—2y+1
funcién f(z,y) = Y% oes homogénea de grado 0, pues
r—2y+1
ay — ax
flaz, ay) = # f(z,y). W

ar — 20y + 1
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Método de resolucion

Una ecuacion diferencial homogénea se convierte en una ecuacion diferen-
cial de variables separables mediante la siguiente transformacion:

» Hacemos el cambio (z,y) — (z,u) dado por:
y=ux

de donde,
dy = udzr + xdu.

» Si tenemos la ecuacién en la forma (2.30), la dividimos por 2™, donde
m es el grado de homogeneidad de M y N. Si tenemos la ecuacién en la
forma (2.31), la dividimos por la minima potencia de x. La ecuacién se
convierte en una ecuacion de variables separables.

» Resolvemos obteniendo la solucién para u(zx).
= Deshacemos el cambio y obtenemos la solucién para y(x).

Nota 2.3. En algunos casos, para simplificar integrales que aparecen con el
cambio anterior, podemos optar por el cambio (x,y) — (v,y) dado por z = v y.

Ejemplo 2.13. Resolvamos las siguientes ecuaciones diferenciales:
(a) (zy +y? + 2?)dx — 22dy = 0,

dy xseci+y
py W _ LY
(b) =

Solucion.

X

(a) Se trata de una ecuacién homogénea, pues M(x,y) = zy + y*> + 2% y

N(z,y) = —z? son ambas funciones homogéneas del mismo grado, de
grado 2. Por tanto, hacemos el cambio y = ux, con dy = udzr + xdu,
obteniendo:

(zux + v’z® + 2%)dr — 2°(udw + zdu) = 0.

Dividiendo toda la ecuacién por z? :
(u + u® + 1)dr — (udz + 2du) = 0,
(u+u? + 1)dr — udr — zdu = 0
y agrupando términos tenemos:
(u? + 1)dx — zdu = 0.
Tenemos ahora una ecuacion separable, por tanto:

du B dx

(w2+1) z’
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integramos ambos lados:
arctanu = In|z| + C
y despejamos la variable u:

u = tan(ln |z| + C).

Ahora, deshacemos el cambio sustituyendo u por y/x, y obtenemos la
solucion general:
y =z tan(In |z| + C).
» ) xsect +y
(b) Se trata de una ecuacién homogénea ya que f(z,y) = —=—— es una

funciéon homogénea de grado 0. Por tanto, considerando la ecuacion en
forma diferencial:
zdy — (x sec L y)dx =0,
x

hacemos el cambio y = ux, con dy = udx + xdu, obteniendo:

z(udxr + xdu) — (z sec 1;_x + uz)dr = 0.

Dividiendo toda la ecuacion por x:
udz + xdu — (secu + u)dx = 0
y simplificando tenemos:
—secudr + zdu = 0.
Tenemos ya una ecuacién separable:
xdu = secu dx.

Separamos las variables:

dx
cosu du = —,
x

integramos a ambos lados:
sinu = In|z| + C4
y despejamos la variable u:
sinu = In|z| + C; — v = arcsin(ln |z| + C}).

Ahora, deshacemos el cambio mediante u = y/z, obteniendo la solucién
general:
y = z arcsin(In |z| + CY).

Considerando ' = In C, podemos expresar la solucién de la forma:

y = x arcsin(In|Czl), con C' > 0. W
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2.5.3. Ecuaciones con coeficientes lineales

Dada una ecuacion diferencial de la forma:
F(aix + by + ¢1)dz + G(asx + boy + c2)dy = 0,

o bien:
dy
i
podremos transformarla en homogénea o separable mediante un cambio de
variables.

G(arx + by),

Método de resolucion

Se presentan dos casos:

1. Silas rectas a1z +b1y+cy = 0y asx +boy+co = 0 se cortan en un punto
(e, B), hacemos el cambio (x,y) — (v, w) definido por:

V=1 —«
w=y—p
y la ecuacion diferencial se convierte en homogénea.

2. Silas rectas a1z +b1y+c1 = 0y asx+boy+co = 0 son paralelas, hacemos
el cambio (x,y) — (z, z) definido por:

z=a1x + by
y la ecuacion diferencial se convierte en separable.
Ejemplo 2.14. Resolvamos la ecuacién diferencial:
(=3z+y+6)dr+ (r+y+2)dy=0.

Solucion. Resolviendo el sistema, vemos que las rectas —3x +y+6 =0y
x+y+2 =0 se cortan en el punto (1,—3). Por tanto, hacemos el cambio
(z,y) — (v,w) dado por:

v=x—1,

w=y+3.

Con este cambio, debemos hacer las sustituciones:

r=v+1, dx = dv,
y=w—3, dy = dw.

Por tanto,
(=3v—=34+w—-3+6)dv+ (v+14+w—-3+2)dw=0

(=3v4+w)dv+ (v+w)dw =0
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y obtenemos una ecuacion diferencial homogénea. Para resolverla, hacemos el
cambio (v, w) — (v,u) dado por w = uv, con dw = udv + vdu. Entonces:

(=3v + uv) dv + (v + w) (udv + vdu) = 0.
Simplificando, se tiene:
(=34 u)dv+ (14 u)udv + (1 + u)vdu = 0,

(=34 2u + u*) dv + (1 + u)vdu = 0.

Tenemos ahora una ecuacién diferencial separable. Por tanto, separamos

las variables:

14w —1
——du=—d
u? +2u—3 Y
e integramos ambos lados, obteniendo:
1 2
§1n\u +2u— 3| =—Infv| + C}.
Si tomamos C; = In Cy, con Cy > 0, podemos escribir:
1 C
“Inju?+2u—3[ =l
2 [l
02
u? +2u — 3| = =2,
v

de donde: o
|u2—|—2u—3‘ :—s con C3 > 0.
v

Quitando el valor absoluto, se tiene:
u? 4+ 2u —3 = Cyv 2, con Oy # 0.
w
Deshaciendo el segundo cambio, u = —, obtenemos:
v

w2

w
F‘i‘zg —3 = CgU_2,

por tanto:

w2

—2+2E—3:C’3v_2 — w? + 2w — 3v? = C;.
v v
Deshaciendo ahora el primer cambio v = x — 1, w = y + 3, tenemos:

(y+3)2+2x—1)(y+3)—3(x—1)2=Cs, con Cy £ 0.

Comprobamos si al dividir por u?42u—3, esto es, al suponer u?+2u—3 # 0,

nos hemos dejado alguna solucién:

u? +2u—3 =0 —>{u:1 — {
u=-3

y+3=x-1 _ y=x—4
y+3=-3zx—-1) = —3z

=1

SEISES
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Vemos que ambas funciones son soluciones y que corresponderian al caso
C3 = 0; por tanto, podemos expresar la solucion general de la forma:

(y+3)2 4202 —-1)(y+3)—3@x—-12=Cs, VC3¢R. A
Ejemplo 2.15. Resolvamos la ecuacién diferencial:
(x 4+ 2y — 2)dx + (2 + 4y + 5) dy = 0.

Solucioén. Las rectas x + 2y — 2 = 0y 2z + 4y + 5 = 0 son paralelas, por
tanto haremos el cambio (z,y) — (z, z) dado por z = 2+ 2y. Con este cambio,
debemos hacer las sustituciones:

Z—x dz — dx
d pr— N
2 ) y 2 )

y:

entonces,

dz — dx

(x4+2z—2—2)dr+ (22 +22— 22+ 5) ( 5 ) =0,
2 2
(2= 2)do+ (252 42 — 2;5)da¢20,

-9 )
7dx—|—(z—|—§)dz—().

Obtenemos, en este caso, una ecuacién diferencial separable. Separando las
variables:
(22 4 5)dz = 9dx

e integrando ambos lados:
22 +52=9x+C.
Deshaciendo el cambio z = x + 2y, obtenemos la solucion general implicita:

(z+2y)*+5(x+2y) =92+ C. ®

Ejercicios de la seccién 2.5

1. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) ¥ — by = =2y

2
Y-+ 2xy
(b) y':T-
/ Y
— = —2)/y.
() ¥+ —5 =5~-2)yy

11
(d) ¥ =~y + (1 +a%)y* =0
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. 1 ~10z
(Solucién: (e;){y = (2 50 + Ce 197)~
x

(Hy = ((z =2+ Cla —2)712)?
30

d) 2 = )
(d)y 5x+3x3+0x—2)

2. Comprueba si la funcién f(z,y) =

afirmativo indica el grado. (Solucién: homogénea de grado 2).

3. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales.

=222 — 2wy + y? + 2%y

(a
(

)
b) xydr — x*dy = y\/Wdy,
() (2:vy — 3y°)dx + (Ty° —
(d) 2%y =y + 2%e¥/*, 2 > 0.
(e) @ _UF x\/m
dx xy
8zt + x

(Solucién: (a) Yy = m

4. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales:

(
(
(c
(d
ay . rHy+7

e :
() & —2(r+y)+1

(f) E:y—x—l—i-(x—y—i-Z)_l.

) (z+2y)? + 62 —2y=C.
)

—1

d)x-i—y—f—l—Qe
r+y—8=Ce

).

—x

(S
(b
(
(
(e
(f
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(x+y—4)de+ (z —y+2)dy =0.

lucién: (a) (z — 2y)? = Ce** 5.
c) (x —1)? +2(:L’—1)(y—3)—

) 5, 0 #0.
) (x —y)? + 4(z — >—|—3_C€2x).

,y=0}.

= 3.

)dy = 0.

a) (x —2y—1)dr + (3z — 6y + 2)dy = 0.

b) (z+ 2y + 3)dx + (22 + 4y — 1)dy = 0.

) 22 +2y —1+y'(x+y—2)dy=0,y(0) =
)

)

=C.

53

1/2’ y = O}

2%y + 1y’

es homogénea y en caso
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2.6. Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales

de primer orden

En esta seccion vamos a considerar determinados fenémenos reales rela-
cionados con diversos ambitos como la fisica, ingenieria, meteorologia, sociolo-
gla, etc, cuya modelizacion da lugar a una ecuacion diferencial de primer orden.
Para resolver las ecuaciones obtenidas aplicaremos los métodos estudiados.

2.6.1. Trayectorias ortogonales

Dada una familia de curvas, consideramos el problema de encontrar otra
familia de curvas que las intersecten ortogonalmente en cada punto. Este pro-
blema aparece en el estudio de electricidad y magnetismo y en la elaboracion
de cartas meteorologicas.

Consideremos una familia de curvas

F(z,y) =C, (2.32)

siendo C' un parametro. Derivando implicitamente esta ecuacion obtenemos la
ecuacion diferencial asociada a esta familia:

oF OF
—dr + —dy = 0.
ar " * dy 4
A partir de esta ecuacion diferencial podemos obtener la pendiente de cada

curva:

oF

m—W _ o
o o OF *
dx 5y

La pendiente para una curva que sea ortogonal es —%, es decir:

OF
dy _ oy
— oF-
dx S

Esto significa que las curvas ortogonales a la familia dada satisfacen la ecuacién
diferencial:

—dr — —dy = 0. (2.33)
y x

Atendiendo al razonamiento anterior, dada una familia de curvas solucion
de la ecuacién diferencial:

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0, (2.34)
planteamos la ecuacion diferencial:
N(z,y)dz — M(z,y)dy =0

cuyas curvas solucién son ortogonales a cada curva de la familia solucion de
(2.34).
Se dice que cada familia es una familia de curvas ortogonales a la otra.
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Método de resolucion

La familia de trayectorias ortogonales a una familia dada por la ecuacion
(2.32) es la familia solucién de la ecuacién diferencial (2.33).

Ejemplo 2.16. Dada la familia de curvas 2% + y?> = C, veamos que la
familia de trayectorias ortogonales a ésta, es la familia de rectas que pasan por
el origen.

Solucién. Calculamos la ecuacién diferencial asociada a la familia z2+y% = C':
2xdx + 2ydy = 0.
Entonces, la familia de trayectorias ortogonales satisface la ecuacion:
2ydx — 2zdy = 0.

Resolvemos esta ecuacion de variables separables:

rdy =ydx,
1 1
—dy = —dx,
Y x
integrando:
In|y| = In|z| + Cf;
por tanto:
[yl = || + e,
es decir:
y=Cx, C#0.

Como y = 0 también es solucion, la anadimos a la familia quitando la condicién
C # 0. Por tanto, la familia de trayectorias ortogonales es:

y=Cx, VC € R,
que representa la familia de rectas que pasan por el origen (ver Figura 2.1).
Y

y =Cx
>+y*=C

Figura 2.1: Familias de curvas ortogonales.
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Ejemplo 2.17. Hallemos la familia de trayectorias ortogonales a la familia
de curvas definida implicitamente por

4y +2®4+1—Ce® = 0.

Solucién. Para hallar la ecuacién diferencial asociada a esta familia, la rees-
cribimos de la forma:
(Ady+2*+1)e ¥ =C

y diferenciamos:
2ze”dr + (4™ + (dy + 2° + 1)e (-2)) dy = 0

Simplificando, se tiene que la ecuacion diferencial asociada a la familia dada
es:
vdr + (1 — 4y — 2%)dy = 0.

La ecuacion diferencial asociada a la familia de trayectorias ortogonales es:
(=1 + 4y + 2*)dx + xdy = 0. (2.35)

Resolvamos esta ecuacién. Sea M(z,y) = —1 + 4y + 22 y sea N(x,y) = z.
Podemos ver que no es una ecuacion exacta ya que:

oM ON
— =4# — =1,
dy ox
pero admite un factor integrante de la forma u(x) puesto que la expresién
OM _ 0N
oy —ox _ 3
N x

s6lo depende de x. Por tanto:
,LL(Q?) — ef%da: — €3lnx — elnx — 333.

Multiplicando (2.35) por este factor integrante, obtenemos una ecuacion exac-
ta:
(=2 + 423y + 2°)dx + 2*dy = 0.

La solucién es F(x,y) = C, siendo F una funcién tal que:

8_F
ox
G_F
dy

= —a% + 423y + 2°

Comenzamos integrando la segunda ecuacién de este sistema respecto de y :

F(x,y) = /x4dy =z'y + ¥(z).
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Derivando respecto de x e igualando a la primera ecuacion del sistema se tiene:
42’y 4+ () = —2® + 42’y + 2°,

de donde despejamos:
Y(z) = 2° — 2°.

Integrando respecto de x :

U(x) = /(x5 — %) dr = %6 — %4.

La solucion de la ecuacién diferencial exacta es:

28 2t

4
T
xy+6 1

y la familia de curvas ortogonales viene dada por:

cC 1 2

VAT

2.6.2. Problemas de enfriamiento

De acuerdo con la ley de enfriamiento de Newton, la tasa de cambio de
la temperatura T' de un cuerpo respecto del tiempo, en un instante ¢, en un
medio de temperatura constante A, es proporcional a la diferencia entre la
temperatura del medio y la del cuerpo, es decir, proporcional a A — T. La
ecuacion diferencial que nos da la variacién de temperatura de un cuerpo viene

dada por:

ar
C kAT
dt ( )7

donde k£ > 0 es la constante de transferencia de calor.

Ejemplo 2.18. La sala de diseccién de un forense se mantiene fria a una
temperatura constante de 5 °C. Mientras se encontraba realizando la autopsia
de una victima de asesinato, el propio forense es asesinado. A las 10 am el
ayudante del forense descubre su cadaver a una temperatura de 23 °C. A las
12 am su temperatura es de 17 °C. Suponiendo que el forense tenia en vida la
temperatura normal de 37 °C, veamos a qué hora fue asesinado.

Solucién. Aplicando la ley de enfriamiento de Newton llegamos a la ecuacion

diferencial separable:

dT
— =k(5-T).
7 =k(6-T)

Separando las variables e integrando ambos lados, se tiene:
Despejando la variable dependiente:

T(t)=5+Ce™, con C #0.
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Tomamos como instante inicial ¢ = 0 las 10 am, luego si T'(0) = 23 °C, se
tiene:
23=5+C,

de donde C' = 18 y la solucién particular buscada queda de la forma:
T(t) =5+ 187",

Para hallar el valor de la constante k£ tenemos en cuenta el dato de que al
cabo de 2 horas la temperatura es de 17 °C, luego T'(2) = 17 °C. Sustituyendo
estos datos en la solucién tenemos:

1. 2
17=5+18¢"% luego k = -5 In 3= 0,202733...

Por consiguiente,
T(t) — 5 + 186—0,20273315‘

Para averiguar a qué hora fue el crimen igualamos la temperatura a 37 °C
y despejamos t:

37 = 5+ 180292733 hor tanto t ~ —2h 50min.

Luego el crimen se produjo aproximadamente 2 horas y 50 minutos antes
de las 10 am, es decir a las 7 horas y 10 minutos de la manana.

2.6.3. Mecanica Newtoniana

La Mecanica estudia el movimiento de los objetos bajo el efecto de las
fuerzas que actian sobre ellas. La Mecanica Newtoniana o clasica estudia el
movimiento de objetos ordinarios, es decir, objetos que son grandes compara-
dos con un atomo y cuyo movimiento es lento comparado con la velocidad de
la luz. Planteamos las ecuaciones del movimiento de un cuerpo utilizando la
segunda ley de Newton:

~ dx
md=F(t,z,—), (2.36)
dt
donde el término de la derecha representa la fuerza resultante que actia sobre
dx
el cuerpo en el instante ¢, en la posicion x y con velocidad v = I

Para aplicar las leyes de Newton a un problema de mecénica, seguiremos
el siguiente procedimiento:

1. Determinar todas las fuerzas que actian sobre el objeto en estudio.

2. Elegir un sistema de ejes coordenados apropiados y representar el movimien-

to del objeto y las fuerzas que actian sobre él.

3. Aplicar la segunda ley de Newton mediante la ecuacién (2.36) para de-
terminar las ecuaciones del movimiento del objeto.

Nota 2.4. Supondremos que la aceleracién de la gravedad es constante con
valor g = 9,8 m/sg?.
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Ejemplo 2.19. Lanzamos un objeto de masa m con una velocidad inicial
vg dirigida hacia abajo. Suponiendo que la fuerza debida a la resistencia del
aire es proporcional a la velocidad del objeto, determinemos:

= La ecuacion que modeliza el movimiento de dicho objeto.
= La distancia recorrida por el objeto en funcién del tiempo.

= La velocidad del objeto en funcién del tiempo.

Solucién.

Sobre el objeto actian dos fuerzas: una fuerza constante debida a la accion
de la gravedad, dirigida verticalmente hacia abajo y de médulo Fy = mg, y
una fuerza correspondiente a la resistencia del aire, contraria al movimiento y

d
proporcional a la velocidad del objeto, Fo = —kv(t) = —kd—f, siendo z(t) la

distancia recorrida por el objeto en su caida en un instante ¢t. Consideramos
como eje de coordenadas un eje vertical con el valor x = 0 en la posicién desde
donde lanzamos el objeto hacia abajo, correspondiente al instante inicial ¢ = 0
(ver Figura 2.2).

a(t)

. F,=— ko(t)
F,=mg

2 [

Figura 2.2: Fuerzas que actian en la caida de un objeto.

La fuerza total que actia sobre el cuerpo es:
F=F +F=mg—kov.

Aplicando la segunda ley de Newton, obtenemos la ecuaciéon diferencial que

modeliza este problema:
dv

m— = mg — kv,

dt
con la condicién inicial v(0) = wy.
Resolviendo esta ecuacién diferencial de variables separables obtenemos
v(t), la velocidad en cada instante ¢:
mdv

MYy
mg — kv ’

@ Beatriz Campos / Cristina Chiralt - ISBN: 978-84-693-9777-0 59 Ecuaciones diferenciales - UJI



integrando se tiene:
—m

k In |mg — kv| =t + (Y,

—kt

Img — kv| = Coem , Cy = €%t >0,
mg — kv = C’ge_Tkt, C3 = 05,

—kt

kv =mg— Csem , C3#0,

finalmente:
m —
v(t) = Tg — Cew', C#£0.
Como mg — kv = 0 es soluciéon de la ecuacion diferencial, anadimos esta solu-
cion, v(t) = 2, eliminando la condicion C' # 0 y asi tenemos la solucién

general. Como nos interesa la solucién particular que verifica la condicion ini-
cial v(0) = vy, sustituimos la condicién y despejamos C":
m m
vy = mg C, por tanto: C = mg Vp.
k k
Sustituyendo C' en la ecuacién, tenemos la solucion de la ecuacién diferencial,
que nos da la velocidad del objeto en funcién del tiempo:

Para obtener la distancia recorrida por el objeto en cada instante ¢, inte-
d
gramos v(t) respecto de t ya que v(t) = d_? :
x(t) = /U(t)dt = %t + %(% - vo)e%t + K. (2.38)

Sustituyendo ahora la condicién inicial 2(0) = 0, calculamos la constante
de integracion K :
m, mg mg

m
O:?(T—Uo)—i—K, por tanto: K:z(v0—7).

Finalmente, sustituyendo K en (2.38) tenemos que la distancia recorrida por
el objeto en cada instante ¢ es:
m m m —k
o) = 2014 Dy = EhH(1 — e ). m (2.39)
k k k
Ejemplo 2.20. Un objeto de masa 3 kg se deja caer desde 500 metros de
altura. Suponiendo que la fuerza de la gravedad es constante y que la fuerza
debida a la resistencia del aire es proporcional a la velocidad del objeto, con
constante de proporcionalidad k = 3 kg/sg, veamos en qué momento el objeto
golpearda contra el suelo.
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Solucion. Consideramos el modelo visto en el ejemplo anterior con los datos
m =3, k=3, g9=9,81y, puesto que el objeto se deja caer, vy = 0. La ecuacion
(2.39) queda:

z(t) = 9,81t — 9,81(1 —e™").

En el instante en que el objeto golpee contra el suelo, éste habra recorrido
500 m, por tanto z(t) = 500:

500 = 9,81t — 9.81(1 — e ") = 9,81t — 9,81 —9,81le™" —t+e " =51,97.

Como no sabemos despejar ¢, podemos utilizar un método numérico de
resolucién o bien, podemos considerar que e~! es muy pequeno para valores
cercanos a 51,97 y despreciar dicho término, tomando como resultado aproxi-
mado:

t~5197sgll

Ejemplo 2.21. Un paracaidista cuya masa es 75 kg se deja caer desde un
helicoptero que se encuentra suspendido a 4000 m de altura sobre la superficie
y cae hacia la tierra bajo la influencia de la gravedad. Se supone que la fuerza
gravitacional es constante y que la fuerza debida a la resistencia del aire es
proporcional a la velocidad del paracaidista, con constante de proporcionalidad
k1 = 15 kg/sg cuando el paracaidas estd cerrado y ks = 105 kg/sg cuando
estd abierto. Si el paracaidas se abre 1 minuto después de abandonar el he-
licoptero, veamos al cabo de cuantos segundos llegara el paracaidista a la
superficie.

Solucion. Soélo estamos interesados en el momento en que el paracaidista
llega al suelo, no dénde, por tanto, consideramos sélo la componente vertical
del descenso. En este problema necesitamos dos ecuaciones, una que describa
el movimiento antes de abrir el paracaidas y otra para después de abrirlo.
Antes de abrir el paracaidas: tenemos el mismo modelo que en el Ejem-
plo 2.19, con los datos vg = 0, m = 75, k = k; = 15y ¢ = 9,81. Denotamos
x1(t) a la distancia descendida por el paracaidista en ¢ segundos y vy (t) = %2

entonces, sustituyendo en (2.37) y (2.39), tenemos:

dt

vi(t) = 49,05(1 — e %2,
z1(t) = 49,05t — 245,25(1 — e~ %2").

Por consiguiente, al cabo de ¢ = 60 segundos, el paracaidista esta descen-
diendo a una velocidad de v1(60) = 49,05 m/sg y ha descendido x;(60) =
2697,75 m. En este instante se abre el paracaidas.

Después de abrir el paracaidas: el paracaidista esta a 1302,25 m del
suelo con una velocidad de 49,05 m/sg. De nuevo tenemos el mismo modelo
que en el Ejemplo 2.19, pero con los datos vg = 49,05, m = 75, k = ky = 105
y g = 9,81. Denotamos x5(t) a la distancia descendida por el paracaidista en
t segundos y v,(t) a su velocidad en un instante t; entonces, sustituyendo en
(2.39), tenemos:

To(t) = 7,01t + 30,03(1 — e 1),
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Para determinar en qué momento llega a la superficie, hacemos xo(t) =
1302,25 y, despejando ¢, sabremos cudntos segundos transcurren hasta llegar
al suelo desde que se abrié el paracaidas:

1302,25 = 7,01t + 30,03(1 — e %) — t — 4,281 — 181,49 = 0.

Despreciando el término exponencial, se tiene ¢ = 181,49 segundos. Luego
llegara al suelo 181,49 4+ 60 = 241,49 segundos después de haberse lanzado
desde el helicoptero. B

2.6.4. Problemas de mezclas

Sea x(t) la cantidad de sustancia presente en el tanque en el instante ¢ y
sea ‘fl—f la rapidez con que x cambia respecto al tiempo.

dx
Para un tiempo ¢, la velocidad de cambio de la sustancia en el tanque, e

debe ser igual a la velocidad a la que dicha sustancia entra en el tanque menos
la velocidad a la que lo abandona, es decir, la ecuacion diferencial que modeliza
este problema viene dada por:

dx
= — s
dt
donde
ve(cantidad/t) = velocidad de entrada o concentracién al
‘ N del fluido (vol/t) entrar (cantidad/vol)
vy(cantidad /t) = velocidad de salida concentracion al

del fluido (vol/t) * salir (cantidad/vol)

La concentracién de salida es la cantidad de sustancia z(t) dividida por el
volumen total en el tanque en dicho instante t.

Ejemplo 2.22. Consideremos un tanque que, para un tiempo inicial ¢t = 0,
contiene (Qy kg de sal disuelta en 100 litros de agua. Supongamos que en el
tanque entra agua conteniendo %L kg de sal por litro, a razén de 3 litros/minuto
y que la solucion bien mezclada sale del tanque a la misma velocidad. Hallemos
una expresion que nos proporcione la cantidad de sal que hay en el tanque en
un tiempo t. Hallemos también una expresién que nos proporcione la concen-
tracion de sal en el tanque en cada instante t.

Solucién. Sea z(t) la cantidad de sal (en kg) en el tanque en un instante ¢.
La velocidad de cambio de sal en el tanque para un tiempo ¢, 2'(t), debe ser
igual a la velocidad de entrada de la sal en el tanque menos la velocidad de

salida:
dx

%:

Ve — Vs,
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siendo

1
ve =7 kg/l x 3 1/min,

t
vy = % kg/l x 3 1/min.

3 I/min con § kg/l

Figura 2.3: Mezcla en un tanque.

Observamos que el volumen de agua en el tanque es constante, 100 litros,
ya que entra y sale la misma cantidad de fluido por minuto.
Por consiguiente, tenemos la siguiente ecuacion diferencial:

dx_?)_ 3 (t)
a4 100"\

Esta es una ecuacion lineal y su solucién general es:
z(t) = 25 + Ce 0%,

Para verificar la condicién inicial z(0) = @, se tendra que C' = Qo — 25,
por tanto:

w(t) = 25(1 — e™*%) + Qoe™ ™ (2.40)

es la expresion que nos da la cantidad de sal que hay en el tanque en un tiempo
t.

El primer término de la expresién (2.40) representa la cantidad debida a
la accion del proceso. Cuando t crece, este término se aproxima a 25. Fisica-
mente, éste sera el valor limite de x a medida que la solucién original va siendo
reemplazada por la solucién que entra con una concentracién de sal de % kg/1.

La concentracién, C(t), de sal en un instante ¢ es:

puesto que el volumen es 100 litros. W
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Ejemplo 2.23. Consideremos un depésito grande que contiene 1000 1 de
agua. Una solucion salada de salmuera empieza a fluir hacia el interior del
depdsito, a una velocidad de 6 1/min. La solucién dentro del depdsito se
mantiene bien agitada y fluye hacia el exterior a una velocidad de 5 1/min.
Si la concentracién de sal en la salmuera que entra en el depésito es de 1 kg/1,
determinemos la concentracion de sal en el tanque en funcién del tiempo.

Solucién. Sea z(t) la cantidad de sal (en kg) en el tanque en un instante ¢. La
concentracion de sal en un instante ¢ en el tanque sera la cantidad de sal que
hay en el tanque en dicho instante dividido por el volumen total de agua. En
este caso, el volumen de agua en el tanque no es constante, ya que la velocidad
de entrada y salida del fluido no es la misma, pues entra mas agua que sale.
Sea y(t) el volumen (en litros) afiadido al depdsito en un instante ¢. Entonces,
la velocidad de entrada y salida de sal vendra dada por

ve = 1 kg/1 x 6 1/min,

x(t) ,
o= Y 16/ %5 1/min.
Us = 1000 1 (g /15 /min

Puesto que entran 6 1/min y salen 5 1/min, tenemos que cada minuto se
anade 1 litro de agua al tanque, por tanto y(t) = t. Con estos datos, la variacién
de sal en el tanque vendra dada por la ecuacion diferencial

dm_ _6 Sx
T T Y T 1000+ ¢

con la condicién inicial #(0) = 0, pues en el instante inicial el depésito no tenia
sal.
Resolvemos esta ecuacion lineal:

5
— X
1000 +¢

x +
Hallamos el factor integrante:
p(t) = el o = (1000 + t)°

y obtenemos la solucién:

z(t) = (1000 + ) +

(1000 4 ¢)5°
Como z(0) = 0, sustituimos y obtenemos que C' = —1000°, por tanto:
10006
t) = (1000 +t) — ——=
2(t) = (1000 +1) = 560 + 18

es la cantidad de sal en el tanque en un instante ¢ y la concentracion sera:

t 1000°
z(t) W0 kg litro. m

)= ——~2 =1 —
) = To00 1+ (1000 + t)
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2.6.5. Desintegraciéon de sustancias radiactivas

La rapidez de desintegracion de una sustancia radiactiva es proporcional a
la cantidad presente de dicha sustancia, lo que nos lleva a la ecuacién diferen-
cial:

dA

— =-)XA, A>0
dt ) >7

donde A(t) es la cantidad de sustancia presente en un instante ¢ y A es una
constante de proporcionalidad que depende de la sustancia. El signo negativo
en la ecuacién se debe a que la cantidad de materia va disminuyendo a medida
que el tiempo crece.

Se llama vida media o periodo de semidesintegracion a una medida de
la estabilidad de una sustancia radiactiva. La vida media es el tiempo necesario
para que se desintegren la mitad de los nicleos de una cantidad inicial Ay de
dicha sustancia. Cuanto mas larga es la vida media de un elemento, més estable
es.

Ejemplo 2.24. Un reactor nuclear transforma el Uranio 238, que es relati-
vamente estable, en el isétopo Plutonio 239. Después de 15 anos se determina
que el 0.043% de la cantidad inicial Ay de Plutonio se ha desintegrado. De-
terminemos el periodo de semidesintegracion de este isétopo si la velocidad de
desintegracién es proporcional a la cantidad restante.

Solucién. Sea A(t) la cantidad de Plutonio existente en un instante ¢ (afios).
Como hemos visto, la ecuacion diferencial que describe este proceso es:

a _ —AA, A>0,
dt
con las condiciones adicionales A(0) = Ay y A(15) = A — %, que nos

permitiran hallar A y la constante de integracién. Resolviendo esta ecuacion
separable tenemos la solucion:

At) = Ce™™.
Sustituyendo la condicién A(0) = Ay, se tiene:
Ay = Ce°, por tanto: C = A,.

Sustituyendo el dato A(15) = 257 A, se tiene:

0,99957A¢ = Age "™, por tanto: A = 2867 -107°.
Por tanto, la solucion de la ecuacion diferencial es:

A(t) = A06—2867~10*8t'

Esta solucién nos proporciona la cantidad de materia existente al cabo de
t anos. Por definicion, el periodo de semidesintegracion sera un valor 7 tal que
A(r) = 42; por ello, sustituimos en la ecuacién:

Ay -8
= — Ay 286710757
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y despejamos el tiempo 7:
T ~ 24180 anos. A

En general, para cualquier sustancia radiactiva, se tiene que el periodo de
semidesintegracion sera un valor 7 que verifique:

A In 2
70 = Ape ™", por tanto: In2 = A7, es decir: A= —.
T
A ) se le conoce como constante radiactiva. Cuanto mayor es su valor

maés radiactivo es el elemento.

2.6.6. Determinacion de edades por el método del car-
bono 14

Alrededor de 1950, el quimico Willard Libby ideé un método en el cual
se usa carbono radiactivo para determinar la edad de los fésiles. La teoria se
basa en que el isétopo carbono 14 (14C) se produce en la atmdésfera por la
accion de la radiacion césmica sobre el nitrogeno. El cociente de la cantidad
de 14C y la cantidad de carbono ordinario 12C presentes en la atmosfera es
constante y, en consecuencia, la proporcion de isétopo presente en los orga-
nismos vivos es la misma que en la atmésfera. Cuando un organismo muere,
la absorcién del 14C cesa. Comparando la proporcién de 14C que hay en un
f6sil con la proporcién constante encontrada en la atmosfera es posible obtener
una estimacion razonable de su edad. El método se basa en que el periodo de
semidesintegracion del 14C es de aproximadamente 5600 anos. Por su trabajo,
Libby gané el premio Nobel de Quimica en 1960. El método de Libby ha sido
utilizado para determinar la antigiedad del mobiliario de madera hallado en

las tumbas egipcias, asi como la de las envolturas de lienzo de los manuscritos
del Mar Muerto.

Ejemplo 2.25. Se ha encontrado que un hueso fosilizado contiene 1,/1000
de la cantidad original de carbono 14. Determinemos la edad del fosil.

Solucién. Sea A(t) la cantidad de 14C presente en un instante ¢ (anos) y
sea A(0) = Ap la cantidad inicial de 14C que tenia el fésil. Consideramos la
ecuacion diferencial:

dA
— ==XM, A>0
dt

cuya solucién es:

A(t) = A()e_)\t,
In2
con A = =2,
T
Como actualmente se tiene una cantidad de ﬁAO de 14C, sustituyendo

en la solucion podemos despejar el tiempo transcurrido:

1 n
Tggg 4o = Aae” 5"
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por tanto:

In2
—Inl =——t
n 1000 7600"
de donde despejamos el tiempo:
3In10
t= 5600.
In2

La edad del f6sil es de aproximadamente 55808 anos. W

Ejemplo 2.26. Una muestra de carbon encontrada en Stonehenge re-
sulté contener un 63 % del 14C de una muestra actual de la misma masa.
Veamos cudl es la edad de la muestra de Stonehenge.

Solucidn. Sea A(t) la cantidad de 14C presente en un instante ¢ (afos) y sea
A(0) = Ay la cantidad inicial de 14C que tenia la muestra encontrada. De
nuevo consideramos la ecuacion diferencial:

dA
— ==-MA, A>0,
dt

cuya solucién hemos visto en el ejemplo anterior viene dada por

A(t) = A()e_)\t,
In2
con A = —.
T

Como actualmente se tiene una cantidad de %AO de 14C, sustituyendo
en la solucién podemos despejar el tiempo transcurrido y conocer la edad del

carbdn:
In2
63

——t
ﬁAO = Age 5600
In2

| —In100 = ————
n63 — In 100 5600t

y despejamos ¢:
~ 2In10 —In63

5600 ~ 3800 anos. W
In2

2.6.7. Crecimiento de poblaciones

Para estudiar el crecimiento de poblaciones se pueden seguir diferentes
modelos. Por ejemplo, el modelo malthusiano o exponencial se basa en que la
tasa de crecimiento es proporcional a la poblacién; por tanto, esta descrito por
una ecuacién diferencial de la forma:

dx

—=kz, k>0,

dt
Un modelo de poblaciones maés realista es el modelo logistico donde se

supone que existe una tasa de mortalidad debida a factores externos, llegandose
a la ecuacién diferencial de la forma:

dx

W ta—ba), 2(0) =0
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Ejemplo 2.27. En 1790 Estados Unidos tenia una poblaciéon de 3.93 mi-
llones de personas y en 1800 de 5.31 millones. Usando el modelo exponencial,
estimemos la poblacién de EEUU en funcién del tiempo.

Solucién. Sea z(t) la poblaciéon de EEUU en un instante ¢ (afios). La solucién
de la ecuacion diferencial separable

dx
>k
a
es:
x(t) = Cer.

Para el instante inicial ¢ = 0, correspondiente al ano 1970, se tiene que
x(0) = 3,93 millones. Para el instante ¢ = 10, correspondiente al ano 1800,
x(10) = 5,31 millones. Estos datos nos permiten calcular las constantes C' y

2(0) = C = 3,93

2(10) = 5,31 = 3,93¢'%,  de donde: k = {5 In 355 =~ 0,03.

Por tanto, la expresion que nos da la poblacion de EEUU en funcién del tiempo

€S
z(t) = 3,93¢%% A

Ejemplo 2.28. Un estudiante portador de un virus de gripe regresa a un
campus universitario aislado que tiene 1000 estudiantes. Al cabo de 4 dias hay
50 estudiantes contagiados. Si se supone que la rapidez con la que el virus se
propaga es proporcional al nimero de estudiantes contagiados y al nimero de
alumnos no contagiados, determinemos el niimero de estudiantes contagiados
que habra después de 6 dias.

Solucién. Sea z(t) el nimero de alumnos contagiados al cabo de t dias.
Puesto que la rapidez con la que el virus se propaga es proporcional al nimero
x de estudiantes contagiados y también al nimero de alumnos no contagiados,
1000 — z, la ecuacion diferencial para este problema sera de la forma:

d
d—f = k(1000 — ).
Esta ecuacién es de variables separables:
d
R
x(1000 — z)
Integrando ambos lados:
1 T
1 =kt
1000 ‘ 1000 — TG,
x
In |———| = 1000& =1
1 1000 — = 000kt + CQ, CQ 00001,
x

- —C 1000k t C = Cg‘
00—z ~° ¢
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Consideremos ahora las condiciones adicionales. En el instante inicial sélo
habia un estudiante contagiado, por tanto xz(0) = 1 y sustituyendo se tiene:

1 J—
999

Al cabo de cuatro dias, hay 50 estudiantes contagiados, es decir, x(4) = 50,

sustituyendo:
50 R T

1000 —50  999°

de donde despejando k se tiene:

k=0,99-1073.

Por tanto, la solucién (implicita) de la ecuacién diferencial es:

x 1 £0:99t
1000 —x 999 ’

Para hallar el nimero de alumnos contagiados al cabo de 6 dias, sustituimos
t =6 y despejamos  :

z(6) L 0996
T 0996 ()38
1000 — 2(6) _ 999° 0%

2(6) = 380 — 0,38 z(6),
1,38 x(6) = 380,

por tanto:

380
z(6) = T3 = 275 estudiantes. W

Ejercicios de la seccion 4.5

1. Halla la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas dada
por:

(a) y? — 22 + 4oy — 2Cx = 0.

Solucién: (a) y* + 3yz?® + 42* = C.
2

b) Inly| — 35 =C.

c) y* —2zy —2* =C.
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2. Halla el miembro de la familia de trayectorias ortogonales a la familia
r+y=Cé,
que pasa por el punto (0,5).
(Solucién: y = 3e™* — x + 2).

3. Supongamos que un paracaidista de masa 80 kg se lanza desde un avion
y que su paracaidas se abre en el instante ¢ = 0 cuando su velocidad
es v(0) = 10 m/sg. Calcula la velocidad del paracaidista en un instante
t > 0 sabiendo que la resistencia al aire es proporcional al cuadrado
de la velocidad. (La constante de proporcionalidad es k = 4 kg/sg, vy
tomemos g = 10 m/sg?). (Solucién: v(t) = 10v/2(5,82846ev?" — 1)/(1 +
5,82846¢V2")).

4. Lanzamos un objeto de masa 75 kg desde una altura de 1000 m con una
velocidad inicial de 10 m/sg. Suponemos que la fuerza gravitacional es
constante y que la fuerza debida a la resistencia del aire es proporcional
a la velocidad, con constante de proporcionalidad k£ = 30 kg/sg. (a) ;En
qué instante ¢t su velocidad serd el doble de la velocidad inicial?. (b)
.Cuédnto tardard en llegar al suelo? (Solucién: (a) ¢t = 2,74653 sg. (b)
t =415 sg).

5. Un paracaidista cae hacia la superficie terrestre partiendo del reposo. La
masa total del hombre y del equipo es de 100 Kg. Antes de que se abra
el paracaidas la resistencia del aire (en Newtons) es de 5v, siendo v la
velocidad en m/sg. Después de abierto el paracaidas la resistencia del aire
es de 36v2. Si el paracaidas se abre a los 5 segundos de iniciada la caida,
calcula la velocidad del paracaidista en funcién del tiempo. (Solucion:
v(t) = (—15,6325 — 19,8787¢37%) /(3 — 3,81e>76%)).

6. Una salmuera que contiene inicialmente 2 kg de sal por litro, fluye hacia
el interior de un tanque inicialmente lleno con 500 litros de agua que
contienen 50 kg de sal. La salmuera entra en el tanque a una velocidad
de 6 1/min. La mezcla, que se mantiene uniforme por medio de agitacion,
estd saliendo del tanque a razén de 5 1/min.

a) Calcula la concentracién de sal en el tanque al cabo de 10 minutos.

b) Transcurridos 10 minutos, se presenta una fuga en el tanque que
ocasiona que salga de él un litro adicional por minuto. ;Cual serd la
concentracion de sal contenida en el tanque al cabo de 20 minutos?

(Solucién: (a) 0,3128 kg/1. (b) 0,5001 kg/1).

7. Una habitacién que contiene 24 m? de aire se encuentra inicialmente libre
de monodxido de carbono. En el instante ¢t = 0 entra en la habitaciéon humo
de cigarrillos con un contenido del 0,4 % al ritmo de 0,024 m?/min. La
mezcla homogeneizada sale del local al mismo ritmo. Calcula el tiempo
que se tarda en obtener una concentracién del 0,012 % de monédxido de
carbono en el local. (Solucién: 35,6675 min).
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8. En un tanque con 2000 1 de agua entran 10 1/min de agua conteniendo
2 kg/1 de sal disuelta y salen 10 1/min hacia el exterior. Determina la
cantidad de sal que hay en el tanque en cada instante ¢. jCuando alcan-
zard la concentracion de sal en el tanque 1/2 kg/1? (Solucién: 57,536
min).

9. Un tanque cuya capacidad es de 1000 1 contiene inicialmente 250 1 de
agua en la que se encuentran disueltos 10 kg de sal. Una solucién con sal
conteniendo 0.3 kg/1 de sal entra en el tanque a una velocidad de 15 1/min
y la mezcla, bien agitada, abandona el tanque a una velocidad de 5 1/min.
(a) Halla la cantidad de sal que hay en el tanque en un instante ¢. (b)
., Qué cantidad de sal hay en el tanque justo en el momento antes de
que éste comience a desbordarse? (Solucién: (a) z(t) = 0,3(250 + 10t) —
325v/10(250 + 10t)~1/2). (b) 267,5 kg).

10. Un lago tiene un volumen de 458 km?®. Los flujos de entrada y salida
se realizan ambos a razén de 175 km? por afio. En un determinado mo-
mento una fabrica vierte sus residuos en él, siendo la concentracién de
contaminantes en dicho momento de 0.05%. A partir de ese momento
la concentracién de contaminantes que ingresa es de 0.01 %. Suponiendo
que el agua se mezcla homogéneamente dentro del lago, ;cuanto tiempo
pasara para que la concentracion de contaminantes en el lago se reduzca
al 0.027 (Solucién: ¢t ~ 63 anos).

11. En una cueva de Sudéfrica se encontré un crdaneo humanoide junto con
los restos de una fogata. Los arquedlogos creen que la edad del craneo
es igual a la de la fogata. Se ha establecido que solamente un 2% de
la cantidad original de 14C queda en la madera quemada en la fogata.
Calcula la edad aproximada del craneo. (Solucién: ¢ ~ 31605,5 anos).

12. La vida media del cobalto radioactivo es de 5270 anos. Supdéngase que un
accidente nuclear ha dejado que el nivel de cobalto radioactivo ascien-
da en cierta regién a 100 veces el nivel aceptable para la vida humana.
. Cudnto tiempo pasara para que la regién vuelva a ser habitable? (Igno-
ramos la posible presencia de otros elementos radioactivos). (Solucién:
t ~ 35,02 anos).

13. Supongamos que partimos de una cantidad inicial de fermento de levadu-
ra de 2 gr y al cabo de 2 horas es de 2,3 gr. ;Cuanto fermento habra al
cabo de 6 horas de comenzar la fermentacion si la velocidad con la que
crece el fermento es proporcional a la cantidad inicial? (Solucién: 3,04340

gr).

14. Consideremos que la rapidez con que crece un cierto rumor entre una
poblacién es proporcional al nimero de individuos que conocen la noticia
por el nimero de individuos que no la conocen. Supongamos que en el
instante t = 0, la mitad de una poblacién de 100000 personas han oido
cierto rumor y que el numero de las que lo han oido crece en ese momento
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a razon de 1000 personas por dia. ;Cuanto tiempo pasara para que el
rumor se extienda al 80 % de la poblacién? (Solucién: ¢ ~ 34,66 dias).

15. Sea P(t) la poblacién de una determinada ciudad en un instante ¢, cuya
variacion viene modelizada por la siguiente ecuacién diferencial:

dP
T (B—40)P,

siendo 8 y ¢ los indices de natalidad y mortalidad respectivamente.
Consideramos que dicha ciudad tenia una poblacién de 1,5 millones en
1980. Supongamos que ésta crece continuamente a razén del 4 % anual
(8 —¢6 = 0,04) y también que absorbe 50000 recién llegados por afio.

. Cudl sera la poblacion en el anio 20007 (Solucién: ¢ ~ 4,87 millones).

16. Una poblacién P(t) de pequenos roedores tiene un indice de natalidad
B = 0,001 P (nacimientos por mes y por roedor) y un indice de mortalidad
d constante. Si P(0) = 100 y P'(0) = 8, jcudnto tiempo (en meses)
tardard esta poblacién en duplicarse a 200 roedores? (Calculad primero
el valor de 0).(Solucién: ¢ ~ 5,89 meses).

17. Un pastel es retirado del horno a 210 °F dejandose enfriar a la tem-
peratura ambiente de 70 °F. Después de 30 minutos la temperatura del
pastel es de 140 °F, jcudndo estard a 100 °F? (Solucién: 66 min 40 seg).

18. Justo antes del mediodia el cuerpo de una victima, aparentemente de
homicidio, se encuentra en un cuarto que se conserva a temperatura
constante a 69,8 °F. Al mediodia la temperatura del cuerpo es 79,8 °F y
ala 1 pm es de 74,8 °F. Si se supone que la temperatura del cuerpo en
el momento de la muerte era de 98,6 °F y que se ha enfriado de acuerdo
con la ley de Newton. ;Cudl es la hora del crimen? (Solucién: 10 horas
28 min).

19. Un escalador sale de su campamento base a las 6 de la manana. A medida
que asciende, la fatiga y la falta de oxigeno hacen que la rapidez con la
que aumenta su elevacion sea inversamente proporcional a la distancia
que sube. A las 12 del mediodia esta a una altura de 5700 m y a las 2
de la tarde ha llegado a la cima de la montana, que esta a 6000 m. ;A
qué altura se encuentra el campamento base? (Solucién: 4686,1498 m).
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TEMA 3

Ecuaciones lineales de segundo
orden y de orden superior

En general, las ecuaciones diferenciales de orden mayor que uno son muy
dificiles de resolver, aunque para casos especiales se conocen sustituciones que
transforman la ecuacién original en otra ecuacion que puede resolverse por
medio de funciones elementales, elipticas o algiin otro tipo de funcién especial.
Sin embargo, la teoria de las ecuaciones lineales resulta sencilla ya que admite
una formalizacion algebraica y su resolucién resulta inmediata en el caso de
que los coeficientes de la ecuacion sean constantes.

La ecuaciones diferenciales lineales de orden mayor que uno surgen al mo-
delizar muchos problemas de ingenieria: muelles eldsticos, caida de cuerpos,
flujo de corrientes eléctricas, etc. También resultan 1tiles para obtener aproxi-
maciones de las soluciones de los sistemas no lineales.

En este tema vamos a estudiar las ecuaciones diferenciales lineales y sus
aplicaciones, asi como métodos para su resolucion.

Los objetivos concretos de este tema son:

= Conocer la teoria de las ecuaciones diferenciales lineales de orden dos y
generalizar este estudio a orden n.

» Resolver ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes.

= Estudiar aplicaciones donde surgen este tipo de ecuaciones.

3.1. Introducciéon

Comenzamos este tema modelizando el movimiento de un péndulo simple.
Aunque este problema nos lleva a una ecuacién de segundo orden que no es
lineal y no sabemos hallar una solucion explicita, si podemos aproximar dicha
ecuacion a una ecuacion lineal que sera sencilla de resolver.

Un péndulo simple consta de una masa m suspendida por un cable, de
longitud [ y masa despreciable, de modo que el cable se mantiene siempre recto
y la masa queda libre oscilando en un plano vertical. Con estas condiciones,
queremos describir la posicién de la masa en cada instante, «(t), siendo « el
angulo que forma el cable con la vertical (ver Figura 3.1).
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Figura 3.1: Fuerzas que intervienen en el péndulo simple.

La ecuacion que rige el movimiento del péndulo se determina a partir de
la ley de Newton F' = ma. Puesto que la masa se desplaza sobre una circun-

ferencia de radio [, la fuerza resultante F es un vector que actia a lo largo de
2

s
dicha circunferencia, es decir, tangente a ella. Por tanto, @ = proR donde s es
la longitud de arco que indica la posicién de la masa (respecto de la vertical).

Las fuerzas que actiian sobre el péndulo son:

= La tension, CF, dirigida hacia arriba en la direccion del cable.

= El peso de la masa, en la direccién de la vertical y dirigido hacia aba-
jo, de médulo mg. La fuerza ejercida por el peso de la masa tiene dos
componentes:

° ﬁlz de modulo iﬁual al de f, pero con sentido opuesto; por tanto,
se cancela con T .

e Fy: tangente a la trayectoria y con direcciéon opuesta al movimiento.
Su médulo es Fy = —mgsin a.

La fuerza resultante que actia sobre el péndulo es Fy. Consideremos o > 0
a la derecha de la vertical, entonces:
d?s d*o

m— = ml—-
dt? dt?
y la ecuacion diferencial que modeliza el problema queda en la forma siguiente:

o g .
—5 t 7sina = 0.
dt l
Esta ecuacién es dificil de resolver: es un ejemplo de ecuacién no lineal.
En la practica, cuando se presenta una ecuacién diferencial no lineal es ttil
estudiar la linealizacién de la ecuacién que consiste en aproximarla mediante
una ecuacion lineal. En este caso, se observa que para valores pequenos de «

se tiene que sina ~ « y asi obtenemos la ecuacion lineal:

Fy = —mgsina =

d*a g
W + 701 = 0. (31)
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Para oscilaciones pequenas del péndulo, las soluciones determinadas a par-
tir de (3.1) serdn una buena aproximacion de las soluciones reales.

Para resolver esta ecuacion lineal estamos buscando una funcién «(t) con la
propiedad de que su segunda derivada sea igual a una constante negativa por
la, propia funcién. Una solucién podria ser a(t) = coswt o bien «a(t) = sinwt,
para una constante w adecuada. Sustituyendo «(t) = coswt en (3.1) tenemos:

—w? coswt + % coswt = 0, es decir, (% —w?) coswt = 0.
Eligiendo w? = ¢ se tiene que a;(t) = cos(,/2t) es una solucién de (3.1).

Andlogamente, as(t) = sin(,/%t) es también solucién de (3.1). Dado que (3.1)
es una ecuacion lineal, cualquier combinacién de la forma:

at) =Cy cos(\/gt) + Cy sin(\/%t) (3.2)

es solucion, con C y Cs constantes arbitrarias. Como veremos en el Teorema
3.3 toda solucién de (3.1) sera de la forma (3.2).

Conociendo el desplazamiento inicial «(0) y la velocidad angular inicial
a/(0) es posible determinar C y Cy. Obtenemos asi las soluciones particulares
que describen el movimiento para cada condicién inicial.

Como el periodo de coswt y sinwt es QW—’T, entonces el periodo de oscilacién

del péndulo es:
p_ 2" _on /L
Vi g

El movimiento descrito en la ecuacién (3.2) se llama movimiento arménico
simple.

3.2. Ecuaciones lineales de segundo orden

Una ecuacién diferencial lineal de orden 2 es de la forma:

2
ag(x)% + al(x)j—i + ap(z)y = b(x). (3.3)

Si los coeficientes a;(z) son constantes, se dice que la ecuacién es de co-
eficientes constantes; en caso contrario se llama ecuacion de coeficientes
variables.

Si b(z) = 0, se dice que la ecuacién es homogénea. Si b(x) # 0, se lla-
ma ecuacién no homogénea y el término b(z) se denomina término no
homogéneo.

Restringimos el estudio de la ecuacion a los intervalos donde los coeficientes
son funciones continuas. Es decir, asumimos que as(x), ai(z), ap(z) y b(x) son
continuas en algtn intervalo |a, b[. Suponiendo ademas que as(x) # 0 en dicho
intervalo, podemos expresar la ecuacién (3.3) en forma canénica:

&’y
dx?

dy

p(:v)% +q(x)y = g(7) (3.4)
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con p(x), q(x) y g(z) continuas en |a, b[.
Bajo estas condiciones, el problema de valor inicial tiene solucién tnica:

B Teorema 3.1. Sean p(x), ¢(x), g(x) funciones continuas en algin intervalo
la, b[ que contiene al punto x¢; entonces, para cualquier eleccién de los valores
Yo, Y1 existe una unica solucion del problema de valor inicial

Y +p(x)y + q(z)y = g(z), sujeto a y(xo) = yo, ¥ (zo) = v1-

Ejemplo 3.1. Determinemos el maximo intervalo para el cual el teorema
anterior nos asegura la existencia y unicidad de una solucién del problema de
valor inicial:

d*y 1 dy
7R —"

+Vry=Inz, y(1) =3

Solucién. p(z) =

5 o continua en R — {3}, ¢(z) = \/x es continua en

[0,400] v g(x) = Inz es continua en |0, +oo[; por tanto, el mayor intervalo
abierto que contiene a xqg = 1 y donde las tres funciones son continuas a la vez
es |0,3[. W

3.2.1. [Ecuaciones lineales homogéneas

B Definicién 3.1. Asociada a la ecuacion (3.4) se tiene la siguiente ecuacion:

d*y dy
) —l—p(x)% +q(x)y =0 (3.5)

llamada ecuacién homogénea asociada a la ecuacién no homogénea (3.4).

A partir del término de la izquierda de la ecuacién (3.5), definimos el ope-
rador:

Lyl =vy" +py + qv,

llamado operador diferencial.
Entonces, la ecuacién (3.5) puede expresarse de la forma:

Ly](z) = 0. (3.6)
El operador diferencial es un operador lineal, ya que:

Ly (z) +y2(x)] = Ly
L[Cy(x)] = CL[y(z)].

Debido a la linealidad de L, si y1(x) e ya(z) son soluciones de (3.6), entonces
cualquier combinacién lineal Cyy;(z) + Coye(z) también es solucion:
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B Teorema 3.2. Sean y;(x) e y2(x) soluciones de la ecuacién lineal homogénea

y" + p(x)y’ + q(z)y = 0. (3.7)

Entonces, cualquier combinacién lineal Cyy;(x) + Caya(x), con Cy, Cy constan-
tes arbitrarias, también es solucién de (3.7).

Demostracién. Sea L[y] = y" + p(x)y’ + ¢(x)y. Como y; e y2 son soluciones
de (3.7) se verifica:

Lly] = Llyz] = 0.

Veamos si Chy; + Coys también es solucién. Dado que L es un operador
lineal se cumple:

L[Cyy1 + Cayp] = CiLlyn] + CoLyo] = €10 4 €50 = 0,
luego Chyi(z) + Caya(z) es solucion.

Ejemplo 3.2. Dadas las funciones y; (z) = €** cos (3z) e yo(x) = €** sin (3x),
soluciones de la ecuacién diferencial y” — 4y’ + 13y = 0, hallemos la solucién
de dicha ecuacion diferencial de segundo orden que verifica las condiciones
iniciales y(0) = 2, y/(0) = —5.

Solucién. Como consecuencia de la linealidad toda combinacién de estas solu-
ciones, y(z) = C1e** cos (3z) + Cye?* sin (3z), también es solucién de dicha
ecuacion. Buscaremos C y Cy adecuadas para que se verifiquen las condi-
ciones iniciales dadas. Para ello, calculamos y/'(x):

Y (z) = C1(2e* cos (3x) — 3e* sin (3x)) + Cy(2e* sin (3x) + 3e*” cos (3z))
y sustituimos las condiciones dadas:

y'(()) = 201 + 302 =-5— OQ = —3.

Por tanto, la solucién del problema de valor inicial es:

y(r) = 2e* cos (3r) — 3¢* sin (3z). W

Como se ha visto, dadas dos soluciones de una ecuacién lineal de orden
dos, cualquier combinacién lineal de ellas también lo es. Nos preguntamos si
existen otras soluciones no incluidas en dicha combinacion lineal.

Consideremos una ecuacion homogénea sencilla:

y —y=0. (3.8)

Las funciones y; = e* e yo = e son dos soluciones de esta ecuacién
diferencial. Por el teorema anterior, sabemos que toda combinacién lineal de

la forma C}e” +Cye™™ también es solucién. Supongamos ahora que ¢(z) es otra
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solucién de (3.8) y tomamos un valor fijo xy € R. Si existen C y Cy constantes
tales que ambas funciones y sus derivadas coincidan en zq, entonces:

| Gron oo = S 59

01610—02€_x0 = ¢,(l’0),

y tendremos dos soluciones ¢(z) y Cre* + Coe™™ que satisfacen las mismas
condiciones iniciales en xg, luego, por el teorema de existencia y unicidad,
ambas soluciones deben ser iguales:

o(z) = Cre® + Care™™ Y,

es decir, cualquier otra solucién de la ecuacion esta incluida en esta combi-
nacién lineal.

Para que existan C; y Cy verificando el sistema (3.9), éste ha de ser un
sistema compatible determinado y la condicién para que esto ocurra (por el
Teorema de Rouche Frobenius) es que:

Zo Zo

e e
ero  —e7To

£ 0.

Para este caso concreto, hemos visto que dadas dos soluciones particulares
toda solucién se puede expresar como combinacién lineal de ellas.

En general, esta propiedad se cumple para ecuaciones lineales de orden dos,
si las soluciones dadas, y; e y, satisfacen determinada condicién que vemos en
el siguiente teorema.

B Teorema 3.3. Sean y; e y» soluciones en un intervalo ]a, b] de la ecuacién
diferencial

y" +p(@)y +q(z)y =0, (3.10)

con py ¢ funciones continuas en |a, b[. Si en algin punto x, de |a, b| se satisface:
y1(wo)  ya(o) ‘
0 3.11
oo e |# 1y
entonces, toda solucién de (3.10) se expresa de la forma

y(@) = Cryi(z) + Caya(2), (3.12)

con C7 y C5 constantes.

Dadas dos soluciones y; e yo verificando el teorema anterior, se dice que
{y1(), y2(x)} es un conjunto fundamental de soluciones de (3.10).

La combinacién lineal dada por (3.12) es la solucién general de (3.10).

Dadas dos funciones diferenciables y; e ys, se denomina wronskiano de y;
e 12 a la funcién dada por:

Wy, v (z) 2’ ‘ﬁx) e '
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Luego una pareja de soluciones y; e ys de una ecuacion diferencial lineal
(3.10) en un intervalo |a,b[ es un conjunto fundamental de soluciones si se
cumple que Wy, y2|(z9) # 0, para algin xy €|a, b[.

Por tanto, resolver la ecuacién (3.10) consiste en hallar un conjunto funda-
mental de soluciones {y;(z),y2(x)} que nos proporcionara la solucién general
(3.12).

Ejemplo 3.3. Las funciones y;(z) = cos (3z) e yo(z) = sin (3z) son solu-
ciones de la ecuacion diferencial y”+9y = 0 en el intervalo | —oo, +o0o[. Hallemos
la solucién general de dicha ecuacion diferencial.

Soluciéon. Veamos que estas dos funciones son linealmente independientes.
Para ello, comprobamos si el wronskiano es distinto de cero en algin punto:

Wiy, ool() = C_O§ Srf()i%x) zilclo(sggx) =370, VzeR,

en particular existe un xg € R donde el wronskiano es distinto de cero, luego
son linealmente independientes. Se trata, por tanto de un conjunto fundamen-
tal de soluciones y la solucién general es:

y(z) = C} cos (3z) + Cysin (3z). A

B Definicién 3.2. Dos funciones y; e ys se dice que son linealmente de-
pendientes en un intervalo |a,b[ si existen constantes C y Cs, que no se
anulan simultaneamente, tales que:

Ciyr(z) + Coya(x) =0, Vz € (a,b).
Por tanto,

B Definicion 3.3. Dos funciones y; e y» son linealmente independientes
en |a, b si existe algin zg €|a, b[ donde se verifica:

Cry1(zo) + Coya(xo) # 0.

Luego la condicién (3.11) es equivalente a exigir que y; e yo sean funciones
linealmente independientes en |a, b|.
Esta definicién se extiende de modo natural para mas funciones.

Ejemplo 3.4. Determinemos si las funciones y;(z) = € e y2(x) = e72* son

linealmente dependientes o independientes en R.

Solucién. Veamos si verifica la condicién (3.11):
6—23:0

(30 _9p—2a0 | = —2e7" — e = —3e7™ £ 0, VzyeR,

en particular existe un xg € R donde el wronskiano es distinto de cero, luego
son linealmente independientes. W

Cuando tratamos con funciones que son solucién de una ecuacion diferencial
de la forma (3.10), se tiene el siguiente resultado:
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B Teorema 3.4. Si y; e ys son soluciones de la ecuacion diferencial lineal

y' 4+ p(x)y + q(x)y =0,

entonces su wronskiano, Wy, y2|(z), o bien es idénticamente nulo o bien no
se anula en ningin punto de |a, b[.

Ademas,

B Teorema 3.5. Wy, yo](x) # 0 siy sélo si y; e yo son linealmente indepen-
dientes.

Por tanto, para comprobar si dos soluciones forman un conjunto funda-
mental de soluciones, es decir, si son linealmente independientes, no hara falta
buscar un xy donde se cumpla la condicién (3.11), directamente veremos si el
wronskiano es nulo o no.

Método de reduccion del orden

Dada una ecuacién diferencial lineal homogénea de orden 2, el método de
reduccion del orden nos permite obtener una segunda solucién a partir de una
solucién conocida.

Sea f(z) una solucién conocida de la ecuacion

y" +p(x)y + q(x)y = 0. (3.13)
Este método consiste en suponer que la otra solucién es de la forma:
y(z) = v(z) f(z).

Sustituyendo esta expresién en la ecuacion, ésta se reduce a una ecuacion de
primer orden separable en la variable w = v'. Una vez obtenida v'(z), se integra
y se obtiene v(x). Es decir:

effp(m)dz
v(x) = / de.

Si buscamos un conjunto fundamental de soluciones, elegiremos las constan-
tes de integracion de modo que f(z) y v(x) sean linealmente independientes.

Ejemplo 3.5. Dada la funcién f(x) = e® solucién de la ecuacién diferencial
y" — 2y + y = 0, hallemos una segunda solucion linealmente independiente.

Solucién. Sea y(z) = v(x) f(z) = v(x) e” la nueva solucién, con v(z) a deter-
minar. Entonces:

y/:/(}ex_'_v/ex

y// — U@w + 2U/ ea: +U” ex.
Sustituyendo en la ecuacion diferencial:

ve® + 20 e +0"e” —2we” +v' ") +ve” =0
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y simplificando:
v =0.

Sea w = v/, entonces:
w' =0, por tanto w(z) =Cy, v'(x) =C) y v(x) = Crz + Oy,
de donde tenemos que la soluciéon buscada es de la forma:
y(x) = (Crz + Cy) e”.

Puesto que la solucién ha de ser linealmente independiente de f(z) = e*,
hemos de tomar C; # 0. Asi, tomando por ejemplo C; = 1y Cy = 0, una
segunda solucién linealmente independiente puede ser:

y(x) =ze*. N

Ejemplo 3.6. Dada la funcién f(z) = x solucién de la ecuacién diferencial
y" — 2xy’ + 2y = 0, hallemos una segunda solucién linealmente independiente.

Solucidn. Sea y(x) = v(z) f(z) = v(z) x la nueva solucién, con v(z) a deter-
minar. Entonces:

y =v+v'z
y"' =20 + 0"z
Sustituyendo en la ecuacién diferencial:

20"+ 0" x —2x(v+v'x) + 202 =0

y simplificando:
0" + (2 — 22%)v = 0.

Sea w = v/, entonces:
rw' + (2 — 22%)w = 0.

Resolvemos ahora esta ecuacién de primer orden. Separando las variables,

tenemos:
dw 22> —2
— = dx,
w T

integramos ambos lados,
In|w| = 2* — 2In |z| + O}

y al despejar w obtenemos:

e
Por tanto:
e’
v =C
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de donde tendremos: ,
e:p
v(z)="C / de.

Puesto que esta integral no se puede hallar en términos de funciones ele-
mentales, podemos expresar y(x) en términos de una integral definida:

T 6t2
= —dt
y(z) =2z /1 v

y aproximar los valores de y(x) mediante un método numérico. Otra opcién
seria obtener un desarrollo en series de potencias del integrando. W

Calculo de un conjunto fundamental de soluciones para ecuaciones
homogéneas con coeficientes constantes

Consideremos la ecuacién diferencial homogénea con coeficientes constantes
ay” + by + cy = 0. (3.14)

Puesto que los coeficientes a, b y ¢ son funciones constantes, y por tanto son
funciones continuas en R, el Teorema de Existencia y Unicidad nos garantiza
que (3.14) tiene soluciones en R.

Buscamos un conjunto fundamental de soluciones para construir la solucion
general. La forma que tiene la ecuacién nos sugiere que busquemos soluciones
de la forma y(z) = €, siendo r una constante a determinar. Para ello, deriva-
mos esta posible solucion:

y la sustituimos, junto con sus derivadas en (3.14):
ar?e™ 4 bre™ + ce™ = 0.

Sacando factor comun:
(ar2 + br + c) e =0,

como la funcién exponencial siempre es distinta de cero, se ha de cumplir la
siguiente condicion:
ar® +br +c=0. (3.15)

Luego €™ serd solucién de (3.15) si r satisface la ecuacién (3.15); a es-
ta ecuacion la llamamos ecuacién auxiliar o ecuacion caracteristica. Al
polinomio p(r) = ar? 4+ br + ¢ se le llama polinomio caracteristico.

Las raices de la ecuacién auxiliar son:

—b 4+ /b? — 4dac . —b—Vb? — 4dac
pr— 2: .

2a ’ 2a

(8]

Dependiendo de los valores de estas raices, construimos el conjunto funda-
mental de soluciones:
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(I) Raices reales y distintas

Si 7 # ro son raices reales distintas, un conjunto fundamental de solu-
ciones de (3.14) es
{67”155 erzx} )

Entonces, la solucién general es

y(l’) = C’le““ + 0267‘2‘70.

El procedimiento anterior nos proporciona las soluciones y a continuacion
comprobamos que son linealmente independientes,

1T 2T

e e
rie’? rqe®

W [6r1x7 67"21‘] _ — 67“1x61”2:c(,r,2 _ ,,41) 7£ 0’ Vo € R.

(IT) Raices reales repetidas

Si r; = ro = r son raices reales repetidas, un conjunto fundamental de
soluciones de (3.14) es:
{e'l“ﬁ’ xer:p}.

Entonces, la solucién general es:

y(x) = Cre™ + Coze™,

En este caso, la segunda solucion se ha obtenido mediante el método de
reducciéon del orden. Comprobemos que las soluciones son linealmente
independientes,

T T

(& xTe

_ 2rz
re™ (1 +rx) =70, VeeR

%% [erm’ xerm] _

Esta construccién se generaliza para ecuaciones de cualquier orden.
Ejemplo 3.7. Hallemos la solucién general de la ecuacién y” + 23" —y = 0.

Solucién. La ecuacién auxiliar asociada a esta ecuacién es r2+2r—1 = 0, cuyas
raices son 1 = —1 + /2 y 75 = —1 — v/2: por tanto, el conjunto fundamental
de soluciones es:
{1V o (1-V2)ay
y la solucion general es:
y(z) = Cre1HVIE L Che-1-V2 |

Ejemplo 3.8. Resolvamos la ecuacion diferencial 4" + 4y’ + 4y = 0.
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Solucién. La ecuacién auxiliar asociada a esta ecuacién es r? +4r +4 = 0,
cuya solucion es » = —2 con orden de multiplicidad 2; por tanto, el conjunto
fundamental de soluciones es:

{6—2:37 T 6—2:15}
y la solucién general es:
y(x) = Cre™* + Chze . 1A

Ejemplo 3.9. Hallemos la solucién general de la ecuacion y"”'+3y" —y'—3y =
0.

Solucidon. La construccion vista anteriormente se puede generalizar, en este ca-
so, para una ecuaciéon de orden 3. La ecuacion auxiliar asociada a esta ecuacion
es 34+ 3r2 —r —3 =0, cuyas raices son 7, = 1, 7o = —1 y r3 = —3; por tanto,
el conjunto fundamental de soluciones es:

{6m7 e—a:’ 6—3:1:}
y la solucion general es:
y(x) = Cre® + Che™™ + Cze . A

(III) Raices complejas conjugadas

Si las raices 1 = a + i y 1o = a — 1 son complejas conjugadas, un
conjunto fundamental de soluciones es:

{e*® cos (Bx), e sin (Bx)} .
Entonces la solucién general es:

y(x) = C1e™ cos () + Cre™ sin ().

Veamos que si las raices de la ecuacion auxiliar son 1 = a4+ iy
ro = a — i3, con o, f € R, entonces {e** cos (fx), e**sin (fzx)} es un
conjunto fundamental de soluciones.

Siguiendo el razonamiento visto para las raices reales tenemos como solu-

ciones €7 y €2, Tomemos €% (tomando e™* llegariamos a las mismas
conclusiones). Utilizando la férmula de Euler se tiene:

riT rox ToxT

en® = elotifr — goweifr — 00T (cog () + isin (Bz))
y obtenemos una solucién compleja:

z(z) = e** cos (fz) + ie™ sin (fx).

A partir de ella obtenemos dos soluciones reales de la ecuacion diferencial
teniendo en cuenta el siguiente resultado:
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B Lema 3.1. Si z(z) = u(z) + iv(x) es solucién de la ecuacién homogénea
ay’" +by +cy=0 (3.16)
donde a, b, c € R, entonces, u(x) y v(z) son soluciones reales de dicha ecuacién.
Demostracién. Si z(z) es solucién, entonces:
az" + b2 +cz=0.
Sustituimos z(z) junto con sus derivadas en la ecuacién (3.16):
a(u” + ") +b(u + iv') + c(u +iv) =0,
agrupamos términos:
(au” + bu’ + cu) +i(av” + bv' + cv) =0
e igualando la parte real y la parte imaginaria a 0, se tiene:
au” +bu' +cu=0, av”+b'+cv=0;
por tanto, u(z) y v(zx) son soluciones reales de la ecuacién diferencial. W

Ejemplo 3.10. Hallemos la solucién general de la ecuacién y” +2y'+5y = 0.

Solucién. La ecuacién auxiliar asociada a esta ecuacién es r2 + 2r +5 = 0,
cuyas raices son r; = —142i y ry = —1—24; por tanto, el conjunto fundamental

de soluciones es:
{e7"cos (2x), e “sin (2z)}

y la solucién general es:

y(z) = Cre " cos (2x) + Cae” “sin (2z). W

3.2.2. Ecuaciones lineales no homogéneas
Consideremos el operador lineal:
Lyl =y" +py' +qv.

Si la funcién y, (x) verifica que L [y1] (z) = g1(z), quiere decir que y;(x) es
solucién de la ecuacion diferencial no homogénea

y" +p(x)y + q(z)y = g1(x).

Si la funcién yo(x) verifica que L [yo] (z) = go(z), quiere decir que yo(x) es
solucion de la ecuacion diferencial no homogénea

y' +p(@)y + q(x)y = g2 ().
Puesto que L es un operador lineal se tiene que:

L[Ciyr + Coya] (z) = CLL [y1] () + CoL [y2] (x) = Crgi(z) + Caga(),
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siendo C} y Cy constantes cualesquiera. Esto nos dice que la funcién Cyy; (z)+
Caysz(x) es solucién de la ecuacién diferencial no homogénea

v+ @)y +q(x)y = Crgi(x) + Caga().
Este resultado que acabamos de ver se conoce como el principio de su-
perposicion.
Ejemplo 3.11. La funcién y(z) = —5 — % es solucién de la ecuacién
diferencial
v'+2y -3y =ux

., 2x ., ., . .
y la funcién y,(7) = % es solucion de la ecuacién diferencial

y// + 2y/ . 3y — €2x.
Hallemos una solucion de la ecuacion diferencial
y' + 2y — 3y = 4o — 5e*.

Solucidn. Sea L[y| = y"+2y’ —3y. Entonces L]y, |(z) = z = ¢1(x) y L]ys|(z) =
e?* = gy(x). Puesto que:

4a — 5e** = 4q,(x) — 5ga(x),
por el principio de superposicion se tiene que:
Ll4yy = 5y2](x) = 491 (x) — 5g2();

por tanto, la solucién buscada es:

y(z) = 4g1(v) — 5g2(),

es decir,

4z 8 9
SR —
y(z) 5 g ¢

Combinando el principio de superposicion y la representacién de las solu-
ciones de la ecuaciéon homogénea, se obtiene la solucién general de una ecuacién
diferencial lineal con coeficientes constantes no homogénea:

B Teorema 3.6. Sea y,(x) una solucién particular de la ecuaciéon no ho-
mogénea
'+ p@)y +q(z)y = g() (3.17)

en Ja,b[ y sean y;1(z) e yo(x) dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacién homogénea asociada

y' +p(@)y +q(z)y = 0.
Entonces, la solucién general de (3.17) viene dada por:

y(x) = Cryi(z) + Coya(x) + yp(z), con C) y Cy constantes.
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Demostracién. Sea ¢(z) una solucién cualquiera de (3.17), entonces ¢(x)
e yp(x) son dos soluciones de (3.17).

Por el principio de superposicién se tiene que ¢(z) — y,(z) es solucién de
la ecuaciéon homogénea

y" +p(x)y +q(x)y = g(x) — g(x) = 0.

Como {yi(x),y2(x)} es un conjunto fundamental de esta ecuacién ho-
mogénea asociada, se cumple que la solucién ¢(x) — y,(z) es combinacién
lineal de y; e yo. Luego existiran constantes C y Cy tales que:

o(x) — yp(x) = Cry1(x) + Coya().
Por tanto, la solucion es:
O(x) = yp(z) + Cry (2) + Coa(z). W

El procedimiento que indica el Teorema 3.6 se puede resumir de la siguiente
forma:

» Hallamos la solucién general de la ecuaciéon homogénea asociada:
yn(x) = Crya(x) + Coya ().

» Buscamos una solucién particular y,(z) de la no homogénea.

= La solucién general de la ecuacion completa, es decir, de la no homogénea,
es la suma de las dos soluciones anteriores:

y(x) = yn(2) + yp(2).

Ejemplo 3.12. Sabiendo que y,(z) = z? es una solucién particular de
la ecuacién diferencial y” — y = 2 — 22, hallemos la solucién general de esta
ecuacion no homogénea.

Solucion. Busquemos la solucién general de la ecuacién homogénea asociada
y" —y = 0. Su ecuacién auxiliar es 7> —1 = 0 y sus raices son r = 1 y r = —1.
Por tanto, la solucion general de la homogénea es:

yn(x) = Cre® + Coe™™
y la solucién general de la completa es:

y(r) = C1e* + Coe™ +2°. A

Ya hemos estudiado cémo hallarla solucién general yy, () de la ecuacién ho-
mogénea asociada. Veamos como hallar una solucién particular de la ecuacion
completa.
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Calculo de una solucion particular

A continuacion damos dos métodos que nos permiten encontrar una solu-
cién particular de una ecuacién lineal no homogénea de segundo orden: el
método de los coeficientes indeterminados y el método de variacion de los
parametros.

(I) Método de los coeficientes indeterminados

Supongamos que tenemos una ecuacion lineal con coeficientes constantes
ay” + by’ +cy = g(z)

con el término no homogéneo g(x) correspondiente a una funcién polindmica,
exponencial, seno, coseno o suma finita de éstas.

Este método consiste en hacer una suposicion inicial para la solucion par-
ticular con coeficientes sin especificar. La expresion supuesta se sustituye en
la ecuacién diferencial y se intenta determinar los coeficientes. Si no es posible
determinarlos significa que no es valida la solucién propuesta y debemos, por
tanto, modificar la suposicién inicial.

La limitacion del método es que soélo suele funcionar bien con las ecuaciones
con coeficientes constantes y cuando el término no homogéneo tiene la forma
indicada.

Ejemplo 3.13. Hallemos una solucién particular de la ecuacion diferencial
y" + 3y + 2y =3z + 1.

Solucion. La parte homogénea expresada en términos de operadores lineales
es:
Lyl (z) =y" + 3y +2y.

Buscamos una funcion y,(x) tal que L [y,] () = 3z + 1.
Notemos que si aplicamos L a cualquier funcién lineal y,(r) = Az + B, se
obtiene una funcién lineal:

Ly, () =0+ 3A+2(Azx + B) = 2Axz + (3A + 2B).
Igualando al término no homogéneo:
2Ax + (3A+2B) =3z +1

intentamos hallar los coeficientes A y B, para ello resolvemos el sistema:

3
24 =3 A=z
de donde:
3A+2B=1 B _’
4
Asi, la funcion
3 7
() = S —
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es una solucién particular de la ecuaciéon. W

Este ejemplo nos lleva a plantear que si el término no homogéneo es un poli-
nomio de grado n, es decir, si L[y] () = P,(z), podemos ensayar como solu-
cién particular un polinomio del mismo grado, y,(z) = A,z™ +- - -+ Ajx + A,
con los coeficientes A,,..., A1, Ay a determinar. Los coeficientes se determinan
sustituyendo en la ecuacion diferencial y resolviendo el sistema obtenido para

An7' ) Ala AO-
Ejemplo 3.14. Hallemos una solucién particular de la ecuacion diferencial
y// + 3y/ + 2y — 631.

Solucién. En este caso, buscamos una funcién y,(z) tal que L [y,] (x) = e,
con L [y| () = y" + 3y’ + 2y. Probemos con una solucién de la forma y,(z) =
Ae®® donde A es el coeficiente a determinar. Entonces,

Ly,) (x) = 9A4e> 4 3(34e™) 4 246% = ¥

de donde:
20A4e3® = 37
y despejamos A:
1
A=—.
20
Por tanto, la funcién
1 xr
Yp(w) = %63

es una solucién particular de la ecuacion. W
Este ejemplo nos lleva a pensar que si L [y] () = ae®® con a y « constantes,
podemos ensayar y,(z) = Ae*® con A coeficiente a determinar.

Ejemplo 3.15. Hallemos una solucién particular de la ecuacion diferencial
y' —y —y=sinx.

Solucién. Buscamos ahora una funcién y,(x) tal que L [y,] () = sinz. Po-
driamos probar con una funcion de la forma A sin z, pero al aplicar el operador
diferencial L, nos aparecerian términos en sin x y cos x, mientras que en la parte
derecha de la ecuacién s6lo hay término en sinzx :

Lyy] (x) = —2Asinz — Acosz =sinz

y esto implicarfa que A = 0 y por tanto y,(x) = 0, que no es solucién. Luego
deberemos probar con una solucién particular cuya forma contenga también
términos en cos x :

yp(r) = Acosz + Bsinz.

En este caso, derivando e igualando al término no homogéneo, se tiene:

Lyy] (x) = (—2A — B)cosx + (A —2B)sinz = sinz.
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Igualando los coeficientes de sinx y cosx, obtenemos el sistema:

—2A-B=0
A—-2B=1
cuya solucién es A = % y B = —%.
Por tanto, la funcién
(@) s
r)=—-cosx — —sinx
yp 5 5

es una solucién particular de la ecuaciéon. W

De manera mas general, si tenemos L [y] (x) = acos (Bx) + bsin (Sz), el
método sugiere que se pruebe con soluciones de la forma y,(x) = Acos (Bx) +
Bsin (fx), con Ay B coeficientes a determinar.

Ejemplo 3.16. Hallemos una solucion particular de la ecuacién diferencial
y// _|_ yl — 5

Solucion. Puesto que el término no homogéneo es un polinomio constante,
el Ejemplo 3.13 sugiere tomar y,(z) = A y hacer L[y, (z) = 5. Pero entonces
se obtiene:

Ly (2) = 0 #5.

Esta situacion ocurre porque cualquier solucién constante es solucién de la
homogénea.
Observamos que podemos integrar ambos miembros de esta ecuacién, y
entonces se tiene:
y' +y = 5r+Ch,

que es una ecuacion lineal de primer orden que si sabemos resolver. Hallamos
el factor integrante:
pla) = el = e’

y la solucién es:
y(z) =" / e”(5x + Cy)dx = 5z — 5+ Cy + Coe ™.

Notemos que si tomamos C7; = 5 y Cy = 0, tenemos la solucién particular
y(x) = 5x. Esto sugiere, que en el intento de utilizar coeficientes indetermi-
nados debiamos haber probado con una solucién de la forma y,(z) = Az en
lugar de y,(x) = A. Con la suposicién y,(x) = Az, tenemos que:

Ly (z)=0+A=5—-A=5

y obtenemos que, efectivamente, y,(z) = 5z es una solucién particular de la
ecuacion. W

Como se ha visto en este ejemplo, la eleccion de y, no habia resultado
adecuada porque dicha funciéon era una soluciéon de la ecuacion homogénea
asociada. Sin embargo, al considerar zy,(z) se ha podido encontrar la solucién.
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Por consiguiente, el método de los coeficientes indeterminados debera tener
en cuenta esta situacion, de modo que si la expresion supuesta inicialmente
para gy, es solucién de la ecuaciéon homogénea asociada, se reemplazard por
zhy,, siendo h el menor entero no negativo tal que ningtin término de la ex-
presién z'y, sea solucién de la ecuacién homogénea.

Como se ha visto en los ejemplos, se elige la forma de la solucién particular
dependiendo de la forma del término no homogéneo g(z) y de las raices de la
ecuacion caracteristica. Tenemos asi los siguientes casos:

Caso I: El término no homogéneo es un polinomio de grado n,
g(x) = apx™ + ... + a1x + ap.

En este caso se propone como solucion particular un polinomio del mismo

grado al que le multiplicamos el término z":

yp(z) = (Apa™ + ... + Ay + Ag) 2.
siendo A,,, A,_1,..., A1, Ay coeficientes a determinar. El término z" se anade
si 0 es una de las soluciones de la ecuacion caracteristica, siendo h su orden de
multiplicidad.

Ejemplo 3.17. Para la ecuacién diferencial y” — 5y’ + 6y = 2? 4+ 5, veamos
qué solucién particular proponemos.
Solucion.

» El término no homogéneo g(x) es un polinomio de grado 2.

= Las raices del polinomio caracteristico son r; = 2 y r, = 3. Como 0 no
es raiz se tiene que h = 0, es decir, 2 = 1.

Teniendo esto en cuenta se propone como solucién particular un polinomio
de grado 1 con coeficientes A, B y C' a determinar:

yp(r) = A2* + Br + C. B

Ejemplo 3.18. Consideramos la ecuacién diferencial y” + 4y"” = 3z — 2.
Veamos qué solucion particular proponemos.
Solucion.

» El término no homogéneo g(x) es un polinomio de grado 1.

= Las soluciones de la ecuacién caracteristica son: r; = 3 con orden de
multiplicidad 1 y 7o = 0 con orden de multiplicidad 2. Por tanto, h = 2
y en la solucién particular anadimos x* = 22.
Teniendo esto en cuenta se propone como solucion particular un polinomio
de grado 1 con A y B coeficientes a determinar, multiplicado por el término
2
x°:

yy(r) = (Az + B)2*.
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Caso II: El término no homogéneo es un producto de una exponencial y un
polinomio de grado n :

g(r) = e* (a,x" + ... + a1x + ap).

En este caso se propone como solucion particular el producto de un polinomio
del mismo grado multiplicado por la misma exponencial que aparece en g(x) y
afiadimos el término 2" si @ es una de las raices de la ecuacién caracteristica,
siendo h su orden de multiplicidad:

yp(z) = e (Ayz™ + ...+ Ay + Ag) 2"
con A,, A,_1,..., A1, Ag a determinar.

Nota 3.1. Cuando o = 0 estamos en la situacion del caso 1.

Ejemplo 3.19. Dada la ecuacién y"” —2y" — 1/ + 2y = €3*(323 + z), veamos
qué solucién particular proponemos.
Solucién.

» El término no homogéneo g(x) es el producto de una exponencial con
a = 3 y un polinomio de grado 3.

= Las soluciones de la ecuacién caracteristicason: r;y = 1,17, = =1y rg = 2,
luego 3 no es raiz; por tanto, h = 0.

Asi pues, la propuesta de solucion particular es la funcién exponencial que
aparece en g(z) multiplicada por un polinomio de grado 3 completo con coe-
ficientes A, B, C'y D a determinar. En este caso " = 20 = 1.

yp(r) = e (Az® + Ba* + Cx + D). R

Ejemplo 3.20. Dada la ecuacién diferencial y” —y = e*, veamos qué solu-
cién particular proponemos.
Solucion.

» El término no homogéneo g(z) es e, es decir el producto de una expo-
nencial con a = 1 y un polinomio de grado 0.

= [Las soluciones de la ecuacion caracteristica son: r;{ = 1 con orden de
multiplicidad 3; por tanto, h = 3.

Teniendo en cuenta la forma del término no homogéneo g(x) la solucién par-

ticular que se propone es el producto de la exponencial que aparece en g(x)

multiplicada por un polinomio de grado 0, anadiendo el término 2z = z3:

yp(z) =" Az’ B

Caso III: El término no homogéneo es un producto de una exponencial y una
combinacion de coseno y seno del mismo dngulo multiplicados por polinomios:
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g(x) = e [Pu(x) cos(Bz) + Qm(z) sin(fz)].

En este caso la propuesta de solucién particular es el producto de la fun-
cién exponencial e que aparece en g(x) multiplicado por, cos(fx) por un
polinomio y sin(fx) por otro polinomio. Estos polinomios tienen el mismo
grado, el mayor grado de los que aparecen en g(x) y con coeficientes diferentes
a determinar. Afiadimos el término z" si a & i es una de las raices de la
ecuacion caracteristica, siendo h su orden de multiplicidad.

yp(x) = eax[PN(x) COS(BZU) + QN(ZL‘) sin(ﬁa:)] .

con Py(z)y Qn(z) polinomios de grado N = méx{n, m} y con coeficientes a
determinar para cada uno de ellos.

Nota 3.2. Cuando 8 = 0 este caso corresponde al caso II. Y sia= =0
se tiene el caso 1.

Ejemplo 3.21. Dada la ecuacién diferencial de orden dos y” — 2y’ — 3y =
e** (2% cos (3z) + bz sin (3z)), veamos qué solucién particular proponemos.
Solucioén.

» El término no homogéneo g(z) es el producto de una exponencial con
a = 2 y una suma de coseno y seno, con § = 3, multiplicados por
polinomios de grado 2 y 1, respectivamente. Luego N = 2.

= Las soluciones de la ecuacién caracteristica son: 1y = —1 y r, = 3. Como
2 + 3¢ no son raices, entonces h = 0.

Con todo ello la propuesta de solucién particular es el producto de la ex-
ponencial con o = 2 y una suma de coseno y seno, con § = 3, multiplicados
por polinomios de grado 2. El término 2" = 2% = 1; por tanto,

y,(2) = **[(A2® + Bz + C) cos (3z) + (D2? + Ex + F)sin (3z)]. B

Ejemplo 3.22. Dada la ecuacién diferencial y” — 2y’ 4+ 2 = 3e”sin (),
veamos qué solucién particular proponemos.
Solucion.

» El término no homogéneo g(x) es el producto de una exponencial con
a = 1 y una suma de coseno y seno, con 5 = 1, multiplicados por
polinomios de grado 0. Luego N = 0.

» Las soluciones de la ecuacién caracteristica son: r; 9 = 1 £ 4; por tanto,

h=1.
Asi pues, la propuesta de solucion particular es el producto de la exponen-

cial con @ = 1 y una suma de coseno y seno, con § = 1, multiplicados por

polinomios de grado 0. El término 2" = 2! = z; luego:

yp(x) = €”[(Acos (z) + Bsin (x)] 2. B
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Caso IV: Si el término no homogéneo es una suma de los casos anteriores,
por el principio de superposicién, la propuesta de solucién particular es una
suma de las correspondientes propuestas.

Ejemplo 3.23. Para la ecuacién diferencial ¢ +3y” —1y' —3y = e 3% +3xe?®,
veamos qué solucion particular proponemos.
Solucion.

s El término no homogéneo es:

9(z) = g1(z) + g2(x) = e 3% 4 3xe’®.

s Las soluciones de la ecuacion caracteristica son r; = —3 con orden de
multiplicidad 1 y 7o = 1 con orden de multiplicidad 2. Luego, en la
propuesta del primer sumando h = 1.

Teniendo en cuenta todo esto,la solucion particular es la suma de dos soluciones
particulares correspondientes ambas al caso II,

Yp(2) = Yp () + ypy(¥) = Ae™ 2 + (Br + C)e™. B

(IT) Método de variacién de los pardmetros

El método de variacién de los parametros o de las constantes es més gene-
ral que el método de los coeficientes indeterminados porque se puede aplicar
también a ecuaciones lineales con coeficientes variables y para cualquiera que
sea la forma del término no homogéneo g(z).

Consideremos la ecuacién lineal no homogénea de orden dos expresada en
forma canonica:

y' +p(x)y + q(z)y = g(z). (3.18)

Supongamos que conocemos un conjunto fundamental de soluciones de la
ecuacion homogénea asociada, {yi(x), y2(z)}. Entonces la solucién de la ho-
mogénea es:

yn(z) = Cryi(x) + Coya(x), con C; y Cy constantes.

Para hallar una solucion particular de la ecuacién no homogénea reem-
plazamos las constantes C y Cy por dos funciones v1(x) y ve(z) a determinar:

Yp(x) = v1 ()11 () + va(2)y2(2). (3.19)

Como se han introducido dos incognitas, vy y v, necesitamos dos ecuaciones
que las contengan para determinarlas. Una de estas ecuaciones la obtenemos al
sustituir la solucién particular y,(x) y sus derivadas en la ecuacién diferencial
(3.18).

Calculamos la primera derivada y reordenamos sus términos:

y; = (vyy1 + vhy2) + (Vi + vays). (3.20)
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Para simplificar calculos y evitar derivadas de segundo orden de v y v
que complican su resolucién, imponemos la condicién:

Vi + vpye = 0, (3.21)

que nos proporciona una primera ecuacion para obtener v; y vs. Con esta
condicién, la ecuacién (3.20) queda,

/ p—

Y, = V1Y) + V2Yp.

Derivando de nuevo:

"o__

Yy = V1yh + vy + vays + vayy

y sustituyendo en (3.18),
V1Y; + v1y] + v3Ys + Vays + puiyy + puays + quiyL + quaye
=01 (Y +py1 + qyn) + 02 (45 + Py + qu2) + ViYL + vhYs
= 010 + 020 + Vi) + vhyh = g, (ya que yi, yo son soluciones de (3.18))
y obtenemos la segunda ecuacién que buscamos,
ViYL + U3y = . (3.22)

Si existen vy y vy verificando (3.21) y (3.22), entonces y, serd solucién particular
de la ecuacion no homogénea. Por tanto, tenemos que resolver el siguiente
sistema para las incégnitas v] y vg:

viyr +vhys = 0 }
ViYL Y, = g

que en forma matricial se puede escribir:

(2 0)()-()
Y v g
Por el método de Cramer tenemos que:

o = —9@)ya(2) y o= 9(@)y(2)
b Wy, yal(2) 2 Wiy gl(2)

Notemos que el sistema si tiene solucién, pues el término que aparece en el
denominador es el wronskiano de y; e y», que es no nulo ya que y; e y» consti-
tuyen un conjunto fundamental de soluciones de la homogénea. Integrando las
expresiones anteriores obtenemos:

_ [ —9@ye() [ 9@n(z)
“1‘/ R /W[yl,yﬂ(x)d‘

Sustituyendo en la expresion (3.19) llegamos a la solucién particular y,(z).
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Nota 3.3. Cuando integramos para hallar v; y v9 podemos tomar las cons-
tantes de integracion como cero, ya que al multiplicar por y; e ¥ obtendriamos
términos que ya estan representados en la solucion general de la homogénea.

Ejemplo 3.24. Hallemos una solucion particular de la ecuacién diferencial
Yy’ +y=cscx.

Solucién. Para la ecuacién homogénea asociada y”"+y = 0, se tiene la ecuacion
auxiliar 7% +1 = 0, cuyas soluciones son r = =+i. Por tanto, {cosz,sinx} es un
conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion homogénea asociada cuya
solucién general serd:

yn = Ccosx 4+ Cysinx.

Tomamos, entonces, como solucién particular de la ecuacién completa una
funcion de la forma:

yp = v1(x) cosx + vo(z) sinz

con vy y v funciones a determinar que verifiquen:

cosx vy +sinz vy =0

1
—sinz v} + cosz vy = ——.
sin x
Resolviendo el sistema obtenemos:
0 sin
1
. CcosS T 1
v (z) = sin x ' _ — 1,
cosx sinz 1
—sinz cosx
COS T 0
. 1
—sinx  —
, B sing | cosx
vy(x) = . = e
cosz sinzx sin z
—sinxz cosx
Integrando se tiene:
v(z) =—2 y wvy(x)=In|sinz|.
Por tanto,
Y, = —xcosx + In [sin z|sin x

y la solucién general de la ecuacién es:
y(zr) = Cycosz + Cysinz — xcosx + In [sinz|sinz. W

Ejemplo 3.25. Hallemos una solucién particular de la ecuacién y” +y =

tanx en el intervalo | — 7, 7.
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Solucién. Como hemos visto en el ejemplo anterior un conjunto fundamental
de soluciones de la ecuaciéon homogénea asociada es:

yn = Ccosx + Cysinx.

Como solucién particular de la ecuacion completa tomaremos una funcién
de la forma:
yp = v1(x) cosx + vo(z) sinz

con vy y ve funciones a determinar que verifiquen

cosx vy +sinz vy =0
—sinz v} + cosz vy = tan .

Resolviendo el sistema por el método de Cramer, como sin® x 4+ cos? z = 1,
se tiene:

, 0 sin x .
vy(z) = = —sinztanx
tanx cosx
, | cosx 0 .
vy(z) = =sinz

—sinx tanzx

e integrando:

2 1_ 2
vl(m):/_sm xdx:/_ cos :wa

COS T COS ™

1 1+sinx .
= — dr+ [ cosxzdr = —In4/ —— +sinx,
CcoST 1—sinx

vo(x) = /sinxdw = —COSZ.

Por tanto,

. 1+sinx .
Yp= | sinz —Iny/ ——— | cosz — coszsinz. W
1 —sinz

3.2.3. Ecuaciones de Cauchy-Euler

Una clase especial de ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes
variables que sabemos resolver son las ecuaciones de Cauchy-Euler, que son
aquéllas que pueden escribirse de la forma:

d’y dy
2
ar"——+brx—+cy=~n(z 3.23
Yt bw %t ey =) (323
donde a, b y ¢ son constantes.

Este tipo de ecuaciones se resuelven haciendo el cambio # = e’ que trans-

forma la ecuacion (3.23) en una ecuacién con coeficientes constantes. También

@ Beatriz Campos / Cristina Chiralt - ISBN: 978-84-693-9777-0 97

Ecuaciones diferenciales - UJI



pueden resolverse suponiendo que la solucién es de la forma y(z) = 2", lo que
conduce a una ecuacién auxiliar en r. Veamos ambos métodos.

Método 1: Hacemos el cambio de variables
(Z’, y) — (t7 y)

] dx ) )
definido por z = ¢'. Entonces - = e!. Notemos que con este cambio asumimos
que x > 0.

Para obtener la derivada de y respecto de la nueva variable ¢ aplicamos la
regla de la cadena:
dy dydx dy ,
dt " drdt  dz'
Despejamos:
dy _udy
dx dt
y volvemos a derivar, aplicando de nuevo la regla de la cadena:

a2 dt \dt ) dt\ dx)  dx da? dt
dy Py dy d*y
td 2t I 2J 26 I
e R T B

=€

y despejamos:

2~ ae dt’
. dy d y o
Sustituyendo e y e en la ecuacién (3.23), llegamos a la ecuacion lineal
x x
de coeficientes constantes:
d’y dy

Esta ecuacion ya se puede resolver por los métodos conocidos obteniendo y(t).
Posteriormente, deshacemos el cambio para tener y(z).

Si nos interesan soluciones para xz < 0, hacemos el cambio de variable
x = —& y resolvemos la ecuacién para £ > 0.
Método 2: En primer lugar resolvemos la ecuacion homogénea asociada:

ar®y” +bxy +cy=0, x>0.

Como el exponente de z coincide con el orden de la derivada en cada suman-
do, suponemos que las soluciones son de la forma y = x", con r a determinar.
De este modo, al hacer la sustitucién de la solucién y sus derivadas en la
ecuacion obtenemos términos del mismo grado:

ar’r(r—1)z" ?+brra" ' 4+ca" =0
y podemos sacar factor comun z":

" (ar(r—1)+br+c) =0.
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Puesto que =" > 0, para que se verifique la ecuacién, se tendra que anular el
polinomio de segundo grado:

ar(r —1)4+br +c=0. (3.25)

La ecuacién (3.25) es una ecuacién auxiliar de la ecuacion de Cauchy-Euler,
llamada ecuacién indicial.

Veamos qué soluciones obtenemos en funcién de las raices de la ecuacion
indicial.

1. Si las raices son r; y o, reales y distintas, entonces dos soluciones lineal-
mente independientes son y; () = 2™ e yo(z) = 2. Por tanto la solucién
de esta ecuacion homogénea es:

yh(l’) = Clllfn -+ Cgl’w.

2. Si la ecuacién auxiliar tiene una raiz doble r, entonces una solucion es
y1(x) = 2", Mediante el método de reduccién del orden obtenemos una
segunda solucién linealmente independiente, ys(x) = 2" Inz. En este ca-
S0,

yn(z) = Crx + Coz" Inx.

3. Si las raices son complejas, 11 = A+ pi y ro = A—pi, con p # 0, entonces
una solucién compleja viene dada por:

rir _ Inz™ _  rilnzx

e p—_— —e (Api) Inz

)\lnxeuilnx

=€ =€

= et = g (cos(pInz) +isin(plnz)), x> 0.

Si 2™ es una solucién compleja, es facil comprobar que su parte real
y su parte imaginaria son soluciones reales y ademés son linealmente
independientes (ver Ejercicio 7 de esta seccién). Por tanto, la solucién de
la homogénea es:

yn(z) = Cra* cos(plnx) + Coz? sin(pulnz), > 0.

Para z < 0, hacemos el cambio de variable x = —¢ y resolvemos la ecuacion
para & > 0.

La solucién particular se calcula por el método de variacion de los parame-
tros a partir de la ecuacion diferencial en forma candnica.

Ejemplo 3.26. Resolvamos la ecuacion diferencial de Cauchy-Euler

2y +2xy — 2y ==z

mediante los dos métodos estudiados, en |0, +o00].
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Solucién. 1) Para esta ecuacién, se tiene que a = 1, b = 2, ¢ = —2. Por tanto,
el cambio z = €', nos lleva a la ecuacién de coeficientes constantes dada por
(3.24):

y//+y/_2y:€t‘

Su ecuacién auxiliar es r2 +r — 2 = 0, con raices r; = 1 y ry = —2. Luego
la solucién general de la parte homogénea es:

yh(t) = C’let + 0267215.

Para hallar la solucion particular, aplicamos el método de los coeficientes
indeterminados, suponiendo que ésta es de la forma:

yp(t) = t"h Aet

siendo A el orden de multiplicidad de 1 en la ecuacién auxiliar; en este caso
h =1, por tanto:

yp(t) = tAe', y (1) = Ae' + Ate', y)(t) = 24e" + Ate’

y sustituyendo en la ecuacion diferencial, obtenemos que 3A = 1, es decir,

A =1/3. Por tanto:
1
yp(t) = gtet

y la solucion general es:

1
y(t) = C’let + 026_2t + gtet.

Deshaciendo el cambio inicial # = €', obtenemos:
1
y(z) = Cro + Cox™2 + gxln x, x>0.

2) Para aplicar el segundo método, suponemos que las soluciones son de la
forma x". Derivando y sustituyendo llegamos también a la ecuacién auxiliar
r(r—1)+2r —2 = 0 con raices r; = 1y ry = —2, obteniendo la solucién
general de la parte homogénea:

yn(x) = Cra + Cox ™2,

Para hallar la solucién particular tenemos que aplicar el método de variacién
de parametros. Para ello, escribimos la ecuacién en forma candnica:
y o2, 2 1
vty - Sy=—.
x x x
Con este método, tomamos la solucién particular de la forma:

yp(z) = v1(x)T + Vo ()2

con v1 y ve funciones a determinar. Estas funciones vienen dadas por:

—z721 —z73 1 1
U1($) = /Wdl'— / _3x_2dl’: /3—xdl’— §IH|I|,
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rt 1 -1 —x3
= | —= _dr= dr = | —22%dy = ———.
va() /W[a:,xQ] v /—33:2 v / g 9

Por tanto:

1 ., 1 T

Yp(z) = soxlnjz| — —27 = zzlnjz| — =

3 9 3 9

y la solucion general es:

1 1
y(z) = Cro + Cox™? + §x1n|x| — g =Cx+ Cox 2 + §x1n|x| , x>0.1

Ejemplo 3.27. Resolvamos el siguiente problema de valor inicial:
v*y —3ry +4y =0, y(1)=1, y'(1)=0.

Solucién. Teniendo en cuenta las condiciones iniciales, suponemos que las
soluciones son de la forma y(z) = ", z > 0. Derivando y sustituyendo llegamos
a la ecuacion indicial r(r — 1) — 3r + 4 = 0 que tiene una raiz doble r = 2. El
conjunto fundamental de soluciones es:

{2 2°Inx}
y la soluciéon de la ecuacién homogénea es:
y(r) = C12° + Cor*Inz.

Obtenemos ahora los valores de C; y Cs mediante las condiciones iniciales
dadas:

Puesto que
y'(x) = 2C1x + 2Csx Inz + Chx,

se tiene que:
y' (1) =2C; + Cy =0, es decir, Cy = —2.

La solucion del problema de valor inicial es:
y(z) = 2> — 22°Inz. W
Ejemplo 3.28. Resolvamos la ecuacion diferencial de Cauchy-Euler

d’y  dy
2
T —r—F+y=uz.

dx? dr Y
Solucion. Vamos a aplicar el segundo método. Para ello, suponemos que las
soluciones son de la forma z". Derivando y sustituyendo llegamos a la ecuacion
indicial r(r — 1) —r + 1 = 0 que tiene una raiz doble r = 1. Luego la solucién

general de la parte homogénea es:
yn(x) = Cro + Coxlnz, x> 0.

Para aplicar el método de variacién de pardmetros escribimos la ecuacién
en forma candnica:
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Con este método, tomamos la solucion particular de la forma:
Yp(x) = vi(x)r 4+ vo(x)r Inx

con v; y ve funciones dadas por:

—Inz /—lnx In’z
dr = — ,
Wz, xlnx T 2
/me da:—/ —dx = Inx;
por tanto:
In? 1
yp(z) = — 1 xm+lnxaz‘lnx:§xln2x

y la solucion general es:

1
y(x) = Ciz+ Coxlnz + éxlnzx, z>0.1

Ejercicios de la seccién 3.2

1. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales:

lucién: (a) y(z) = Cre” + Cy e737.
y(z) = C1e3 + Coxe®®

y(x) = Cre " cosx + Cre " sinx.
)

(z) = C, cos (V5x) + Cysin (v/5x)).

2. Dada f(x) = x solucién de la ecuacién (22 — 1)y” — 22y’ + 2y = 0, halla
una segunda solucion linealmente independiente.
(Solucién: y = z2 + 1).

3. Halla, mediante el método de los coeficientes indeterminados, una solu-
cién particular de la ecuacién y” + 2y — 3y = g(z), siendo g(z):

(a) g(z) = Tcos(3x)

(b) glx) = 5e>

(c) g(z) = 2%cosx

(d) g(z) = z2%e” + 3ze”
(e) g(x) = z%e” + 3we™".
(f) g(x) =tanz
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(g) g(x) =2ze®sinz — e cos z.

Ny . 7
( Solucién: (a) y,(z) = 30 51 (3x) — 15 08 (3x).

(b) yplr) = —we

1
(¢) yp(z) = ﬁ(cos z(—5022 + 102 + 29) + sin x(252% + 70z + 25)).

R ew
96

() yp(z) = 3—6(8:1:3 — 622 + 3z) — %:L’e‘?

(d) y,(z) (823 + 30z% — 157).

(f) No funciona el método de coeficientes indeterminados.

T

~ 289

4. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales:

(g) yp(x) (—34x + 84)sinx + (—136x + 13) cos ).

T

(a) ¥ =3y —dy=e"
(b) y" — 3y = 83 + 4sinx.
(c) v — 3y — 4y = —8e” cos (21).

(Solucién: (a) y(x) = Cre™® + Che*™ — fae™™.

1
(b) y(x) = Cy + Coe® + 23}6336 — gcosa: + 3 sin x.
2 10
(c) y(x) = Cre™ + Coe'® + ex(ﬁ sin (2z) + T3 €0 (2x))).

5. Halla la solucién general de las ecuaciones siguientes:

(a) y'+y=tanz +3x —1en (—g, g)

(b) y”—2y’+y=§—,x>0.

x
(¢) y' =2y +y=e*lnx, x> 0.
(d) v +4y +4y =222 x> 0.

i 1
(Solucién: (a) y(x) = Cy cosx+Cysin x+ <sina: —1Iny/ %) cos T —
sinz —
sinx cosx + 3r — 1.

(b) y(z) = Che® + Chze® + gem(lnx —1).

2
(c) y(x) = Cre* 4+ Coze™ + %e’”(Q Inz — 3)).

(d) y(x) = Cre™® + Chxe ™ — e 2*(1 + Inx)).
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6. Resuelve el problema de valor inicial:

2 1 4
20%y" — 3 3y = — H=-,y(1)=-.
zy +3y=—y() =y (1) = ¢
1
(Solucién: y(z) = S 22 + 22%/2).
T

A A

7. Comprueba que las funciones ¢ (z) = z* cos(plnx) y ¢o(z) =
constituyen una conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién:

2
le—+bxg—m+cy:0 x> 0.

8. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) 2y + 22y — 12y = .
(b

2%y + 1lazy’ — 3y =8 — 3lnz, x > 0.

) ©
) 3
)
)

(c) 2%y —ay +y=2% x> 0.
(d) 2%y + 2y +9y =1, 2> 0.

02 xr
Solucion: =Cizd+ —= — —.
(Solucion: (a) y(z) T +x4 10

(b) y(z) = CLa'/® + Cox ™3 + Inz.
(c) y(z) = Ciz + CoxInz + 22

(d) y(x) = Cycos(3Inz) + Cysin(3lnx) + %)

3.3. Aplicaciones de las ecuaciones lineales de
segundo orden

Muchos tipos de problemas como movimientos de muelles elasticos o flujo
de corrientes eléctricas, estan relacionados con la solucién de una ecuacién
diferencial ordinaria de orden dos. Veamos a continuacion algunos de ellos.

3.3.1. Vibraciones mecanicas

Podemos encontrar ejemplos de vibraciones mecénicas en los rebotes de un
coche debido a los baches, en las vibraciones de un puente debido al tréafico y
al viento, o en las alas de un avién debido a la vibracién de los motores y al
viento.

Como modelo para estudiar las vibraciones mecanicas vamos a considerar
un sistema masa-resorte. Estudiaremos el tipo de soluciones que se obtienen
desde el caso mas sencillo, el de un sistema libre sin amortiguacién, hasta un
sistema con amortiguacion y forzado, viendo qué tipo de movimiento descri-
ben las distintas soluciones en funcion de los parametros que intervienen en
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(a) Resorte (b) Masa-resorte (c) Masa-resorte
en reposo en movimiento

Figura 3.2: Sistema masa-resorte.

la ecuacion de este sistema. Resulta de especial interés la obtencién de las
condiciones bajo las cudles se produce resonancia. Este modelo es igualmente
valido para el caso de circuitos eléctricos ya que se obtiene el mismo tipo de
ecuacion.

El sistema masa-resorte que vamos a estudiar consiste en un resorte en
espiral suspendido de un soporte rigido con una masa sujeta al extremo. Para
analizar este sistema aplicamos la ley de Hooke y la sequnda ley de Newton.

La ley de Hooke establece que el resorte ejerce una fuerza de restitucion
opuesta a la direccion del alargamiento del resorte con una magnitud directa-
mente proporcional al valor del alargamiento. Es decir, F' = ks, donde s es el
alargamiento y k£ es una constante propia del muelle.

Si suspendemos una masa m del muelle y éste experimenta un alargamien-
to [ hasta alcanzar la posicion de equilibrio, podemos obtener el valor de k
aplicando la ley de Hooke, ya que el peso y la fuerza de restitucién son de
igual magnitud pero con sentido contrario, es decir, igualamos mg = kl y
despejamos k. El valor k es un parametro conocido caracteristico del muelle.

El primer paso en nuestro estudio consiste en elegir un sistema coordenado
para representar el movimiento de la masa. Consideramos un eje vertical donde
representar el desplazamiento de la masa. Tomamos el origen, x = 0, en la
posicion de equilibrio y consideramos x > 0 cuando la masa se encuentre por
debajo de dicha posicién y < 0 cuando se encuentre por encima (ver Figura
3.2).

Veamos ahora las diversas fuerzas que actian sobre la masa m :

» Gravedad: la fuerza de la gravedad, F 1, es una fuerza dirigida hacia abajo
y de magnitud mg, donde g es la aceleraciéon debida a la gravedad,

Fy =mg.

= Fuerza de restitucion: el resorte ejerce una fuerza de restituciéon, Fs, cuya
magnitud es proporcional al alargamiento del resorte y de sentido opuesto
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al movimiento:

Observemos que cuando x = 0, es decir en la posicion de equilibrio, la
fuerza de la gravedad y la fuerza ejercida por el resorte se equilibran
entre si, por tanto, mg = kl y podemos expresar la fuerza de restitucion
como:

Fy = —kx —mg.

= Fuerza de amortiguacion: puede existir una fuerza de amortiguacion o
friccién, ﬁg, sobre la masa, por ejemplo la resistencia del aire o bien la
friccién debida a un amortiguador. En cualquier caso, suponemos que la
fuerza de amortiguacion es proporcional a la magnitud de la velocidad
de la masa, pero en sentido opuesto al desplazamiento:

dz
F3=—b—
’ dt
donde b > 0 es la constante de amortiguaciéon dada en unidades de

masa/tiempo.

» Fuerzas externas: la resultante de todas las fuerzas externas, ﬁ4, que
actien sobre la masa (por ejemplo, una fuerza magnética o las fuerzas
ejercidas sobre un automovil ocasionadas por los baches del pavimento)
vendran representadas por:

Suponemos que dichas fuerzas soélo dependen del tiempo y no de la posi-
cion ni velocidad.

Aplicando ahora la segunda ley de Newton, tenemos que:

d*x dx
mﬁ:mg—kx—mg—bg—i-f(t),
obteniéndose la ecuacién diferencial lineal de segundo orden:
d*x dx
il = ) 2
Mmoo +bdt + kx = f(t) (3.26)

Cuando b = 0, se dice que el sistema es no amortiguado; en caso contrario,
se dice que el sistema es amortiguado.

Cuando f(t) =0, se dice que el movimiento es libre; en caso contrario, se
dice que el movimiento es forzado.

Estudiemos cada uno de los casos posibles.

(I) Movimiento libre no amortiguado

Algunos ejemplos fisicos de este tipo de problemas son los muelles heli-
coidales. En este caso la ecuacién (3.26) se reduce a:
d*x

mﬁ%—k‘z:O.
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Dividiendo por m, se tiene:
d2

z 2
ﬁ—‘—w ZL':O,

donde w = \/% La ecuacién obtenida es homogénea con ecuacion auxiliar
asociada:
r? +w® = 0.

Puesto que sus raices son complejas conjugadas, r = Fwt, obtenemos la
solucion general:
x(t) = Cy cos (wt) + Cysin (wt).

Si cambiamos a unas nuevas constantes A y ¢ dadas por:

C} = Asin ¢,
Cy = Acos ¢,

A=4/C?+C2 y qb:arctan%,

es decir,

se tiene que:

x(t) = C cos (wt)+Cy sin (wt) = Asin ¢ cos (wt)+A cos ¢ sin (wt) = Asin (wt + ¢);

es decir, podemos expresar la solucion general de la forma:
z(t) = Asin(wt + ¢). (3.27)

De esta solucién se deduce que el movimiento es una onda senoidal o lo que
se llama un movimiento arménico simple.

La constante A representa la amplitud del movimiento y ¢ es el angulo de
fase. El movimiento es periddico con periodo P = 27” y frecuencia natural 7.

Nota 3.4. Observemos que la amplitud y el dngulo de fase dependen de C}
y Cy y, por tanto, de las condiciones iniciales posicién y velocidad inicial. Sin
embargo, el periodo y la frecuencia sélo dependen de w, es decir, de k£ y de m.

(IT) Movimiento libre amortiguado

En la mayoria de las aplicaciones existe algun tipo de fuerza de friccién o
amortiguacion que desempena un papel importante. En este caso, la ecuacién
(3.26) queda:

d*x bd:v
M T a

Al resolverla obtenemos distintos tipos de soluciones dependiendo de las

raices del polinomio caracteristico:

+ kx = 0.

b b2 — 4dmk
=4+ — .2
" 2m 2m (3 8)

@ Beatriz Campos / Cristina Chiralt - ISBN: 978-84-693-9777-0 107

Ecuaciones diferenciales - UJI



(II.1) Movimiento oscilatorio o subamortiguado: se presenta cuando
b < Amk,

es decir, cuando la amortiguacién es pequena. En este caso, a partir de
(3.28) se obtienen dos raices complejas conjugadas, o & 8 donde:
b Vamk — b?

O=om ¥ O P=

)

2m

y la solucién general es:
z(t) = e (C) cos (Bt) + Cysin (Bt)).

Analogamente al caso anterior, podemos cambiar de constantes y expre-
sar esta solucion de la forma:

x(t) = Ae® sin(Bt + ¢)
donde A = \/C} + C3 y ¢ = arctan &L.

Ahora la solucién z(t) es un producto de un factor exponencial (llamado
factor de amortiguacion) y un factor senoidal, que explica el movimiento
oscilatorio. Puesto que este factor senoidal varia entre —1 y 1 y tiene

: 2 : : £ . at at
periodo F7 se tiene que la solucién varia entre —Ae® y Ae® con cua-

. 2 dmm
siperiodo P = — = ———. Ademads, como b y m son constantes

Ié] Vamk — b2

positivas, se tiene que a < 0, por tanto, el factor de amortiguacién e**
tiende a 0 cuando ¢ tiende a +o00.

El sistema se llama subamortiguado porque no hay suficiente amor-
tiguacion para prevenir que el sistema oscile (ver Figura 3.3).

T

p

Figura 3.3: Movimiento libre subamortiguado.

(I1.2) Movimiento criticamente amortiguado: aparece cuando b* = 4mk.
En este caso, la ecuacion auxiliar tiene una raiz doble

b
r=——
2m
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y la solucion general es:
2(t) = (Cy + Cat) e 2’ (3.29)

En esta formula no aparece oscilacion dada por el término senoidal. Para
comprender el movimiento descrito por (3.29) analicemos el compor-
tamiento de x(t) cuando ¢ tiende a infinito:

Cy+ Caot Cy
lim z(t) = lim ———— = lim — =0,
t—+o00 t—+o00 eamt t—+00 ie%t
2m
ademas:
b b

,I’/(t) = (Cg — %01 — %Czt)e_%t

es idénticamente 0 cuando C = C5 = 0 0 a lo sumo se anula en un punto.
Si no tenemos en cuenta la solucién trivial, se deduce que x(t) tiene a
lo sumo un maximo o un minimo local para ¢t > 0, por tanto, no oscila.
Cualitativamente tenemos tres posibilidades de movimiento dependiendo
de las condiciones iniciales (ver Figura 3.4).

SN R ——

(a) (0) (¢)

Figura 3.4: Movimiento criticamente amortiguado.

En el caso (a) la masa m no pasa por la posicién de equilibrio ni alcanza
un desplazamiento extremo relativo para ¢t > 0. Simplemente se aproxima
al equilibrio monétonamente cuando ¢ tiende a +oo.

En el caso (b) la masa no pasa por la posicién de equilibrio para ¢t > 0,
pero su desplazamiento alcanza un extremo unico para t = t; > 0. Des-
pués, la masa tiende mondtonamente a la posicion de equilibro cuando ¢
tiende a +o00.

En el caso (¢) la masa pasa por su posicién de equilibrio una vez, en
t =ty > 0; luego alcanza su desplazamiento extremo en ¢ = t3, tendiendo
al equilibrio de forma mondétona cuando ¢ tiende a +oo.

Este movimiento se llama criticamente amortiguado porque si b dismi-
nuyese de valor apareceria la oscilacion.
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(I1.3) Movimiento sobremortiguado: se obtiene cuando b? > 4mk. En este
caso, existen dos raices reales distintas en la ecuacion auxiliar:

b b2 — Amk
rHn=—+——
! 2m 2m ’
b b2 — 4dmk
rg= —— — ———————
2m 2m

y la solucion general es:

z(t) = Cre™ + Coe™".

Es obvio que 5 < 0y, puesto que b> > b* — 4mk, se tiene que b >
Vb2 — 4dmk y . < 0. Luego ambas raices son negativas, por tanto:

lim z(t) = 0.

t—+o00

Ademas:
2'(t) = e"H(Chry + Corge™2 1Y)

por tanto, 2'(t) = 0 si y s6lo si Cyr; 4+ Corqee™ =™ = 0. Por consiguiente,
una solucién no trivial puede tener a lo sumo un maximo o un minimo
local para t > (0. El movimiento es cualitativamente igual al descrito en
el caso anterior.

(III) Vibraciones forzadas

Consideremos ahora las vibraciones de un sistema masa-resorte cuando se
aplica una fuerza externa, definida por f(t) en la ecuacién (3.26). Es de par-
ticular interés la respuesta del sistema a un término de forzamiento periédico.
Tomemos como ejemplo una funcién de forzamiento cosenoidal:

d*x  dx

mos + bd_t + kx = Fycos (7t)

donde Fj y v son constantes no negativas.

(IT1.1) En el caso de un movimiento subamortiguado, puesto que b* < 4mk, las

raices de la ecuacion auxiliar son o + ¢ con o = —% y (3= —W y
la solucion de la ecuaciéon homogénea asociada es:
Vamk — b?
m

Hallemos ahora una solucién particular por el método de los coeficientes
indeterminados. Como +7i no es raiz de la ecuacién auxiliar, esta solu-
cion serd de la forma:

xp(t) = Ay cos (yt) + Agsin (1),
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con Ay y A, constantes a determinar. Para ello, derivamos dos veces,

2’ (t) = —y Ay sin (yt) + vyAs cos (1),
x// (t)

—~% A, cos (yt) — 2 Ay sin (yt)

y sustituimos en la ecuacién diferencial,

(k—~*m) (A cos (yt) + Agsin (1)) +7b (—A; sin (yt) + Ay cos (vt)) = Fy cos (7).
[gualando términos, llegamos a un sistema con incégnitas A; y As:

(k — 727”)141 +70Ay = Fy
—ybA; + k —~v*m)Ay = 0.

Resolviendo el sistema, tenemos:

Fo(k' — 72m) F()’yb
(k —~2m)? + b?42 y A= (k —~2m)2 + b2~?%’

A1:

Por tanto, una solucion particular viene dada por:

Fy
k —~2m)? + b?4?

xp(t) = ( ((k —~v*m)t cos (vt) + bysin (1)) .

Podemos escribir la solucion de la formas

Fy :
z,(t) = N(CESTER sin(yt + 0), (3.31)

introduciendo un angulo # definido por tanf = k_lj “m  Combinando la

solucién homogénea (3.30) y la solucién particular (3.31) llegamos a la
solucién general:

Vamk — b? F
2(t) = Ae~ =it sin (m—t + ¢) + 0
2m V (k= 72m)? 4 522

sin(yt + 6).

El primer sumando de esta expresion es el término transitorio, repre-
senta una oscilacién amortiguada y sélo depende de los parametros del
sistema y de las condiciones iniciales, que tienden a cero cuando ¢ tiende
a +00, debido al factor de amortiguacion e_%t; por eso recibe el nombre
de solucion transitoria.

El segundo sumando es el término estacionario, funcion senoidal con
frecuencia angular ~.

El término estacionario se encuentra desfasado con respecto a la fuerza

externa f(t) = cos~yt por el angulo 6 — 7:

™

sin (yt + 6) = cos (2 (7t+9)> = cos (725—%4—9) = COS <'yt— (g —9)).
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A medida que el término transitorio va desapareciendo el movimiento
del sistema masa-resorte llega a ser esencialmente representado por el
segundo término z,(t). Por eso se le llama solucién estacionaria.

El factor NG 21 e llamado factor de ganancia, es lo que se gana
—y2m)2+b2y
en amplitud.

Podemos observar que si b es muy pequeno y el valor de v es proximo a
\/ —, el movimiento es ligeramente amortiguado y la frecuencia impresa,
m

i . .
20 es cercana a la frecuencia natural. En este caso, la amplitud es muy
T

grande y se produce un fenémeno conocido como resonancia.
(II1.2) Estudiemos ahora el caso de las vibraciones forzadas cuando no hay amor-
tiguacién. La ecuacién que describe el movimiento es:
2

md_tg; + kx = Fycos (7).

La solucién de la parte homogénea viene dada por (3.27), obtenida en el
primer caso estudiado.

Una solucién particular es:

E

7)==

F—7m) sin(yt + 6),

siy#w= \/g, obtenida a partir de (3.31) haciendo b = 0.
O bien es de la forma:
xp(t) = Artcos (yt) + Astsin (yt)

siy =w, con A; y Ay a determinar. Aplicando el método de los coefi-
cientes indeterminados, llegamos a:

E .
z,(t) = ZTr?wt sin (yt).

Asi, si v = w, la solucion general es:

Fo
mw

z(t) = Asin (wt + ¢) + 5 tsin (7).

Por el segundo sumando, vemos que las oscilaciones se volverian infinitas,
el sistema se romperia y la ecuacion dejaria de ser aplicable. La aplicacion
de una fuerza periédica de frecuencia cercana o igual a la frecuencia de
las oscilaciones libres no amortiguadas puede causar un serio problema
en cualquier sistema mecéanico oscilatorio.
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Ejemplo 3.29. En el estudio de un resorte vibratorio con amortiguacién
se llega a un problema de valor inicial de la forma:

ma” (t) + b2’ (t) + kx(t) =0, x(0) =z, 2'(0) =1y

siendo z(t) el desplazamiento medido a partir de la posicién de equilibrio en
un instante ¢ y donde:

m = masa sujeta al sistema,

b = constante de amortiguacion,

k = constante del resorte,

xo = desplazamiento inicial,

vo = velocidad inicial.

Determinemos la ecuacién del movimiento de este sistema cuando m = 36
kg, b = 12 kg/sg, k = 37 kg/sg?, 1o = 70 cm y vy = 10 cm/sg. Halla el
desplazamiento al cabo de 10 segundos.

Solucion. Buscamos la solucion de la ecuacion diferencial:
362" + 122" + 372 =0

con condiciones iniciales z(0) = 70 y 2'(0) = 10. La ecuacién auxiliar asociada
es:
36r° +12r +37=0

cuyas raices son r = —% + 1. Por tanto, la solucién general es:
x(t) = Cre st cost + Che 8 sint.
Sustituyendo z(0) = 70, tenemos que 70 = C;. Para sustituir la otra condi-
cién inicial debemos derivar x(t) :

1 1
2 (t) = —6016_%t cost — C’le_%t sint — 66’26_%t sint + 026_%t cost;

sustituyendo ahora 2'(0) = 10, se tiene:

1
10 = —601—1-02, de donde C5 = %

y la solucién del problema de valor inicial es:
65 _1
x(t) = 70e ™" cost + ge_gt sin ¢.
Al cabo de 10 segundos, el desplazamiento sera:
_s 65 _s5 .
x(10) = 70e™3 cos 10 4 3¢ *sin 10~ —-13,32 cm. A
Ejemplo 3.30. Resolvamos el problema de valor inicial:
d’z

o +w’r = Fysinyt, x(0) =0, 2/(0)=0,

con Fy constante.
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Solucién. Como hemos visto, la solucion de la ecuacién homogénea es:
xp(t) = Cy cos (wt) + Cysin (wt).

Una soluciéon particular para w # v, calculada por el método de los coefi-
cientes indeterminados, resulta:

F
zp(t) = %72 sin (1)

y la solucion general que se obtiene es:
w

x(t) = C} cos (wt) + Cysin (wt) + % sin (7).

Sustituyendo las condiciones iniciales obtenemos:

Ci=0y 02:_7w(w+372)'
La solucion del problema de valor inicial es:
x(t) = __fo (—ysinwt) +wsin (7t)), w # 7.
w(w? =%

Aunque esta ecuacion no estd definida para w = =, es interesante observar el
caso limite cuando 7 tiende a w. Este proceso limite es analogo a sintonizar la

frecuencia de la fuerza impulsora, 21, a la frecuencia de las oscilaciones libres,
i
w
—. Para w = v definimos la soluciéon como un limite que resolvemos por la
T
regla de L’Hopital,
vsin (wt) +wsin (yt)  Fy

, : Fy
z(t) = %l_l}(ldFO (o — ) = 5z 5in (wt) — %t cos (wt).

Observamos que cuando t tiende a infinito los desplazamientos se hacen
grandes y se obtiene el fenomeno de resonancia. W

3.3.2. Circuitos eléctricos

Utilizando las leyes de Newton hemos establecido las fuerzas que actian
en un sistema mecanico. Leyes andlogas, conocidas como leyes de Kirchhoff,
nos permiten establecer la relacién entre las fuerzas que aportan y consumen
energia en un circuito eléctrico.

Consideremos un circuito eléctrico simple: la fuente de energia es una
bateria o un generador, F; ésta proporciona la energia en forma de fluido
eléctrico de particulas cargadas, cuya velocidad se llama corriente. La fuente
de energia producird este flujo cuando la llave se mueva de A a B, es decir,
cuando el circuito estd cerrado (ver Figura 3.5). La fuerza electromotriz de la
bateria (f.e.m.) es igual (numéricamente) a la energia aplicada por la bateria
cuando una unidad de carga ha dado una vuelta completa al circuito. Tomemos
como unidad de f.e.m el voltio.
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Figura 3.5: Circuito eléctrico RLC.

Los otros tres elementos del circuito, la resistencia R, el condensador C'y
el inductor L son consumidores de energia. En términos no técnicos, significa
que se necesita una cierta cantidad de energia para mover el fluido eléctrico
de particulas cargadas a través de estas barreras. Expresamos la energia que
cada uno consume mediante la caida de voltaje a través de él (o diferencia de
potencial entre el punto final e inicial), que se mide con un voltimetro. Las
caldas de voltaje a través de cada elemento verifican las siguientes leyes:

» Ley de Ohm: la caida de voltaje a través de una resistencia es propor-
cional a la corriente que fluye por ella:

Ve=RI

donde R es una constante de proporcionalidad denominada resistencia e
I es la intensidad de corriente, es decir, la razéon de cambio de la carga
q o velocidad de ¢q, I = %, que se mide en amperios. La resistencia R se
mide en ohmnios (£2).

» Ley de Faraday: la caida de voltaje a través del inductor es proporcional
a la tasa de cambio de la corriente:

V, =L —.
L dt

La constante L se denomina inductancia y se mide en henrios (H).

= Ley de Coulomb: la caida de voltaje a través de un condensador es pro-
porcional a la carga en el condensador:

1
Ve =—=q.
C= q
La constante C' recibe el nombre de capacidad o capacitancia y se mide

en faradios (F) y la carga ¢ del circuito se mide en coulombios.
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La ley fundamental de conservacion de un circuito eléctrico, llamada ley
de Kirchhoff para el voltaje, establece que la suma de las caidas de voltaje en
los elementos R, L y C es igual a la fuerza electromotriz total en un circuito
cerrado:

dl(t)

L RIG) + %q(t) — E(). (3.32)

d
Puesto que I = d—q, obtenemos la siguiente ecuacién diferencial lineal de

segundo orden para la carga q(t):

Pa(t) |, dalt)

L
dt? dt

+ éq(t) = E(t).

Podemos observar la analogia existente entre esta ecuacion y la ecuacion
diferencial obtenida para las vibraciones mecénicas (3.26):

Sistema mecanico: Sistema eléctrico:

masa m inductancia L

constante amortiguacién b resistencia R

constante del resorte k inversa de la capacitancia %
fuerzas externas F'(t) fem. E(t)

desplazamiento z(t) carga q(t)

velocidad v(t) = % corriente I(t) = %

Por tanto, los resultados obtenidos para los sistemas mecédnicos se aplican
también a los sistemas eléctricos. Esta analogia es de gran importancia ya que
permite predecir el funcionamiento de sistemas mecanicos mediante el estudio
de circuitos eléctricos, donde las medidas son mas exactas y simples.

Si derivamos en la ecuacién (3.32), obtenemos una ecuacién diferencial
lineal de segundo orden para la corriente I(t) :

21 _dl 1. dE
L= +R—+ =1

di2 a - Cc T ar (3.33)

Ademds, de la ecuacién (3.32) podremos obtener I'(ty) cuando tengamos
las condiciones iniciales I(tg) y q(to).
Veamos un ejemplo en el que la fuente de voltaje externa es periddica.

Ejemplo 3.31. Consideremos un circuito eléctrico simple RLC donde R =
80 2, L =20H y C = 1072 F y con voltaje externo E(t) = 50sin (2t).
Determinemos la intensidad de corriente en el circuito en cada instante t.

Solucién. Sustituyendo los datos del problema en la ecuacién (3.33) tenemos:

21 dl
20 2= il
07z 7805 T 1=

I =100 cos (2t).

Dividiendo por 20 se tiene:

I"+ 41"+ 51 = 5cos (2t).
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El polinomio caracterfstico es p(r) = r2+4r+5, cuyas raices son los valores
propios 712 = —2=1. Por tanto, la solucién de la ecuacién homogénea asociada
es:

I(t) = Cre * cost + Cye * sint.

Para hallar la solucién particular, supondremos que ésta es de la forma:

L(t) = t"(Acos (2t) + Bsin (2t))
con h =orden de multiplicidad de 4+2i en la ecuacién auxiliar, por tanto h = 0.
Derivando y sustituyendo en la ecuacion se tiene:

(—4Acos (2t) — 4Bsin (2t)) + 4(—2Asin (2t) 4+ 2B cos (2t))
+5(Acos (2t) + Bsin (2t)) = 5 cos (2t),

identificando coeficientes:

A+8B=5 A=
de donde:
B—-8A=0 B=2.

13

La solucién general, que nos da la intensidad en cada instante ¢, viene dada
por:

1
I(t) = Cre * cost + Cye ' sint + 1—3(COS (2t) + 8sin (2t)).

Los términos Cje~2! cost + Cye~ 2! sint son transitorios, tienden a 0 cuando
t tiende a infinito. Los otros dos términos de la férmula tienen la misma fre-
cuencia que la entrada 5 cos (2t); representan la corriente periédica de estado
estacionario en el circuito. W

Ejercicios de la seccién 3.3

1. La siguiente ecuacién diferencial modeliza una oscilacién lineal de un
sistema masa-resorte:
52" + 22’ +2x = 0.

Aplicamos a dicho sistema una fuerza externa dada por F'(t) = 10 cos 2t,
obteniéndose un movimiento forzado. ;Cudl es la ecuacién que modeliza
dicho movimiento? Si en el instante inicial desplazamos la masa 2 m
por debajo de la posicién de equilibrio y la soltamos con velocidad cero,
jcual serd la posiciéon de la masa al cabo de 10 segundos? Analiza el tipo
de movimiento que se tiene antes y después de aplicar la fuerza externa.
(Solucion: z(t) = e™"/% (£ cos (2£) + 2 sin (&) +L (2sin (2¢) — 9cos (2t));
0.202992 m).

2. Una masa de 0,5 kg se sujeta a un resorte suspendido del techo; esto
ocasiona que el resorte se estire 0,98 m al llegar al reposo en equilibrio.
En el instante t = 0, la masa se desplaza 1 m hacia abajo, y se suelta;
en el mismo instante se aplica una fuerza externa f(t) = 2cos (2t) N al
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sistema. Si la constante de amortiguacién es de 1 N.sg/m, determina el
desplazamiento z(t) de la masa en un instante t > 0 cualquiera. Con-
sidera g = 9,8 m/sg®. (Solucién: x(t) = e™" ({5 cos (3t) — 55 sin (3t)) +
£ cos (2t) 4 15 sin (2t) ).

3. La suspension de un automovil se puede modelizar como un muelle que
vibra con amortiguamiento debido a los amortiguadores. Esto lleva a la
ecuacion:

ma” (t) + ba'(t) + kxz(t) = 0,

donde m es la masa del automévil, b es la constante de amortiguamiento
de los amortiguadores, k es la constante del muelle y x(t) es el desplaza-
miento vertical del automovil en el tiempo ¢. Si la masa del automévil es
de 1000 kg y la constante del muelle es 3000 kg/sg?, determinad el valor
minimo de la constante de amortiguamiento b (en kg/sg) que propor-
cionara un viaje libre de oscilaciones. Si reemplazamos los muelles por
otros que tienen una constante k£ doble que la anterior, ;cémo varia este
valor minimo de b? (Solucién: b = 2000/3; \/§b)

4. Una fuerza de 400 N estira un resorte de 2 m, Una masa de 50 kg se sujeta
de un extremo del resorte, el cual pende verticalmente de un soporte, y
se suelta desde la posicién de equilibrio con una velocidad dirigida hacia
arriba de 10 m/sg. Encuentra la ecuacién del movimiento. Determina la
amplitud, periodo y frecuencia del movimiento generado. ; En qué instan-
te pasa el cuerpo por la posicion de equilibrio, en direcciéon hacia abajo,
por tercera vez? (Solucién: z(t) = 5sin (2t); A =5 P =m w = L; al
cabo de 7 sg.).

5. Consideremos un circuito eléctrico simple RLC con R = 10 €2, L = 0,1
Hy C = 2x 107 F y con voltaje externo E(t) = 122sin(10¢). Si
para t = 0, la intensidad y la carga son nulas, determina la inten-
sidad de corriente en el circuito en cada instante ¢. (Solucion: I(t) =
e 50 (=% cos (50t) — L2 sin (50t)) + 2 cos (10¢) + 2 sin (10¢)).

6. Determina la carga y la corriente en el tiempo ¢ de un circuito eléctrico
RLC con un resistor R = 402, un inductor L = 1 H, una capacitancia
C = 16x107*F y una fuerza electromotriz (suministrada por una baterfa
o un generador) E(t) = 100 cos 10t, siendo la carga inicial y la corriente
0. (Solucién: q(t) = e (= 2L cos (15t) — 2o sin (15t)) + == cos (10t) +

61 . o0t (_ 610 5060 1}
L sin (10t); I(t) = e7200 (=538 cos (15t) 4 520 sin (15¢) ) + o2 cos (10¢) —
559 sin (10¢)).

7. Halla la carga ¢(t) en el capacitor de un circuito simple RLC en ca-
da instante t sabiendo que R = 20 2, L = 10 H, C = 0,01 F y
E(t) = 30cos2t voltios. Inicialmente la carga y la intensidad son nu-

las. (Solucion: ¢ (t) = —gze ™" cos 3t — sze " sin 3t + 5 cos 2¢ + 15 sin 2t).
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3.4. Ecuaciones diferencialeslinealesdeordenn

3.4.1. Teoria basica

La teoria para las ecuaciones lineales de orden n es una generalizacion de
la vista para el caso de ecuaciones de segundo orden.

B Definicién 3.4. Una ecuacién diferencial lineal de orden n es aquélla
que se puede expresar de la forma:

an(x)y(”) + -+ a(2)y + ao(x)y = b(x).

Si los coeficientes de y y de sus derivadas son constantes, se dice que es una
ecuacion con coeficientes constantes.
Sib(x) = 0 la ecuacion se llama homogénea, en caso contrario se denomina
no homogénea.
Suponiendo ag(x), a1 (), - -, a,(x), b(x) funciones continuas en el intervalo
la,b[ vy a,(z) Z 0 en (a,b), podemos dividir por a,(x) y expresar la ecuacién
en forma canodnica:

v (@) + paoa(2)y" V(@) + o pr(2)y (2) + po(@)y(e) = g(a)  (3.34)

donde p,,_1,...,po ¥ g son continuas en un intervalo |a, b|.
Bajo estas condiciones, el problema de valor inicial siempre tiene solucion
Unica, pues se tiene el siguiente teorema.

B Teorema 3.7. Sean p,,_1, ..., pg, g funciones continuas en algin intervalo
la, b[ que contiene al punto x,; entonces, para cualquier eleccién de los valores
Yo, Y1, -, Yn_1 €Xiste una tunica solucion del problema de valor inicial

y* + pna(2)y" " 4 .+ pr(2)y + po(2)y = g(x), con la condicién inicial
y(x0) = Y0,y (x0) = Y1, -, ¥" " (%0) = Yn-1.

Dadas n funciones diferenciables y1,- -, y,, se denomina wronskiano de
Y1, ,Yp a la funcién dada por:
y1(o) Yn(20)
v (o) - Yn(o)
W[y177yn]<x>: .
n—1 n—1
yi o) oy (w0)

El siguiente teorema nos proporciona la expresion para la solucion general
de una ecuacién homogénea:
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B Teorema 3.8. Sean yi, - - - , y, soluciones en |a, b| de la ecuacién homogénea
Y + puo1(@)y" V) + -+ pi(2)y + polz)y = 0, (3.35)

donde p;(x) son funciones continuas en |a,b[. Si para algin xy de ]a, b[ estas
soluciones verifican que Wyi, ..., Y| (z0) # 0, entonces toda solucién de (3.35)
en |a, b| se puede expresar de la forma:

siendo (1, ..., C,, constantes.

A {y1,...,yn} se le llama conjunto fundamental de soluciones de la
ecuacién (3.35) y la expresion (3.36) recibe el nombre de solucién general.

Nota 3.5. La condicién Wy, ..., yn](x0) # 0, para algun xy de ]a,b[, nos
asegura que las funciones ¥y, ...,y, son linealmente independientes en |a, b|.
De hecho, esta condicion es facil de comprobar en el caso de soluciones de
ecuaciones diferenciales lineales debido al siguiente resultado:

B Propiedad 3.1. Si las funciones y, ..., 3, son soluciones de una ecuacién
diferencial lineal de orden n en ]a,b[, entonces su wronskiano no se anula en
la,b[ o es idénticamente nulo en |a, b].

De la misma forma que para las ecuaciones diferenciales de orden 2, la
solucién general de una ecuacion lineal de orden n se obtiene sumando una
solucién particular de dicha ecuacion y la solucién general de la homogénea
asociada:

B Teorema 3.9. Sea y,(z) una solucién particular de la ecuacién no ho-
mogénea

Y™ + pao1(2)y" V(@) + .+ pi(2)y (2) + po(2)y = g(z) (3.37)

en |a, bl y sea {y1, ..., Y, } un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién
homogénea asociada.
Entonces, toda solucién de (3.37) en |a, b] se expresa de la forma:

y(@) = Cryn (@) + . + Coyn(@) + yp(@).

Una vez vista la forma de la solucién general de una ecuacion diferencial
de orden n, veamos cémo hallar un conjunto fundamental de soluciones de
la ecuacién homogénea asociada, para el caso de ecuaciones con coeficientes
constantes, y una solucion particular de la ecuacién completa.

3.4.2. Solucion general de las ecuaciones homogéneas
con coeficientes constantes

Consideremos la ecuacién homogénea lineal con coeficientes constantes

any™ + an 1y (@) + .+ a1y (2) + ag(z)y = 0 (3.38)
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con a, # 0. Dado que las constantes son funciones continuas en R, esta
ecuacion tiene solucion definida en todo R.

Como ya hemos visto, resolver una ecuacién diferencial lineal de orden n
se reduce a encontrar un conjunto fundamental de soluciones. Generalizamos,
para las ecuaciones de orden n, el estudio realizado en el caso de las ecuaciones
de segundo orden: suponemos que las soluciones son de la forma y e,
Sustituyendo en la ecuacién diferencial, llegamos a la conclusion de que este
tipo de funciones sera solucién si r es raiz de la ecuacion auxiliar:

"™ + Q17" 4 ar + ag = 0.

Veamos coémo construir un conjunto fundamental de soluciones dependien-
do de las raices de esta ecuaciéon auxiliar.

(I) Sise obtienen n raices reales y distintas r1, ..., 1, entonces {e"*, ... """}
es un conjunto fundamental de soluciones de (3.38) y la solucién general
es:

y(r) = Cre"™* + ...+ Cpe™®

(IT) Por cada pareja aw %143 solucién de la ecuacién auxiliar, entonces elatif)z
y el@=)7 son soluciones complejas, a partir de las cuales se obtienen
las soluciones reales y linealmente independientes: e cos Sz y € sin Sz
que forman parte del conjunto fundamental de soluciones.

(IIT) Para cada raiz r de multiplicidad m, las funciones

erx’ l’€rx, IEQGTx, . xm—lera:

son soluciones y ademads linealmente independientes, luego forman parte
del conjunto fundamental de soluciones.

Utilizando los resultados de estos tres casos se puede obtener un conjunto
de n soluciones linealmente independientes que nos conducen a la solucién
general.

Ejemplo 3.32. Hallemos la solucion general de las siguientes ecuaciones:

(a) y" —2y" — by’ + 6y = 0.

(b) ¥ +y"+3y — 5y =0.

(c) ¥ —3y" + 5y — 2y =0.

(d) y™V — 8y + 263" — 40y + 25y = 0.
Solucioén.

(a) La ecuacién auxiliar correspondiente es: 3 — 2r? — 5r + 6 = 0, cuyas
rafces son 1, = 1, 1, = —2 y r3 = 3. Por tanto, {e*, e %*, €3} es un
conjunto fundamental de soluciones y la soluciéon general es:

y(x) = Cre” + Coe™ " + Cse™.
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(b) La ecuacién auxiliar correspondiente es: 73 + r? + 3r — 5 = 0, cuyas
raices son 7 = 1, y el par de complejas ry3 = —1 £ 2. Por tanto,
{e*, e cos2x, e *sin2x} es un conjunto fundamental de soluciones y
la solucién general es:

y(z) = Cre” 4+ Coe™ " cos 2z + Cze™ " sin 2.

(c) La ecuacién auxiliar correspondiente es: 7¢ — r3 — 3r? + 5r — 2 = 0,
cuyas raices son r; = —2 con orden de multiplicidad 1 y r = 1 con
orden de multiplicidad 3. Por tanto, {e™2*, %, we®, z%e”} es un conjunto
fundamental de soluciones y la solucion general es:

y(z) = Cre " + Cye” + Cyze® + Cyx’e”.

(d) La ecuacién auxiliar correspondiente es: r* —8r® +26r% —40r +25 = 0, es
decir, (r? —4r +5)% = 0, cuyas raices son el par de complejas 715 = 2+4
con orden de multiplicidad 2. Por tanto, {€** cosz, €**sinz, ze** cos ,
re®¥ sin z} es un conjunto fundamental de soluciones y la solucién general
es:

y(z) = Cre** cosz + Cye* sinx + Cyxe® cos v + Cyre* sinz. W

3.4.3. Ecuaciones no homogéneas

Para hallar una solucion particular de una ecuacion lineal de orden n no
homogénea podemos aplicar alguno de los siguientes métodos:
(I) Método de los coeficientes indeterminados

La forma en que se obtiene la solucién particular y,(z) depende de la parte
no homogénea de la ecuacion diferencial y no del orden de dicha ecuacion. Por
tanto, los casos vistos para las ecuaciones de segundo orden siguen siendo vali-
dos para ecuaciones de orden superior. Lo podemos aplicar si la ecuacién tiene
coeficientes constantes y el término no homogéneo es una funcién polindémica,
exponencial, seno, coseno o suma finita de éstas.

Ejemplo 3.33. Resolvamos la ecuacion diferencial:
3y/,/ + 5y// 4 y/ —y = 31,2 . 10

Solucion. Hallamos primero la solucién general de la parte homogénea. La
ecuacién auxiliar es 3r® +5r +r—1 = 0, cuyas raices son r = 1/3 y rp = —1,
con orden de multiplicidad 1 y 2, respectivamente. Por tanto, tenemos:

yn(z) = Cle%x + Coe™* 4+ Caze™™.

Puesto que el término no homogéneo es g(z) = 322 — 10, supondremos una
solucion particular de la forma:

yole) = (Aa® + Be + O)a”,
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con h = 0, que es el orden de multiplicidad de 0 en la ecuacién auxiliar y A,
By C a determinar. Para ello, derivamos y,, :

yp(x) =24z + B, y,(z) =24, y,'(z)=0
y sustituimos en la ecuacién diferencial:
104 4+ 24z + B — A2® — Bx — C = 32 — 10.

Igualando coeficientes, obtenemos que A = —3, B = —6 y C' = —26. Luego
la solucion particular es:

yp(z) = —32° — 67 — 26
y la solucién general de la ecuacién completa es:

y(x) = Cle%‘” + Che™® + Cyze ™ — 322 — 62 — 26. A

(IT) Método de variacién de parametros

Veamos como generalizar el método de variaciéon de parametros para ecua-
ciones lineales de orden superior. Para hallar una solucién particular de una
ecuacién de la forma (3.34), L[y|(z) =g(x), necesitamos conocer previamente
un conjunto fundamental de soluciones {yi,--- ,y,}, de modo que, si la solu-
cion general de la homogénea asociada es:

y(x) = Cryr () + Coya(z) + ... + Cryn(z)

con (1, ..., C, constantes arbitrarias, se supone que existe una solucién parti-
cular de la ecuacion completa de la forma:

Yp(x) = vi(2)y1(2) + 02(2)y2(x) + .. + va(2)yn () (3.39)

con vy, ...v, funciones a determinar.
Para ello se requieren n ecuaciones. En primer lugar, derivamos y,:

yo(x) = (v + -+ oayy) + (Vg + - + 0 un) -

Para evitar la apariciéon de derivadas segundas, y de orden superior en poste-
riores calculos imponemos que el primer paréntesis sea cero, es decir,

vy + -+ Uy, = 0.

Anélogamente, al calcular y;,’ s Yp - imponemos n — 2 condiciones mas:
vt oy, =0,
vy e =0,
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y la condicién n-ésima es que y, satisfaga la ecuacion (3.34). Al utilizar las
condiciones anteriores y puesto que yi,--- ,¥%, son soluciones de la ecuacién
homogénea, la expresion L [y,] = g se reduce a:

VY ey = g(a).

En resumen, buscamos las soluciones del sistema dado por todas estas condi-

clones:
.

Y1vy + oo+ Ynvy, =0
Y+ . Fyu, =0

y?_Q)vi +...+ yZ_Q)v; =0

n—1 n—1
v oyl = g(x)

Aplicando Cramer o resolviendo por cualquier otro método, obtenemos las
derivadas de las funciones buscadas:

9(@)Wi(z)
W[yla o yn]($) ’

para k = 1,...,n, siendo Wj(x) el determinante que se obtiene reemplazando,
en el wronskiano Wiy, ..., y,](x), la columna k—ésima por col[0, ..., 0, 1], siendo
col|0, ..., 0,1] el vector columna (0, ...,0,1).

Integrando, se tiene que:

vi(z) =

[ oW
Uk(x)_/W[yl,...,yn](x)’ k=1,..n. (3.40)

Sustituyendo estas expresiones en (3.39) llegamos a la solucién particular.

Ejemplo 3.34. Resolvamos la ecuacién de Cauchy-Euler de tercer orden:

3y + 2%y — 22y + 2y = 2¥sinx, x> 0.
Solucidén. Hallamos primero la solucién general de la parte homogénea. Puesto
que se trata de una ecuacién de Cauchy-Euler de tercer orden, supondremos
que las soluciones son de la forma y = z”. Asi, derivando y sustituyendo en la
ecuacion obtenemos los posibles valores de r, que corresponden a las soluciones
de la ecuacién indicial 73 — 212 —r +2 =0, quesonr; = 1, 7y = —1 y r3 = 2.
Por tanto, tenemos:

yn(z) = Cra 4+ Cox™' + Cya”.

Para hallar la solucién particular mediante el método de variacién de pa-
rametros, tenemos que escribir la ecuacion en forma candnica:

1 2 2
y/// + _y/’ _ _Zy/ + =y = sin x.
x z x
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Luego g(z) = sinx y la solucién particular sera:

7! 4 vy(r) 22

yp(z) = vi(2) T + v2(2) (3.41)

con vy, vy y v funciones a determinar dadas por (3.40) con

x b z?
Wi,z ' 2% (z) = |1 —272 22 |=—62"",
0 2z73% 2
0 z=b 22 x 0 22
Wi(z)=|0 —a2 2z |=3, Wo(z)=1|1 0 2z |=—z?
1 273 2 01 2
x b 0
Wi(z)=|1 —272 0 |=—22"1
0 2273 1
Por tanto:
/SSinx /—xsinx T COST —sin
v (x) = r= | ——dox = —"— "
—6x~1 2 2
() /—xzsinazd /:c3sinxd —x3cosx N x?sinx N ,
ve(z) = | ———dx = r = T COST — Sinx
2 — 61 6 6 2 ’
— 9 1lgi ; _
vs(z) :/ T inxdx :/smxdx _ —cosw
—6x 3 3

Sustituyendo en (3.41) y simplificando, tenemos:

sin x

Yp(z) = cosz — .

y la solucion general es:

sin x
Yy Cy2% + cosz — .n

y(x) = Cio + Cox™

xT

Ejercicios de la seccion 3.4

1. Resuelve las ecuaciones diferenciales:

(a) y" =3y +2y =0.

(b) ¥ + 3y + 4y + 12y" + 4y’ + 12y = 0.
(c¢) ¥y —4y" — 2y — 15y = 0.

(d) vV —2¢" +2y —y=0.

(e) yIV - 4y” +4y = 0.

(f) y
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(Solucién: (a) y(x) = Cre™** + Coe™ + C3 z €.

(b) y(z) = Cre=3 + Cy cos(v2x) + Cyw cos(v2x)+

Cysin(v2z) + Cszsin(v/27).

(¢) y(x) = CLe™ + Coe /2 cos(Yx) + Cye~*/? sin(Yelx).

(d) y(z) = Cre® + Cowe® + Czx?e® + Che™ ",

(e) y(z) = Oy cos(v2z) + Cysin(v/2z) + Csx cos(v/2x) + Cyz sin(v/21).

(f) y(z) = C1e** + Cye™* + C3cosx + Cysinz).

2. Resuelve el problema de valor inicial 3y 4+ 5y” +vy' —y = 0 con condicion
inicial y(0) =0, '(0) =1, y"(0) = —1.
(Solucién: y(z) = —2e™ + tpe™ 4 Lev/3).

3. Resuelve el problema de valor inicial:

v'=2¢"+y =e",  con y(0)=0
/

(Solucién: y(z) = —6 + (6 — 4z + %2)6”).

4. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales:
(a) " —2y" — by + 6y = xe
(b) y” 3y — 2y = e"(1 + ze").
(c) y" =3y +2y =e"(22x —1).

203 + 22 — 4z — 6
(d) y" — 2" —y + 2y = — o 1 .
Xr

—X

(Solucion: (a) y(z) = Cre” + Cae® + Cye™" + S (4o — 1)).

6217

(b) y(x) = Cre™ + Coze™™ + C3e** — Z + 2—7(1 — 2z) + Sga?).

(c) y(x) = Cre™" 4 Coe” + Cywe® + £5(—10 4 30z — 4522 + 182%).
(d) y(z) = Cre™ + Ce® + Cze* + 1),

5. Escribe una ecuacién diferencial que tenga como conjunto fundamental
de soluciones

{1,e**, ze**}.
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TEMA 4

Sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales

En los temas anteriores hemos visto como la modelizacién de determinados
fenémenos reales dan lugar a una ecuacién diferencial de orden uno o de orden
superior. De modo similar, determinados problemas conducen a un sistema de
ecuaciones diferenciales; por ejemplo, sistemas de muelles acoplados, proble-
mas de mezclas con depositos conectados o circuitos eléctricos compuestos por
varias mallas.

Como ya ocurria con las ecuaciones de orden superior, resolver un sistema
de ecuaciones diferenciales sélo resulta sencillo en el caso en que las ecuaciones
sean lineales y con coeficientes constantes. De hecho, toda ecuacién lineal de
orden mayor que uno puede transformarse en un sistema de ecuaciones lineales
de orden uno. La teoria para resolver sistemas de ecuaciones lineales es anédloga
a la vista en el tema anterior para las ecuaciones diferenciales lineales.

En el caso de sistemas de ecuaciones no lineales habra que recurrir a otro
enfoque como el estudio cualitativo del comportamiento de las soluciones o la
resolucién numérica.

Concretamente los objetivos concretos de este tema son:

s Conocer la teoria de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.

s Resolver analiticamente sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes.

= Estudiar aplicaciones donde surgen este tipo de sistemas.

4.1. Introduccion

Veamos como introducciéon un problema fisico sencillo donde surge un
sistema de ecuaciones diferenciales. Consideremos un sistema masa-resorte
acoplado, formado por dos masas m; y ms unidas por dos muelles con cons-
tantes ky y ko (ver Figura 4.1).

@ Beatriz Campos / Cristina Chiralt - ISBN: 978-84-693-9777-0 127 Ecuaciones diferenciales - UJI



k1 k2

mai m2

<0 x>0 y<0 >0
x=0 y=0

Figura 4.1: Sistema masa-resorte acoplado.

Desplazamos la masa m; una distancia x y la masa msy una distancia y,
considerando x > 0, y > 0 si el desplazamiento se produce hacia la derecha de
la posicién de equilibrio y < 0, y < 0 si se produce hacia la izquierda. Al
soltar las masas, el sistema se pone en movimiento.

Veamos las fuerzas que actiian sobre cada masa. Para ello, aplicaremos la
ley de Hooke.

= Sobre la masa m; actian dos fuerzas, una fuerza F; debida al resorte de
constante ky y contraria al desplazamiento de la masa m; :

F1 = —klx(t)

y una fuerza F, debida al resorte de constante ko cuyo signo y direccion
viene determinado por el signo de y(t) — z(t); es decir, depende de que
dicho muelle haya sido estirado, si el desplazamiento de la masa ms es
mayor que el de la masa my, o contraido si ocurre lo contrario:

Fy = ko(y(t) — z(1)).
s Sobre la masa moy actia una fuerza F; debida al resorte de constante ko:

Fy = —ks(y(t) — o(t).

Aplicando ahora la segunda ley de Newton, llegamos al sistema de ecua-

clones:
d?x

mlﬁ = —kix + ka(y — )

d%y
sz = —kz(y — .’L’)

Es decir, tenemos un sistema de dos ecuaciones lineales de orden dos:
" —
mpx +(k1+k?2)l'—k2y—0

Moy’ +koy —kox = 0.
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Observemos que el sistema anterior se puede reducir a una sola ecuacién
diferencial lineal en x mediante un método de eliminacién, esto es, despejando
y en la primera ecuacién y sustituyendo en la segunda, obteniendo en este caso
una ecuacion lineal de orden 4:

moTnq IV) mg(kl + k‘g)
ka ka

Ademas, una ecuacion diferencial de orden n de la forma:
n) __ / n—1
= f(t,xz, 2, ..., a"Y)
puede escribirse como un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden.

En efecto, haciendo z1(t) = z(t), zo(t) = 2'(t) = 2,(t), ..., 2,(t) = 2"V (t) =
x!,_,(t) se obtiene el sistema:

+ m1> .I'H + klx =0.

(o) = a(t)

| 7, (1) = aV(t) = f(t,x, 2, ..., 2" V) = f(t, 21, ..., 7).

Ejemplo 4.1. Transformemos la siguiente ecuacién diferencial lineal en un
sistema:
2" — 62" + 42’ + & = sint.
Solucién. Haciendo z1(t) = x(t), x2(t) = 2/(t) = 2 (t), x3(t) = 2"(t) = z4(¢),

tenemos:

) = Ta(t)

zy(t) = ws(t)

xh(t) = 6x3(t) — dxo(t) — x1(t) +sint. W

Como vemos, existe un paralelismo entre las ecuaciones diferenciales de

orden n en la variable x y los sistemas de n ecuaciones de primer orden para
las variables x1(t) = z, x3(t) = 2'(t), ..., 7,(t) = 2"V (t). Esto presenta
una gran ventaja practica, pues la teoria de sistemas lineales de primer orden
estd muy desarrollada y puede tratarse con métodos algebraicos.

4.2. Teoria general de los sistemas lineales

B Definicién 4.1. Un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden es un conjunto de ecuaciones de la forma:

( dx
d_tl = fl(t,ltl,...,l'n)
dZL'Q
E = fg(t,l‘l,...,l’n) (41)
dz,,
\ E = fn(t,xl, ,an)
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Este tipo de ecuaciones se presenta con frecuencia en aplicaciones biolégicas
y fisicas describiendo, en muchos casos, sistemas muy complicados ya que la
rapidez de cambio de la variable x; depende, no sélo de t y de z;, sino también
de los valores de las otras variables.

Si cada una de las funciones fi ..., f, en (4.1) es una funcién lineal en las
variables dependientes x1, ..., x,,, entonces se dice que el sistema de ecuaciones
es lineal.

Estudiaremos en este tema la teoria de los sistemas lineales y los métodos
para resolverlos, que son extensiones naturales de la teoria correspondiente a
las ecuaciones lineales de orden n.

B Definicién 4.2. Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden se dice que esta expresado en forma normal si se escribe del siguiente
modo:

dx
dl’g
E = a9 (Zf)ﬂ?l + ...+ a2n(t)xn + gQ(t) (42)
dzx,,
E — an1(t)$1 4+ ...+ (lnn(t)xn + gn<t>
Si todas las funciones ¢, ..., g, son cero, se dice que el sistema es ho-

mogéneo; en otro caso, diremos que es un sistema no homogéneo.

En este tema analizaremos los sistemas lineales con coeficientes constantes,
es decir, sistemas donde a;;(t) son constantes. Incluso en este caso, los sistemas
son dificiles de tratar, en especial si n es muy grande. Por ello, resultara 1til
repasar los conceptos relacionados con vectores y matrices, de modo que po-
damos disponer de una manera mas concisa de escribir las ecuaciones.

El sistema (4.2) expresado en forma matricial queda:

F(t) = A(D) 2(t) + (1), (4.3)

donde q p
— X xn —
7(t) = COZ(d—;, )y F(E) = col(@i(t), - wa(t),

g(t) = col(gu(t), ., gn(t))
y A(t) es la matriz:

au(t) e Clln(t)
A(t) = : :
an1(t) .. apn(t)

Un problema de valor inicial correspondiente al sistema (4.2) consiste en
encontrar una funcién vectorial diferenciable Z(t) que satisfaga el sistema en
un intervalo I y también satisfaga la condicién inicial Z(ty) = Z°, donde ¢, € T
y £% = col(2?,...,2%) es un vector dado. La existencia y unicidad de solucién
para un problema de valor inicial viene dada por el teorema siguiente:
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B Teorema 4.1. Sean A(t) y §(t) continuas en un intervalo abierto I que
contiene al punto t;, entonces para cualquier eleccion del vector inicial

7% = col(2?,...,20),

existe una unica solucion del problema de valor inicial
T(t) = A@) () +gt),  T(to) =T°.

A continuacién introducimos la notacion de operadores. Si definimos el
operador L[Z] = ' — AZ, podemos expresar el sistema (4.3) como L[Z] = .
Aqui, el operador L transforma funciones vectoriales en funciones vectoriales.
Ademads, L es un operador lineal pues:

LiaZ + by] = a L[Z] + b L[y].

Por ello, si 71, ..., T, son soluciones del sistema homogéneo i = AZ, es decir,
si L[#;] = 0, entonces cualquier combinacién lineal de estos vectores

Ci%1 + ...+ Co %,

también es solucién.

Veremos, ademds, que toda solucién de L[Z] = 0 se puede expresar como
Ci71 + ... + C, 7, para valores (1, ...,C, adecuados si las soluciones 1, ..., ),
son linealmente independientes. Para ello, generalizamos los conceptos de de-
pendencia e independencia funcional para el caso de funciones vectoriales.

B Definicién 4.3. Se dice que m funciones vectoriales & (t), ..., @ (t) son
linealmente dependientes en un intervalo I si existen constantes, no todas
nulas, tales que:

CLZ(t) + oo+ Cp T (t) =0, VEe I

Si no son linealmente dependientes, se dice que son linealmente indepen-
dientes, es decir, si existe un valor to € I tal que:

Cﬂiﬁ(tg) + ...+ Cmfm(to) == 6,
entonces C; = 0,1 =1,...,m.

Ejemplo 4.2. Demostremos que las funciones vectoriales

et 3e! t
fl(t) — 5 fg(t) — O 5 fg(t) - 1
et 3et 0

son linealmente dependientes en R.
Soluciéon. Tomemos una combinacién lineal igualada a 0 :

et 3et t 0
Cil 0 | +0Cy 0 +05 | 1
et 3e! 0 0

I
o
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de donde se tiene:
C’let + 0236t + Ogt =0
C;3=0
Chel + 053¢t =0

La solucién de este sistema es C5 = 0, C} +3C5 = 0. Por ejemplo, podemos
tomar Cy = 1, C; = =3, C5 = 0, y tenemos que si existen constantes, no todas
nulas, tales que Cy 7 (t) +CaZo () +CsZs(t) = 0, ¥t € R. Luego son linealmente
dependientes en R. W

Podemos observar que n funciones vectoriales, (%), ..., Z,(t), son lineal-
mente independientes en un intervalo I si det|Z(t), - -+ Z,(t)] (determinante
de los vectores Z(t),--- ,Z,(t)) no se anula para algin valor ¢t € I. A este
determinante se le denomina wronskiano.

B Definicién 4.4. Se llama wronskiano de n funciones vectoriales (%), ...,
Z,(t) ala funcién de valor real:

l’ll(t) P l’ln(t)

tr(t) - wn(t)

La condiciéon de que el wronskiano no se anule para algun valor ¢t € [ es
facil de comprobar ya que, en el caso de que las n funciones sean solucion de
una ecuacién diferencial lineal, o es idénticamente nulo o nunca se anula en el
intervalo I.

A continuacién estableceremos que, dadas n soluciones linealmente inde-
pendientes del sistema homogéneo ¥ = AZ en el intervalo I, toda solucién de
dicho sistema serd combinacién lineal de éstas.

B Teorema 4.2. Sean 7 (t), ..., Z,(t) n soluciones linealmente independientes

del sistema homogéneo
7'(t) = A(t) Z(t) (4.4)

en el intervalo I, donde A(t) es una funcién matricial continua en 1.
Entonces, toda solucién de (4.4) en I se expresa de la forma:

Z(t) = C1 71 (t) + ... + Cp Zn(t) (4.5)
donde 1, ..., (), son constantes.

La combinacién (4.5) constituye la solucién general del sistema (4.4) y
las funciones vectoriales (), ..., Z,(t) forman un conjunto fundamental
de soluciones de (4.4). La matriz X (¢), cuyas columnas estan constituidas
por los vectores de un conjunto fundamental de soluciones, se llama matriz
fundamental.

Podemos expresar la solucion general en forma matricial:

donde C' = col(Ch,...,Cy). Puesto que det X = W[, ..., Z,] nunca se anula en
I, se tiene que X es invertible Vt € I.
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Ejemplo 4.3. Verifiquemos que el conjunto de funciones vectoriales

et —et 0
_ 2t —t
S={| e , 0 , e }
o2t ot et

es un conjunto fundamental de soluciones del sistema:
011
Ft)=11 0 1 | Z{)
110
en R. Hallemos una matriz fundamental y la soluciéon general.

Solucion. Veamos en primer lugar que las tres funciones vectoriales dadas son
solucién del sistema:

011 et 2e2
AZt)={1 1 0 1 ol = 2e* 7 (t)
110 et 2e2
011 —et et
AZt)=1 1 0 1 0 = 0 = 7'(t)
110 et —et
011 0 0
AZ(t)=11 0 1 e’ = - | =7
110 —et et

Veamos ahora que son linealmente independientes:

et —e7t 0

W(t)=|¢e* 0 et | =-3#0;

€2t —t —t

por tanto, si forman un conjunto fundamental de soluciones. Una matriz fun-

damental sera:
et —et 0
Xt)y=1|¢€e* 0 et

y la solucion general es:

f(t) = X(t)C’ = Cl €2t -+ CQ 0 + Cg Git .

Otro concepto que generalizamos al caso de sistemas lineales es el prin-
cipio de superposicion, consecuencia directa de la linealidad del operador
L:

» Si Z4(t) y #5(t) son soluciones de los sistemas lineales no homogéneos
LX) = g1 y L[Z] = §», respectivamente, entonces C17(t) + CaZia(t) es
solucién del sistema lineal L[Z] = C1g; + Cogs.
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Utilizando este resultado, podemos obtener la solucién general de un sistema
de ecuaciones no homogéneo si conocemos un conjunto fundamental de solu-
ciones del sistema homogéneo asociado y una solucion particular del sistema
completo.

B Teorema 4.3. Sea 7),(¢) una solucién particular del sistema no homogéneo:
7(t) = A(®) Z(t) + (t) (4.6)

en el intervalo I y sea {#1, ..., Z,} un conjunto fundamental de soluciones en I
del sistema homogéneo correspondiente @' (t) = A(t) Z(t).
Entonces, toda solucién de (4.6) en I se puede expresar de la forma:

donde C1, ..., C, son constantes.

La combinacién dada en (4.7) se llama solucién general de (4.6) y también

puede expresarse como .
Z(t) = X(t) C + Z,(t)

donde X () es una matriz fundamental del sistema homogéneo.

Ejercicios de la seccion 4.2

1. Demuestra que las funciones vectoriales

e e
fl (t) = 0 s fg(t) = €2t s fg(t) = 2€t
o2t o2 et

son linealmente independientes en R.
2. Sea el sistema #'(t) = AZ, donde
1 2
A= ( b > |
Comprueba que las funciones vectoriales
—et et
a-(2) v oe(2)

forman un conjunto fundamental de soluciones del sistema dado. Halla
una matriz fundamental y escribe la solucién general del sistema.

4.3. Sistemas homogéneos con coeficientes
constantes

Veamos a continuaciéon cémo obtener la solucién general del sistema ho-

mogéneo

Z(t) = AZ(t) (4.8)
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donde A es una matriz real constante. Puesto que los elementos de A son
funciones constantes y, por tanto, son continuas en R, la soluciéon general que
obtengamos estard definida Vt € R.

Nuestro proposito es hallar n soluciones vectoriales que sean linealmente
independientes. Puesto que la funcién exponencial verifica que 2’ = Cz, bus-
caremos soluciones de la forma

F(t) = e (4.9)

con 7 constante y u vector constante, ambos a determinar.
Para obtener los valores de 7 y @, derivamos (4.9) y sustituimos en el sistema
homogéneo:
re’ @ — Ae" @ = 0.

Sacando factor comin y teniendo en cuenta que la exponencial es no nula,
llegamos a la ecuacion:

(A—rD)a@=0. (4.10)

Este célculo demuestra que Z(t) = €™ 4 es solucién del sistema homogéneo si y
sélo si r y  satisfacen la ecuacién (4.10), es decir, si @ es un vector propio de
A asociado al valor propio r. La cuestion es si podemos obtener de este modo
n soluciones linealmente independientes. Puesto que el caso trivial @ = 0 no es
util para encontrar soluciones independientes, se exige que © # 0. Los valores
y vectores propios de A se obtienen a partir de la ecuacion caracteristica:

|A—rI|=0.

Recordemos que los valores propios son las raices del polinomio p(r) = [A — rI]|.

Estudiemos los distintos casos que se pueden dar en funcién de los valores y
vectores propios de A y veamos cémo se definen en estos casos las soluciones
linealmente independientes.

(I) Valores propios reales

B Teorema 4.4. Si la matriz A de dimensiéon n X n tiene n vectores propios
linealmente independientes 1, ..., %, asociados a los valores propios reales, no
necesariamente distintos, ry ..., r,, respectivamente, entonces:

{e"t iy, ..., et i,
es un conjunto fundamental de soluciones del sistema (4.8) en R y la solucién

general es:

—

Ft)=Cre™" i + ... + Cre™ i,

donde (1, ..., C,, son constantes.

Nota 4.1. Las matrices simétricas de dimension n X n tienen n vectores
propios linealmente independientes.
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B Teorema 4.5. Si rq,...,7, son valores propios distintos de una matriz A
y ; es un vector propio asociado a r;, entonces los vectores 1y, ..., U,, son
linealmente independientes.

Demostracién. Sean r; # ro y sean i, Uy dos vectores propios no nulos
asociados a ry y 19, respectivamente. Supongamos que u; y s son linealmente
dependientes, entonces

Uy = k.

Multiplicamos por la matriz A a la izquierda de ambas partes de la igualdad
Aty =k Ay,

dado que u; y s son vectores propios asociados a los valores propios r; y 79 de
A respectivamente, y que hemos considerado que los vectores son linealmente
dependientes tenemos que:

Tlﬁl = kTQﬁQ = 7’2?11.
Pasando todos los términos a un lado de la igualdad tenemos,
(7” 1= T 2) uy,
y teniendo en cuenta que 7 es un vector propio y no puede ser el vector nulo,
r1E =T2,

llegando a una contradiccion. Luego u; y s son linealmente independientes.
|

B Corolario 4.1. Si una matriz A de dimensién n x n tiene n valores propios
distintos 71, ..., 7, y U; es un vector propio asociado a r;, entonces

{e" iy, ..., €™ i,
es un conjunto fundamental de soluciones del sistema homogéneo ' (t) = AZ(t).

Ejemplo 4.4. Hallemos la solucién general de Z'(t) = AZ(t), donde

=1 2)

Solucion. El enunciado del problema es equivalente a buscar la solucién ge-
neral del sistema:

zh(t) = 221 (t) — 3x2(t)
xh(t) = x1(t) — 229().

Calculemos en primer lugar los valores propios de la matriz A. Para ello,
planteamos la ecuacién:

2—r =3

1 -2-r =0
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y calculamos el determinante,
—(4—7?)+3=0, esdecir, 7* —1=0.
Resolviendo esta ecuacion obtenemos los valores propios:
rm=1 ry=-—1.

A continuacion, calculemos los vectores propios asociados a cada valor:

m={en: (1 5 ) ()= (0 P =twmio-m=0

ma=twns (7 23 (0)= (0 )= t@mia-y=o.

Un vector propio asociado a 1 = 1 es u; = ( ) y un vector propio

1

asociado a 19 = —1 €s Uy = . Puesto que 4y y 1y son vectores propios

1
1
asociados a dos valores propios distintos, son linealmente independientes y la

solucion general es:
(1) = Cye! ( ’ ) +C’26_t( . ) ,

1 (t) = BClet + Cgeit
ZL‘Q(t) = C’let + Cge_t. |

es decir,

Ejemplo 4.5. Resolvamos el problema de valor inicial

1 2 —1 —1
7i)=(1 0o 1|z, 70)=[ 0
4 —4 5 0

Solucion. Calculamos los valores propios de la matriz de coeficientes. Planteamos
la ecuacién:

1—r 2 -1
1 —r 1 =0,
4 —4 5—r

desarrollamos el determinante y calculamos las raices de la ecuacién que se
obtiene. Asi pues, los valores propios asociados a la matriz A son:

7“1:]_, T2:2, T3:3.

Calculamos ahora los vectores propios asociados a cada valor propio obtenido:
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0 2 -1 x 0

H ={(z,y,2): | 1 -1 1 y =101}
4 -4 4 z 0
={(z,y,2): 2y —2=0, 2 —y+ 2 =0}.
—1 2 -1 T 0
HQZ{('xay7Z) : I =2 1 Y = 0 }
4 -4 3 z 0

={(z,y,2): —x +2y — 2 =0, 4o — 4y + 3z = 0}.

-2 2 -1 x 0

H; ={(x,y,2): 1 -3 1 y |=101]}
4 -4 2 z 0

— 0

={(z,y,2): —2x+2y—2=0, =3y + =z

Tomando un vector propio asociado a cada valor propio,

-1 -2 -1
’l_[l = 1 s 17:2 = 1 y ﬁ3 = 1 s
2 4 4
la solucién general es:
-1 -2 -1
f(t) = Clet 1 + Cg€2t 1 + 03631% 1
4 4
—et =22 —e¥ 4
_ ol o2t Bt C,
2et 4e*  4e¥ O

Consideramos ahora la condicién inicial:

1 -2 -1 C, 1
Fo)y=| 1 1 1 C, | = o
2 4 4 Cs 0
Resolviendo este sistema, obtenemos C} =0, C; =1y (3 = —1. Luego la

solucién particular buscada es:

—2 ~1
Z(t) = e* 1| —e* 1|.m
4 4

Ejemplo 4.6. Hallemos la solucién general del sistema de ecuaciones linea-

les #'(t) = AZ(t), donde

s

Il

|
ORI N
MO — DO
— N0 N
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Solucién. Resolviendo |A — rI| = 0, obtenemos los valores propios r; = —3
y 1o = 3 con érdenes de multiplicidad 1 y 2, respectivamente. Como veremos,
aunque tengamos un valor propio repetido, si podemos encontrar 3 vectores
propios linealmente independientes, ya que el espacio de vectores propios aso-
ciados a r = 3 tiene dimensiéon 2, por tanto podemos tomar dos vectores propios
de este espacio linealmente independientes.

Vectores propios asociados a cada valor:

4 =2 2 0
Hs={(z,y,2): [ -2 4 2 =| 0
2 2 4 0
={(z,y,2): 20 —y+2=0, —x+2y+2z=0}
-2 -2 2 T 0
H; ={(z,y,2): | -2 -2 2 y =101}
2 2 =2 z 0

={(z,y,2) :x+y—2=0}

Tomamos un vector propio asociado a r, = —3,
1
’ljl - 1
—1

1 -1
17:2 = 0 y 713 = 1
1 0

Entonces, la solucién general es:

1 1 —1
F(t) = Cre ™ 1| +Coe® | 0 | + Cse 1 |.m
—1 1 0

(IT) Valores propios complejos

Veamos como obtener dos soluciones reales linealmente independientes del
sistema

7' (t) = AZ(t) (4.11)
cuando la matriz A real tiene un par de valores propios complejos conjugados
aEif.

Supongamos que r; = a+1if3 ( , B € R), es un valor propio de A con vector
propio correspondiente Z' = d + zb donde ay b son vectores constantes reales.

Se observa que su conjugado Z = a — ib es un vector propio asociado al valor
propio 7 = a — 3. En efecto, si tomamos el conjugado de:

(A—rlI)zZ=0,
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aplicando la propiedad de que el conjugado del producto es el producto de
los conjugados y ademas A = A y I = I por tener sélo componentes reales,
obtenemos:

(A—71)Z=0.
Teniendo en cuenta que ; = ry, entonces:
(A—ryd)Z =0,

por lo tanto, Z es el vector propio asociado a 7.
Dos soluciones vectoriales complejas de (4.11) linealmente independientes
son:

U—j‘l(t) — eTlt -

z =
Bo(t) = €' 7 = @G — ib).

Utilizamos una de estas dos soluciones y la férmula de Euler para obtener
dos soluciones vectoriales reales. En primer lugar reescribimos w (¢):

QU

i (1) = e (cos (Bt) + isin (Bt)) (@ + ib)
::eat(cos(ﬁt)ﬁ——shn(ﬁt)g —%ieat(shn(ﬁt)@—%cos(ﬁt)g>.

N———

Por tanto,
Wy (t) = T4 (t) + i Ta(t)

donde Z1(t) y Z5(t) son las dos funciones vectoriales reales:
T(t) = e (cos (Bt) @ — sin (5t) E) :
To(t) = e (sin (Bt) a@ + cos (Bt) 5) :

Comprobemos que 7 (t) y Z2(t) son soluciones reales del sistema homogéneo
(4.11). Puesto que w;(¢) es una solucién de (4.11) se tiene:

por tanto:
(Z1(t) + 1 2o(t)) = A(Z1 (L) + i Z2(2)).
Derivando:
7y (1) + idy(t) = A(@L(t) + i 22(1)),
es decir:

Z\(t) +iZ)(t) = ATy (t) + i AT (2).

Igualando las partes real e imaginaria, tenemos:

7 (t) = Az (1)
Ty(t) = AZy(t);
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por tanto, Z1(t) y Z2(t) son soluciones reales del sistema homogéneo (4.11) aso-
ciadas a los valores propios a £ i3. Veamos que {Z(t), Z2(t)} son linealmente
independientes en R. Sea @ = col(a, az) y b = col(by by). Entonces:

e® cos (Bt)a; — e sin (Bt)by e sin (Bt)a; + e cos (St)by
e® cos (Bt)ay — e sin (Bt)by e sin (Bt)as + €™ cos (St)by

= eat(ale - a2b1> 7£ O,

ya que a1by — agby = det(d, 5) yay b son linealmente independientes.

Resumiendo, si una matriz A tiene valores propios conjugados « + i3 con
vectores asociados @ j:ig, entonces dos soluciones vectoriales reales linealmente
independientes (4.11) son:

{e® cos (Bt) @ — e sin (Bt) b, e sin (Bt) @ + ™ cos (Bt) b} (4.12)

Ejemplo 4.7. Hallemos la solucién general del sistema:

1
» -3 L.
(t) = e
-1 —=
2

Solucién. Calculamos en primer lugar los valores propios de la matriz de
coeficientes:

1
-5 T 1 5 1
2 1 =0, dedonde: 7*+7r+ - =0, esdecir: r=—= 1.
~1 = 4 2
2
Para r = —% + 1, calculemos los vectores propios asociados:

m=te: (5 ) (2)=(0 ) =twiiety=0)

={(z,y) 1y = ix}.

Por tanto, un vector propio asociado a ry es

-(1)-(2) (1)

luego a = é y b= ( (1) > . Entonces, dos soluciones reales vienen dadas

por (4.12), es decir:

_lt _lt .
5 e 2'cost 5 e 2'sint
T1(t) = To(t) =
1) ( e~zsint ) Y 2(1) ( e~z cost )

_14 _ 1y .
5 e 2'cost e 2'sint
Q}(t):Cl( 1, )—i_OQ(e_%t ).

cost
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(III) Valores propios repetidos

Estudiamos finalmente el caso en que A tiene algin valor propio repetido 7;
con multiplicidad m; pero no tiene asociados m,; vectores propios linealmente
independientes a dicho valor.

Comenzaremos viendo un ejemplo de un sistema de dos ecuaciones donde
la matriz A tiene un valor propio doble r y sélo un vector propio linealmente
independiente asociado ;.

Ejemplo 4.8. Hallemos la solucion general del sistema:

7(t) = ( L ) (1),

Solucion. Calculemos los valores propios de la matriz de coeficientes:

‘1—r -1

_ 2 — 0
1 3—7"‘_0’ es decir: r* —4r +4 = 0;

por tanto, r = 2 es un valor propio con multiplicidad 2.
Calculemos los vectores propios asociados:

=t (7 1) (0) = (0 ) =teaary=o

Por ejemplo, un vector propio asociado serad u; = . Puesto que este

-1
espacio tiene dimensién 1, no existe otro vector propio linealmente indepen-
diente y tenemos sélo una solucion independiente dada por:

fl(t) = €2tﬁ1 = 62t ( _1 ) .

Podemos intentar buscar una segunda solucion linealmente independiente
de la forma:
fQ(t) = t62t ﬁQ

con 1y vector constante a determinar. Para ello, sustituimos en el sistema:
2t 62t ﬂ:g + €2t ﬁg — At €2t 1_[2 = 0.

Igualamos ahora los coeficientes de e*y te* a 0. A partir del coeficiente
de e, se obtiene que @ = 0. Por tanto, no encontramos ninguna solucién del
sistema (distinta de cero) de la forma t 2! ;. Puesto que al igualar coeficientes
nos aparecen términos en ey te? buscaremos una solucién de la forma:

fg(t) = t€2t 713 + €2t 712
con 1y y U3 vectores constantes a determinar. Sustituyendo en el sistema:

2t €2t 63 + €2t 63 + 2€2t /IIQ — At €2t ’173 — A€2t 712 =0.

@ Beatriz Campos / Cristina Chiralt - ISBN: 978-84-693-9777-0 142 Ecuaciones diferenciales - UJI



Igualando los coeficientes de e?'y te?, se tiene:

(A—2D)is =0
(A —20)ily = .

Asi, i3 es un vector propio de A asociado al valor propio r = 2 (podemos
tomar i3 = ), y Uz serd un vector que verifique la segunda ecuacién. Por
consiguiente, una segunda solucién linealmente independiente es:

—

To(t) = te*tii + e* iy
donde w5 serd un vector tal que
(A —21)uy = ;. (4.13)

Como det(A — 2I) = 0, cabe esperar que la ecuacién (4.13) no pueda
resolverse. Sin embargo, no es necesariamente cierto, para determinado

si puede resolverse,
-1 -1 T\ 1
1 1 y )]\ -1

Vemos que el rango de la matriz de coeficientes de este sistema es igual al
rango de la matriz ampliada, pues la columna de la derecha es proporcional a
las columnas de la matriz, luego el sistema es compatible. Por tanto, buscamos

un vector iz = < ; tal que —x —y = 1, luego sera de la forma:

ae ()= () ()

y la solucién quedaria:

To(t) =te™ ( _1)+th ( _(1))+ke%<_1).

El dltimo sumando es proporcional a #(t), luego ya estard incluido en la
solucién general, podemos por tanto, tomar k = 0 al considerar el vector s.
De este modo, la solucién general sera:

Z(t) = O171 (1) +Cada(t) = Clth< _1 >+02 (te% ( _i ) + e* ( _(1) )) :

[ |

Estudiemos la obtencién de las soluciones para el caso de valores propios con
multiplicidad 2 ¢ 3. Si existe un valor propio r con orden de multiplicidad mayor
que tres, la situacién se va complicando y requiere un tratamiento basado en
la exponencial de una matriz y el conocimiento de la teoria de matrices.
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Si r es valor propio de A con orden de multiplicidad dos y sélo tiene un
vector propio ; linealmente independiente, entonces tenemos dos soluciones
linealmente independientes de la forma:

fQ(t) = te” ﬁl + €Tt 62
donde s un vector que satisface la condicion:

A un vector que verifica esta condicion se le llama vector propio generali-
zado asociado al valor propio r. Esta condiciéon implica que:

(A —rI)%d, = 0.

B Definicion 4.5. Un vector « es un vector propio generalizado de una
matriz A, asociado a un valor propio r, si existe un k entero positivo tal que:

(A—rD)fa=0.
Si r es un valor propio de A con orden de multiplicidad tres, tenemos varias
posibilidades:
1) Si 7 tiene asociados tres vectores propios {1, Uy, U3} linealmente in-
dependientes, estamos en el caso estudiado en (I).
2) Si r tiene un sélo vector propio linealmente independiente ), las tres
soluciones linealmente independientes asociadas vienen dadas por:

fz(t) =te"t i e iy, con iy tal que (A — r])ﬁ2 =1

T3(t) = ’;—2!6” Uy +te ity + ez, con s tal que (A —rl)is = s.

Esta tercera solucién Z3(t) es linealmente independiente de Z1(t) y #o(t) v
se obtiene con un razonamiento analogo al dado en el ejemplo para obtener
Ta(t).

3) Si un valor propio 7 con multiplicidad 3 sélo tiene asociados dos vectores
propios linealmente independientes u; y sy, tendremos dos soluciones dadas

por:

Busquemos una tercera solucién que sea linealmente independiente de estas
dos. Supongamos que es de la forma:

fg(t) = e” 713 + te” 'LT4

@ Beatriz Campos / Cristina Chiralt - ISBN: 978-84-693-9777-0 144 Ecuaciones diferenciales - UJI



y derivamos:
Zy(t) =re" iy + et iy +rte iy

A continuacién, sustituimos en el sistema:
rt — rt — rt — Art—» A rt > A
reus+e Uy +rteuys— Aetuz — Atetuy, =0

e igualando términos deducimos que:

—

(A - 7”]) 77:4 = 0,
(A — 7"[) ﬁg = 64, (415)

es decir, 14 es un vector propio de A asociado a r y U3 es un vector propio
generalizado. Para que se puedan dar estas dos condiciones, tomaremos una
tercera solucion linealmente independiente que sera de la forma:

T3(t) =t " Uy + e s

con iz vector propio generalizado verificando (A — rl)is = 1y, donde ) es
un vector propio combinacion lineal de u; y s, que se elegira de modo que la
ecuacién (4.15) pueda resolverse para ;.

Ejemplo 4.9. Hallemos tres soluciones linealmente independientes del sis-
tema:

1
2
0
Solucién. Resolviendo |A — rI| = 0, obtenemos el valor propio r = 2 con

orden de multiplicidad 3. Calculemos los vectores propios asociados a este
valor:

016 x 0
Hy={(xz,y,2): | 0 0 5 y | =10 |}=A{(z,y,2) :y=0, z=0}.
000 z 0
Este espacio vectorial tiene dimension 1, luego s6lo podemos obtener un
1
vector propio linealmente independiente, por ejemplo el vector i; = | 0 | y
0
una primera solucién vendra dada por:
1
.fl (t) = €2t ?Il = €2t 0
0

La segunda solucién sera de la forma Zy(t) = t e? @y + e* @5, con iy tal que
)
(A — 21)uy = 1y, es decir, Uy serd un vector cuyas componentes verifiquen:

016 z 1
005 y | =101,
000 2 0
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el sistema asociado es:

y+6z=1
z =
y resolviendo el sistema:
y=12=0
Asi, 1y sera de la forma:
T 0 1
=1 ]=|11]+z]| 0
0 0 0
En 5 eliminamos el segundo sumando ya que es proporcional a i, asi tomamos
0
iy = | 1
0

.z , — 2 — — —
La tercera solucién serd de la forma Z3(t) = 5 ™ @y + t et + €' U3, con

s tal que (A — 21)us = Uy, es decir, sus componentes verificardn:

016 x 0
005 y | =1 1],
000 2 0

planteamos el sistemas asociado:
y+6z2=0
oz =1

y=—6/5 z=1/5.

y resolviendo obtenemos:

Por tanto, w3 sera de la forma:

T 0 1

ip=1 —=6/5 | =| —=6/5 | +z| 0O

1/5 1/5 0
0
De nuevo, eliminamos el término proporcional a #; tomando @3 = | —6/5
1/5

Asi pues, tres soluciones linealmente independientes son:
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Ejemplo 4.10. Hallemos una matriz fundamental del sistema:

2 1 1
7(t) = 12 1 )%
-2 -2 -1
Solucién. Resolviendo |A — rI| = 0, obtenemos el valor propio r = 1 con

orden de multiplicidad 3. El espacio de vectores propios asociados a este valor

1 1 1 T 0
Hy ={(z,y,2): 1 1 1 y =101}
-2 -2 =2 z 0

={(z,y,2) :x+y+2z=0}

Este espacio vectorial tiene dimension 2, luego podemos obtener dos vec-
tores propios linealmente independientes. Puesto que los vectores de este es-
pacio son de la forma:

-y —z —1 —1
Y =y 1 ] +=z 0
z 0 1
-1 -1
podemos tomar, por ejemplo, los vectores u; = 1 | yuy = 0 |, que
0 1

son linealmente independientes. Asi, dos soluciones linealmente independientes
vendran dadas por:

—1
fl(t) = Gt ﬁl = €t 1 s
0
—1
fg(t) = Gt 1,_[2 = Gt
1

La tercera solucién serd de la forma @5(t) = ¢ €' iy, + €' U3, con Uy, = kit +
kotiy y (A — I)i3 = 1. Por tanto, buscamos dos vectores que nos permitan
resolver el sistema:

1 1 1 T -1 -1 —]{?1 — ]{?2
1 1 1 Yy = k‘l 1 + ]CQ 0 = k‘l
—2 -2 -2 2 0 1 ks

Para que el sistema sea compatible, haremos que la columna de los térmi-
nos independientes sea combinacién lineal de las columnas de la matriz de
coeficientes. En este caso, podemos tomar k; = 1y ky = —2, entonces:

1
U = 1
—2
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y Uz sera un vector cuyas componentes verifiquen x + y + z = 1, es decir,
serd un vector de la forma:

l—y—=z 1 —1 —1
Y =10 |+y 1 | +=2 0
z 0 0 1
Eliminando los sumandos proporcionales a u; y a @y tomamos
1
us= 1| 0
0
La tercera solucién es:
1 1
Ta(t) =te 1L |+e | 0
—2 0

y la matriz fundamental viene dada por:

—et —el tet+ ¢t
Xt)y=1[ e 0 tet .
0 et —2tel

4.3.1. La funcién exponencial matricial

El estudio de la funcién exponencial matricial nos lleva a un método alter-
nativo para la obtencién de una matriz fundamental de un sistema. Dada una
matriz constante A de dimensién n x n, definimos la matriz e imitando el
desarrollo de Taylor de e*, es decir,

t? "
eAt:I—l—At+A2§+...+A"—‘+... (4.16)
! n!
Veamos algunas de sus propiedades que utilizaremos mas adelante:
1. €49 = ¢9 =, siendo O la matriz nula de dimensién n x n.
2. eA(H»s) — CAtGAs.
3. (e~ = e~ por tanto se tiene que e* es una matriz regular.
4. eAtBIt — AteBl i AB = BA.
5. "t =er].
Si diferenciamos en (4.16), se tiene que:
d, a4 d o 12 St
E(e ) = E(I—i—At—I—A 5+...+A E+)
t2 tn_l
=A+ A+ A+ A+
2! (n—1)!
ot t"
=Al+At+ A=+ ...+ A"—+..)
2! n!
= Ae
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es decir, e

t es solucién de la ecuacién diferencial matricial X' = AX y dado
que e es una matriz regular, resulta que las columnas de e* son soluciones

linealmente independientes del sistema &' (t) = AZ(t).

B Teorema 4.6. Si A es una matriz constante de dimensién n x n, entonces
las columnas de la matriz exponencial e’ forman un conjunto fundamental de
soluciones del sistema:

Z(t) = A Z(t). (4.17)

At

En consecuencia, e”* es una matriz fundamental del sistema (4.17) y la

solucién general es Z(t) = e*C. Asi, el problema de valor inicial:
7'(t) = AZ(t), #0)=2z°
tiene una unica soluciéon dada por:
Z(t) = ez,
At

Nos centraremos a continuacién en el cdlculo de la matriz e
Si la matriz A es una matriz diagonal, el calculo de e resulta sencillo.

At

Ejemplo 4.11. Calculemos e, siendo A la matriz:

(1)

Solucién. Puesto que A es diagonal se tiene que A" = ( (=1) 20n ) , por

tanto:

—+o00 n 400 nth —t
Z t (=) 0 e 0
At n _ n=0 n! —
e — A _n' — ( 0 400 2n tn ) — < O th ) . .

n=0 nl

Al o 1

Asi, si A es la matriz diagonal A = diag(d,,ds, ..., d,), entonces e
matriz diagonal e = diag(e®?, e®! ... ednt).

Si A no es diagonal, el calculo de e es més laborioso.

Veamos cémo determinar e para una clase especial de matrices. Si una
matriz no nula B es una matriz nilpotente, es decir, B*¥ = 0 para algin entero
k positivo, entonces la serie de e sélo tiene un nimero finito de términos y

en este caso:
tk—l

t2
Bt 2 k—1
=/+Bt+B°—+ ..+ BV —.
e +Bt+ B+ + B

Aplicando las propiedades vistas anteriormente, podemos descomponer e
del siguiente modo:

At

6At _ erlte(A—r])t _ ertle(A—rI)t _ 67‘te(A—7"I)t‘

Si elegimos 7 de modo que la matriz A—rI sea nilpotente, obtendremos una
representacién finita de e4*. Esto ocurre si el polinomio caracteristico de A es
de la forma p(r) = (r—r1)", es decir, si A tiene un valor propio de multiplicidad
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n. En este caso, puesto que por el Teorema de Cayley-Hamilton toda matriz
A satisface su polinomio caracteristico, es decir, p(4) = 0, tendremos que
(A —rI)" = 0. Entonces:

tn—l
eAt = e”t (I + (A — 7’1[)15 + ...+ (A — Tll)n_1m> .

Ejemplo 4.12. Hallemos e, siendo A la matriz:
2 1 1
A= 1 2 1
-2 =2 -1

Solucion. Calculemos los valores propios de A:
|A—7rI| = —(r—1)>=0— r =1 es valor propio con multiplicidad 3.

Entonces, (A —rI)> =0 — (A—1)> =0 — A — I es nilpotente y se tiene:

t2
At _ete(AfI)t _et (I+(A—I)t—|—(A—I)25>
1 00 1 1 1 0 0O 2
= 010 |+ 1 1 1 |t+ 0005
0 0 1 -2 =2 =2 0 0O :
et + tet tet tet
= tet et + tet tet

—2tet  —2tet et — 2te!

Y esta matriz obtenida es una matriz fundamental del sistema 7'(t) =
Az(t). &

En general, no se satisface la nilpotencia pero podremos calcular e* me-
diante la siguiente propiedad que relaciona dos matrices fundamentales de un
sistema.

B Lema 4.1. Sean X (t) e Y(t) dos matrices fundamentales de un sistema
Z'(t) = AZ(t). Entonces, existe una matriz constante C' tal que:

Por tanto, conocida una matriz fundamental X (t) de Z’(t) = AZ(t), puesto
que et es también matriz fundamental, se tendra que:

e = X (1)C.
Haciendo ¢t = 0, se tiene:
I=X(0)C—C=X0),

y llegamos a:
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Veamos como hallar una matriz fundamental basandonos en las propiedades
estudiadas. Por el lema anterior, las columnas de una matriz fundamental seran
de la forma e?*#, con @ vector constante, es decir, las columnas serdn de la

forma:

tk
el = emteA M = e (T + (A—rD)t+ ...+ (A — r[)kg + ..U
tk
=@ +tA—rDi+ ..+ E(A —rD*a+ ).

Intentaremos encontrar n vectores u de modo que el calculo de cada una
de estas columnas resulte manejable, es decir, que los desarrollos sean finitos.
Si u es un vector propio de A asociado al valor propio r, entonces

A—ri=0 y (A—rD*ad=0

para k > 1, luego el desarrollo anterior se reduce a e, resultado que ya
conociamos, y la columna obtenida es la soluciéon correspondiente a dicho vector
propio.

En general, se tendra un ntimero finito de sumandos si (A —r1)*% = 0 para
algin k entero positivo. Como vimos, los vectores que satisfacen esta propiedad
son los vectores propios generalizados.

Asi, si el polinomio caracteristico de la matriz A es:

p(r)=(r—r)™ ...(r—mr)™,

se verifica que para cada valor propio r; de A con multiplicidad m;, existen m;
vectores propios generalizados linealmente independientes, con my + ... +my =
n. Por tanto, a partir de estos n vectores propios generalizados calcularemos
las n soluciones linealmente independientes de la forma e para cada .

En resumen, para hallar un conjunto fundamental de soluciones del sistema
7(t) = AZ(t) seguiremos los siguientes pasos:

1. Calcularemos el polinomio caracteristico p(r) = |A — rI| y hallaremos
los valores propios:

r1 con multiplicidad my

r, con multiplicidad my.

2. Para cada r; buscaremos m; vectores propios generalizados linealmente
independientes.

3. Construiremos n soluciones linealmente independientes, es decir, n colum-
nas de la matriz fundamental, de la forma:

2

t
e = et (U4 t(A — rid)id + TG rd )2+ ).
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At

Ejemplo 4.13. Hallemos la matriz fundamental e”* del sistema Z'(t) =

AZ(t), donde:

1
A=11
0

= w O
_ O O

Solucién. El polinomio caracteristico de A es p(r) = (r — 1)%(r — 3), luego se
tiene un valor propio r; = 1 con multiplicidad 2 y un valor propio 7y = 3 con
multiplicidad 1.

Para r; =1,

0 00 x 0
010 z 0
0
Un vector propio asociadoar; =1esu; = | 0
1
0
Asi, la primera columna de la matriz fundamental es Z1(t) =e' | 0
1

Puesto que para r; = 1 valor propio doble sélo se tiene un vector propio
linealmente independiente, buscaremos ahora un vector propio generalizado,
es decir, buscaremos un vector que verifique:

2

0 00 x 0
1 20 y | =10
010 z 0
o equivalentemente:
000 x 0
1 20 y | =10
010 z 1

es, por tanto, un vector cuyas componentes verifiquen x +2y =0 e y = 1. Es
decir, sera un vector de la forma:

—2 —2 0
1] = 1 1]4+21 0
z 0 1
—2
Eliminando los sumandos proporcionales a w7, tomamos s = 1 ].La
0
segunda solucién o segunda columna de la matriz fundamental es:
To(t) = eMily = eleA=Dtg, = ety +t(A—1) uz)
-2 —2¢t
_ t= t— __ _ t
=€l +te'u; =€ 1 = e

0 tet
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Para ry = 3,

-2 0 0 x 0
H; ={(z,y,2) : 10 0 y =10 ]}={(z,y,2): =0, y—2z = 0}.
01 -2 z 0
0
Un vector propio asociado ars =3 estz = | 2 | y la tercera columna de la
1
0 0
matriz fundamental serd Z3(t) = e3 [ 2 | = [ 2%
1 e315
Luego una matriz fundamental es:
0 —2¢ 0
Xt)y=1 0 ¢ 2%
et t@t e3t
y la matriz fundamental e :
et 0 0
M= X)X H0) = —1el + 1 et 0 |.m
—q€f — el + 1€3 —Zef + 1% €

Ejercicios de la seccién 4.3

1. Halla la solucién general de los siguientes sistemas de ecuaciones:

@ #=(§ 1),
mew-( g Y5 ).

1 2 2
© #® =0 -1 1 |z0.
0 3 1

(Solucién: (a) #(¢) = aﬁ<§)+@e< g).

(mﬂw:aa% 1>+@e ( )
;
-5

1 0
(C) f(t) = C'let 0 + CQ@Qt + 036 1 )
0 —1

2. Halla la solucion general de los siguientes sistemas:

W=y 5.
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-2 0 2
b #6) = -2 2 —2 |z0.
-8 0 -2

(Solucién: (a) Z(t) = Cre™* ( Zcost )+0262t ( 2sint > ‘

—cost —sint —sint + cost
0 4 cos (4t)
(b) Z(t) = Cre* | 1 | +Coe™ | —cos(4t) + 3sin (4t)
0 —8sin (4¢)
4 sin (4t)
+ Cse 2 | —sin (4t) + 3cos (4t) |).
8 cos (4t)

3. Resuelve los siguientes sistemas:
5 —3
— _ —
@ 0=(3 7)o

o 2= (5 2y )

(Solucién: (a) #(t) = Cre? ( ' ) F Cyet (t( | ) + ( _g )) |
(b) Z(t) = Cyet ( ; > + et (t ( ; ) + ( B )))

4. Halla una matriz fundamental de los siguientes sistemas:

3 1 6
(@) Z(t)=1| 0 2 —1 | &)
0 0 3
3 —2 1
(b) Z'(t) = 2 -1 1 |Z@)
—4 4 1
5 —3 -2
(c) Z(t) = 8 —5 —4 | Z(¢)
—4 3 3
0 2 =2 1
2 3 2 1
— . —
@wze-| 23 2 1l
1 -3 1 -1
63t 756315
(Solucién: (a) X(t)=| 0 —%e:“
0 g@gt
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el tel tel

(b) X(t) = [ € te' (t+ 1)
2
0 ¢ (L+1)¢
e 0 tet
(c) X(t)=1| 0 2¢! 2t et
2¢! —3e! (—t—3)¢
—e?t —te —sint cost
0 —e* —I(cost+sint) —i(sint+ cost)
_ 2 2
(d) X(®) e te*  L(cost-+sint)  I(sint — cost) )
0 e cost sint

4.4. Sistemas no homogéneos

Ya sabemos que la solucién general de un sistema no homogéneo
7(t) = A()(t) + g(t)

es de la forma:
T(t) = 1Ty + ... + cnn + Tp(1).

Hemos estudiado cémo hallar un conjunto fundamental de soluciones para
el sistema homogéneo asociado para el caso en que A sea una matriz constante.
Veamos ahora como obtener una solucién particular del sistema completo.

Tanto el método de los coeficientes indeterminados como el método de
variacién de los parametros, son una extension de los métodos estudiados para
el caso de ecuaciones lineales de orden n.

4.4.1. El método de los coeficientes indeterminados

Este método se puede aplicar si la matriz A es constante, es decir, no de-
pende de t, y las componente de g(t) son funciones polinémicas, exponenciales,
senos, cosenos o bien sumas o productos de éstas.

(I) Siel término no homogéneo es un polinomio de grado m con coeficientes
vectoriales:
G(t) = Ppu(t) = @nt™ + - + dut + do,

tomaremos la solucién particular de la forma:

—

Ty(t) = t"Qua(t) = t"(Apt™ + -+ At + Ap),
teniendo en cuenta que:

e Se anade el término t" si r = 0 es raiz de la ecuacién caracteristica,
con orden de multiplicidad h.

e A, son coeficientes a determinar.
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(IT) Si el término no homogéneo es un producto de exponencial y polinomio:

g(t) = e Pu(t)

tomaremos la solucion particular de la forma:

Zy(t) = ¢ Qm(t),

teniendo en cuenta que:

e (),, es un polinomio de grado m con coeficientes a determinar.

e La ecuacion caracteristica no tiene como raiz r = a.

Sin embargo, tomaremos como propuesta de solucion particular

Zp(t) = e (1" Quu(t) + Ry (1)),
teniendo en cuenta que:
e Se anade el término t" en el caso en que 7 = «a sea raiz de la ecuacién
caracteristica, con orden de multiplicidad h.
° ij y éh_l son polinomios de grado m y h — 1, respectivamente,

con coeficientes a determinar.

(IIT) Si el término no homogéneo es un producto de exponencial y una com-
binacién de coseno y seno por polinomios:

G(t) = e (P, (t) cos Bt + R, (t)sin 8t),
tomaremos la solucién particular de la forma:

T (t) = e t"(Qn (1) cos Bt + Sy (t) sin 5t)),

e Se anade el término t" si r = o + i3 es raiz de la ecuacién carac-
teristica, con orden de multiplicidad h.

e N = max(m,n) y siendo Qn(t) y Sy(t) son polinomios de grado
N, con coeficientes a determinar.

(IV) Si g(t) consiste en sumas finitas de los casos (I),(II) y (III), por el
principio de superposicién, Z,(t) serd combinacién de las soluciones par-
ticulares correspondientes.

Nota 4.2. Para determinar los coeficientes vectoriales A; y del resto de poli-
nomios que aparecen en los casos descritos se deriva y se sustituye la propuesta
de solucién particular 7, en el sistema de ecuaciones diferenciales.
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Ejemplo 4.14. Hallemos la solucién general del sistema ' (t) = AZ(t)+4(t),
donde:
1 -9t
A= -2
2 —18t
Solucién. Los valores propios de A son r; = 3 con orden de multiplicidad 2 y

ro = —3. Calculando los vectores propios asociados, obtenemos la solucion del
sistema homogéneo:

1 -1 -1
fh(t) = Clegt 0 + CgeSt 1 -+ 03673)& -1
1 0 1
-9
Busquemos ahora una solucién particular. Como §(t) = 0 |tesun
—18

polinomio de grado 1, correspondiente al caso (I) de la tabla, buscamos una
solucién de la forma:

T(t) = t"(at + b).

Como 0 no es valor propio, h = 0, la solucién particular sera:

con @y b a determinar. Para ello, sustituimos ,(t) en el sistema:

T, (1) = AT, () + g(1),

de donde:
— _9 —
a=A(at+0b) +g(t) — t(Ad + 0 |)+(Ab—a) =
—18

Igualando a 0 los coeficientes de este polinomio vectorial:

9
Ad+ 0 |=0—Ab-a=0,
—18

obtenemos las ecuaciones matriciales:

1 -2 2 aq 9
-2 1 2 as | = 0
2 21 as 18
1 -2 2 bl aq
—2 1 2 bg = a
2 21 bs as

@ Beatriz Campos / Cristina Chiralt - ISBN: 978-84-693-9777-0 157 Ecuaciones diferenciales - UJI



Resolviendo el primer sistema, se tiene a; = 5, ay = 2 y a3 = 4. Sustituyen-
do estos valores en el segundo sistema y resolviendo se tiene que by =1, by =0
y b3 = 2.

Por tanto, la solucion particular buscada es:

5 1 ot +1
)= 2 |t+| 0 | = 2t
4 2 4t + 2
y la solucién general es:
1 —1 -1 ot +1
Ft)=Ce® | 0 | +Coe® | 1 | +Cse™ | -1 | + 2t .|
1 0 1 4t + 2

4.4.2. El método de variacién de los parametros

Este es un método més general ya que los coeficientes del sistema pueden
ser funciones continuas arbitrarias de ¢, asi como las componentes de §(t).
Para aplicar este método debemos partir de una solucién general conocida del
sistema homogéneo asociado.

Conocida X (¢) una matriz fundamental del sistema homogéneo ¥ (t) =
A(t) Z(t), la solucién general de este sistema homogéneo viene dada por X (¢)C,
siendo €' un vector constante. Entonces, para el sistema completo

7(t) = A(t) Z(t) + g(t) (4.18)

buscaremos una solucién particular de la forma:

es decir, cambiamos el vector constante C' por una funcién vectorial ¥(t) =
col(vi(t), ..., v,(t)) a determinar.
Para calcular (t), derivamos Z),(t):

7o) = X(8) T (1) + X'(t) 5(1)

P
y sustituimos en la ecuacién (4.18):
X(t)0'(t)+X'(t)v(t) = A(t) X(t)T(t) + g(t).
Puesto que X (t) satisface la ecuacién matricial X'(t) = A(t) X (1), se tiene que:
X(t)v'(t) = g(t),

entonces:

U(t) = X"t g(t) (4.19)

e integrando se obtiene:
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La solucion general del sistema completo es:
) = X() O + X (1) / X-1(s) §(s) ds. (4.20)
Para un problema de valor inicial de la forma:

T(t) = A(t) £(t) + g(t), (ko) = Zo,

tendremos que despejar C de la solucién en to:

fa = X(t) G+ X () | [ X700 00) 5] = X(00) € 4 Xt 0,

de donde: C'= X (tg) (Zo — X (to) I(to)) = X (to) Zo — I(to)

y al sustituir en (4.20) obtenemos la solucién:

E(t) = X (1) X (t) o + Xt /x 5) g(s) ds

:X(t)< L(to) :v0+/ X! ) (4.21)

Ejemplo 4.15. Hallemos una solucién particular del sistema de ecuaciones:

f’(t):(_g ;)f(t)+<%t).

Solucion. Los valores propios de la matriz ( _g 21)) ) sonry =2yry =1

. . 1 1 .
con vectores propios asociados 9 ) y ( 1 ) , respectivamente. Por tanto,

la solucién general del sistema homogéneo asociado es:

= (N v (Y= ( 5 € ) a=xu)c
Tt =2 g 201 ) T L2 o )77 '
Buscamos una solucién particular de la forma:

Tp(t) = X(t) v(t)

con U(t) funcién vectorial a determinar. Para ello, podemos derivar Z,(t) y
sustituir en el sistema, o bien podemos determinar directamente ¥(¢) a partir
de la condicién obtenida en (4.19):

v =xwan=( 5o ) (5)=(7y )
Integrando: 3 |
- (7 )o-(5)

y la solucién particular obtenida es:

. e’ et et et + 2tet
Tp(t) = ( 2e%t et ot )]\ 2t + 2tet -u
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Ejemplo 4.16. Resolvamos el problema de valor inicial:

f’(t):(f :§>f(t)+(612t), :Z’(O):(_Ol).

Soluciéon. Como ya vimos en el Ejemplo 4.4, una matriz fundamental del
sistema homogéneo asociado es:

et et
X =
o= &)
y la solucién general de la parte homogénea es 7, (t) = X (t) C.
Podemos resolver el problema planteando una solucién particular de la for-
ma Z,(t) = X(t) U(t), derivando y sustituyendo en el sistema para determinar
U(t) y posteriormente sustituir las condiciones iniciales para determinar las

constantes de C, o bien podemos sustituir directamente en la férmula (4.21)
obtenida anteriormente. Para sustituir directamente en la formula, calculemos

XHt)
1 et —et\' 1 et —et
-1 o _
X = det X (t) ( —e b 3e! ) 2 < —et 3e! ) '
Sustituyendo en (4.21) tenemos:
3et et -1 N ! e —e®
el et 1 o \ —3e* 4 3e®
3et et -1 n et, +et B
et et 1 %ﬁ + 3¢t
9
L/ 3" et —3+e+et BEAE A
:§< e e‘t><—§—£+3et): .
3 3 3 1.2t
2
Ejercicios de la seccion 4.4

1. Plantea la solucién particular del sistema 7'(t) = AZ(t) + ¢(t) para los
siguientes casos:

1
() gt = |~
sint
t
(b) g(t) = €*
t2

siendo A la matriz del Ejemplo 4.16.
(Solucion: (a) Z,(t) = @t + b+ Esint + d cost.
(b) Z,(t) = @t2 4 bt + &+ e¥(dt + &+ f12)).

@ Beatriz Campos / Cristina Chiralt - ISBN: 978-84-693-9777-0 160 Ecuaciones diferenciales - UJI



2. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales:

, 42 . 1/t
(a)x(t)z( 5 _1>x(t)—l—(4+2/t>.
011 3 1
by &)= 1 0 1 |2Z@t)+| -1 |, Z0)+1] 0
1 10 —1 1

RN 1 s 2 5t +Inlt| — &
(Solucién: (a)m(t)—01(2)+02€ ( 1 )+< Sty om|t) +4 )

1 1 1
M) Zt)=—et|{ 0 |+ | 1 |+ | -1 |).
—1 1 —1

4.5. Aplicaciones de los sistemas de ecuaciones
lineales

Como hemos visto en la introduccién del tema, un sistema de oscilaciones
acopladas da lugar a un sistema de ecuaciones diferenciales. Ademads de sis-
temas masa-resorte acoplados, veamos otros ejemplos tipicos de problemas que
nos llevan a sistemas de ecuaciones lineales de primer orden como circuitos
eléctricos compuestos por varios recorridos, problemas de mezclas en tanques
conectados y problemas de calentamiento o enfriamiento de edificios.

4.5.1. Sistemas masa-resorte acoplados

Supongamos que tenemos un sistema masa-resorte acoplado formado por
dos masas my y mo y tres resortes con constantes kq, ko y k3, respectivamente
(ver Figura 4.2). Inicialmente, desplazamos las masas poniendo el sistema en
movimiento. Veamos cudles son las ecuaciones que describen el movimiento de
este sistema.

k1

=0 y=0
k1 k2 k3
A RY” /ey, /.
‘ >0 ‘ y>0
=0 y=0

Figura 4.2: Sistema masa-resorte acoplado.
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Como en el ejemplo de la introduccion, determinamos las ecuaciones del
movimiento de este sistema, aplicando la segunda ley de Newton y la ley de
Hooke.

Sea z(t) el desplazamiento de las masa m; en un instante ¢ y sea y(t) el
desplazamiento de las masa mo en un instante t. Veamos qué fuerzas actian
sobre cada masa debidas a los resortes.

= Sobre m; actuan dos fuerzas, una fuerza F; debida al resorte de constante
]{31 .
Fl = —klx(t)

y una fuerza F; debida al resorte de constante ks :
Fy = ka(y(t) — x(t)).

El signo y direccién de Fy viene determinado por el signo de y(t) — z(t),
es decir, depende de que dicho muelle haya sido estirado o contraido.

= Sobre la masa my actian dos fuerzas, una fuerza F3 debida al resorte de
constante ks :

Fy = —ky(y(t) — x(t))

y una fuerza Fy = —ksy(t), debida al resorte de constante ks :

Fy = —ksy(t),

que sélo depende del desplazamiento de la masa ms.

Aplicando la segunda ley de Newton, tenemos:
my a”(t) = —ky x(t) + ka(y(t) — x())

may"(t) = —ks(y(t) — x(t)) — kay(t)

o bien,
ki +k k
(1) = == (t) + =2 (1)
k ko + K
vt = alt) = 22 y()

siendo x( e yo los desplazamientos iniciales de las masas m; y mo, respectiva-
mente y vy v wy las velocidades iniciales que se les imprime a las masas m; y
ms, respectivamente, al soltarlas.

Transformemos este sistema de dos ecuaciones lineales de segundo orden en
un sistema de cuatro ecuaciones lineales de primer orden llamando x; (t) = x(¢),
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( al(t) = st
xh(t) = 93415:15) .
(1) = == (1) + 2 ()
|0 = 2 () - B )

(4.22)

Cuando resolvamos este sistema de ecuaciones z;(t) y x3(t) nos propor-
cionaran la posicion, en un instante ¢, de las masas m; y my respectivamente;
es decir, tendremos las ecuaciones del movimiento. Pero ademas, se tendran
también las velocidades de ambas masas en cada instante ¢, dadas por zs(t) y

x4(t), respectivamente.

Ejemplo 4.17. Supongamos que tenemos el sistema masa-resorte de la
Figura 4.2 donde ky = ko = k3 = k' y m; = mo = m. Si inicialmente se
desplaza s6lo la masa ms una distancia d > 0, es decir, hacia la derecha,

determinemos las ecuaciones del movimiento.

Solucién. En este caso, el sistema anterior (4.22) queda:
) 0 0 10 T
zh | 0 0 01 To
o ] -2 £ 00 3
) £k g 0 4

Los valores propios de la matriz de coeficientes son j:\/%i ==V %z

o O O O

Tomemos el valor propio r = —\/Zi para hallar los vectores propios aso-
m
ciados:
ki 0 1 0
m
k u
2k k L, 0 U3
m m m
V4
k. _2k 0 L)
m m m

el sistema asociado es:

\/%Z'Ul +U3 = 0
\/%Z"UQ + v = 0

2k k ki
—m’Ul‘i‘m'UQ‘f—\/;Z'Ug—O.

Las soluciones de este sistema compatible indeterminado son de la forma

Vg = Uy, U3 = —\/givl, vy = —\/giful. Un vector propio complejo asociado a

este valor es:

K3
I
|
— =
3= 3=
o~
I
OO = =
|
~
3=
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Por tanto, dos soluciones reales asociadas al par +

! :
k k
71 = cos( Et) (1) — sin(4/ Et) \/%
0 k
1 :
k k
Ty = sin(4/ Et) (1) + cos(1/ Et) \/g
0 \/E
Tomemos ahora el valor propio r = —,/ %z para hallar los vectores propios

asociados al otro par de complejos:

ki 1 0
m
0 sk 1
m
_ k 3k, 0
m m m
k 2 0 3k
m m m

el sistema asociado es:

\/%Z’U1+U3:0
\/%Z’U2+U4:0

2k k [3k,
—2tup + v+ /vy = 0.

Las soluciones son de la forma vy = —vy, v3 =

vector propio complejo asociado a este valor es:

1
—1 1
S -1
2 = ky | = 0 —1
Y 0
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y dos soluciones reales asociadas al par £/ %2 son:

1 ;
- 3k -1 . 3k
T3 = cos( Et) o |~ sin( Et) /z;,n_k :
0 _ . /3k
—_ —_
7y = sin( %t) -1 + cos( %t) / 3k
T m 0 m m
0

SRS

La solucion general del sistema es:
f(t) = lel + Cgfg + Cgfg + 0454.

Aplicamos ahora las condiciones iniciales. Para ¢ = 0 se tiene z1(0) = 0,
22(0) = d, x3(0) = 0 y x4(0) = 0, entonces:

0 1 0 1 0
- d 1 [k 0 -1 3k 0
0 0 1 0 —1

Expresando la solucién en términos de la matriz fundamental y teniendo en
cuenta la condicién inicial dada, tenemos:

1 0 1 0

Ch 0
1 Ok 1 03k , | a
0 m 0 m Cs B 0
0 kg /3% Cy 0

y resolviendo el sistema llegamos a los valores

d
Cl - _CS = 57
Cy=0Cy =0.
La solucion de este problema de valor inicial es:
Z(t) = 5% = 5.

Por tanto, las ecuaciones que nos proporcionan los desplazamientos corres-
ponden a la primera y segunda fila de esta solucién son:

x1(t) = g (COS( Et) — cos( %t)> ,

m m

xo(t) = g (COS(\/gt) + cos( %t)) .l
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4.5.2. Problemas de mezclas

Al estudiar las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer or-
den vimos cémo modelizar, mediante una ecuacion diferencial, la velocidad de
cambio de una sustancia disuelta en un liquido contenido en un tanque, en el
cual entraba un fluido con una cierta concentracion de dicha sustancia y donde
la mezcla fluia hacia fuera del tanque. Recordemos que si z(t) es la cantidad
de sustancia presente en el tanque en el instante ¢ y % es la rapidez con que x
cambia respecto al tiempo, la ecuacién diferencial que modeliza este problema
viene dada por:

dx B
dt = Ve — Vs,
donde:
(cantidad/t) = velocidad de entrada o« concentracion al
velcantiaa N del fluido (vol/t) entrar (cantidad/vol)
va(cantidad /t) — velocidad de salida concentracion al

del fluido (vol/t) * salir (cantidad/vol)

siendo la concentracién de salida, la cantidad de sustancia z(t) dividida por el
volumen total en el tanque en dicho instante .

Ahora, vamos a considerar varios depdsitos interconectados entre si, de
modo que se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales lineales.

Ejemplo 4.18. Consideremos dos tanques interconectados, conteniendo
1000 litros de agua cada uno de ellos (ver Figura 4.3). El liquido fluye del
tanque A hacia el tanque B a razén de 20 1/min y de B hacia A a razén de 10
1/min. Ademads, una solucién de salmuera con una concentracién de 2 kg/1 de
sal fluye hacia el tanque A a razén de 20 1/min, manteniéndose bien agitado el
liquido contenido en el interior de cada tanque. La solucion diluida fluye hacia
el exterior del sistema, desde el tanque A a razén de 10 1/min y desde el tanque
B también a razén de 10 1/min. Si inicialmente el tanque B s6lo contiene agua
y el tanque A contiene 40 kg de sal, calculemos la concentracion de sal en el
tanque B al cabo de 10 min.

Solucidn. Sea x(t) la cantidad (kg) de sal en el tanque A en un instante t y
sea y(t) la cantidad (kg) de sal en el tanque B en un instante ¢.

Como sabemos, la velocidad de cambio de la sustancia en un tanque para
un tiempo ¢, debe ser igual a la velocidad a la que dicha sustancia entra en el
tanque menos la velocidad a la que lo abandona, es decir,

Ve(cant /t) — vg(cant /t),

donde
ve = velocidad de entrada del fluido X concentracién al entrar
~— ~- ~-
cant/t vol [t cant/vol
vs = velocidad de salida del fluido  x concentracion al salir ,

n'g a""g

cant/t vol/t cant/vol
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20 I/min con 2 kg/l

10 I/min

t=0: 40 kg de sal

Figura 4.3: Tanques interconectados.

siendo la concentracién de salida, la cantidad de sustancia x(t) dividida por el
volumen total en el tanque en dicho instante ¢.
En este caso, tendremos:

2 (t) = (QOl/min x 2kg/1+ 101/min x %kg/l) - ((20 +10) 1/min) x %kgﬂ)
_ y(t)  3xz(t)
=40+ 100~ 100
y'(t) = (QOl/min X %kgﬂ) - ((10 +10) 1/min) x %kgﬂ)
_ 2 2y
100 100

Obtenemos, por tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales:

2 (t) -3 & z(t) 40
= +
y'(®) % 106 y(t) 0

Comenzamos buscando la solucién de la parte homogénea. Calculamos los
valores propios:

—3 1
00 " 100 5 4 — 001
2 Tl - 9
= b —— =0
) Ly " 100" T 10000 ry — —0,04
100 00 —

y a continuacion los vectores asociados:

B (=002 001\ /v ) [0
Hooo = {(v1,v2): ( 0,02 —0,01 ) ( v ) - < 0 )}
= {(v1,v2) : —0,02v1 + 0,01vy = 0} = {(v1,v2) : Vo = 201 },
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— . 0701 0701 U1 = 0
H_g04 = {(v1,02) : ( 0,02 0,02 ) ( Vg ) B ( 0 )}

_ {(Ul,Uz) . 0,0101 + 07011)2 = O} = {(U1,U2) TV + Uy = 0}.
1

2
dos a r; y ro, respectivamente. Por tanto, la solucion de la parte homogénea

es:
fh(t) — 01670,017& ( é ) T 02670,04t ( _1 ) )

Para hallar una solucién particular podemos aplicar el método de los coe-
ficientes indeterminados. Puesto que la parte no homogénea es constante, es
decir, es un polinomio de grado 0 y ademas 0 no es valor propio, suponemos
que la solucién tiene la forma:

Zy(t) =d = ( Z;)

Derivando y sustituyendo en el sistema, tenemos:

Podemos tomar u; = ( ) y Uy = ( ] | como vectores propios asocia-

-3 1
0 00 100 ay 40
(0>_ 2 2 i 0
100 100 a

haciendo las correspondientes operaciones tenemos:

-3 1 _
100 100 ax 40
2 —2

00 100 as 0

de donde se obtiene: a; = ay = 2000.
Por tanto, la solucién general del sistema es:

o x(@) ) —oont (1 —0,04t 1 2000
- (2 ) - (1) (1) (38)-
Sustituyendo las condiciones iniciales z(0) = 40 e y(0) = 0 obtenemos C
y CQ :
40 1 1 2000
(0)=c(a)re( )~ (o)

(L L[ G, (2000

S\ 2 -1 Cy 2000 /)’

1 1\ /0 [ —1960

2 —1 Cy )\ —2000

de donde se obtiene: €} = —1320 y Cy = —640.
Por tanto, la solucién de este problema de valor inicial es:

(t) = ( ;”8 ) = 132000 ( ; ) — 64000 ( _} ) + ( 3888 )

@ Beatriz Campos / Cristina Chiralt - ISBN: 978-84-693-9777-0 168 Ecuaciones diferenciales - UJI



y al cabo de 10 minutos se tendra:

#(10) = ( 5;88; ) = —1320e %! ( ; ) — 640e 4 ( _1 ) + ( 3888 ) .

La cantidad de sal en el tanque B sera:
y(10) = —1320e” %12 — 640e~"*(—1) + 2000 = 237,004 kg

y la concentracién de sal en B al cabo de 10 minutos sera:

237,004 ke

— 02370 ke/L. W
oot~ 02370 ke/

4.5.3. Calentamiento de edificios

Consideremos el problema de calentar o de enfriar un edificio con diferentes
zonas, de modo que el calor se transfiere de unas zonas a otras en funcion de la
diferencia de temperatura. Suponemos ademas que alguna de las zonas posee
una fuente de calor (o de enfriamiento) que hara que ésta se caliente (o enfrie)
en funcién de su capacidad calorifica. La variacién de temperatura en cada
zona serd la suma del calor (o frio) generado por dicha fuente, si existe en esa
zona, y la pérdida o ganancia de calor generada por el contacto con otras zonas
o con el exterior.

Para calcular las ecuaciones aplicamos la ley de Newton del enfriamiento
que establece que la relacién de cambio de la temperatura ocasionada por la
diferencia de temperatura existente entre dos regiones es proporcional a dicha
diferencia. Asi, si tenemos dos regiones A y B con temperaturas T4 y Tg,
respectivamente, la variacién de temperatura en A viene dada por:

1
Th = (Tp = Ta),
siendo k > 0 la constante de tiempo de transferencia entre A y B. Esta cons-
tante depende de las propiedades fisicas del edificio y se define como el tiempo
transcurrido para que la diferencia de temperatura T — Ty cambie a %
Podemos observar que si Tp > Ty, entonces 1% > 0 y por tanto, T4 crece;

por el contrario, si Tg < T4, entonces T'y decrece.

Ejemplo 4.19. Un estudio consta de dos zonas: la zona A de la planta alta
y la zona B de la planta baja (ver Figura 4.4). La planta baja, que tiene una
capacidad calorifica de (1/5) °C /1000 btu (btu: unidades térmicas briténicas),
es calentada por un calefactor que genera 90000 btu por hora. Las constantes de
tiempo de transferencia de calor son: 3 horas entre la planta baja y el exterior,
1/2 hora entre la planta alta y el exterior y 1/2 hora entre las dos plantas. Si la
temperatura en el exterior permanece constante a 2 °C e inicialmente ambas
zonas estaban a 22 °C, calculemos la temperatura en la planta baja al cabo de
1 hora.
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Figura 4.4: Calentamiento de edificio compuesto por dos zonas.

Solucion. En este caso, tenemos tres regiones, la zona A, la zona B y el
exterior, luego tendremos que tener en cuenta la transferencia de calor entre
las tres.

Sea x(t) la temperatura en la zona A en un instante ¢ y sea y(t) la tempe-
ratura en la zona B en un instante t.

La zona B recibe el calor generado por el calefactor a razén de 90000 btu/h,
puesto que su capacidad calorifica es de (1/5) °C/1000 btu, tendremos que la
temperatura que gana B es:

90000 btu/h x (1/5) °C/1000 btu = 18 °C /h.

La variacién de temperatura en las zonas A y B vendra dada por:

d
d—j:2(2—x)+2(y—x)
dy 1
—=—(2- 2(x — 18.
o = 32—y 2 —y)+
Tenemos, por tanto, el sistema no homogéneo:
dx
— =—dx+2y+4
7t T+ 2y +
dy 7 56
A P -
a3

o bien:
()= ()0 )+ (=)
y'(t) 2 -1 y(t) 2 )
Resolvamos el sistema. La ecuacion caracteristica es:

—4—r 2

_T_
2 3T

=0—3r2+19r+ 16 = 0,

cuyas raices son los valores propios: 11 = —1 y ry = —%. Calculemos los
vectores propios asociados a cada valor:

Ha={en: (T3 3 (0)= (0 )=t v —0
Han =t (55 )(5)= (0 )= ten 2430

DO WOl ro
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. . . 2
Por tanto, un vector propio asociado ar; = —1 es u; = 3 ) y un vector pro-

: : ., 3 - .
pio asociado a ry = —1—?? es Uy = ( 9 ) y la solucién de la parte homogénea

Tu(t) = ( 28 ) = Cpet ( . ) + Cpe 163 ( . ) |

Buscamos ahora una solucién particular mediante el método de los coeficientes
indeterminados. Puesto que el término no homogéneo es un polinomio de grado
0 y ademés 0 no es raiz de la ecuaciéon caracteristica, podemos tomar la solucién

particular de la forma:
— - aq
T,=0a= .
J2 s
Derivando y sustituyendo en la ecuacion, tenemos:

()= (% ) () (%)

pasando el término independiente al otro lado de la igualdad,
() (m)-(=)
7 = 56
2 -3 (05} -3
de donde obtenemos: a; = 35/4 y ay = 31/2. La solucién general es:

wo-(5) - (1) (1) (54)

Considerando las condiciones iniciales: para t = 0, (0) = 22 y y(0) = 22, se

tiene (33)201(§>+02(_§>+<§??;1)

Agrupando los términos independientes y reescribiendo los sumandos multi-
plicados por las constantes C; y C5 en términos de la matriz fundamental,

T () -(m)

y resolviendo el sistema obtenemos:

resulta:

Cy, =46/13 y Cy =107/52.

La solucion de este problema de valor inicial es:

o= (59) - e (3) e 3) (3

Puesto que la temperatura en B era y(t), ésta al cabo de 1h sera:

_ 46 ~t3 4 ﬁe—mm

31
= — —2) 4+ — =~ 19,405°C. &
3¢ 5 ( )+2 9,405°C

y(1)
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4.5.4. Circuitos eléctricos

Consideramos ahora circuitos compuestos por varias mallas.

Un camino cerrado en un circuito eléctrico recibe el nombre de malla.

En la Figura 4.5 tenemos un circuito formado por tres mallas: (1) ABM N A,

(2) BIKMB y (3)ABJKMNA.

Los puntos donde se unen dos o mas mallas reciben el nombre de nudos o

puntos de ramificacion.

La direccién del flujo de corriente se designa arbitrariamente. Ademas de
la ley de Kirchhoff de la tensién, vista en el tema anterior, aplicaremos ahora
la ley de Kirchhoff para la corriente que establece que en una red eléctrica, la
corriente total que llega a un nudo es igual a la corriente total que sale de él.

R R2
A
AW
2
1
(ED %Ll
I1J
1
N M

Figura 4.5: Circuito formado por tres mallas.

Ejemplo 4.20. Determinemos el sistema de ecuaciones diferenciales que
modeliza el circuito de la Figura 4.5 si F es una fuerza electromotriz constante
de 30 V, R; es una resistencia de 10 €2, Ry es una resistencia de 20 €2, L; es un
inductor de 0,02 H, Ly es un inductor de 0,04 H e inicialmente, las corrientes

son 0. Calculemos ademds, las corrientes en cada instante ¢.

Solucién. Para la malla (1) las caidas de tensién son las siguientes:

Vg, = 101,
dl,
Vi, =0,02—
Ly ) dt
por tanto,
dl,
0,02— + 107 = 30.
P TI

Para la malla (2) las caidas de tensién son:
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VRQ - 20]2,
dl

2
VL2 - 0,04%,

dl,
VLl - _0702E7

esta ultima con signo negativo debido a que se recorre en sentido opuesto.
Como en esta malla no hay fuerza electromotriz, se tiene:

dl, dl, B
~0,02—F +0,04—7 + 201, = 0. (4.24)

Para la malla (3) las caidas de tensién son:

Vg, = 101,
VR2 — 20]2,
dls

VL2 — 0,04@,

por tanto:

dI
107 + 0’04d_z€2 + 201, = 30. (4.25)

Vemos que las tres ecuaciones no son independientes, ya que (4.24)=(4.25)-
(4.23); nos quedamos, por tanto, con las ecuaciones (4.23) y (4.25).
Aplicando ahora la ley de Kirchhoff de las corrientes en los nudos, tenemos
que:
I =1+ I,

y sustituyendo I, llegamos al sistema de ecuaciones lineales:

0,024 + 101 + 1015 = 30

105, + 0,042 4 301, = 30

con las condiciones iniciales: I1(0) = 0 e I5(0) = 0.
Resolvamos a continuacion el sistema de ecuaciones. Para ello, lo escribimos
en forma normal:

% = —5001; — 50015 4 1500

i — 9507, — 75015 + 750

dt
y lo expresamos matricialmente:

()~ (2 o) (4 ) ()

La ecuacién caracteristica es:

500 —r =500
-250 =750 —r

‘20%2500004—12507”—1—7’2 =0,
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cuyas raices son los valores propios: r; = —1000 y ro = —250. Calculemos los
vectores propios asociados a cada valor:

oo = (o) (o0 om0 ) (5) = (0 )1 =tem io-y=0}

Hoaa = {0 (o0 oo ) (3] = (0 )= (@) —e-2-0)
={(z,y) v = —2y}.

. . . 1
Asi, un vector propio asociado a r; = —1000 es u; = ( 1 > y un vector
. . S -2 L
propio asociado a ro = —250 es Uy = Nk Entonces, la solucién de la

parte homogénea es:

I_'H<t) — 016_1000t ( 1 ) + 026_250t ( _i ) ]

Buscamos ahora una solucion particular. Como el término no homogéneo
es un polinomio de grado 0 y ademaés 0 no es raiz de la ecuacion caracteristica,
podemos tomar la solucion particular de la forma:

Ip:a:<a2).

Derivando y sustituyendo en la ecuacién, tenemos:

0\ [ —500 =500 a 1500
0 /) \ =250 —750 as 750

reagrupando términos:

—500 =500 \ (a1 \ _ { —1500
250 —750 )\ ay )~ \ =750 )~

de donde obtenemos: a; = 3 y as = 0.
Luego la solucién general es:

- () - (1) () +(3)

Considerando ahora las condiciones iniciales, 1;(0) = 0 e I5(0) = 0, se tiene:

(0)=c(3)+e () ()

pasando al otro lado de la igualdad el término independiente y escribiendo los
sumandos multiplicados por las constantes en términos de la matriz funda-

mental obtenemos:
1 =2 iy [ -3
1 1 Cy | 0

@ Beatriz Campos / Cristina Chiralt - ISBN: 978-84-693-9777-0 174 Ecuaciones diferenciales - UJI



y resolviendo el sistema tenemos que:
Cl =—1 y Cg =1.

Por tanto, la solucién de este problema de valor inicial es:

- (1) (1) (3)+(2)

Ejercicios de la seccién 4.5

1. Determina las ecuaciones del movimiento del sistema masa-resorte de la
Figura 4.2 para k; = ko = 2 N/m, k3 = 3 N/m, m; = 2 kg y my = 3 kg,
si inicialmente solo se desplaza la masa ms una distancia de 1m hacia la
derecha y se suelta, poniendo el sistema en movimiento.

COS(Z\/gt)
cost 2 cos(24/20)
3 —Zcos 2\/;5
(Solucién: Z(t) = - CO.St — = ’ ’ ).
5| —sint —2,/25in(2, /21

—sint
%\/g Sin(Z\/gt)

2. Consideremos dos tanques, A y B, conteniendo 1000 litros de agua cada
uno de ellos e interconectados. El liquido fluye del tanque A hacia el
tanque B a razon de 30 1/min y del tanque B hacia el A a razén de 10
1/min. Una solucién de salmuera con una concentracién de 2 kg/1 de sal
fluye hacia el tanque A a razén de 60 1/min, manteniéndose bien agitado
el liquido contenido en el interior de cada tanque. La solucién diluida
fluye hacia el exterior del sistema, desde el tanque A a razén de 40 1/min
y desde B a razén de 20 1/min. Si inicialmente el tanque A sélo contiene
agua y el tanque B contiene 200 kg de sal, calcula qué cantidad de sal
habré en cada tanque al cabo de 10 min.

(Solucién: 879,213 kg en el tanque A y 280,732 kg en el tanque B).

Ol W

3. Dos tanques A y B, cada uno de ellos conteniendo 50 litros de agua, se
encuentran interconectados. El liquido fluye del tanque A hacia el tanque
B arazén de 51/min. Una solucién de salmuera con una concentracion de
3 kg/1 de sal fluye hacia el tanque A a razén de 5 1/min, manteniéndose
bien agitado el liquido contenido en el interior de cada tanque. La solu-
cién diluida fluye hacia el exterior del sistema, desde el tanque B a razén
de 4 1/min. Si inicialmente tanto el tanque A como el B contienen 50
kg de sal, determina el sistema de ecuaciones diferenciales que modeliza
este problema.

(Solucién: @/(t) = —5a + 15, ¥/ (t) = t5o — ﬁy, con z(0) = 50, y(0) =
50).

4. Dos depésitos interconectados contienen 2000 1 de agua contaminada
cada uno de ellos. El agua contaminada empieza a fluir al depédsito A a
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razén de 90 1/min con una concentracién de contaminantes de 2 kg/l, el
liquido fluye del depésito A al depésito B a razén de 10 1/min. Suponga-
mos que el liquido contenido en el interior de cada depdsito se mantiene
bien agitado. La solucién fluye hacia el exterior del sistema desde A a
razén de 80 1/min y desde B a razén de 10 1/min. Inicialmente A contenia
10 kg de contaminante y B estaba limpio de contaminantes. Calcula la
cantidad de contaminantes que alcanzara cada uno de los depdsitos a lo
largo del tiempo y la concentracién en A al cabo de 2 h.

(Solucién: z(t) = 4000 — 3990 ~9/200 y(t) = 4000 + 128 ¢=9/200 _

17995 o—t/200 15 concentracién en A al cabo de 2 h es aproximadamente
4

de 1.99099 kg).

5. Consideremos un edificio que consta de dos zonas, A y B. La zona A
es calentada con un calefactor que genera 80000 btu/hora siendo la ca-
pacidad calorifica de esta zona (1/8) °C/1000 btu. Las constantes de
transferencia de calor son: 4 horas entre la zona A y el exterior, 4 horas
entre la zona B y el exterior y 2 horas entre ambas zonas. Si la tempera-
tura en el exterior permanece constante a —10 °C y para el instante t = 0
ambas zonas estaban a 25 °C, calcula cual sera la temperatura en cada
zona al cabo de 4 horas. (A qué temperatura puede llegar (a enfriarse)
la zona no calentada B?

(Solucién: z(4) ~ 19,49 °C, y(4) ~ 11,54 °C. th y(t) =6 °C).
—00
6. Determina el sistema de ecuaciones diferenciales que modeliza el circuito

de la Figura 4.5. Calcula las intensidades de corriente en cada instante ¢
para este circuito si L = 1H, R =1Q, C =0,1F y E(t) = 1V.

(Solucién: I (t) = e % — 227t 4 10; L(t) = —Le " + L),
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