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Mehr als erwartete Haufigkeiten: Was wir noch nicht Gber
natdrliche Haufigkeiten wissen

Einleitung und Begriffsklarungen

Seit etwa 20 Jahren wird das aus der Kognitionspsychologie stammende
Konzept der natiirlichen Haufigkeiten (Gigerenzer & Hoffrage, 1995) auch
in der Stochastikdidaktik diskutiert. So hat es sich als verstdndnisférdernd
erwiesen, bei Bayesianischen Aufgaben Wahrscheinlichkeiten (z. B. ,,70%)
durch ein geordnetes Paar zweier natlrlicher Zahlen (z. B. ,,7 von 10) zu
ersetzen (McDowell & Jacobs, 2017). Doch auch Uber ihre reine Verwen-
dung in Wahrscheinlichkeitskontexten hinaus spielen nattirliche Haufigkei-
ten in unserem Alltag eine Rolle, beispielsweise in den Medien zur Darstel-
lung statistischer Informationen, insbesondere von Anteilen (s. Abb. 1).

(Zwei von fiinf/Alleinerziehenden beziehen Hartz IV
[-..]

[In etwa jeder fiinften|deutschen Familie ist nur ein Erwachsener allein fiir die Kinder
verantwortlich, mit steigender Tendenz. Und fiir sie ist das Armutsrisiko besonders hoch:
|Rund 40 Prozentlaller Alleinerziehenden beziehen Hartz IV — withrend bei Familien mit zwei
Elternteilen[nur acht Prozent puf die Grundsicherung angewiesen sind.

[...]

[In fast neun von zehn Fiillen]sind die Alleinerziehenden Frauen. [...]

Abb. 1: Statistische Informationen in den Medien (Beispiel aus Die Welt vom 9.3.2014)

Um die Rolle der nattrlichen Haufigkeiten in der Welt zu verstehen (im
Sinne von Winters erster Grunderfahrung, 1995) und Schulerinnen und
Schuler zu einem kritischen Umgang mit numerischen Datendarstellungen
zu beféahigen (im Sinne von Gals statistical literacy, 2002), ist eine — bislang
noch ausgebliebene — Analyse der natlrlichen Haufigkeiten als Darstel-
lungsformat von Anteilen und Unsicherheit in Alltagskommunikation und
Medien unabdingbar. Daruber hinaus sind einige begriffliche und stoffdidak-
tische Fragestellungen beziglich des Haufigkeitsformats noch ungeklért.

Im Folgenden erldutern wir, (a) dass nattrliche Haufigkeiten in den Medien
als Anteilsreprésentation — im Gegensatz zu den schuliiblichen Darstellungs-
arten Briiche und Dezimalbriiche — weit verbreitet sind (s. Abb. 1). AuRer-
dem beleuchten wir (b) stoffdidaktische Hintergriinde zu diesem Format
(z. B. Welche Zahlen sind durch nattirliche Haufigkeiten darstellbar? Wel-
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che Eigenschaften hat eine Haufigkeitsaddition?) und machen (c) konstruk-
tive Vorschlage, wie unsere Ergebnisse im Stochastikunterricht umgesetzt
werden konnten. Der vorliegende Beitrag gibt hierbei einen Uberblick tiber
einen JMD-Artikel (Krauss, Weber, Binder & Bruckmaier, im Druck), wobei
Im entsprechenden Vortrag detailliert auf das Begriffsnetz in Abb. 2 sowie
die Darstellung nattrlicher Haufigkeiten in den Medien eingegangen wird.

Da das Haufigkeitskonzept bislang lediglich im Zusammenhang mit Wahr-
scheinlichkeiten als eine Art ,,didaktischer Kniff*“ zur Losung Bayesiani-
scher Aufgaben (Gigerenzer & Hoffrage, 1995) oder als Grundvorstellung
fir gewohnliche Briiche (Malle, 2004) angesehen wurde, soll zundchst der
Begriffsumfang der nattrlichen Haufigkeiten auf die Darstellung von Antei-
len und Unsicherheit erweitert werden. Dazu definieren wir die naturlichen
Haufigkeiten — im Gegensatz zu ihrer gangigen Darstellung als erwartete
Haufigkeiten — allgemein als geordnete Paare zweier naturlicher Zahlen in
der Sprechweise ,,a von b“ (mit a < b). Abbildung 2 zeigt eine Einordnung
des Haufigkeitskonzepts in das Netz bereits bestehender Begrifflichkeiten,
welches zum Teil durch Prézisierungen auf der dritten Ebene erweitert wird.

Daten Zufall
(1) Aspekte der Leit- Anteil/Relation Cﬂ;ﬂibﬁér:ﬁ)
idee Daten und Zufall  (z. B. Frauenqguote) (z. B. Regenwahrscheinlichkeit)

} !

(2) Stochastische Relative Haufigkeiten

- abs. H Wahrscheinlichkeiten
Formalisierung rel. H. :=
n

reale Grund- Reprasent. Teil- mit fiktiver Stichprobe Interpretation

gesamtheit menge der GG Realisierung als als
(3) Darstellung Fchte nat GekUrzte nat. Erwartete nat. Haufigkeiten
in natiirlichen Haufigkeiten Haufigkeiten (fur p= 0,4 zum Beispiel:
Haufigkeiten  {(genau 40 von 100) (je 4von 10) durchschnittlich 20 von 50)

Abb. 2: Verwendung natirlicher Haufigkeiten als geordnete Zahlenpaare

In der Sprache der Stochastik werden Anteile und Unsicherheiten als relative
H&ufigkeiten (links) beziehungsweise als Wahrscheinlichkeiten (rechts) for-
malisiert (Ebene 2). Diese kénnen in konkreten Situationen mit nattrlichen
H&ufigkeiten numerisch prézisiert werden (Ebene 3): Wir bezeichnen sie da-
bei als ungekirzte oder echte natirliche Haufigkeiten, wenn sie exakt die
absolute Haufigkeit eines Merkmals und die Gesamtanzahl an betrachteten
Objekten oder Personen angeben (Ebene 3, ganz links). So wére eine Aus-
sage Uber genau ,,4 von 11 Spielern einer FulRballmannschaft ein Beispiel
fiir eine echte natirliche Haufigkeit. In den Medien werden echte nattrliche
Haufigkeiten gelegentlich durch Kiirzen und/oder Runden ubersichtlicher
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dargestellt. Ein Beispiel fiir eine solche gekirzte nattrliche Haufigkeit wére
die Meldung, dass je ,,2 von 10 Kindern iibergewichtig sind. Auch theore-
tische oder empirisch geschatzte Wahrscheinlichkeiten lassen sich mit natr-
lichen H&ufigkeiten beschreiben, indem die Wahrscheinlichkeiten mithilfe
des Erwartungswertes auf eine fiktive Stichprobe bezogen werden (Ebene 3,
rechts). Beispielsweise entspricht eine Wahrscheinlichkeit von p = 0,4 bei
einer fiktiven StichprobengroBe von n =50 der natlrlichen Haufigkeit
durchschnittlich ,,20 von 50 (vgl. Gage & Spiegelhalter, 2016).

Naturliche Haufigkeiten in den Medien

Wie oft werden nun naturliche Haufigkeiten im Vergleich zu anderen nume-
rischen Darstellungsarten (z. B. Prozent oder Bruchdarstellungen) zur Be-
schreibung von Anteilen und Unsicherheit tatsdchlich in den Medien ver-
wendet? Um dieser Frage nachzugehen, wurden je finf Komplettausgaben
von flnf verschiedenen deutschen Tageszeitungen, je eine Stunde Sendezeit
von sechs Radiostationen sowie je drei Ausgaben der Nachrichtensendungen
,,Punkt 12 und ,,Tagesschau‘ auf das Vorkommen der verschiedenen nume-
rischen Reprasentationen von Anteilen und Unsicherheit analysiert.

Dabei wurde deutlich, dass Prozentangaben in allen untersuchten Medien
mit Abstand am haufigsten vorkommen (2.189-mal von insgesamt 2.469 An-
teilsreprésentationen), wéahrend die anderen beiden schulrelevanten Darstel-
lungsarten gewdhnliche Briiche und Dezimalbriiche zur Beschreibung von
Anteilen und Unsicherheit kein einziges Mal in ihrer Gblichen Schreibweise
verwendet wurden (gewohnliche Briiche immerhin 111-mal als Zahlworter,
z. B. ,,drei Viertel). Die in der Schule bislang kaum thematisierten natrli-
chen Haufigkeiten wurden insgesamt 105-mal gezahlt, was darauf schliel3en
l&sst, dass sie relativ oft zur Kommunikation von statistischen Informationen
verwendet werden. Darlber hinaus kamen auch alternative Darstellungsar-
ten wie Ausdriicke der Art ,,jeder Wievielte” vor (46-mal). Interessanter-
weise wurden alle numerischen Reprasentationen nur zur Darstellung von
Anteilen, nicht jedoch von Unsicherheit genutzt (mit einer Ausnahme). Na-
tirliche Haufigkeiten konnten daher in den analysierten Medien nur in echter
(relativ oft) oder gekurzter Form (deutlich seltener) gefunden werden.

Natirliche Haufigkeiten in der Schule — stoffdidaktische Uberlegungen

Trotz ihres Vorkommens in den Medien und ihres positiven Effekts fir das
Verstandnis bedingter Wahrscheinlichkeiten finden die naturlichen Haufig-
keiten bislang in Lehrplanen und Schulbiichern kaum Beachtung. Mdgliche
Griinde daflr konnten in ihrer bislang unzureichenden mathematischen und
stoffdidaktischen Fundierung liegen, welche im Folgenden angedeutet wer-
den soll (fur Details siehe Krauss, Weber, Binder & Bruckmaier, im Druck).
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Aufgrund der Bedingung a < b kénnen durch naturliche Haufigkeiten nur
Zahlen im Intervall [0,1] dargestellt werden, wodurch eine Beschreibung von
Zuwéchsen (z. B. um 200%) oder Reduktionen mit Haufigkeiten anders als
mit Prozent unmoglich wird. AuRerdem ist ein GroRenvergleich schwieriger
als bei den anderen Formaten (z. B. sind ,,3 von 17 mehr als ,,5 von 29°).
Mdochte man jedoch natlrliche Haufigkeiten addieren, so ist diese Rechen-
operation mit echten und erwarteten natiirlichen Haufigkeiten im Gegensatz
zur Bruchaddition komponentenweise und damit sehr einfach moglich: Kom-
men zum Beispiel zunéchst ,,2 von 5 Personen zu einem Treffen und danach
noch ,,4 von 6 aus einer anderen Gruppe, sind insgesamt ,,(2+4=) 6 von
(5+6=) 11* erschienen. Die komponentenweise Addition ist der Grund, dass
die Pfadregeln und die Formel von Bayes mit natiirlichen Haufigkeiten stark
vereinfacht dargestellt werden kénnen (vgl. Gigerenzer & Hoffrage, 1995).

Implikationen fur den Stochastikunterricht

Da die natiirlichen Haufigkeiten nach unseren Analysen also sowohl im The-
menfeld ,,Daten* (als numerische Darstellungsart von Anteilen) als auch im
Bereich ,,Zufall* (als Hilfsmittel bei Aufgaben mit bedingten Wahrschein-
lichkeiten) eine grolRe Rolle spielen, schlagen wir folgende Modifikationen
fir den Stochastikunterricht vor: eine Integration von echten und gekirzten
natlrlichen Haufigkeiten als Kommunikationsmittel fur relative Haufigkei-
ten in Medien (um Winters erster Grunderfahrung zu geniigen), das Aufgrei-
fen echter natdrlicher Haufigkeiten bei der Behandlung von Situationen mit
zwei dichotomen Merkmalen sowie das erneute Aufgreifen echter und die
Thematisierung erwarteter natlrlicher Haufigkeiten beim Thema bedingte
Wabhrscheinlichkeiten.
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