Inge SCHWANK, Koéln

Gelegenheit zur mentalen Zahlenraumkonstruktion

Die zum ersten Zahlenaufbau konzipierte Mathematische Spielwelt Zahlen-
raumorientierungsrahmen [ZARAQO] existiert in zwei Ausfiihrungen:

ZARAO-NV: Zur Abdeckung des Zahlenraums von Null bis Vier, passend
zur unmittelbar gegebenen Erfassung der ersten Vielheiten. Vier ist die erste
kritische Vielheit (vgl. z.B. keins, ein/e, beide, triple, quadrupel);********
ZARAO-NN: Zur Abdeckung des Zahlenraums von Null bis Neun, passend
zu den fir die dezimale Zahlschrift bendtigten zehn Schriftzeichen. Die
Schreibweise 10 mit den gereihten Ziffern 1 und 0 fir Zehn bedarf einer
expliziten, gesonderten Hinfuhrung und Erklarung.*****xkxskkakakorkrkrx

Abb.: Links: ZARAO-NN / Rechts: ZARAO-NV

Die Zahlen sind beim ZARAO einerseits im Sinne einer statischen Objekt-
sicht représentiert als treppenartig angeordnete, von Stangen aufrecht gehal-
tenen Kugeln, andererseits im Sinne einer dynamischen Prozesssicht repra-
sentiert als Entfernungen vom Treppenanfang, gemessen in Hipfern von Fi-
guren hin zu den einzelnen Treppenstufen. Der Treppenanfang ist hier cha-
rakterisiert als der Ort, von dem aus eine Figur nach oben loshipft, um all
die anderen Stufen zu erreichen. In solchen Situationen ist eine Figur am
Treppenanfang noch keinmal (also nullmal) gehipft. Startet eine Figur am
Treppenanfang und hiipft z.B. viermal, so ist sie nach Ausfuihrung vier Hup-
fer vom Treppenanfang entfernt — und dabei auf vier Kugeln gelandet. Die
Bewegung einer Figur realisiert +1 / -1 bzw. allgemein plus / minus. Ent-
scheidend ist die Erreichbarkeit von nattrlichen Zahlen im Zahlenraum und
ihre dadurch gegebene Anordnung. Im Kugelaufbau ist jeweils eine Kugel
mehr vorhanden, zum Erreichen der jeweils néchsten Stufe wird ein Hipfer
mehr in Entfernung vom Treppenanfang bendtigt. So wie mit den Peano-
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Dedekind-Axiomen herausgearbeitet, ist die Nachfolgerfunktion das konsti-
tutive Element der nattrlichen Zahlen und damit ihres Zahlenraums. Vor
dem Treppenaufbau befindet sich eine dunkelbraune Holzplatte. Diese dient
als Weg, auf dem Figuren ebenfalls hipfen kénnen, z.B. parallel zu auf der
Treppe hiipfenden Figuren. ZARAO wurde erfolgreich in der mathemati-
schen Frihforderung eingesetzt, ein aktuelles ZARAO-Projekt widmet sich
Kindern im Forderbereich Horen und Kommunikation (Zurnieden, 2020).

Motivation. In der Literatur ist eine Uberbetonung der Rolle der Sprache
beim Aufbau von ersten Zahlkonzepten, die Gber drei (oder vier; den ange-
borenerweise per Subitizing erfassbaren Vielheiten) hinausreichen, zu ver-
zeichnen. Prominentes Beispiel ist Carey (2012), die sich mit vielen Studien
auseinandergesetzt und selbst wichtige Beitrdge geleistet hat. ,,First, the
child learns the explicit numeral list together with the count routine as a nu-
merically meaningless game.” (S. 18) ,,The list of numeral words and the
counting routine are learned as numerically meaningless structures.*(S. 19).
Zentrale Idee hier ist, dass zunédchst die stabile Anordnung von Woértern in
einer Reihe (Zahlwortreihe) erlernt werden muss, um dieses Angeordnetsein
dann in Anzahlen wiederzufinden. In der Reihe ein Wort weiter zu sein, ent-
spricht einem eins mehr sein, womit auf diese Weise Uber die Wortreihe die
Nachfolgerfunktion gegeben sein soll. Neben der Schwierigkeit, ein Ange-
ordnetsein als Prinzip Uber eine bestimmte Wortreihe zu etablieren, ist prob-
lematisch, dass mit den verwendeten Wortern nur das jeweilige Eins-Mehr-
Sein, nicht aber das Eins-Mehr-Werden ausgedrtckt wird, und damit das we-
sentliche Element des Zahlenraumkonstruktionsprozesses sprachlich uner-
fasst bleibt. AuBer Acht gelassen wird, dass eine Idee in der Auseinanderset-
zung mit einer struktur- und prozesshaltigen Situation entstehen kann. Die
Aufgabe ist, geeignete Situationen zu kreieren und Madglichkeiten fur ihre
Wirksamkeit nachzuweisen. Zu attestieren, Kinder kdnnten (ohne Hilfsmit-
tel) weder fliegen noch schwimmen, macht einen wichtigen Unterschied
deutlich. Es mag sein, dass man nur Kinder antrifft, die beide Leistungen
nicht erbringen kénnen, aber im letzteren Fall ist bekanntlich Unterricht hilf-
und erfolgreich. Fir die Entwicklung mathematischen Denkens ist es unbe-
dingt wichtig, selbst auf mathematische Ideen kommen zu durfen, sich selbst
gedanklich in mathematischen Gegebenheiten tummeln zu dirfen — gedank-
lich bedeutet dabei nicht notwendiger Weise eine Dominanz von Worten. In
Kenntnis vielféltiger Schwierigkeiten von Kindern beim Erwerb arithmeti-
scher Erkenntnisse und Techniken, insbesondere im Falle sich herausbilden-
der Rechenschwéche, oftmals in Kombination mit sonderpadagogischen
Forderbedarfen pladieren wir dringend dafir, Umgebungen fir Kinder zu
schaffen, in denen der Aufbau von tragféahigen arithmetischen Vorstellungen
nicht primér ausgehend von einer einseitigen Objektsicht und vorrangig
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sprachbasiert versucht wird, sondern einen solchen Aufbau durch die Bereit-
stellung von Mathematischen Spielwelten zu begtinstigen, die die Prozess-
sicht in einem materialisierten Zahlenraum ins Zentrum des Tuns stellen —
und zwar von Anfang an, sprich spatestens, wenn begonnen wird, sprechen
zu lernen, so dass etwa Zahlworter in sinnhaften Kontexten sinnvoll verwen-
det werden.

Die Zahl Null — Vorteil: Reprasentation im ZARAO ist gegeben. Eine ada-
quate Einbindung der Zahl Null wird straflich vernachléssigt mit weitrei-
chenden negativen Konsequenzen wie Fehlern bei den schriftlichen Rechen-
verfahren. Null wird zumeist weder inhaltstrachtig eingefuhrt noch bei ersten
Rechnungen vielfiltig genutzt, die Schreibweise 10 ,,fiallt vom Himmel*,
Multiplikationsreihen beginnen erst bei 1-n (statt bei 0-n). Dabei sind bereits
finfjahrige Kinder in der Lage, sich gedanklich auf diese Zahl einzulassen:
z.B. Null als neutrales Element der Addition/Subtraktion oder als gerade
Zahl (letzteres s. Schwank, 2011). Bei bestimmten Kugelstangen in solch
treppenartigen Anordnungen wie der des ZARAO:s ist es in bestimmten Fal-
len moglich, eine Moosgummischeibe so zwischen den Kugeln an den Stan-
gen zu platzieren, dass ober- und unterhalb gleich viele Kugeln sind. Dies
stimmt auch am Treppenanfang: ober- und unterhalb sind keine / null Ku-
geln, also gleich viele. Die Erkenntnis basiert auf der arithmetisch gehaltvol-
len Struktur des Aufbaus und des vorgegebenen ideenanregenden Tuns. Dass
diese besondere Eigenschaft, die bestimmte Zahlen miteinander verbindet,
auch in Worte gefasst werden kann, sogar mit einem einzigen (Eigen-
schafts-)Wort bezeichenbar ist, ist ein dem nachfolgender Schritt.

Zahlwortreihe — Vorwarts- / Rickwartszahlen. Die Zahlwortreihe wird ge-
genliber Kindern so benutzt, dass ein Wort pro gezahltem Gegenstand ge-
sprochen wird. Dies widerspricht der Zahlidee. Bekannt sind VVorkomm-
nisse, dass Kinder einen Finger, z.B. ihren Ringfinger, hinhalten und fragen:
,, Wie heifit diese Zahl?*“. Dass Kinder, denen keine andere hilfreiche Anord-
nung des Zahlenraums angeboten wird, ihre Finger als (unzureichenden) Er-
satz nehmen, liegt auf der Hand. Die feste Fingerreihung stutzt bei der An-
wendung der Abfolge der Zahlwortreihe. Die Aufgabe ist, Kindern statt ihrer
Finger arithmetisch passendere Utensilien zur Verfugung zu stellen, an de-
nen ihre kognitiven Fahigkeiten wachsen und sich entfalten konnen. Es ware
hilfreich, wenn schon von Beginn an der Prozess der Veranderung betont
und ausformuliert werden wiirde. Z.B.: In einer Kinderkrippe: Erzieherin
halt im Spiel die Hand auf fur Holzbausteine. Ein Kind gibt ihr einen Bau-
stein auf die noch leere Hand ,,Ein Baustein. Gib mir noch einen Bau-
stein.* Das Kind legt ihr einen weiteren Baustein auf die Hand. ,,Ein Bau-
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stein. Noch ein Baustein. Zusammen habe ich zwei Bausteine (mit einer zu-
néchst jeden einzelnen Baustein, dann die beiden Bausteine zusammen zei-
genden Handstellung).”“ Beim schlichten Ausz&hlen anhand der Zahlwort-
reihe werden der Veranderungsprozess und das Zusammen unterschlagen.
Dadurch, dass in der Regel die Zahlwortreihe (ab Eins!) nur aufwaérts- aber
nicht abwartszahlend zur Anwendung kommt, fehlt zur Idee der Subtraktion
die entscheidende Grundlage. Umgebungen missen und konnen so gestaltet
werden, dass dieses Defizit nicht entsteht. Im ZARAO sind beide Richtun-
gen auf natlrliche Weise gegeben: Figuren hipfen sowohl hoch und runter /
vor und zurick. ,,-1* entspricht tatsachlich der Umkehrung von ,,+1°.

Zahlenstrahl — Messen mit dem Lineal/Geodreieck. Die Stangen liefern beim
ZARAO zusammen mit dem Weg den Zahlenstrahl, wobei das Problem ge-
I6st ist, warum bei seiner graphischen Fassung zur Untergliederung ein
Strich mehr bendtigt wird als die Beschriftung des letzten Striches anzeigt,
oder warum der zweite Strich mit 1 und der erste mit O beschriftet wird: Der
erste Strich ist im 0.g. Sinne der Ort, an dem eine Figur noch keinmal gehtpft
Ist, der zweite Strich derjenige, bis zu dem eine Figur einmal gehtpft ist. Der
Zahlenstrahl bildet die Prozesssicht (nicht die Objektsicht) auf Zahlen ab.
Die Beschriftung dient der Beantwortung nach einem ,,Wie oft?* (passierte
+1/hlpfen) und nicht nach einem ,,Wie viel?* (von etwas ist vorhanden). Den
Zahlenstrahl in seinem Aufbau zu verstehen, hilft, um spéter mit Lineal und
Geodreieck Messungen passend beginnen zu kénnen und zwar bei 0.

Funktional-logisches Denken versus pradikativ-logisches Denken. Explizit
Gelegenheit zur mentalen Zahlenraumkonstruktion zu geben, ist fundamen-
tal wichtig: Menschen unterscheiden sich dahingehend, ob sie sich tGberhaupt
auf eine Prozesssicht im Sinne des funktional-logischen Denkens im Unter-
schied zum pradikativ-logischen Denken einlassen konnen (Schwank, 2003).
Blickbewegungsexperimente offenbaren, dass Menschen kognitiv dafir ei-
nen blinden Fleck haben kdnnen (S. 74). Wie bei Fehlsichtigkeiten Brillen
helfen kénnen, trotzdem klar zu sehen, so kénnen geeignete Utensilien hel-
fen, ideenkonstituierende Prozesse trotzdem wahrzunehmen.
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