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Piecewise Constant Cross-Ratio Estimation for
Association in Bivariate Survival Data with

Application to Studying Markers of
Menopausal Transition

Bin Nan, Xihong Lin, Lynda D. Lisabet, and Sioban Harlow

Abstract

A question of significant interest in female reproductive aging is to identify bleed-
ing criteria for the menopausal transition. Although various bleeding criteria, or
markers, have been proposed for the menopausal transition, their validity has not
been adequately examined. The Tremin Trust data are collected from a long-term
cohort study that followed a group of women throughout their whole reproduc-
tive life, and provide a unique opportunity for assessing the association between
age at onset of a bleeding marker and age onset of menopause. Formal statistical
analysis of this dependence is challenging give the fact that both the marker event
and menopause are subject to right censoring and their association depends on age
at the marker event. We propose using cross-ratio to measure their dependence,
which is assumed to be a piecewise constant function of age at onset of the marker
event. Two estimation procedures using direct two-stage method and sequential
two-stage method are proposed, while the latter is extended to allow for covariates
in marginal survival functions. The proposed methods are applied to the analysis
of the Tremin Trust data, and their performance is evaluated using simulations.
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Ù´èÀßÞø ÜÀÝ°à�áÞâp�U»°à$ï�ßOßÞèAÝÞÚ¡÷*ø�ß�ï�à$étá°è*ÝÞÚ¡ét÷tù�õ©øtà�ï�ÝÞè*á°á íËÝ§ÜkßÞÚ®è � æ¤Õh¡�î½âtétï�ßÞÚ®è*é � æ´äÎÜ�ç�ß§èÀél�d V®f°RÃãå´Ó�ÜÀókà$á��
 V®aÃR®f¡cî½è*Ý � ä:å#ç$äbæ#¡¤Ú®á©ìÇà�¶·étà�ìAÜÀá

è �êé å�ç é æ�¡�ëíì å �5é å�î ä8æAë é æ�¡ì å �5é å�î ä8æ¢ï é æ�¡ ëðì
æ �êé æaî ä:å!ë é å$¡
ì æ �êé æaî ä:å+ï é å$¡ ç �  V¡

ö<øtà�ÝÞà � ä�å#ç�ä8æ�¡Äñ Â ��ç#òó¡ ô Â ��ç#òó¡��´ÜÀétì ì å �Zõ ¡EÜÀétì ì æ �)õ ¡�ÜÀÝ°àTï�è*étìtÚªß§Ú¡è*é·ÜÀä©ø·Ü<Æ�ÜÀÝ°ì�î½âtétï9ß§Ú®èÀétá(î½èÀÝä:å«ÜÀétìÇä8æV��ÝÞà�áÞôyà$ï9ß§Ú¡ÛÀà$äªç*ùTÓFétà�ï$ÜÀéÌà$ÜÀáÞÚ¡ä¡ç�á°à$à(ß§ø·Ükß è �êé å�ç é æ#¡�Ú®á�ß§øÇàÈÝÞà�äÎÜkßÞÚ¡ÛÀà(Ý°Ú®á°ó�èÀî¤à#�Çôyà$Ý°Ú®à�étï$Ú¡ét÷
ê(à$étè*ôtÜÀâtáÞàÈÜkßCÜÀ÷*à é æCï$è*ê(ô·ÜÀÝ°Ú®ét÷,ö´èÀê�à�éÍö<øtèAà#�ãôgà�ÝÞÚ®à�étï$à�á�ß§øtàG¦U§zíËì·Ü�ç¿êÈÜÀÝ°óÀà�Ý#à9Û*à$é�ß(ÜkßCÜÀ÷*à é å
ö<Ú¡ßÞø(öcè*ê(à$éEö<øtè-ø·ÜÀáGétèÀßGà��ãôyà$ÝÞÚ¡à$étï�à$ì(ß§øtà¢¦U§zíËì·Ü�çOêÈÜkÝÞóÀà�Ý1à�Û*à�é�ß+��ç(ÜÀ÷*à é å�ù�õ©øÇà�ß�öcèCà9Û*à$é�ßcß§Ú®ê(à$á
ÜÀÝ°à-Ú¡étìtà�ôgà�étìtà$é�ß	Ú¡î è �êé å�ç é æ#¡�ëö *å²ôgèÀáÞÚ¡ßÞÚ¡ÛÀà$ä¡çÈï$è*Ý°ÝÞà�äÎÜkßÞà$ì,Ú¡î è �êé å�ç é æ#¡dï÷ CÜkétìTéÇà$÷�ÜkßÞÚ¡ÛÀà$ä¡ç�ï$è*Ý°ÝÞà$ä®Ükß§à�ì
Ú¡î è �5é å�ç é æ�¡Aø÷  � Ï-ÜkäO��Ñ·à�Ú®á°ï�øTÜkétì[·�Ý°à$é�ß§Ú¡ï$àR�b�R�R�f�a¡9ù

òTèÀßÞÚ¡ÛkÜkß§à�ì¬��ç,ß§øÇà#õ�ÝÞà�ê�Ú¡é4õ�ÝÞâÇá°ß³ÜÀôtôtä¡Ú®ï�Üeß§Ú®èÀél�ÇöcàCÜÀá°áÞâtê(à è �5é å�ç é æ#¡<Ú¡á<Ü(î½âtéÇï�ß§Ú¡è*é4èÀî é å#�yÜÀ÷Àà#Üeß
ê�ÜÀÝÞókà$Ý<à�ÛÀà$é�ß_�

è �êé å�ç é æ#¡!ë è �5é å$¡#ù � �R¡
¼ ï$èÀê�ô·ÜkÝÞÚ®á°è*é èÀî�à�Ükï�øLô·ÜkÚ®Ý�èÀî�ß§øÇàÊáÞÚ®ìÇà9íe��ç�í�á°Ú®ìtàª�yè_��í�ôtä¡èÀß§á�Ú¡éÀ¥�Ú®÷*âÇÝÞà9�?Ú¡á�î½âtä®äªçÍìÇà�ß§à�ÝÞê(Ú®étà�ì¿��ç
ï$Ý°è*áÞá�í�ÝÞÜkß§Ú¡è è �5é å�¡�ùc×ãôgà�ï$Úc¶·ï�ÜÀä¡ä¡çR�ãî½ÝÞèÀê �  V¡<Ükétì � �a¡#�·è*étà�ï�ÜkéTà$ÜÀáÞÚ¡ä¡ç�á°à$à

úû �5é æRî ä�å�ë é å$¡üë à#�ãô´ý8þ³ÿ����� ì æ ��� î ä:åÕë é å$¡�� �
	 ë�� úû �5é æaî ä:åAï é å$¡����� ����� ç � ¨a¡
ö<øtà�ÝÞà úû �Zõ î õ ¡Fìtà$étèkß§à$áCÜ4ï�è*étìtÚªß§Ú¡è*é·ÜÀä�á°âtÝ°ÛjÚªÛÀÜkä1î½âÇétï�ßÞÚ®è*éZù�Ð1ÜÀï�øb÷*ÝÞÜ�ç³�gè_��í�ôtä¡èÀß«Ú®éÅ¥�Ú¡÷*âtÝÞà��,ÝÞà�ôtÝÞà�í
áÞà�é�ß§á úû �5é æ<î ä:åªë é å$¡OÜÀôtôÇÝÞè_�ãÚ®ê�Ükß§à�ä¡ç � à��ÇÜÀï9ß§ä¡ç ö<øÇà$éKÜk÷*à,Ú®é�ß§à�Ý°ÛkÜÀä®á(ÜÀôÇôtÝÞè�Ükï�øLß§èÇÆ$à�ÝÞèU¡#�¤ÜÀéÇìLß§øÇà
ï$èÀÝÞÝÞà�áÞôyè*étìtÚ¡ét÷�ö<øtÚ¡ßÞà^�gè_��í�ôtä¡èÀß�Ý°à$ôtÝ°à$áÞà�é�ß§á úû �5é æaî ä�åAï é å$¡�ùÕ±Ëî è �5é å$¡�ë� a�*ß§øtà©ß�öcè#á°âtÝ°ÛjÚªÛÀÜkätî½âtétï�ßÞÚ®è*éÇá
Ú®é � ¨a¡�ÜÀÝ°à-ßÞøtà-á§ÜÀê(àÀùd±Ëî è �5é å$¡^ï� R�²ßÞøtà$é úû �êé æaî ä:å^ï é å$¡¢ï úû �5é æRî ä�åAë é å�¡¤î½è*Ý	ÜÀä®ä é æ³ÜÀétìTÛjÚ¡ï$à#ÛÀà$Ý°á§Ü
Ú¡î è �êé å�¡´øð *ù�Ð`�ÇÜÀê(Ú®é·ÜkßÞÚ®è*é¿èÀî+¥�Ú®÷ÀâtÝÞàG�4á°ât÷*÷*à�á°ßÞá#ß§øtÜkß«ß§øtàÈæ¤Õ è �5é å�ç é æ�¡�Ú¡á«étèÀßCÜTï$èÀétá°ß§ÜÀé�ß_��Ükétì
ÛkÜÀÝÞÚ¡à$á¤ö<Úªß§ø,êÈÜkÝÞóÀà�Ý©ß§Ú®ê(à é å¤ÜÀá<Ú®é � �R¡9ù

ÒÌà-à$á ß§Ú¡êÈÜkßÞà è �êé å$¡©éÇè*étô·ÜÀÝÞÜÀê(à�ß§Ý°Ú®ï$ÜÀä®äªçG��ç4ÜÀá°áÞâtê(Ú®éÇ÷(ßÞø·Ükß©ß§øÇà#ï�ÝÞè*á°á í�ÝÞÜkß§Ú¡è è �5é å$¡¤Ú¡á<Ü(ôtÚ¡à$ï�à�ö<Ú®á°à
ï$èÀétá°ß§ÜÀé�ß´î½âtétï9ß§Ú¡è*éÈèÀî é å9ù�ðÅà�ß Â�� � ç � å)¡���ù_ù_ù�� Â������ å#ç ��� ¡#�bù_ù,ùI� Â������ åuç ��� ¡��yàFÜ! ¶·étÚ¡ßÞà	ôtÜÀÝ°ßÞÚ¡ß§Ú¡è*éEèÀî
Â ��ç#òó¡��jö<øtà$Ý°à � � ë½�(Ükétì ��� ë÷ò ù1×ãâtôÇôgè*á°à ·1Ý �"����� å$#�ä:å+ø ��� ¡+ï���î½è*Ý©Ükä®ä&%b�'%�ë� aç_ù,ù_ù,ç( bù
ÒÍà#ÜkáÞáÞâÇê�à�ß§øtÜkß

è �5é å-ç é æ�¡�ë è �êé å$¡�ë è � ç Úªî �êé å#ç é æ�¡Añ*) � ç � ¦f¡
ö<øtà�ÝÞà è � Ú®á�Ü�ï$èÀétá°ß§ÜÀé�ß´Ükétì�) � ë Â������ å#ç ��� ¡8ô Â ��ç-òó¡�Ú®á�Ü�á°ßÞÝÞÚ¡ô(ï�è*ÝÞÝ°à$á°ôgè*éÇìtÚ®ét÷�ßÞè é åAñ Â������ å#ç ��� ¡9ù
±�éAôtÝÞÜÀï�ßÞÚ®ï�àR�²ß§øtà-î½è*ä®ä¡èzö¤íËâtô,ß§Ú®ê(à�î½è*Ý	ÜÀé�ç?á ß§âtìÇç4Ú¡á¸¶·étÚªß§àkù<Ò Úªß§øtèÀâÇß³ä¡è*áÞá�èÀî�÷Àà$étà�Ý§ÜÀä¡Ú¡ß�ça�²öcà�ÜÀá°áÞâtê(à

§
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� ä:å�ç$äbæ#¡�ñ Â ��ç$Ô�å,+Õô Â ��ç$Ô�æ�+��ZÜÀétì ��� ë�Ô�å9ù?¼³á�ÜkéAà��ÇÜÀê(ôtä®à<�=¥�Ú¡÷*âtÝÞà6¨ � Üf¡�Ú¡ä®ä®âÇá°ß§ÝÞÜkß§à�á�ßÞøtà�ôtÚ¡à$ï�à�ö<Ú®á°à
ï$èÀétá°ß§ÜÀé�ß	ï�ÝÞè*á°á íËÝ§ÜkßÞÚ®èEê�èjìtà�ä � ¦U¡cî½èÀÝ<ÜEôtÜÀÝ°ßÞÚ¡ß§Ú¡è*éÊèÀî�ß§øtà«á°âtôtôyè*Ý°ß�èÀî�ä�å´Ú®é�ßÞèEî½èÀâtÝ©Ú®é�ß§à�Ý°ÛkÜÀä¡á$ù
±Ëß�Ú¡áÈèÀî�á°Ú®÷*éÇÚI¶·ï$ÜÀé�ßÈôtÝÞÜÀï�ßÞÚ®ï$ÜÀä<Ú®é�ß§à�ÝÞà$á ß�ß§èÍâtáÞàTß§øtàTì·Ükß�Üºß§èÌà#�ÇÜÀê�Ú¡étàTö<øÇà�ß§øÇà$ÝÈßÞøtà?ôtÚ¡à$ï�à�ö<Ú®á°à

ï$èÀétá°ß§ÜÀé�ßCï�ÝÞè*á°á í�ÝÞÜkß§Ú¡è,ÜÀáÞá°âtê(ôÇß§Ú¡è*é � ¦U¡FÚ®á«ÜkôtôtÝÞèÀôtÝÞÚ®Ükß§àkùEÐ!«�â·Üeß§Ú®èÀé � ¨f¡³ôtÝ°èzÛjÚ¡ìtà$á#ÜÊï$è*é�Û*à�étÚ®à�é�ßCö´Ü�ç
ß§èO÷ÀÝ§ÜÀôtøÇÚ®ï�Ükä®ä¡ç(ï�øtà�ï�ó�ß§øtÚ¡á<ÜÀáÞá°âtê(ôÇß§Ú¡è*éZù1×ãôyà$ï�ÚI¶·ï$ÜÀä®äªça�ãáÞÚ®ê(ôtä¡à³ï�Ükä®ï$âÇäÎÜkßÞÚ®è*étácáÞøtè�öoß§ø·Ükß<à�«�â·Ükß§Ú¡è*é � ¦f¡
ï�Üké¬�yà«ÝÞà�ö<Ý°Ú¡ß°ß§à$é4ÜÀá

ä¡è*÷ Â þ�ä®è*÷
- úû �êé æaî ä:å!ë é å$¡/.0+KþÌä®è*÷ Â þ�ä®è*÷1- úû �êé æRî ä:åAï é å$¡/.0+�ë7ä®è*÷ � è � ¡�ç � §R¡
ö<øtÚ¡ï�øºÚ¡áFï$èÀétá°ß§ÜÀé�ß�î½è*Ý ����� å2# é åPø ��� ùP±Ëß�î½è*ä¡ä®è�ö<á	ßÞø·ÜkßFöcàOï�Üké�÷*ÝÞè*âÇôAß§øtàOì·Üeß�Ü�Ú®é�ßÞè3 ÷ÀÝÞè*âtôÇá
�·ÜÀá°à$ì4è*éÊß§øtà�ìtÜkß�Ü�èÀî é åcáÞÚ¡ê�Ú¡äÎÜÀÝ°ä¡çOß§è�ßÞø·Ükß<Ú¡é9¥�Ú®÷*âÇÝÞà� *ù�Ò Úªß§øtÚ¡é�à�Ükï�ø é å´Ú®é�ß§à�Ý°ÛkÜÀä��ãôtä¡èÀß¤ßÞøtà«ô·ÜÀÚ®ÝcèÀî
à$á ß§Ú¡êÈÜkßÞà$ì(áÞâtÝ ÛjÚ¡ÛkÜÀätî½âtétï9ß§Ú¡è*étá1ï$è*Ý°ÝÞà�áÞôyè*étìtÚ¡ét÷-ßÞè-ßÞøtà�÷*Ý§Ü�çEÜÀéÇì�ö<øtÚªß§à^�gè_�ãôtä¡èÀß§á1è*é�Ü-ä¡è*÷ � í�ä®èÀ÷U¡�á°ï�ÜÀä¡à
ÜÀétìOï�øÇà$ï�óCö<øtà9ß§øtà�Ý�ß§øtà9çOÜÀÝ°à¤ô·ÜÀÝÞÜÀä®ä¡à$äQùÅõ©øÇÚ®á�ßÞà$ï�øtétÚI«�âtà<ê�Ú¡ê�Ú¡ï$áÅß§øtà©÷ÀÝ§ÜÀôtøÇÚ®ï�Ükäãê(à�ßÞøtèãì#î½è*Ý�ï�øtà�ï�ójÚ¡ét÷
ß§øÇà�ôtÝÞè*ôyè*Ý ß§Ú®èÀé·ÜÀä³øtÜRÆ�ÜÀÝ°ìtá,ÜÀá°áÞâtê(ôÇß§Ú¡è*éÔÚ®é7æ´è_� ê(èjìtà$äXùmÒÍà¿ÜÀôtôtä¡Ú®à�ìKß§øtÚ¡áÊ÷*Ý§ÜÀôÇøtÚ®ï$ÜÀä	ßÞà$ï�øtétÚI«�âtà
ß§è õ©øÇà?ß§Ý°à$ê(Ú®étõ�ÝÞâtá ßÊì·Ükß§ÜbÜÀétìKî½èÀâtétìKß§øtÜkß�ß§øÇàAôtÚ®à�ï$à9ö<Ú®áÞà�ï�è*étá ß�ÜÀé�ßÊï�ÝÞè*á°á í�ÝÞÜkß§Ú¡è ÜÀá°áÞâtê(ôÇß§Ú¡è*éKÚ¡á
ÝÞà$ÜÀáÞèÀé·ÜR�tä¡àÀù!¥·è*Ý©ê(è*ÝÞà�ìtà9ß�ÜÀÚ¡ä®à�ì4ìÇÚ®áÞï�âtáÞá°Ú®è*éÇá,�·áÞà�à�×jà$ï�ßÞÚ®è*é9¦tù

õ©øtà«ÜR�yè�Û*à�ìtÚ¡áÞï$âÇáÞáÞÚ¡è*é,ÜÀá°áÞâtê(à$á©étèOï�è�ÛÀÜkÝÞÚÎÜeß§àÀù`±Ëß©Ú®ácèÀî�Ú®é�ß§à�ÝÞà$á ß¤ß§èOà#�jß§à$éÇì,ßÞøtàFôtÝ°è*ôyè*áÞà�ì4ê(èjìtà$ä
ß§èLÜÀï�ï$è*ê(ê�èjì·ÜkßÞàAï$è�ÛkÜÀÝ°ÚÎÜkßÞà$á,Ú®éÔß§øÇàºê�ÜÀÝ°÷*Ú®é·Ükä³áÞâÇÝ°ÛjÚ¡ÛkÜÀäFî½âtéÇï�ß§Ú¡è*étá úû�å �5é å$¡�ÜÀétì úû�æ �êé æ�¡9ù ±�é7õ©øtà
ß§Ý°à$ê(Ú®étõ�ÝÞâÇá°ßÊì·Üeß�Ü��©ß§øÇà�êÈÜÀÝ°÷*Ú®étÜÀä<áÞâtÝ ÛãÚªÛkÜÀä³ìtÚ¡á°ßÞÝÞÚO�ÇâÇß§Ú¡è*étáÈèkî«ê�à�étè*ô·ÜÀâÇáÞà¿ÜÀétìKßÞøtà¤¦U§Ìì·Ü�çLï�çjï$ä¡à
ê�ÜÀÝÞókà$Ý«à�ÛÀà$é�ßOÜÀÝ°àEä®Ú®ókà$äªç?ß§èµ�yà�Ü�º!à�ï�ß§à�ì}��çºÜÀ÷*à(Ükß-ê(à$é·ÜkÝÞï�øtàkùÈõ�è?ÜÀï�ï$è*ê(ê(èãì·Üeß§àOï$è�ÛkÜÀÝ°ÚÎÜkßÞà$á,�Åöcà
ÜÀá°áÞâtê(à�ß§øtà«ê�ÜÀÝÞ÷*Ú¡é·ÜÀägìtÚ®á ß§ÝÞÚI�tâÇßÞÚ®è*étá´èÀî�ä:å¤ÜÀétì9ä8æ<î½è*ä®ä¡è�ö7ßÞøtà#æ´è_�,ê�èjìtà�äÅÜÀá

ì14 �5é 4 î�5 4 ë76 4 ¡!ë ì84 � �5é 4 ¡:9<;>=?A@ ? ç � ¯a¡
ö<øtà�ÝÞà ì14 �5é 4 î�5 4 ¡�ÜÀétì ì84 � �5é 4 ¡�ÜÀÝÞàOß§øÇà�ê�ÜÀÝÞ÷ÀÚ®é·ÜÀäø·ÜRÆ$ÜÀÝÞìtá-ÜÀéÇìÍß§øÇà(ê�ÜÀÝ°÷*Ú®é·Ükä`�·ÜÀá°à$ä¡Ú®étàEø·ÜRÆ$ÜÀÝÞìÇá«î½èÀÝä 4 �·Ükétì*5 4 ÜÀÝ°àFß§øtà«ï�èzÛkÜÀÝ°ÚÎÜkßÞàFÛ*à�ï�ß§èÀÝÞá	ÜÀáÞá°èãï�ÚÎÜkßÞà$ì,ö<Ú¡ß§øªä 4 �CB\ëö aç#�jù
D ��~�y É z}|¿�{�Áz}x�~�y ~FE z}ÚÜÛ Gh~�xfy{z É ��|IH�xCH[ß½ãJEª��y �Áz}x�~�yKd��� z����LGdÏr���A� É ���AM¸�,M��!Ë�E?�?��Ê8�K�ZÏr� Þ �2�K��Ïr�¸���}ÏNMÕ���"�)�`���:�
ÒÍàÌÜÀÝ°à¿Ú®é�ß§à�ÝÞà$á ß§à�ì Ú®é ï�è*étá°ßÞÝÞâtï9ß§Ú¡ét÷KÜ¿�tÚ¡ÛkÜÀÝ°ÚÎÜkßÞàAáÞâÇÝ°ÛjÚ¡ÛkÜÀäFî½âtéÇï�ß§Ú¡è*é úû �êé å#ç é æaî�6<å-ç(6_æ�¡�è*é7ßÞøtà¤¶·ÝÞá ß
«�â·ÜÀìtÝÞÜÀé�ß¤èÀîgß§øtà�ôtä®ÜÀétà �5é åAïó��ç é æ¢ï��f¡�âtá°Ú®ét÷-êÈÜkÝÞ÷*Ú¡é·ÜÀätá°âtÝ°ÛjÚ¡ÛkÜÀä·î½âtéÇï�ß§Ú¡è*étá úû!å �êé åVî�6<å$¡�ë úû �5é å-ç-�bî�6<å)¡
ÜÀétì úû�æ �5é æaî�6_æ-¡�ë úû � ��ç é æRî 6_æ�¡¤ÜÀétì,ß§øtà«ôtÚ¡à$ï�à�ö<Ú®á°à«ï$è*étá ß�ÜÀé�ß�ï$Ý°è*áÞá�í�ÝÞÜkß§Ú¡è(ê(èjìtà$ä � ¦U¡9ù
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ÒÌà^¶·Ý°á°ßGï$è*éÇáÞÚ®ìÇà$Ý1ß§øtà<ï�ÜkáÞà<ö<Ú¡ß§øÇè*âÇßGï$è�ÛkÜÀÝÞÚ®Ükß§à�á,��ÜÀéÇìÈï$èÀétá°ßÞÝÞâtï9ßcßÞøtà^�tÚ¡ÛkÜÀÝ°ÚÎÜkßÞà¤áÞâtÝ ÛjÚ¡ÛkÜÀätî½âtétï9ß§Ú¡è*éúû �5é å#ç é æ�¡Äö<Ú¡ß§øÇÚ®é�à$ÜÀï�ø�á ß§Ý°Ú®ôO) � ù�õ©øtà©ôÇÚ®à$ï�à�ö<Ú¡áÞà©ï$èÀétá°ß§ÜÀé�ßcï�ÝÞè*á°á íËÝ§ÜkßÞÚ®èFê(èãìÇà$ä � ¦U¡�ÜÀá°áÞâtê(à$á�ßÞøtà¤ï$Ý°è*áÞá�í
Ý§Üeß§Ú®è è �5é å#ç é æ�¡Fà�«jâtÜÀä®á�ß§è,ß§øÇà�ï�è*étá°ß§ÜÀé�ß è � ö<øtà�é �5é å-ç é æ�¡ñP) �RQ Â������ å-ç ��� ¡¸ô Â ��ç#òó¡9ùG¥·è*ä®ä¡è�ö<Ú®ét÷
æ´äÎÜ�ç�ß§èÀé �  V®f°RÃf¡cÜÀétì?Ó«ÜkóÀà$á �  V®aÃa¯��8 V®aÃa®f¡#�tà,«�â·Üeß§Ú®èÀé �  �¡´Ú®ê(ôtä¡Ú®à$áSUTAV �5é å�ç é æ#¡ úû TAV �5é å�ç é æ#¡!ë è �AW úû T V �5é å#ç é æ�¡W é å W úû T V �5é å-ç é æ�¡W é æ ç � °R¡
ö<øtà�ÝÞà SXTAV �5é å#ç é æ�¡OÚ®áEß§øÇà\»°è*Ú¡é�ßÈìtà�étáÞÚªß�çÂî½âtétï�ßÞÚ®è*é�ÜÀétì úû TAV �5é å�ç é æ#¡OßÞøtà´»°èÀÚ®é�ß(áÞâtÝ ÛãÚªÛkÜÀä�î½âÇétï�ßÞÚ®è*é`èÀî
� ä:å�ç$äbæ#¡�÷*Ú¡ÛÀà$é �5é å�ç é æ-¡¬ñY) � ù`ÒÌà,á°øtè�ö Ú®éÀ¼³ôtôyà$éÇìtÚc� ßÞø·ÜkßEß§øÇàTá°è*ä®âÇßÞÚ®è*é èkîFô·ÜÀÝ ß§Ú®ÜÀä¤ìtÚcº!à�ÝÞà$é�ßÞÚÎÜÀä
à,«�â·Üeß§Ú®èÀé � °a¡´ø·ÜÀá©ßÞøtà�î½è*ä®ä¡èzö<Ú¡ét÷Cî½è*Ý°ê/ö<øtà�é �êé å�ç é æ#¡+ñ*) � �

úû T V �5é å�ç é æ�å è � ¡!ë[Z ÂI� è � þó �¡/-U\ �êé å�¡^]F_ �5é æ�¡(.0+ � åa` �b� V � å � çëÚªî è �dcëö açà��ãô Â þe-U\8f �5é å)¡^]F_/f �5é æ�¡(.0+�ç Úªî è � ëö *å � Ãa¡
ö<øtà�ÝÞà�ßÞøtà(âtétÚ¡ÛkÜÀÝ°ÚÎÜkßÞàOî½âtétï�ßÞÚ®è*éÇá!\ �)õ ¡��N_ �)õ ¡#�g\8f �Zõ ¡��ÜÀétìh_/f �)õ ¡�ï�Üké}�yà�ìtà9ß§à�ÝÞê(Ú®étà�ì}��ç�ß§øtà�ä®à9îñßCÜkétì
�yèÀßÞßÞè*ê �gè*âÇétì·ÜÀÝ çAï$èÀétìtÚ¡ßÞÚ®è*éÇá³èÀîi) � ùFÒÍà�Ú®ä¡ä®âtá ß§Ý§Üeß§à-Ú®é¤¥�Ú¡÷*âtÝ°à�¨ � �"¡�ß§øÇà�á°ßÞÝÞÚ®ôÇá2) � Ükétì?ß§øÇà$Ú®Ý³ä®à�îñß
ÜÀétì¤�yèÀß°ß§è*ê �yè*âtétì·ÜkÝÞÚ®à�á,�ZìÇà$étèÀßÞà$ì³��ç*j � Ükétìlk � Ý°à$áÞôyà$ï9ß§ÚªÛ*à$äªç*ù«õ©øtà�ém\ �Zõ ¡��&_ �)õ ¡#�^\ f �)õ ¡��ÅÜkétìl_ f �)õ ¡
ï�ÜkéÄ�gà#ìtà�ßÞà$Ý°ê�Ú¡étà$ìÄ��ç,ß§øÇà�êÈÜkÝÞ÷*Ú¡é·ÜÀäZá°âtÝ°ÛjÚ¡ÛkÜÀäÄî½âtétï9ß§Ú¡è*étá³èÀé?ß§øtà#ä®à9îñßFÜÀéÇìÄ�gèkßÞß§èÀê �gè*âÇétì·ÜÀÝ°Ú®à$ánj �
ÜÀétìok � ù�ÒÌàcìtÚ®á°ï$âtá°á�ß§øÇàcî½è*Ý°ê�á�èÀî úû T V �5é å�ç é æ�å è � ¡Zî½è*Ý�ßÞøtàcî½èÀä®ä®è�ö<Ú¡ét÷©ß�ö´èFï$ÜÀáÞà�á�èÀî²ô·ÜkÝ°ß§Ú¡ï$âtä®ÜÀÝÅÚ®é�ßÞà$ÝÞà�á°ß$ù
ÖFà�ß§ÜÀÚ®ä¡á¤ï�Üké¬�yàFî½è*âtétì4Ú®é9¼	ôtôgà�étìtÚ��!ùprqtsOuwvyx{z:z�|~}�x{viuwv�x��^�,�X���l�1�As(v

ðÅà�ß� ë� a�jÚQù àÀùc� è Ú®áGï$èÀétá°ß§ÜÀé�ß©Ükß´ÜÀé�ç(ôgè*Ú¡é�ß �êé å#ç é æ�¡1ÜÀétìÈßÞøtà	èÀétä¡çEá ß§ÝÞÚ¡ôR)På!�gà�ï$è*ê(à$áGß§øtà�ö<øtè*ä¡à
¶·Ý°á°ßP«�â·ÜÀìtÝÞÜÀé�ß�ù-õ©øtàOê�ÜÀÝÞ÷*Ú¡é·ÜÀä�áÞâtÝ ÛjÚ¡ÛkÜÀäî½âÇétï�ßÞÚ®è*étáFÜkßFß§øÇà�ß�ö´è9�yè*âtétì·ÜkÝÞÚ®à�á�j7ÜÀétì�kí�gà�ï$è*ê(à�ß§øÇà
ê�ÜÀÝÞ÷*Ú¡é·ÜÀä�á°âtÝ°ÛjÚ¡ÛkÜÀä1î½âtétï9ß§Ú¡è*étá�èÀîdä:å-ÜÀéÇì�ä8æ�Ø úû �5é å#çu�f¡�ë úû!å �êé å�¡CÜÀétì úû � ��ç é æ#¡6ë úû�æ �5é æ#¡�ùAõ©øtà$é Úªî
è cë� a�ãï�ÜÀä¡ï$âtä®Ükß§Ú¡è*étáGÚ®éª¼	ôtôgà�étìtÚ���á°øtè�öoßÞø·Ükß úû �5é å#ç é æ�¡GÚ®éÊà�«�â·Ükß§Ú¡è*é � Ãf¡r�yà$ï$èÀê�à�á<æ´äÎÜ�ç�ß§è*é8Óþá©ï�è*ôtâtä®Ü
ê(èãìtà�ä � æ´ä®Ü�çjßÞè*él�l _®f°RÃÇå²Ó�ÜÀókà$á��� _®aÃa®f¡¤ÜÀá��Çî½è*Ý é å#ç é æn�á�0�

úû �5é å�ç é æ#¡!ë���- úû!å �êé å$¡/. � �b� � å � ]�- úû�æ �5é æ�¡(. � ��� � å � þó �� � åa` �b� � å � ù � ®a¡
Ò øtà�é è ëö a� úû �êé å�ç é æ#¡!ë úû�å �5é å�¡ úû�æ �5é æ-¡��tö<øtÚ¡ï�øTê(à�ÜÀéÇá<ßÞø·Ükßdä:å©Ükétìµäbæ	ÜÀÝÞà«Ú®éÇìtà$ôyà$étìÇà$é�ß�ùprqts2��|"s�}�s0��|�z�souwvyx����>�X���l�1�As�v���|��aq��ws(�>��p��<����}�x��"|"�X�

×ãâtôtôyè*á°àEßÞøtà$Ý°à(ÜÀÝÞà� á°ßÞÝÞÚ®ôÇá«ÜÀétì¿ß§øtàOï�ÝÞè*á°á í�ÝÞÜkß§Ú¡èÊÚ®á«Ü�ï�è*étá°ß§ÜÀé�ß è � Ú®é�ß§øtàd%�ß§ø¿á°ßÞÝÞÚ®ôl) � �r%Äë
 aç õVõVõ ç( bù�±Ëî�ß§øtà�ß�öcè´�gè*âÇétì·ÜÀÝ çÊï$è*éÇìtÚ¡ßÞÚ®è*étá$k � Ø úû T�V �êé å�ç-�f¡´ÜÀéÇì�j � Ø úû TAV �~����� å-ç é æ#¡¤ÜÀÝÞà�÷ÀÚ¡Û*à�él�tß§øÇà
»°è*Ú¡é�ß<á°âtÝ°ÛjÚªÛÀÜkä!î½âtétï9ß§Ú®èÀé úû TAV �5é å#ç é æ�¡cî½èÀÝ �5é å�ç é æ#¡+ñ*) � ø·ÜÀá©ß§øÇà«ßÞøtà�î½è*ä®ä¡è�ö<Ú®ét÷Cî½èÀÝÞê�ö<øÇà$é è �dcë{ a�

úû TAV �5é å-ç é æ�¡ ë � - úû T�V �êé å�ç-�f¡(. � ��� V � å � ]�- úû T�V �~����� å#ç é æ#¡(. � ��� V � å �þ�- úû T�V �~����� å-çu�f¡/. � �b� V � å � � � åa` �b� V � å � �  V�f¡
°

http://biostats.bepress.com/umichbiostat/paper29



ðÅà�ß é å!ë ����� å�]¡ é å¤ÜÀétì é æ+ë� é æ�ùGõ©ø�âtá �  é å-ç0 é æ�¡Añ  ) ��Q Â ��ç ��� þ ����� å)¡+ô Â ��ç#òó¡9ù1ÖFà�¶·étà ûI¢T V �  é å#ç  é æ�¡ ë ·�Ý � ä�åAï ����� å&]  é å�ç$ä8æ¢ï  é æRî ä�åAï ����� åuç$äbæ¸ïó�a¡
ë úû T�V �~����� å&]  é å�ç  é æ�¡�£ úû TAV �"����� å-ç-�f¡hç �  a �¡

ö<øtÚ¡ï�ø�Ú®áGß§øtà¸�tÚ¡ÛkÜÀÝ°ÚÎÜkßÞà�á°âtÝ°ÛjÚªÛÀÜkäyî½âtéÇï�ß§Ú¡è*éÈî½è*ÝGä®à9îñßcßÞÝÞâtéÇï�ÜkßÞà$ì�îÁÜÀÚ¡ä®âtÝ°à<ßÞÚ®ê(à$á!ä�åcÜkétì¹äbæ¤ß§ÝÞâÇétï�ÜkßÞà$ìÊÜeß
�"����� å#ç-�f¡ � Ï«ÜÀäO��Ñtà$Ú®á°ï�ø?Ükétìµ·1Ý°à$é�ß§Ú¡ï$à<�8�<�a�f�a¡�ùÕ±Ëß<î½è*ä®ä¡èzö<ácß§ø·Ükß�à�«jâtÜkß§Ú¡è*é �  V�f¡´ï$ÜÀéµ�gà«ÝÞà9ö<ÝÞÚªßÞß§à�é4ÜÀá û3¢T V �  é å-ç  é æ#¡!ë � -  ûR¢T V �  é å�ç-�f¡(. � ��� V � å � ]�-  ûI¢T V � ��ç  é æ#¡(. � ��� V � å � þó  � � åa` ��� V � å � ç �  ��a¡
ö<øtà�ÝÞà  ûI¢T V �  é å�ç-�a¡<Ükétì  ûR¢T V � ��ç  é æ-¡�ÜÀÝ°à�î½âtä®äªçÊìtà�ßÞà$Ý°ê�Ú¡étà$ìµ��ç4ßÞøtà-è*ÝÞÚ¡÷*Ú®é·Ükägß�öcè£�gèÀâtétì·ÜÀÝ ç,ï$è*éÇìtÚ¡ßÞÚ®è*étáúû T V �êé å�ç-�f¡�ÜÀétì úû T V �~����� å#ç é æ-¡³Ükß³ßÞøtà��yè*âtétìtÜÀÝÞÚ¡à$á�j � ÜÀéÇìlk � ùP©�à$étï�àOß§øtà¢»°èÀÚ®é�ßFá°âtÝ°ÛjÚ¡ÛkÜÀäÄî½âtétï9ß§Ú¡è*é
î½è*ÝOä¡à�îñßEß§Ý°âtétï�Üeß§à$ìÂîÁÜÀÚ¡ä®âtÝ°à�ß§Ú®ê(à$áOøtÜÀáEà��ÇÜÀï�ßÞä¡çbßÞøtà4á§ÜÀê(àÊî½è*ÝÞêvÜÀá(ßÞøtàTæ´äÎÜ�ç�ß§è*é`ê(èãìtà�ä � ®a¡�ö<øÇà$é
�  é å�ç  é æ#¡+ñ  ) � è*Ý´à�«�âtÚ¡ÛkÜÀä¡à$é�ß§äªç �êé å#ç é æ#¡+ñ*) � ù�õ©øtà9ç�ÜkÝÞà³Ú¡ìtà$é�ßÞÚ®ï�Ükä²î½èÀÝ �5é å�ç é æ#¡+ñ*) å1á°Ú®étï�à úû T � � ��ç-�f¡�ë *ù©Ò øtà�é è � ë  CÜÀétì �êé å#ç é æ�¡¸ñ�) � �yöcà�ø·Ü�ÛÀà úû T�V �êé å#ç é æ�¡+ë úû T�V �êé å�ç-�f¡ úû TAV �"����� å#ç é æ#¡:£ úû T�V �~����� å#ç-�f¡
ÚQù àÀùc�  ûI¢T V �  é å#ç  é æ#¡!ë  ûR¢T V �  é å�ç-�a¡  ûR¢T V � ��ç  é æ-¡9ù1õ©øtÚ®á©ê(à�Ükétá©ß§ø·Ükßdä:å¤ÜÀétì9ä8æ	ÜÀÝÞà«Ú¡étìtà$ôyà$éÇìtà$é�ß	Ú®é3) � ù±ËßÈá°øtè*âtä¡ì��yà4étèÀß§à�ìLßÞø·Ükß(ß§øtà,ß�ö´èÍêÈÜkÝÞ÷*Ú¡é·ÜÀä¤á°âtÝ°ÛjÚ¡ÛkÜÀä¤î½âÇétï�ßÞÚ®è*étá úû!å �5é å$¡OÜÀétì úû�æ �5é æ-¡(ÜÀéÇìLß§øÇà
ôtÚ¡à$ï$à9ö<Ú®á°àFï$Ý°è*áÞá�í�Ý§Üeß§Ú®è#ê�èjìtà�ä � ¦U¡1î½âtä¡ä¡çEìtà9ß§à�ÝÞê(Ú®étà�ß§øtà��ÇÚ¡ÛkÜÀÝÞÚ®Ükß§à<á°âtÝ°ÛjÚ¡ÛkÜÀäyî½âtétï9ß§Ú®èÀé£û �5é å�ç é æ#¡1è*é�ß§øÇà
ö<øtè*ä¡à,áÞâtôtôyè*Ý ß�èkî �5é å-ç é æ�¡9Ø é åµï ��ç é æ¤ï �ãùÂÒÍà4è*étä¡çÌétà$à�ìLßÞèÍìtà�ê�èÀétá°ßÞÝ§ÜkßÞà,ßÞø·ÜkßEß§øÇàµ�yèÀß°ß§è*ê
ÜÀétìTä®à9îñßh�yè*âtétìtÜÀÝ°ç4ï$èÀétìtÚ¡ßÞÚ®è*éÇá�k � Ø úû TAV �5é å�ç-�a¡�ÜÀéÇì*j � Ø úû TAV �"����� åuç é æ�¡©èÀî�à�Ükï�øAá°ßÞÝÞÚ®ô�) � ÜÀÝÞà«î½âtä¡ä¡ç
ìtà9ß§à$Ý°ê�Ú¡étà$ì[��ç4ß§øÇàCß�ö´èÈêÈÜÀÝ°÷*Ú®étÜÀäÅáÞâtÝ ÛjÚ¡ÛkÜÀäî½âÇétï�ßÞÚ®è*étá úû!å �êé å$¡	ÜÀéÇì úû�æ �êé æ#¡	ÜÀéÇìAß§øtà#ï$ÝÞèÀáÞá íËÝ§ÜkßÞÚ®è*á è 4 �B¹ø¤%b�·èÀî�ß§øtà«ôtÝ°à�ÛjÚ®è*âÇá�á ß§Ý°Ú®ôtá�ù

ÒÌà©Ý°à�î½à�Ý�ß§èP¥�Ú¡÷*âtÝÞàA¨ � �K¡�î½è*Ý�ßÞøtà¤î½è*ä®ä¡è�ö<Ú®ét÷	ìtÚ®á°ï$âtá°áÞÚ®èÀéZùÕ¥�Ú¡ÝÞá ß�étèÀßÞÚ®ï$àcß§ø·Ükß�ß§øtà©ê�ÜÀÝÞ÷ÀÚ®é·ÜÀä�á°âtÝ°ÛjÚ¡ÛkÜÀä
î½âtétï9ß§Ú¡è*é úû�å �5é å�¡¤î½âtä¡ä¡ç�á°ôgà�ï$Úc¶·à$á�ß§øtà �gèÀâtétì·ÜÀÝ ç,ï$è*éÇìtÚ¡ßÞÚ®è*étá<ÜeßnkPå�ç õVõVõ ç�k � ùcÒÍà-è*étä¡ç�étà$à�ì?ß§è(áÞøtè�ö
øtè�ö»ß§øtàÄ�yè*âtéÇì·ÜÀÝ°çLï$èÀétìtÚ¡ßÞÚ®è*éÇá�Ükß¥jAå#ç õVõVõ ç(j � ÜÀÝ°àAìtà9ß§à$Ý°ê�Ú¡étà$ì!ùm×jß�ÜÀÝ ß§Ú¡ét÷Ìî½ÝÞèÀê ßÞøtà[¶·Ý°á°ßÊá ß§ÝÞÚ¡ô) å���ßÞøtàÊß�ö´èºêÈÜkÝÞ÷*Ú¡é·ÜÀäGáÞâtÝ ÛãÚªÛkÜÀä¤î½âtétï9ß§Ú®èÀétá úû!å �êé å�¡OÜÀétì úû�æ �êé æ#¡�áÞôyà$ï$ÚªîñçÌßÞøtà9�gè*âÇétì·ÜÀÝ ç ï$è*éÇìtÚ¡ßÞÚ®è*étá
è*é¦jAåCÜÀétì§k å9ù Ö Ú¡Û*à�ébß§øtà�ï$Ý°è*áÞá�í�Ý§Üeß§Ú®è?ô·ÜÀÝ§Ükê�à9ß§à$Ý è å���ß§øÇà£�tÚ¡ÛkÜÀÝ°ÚÎÜkßÞà�á°âtÝ°ÛjÚªÛÀÜkäcî½âtétï9ß§Ú¡è*ébÚ®ém) å-Ú¡áúû �5é å#ç é æ�å è ¡�ë úû T � �êé å�ç é æ�å è å$¡cö<øÇÚ®ï�ø?Ú¡á©áÞôyà$ï�ÚI¶·à�ì¬��ç �  V�a¡cö<Ú¡ßÞøm é å�ë é å¤ÜÀétìm é æ+ë é æ�ù1õ©øjâÇá�ßÞøtà«ÝÞÚ®÷Àø�ß�yè*âtétì·ÜkÝ°çÍèÀî�á°ß§Ý°Ú®ô§)På-Ú®áCî½âÇä®ä¡ç¿ìÇà�ß§à�ÝÞê(Ú®étà�ìZù³×	èkß§Ú®ï�àÈß§øtÜkßCßÞøtà�ÝÞÚ¡÷*ø�ß��yè*âtétìtÜÀÝ°çÌèÀî�) å-Ú¡áCß§øtàÈä®à�îñß
�yè*âtétì·ÜkÝ°ç4èÀîg)¸æ�ùd±Ëß³î½è*ä¡ä®è�ö<á©ß§ø·Üeß�ßÞøtàCä¡à�îñß¢�yè*âtétì·ÜkÝ°ç4ï$è*éÇìtÚ¡ßÞÚ®è*é4è*é*j�æFèkî�)hæ	Ú®á<î½âtä®äªçÊìtà�ßÞà$Ý°ê�Ú¡étà$ìZù
Ò Ú¡ßÞøÍßÞøtàÈß�öcèAó�étè�ö<éÁ�gè*âÇétì·ÜÀÝ çÌï�è*étìtÚªß§Ú®èÀétá«è*é¦j�æEÜÀétì¦k¸æOÜÀétìÌßÞøtàÈï�ÝÞè*á°á íËÝ§ÜkßÞÚ®è?ï�è*étá ß�ÜÀé�ß è æOÚ¡é)hæV��à�«jâtÜkß§Ú¡è*é �  ��a¡�áÞôyà$ï$Úc¶·à$áGß§øtà¢�tÚªÛÀÜkÝÞÚÎÜeß§à©áÞâÇÝ°ÛjÚ¡ÛkÜÀä·î½âtétï9ß§Ú¡è*éÈÚ¡é¨)¸æ©ÜÀá úû �êé å#ç é æ�å è ¡�ë úû T � �5é å�ç é æ�å è æ�¡9ùõ©øtÚ¡á¤étè�ö7áÞôyà$ï$Úc¶·à$á¤ßÞøtà��yè*âtétìtÜÀÝ°ç(ï$èÀétìtÚ¡ßÞÚ®è*éÈè*é3j�©�ù1ÙcçÈÜÀôtôtäªçãÚ¡ét÷#ßÞøtÚ®ácáÞà�«jâÇà$é�ß§Ú®ÜÀä®äªça�ãßÞøtà��tÚªÛkÜÀÝÞÚ®Ükß§à
áÞâÇÝ°ÛjÚ¡ÛkÜÀä�î½âtétï9ß§Ú¡è*é úû �5é å�ç é æ-¡«Ú¡á-î½âtä¡ä¡ç�á°ôgà�ï$Úc¶·à$ì è*éºß§øtà(ö<øtè*ä¡à�ôyè*áÞÚªß§ÚªÛ*à(ôtäÎÜÀéÇà é å#ç é æ£ï �ÇùTÓFétàÈï$ÜÀé
à�ÜkáÞÚ®äªç?á°øtè�ö|ß§øtÜkßFß§øÇà(Ý°à$á°âtä¡ßÞÚ®ét÷�î½âtéÇï�ß§Ú¡è*é úû �5é å�ç é æ#¡³ï�è*étá ß§ÝÞâÇï�ß§à�ìÌÚ¡é�áÞâtï�øÌÜ,ôÇÚ®à$ï�à�ö<Ú¡áÞà�îÁÜÀá°øtÚ®è*é¿Ú¡á�Ü
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