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Model Checking for ROC Regression Analysis

Tianxi Cai and Yingye Zheng

Abstract

The Receiver Operating Characteristic (ROC) curve is a prominent tool for char-
acterizing the accuracy of continuous diagnostic test. To account for factors that
might invluence the test accuracy, various ROC regression methods have been
proposed. However, as in any regression analysis, when the assumed models do
not fit the data well, these methods may render invalid and misleading results.
To date practical model checking techniques suitable for validating existing ROC
regression models are not yet available. In this paper, we develop cumulative
residual based procedures to graphically and numerically assess the goodness-
of-fit for some commonly used ROC regression models, and show how specific
components of these models can be examined within this framework. We derive
asymptotic null distributions for the residual process and discuss resampling pro-
cedures to approximate these distributions in practice. We illustrate our methods
with a dataset from the Cystic Fibrosis registry.
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�"ª h�¢ � h ©^ª�©±¥ i � g=£�h ª�¥ ¢ �¦� ¢ �(¥ ¢ ¥&§��¾»¼� ¢ ¥ g=h^i�� �¦�RÂ=� ¢�¢ µ Ü	����� ¨|³!ÆÇh �G�"�(� he¢ ²=� g �G¥ ¢ �^�"�G�,� g ¥�¶��(� h «¬©^�R� ®Nª¾�"©±¥
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ª=® gÄ¢ �(¥ ¢�³!Í � ¢ ��«Bª=���5�J  ¤ ��� £ ���(¥�¥���ª h ¡^�Gª;�(� i ©±���"¥�¶��(�"ª�«�� h±£&g � g �¦­ g ¶^­��=µ�� ¢ ��¥ ¢ �"«�¡ ¢ � h^£Ä¢ ª g ¡^¡^­�² ¢ �^�"¥G�
«�� ¢ �±ª i ¥J�Gª�© ¢ � h �(­�²È� h ¡^� g � ¢ ���"��»�� ¢ �^ª�© ¢ �(ª h ¥G� i �(��� h±£¬¢ �^� £ ª¾ª i±h �"¥G¥\ªZ® ¿^¢ ªZ® g�£ ����� h «�ª i �(­ ³�¹ ªr»¼�?���"�(µ
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ª=® ¢ �^�,¥ ¢RgM¢ �¦¥ ¢ ��� g ­¸� h ®N�"�G� h �(�&�G�"­¦���"¥�ª h)¢ �^� g=i �(Ã¾© g �(² ª=®!«�ª i �"­ g ¥G¥�©^«�¡ ¢ �¦ª h ¥ ³ �3ª iYgZ¢ �,«�ª i �"­0�R�^�(�RÂ¾� h^£
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� h±i �¦� gZ¢ �����Èª=® i ��¥�� g ¥�� ³ �J�^�)�J  ¤ �"©^�9���)�¦¥¬«�ª ¢ ��� gZ¢ � iXg ¥¬®Nª�­�­¦ªr»�¥('���® g ¢ �±���"¥G�^ª�­ i � g ­�©^�*)B» g ¥À©^¥G� i
¢ ª��(­ g ¥G¥���®.² ¥�©±¶,+G�"� ¢ ¥ g ¥ i �¦¥G� g ¥G� i § �.- ) ¨ ª�� i ��¥�� g ¥��?É�®N���(��§ �0/ ) ¨ µ ¢ �^� h�¢ �^� ¢ ��©^� gZh^i ® g ­¦¥G��¡�ª�¥G� ¢ �����
� gM¢ �"¥ g ¥�¥Gª;�(� gZ¢ � i »�� ¢ � ¢ �^�¦¥ i �"�(�¦¥G�¦ª h �(��� ¢ �"�G�¦ª hËg ��� � � �&§�) ¨ " � § � - )213 " Ü ¨*4 � § �657- ) ¨
g=h^i Î � �{§�) ¨ " � § � - )81� "$% ¨94:� § �<;5=- ) ¨ µ�»��^�(��� ��5�g=h^i>��;5si � h ª ¢ � ¢ �^� ¢ �"¥ ¢ �G�"¥�©±­ ¢ ¥¬®Nª=�

i ��¥�� g ¥�� iBg=h^i�h ª h É i ��¥�� g ¥�� i ¥G©^¶,+G�"� ¢ ¥(µ±���(¥�¡·�"� ¢ ���=�"­�² ³@?uh �J  ¤ �"©^�9���\�¦¥ g ¡^­¦ª ¢ ª=®BAMÎ � �{§C) ¨ED � � �&§C) ¨GF ®Nª=�
)9H §JILK D K ¨ µ�ª����(Ã�©^��� g ­�� he¢ ­�² g ®N© h � ¢ �¦ª h ª=® ¢ �^�¬®Nª��G«���  ¤ §�M ¨ " � � �NAMÎ � �NOQP(§CM ¨EF ®Nª��LM8H §�% D Ü ¨R³
Æ]¢ ¥G©^«B« g �G�¦¯"�(¥ g ­¦­3ª=® ¢ �^�&�"ª�«�¡^��ª=«B��¥��"¥5¶�� ¢ »¼�(� h � h �"��� g ¥�� h^£ � � �{§K� ¨5gZh^i ¥���«¬©^­ ¢Rg=h �(ª�©^¥G­�² i �(�"��� g ¥�� h^£
Ü ÉÇÎ � �,§A� ¨¸g ¥ ¢ �^� ¢ �^���(¥��^ª�­ i )��¦¥n­¦ªr»¼�(��� i¸³ �J��©^¥ ¢ �^���(©^�G�=���"ª he¢|g � h ¥n� h ®Nª=��« gZ¢ ��ª h�h �"�(�"¥G¥ g �9²&®Nª��3�R�^ª¾ª�¥�� h^£
g=hÁg ¡^¡^�Gª�¡^��� gZ¢ � ¢ �^���(¥��^ª�­ i � g ­�©^�R)�� hÁgZh ²�¡ g � ¢ ���"©^­ g ��¥�� ¢�¢ � h^£,i �"¡·� h^i � h^£ ª hB¢ �^�5�(ª�¥ ¢ ¥¼ª=®�® g ­¦¥G�\¡·ª�¥G� ¢ �����(¥

g=h^i ® g ­¦¥G� h � £egZ¢ �����(¥ ³@?5h ª ¢ �±�"��¶·� h � ¿^¢ ªZ® ¢ �^�u�J  ¤ �"©^�9������¥ ¢ � gZ¢�i �TS��"��� he¢�i � g=£�h ª�¥ ¢ ��� ¢ �"¥ ¢ ¥ g �G�u¡^­ g �"� i
ª h�¢ �±�{¥ g «��{�(���Gª��J� gZ¢ �Ä¥�� g ­¦� ¢ �±�"���?®Nª����{� ¢Jg ­¦­�ªÕ»�¥ ¢ �^�Ä�"ª�«�¡ g �G�¦¥Gª h ª=®n�"ª�«�¡�� ¢ � h^£¬¢ �(¥ ¢ ¥ ³

�nª �(� g ­�© gZ¢ ��¡·ª�¥G¥��¦¶±­¦�À�"ªr� g ��� gZ¢ �À��S��(� ¢ ¥{ª h�¢ �^� i ��¥��"�G�¦«�� hYgM¢ ª��9² � g ¡ g �(� ¢ ²°ª=® g�¢ �"¥ ¢ µÊ�Gª�© £ �±­�² ¢ �^���(�
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i � S��(��� he¢�g ¡^¡^�Gª g �R�^�(¥ ¢ ª��J  ¤ �G� £ �G�"¥�¥G�¦ª h � g �=�¬�"«��"� £ � i ®N�Gª�« ¢ �^�,­¦� ¢ �"� gZ¢ ©±����'Ä§ Ü ¨ «Bª i �"­�­¦� h^£�¢ �^� i �¦¥9É

¢ �G�¦¶^© ¢ �¦ª h ª=® �65¬g=h±i!�<;5 ¥��"¡ g � gZ¢ �"­�² ¢ ª&� h±i ©^�"�5��� £ ���(¥�¥���ª h «�ª i �(­¦¥�®Nª�� ¢ �^�u�J  ¤ �(©^�G�=�"¥Ä§A�nª�¥ ¢ � h ¥�ª h�gZh^i
�¼� £�£ µ Ü ������� �3ª�­�� iYg=h ª g=h^i��ÄgZ¢ ¥Gª h �¦¥(µ Ü �������
	 �±� h^£Àg=h±i ¹ � g=£ �"� ¢ ²=µ � %�%�� ¨ � § � ¨�i �¦���(� ¢ «�ª i �"­¦­�� h^£ ª=® ¢ �±�
�J  ¤ �"©^�9���(¥,§ � �(¡��Zµ Ü ����
 µ � %�%�% � ? ­¦ª h ¯(ª g=h^i � �"¡·�=µ � %�% ��� ¤�g � g=h^i*� �"¡·�=µ � %�% ��� Æ ¯(«B����­�� g=h µ � %�%�� � ¤�g ��µ
� %�%�� � � �"¡·� gZh^i ¤�g ��µ � %�%�� ¨ � g=h^i � ¨ «Bª i �(­¦­¦� h^£ ¥G©^«B« g �9² g �(�"©^� g �(²s� h±i �¦�(�"¥�¥�©±�R� g ¥ ¢ �^� g �G� g © h^i �(�

¢ �±�À�J  ¤ �"©±�G���(¥Á§ ?���¤\¨ ª�� ¢ �^��¡ g � ¢ � g ­ g �G� g © h^i �"� ¢ �^�À��  ¤ �"©±�G���(¥Á§A¡ ?���¤\¨ §A�J�^ª�«�¡^¥�ª h g=h^i 	 ©;É
�R�^� h ��µ Ü �������  �¶±©^�R�^ªr»�¥�Â���µ Ü	��������� ª i^i�gZh^i9� �(¡��Zµ � %�%�� g µ � %�%��=¶ � ¤�g � g=h^i � ª i^i µ � %�%�� ¨R³�� ª�¥ ¢ �?Å;�¦¥ ¢ � h±£
�J  ¤ ��� £ ���(¥�¥G�¦ª h «Bª i �"­�¥"µ g ­ ¢ �^ª�© £ �,�(­¦ª�¥G�"­�²Ä�G�"­ gZ¢ � i,¢ ª £ � h �"� g ­¦�¦¯(� i ­¦� h � g �2«�ª i �"­¦¥w§ ����� ¥ ¨ µ g ��� i �TS��"��� he¢
®N��ª=« ¢ �^�{ª�� i � hYg �G² ����� � h ¶·ª ¢ �)«�ª i �(­2¥�¡·�"�(� ¿ � gZ¢ ��ª h ¥ g=h^i � h ®N�(��� h �"�{¡^��ª¾�"� i ©^���(¥ ³ ÎYª��J�UÅ g «B¡^­��=µ ¢ �±�
¥��(«B�ÒÉÇ¡ g � g «�� ¢ ���¦��­�ª;� gZ¢ ��ª h É]¥�� g ­¦��«�ª i �(­n¡±��ª�¡·ª�¥�� i ¶e² ¹ � g=£ �"� ¢ ² g=h^i � �"¡·��§ Ü ����� ¨ Ã�© g=he¢ � ¿ �"¥u¶�ª ¢ � ¢ �±�
«�� g=h g=h^i � g ��� g=h �"� g ¥�®N© h � ¢ ��ª h ¥�ª=®!�(ªr� g ��� gM¢ �"¥J»��^���R� �G�"¥�©±­ ¢ ¥\� h «�ª����Ä�(ª�«B¡±­¦�?Å�� h ®N�(��� h �"�{¡^��ª¾�"� i ©^���(¥
�"ª=«B¡ g ��� i�¢ ª ¢ � gZ¢ ®Nª�� �����º³·Í � ¢ �±� h ¢ �^� i �����"� ¢ «�ª i �"­¦­�� h^£Bg ¡^¡±��ª g �R�±�"¥"µ ¢ �^�¬¡ g � g «�� ¢ ���¦�,�J  ¤ É �����
§ � �"¡·�=µ Ü ����
 µ � %�%�% � ? ­�ª h ¯(ª g=h^i � �(¡��Zµ � %�% ��� � �"¡·� g=h^i ¤�g ��µ � %�%�� ¨Jg=h^i°¢ �±��¥��"«���É]¡ g � g «B� ¢ �G�¦�,�J  ¤ É

����� § ¤�g � g=h±i=� �"¡·�=µ � %�% ��� ¤�g �Kµ � %�%�� ¨ ¥�¡·�"�(��®.² ¢ �^��<�7"yÒ:�>NIKEZC^LU~eIz8s¶�� ¢ »¼�(� hp¢ �^� i ��¥ ¢ �G�¦¶^© ¢ �¦ª h ¥&ª=® ��;5
g=h^i ��5 ©^¥G� h^£&g������ ®N� g «B�?»¼ª=��ÂDµ;¶±© ¢ � h^i ���;� i © g ­ i �¦¥ ¢ ����¶^© ¢ �¦ª h ¥ i ª h ª ¢�h �"�"�(¥�¥ g ����­�²À®Nª�­¦­�ªr» ����� ¥ ³ ÎYª��

¢ �±�"¥�� i � S��(��� h �"�(¥"µ¼�UÅ;�¦¥ ¢ � h^£ «�ª i �"­��R�±�"�RÂ�� h^£ «�� ¢ �±ª i ¥¬®Nª=� ����� ¥ i ª h ª ¢Àg ¡^¡^­�² i �����(� ¢ ­�² gZh^i «�ª i �"­
� g ­¦� iYgZ¢ �¦ª h ®Nª=���J  ¤ �G� £ �G�"¥�¥G�¦ª h «�ª i �(­¦¥J« g ²È¶·�{�R� g ­¦­�� h^£ � h^£^³

�J�^�"�G�Ä�¦¥ g � g ¥ ¢ ­¦� ¢ �"� gZ¢ ©^�G�uª h «�ª i �"­��R�±�"�RÂ�� h^£ ¡^�Gª;�(� i ©^�G�"¥J®Nª�� �����º³   h ��¡·ª�¡^©±­ g � g ¡^¡^�Gª g �R���¦¥ ¢ ª
©^¥G� £ � g ¡^�±�¦� g ­Ê���(¥�� i © g ­ gZhYg ­�²¾¥G�¦¥ ¢ �"�R� h ��Ã�©^�"¥�§ ¤ ª¾ª�Â g=h^i°Í �(�¦¥G¶��(� £ µ Ü ��� �^µ Ü ����
 ¨R³ ? ¡^­�ª ¢ ª=®w���(¥�� i © g ­�¥

g=£eg � h ¥ ¢Äg=h ²��(ª;ª�� i � h^gZ¢ �Zµ¸¥�©^�R� g ¥ g �(ªÕ� g �G� gZ¢ �¬ª�� ¢ �^� ¿^¢G¢ � i � g ­¦©±�=µ¸« g ² �G�(��� g ­!®N© h � ¢ ��ª hYg ­n«B��¥�¥�¡·�"�(� ¿ É
� gM¢ �¦ª h ªZ® ¢ �^�Ä�"ªr� g ��� gZ¢ �(¥\ª=�J­ g �RÂÈªZ®Ê­�� h � g ��� ¢ ²Á� h�¢ �^�Ä«B� g=h¸³w¹ ªr»��(�=�"�"µ·� ¢ ��¥Jª=® ¢ � h i �����"©^­ ¢J¢ ª g ¥G�"�"� ¢Rg � h
¢ �±��� g �G� g ¶^��­¦� ¢ ² � hsg � g » ���"¥G� i © g ­�¡^­¦ª ¢{g=h^i�¢ ��©^¥&ª h �À� g=h ª h ­�² ¥�©^¶ +G�"� ¢ ���=�"­�² i � ¢ �(��«�� h ��»��^� ¢ �^�(� ¢ �±�
ª�¶^¥G�"�9��� i �G�"¥�� i © g ­�¡ gM¢�¢ �(� h � h^i ��� gZ¢ �"¥ g=h ² ¢ �^� h±£ ¶��?²�ª h±i ¥ g «�¡^­�� h^£ � g ��� g ¶^�¦­�� ¢ ² ³�� ª��G� g=h^g ­�² ¢ ���À¡^��ª¾�"�UÉ

i ©^�G�"¥,¶ g ¥�� i ª h �"�"� ¢Rg � h g=£=£ ��� £egZ¢ �(¥,ªZ®J� h^i ���¾� i © g ­!���(¥�� i © g ­�¥,� g �=�È¶��(� h ¡±��ª�¡·ª�¥�� i¸³   h � g ¡^¡^��ª g �R�º��¥
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¢ ª�¡ g � ¢ � ¢ ��ª h ¢ �^�¬�(ªÕ� g �G� gZ¢ �¬¥�¡ g �"��� h�¢ ª i ��¥ ¢ � h � ¢ ��� £ �¦ª h ¥ g=h^i ®Nª��G«�­ g �RÂ)ª=® ¿^¢�¢ �(¥ ¢ ¥�¶ g ¥�� i ª h°£ ��ª=©^¡�� i
���(¥�� i © g ­�¥,§A� ³ £^³ µ·�J¥G� gZ¢ �¦¥(µ Ü	��� % g=h^i �3gZh^i »��"�^�(µ � ��� £ �¦¶·ª h g=h^i �;�^ª¾�"« g Â=�(�"µ Ü ��� � ¨|³¼¹ ªr»¼�?���"� ¢ �^�,¡ g � ¢ ��É

¢ ��ª h ¥�� gZh ¶·� g �G¶^� ¢ � g �9² g=h±i ¥�ª=«B� ¢ �¦«��"¥ i � S��(��� h�¢ ¡ g � ¢ � ¢ ��ª h ¥J« g ²�­�� g=i�¢ ª��"ª h±´ �¦� ¢ � h^£ �"ª h �(­¦©^¥G�¦ª h ¥ ³ �3ª
ªr���(���"ª=«B� ¢ �^�"¥G� i � �B�(©^­ ¢ �¦�(¥"µ6�;© g=h^i Í �(�¼§ Ü ���±Ü ¨ ¡^�Gª�¡�ª=¥�� i ¢ �^�¬©±¥��&ªZ®��"©^«¬©±­ gZ¢ �����{���(¥�� i © g ­3¡^��ª¾�"�(¥�¥G�"¥

g ¥ g «Bª��G� ª�¶ +G�"� ¢ ���=�°«Bª i �"­\�R�^�(�RÂ¾� h^£X¢ ª¾ª�­ g=h^i ¥��±ªÕ»�� i ¢ � gZ¢È¢ �^�"¥G�°¡^��ª¾�"�(¥�¥��(¥��"ª h �=�"� £ ��»�� g Â¾­�² ¢ ª
¯"�(��ªZÉ]«B� g=h �Äg ©^¥G¥�� gZh ¡^�Gª;�(�"¥�¥G�"¥J© h±i �"� ¢ �^� h ©^­�­�ª=®¸�"ª��G���"� ¢ «�ª i �(­D¥�¡·�"�"� ¿ � gM¢ �¦ª h¸³ ��ª�­¦«�ª £ ª=��ªr�eÉ �;«��¦� h ªr�
¥�©±¡^���(«¬©^«�É ¢ ²¾¡�� ¢ �(¥ ¢ ¥ ¢RgZ¢ �¦¥ ¢ �¦�(¥5� g=h ¶·�,®Nª��G«B� i ¢ ªÁª�¶,+G�"� ¢ �����"­�²�� g ­¦� i^gZ¢ � ¢ �±� g ¥�¥G©^«�� i �����º³ �3ªÈ«�ª����
� S��"� ¢ �����"­�² �UÅ g «B� h �Á¥G¡��(�"� ¿ ���"ª�«�¡�ª h � he¢ ¥�ªZ® g ����� µ!¥G©^�R� g ¥ ¢ �^��­¦� h Â°®N© h � ¢ �¦ª h ª=�&�"ªr� g �G� gZ¢ �Á®N© h �UÉ

¢ ��ª hYg ­!®Nª=��«�¥"µ � � h µ Í �(� g=h±i�� � h^£ § � %�% � ¨ �(ª h ¥G� i �(��� i g ®N�(» � g �G� gZ¢ �¦ª h ¥�ª=®J¥�©±�R� ¡^��ª¾�"�(¥�¥G�"¥�¶e² ¢Rg Â�� h±£
¡ g � ¢ � g ­Ê¥G©^«B¥�ªZ®¼�G�"¥�� i © g ­�¥�ªr���(� i �TS��"��� he¢ �"ª¾ª�� i � hYgZ¢ �"¥ ³ �J�^�"��� g ¡^¡^�Gª g �R�s�¦¥ g ¡^¡�� g ­¦� h^£�g ¥�� ¢ ® g �(�¦­¦� ¢RgZ¢ �"¥

¢ �±�{�?� g ­¦© gM¢ �¦ª h ª=®Ê¥G¡��(�"� ¿ �Ä«Bª i �"­��"ª�«�¡�ª h � he¢ ¥�¶·ª ¢ � £ � g ¡^�^��� g ­�­�² g=h^i�h ©^«��"����� g ­�­�² ³
�J�^�)¡^����« g �9² £ ª g ­�ªZ® ¢ �^�¦¥�¡ g ¡��(���¦¥ ¢ ª i �?���(­¦ª�¡�ª�¶,+G�(� ¢ ������«�ª i �(­��R�^�(�RÂ¾� h^£�¢ �"�R� h �¦Ã�©^�(¥�®Nª���¥Gª�«��

�"ª=«B«�ª h ­�²�©^¥�� i ��  ¤ �G� £ �G�"¥�¥G�¦ª h «�ª i �"­�¥,»��^ª�¥G�È� h ®N�"��� h �"��¡±��ª¾�"� i ©^���(¥ g ���È«�ª��G�Á�"ª=«B¡^­��?Å ¢ � g=h ª��9É

i � hYg �G² ����� ¥ ³  �©±�{¡±��ª�¡·ª�¥ g ­w��¥ ¢ ª)�?Å ¢ � h^i ¢ �^� � � h 7">u:�y���§ � %�% � ¨ «�� ¢ �^ª i ¥ i �?���(­¦ª�¡·� i ®Nª=� ����� ¢ ª
�J  ¤ ��� £ ���(¥�¥���ª h «�ª i �(­¦¥�¶�²B�"ª h ¥�� i �"�G� h^£ �(©^«¬©^­ gZ¢ �����u¥G©^«�¥�ª=®0���(¥�� i © g ­�¥¼ªr���(��� g ���¦ª=©^¥¼�(ª;ª�� i � h^gZ¢ �(¥ ³!Í �

i �(�����=� g ¥G²¾«�¡ ¢ ª ¢ �¦� h ©±­¦­ i ��¥ ¢ ���¦¶±© ¢ ��ª h ¥�®Nª=� ¢ �^���G�"¥�� i © g ­�¡^��ª¾�"�(¥�¥��(¥ g=h^i ¥��^ªr»	�^ªr» ¥�¡·�"�(� ¿ � g ¥�¥�©±«B¡ ¢ �¦ª h ¥

¢ � gZ¢ ¡·�"� ¢Rg � hº¢ ª°��  ¤ �G� £ �G�"¥G¥��¦ª h ¥�� g=h ¶��È�UÅ g «B� h � i »�� ¢ �±� h ¢ �^�¦¥{®N� g «��(»�ª��GÂ ³ ÎDª=� ¢ �±� ¿ �G¥ ¢¬¢ ²¾¡·�Èª=®

g ®Nª��G�"«�� he¢ ��ª h � i �G� £ �G�"¥G¥��¦ª h «�ª i �(­¦¥�»��^�(��� ��5)g=h^i �<;5 g ���À«�ª i �"­¦­�� i ¥G�"¡ g � gZ¢ �(­�²=µ3»�� i �?���(­¦ª�¡ £ � g ¡±�^��É
� g ­3¡±��ª¾�"� i ©^���(¥u®Nª��\�R�^�"�RÂ�� h±£Á¢ �^� g=i �(Ã¾© g �(² ª=®�¥G�"«���ÉÇ¡ g � g «�� ¢ ������­¦ª¾� gZ¢ �¦ª h ÉÇ¥�� g ­¦��«�ª i �"­�¥\�(ª h ¥G� i �(��� i ¶�²

¹ � g=£ �(� ¢ ² g=h^i � �(¡�� § Ü ����� ¨5g=h^i 	 �^� h^£ gZh^i ¹ � g=£ �(� ¢ ²�§ � %�%�� ¨|³ ÎDª=� ¢ �^� i �¦�G�"� ¢ «�ª i �"­�­¦� h±£Èg ¡^¡±��ª g �R��µ
»��¬®Nª;�(©^¥�ª h�¢ �^�¬¥��(«B�ÒÉÇ¡ g � g «�� ¢ ���¦�,�J  ¤ É ����� § ¤�g � g=h^i � �"¡·�=µ � %�% ��� ¤�g �Kµ � %�%�� ¨ »��±�¦�R���?Å ¢ � h^i ¥ ¢ �±�
¡ g � g «�� ¢ �G�¦�B�J  ¤ É ����� ¶�²º­¦� g �¾� h^£ ¢ �^�È¡ g � g «�� ¢ �G�¦� g ­¦­�²°¥�¡·�"�(� ¿ � i ¶ g ¥��(­¦� h �B®N© h � ¢ ��ª h �"ª=«B¡^­�� ¢ �"­�²s© h É
¥�¡·�"�(� ¿ � i¸³ �3ª �UÅ g «B� h � ¢ �^� g ¡ ¢�h �"¥G¥&ª=® ?���¤�� ¡ ?���¤ ��� £ ���(¥�¥G�¦ª h «Bª i �"­�¥"µ2»��B�G�(®N�"� ¢ ª ¤�g � g=h^i � ª i±i
§ � %�%�� ¨ ®Nª=� i � ¢Rg �¦­¦� i «Bª i �(­¸�R�^�"�RÂ�� h^£ ¡^�Gª;�(� i ©±���"¥ ³
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�J�^�Á¡ g ¡��(�Ä�¦¥Äª�� £�g=h �¦¯(� i g ¥Ä®Nª�­¦­�ªÕ»�¥ ³BÆÇh �;�"� ¢ ��ª h � »��Áª�© ¢ ­¦� h ��«Bª i �(­��R�^�"�RÂ�� h±£ ¡^��ª¾�"� i ©^�G�"¥,»��±� h
Î � � g=h±i � � � g �G�À«Bª i �"­�­¦� i ¥��(¡ g � gM¢ �"­�² »�� ¢ ��¥��(«B�ÒÉÇ¡ g � g «�� ¢ �G�¦�,­¦ª¾� gZ¢ �¦ª h É]¥�� g ­¦�{«Bª i �(­¦¥ ³ �J�^�À¡^��ª¾�"�UÉ

i ©^�G�"¥ g ���\�¦­�­¦©^¥ ¢ � gM¢ � i »�� ¢ � g �(²¾¥ ¢ �¦� ¿ ¶^�Gª�¥���¥ iYgZ¢|g ¥�� ¢�³ � ª i �(­��R�±�"�RÂ�� h^£,¢ �"�R� h �¦Ã�©^�(¥¼®Nª��w¥��"«���É]¡ g � g «B� ¢ �G�¦�
�J  ¤ É ����� ¥ g ����¡^�G�"¥G� he¢ � i � h �;�(� ¢ ��ª h � ³XÍ � g ¡^¡±­�²X¡^�Gª�¡·ª�¥�� i ¡^�Gª;�(� i ©±���"¥ ¢ ªs�?Å g «�� h �È»��^� ¢ �^�"� g
¥��(«B�ÒÉÇ¡ g � g «�� ¢ ���¦�\�J  ¤ É ����� �¦¥ g ¡^¡^�Gª�¡^�G� gZ¢ �5®Nª�� ¢ �^���?²¾¥ ¢ ��� ¿ ¶^�Gª�¥���¥ iYgZ¢|g±³ �;��«¬©^­ gM¢ �¦ª h �G�"¥G©^­ ¢ ¥ g ���u¡^���UÉ
¥�� he¢ � i � h ¥��(� ¢ ��ª h � ¢ ª g ¥�¥G�"¥�¥ ¢ �^��¡·ªr»¼�(��¥�ª=® ¢ �±� ¢ �(¥ ¢ ¥J� hÁi � ¢ �(� ¢ � h^£¬¢ �±��«Bª i �(­�«��¦¥ ÉÇ¥�¡·�"�(� ¿ � gZ¢ ��ª h »��±�¦­¦�
« g � he¢Rg � h � h^£ �G� g ¥Gª hYg ¶^­��Ä¥��¦¯(�"¥ ³ �¾ª�«B���(­¦ª�¥G� h^£ �G�"« g ��Â�¥ g �G� £ ����� h � h �;�"� ¢ ��ª h � ³
� � ����� ���	��
Q��

��� �(� ����������
 � ������������� �������(� 
���� 
!�"�,�#��$�%'& 

�(��)
� ³ Ü � gZ¢Rg � ¢ ��©^� ¢ ©^�G�

Í � ¿ ��¥ ¢Äi �"¥��(����¶�� ¢ �^� £ � h �"� g ­ iYgZ¢|g ¥ ¢ �G©^� ¢ ©^�����(ª h ¥G� i �(��� i°¢ �^��ª�© £ �^ª�© ¢�¢ �^�¦¥u¡ g ¡·�"� ³ �;©^¡±¡�ª�¥G� ¢ � gM¢
¢ �±� iYgZ¢|g ®Nª�� g=hYg ­�²¾¥��¦¥ g �G�Áª�� £eg=h ��¯"� iºg ¥ * 5 iYgZ¢|g ���(�"ª�� i ¥,®Nª=��+ 5 ¥�©^¶,+G�(� ¢ ¥¬»�� ¢ � i �¦¥G� g ¥G�=µ�� ³ � ³ µ�, 5 "
A¾§ �65"-/. D102-/. D10 5"-3.M¨ D54 " Ü D�6"6�6
D879-CD5: " Ü D�6�6�6�D + 5QF Dng=h^i * ;5�i^gZ¢Rg �G�"�(ª�� i ¥¬®Nª=�;+ ;5 ¥G©^¶,+G�"� ¢ ¥¬»�� ¢ �^ª�© ¢
i ��¥�� g ¥��=µ·� ³ � ³ µ!, ;5 " A¾§ �<;58<>= D10(<>=O¨ D@? " Ü D�6�6�6 DA7;< D�B "C+ 5ED Ü D"6�6�6 D + 5FD + ;5QF�³ �;� h �"�{� g �R��¥�©^¶ +G�"� ¢ « g ²
� g ��� 7 - Ü ���(�"ª�� i ¥"µ�* 5 "CGIH 5-/J P 7K-Dg=h^i * ;5 "LG H

5NM HPO5<	J H 5 M P 7�<r³ �J�^�2Q ;5SR Ü ���(� ¢ ª=� 0�i � h ª ¢ �(¥��"ªr� g ��� gZ¢ �(¥
���(­¦�?� gZh�¢w¢ ª{¶·ª ¢ � i �¦¥G� g ¥G� iÈgZh^iÁh ª h É i ��¥�� g ¥�� i ¥�©±¶,+G�"� ¢ ¥ ³UT Å g «B¡±­¦�"¥�� h �"­�© i �\¥�©^¶,+G�(� ¢ �R� g � g � ¢ �(����¥ ¢ ����¥�©^�R�

g ¥ gZ£ �=µ £ � h±i �"��ª=� ¢ �^� ¢ ²¾¡���ª=®0¶±�¦ª�« g ��ÂZ�"�w���(¡^���(¥�� he¢ � i ¶�² �È³ �J�±��Q R Ü ���"� ¢ ª�� 0@5�i � h ª ¢ �"¥¼�"ªr� g ��� gZ¢ �(¥

¢ � gZ¢�g �G�¬¥�ª=­¦�"­�²)���"­��(� g=he¢u¢ ª i ��¥�� g ¥�� i ¥G©^¶,+G�"� ¢ ¥ ³�T Å g «�¡^­¦�(¥u»�ª�©^­ i ¶�� ¢ �^�¬¥G�(���(��� ¢ ²�ª=® gÁi �¦¥�� g ¥��&ª�� ¢ �±�

¢ ��«B��­ g=£ ¶·� ¢ »��"� h »��^� h g�¢ �"¥ ¢ �¦¥�«�� g ¥G©^��� i g=h^iË¢ �^� ª h ¥�� ¢ ª=® ¢ �^� i �¦¥�� g ¥�� ³ Í � ©^¥G���J  ¤�V §XW ¨&¢ ª

i � h ª ¢ � ¢ �^�À�J  ¤ �(©^�G�=� ¢ � gZ¢ �(ª�«B¡ g ���(¥ ¢ �^� i ��¥ ¢ �G�¦¶^© ¢ �¦ª h ª=® ��5 »�� ¢ ���"ªr� g ��� gZ¢ �(¥FY " § 0�DZ0 5±¨�¢ ª ¢ �±�

i ��¥ ¢ �G�¦¶^© ¢ �¦ª h ª=® ��;5 »�� ¢ ���(ªÕ� g �G� gZ¢ �"¥ 0�³
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� ³ � � ª i �"­¦¥ g=h±i T ¥ ¢ �¦« gZ¢ ª���¥
	 �^� h±£Àg=h^i�¹ � g=£ �(� ¢ ²°§ � %�%�� ¨!i � ¢Rg ��­¦� i�g=h�g ¡^¡±��ª g �R�È®Nª=�¼�"¥ ¢ ��« gZ¢ � h^£ �"ªr� g �G� gZ¢ �u¥�¡·�"�(� ¿ �Ä��  ¤ �(©^�G�=�"¥

¶e² ¿ �G¥ ¢ «Bª i �"­�­¦� h^£ �65BgZh^i �<;5 ¥��(¡ g � gM¢ �"­�² ¢ �±��ª�© £ � ¥G�"«���ÉÇ¡ g � g «�� ¢ �����5­�ª;� gZ¢ ��ª h ÉÇ¥G� g ­��u«�ª i �"­¦¥ '

�65"-/. " ��� 5��Y -3.�D���� � 5
	V���
�� 5�-/.�D § Ü ¨

��;58<X= " � � ;5��0 <X=�D�� � � O5 	����� � ;58<X= D § � ¨

»��^�(���À®Nª�� g=h ²��=�"� ¢ ª����wµ ��2" § Ü D � ¨ µ ¢ �^�À¥ ¢|g=h^iYg � i �¦¯(� i �"�G��ª��G¥ � 5�-/.ÀgZh^i � ;58<>= � g �=�B�(ª h^i � ¢ �¦ª hYg ­3«B� g=h
% g=h±i � g ��� gZh �"� Ü »�� ¢ �Ì© h Â h ªr» h i �¦¥ ¢ �G�¦¶^© ¢ �¦ª h ¥ ³ Í ���(ª h ¥G� i �(� ¢ �^� ¥�� ¢ © gZ¢ �¦ª h »��^� hÌ¢ �^���"�G��ª��G¥ g �G�
� h±i �"¡·� h^i � he¢ ªZ®Ê�(ªÕ� g �G� gZ¢ �"¥ ³ �J�^�,� h^i ©^�(� i �J  ¤ �(©^�G�=�{®Nª��J�(ªr� g ��� gM¢ � Y#" § 03D10 5;¨ ��¥

�J  ¤ V §�M ¨ "�� 5������ � O5 	� O � � 5 	V � OQP;5 §CM ¨�D�� O � � 5 	V § ��� ;5 �0 I ��� 5 �Y ¨ �9D § � ¨

»��^�(���!� 5 §#" ¨ " � § � 5"-/. - " ¨Äg=h^i � ;5 §$" ¨ " � § � ;58<>=L- " ¨R³s¹ � g=£ �"� ¢ ² g=h±i=� �"¡·�s§ Ü ����� ¨ ¡^�Gª�¡·ª�¥�� i½¢ ª
�"¥ ¢ ��« gZ¢ � ¢ �^�5��� £ ���"¥G¥���ª h ¡ g � g «�� ¢ �"��¥�� h § Ü ¨!g=h^i § � ¨ ©^¥G� h^£&g Ã�© g ¥G��ÉÇ­��¦ÂZ�"­¦���^ª¾ª i «�� ¢ �^ª iÈg=h^i�¢ ª,�"¥ ¢ �¦« gZ¢ �
� 5 §XW ¨0g=h±i � ;5 §XW ¨ ©^¥G� h^£u¢ �^���(«B¡^������� g ­ i ��¥ ¢ �G�¦¶^© ¢ �¦ª h ®N© h � ¢ ��ª h ¥ÊªZ® ¢ �^� ¿±¢�¢ � i ���(¥�� i © g ­¦¥ ³ �3ª�« g Â=�¼� h ®N�"�G� h �(�
g ¶·ª�© ¢5¢ �^�,� h^i ©±�"� i ��  ¤ �(©^�G�=� gZ¢�gB£ ���=� h �"ªr� g �G� gZ¢ �,­��(���(­�µ 	 �^� h^£Èg=h^i°¹ � g=£ �(� ¢ ² § � %�%�� ¨ �(¥ ¢|g ¶^­¦��¥��^� i
¢ �±���(ª h ¥G�¦¥ ¢ � h �?² g=h^i g ¥G²¾«�¡ ¢ ª ¢ �¦� i �¦¥ ¢ ����¶^© ¢ ��ª h�¢ �±�"ª��9²�®Nª�� ¢ �±��¡±­¦© £ É]� h �(¥ ¢ ��« gM¢ ª���ªZ® ¢ �^���J  ¤ �"©±�G��� ³
¹ ªr»��(�=�"�"µ¾��®3§ Ü ¨ ª��¼§ � ¨ �¦¥!«��¦¥ ÉÇ¥�¡·�"�(� ¿ � i µ�� h ®N�"�G� h �(�"¥ g ¶·ª�© ¢!¢ �^��© h±i �"�G­�²¾� h^£ �(ªr� g ��� gM¢ �¼��S��(� ¢ ¥wª=�!�"ªr� g ��� gZ¢ �
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