Superficies minimas: estabilidad
y grupos continuos de isometrias

UNIVERSIDAD
DE GRANADA

Tesis doctoral
Programa de Doctorado en Matematicas

David Moya Hinojosa

Director:
Joaquin Pérez Munoz



Editor: Universidad de Granada. Tesis Doctorales
Autor: David Moya Hinojosa

ISBN: 978-84-1195-125-8

URI: https://hdl.handle.net/10481/88744




«... es ist wahr, ein Mathematiker, der nicht etwas Poet ist, wird nimmer ein
vollkommener Mathematiker sein»

Karl Weierstrass






Agradecimientos

Quisiera empezar agradeciendo a mi familia, en especial a mis padres, a mi
hermano y a mis abuelos, por estar siempre ahi en todo momento y aconsejarme
como solo ellos saben hacer.

Por supuesto, agradezco a mi tutor y director Joaquin Pérez, por su dedicacion,
voluntad, paciencia, consejo y por todas las horas que hemos pasado en su

despacho del IMAG.

Como no podia ser de otra forma, agradezco a todos los companeros de
doctorado que han pasado por el despacho B8 del IMAG (son muchos): Antonio,
Jesus, Julian, Fidel, Diego, Philipp y Melanie. Pero no me olvido del resto de
companeros: Jorge, Tjasa, José Santiago, Daniel, José Gabriel, Andrea y en
especial gracias a todos aquellos con los que he compartido las tardes-noches de
los jueves.

Gracias también a los companeros y amigos de toda la vida, especialmente a
la gente que forma parte del grupo ”23”.

Gracias a todas las personas que me acogieron en mi estancia en L’Aquila,
sobre todo a Barbara Nelli, con la que comparti despacho durante tres meses.
Gracias también a Giuseppe, Mario, Riccardo y Marcos, por toda vuestra ayuda
alli.

Gracias a todos los companeros del Departamento de Geometria y Topologia.
Mencién aparte merecen Magdalena y José Maria, que de vez en cuando han
hecho las veces de segundo director. Agradezco también aqui la ayuda que me
ha prestado Ezequiel desde Brasil.

Y por ultimo, quiero agradecer a Sheila. Esta tesis no hubiera sido posible
sin su apoyo incondicional cada dia.

A todos ellos, gracias.

111






Indice general

Summary and conclusions 1
0. Introduccién 9
1. Preliminares 21
1.1. Meétricas conformes . . . . . . . . ... L 22
1.2. Hipersuperficies y férmula de variacion del area . . . . . . . .. 24
1.3. Representacion de Weierstrass . . . . . . . . ... .. ... ... 27
1.3.1. Familia asociada . . . . . . .. .. ... ... ... 31
1.3.2. Ejemplos. . . . . . ... 32
1.4. Problema de Bjorling . . . . . ... ... L. 33
1.5. Superficies minimas completas con curvatura total finita en R® . 34
1.6. Principio del Maximo . . . . . . . . . . ... ... ... 37
1.7. Superficies minimas no orientables en R® . . . . . ... ... .. 39
1.8. Estabilidad . . . . ... ... o 41
1.9. Espacios homogéneos tridimensionales . . . . . . .. .. .. .. 45
1.9.1. Espacios E(k,7) . . . . . . ..o 46

1.9.2. Variedades homogéneas tridimensionales con grupo de
isometrias de dimension 3 . . . . .. ... oL 48
2. Superficies de Henneberg generalizadas 55
2.1. Motivacién del problema . . . . . ... ..o L 55



VI

2.2. Superficies no orientables, estables y minimas con puntos de

ramificacién . . . . ... Lo 57

2.3. La superficie de Henneberg clasica . . . . . . .. ... ... ... 60

2.3.1. Isometriasde Hy . . . . . . . . . . .. ... ... ... 60

2.3.2. Familia asociada y superficie conjugada Hy . . . . . . .. 62

2.4. Superficies de Henneberg generalizadas . . . . . . . .. ... .. 64

24.1. Forma generalde f . . . . ... .. ... ... ... 64

2.4.2. Resolviendo el problema de periodos para el caso de un final 66

2.4.3. FEl caso mas simétrico . . . . . . ... ... ... ... 67

2.4.4. Familia asociada y superficie conjugada H. . . . . . .. 68

24.5. Casomimpar . . . . . . .. ..o 68

2.4.6. Casom par . . . . ... 69
2.4.7. Revisitando el caso m impar: H;, como solucién a un

problema de Bjorling para una hipocicloide . . . . . . . . 71

2.4.8. Isometriasde H,, . . . . . . . . . . ... ... ... .. 72

2.5. Espacio de moduli de los ejemplos para una complejidad dada . 74

2.5.1. Soluciones con complejidad m=1. ... ... ... ... 74

2.5.2. Soluciones con complejidad m=2. . . ... .. .. ... 76

3. Hipersuperficies minimas en el espacio de Schwarzschild 87

3.1. Introduccion . . . . . ..o 87
3.2. Hipersuperficies minimas, rotacionalmente simétricas, con borde

libre . . . . oL 91

3.3. Calculo del indice de ¢ . . . . . . . . . . .. ... .. ..... 100

4. Superficies minimas verticalmente invariantes en productos se-

midirectos unimodulares 107
4.1. Introduccién . . . . . .. ..o 107
4.2. La curvatura media de una superficie verticalmente invariante . 109
4.3. Productos semidirectos unimodulares . . . . . . .. ... .. .. 112

4.4. Superficies minimas verticalmente invariantes en Nil3 . . . . . . 114



VII

4.5. Superficies minimas verticalmente invariantes en E (2) . ... .. 118
4.5.1. Soluciones de tipol . . . . ... ... ... ... ..... 119
4.5.2. Soluciones de tipo IT . . . . ... .. ... ... ..... 119
4.5.3. Superficies minimas verticalmente invariantes en £(2) con

una métricano llana . . . . .. ... 124

4.6. Superficies con curvatura de Gausscero. . . . . . . . . ... .. 126

Bibliografia 131






Summary and conclusions

A surface in R? is minimal if and only if it is a critical point of the area
functional for any variation with compact support. One of the most interesting
properties of a minimal surface X is stability. When the surface is minimal and
the second derivative of the area functional is non-negative for any variation
with compact support, we will say that our minimal surface is stable. Roughly
speaking, a minimal surface ¥ C R? is stable if for each relatively compact set
Q) C X, the restriction of 3 to Q is the surface with the smallest area among
surfaces that have boundary 02 and are ”close” to X.

Complete stable minimal immersions in R?® are planes. But if we allow our
surfaces to have branch points, then more examples appear. In the first result
of this thesis, we study non-orientable, finitely branched, complete, minimal
surfaces X : ¥ 9 R? with ¥ = C\ &, where £ is finite, that are stable. We
exhibit a family of such surfaces, { H, }nen, called generalized Henneberg surfaces.
To do this, we take the Weierstrass data (g,w = f dz) with the form

c H]Ail (z —a;)
Zmts vaﬂ(z —bj) ’
where ¢, a;,b; € C*, m € N, M, N € NU{0} have to be determined. Geometri-

cally, the points a; are the branch points of the branched minimal surface and
b; are the ends.

9(z) =z [f(z) =

z €Y, (1)

To keep computations simple, we restrict ourselves to the family of minimal
surfaces with a single end, and prove that the Weierstrass data (1) gives rise to
a non-orientable, finitely branched, complete, stable minimal surface if and only
if the following compatibility equations are verified:

m—+1

c CLj
-T2 )

C i1 aj
Ay = —CcApyo, Im(cAni1) =0, (3)



where P is the polynomial

m+1 1 2m+-2
P(z) := H(z—aj) (z—l— a:> = Z Apz", zeC.

j=1 J h=0

Equation (3) is equivalent to solving the associated period problem for this
Weierstrass data in C*, while equation (2) expresses the condition for the
branched minimal immersion to descend to the quotient C*/(I), I being the
antiholomorphic involution I(z) = —1/Z, z € C*, as a non-orientable surface
considering that the period problem is solved. The number m + 1 € N is the
number of branch points of the non-orientable minimal surface generated by the
Weierstrass data (¢, w). The number m € N is called the complezity.

Theorem A. For every m € N there exists a non-orientable, complete, stable,
minimal surface H,, C R® which has m + 1 branch points.

For m = 1, H; is the classical Henneberg surface. In Section 2.4 we will
describe the family of surfaces { H,, };men. The examples { H,, }nen are the most
symmetric ones within each complexity level, and we will call them generalized
Henneberg surfaces. We will also describe the group of extrinsic isometries of H,,,
and show that depending on the parity of m, either H,, or its conjugate surface
H? can be obtained as a solution of a Bjorling problem over certain hypocycloid
for which we fix as the normal vector the normal vector to the hypocycloid as a
plane curve. This produces a symmetry of H,, (or H})) with the plane {z3 = 0}.

We will also analyze the moduli space M(m) of solutions of equations (2)
and (3) for a given complexity m. For complexity m = 1 we find the following
result.

Theorem B. The moduli space M(1) consists solely of the Henneberg surface
H,.

For higher complexity, the above uniqueness result fails to hold. In fact, in
Proposition 2.13 we will present a 1-parameter family {¥y; 6 € [0,1)} C M(2).
This family contains Hy when 6 = 0 and the limit when # — 1, after rescaling,
is the Henneberg surface H;. In Section 2.5.2 we will prove, using the implicit
function Theorem, that the moduli space M(2) is a smooth manifold of real
dimension 2 around H.

Given a region ) C R3 with smooth boundary S = 99, it is natural to study
the area functional among surfaces > C Q with 90X C 02. By the first variation
of area formula, the critical points of the area functional in this context are the



minimal surfaces in €2 that intersect S orthogonally. Such surfaces are called
free boundary minimal surfaces in 2. Perhaps, the most studied situation in
this context is the case when  is the open unit ball B® of R? and S is the unit
sphere, but the case 1 = R? \ES has also geometrical and physical content, for

instance when R? \E?’ is endowed with the rotationally symmetric Riemannian
metric that models the Schwarzschild space. More generally, fix n € N, m € Rt
and define the exterior domain

M"™ = M"(m,n) = {p € R"; |p| > Ro},

1
where Ry = Ry(m,n) = (%) "2 endowed with the following Riemannian metric

conformal to the euclidean metric (,) in R™

4

Jim = <1+L>n2 ()

2|p|n—2

n
| = > p?. The classical Schwarzschild space is the
=1

and |p|2 = |(p17)pn)

1=

Riemannian manifold (M™", g1,,,) which we denote by M}, .. In Physics, M}, is
used in the modelling of static black holes. Studing the minimal surfaces that
this kind of spaces admit can provide physical properties of the space itself. The
most natural free boundary minimal hypersurface in M7, is the totally geodesic
hypersurface

Yo ={p € R"; [p| > Ry, z,(p) = 0}. (4)

It is natural to seek other examples of free boundary minimal hypersurfaces in
M7, starting with the simplified case of rotationally symmetric hypersurfaces. In
Chapter 3, we will study the existence of a new family of free boundary minimal

hypersurfaces with rotational symmetry in M7, for n € N large enough.

Theorem C. Given m > 0, there exists ng € N such that for all n > ng
there exists €(n,m) < Ro(n,m) and a family of hypersurfaces {E, }oco,(n,m))
verifying that for t = 0 we have the hypersurface defined in (4) and for every
to € (0,e(n,m)), Xy, C M7, is a properly embedded, rotationally symmetric,
free boundary minimal hypersurface with 0%, = {p € R™; |p| = Ry, xn(p) = to}.

The techniques we will use to prove Theorem C are based on analyzing the
ODE that expresses minimality of a rotationally symmetric hypersurface in
M7, and producing a complete solution of this ODE that generates by rotation

the desired hypersurface.

A way of measuring the lack of stability of a minimal surface in a Riemannian
manifold is by counting the number of negative eigenvalues of its Jacobi operator,



which is an elliptic symmetric operator that appears when studying the second
variation formula of the area functional for such minimal surface. R. Montezuma
[63] proved that the Morse index of ¥y as a free boundary minimal surface in
M}, is one. In Section 3.1, we will describe the k—Schwarzschild metrics g,
for K > 1, k # 3/2, such that the domain M" together with the metric g, is an
asymptotically flat manifold that generalizes the Schwarzschild space. We will
call (M", gxm) the generalized k—Schwarzschild space, M, . In these spaces,
we will prove a generalization of the result by R. Montezuma, assuming some
extra conditions on the parameters m, k.

Theorem D. If k € (1,6/5], then the Morse index of g C M,fﬁm as a free
boundary minimal surface is one for all m > 0. Moreover, if we choose m
sufficiently large, then for all k > 1, k # %, the Morse index of ¥y C M,g’m s
one.

So far, we have studied minimal surfaces in R?® and My,,. Both ambient
riemannian manifolds have infinitely many isometries, which makes the study
of their minimal hypersurfaces more tractable than the general case. Another
situation in which we have abundance of ambient isometries is that of homoge-
neous manifolds. A Riemannian manifold (M, g) is homogeneous if for any two
points p,q € M there is an isometry f € Iso(M, g) such that f(p) = ¢. Among
homogeneous manifolds, a remarkable subfamily are those given by Lie groups
endowed with left invariant metrics, called metric Lie groups. In low dimension,
and assuming that the manifold is simply-connected, these examples of algebraic
nature are almost the only possible ones: In dimension 2, the simply-connected
homogeneous manifolds reduce to the plane R?, the hyperbolic plane H? and the
sphere S?, and this last one is the only one not being a Lie group. In dimension
3, except for the product manifold S? x R, every simply connected homogeneous
3-manifold is isometric to a metric Lie group.

Among three-dimensional, simply-connected metric Lie groups, the semidirect
products of the form R? x 4R for a matrix A € My(R), are specially relevant since
they cover all cases except for the special unitary group SU(2) and the universal
cover SE(Q, R) of the special linear group SL(2,R). In the last chapter, we will
focus on unimodular metric Lie groups which can be written as a semidirect
product, which means that trace(A) = 0. The special role of the vertical direction
in R? x 4 R justifies the study of minimal surfaces in R? x4 R which are invariant
by left translations by elements in the vertical axis {(0,0, 2); z € R}. Every
such surface ¥, C R? x4 R is described by a generating curve of the form
{v(t) = (z(t),y(t),0); t € I} C R? x4 {0}, where I is an open interval in R
and ~ is a regular curve. Without lost of generality, we can assume that v is



parameterized by its arc length (the induced metric on R? x4 {0} by the natural
one on R? x4 R is the standard euclidean metric on {z = 0}), and thus there
exists a function 0(t) verifying a'(t) = cos6(t), y'(t) = sinf(t), t € I. Imposing
that ¥, is minimal reduces to a system of differential equations for x(t), y(t),
6(t). There are previous works [47, 48] that use this approach to describe minimal
surfaces which are invariant under a one-parameter group of isometries in Sols,
the orientation-preserving group of rigid motions in the Lorentz-Minkowski plane.
It turns out that Sols can be written as a semidirect product. Other metric Lie
groups that can also be written as semidirect products are the Heisenberg space
Nil3, and the universal cover of the group of orientation-preserving rigid motions
of the Euclidean plane E(2). From another point of view, not using semidirect
products, the results we obtain for Nil3, where obtained by Figueroa, Mercuri
and Pedrosa [26]. The case of the metric Lie group E(2) carries a one parameter
family of metrics of which a particular case is the standard flat one. Even in
this standard case, the study of vertically invariant minimal surfaces in F/(2)
is relevant because of the algebraic behaviour of the minimal surfaces we are
studying. When we fix the flat metric on E(2), we get the following result.

Theorem E. If v C R? x4 {0} C R2 x4 R = E(2) is the generating curve of a
vertically invariant minimal surface ¥., and the ambient metric on E(2) is flat,
then the maximal interval of definition of v is R, and the following properties

hold:

1. If v passes through the origin (0,0), then v is a straight line. Othewise, v
is a strictly convex curve, i.e., the curvature k of v is a nowhere vanishing
function.

2. Suppose that (0,0) & v(R). Then:

v k(1) <1/2, Vt € R, k(t) goes to 0 when t — +oo and k satisfies the
ODE (v,7')r + (1 + [7[*)x’ = 0.

» Given A € SO(2), the curve Ay is also a generating curve of a
vertically invariant minimal surface in E(2).

» There exists a unique ty € R such that '(ty) = 0. Moreover, the
distance from vy to the origin reaches its unique critical point at ~y(to),
which s a global minimum, the image of v is symmetric with respect
to the reflection through the straight line v normal to v at ty and the
support function & of v has a unique critical point at tg.



» Up to a translation in t, we will assume ty = 0. In this setting, all the
self-intersection points of v occur for opposite values of its parameter
(i.e. y(t1) = y(t2) = t; = *t2) and they all lie in r. Moreover, the
angle of intersection between r and vy at t is w/2 if and only if t = 0.

When we consider E (2) with a non-flat left invariant metric, several of the
properties of this Theorem E are preserved but others fail to hold. To be more
precise, we consider on E(2) the left invariant metric g. which makes (E(2), g.)
isometric and isomorphic to R? x A(e) R where

Alc) = < 196 _OC> for ¢ € [1,00) (5)

(for ¢ = 1 we recover the flat metric).

Proposition. If v C R? X4 {0} C R? x4 R = (E(2),9.) is a generating
curve of a vertically invariant minimal surface, then the mazximal interval of
definition of v is R and following properties hold:

1. The function 6(t) is constant if and only if y is the x—axis or the y— axis.

2. The curvature k of v verifies |k(t)| < ¢/2, Yt € R, and k(t) goes to 0 when
t — *oo.

~

3. We define 0 = arctan(ctan ) (observe that for c =1, the derivative (6) is
the curvature of ). Then

/ 2 /

O =i
c+x°+cty

Coming back E(Q) with its flat metric, we also describe the vertically invariant
surfaces with zero Gaussian curvature. For other three-dimensional metric Lie
groups that can be written as a semidirect product, this problem had already
been studied: in R* by Hartman and Nirenberg [30], in the Heisenberg space by
Belarbi [8] and in Sols by Lépez and Munteanu [47, 48].

Proposition. Let ¥, C (E(2),9.), ¢ =1, be a vertically invariant surface with
zero Gaussian curvature. Then:

» [If 3., is complete, then X, is a vertical cylinder over a circumference in
R? x4 {0} centered at the origin (here A=A(1) is given by (5)).



» Suppose that 3., is not complete. Then, v is completely determined by
(20, Y0,0) = (0) and a parameter a € R\ {0}, so that in polar coordinates
v = r(cosa,sina,0), the polar angle « is given by

where g(t) = \/—a? + 4at + 4(x + y2), the modulus r of 7 is given by

r(t) =/ at + 2§ + g,

and the mazximal interval of definition I of v is given by

{I=[a/4—<x3+y§>/a,oo> if a>0,
I=(—c0,a/4— (23 +y})/a] if a<D0.

T=t

Y

7=0







Introduccion

Una superficie ¥ en R? se dice minima si y sélo si ¥ es un punto critico
del funcional area para cualquier variaciéon con soporte compacto. La teoria de
superficies minimas en R? se remonta al cdlculo de variaciones desarrollado por
Euler y Lagrange en el siglo XVIII. Hasta el siglo XIX, eran pocos los ejemplos
que se tenian de este tipo de superficies, que se reducian al plano, la catenoide
(Euler, 1741, Figura 1.1) y el helicoide (Meusnier, 1776, Figura 1.1). Por su parte,
Euler caracterizé a la catenoide como la tinica superficie minima completa! no
plana que se genera por revolucion, en este caso de una catenaria; mientras que
de forma posterior el helicoide se caracterizé, también junto al plano, como la
tinica superficie minima completa! que se puede foliar por rectas (Catalan [12]).
Desde el punto de vista de las EDP’s, si queremos que el grafo de una funcién
f = f(z,y) sea una superficie minima, entonces f debe cumplir la siguiente
ecuacion cuasilineal eliptica y de segundo orden:

(L + f) fax + L+ f) fyy — 2 fyfoy = 0. (1)

No fue hasta el siglo XIX, con Scherk (1835, [72]), que se tuvieron nuevos
ejemplos de superficies minimas, de entre las que destacamos las superficies de
Scherk simplemente periédica y doblemente periddica (ver Figura 1). Posterior-
mente en este siglo también aparecieron los ejemplos de Schwarz (1865, [76], ver
Figura 1) y otros dados por Enneper, Riemann y Weierstrass entre otros.

Fue también en el siglo XIX cuando se probd que una superficie es minima si y
solo si las funciones coordenadas son armonicas respecto a la estructura conforme
asociada a la métrica inducida, lo cual conecta el campo de las superficies

IExisten versiones locales de estas caracterizaciones.
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Figura 1: Izquierda: superficie de Scherk doblemente periédica. Derecha: P-
superficie de Schwarz.

minimas con el analisis complejo. Otras relaciones de las superficies minimas con
el analisis complejo fueron descubiertas mas o menos al mismo tiempo a través de
la representacién de Weierstrass (que da férmulas explicitas para una superficie
minima en términos de dos datos holomorfos) y la férmula de Bjorling (que
expresa una superficie minima que contenga una curva dada con un vector normal
prescrito a lo largo de ella). Las superficies minimas también se relacionaron
con la fisica via el problema de Plateau, consistente en minimizar el area entre
superficies que tengan un contorno prefijado. Resolver un problema de Plateau,
usar la representacion de Weierstrass o la formula de Bjorling son algunos de los
procedimientos que permitieron en el siglo XIX dar nuevos ejemplos de superficies
minimas. De entre estos, el problema de Bjorling sera un procedimiento que
usaremos en el Capitulo 2.

Los ejemplos concretos de superficies minimas en R? que acabamos de men-
cionar son también importantes porque aparecen frecuentemente caracterizando
las superficies minimas mas sencillas desde ciertos puntos de vista topoldgicos
o geométricos. Por ejemplo, podemos citar el siguiente resultado publicado en
2005.

Teorema 0.1 (Meeks-Rosenberg [59], Colding-Minicozzi [16]). Sea ¥ C R? una
superficie completa, embebida, simplemente conexa y minima. Entonces 3 es un
plano o un helicoide.

Siguiendo con esta perspectiva histérica, aparecieron nombres especialmente
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relevantes en la primera mitad del siglo XX. En la segunda década de ese siglo,
Bernstein demostré que las tnicas soluciones de la ecuacién (1) definidas en
todo R? son los planos afines [9]. El problema de Bernstein y el hecho de que
la aplicacién de Gauss de un grafo en R? tome valores en un hemisferio de
S? sugirieron estudiar qué conjuntos pueden ser la imagen por la aplicacién
de Gauss de una superficie minima y completa en R® que no sea un plano.
Citamos también a Douglas, que en 1931 public6 su solucion al problema de
Plateau [23] que le vali6 la primera medalla Fields. Un autor especialmente
relevante en el siglo XX fue Osserman, quien contribuy6 de manera muy notable
a la teoria de superficies minimas en R®. En especial destacan sus resultados
sobre representacién de Weierstrass global y sus resultados involucrando a la
subfamilia de superficies minimas completas en R3 con curvatura total finita,
es decir, aquellas para las que la integral de la curvatura de Gauss a lo largo
de la superficie es finita. La topologia de este ultimo tipo de superficies se
codifica mediante dos nimeros enteros no negativos que son el género de la
compactificacién conforme de la superficie y el nimero de puntos que hay que
anadir para obtener dicha compactificacién, que se llaman finales.

Teorema 0.2 (Huber, [37], Osserman [68]). Sea X C R® una superficie inmersa,
minima, completa y con curvatura total finita. Entonces, 3 tiene la estructura
conforme de una superficie de Riemann compacta menos una cantidad finita de
puntos.

Hasta 1984, los tunicos ejemplos que se conocian de superficies minimas,
completas y embebidas con curvatura total finita eran el plano (género 0 y un
final) y la catenoide (género 0, dos finales). En dicho ano, Costa [17] present6
un nuevo ejemplo que tiene 3 finales y género 1 (Figura 2). Posteriormente
Hoffmann y Meeks [33, 34] generalizaron la construccién de Costa para género
k > 1y 3 finales.

Figura 2: Superficie de Costa.



12 CAPITULO 0. INTRODUCCION

Como hemos comentado, Osserman también dio una versiéon global de la
representaciéon de Weierstrass para superficies minimas en R? tal y como pre-
sentamos en la Seccién 1.3, en la que a partir de una funcién meromorfa (que
salvo proyeccion estereogréfica es la aplicacion de Gauss de la superficie) y una
diferencial holomorfa se consigue recuperar explicitamente la inmersion minima.

Desde el punto de vista de las aplicaciones al mundo real, las propiedades
locales de minimizacion de las superficies minimas han propiciado su aparicién
en arquitectura, por ejemplo, en la cubierta del Estadio Olimpico de Munich.
También se pueden encontrar presentes en la naturaleza, por ejemplo, en las
estructuras que conforman las alas de ciertas mariposas [29)].

Otra propiedad interesante para una superficie minima es la estabilidad. Las
superficies minimas son los puntos criticos del funcional area. Por tanto, es
natural estudiar el comportamiento de la segunda derivada del funcional area en
una superficie minima. Si dicha segunda derivada es no negativa para cualquier
variacion normal de la superficie con soporte compacto, diremos que nuestra
superficie minima es estable. En otras palabras, una superficie minima > C R?
es estable si para cada dominio relativamente compacto 2 C 3, la restricciéon de
¥ a Q minimiza el drea dentro del conjunto de superficies " préximas” que tienen
la misma frontera 0€2. Uno de los teoremas mas importantes sobre estabilidad de
superficies minimas completas en R? fue la siguiente generalizacién de Teorema
de Bernstein, demostrada de forma independiente por Do Carmo y Peng, Fischer-
Colbrie y Schoen y Pogorelov de forma casi simultdnea.

Teorema 0.3 ([22, 27, 69]). Si ¥ & R? es una inmersion orientable, completa,
minima y estable, entonces ¥ es un plano.

La version no orientable del teorema anterior es un resultado mucho maés
reciente. La nocién precisa de estabilidad para superficies no orientables se puede
ver en la Definicién 1.25.

Teorema 0.4 (Ros, [71]). No existen inmersiones minimas y estables de super-
ficies no orientables en R3.

Los dos resultados anteriores excluyen la posibilidad de que la superficie
minima pueda tener puntos de ramificacién. Sea X : ¥ & R? una aplicacién
armonica de una superficie 3 cuya diferencial tiene niicleo en algin punto de X.
La armonicidad de X garantiza que el conjunto de los puntos donde la diferencial
de X tiene nucleo (llamados puntos de ramificacién) tiene acumulacién vacia.
Si consideramos superficies minimas completas con curvatura total finita en R3
y con puntos de ramificacién, la familia de superficies estables es mucho mas
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rica. Meeks y Pérez probaron que una tal superficie ha de ser no orientable y el
conjunto de puntos de ramificacion tiene al menos dos puntos. Un ejemplo es la
superficie clasica de Henneberg [31], que presenta dos puntos de ramificacién.

El Capitulo 2 en esta memoria tiene como objetivo estudiar las superficies no
orientables, completas y minimas X : ¥ 9 R? con ¥ = C\ &, donde & es finito
(es el conjunto formado por los finales y los puntos de ramificacién), que ademds
sean estables. Construimos una familia de este tipo de superficies, { H,, },en, que
llamamos superficies de Henneberg generalizadas. Para ello partimos de datos
de Weierstrass (g,w = f dz) de la forma

c Hjj‘il(z — aj)

L (2 = b))

donde ¢, a;,b; € C*, m € N, M, N € NU {0} son constantes a determinar.
Geométricamente, los puntos a; son los ceros de la métrica inducida (es decir,
los puntos de ramificacion de la inmersion ramificada) y los puntos b; son los
finales.

9(z) ==z, [fl2) =

PRSI (2)

En este contexto, restringiéndonos a la familia de superficies minimas con un
solo final, probamos que los datos de Weierstrass (2) producen una superficie
no orientable, completa, minima y estable si y sélo si se verifican las siguientes
ecuaciones de compatibilidad:

z m—+1 s
j
- vl 3
c H a;’ (3)
Jj=1
Ay = —CcApya, Im(cAniq) =0, (4)

donde P es el polinomio

2m—+2

m+1
1 h
P(z) ::E(z—aj) <Z+a:j) = hz:; Apz", z €.

La ecuacién (4) es equivalente a resolver el problema de periodos asociado
para estos datos de Weierstrass en C*, mientras que la ecuacién (3) expresa
la condicién para que la inmersién ramificada descienda al cociente C*/(I),
donde I es la involucién aniholomorfa I(z) = —1/Z, z € C*, como superficie
ramificada no orientable teniendo en cuenta que el problema de periodos se
resuelve. Cabe destacar aqui que el nimero m + 1 € N indica la cantidad de
puntos de ramificacién de la superficie no orientable generada por los datos de
Weierstrass. Al nimero m € N lo llamaremos complejidad.
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A lo largo de la Seccién 2.4 describimos una familia de superficies { H,, }imen
cuyos datos de Weierstrass resuelven las ecuaciones (3) y (4) para cualquier
complejidad m € N prefijada (ver Figura 2.5). Para m = 1, H; es la superficie
de Henneberg clasica. A lo largo de dicha seccién también describimos el grupo
de isometrias extrinsecas de las superficies H,, y demostramos que, o bien H,,, o
bien su conjugada H, se puede obtener como solucién a un problema de Bjorling
para cierta hipocicloide cuando se fija, como vector normal a la curva, el vector
normal como curva plana.

Posteriormente analizaremos el espacio de moduli M(m) de soluciones de
las ecuaciones (3) y (4) para una complejidad m. Para complejidad m = 1
encontraremos el siguiente resultado de unicidad.

Teorema 0.5. FEl espacio de moduli M(1) contiene inicamente a la superficie
de Henneberg clasica H.

Cuando queremos estudiar cualquier complejidad superior, la situaciéon cam-
bia. En la Proposicién 2.13 damos una familia 1-paramétrica de ejemplos
{%p; 0 € [0,1)} € M(2). Dicha familia contiene a Hy para § = 0 y conver-
ge cuando @ — 1, tras reescalar de forma adecuada, a la superficie de Henneberg
Hy, de donde se deduce que M(2) no es compacto. Ademads, en la Seccién 2.5.2
veremos que el espacio de moduli M (2) es una variedad de dimensién 2 alrededor
de H,, usando para ello el Teorema de la funciéon implicita.

En el Capitulo 3 estudiamos cierto tipo de superficies minimas con frontera
libre. Fue también en la primera mitad del siglo XX cuando se empezaron a
estudiar (Courant, [18]) a las superficies minimas con frontera (o borde) libre
en R3. Dada una regién 2 C R? con frontera diferenciable S = 012, es natural
estudiar el funcional area entre las superficies X C  con 9% C 9f). Usando
la primera féormula de variacién del area, los puntos criticos para el funcional
area en este contexto son las superficies minimas en ) que intersecan S de
forma ortogonal. Dichas superficies son conocidas como superficies minimas
con frontera libre en 2. Quizas la situacién mas estudiada en este contexto
sea el caso en que  es la bola unidad B? de R® y S es la esfera unidad.
Sin embargo, el caso Q = R? \ES tiene también un contenido geométrico y

.. . —3 . e .
fisico, por ejemplo, cuando a R?\ B” se le equipa con una métrica riemanniana
rotacionalmente simétrica que modela al espacio de Schwarzschild. En este
espacio ambiente, distinto de R3, desarrollamos el Capitulo 3 de esta memoria.

1
Fijado n € N, m € R, se define Ry = Ry(m,n) = (%)m y se considera el

dominio M™ = M"(m,n) = {p € R"; |p| > Ry}, dotado con la siguiente métrica
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riemanniana conforme a la métrica usual (,) de R™:

4

Jg1,m = 1+ — )
! 2|p|"—2

donde |p|* = |(p1,---,pn)]* = D p?. El espacio de Schwarzschild clésico es la
i=1

variedad riemanniana (M™, g1 ) que denotamos por M 1'm- En fisica, el espacio de
Schwarzschild se utiliza en la modelizacion de agujeros negros estaticos. Estudiar
las superficies minimas que presenta un espacio de este tipo puede proporcionar
propiedades fisicas del mismo. La hipersuperficie minima con frontera libre més
natural en M7, es la hipersuperficie totalmente geodésica

Yo = {p € R"; |p| = Ro, zn(p) = 0} (5)

Es natural buscar otros ejemplos de superficies minimas con borde libre en M7',
comenzando por el caso de hipersuperficies rotacionalmente simétricas. En el
Capitulo 3 de esta memoria, estudiamos la existencia de una nueva familia de
superficies minimas y con frontera libre con una simetria rotacional en el espacio
de Schwarzschild clasico cuando la dimension n € N es lo suficientemente grande.

Teorema 0.6. Dado m > 0, existe ng € N tal que para todo n > ny existe
e(n,m) < Ro(n,m) y una familia de hipersuperficies {3¢, }oc(0,e(n,m)) verificando
que para t = 0 recuperamos la hipersuperficie (5) y que para cada ty € (0,e(n, m)),
Yy C M7, es una hipersuperficie propiamente embebida, minima, rotacional-
mente simétrica, con frontera libre y con 0%, = {p € R™; |p| = Ro, x.(p) = to}.

Las simulaciones numéricas que hemos realizado en el caso n = 3 nos aportan
evidencias de que el problema propuesto por Chodosh y Ketover en [14], sobre
la existencia de superficies minimas y con frontera libre que no sean totalmente
geodésicas en el espacio de Schwarzschild de dimensién 3, tiene una respuesta
positiva.

Las técnicas que usamos para probar el Teorema 0.6 se basan en el analisis
de la EDO que se obtiene cuando se impone que una superficie rotacionalmente
simétrica en M7, sea minima. Produciremos una solucién completa de dicha
EDO que genera, por revolucion, la hipersuperficie deseada.

Una forma de medir la falta de estabilidad de una superficie minima en una
variedad riemanniana se consigue contando el nimero de autovalores negativos de
su operador de Jacobi, que es el operador eliptico y simétrico que aparece cuando
se estudia la segunda derivada del funcional area en una superficie minima. Esta
cantidad de autovalores negativos se llama el indice de Morse de la superficie.
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Para la superficie minima de frontera libre ¥y en M7, , Montezuma [63] probé
que el indice de Morse como superficie minima de frontera libre es uno. Antes del
resultado de Montezuma ya se conocia (Carlotto, [10]), que el indice de ¥y en
Mfm no es cero. Sin embargo, si la dimension n es mayor o igual a 4, Barbosa y
Espinar [5] probaron que el indice de Morse de ¥y C M7, es cero. En la Seccién
3.1, describimos las métricas de k—Schwarzschild gy ., para k > 1, k # 3/2, de
tal forma que el dominio M™ := {p € R"; |p| > Ry} junto con la métrica gy, es
una variedad asintéticamente llana que generaliza al espacio de Schwarzschild y
a la que llamaremos k—espacio de Schwarzschild M, .

Teorema 0.7 ([63]). El indice de Morse de Xy en M7, es 1.

El resultado que presentamos en la Seccién 3.3 generaliza el resultado de
Montezuma para k—espacios de Schwarzschild de dimensién 3.

Teorema 0.8. Si k € (1,6/5] entonces el indice de Morse de Xy C M,
como superficie minima con frontera libre es uno. Ademds, si elegimos m lo
suficientemente grande, entonces para todo k > 1, k # %, el indice de Morse de
Yo C M}, es uno.

Es de especial interés el estudio de superficies minimas, asi como de superficies
con curvatura media constante (CMC), en las variedades riemannianas tridi-
mensionales més sencillas, por ejemplo en términos de su grupo de isometrias
Iso(M, g). Desde este punto de vista, los espacios con un mayor ntmero de
isometrias son los espacios homogéneos. Una variedad riemanniana (M™, g) (de
cualquier dimension) se dice homogénea si para cualesquiera p,q € M existe
una isometria ¢ : (M, g) — (M, g) tal que ¢(p) = ¢q. Inmediatamente se deduce,
gracias al Teorema de Hopf-Rinow, que las variedades homogéneas son también
completas. Dentro de las variedades homogéneas, una familia especialmente
importante es la dada por los grupos de Lie dotados de métricas invariantes a
izquierda, llamados grupos de Lie métricos.

El conjunto de isometrias de una variedad riemanniana (M, g) en si misma
Iso(M, g) tiene una estructura de grupo con la composicién. Si la variedad
(M™, g) es homogénea, Iso(M, g) tiene estructura de variedad y su dimensién k,
cumple n < k < n(n+ 1)/2. En el caso n = 3, esto lleva a k = 3,4, 5,6. Si nos
restringimos al caso simplemente conexo encontramos:

a) Si la dimensién de Iso(M,g) es 6, entonces M tiene curvatura seccional
constante y, por tanto, es uno de los espacios modelo M3(k): el espacio
euclideo R3, la esfera tridimensional S? o el espacio hiperbélico H?.
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b) El caso de dimensién 5 no puede ocurrir por un argumento de algebra lineal
que detallaremos en el Capitulo 1.

¢) Cuando la dimensién de Iso(M, g) es 4, podremos describir estos espacios a
través de una familia biparamétrica dependiendo de dos variables x, 7 € R.
Son los conocidos como espacios E(k, 7). Todo espacio E(k,7) admite un
submersién de Killing a una superficie modelo M?(x), donde x indica la
curvatura de Gauss de dicha superficie forma y 7 es la curvatura del fibrado.

d) En el caso genérico en que la dimensién de Iso(M, g) es 3, se tiene que (M, g)
es isométrico a un grupo de Lie con una métrica donde las traslaciones a
izquierda de la estructura de grupo son isometrias.

Los grupos de Lie métricos tridimensionales estan clasificados en términos de
ciertos invariantes algebraicos [55, 61]. Ademads, se tiene que, salvo por la variedad
producto S?(k) X R (que es un caso particular de espacio E(k,7) para £ > 0y
7 = 0), donde S?(k) es la esfera de curvatura constante x > 0, toda variedad
homogénea simplemente conexa de dimensién 3 es isométrica a un grupo de Lie
métrico. Por tanto, la estructura de grupo de Lie métrico que encontramos en d)
también se tiene en los otros casos a) y c¢) salvo por esta excepcion.

En los tltimos anos, los espacios homogéneos tridimensionales han sido de
gran importancia, sobre todo con la generalizacién de ciertos resultados clasicos
de la teoria de superficies minimas y de curvatura media constante a éstos.
Podemos citar, por ejemplo:

= La generalizacién de la diferencial de Hopf para superficies de curvatura
media constante [36] en espacios modelo M3 (k) a la diferencial de Abresch-
Rosenberg [2, 3], con la que se consigue demostrar un teorema tipo Hopf
para espacios E(k, 7), que nos dice que una inmersién con curvatura media
constante de una esfera topoldgica en un espacio E(k, 7) es rotacionalmente
simétrica [21].

» La generalizacién de la correspondencia de Lawson [44], para superficies con
curvatura media constante en espacios modelo M?(k), a la correspondencia
de Daniel [19, 20] para superfices con curvatura media constante en espacios
E(k,T).

= La resolucion del problema de Bernstein para superficies minimas en el
espacio de Heisenberg Nil; = E(0,7) con 7 # 0 de Ferndandez y Mira [25]
usando la correspondencia de Daniel entre estas superficies minimas y las
superficies de curvatura media 1/2 en H? x R = E(x,0), x < 0.
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» Los teoremas de tipo semi-espacio de Mazet [50].

= La clasificacion de esferas con curvatura media constante en grupos de Lie
métricos por Meeks, Mira, Pérez y Ros en [51, 54] .

Dentro de los grupos de Lie métricos tridimensionales simplemente conexos,
los productos semidirectos de la forma R? x4 R para una matriz A € My (R)
son especialmente relevantes ya que cubren todos los casos salvo por el grupo
especial unitario SU(2) y el recubridor universal SL(2,R) del grupo especial lineal
SL(2,R). En el dltimo capitulo de esta memoria nos centraremos en los grupos
de Lie métricos unimodulares que pueden escribirse como producto semidirecto,
lo cual es equivalente a exigir traza(A) = 0. El papel fundamental que juega la
direccién vertical en R? x4 R justifica el estudio de las superficies en R? x4 R
que son invariantes por traslaciones verticales por elementos en el eje vertical
{(0,0, 2); z € R}. Cada una de estas superficies ¥, se describe a través de una
curva regular (generatriz) de la forma v(t) = (x(t),y(t),0) C R? x4 {0}, donde T
es un intervalo abierto en R. No perdemos generalidad parametrizando v por la
longitud del arco, por lo que obtenemos la existencia de una funcién 6 cumpliendo
2'(t) = cosf(t), y'(t) =sinb(t), t € I. Cuando imponemos que la superficie 3,
que genera 7y a través de traslaciones verticales sea minima, llegamos a un sistema
de ecuaciones diferenciales de orden 2 para z(t), y(t), 6(t), cuyas soluciones
no son, en general, explicitas, pero que nos permitird estudiar propiedades
geométricas de la curva generatriz y, por tanto, de la superficie verticalmente
invariante. Ya existian trabajos previos [47, 48] que toman este enfoque para
describir superficies invariantes bajo un grupo uniparamétrico de isometrias en
Sols (el grupo de movimientos rigidos en el plano de Lorentz-Minkowski que
preservan la orientacion), el cual se puede escribir como un producto semidirecto.
Los resultados que obtenemos para el espacio de Heisenberg Nilz, estdn también
contenidos (con un enfoque diferente, no como producto semidirecto) en el
articulo de Figueroa, Mercuri y Pedrosa [26]. En el caso de E(2), el recubridor
universal del grupo de movimientos rigidos en el plano euclideo que preservan la
orientacién, hay una familia 1-paramétrica de métricas invariantes a izquierdas
sobre E(2), de las cuales la métrica llana es un caso particular. Cuando fijamos la
métrica llana en F (2), obtenemos una descripcién muy completa de las superficies
minimas verticalmente invariantes.

Teorema 0.9. Si v C R x4 {0} C R2 x4 R = E(2) es curva generatriz de
una superficie minima verticalmente invariante X, C E(2) con la métrica llana,
entonces el intervalo mazimal de definicion de v es R, y se tiene:

1. Si vy pasa por el origen (0,0), entonces v es una recta. En otro caso, v es
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una curva estrictamente convexa, i.e. la curvatura k de v es una funcion
que no se anula.

2. 5i(0,0) € v(R), entonces:

v k()] <1/2, Vt € R, k(t) tiende a 0 cuando t — +o0 y Kk verifica la
EDO (v,7")k+ (1 + |[7*)x" = 0.

» Dada A € SO(2), la curva Ay también es una curva generatriz de
una superficie minima verticalmente invariante en E(2).

» Existe un unico ty € R tal que k'(ty) = 0. Ademds, la distancia de v
al origen alcanza su tinico punto critico en y(ty), que es su minimo
global, la traza de v es simétrica con respecto a la reflexion en la recta
afin r normal a v en tg y la funcion soporte & de v tiene un unico
punto critico en t.

» Salvo una traslacion en t, suponemos que to = 0. Entonces, todos
los puntos de autointerseccion de v ocurren para valores opuestos
del pardmetro (i.e. y(t1) = y(t2) = t1 = £ta) y estdn todos en r.
Ademds, el dngulo de interseccion entre v y«y ent es /2 siy sélo si
t=to.

Cuando consideramos E(2) con una métrica invariante a izquierda no llana,
algunas de las propiedades del caso anterior se siguen manteniendo, pero otras
se pierden. Concretamente, consideramos F(2) con la métrica g. que lo hace
isométrico e isomorfo a R? x A(c) R donde

a0 = (), ) el ©)

(para ¢ = 1 se tiene la métrica llana).

Proposicién 0.10. Si v C R? x4 {0} C R x4 R = (E(2),9.), ¢ > 1, es
curva generatriz de una superficie minima verticalmente invariante, entonces el
dominio mazximal de v es R y las siguientes propiedades se cumplen:

1. La funcion 0(t), es constante si y sélo si~y es el eje x o el eje y.
2. Kk verifica |k(t)] < ¢/2, Vt € R. Ademds, k tiende a 0 cuando t — +oo.

3. Si definimos 6 = arctan(ctan®) (para c =1, (é\)' es la curvatura de ),
entonces se cumple
xy — Ay’
2+ 22 + cty?

0) =c
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Cabe mencionar aqui el reciente articulo de Zang [83], donde se construyen
superficies minimas y embebidas (y por tanto diferentes de las que presentamos
en esta memoria) de tipo helicoidal en E(2). Para ello, la principal herramienta
que utiliza es la representacion de tipo Weierstrass que introdujeron Meeks, Mira,
Pérez y Ros en [51].

También describiremos las superficies verticalmente invariantes con curvatura
de Gauss cero en E(2) con la métrica llana. Este tipo de superficies ya habian
sido estudiadas en R?® por Hartman y Nirenberg [30], en Nily por Belarbi [8] y
en Soly por Lépez y Munteanu [47, 48].

Proposicién 0.11. Sea ¥, C (E(2),9.), ¢ = 1, una superficie verticalmente
invariante con curvatura de Gauss cero.

» 51 X, es completa, entonces ¥, es un cilindro vertical recto sobre una
circunferencia en R? x4 R centrada en el origen (aqui A = A(c) dada por
(6) para c =1).

» En caso contrario, y estd completamente determinada por (o, yo,0) = v(0)
y un parametro a € R\ {0}, de forma que en coordenadas polares v =
r(cosa,sina, 0), el dngulo a viene dado por

a(t) = arctan <@) L seu(ar + x5 + ) (g(T) 4 arecot (L))

To 2a g(T)

T=t

9

7=0

donde g(t) = \/—a® + 4at + 4(z% + y2), el médulo r de y viene dado por

r(t) =y/at + a2t +y3, Viel,

y el intervalo maximal de definicion I de v viene dado por:

{I:[a/4—(x%+y§)/a,oo) si a>0,
I=(—c0,a/4— (x+y})/a] si a<D0.



Preliminares

En este primer capitulo introduciremos la notacion, las herramientas y los
resultados auxiliares que usaremos en el resto de capitulos.

Sea M™ una variedad diferenciable de dimensiéon n € N. Denotaremos por
C>®(M), X(M) al conjunto de funciones y campos diferenciables (por diferen-
ciable entendemos de clase C'*) sobre un variedad M. Una conexién afin sobre
una variedad diferenciable M es una aplicacion V : X(M) x X(M) — X(M) que
verifica

VixtgvZ = fVxZ +gVyZ,
Vx(fY+2)=X(f)Y + fVxY +VxZ,
para todos los campos X, Y, Z € X(M) y funciones f,g € C®(M).

Una métrica riemanniana g en M es una correspondencia que asocia a cada
punto p € M un producto escalar g, en el espacio tangente 7, M a la variedad
en ese punto, de forma diferenciable (dado un abierto @ C M, para cada
X, Y € X(Q) la funcién ¢(X,Y) es diferenciable en §2). Llamaremos variedad
riemanniana al par (M, g) formado por una variedad diferenciable M equipada
con una métrica riemanniana g.

Dada una variedad riemanniana (M, g), existe una tnica conexién afin V
sobre M que es simétrica, es decir,

VxY -VyX =[X)Y], XY eX(M),
y a la vez compatible con la métrica,

X9, 2) =9(VxY,2)+g(Y.VxZ), XY, Z e X(M).

21
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A esta conexién V la conocemos por el nombre de conexion de Levi-Civita. A
partir de la conexién de Levi-Civita, definimos el operador curvatura R de (M, g)
como la aplicacién R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z =VxVyvZ -VyvVx2 — V[X’Y}Z, X, Y,Z S %(M)

También escribiremos R(X,Y, Z, W) := g(R(X,Y)Z,W), X, Y, Z W € X(M).

El tensor de Ricci de (M, g) es el campo de tensores (2,0) simétricos Ric :
X(M) x X(M) — C*(M) que viene dado por la siguiente contraccién de R:

Ric = C}(R).
La curvatura escalar p de (M, g) viene definida como otra contraccién:
p = C}(Ric) € C*(M).

Dada una funcién diferenciable f : (M, g) — R, definimos el gradiente de f como
el tnico campo Vf € X(M) verificando g(V f, X) = X(f) para todo campo
X € X(M). Dado X € X(M), definimos la divergencia div(X) de X como la
funcién que a cada punto p € M le asocia la traza del endomorfismo

.M — T,M
v = VX

El laplaciano Af de f es la divergencia de su gradiente. Equivalentemente, se
puede definir como la traza de su hessiano V2f, que es el tensor simétrico dado
por

(VAHXY) =X (Y (f) = (VxY)(f), XY €X(M).

1.1. Meétricas conformes

Sea M™ una variedad diferenciable. Dos métricas g, g en M se dicen conformes
si existe una funcién f € C*(M) tal que

2f

g=-e"g.

Si consideramos la relacion de equivalencia que se genera en el espacio de

métricas riemannianas sobre una variedad M con la relacion de ser conforme, a
cada par (M, [g]), donde

lg] = {e*g: feC™(M)},
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se le conoce como estructura conforme sobre M.

Existen distintos elementos geométricos que se preservan dentro de una clase
conforme, por ejemplo, el angulo entre cualesquiera dos vectores en el espacio
tangente a un punto se conserva, aunque no lo hacen, en general, sus longitudes.
Las subvariedades totalmente umbilicales también se preservan cuando hacemos
un cambio conforme de métrica.

Definimos una superficie de Riemann como una variedad compleja orientable
de dimension uno. También se puede definir como una superficie orientable junto
con una estructura conforme. Una aplicacién f : ¥ — 3 es un biholomorfismo
si f es holomorfa y biyectiva. Diremos que dos superficies de Riemann 3, ¥’ son
conformemente equivalentes si entre ellas se puede establecer un biholomorfis-
mo. En relacién a superficies de Riemann y estructuras conformes, uno de los
resultados basicos mas importante es el Teorema de uniformizacion, probado de
forma casi simultdnea por Poincaré [70] y Koebe [42] en 1907.

En lo relativo a métricas conformes, las herramientas que vamos a utilizar,
principalmente durante el Capitulo 3 de esta memoria, son las relaciones que
existen entre los principales operadores ya definidos en este capitulo: gradiente,
divergencia, laplaciano, y hessiano. Recogemos aqui estas relaciones.

Proposicién 1.1. Sean (M™, g) una variedad riemanniana, f € C*(M), y g la
métrica dada por G = e*/g. Entonces, se verifica que:

1. VY =VxY + X(H)Y + Y ()X —g(X,Y)VS, VX, Y € X(M).
2. Vh = e 2Vh, Yh € C®(M).

3. V'h=V2h—Vf@Vh—VhaVf+g(Vf Vh)g, Yh € C°(M), donde
(VAR VL)X,Y) =g(Vfi,X)9(Vf,Y).

4. divX = divX + ng(X,Vf), VX € X(M).
5. Nh = e 2 (Ah+ (n — 2)g(Vh,Vf)), Yh € C=(M).

6. ¥p=p—2n—1)Af —(n—1)(n—2)|Vf]?

donde hemos usado la notacion - sobre un objeto para indicar que se ha calculado
con respecto a la métrica g y p,p denotan a la curvatura escalar de (M, g) y
(M,q) respectivamente.
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1.2. Hipersuperficies y féormula de variacion del
area

Con frecuencia, presentaremos una superficie riemanniana 3 a través de una
inmersién X : ¥ 9+ R3? al espacio euclideo tridimensional o a una 3-variedad
riemanniana (Hg, (,)) y tomaremos en X la métrica g inducida por la métrica
ambiente (, ), de forma que X : (2, g) ¢ (M?’, (,)) sea una inmersién isométrica.
De hecho, abusando del lenguaje, identificaremos con frecuencia a > con su ima-
gen a través de la inmersién X. De forma més general, si f: (M", g) % (M, 5)
es una inmersioén isométrica entre dos variedades riemannianas y denotamos por
XH(M) = {¢€ € C®(M, TM); &, L df,(T,M) ¥p € M} al fibrado normal de la

inmersion, entonces se tienen
Vaxdf(Y)=df(VxY)+o(X,Y), X,Y €X(M),
vdf(X)éz_df(AfX)+vé_Xa XG%(M), £E%J—(M)>

que son las ecuaciones de Gauss y Weingarten respectivamente. Hemos usado la
notacién V, V para hacer referencia a las conexiones de Levi-Civita de (M, g) y
(M, g) respectivamente. Con ¢ : X(M) x X(M) — X*(M) estamos denotando
a la segunda forma fundamental de la inmersién y con A : TM — TM al
endomorfismo de Weingarten asociado a & € X+ (M).

o s s . -, . s . S 7sm .
Definicién 1.2. Una inmersion isométrica f : (M™, g) & (M ,q) se dice
minima si su vector curvatura media

- 1
H="t
- raza(o),

es idénticamente nulo.

———n+1

Cuando M es una hipersuperficie (i.e. f : (M™,g) &+ (M ,9q)), dados
p€ Mymne (T,M)*, |n| =1, si consideramos el endomorfismo de Weingarten
A, T,M — T,M, entonces A, es autoadjunto respecto a g, y existe una base
g—ortonormal de vectores propios {ey,...,e,} de A, en T,M. Cuando tanto M
como M son orientables, el vector 1 se puede escoger de forma tinica si exigimos
que {e1,...,e,} v {e1,...,en,n} sean bases positivamente orientadas. En este
caso, los valores propios ki, ..., k, de A, se conocen como curvaturas principales
respecto de 7. De ellas se obtiene la curvatura media (escalar) H = £ (ky+- - -+k,)
y la curvatura de Gauss-Kronecker K = ky - - - k,,.

Si consideramos hipersuperficies en R", la relacion que existe entre curvaturas
principales y curvatura media de una hipersuperficie, calculadas con la métrica
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usual {, ), frente a las calculadas con una métrica conforme g = €%/(, ) al producto
escalar usual (, ) para cierta f € C*°(R"), viene dada por la siguiente proposicion.

Proposicién 1.3. Sea X" ! & R™ una hipersuperficie y sea g = €2/ (), f €
C>®(R™) una métrica conforme a (,). Si & es un campo normal unitario respecto
a (,), entonces

ki=e (ki —&(f), i=1,...,n—1 (1.1)
donde k;, ki, i=1,...,n—1 son las curvaturas principales de ¥ calculadas con
respecto a la métrica {,) y G respectivamente. En particular, H = e~f(H — £(f)).

Ademds, en el caso en que ¥ C (R3,g) sea minima se tiene
ik -2 2 2
Al = e (JA]}) - 2H?) (1.2)

donde H denota a la curvatura media de M con respecto a la métrica usual y
|Aly, |Alg denotan a la norma del endomorfismo de Weingarten respecto a (,)

Y9

Demostracion: Para la primera afirmacién, denotemos por eq,...,e, 1 a las
direcciones principales (i.e. A(e;) = kse;, i =1,...,n — 1). Estas se relacionan
con las direcciones principales k1, ..., k,_1 de la siguiente forma:

€; . = §

éi:e_f’ z:l,...,n—l, é-:e_f’

donde ¢ es un vector normal unitario con respecto a g. Entonces,
62f]€_7; :g (Z(ez)a ei) = _g(veig7 ei)
=—9 (Vef +ei(NE+E(fei — (e, VS, €i)
=—g (veifa €i) +&(f)g(ei, ei)
:(e_fki —e_fg(f)) e i=1,....,n—1,
lo que prueba (1.1). La férmula H = e~/ (H — £(f)) se deduce directamente de
(1.1).
Para probar (1.2), partimos de (1.1). Como H = 0 obtenemos
0=e/(H—-E&(f) = H=E(f)
Usando esta igualdad y la relacién entre las curvaturas principales conseguimos:
— 2 _
[AlL = e (ki — H)* + (ks — H)?)
= e (k24 k3 — 2H2) = e (JAP, — 2H?)
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Si llamamos (1, z2, 23) a las funciones coordenadas de una inmersién isométrica
X (2% 9) & (R3,(,)) y definimos AX := (Az1, Awy, Ax3) entonces se tiene

AX =2HN, (1.3)

donde N : ¥ — R? es la aplicacién de Gauss de X. Por tanto, las funciones
coordenadas de una inmersién minima en (R3, (,)) son arménicas. Se trata de
un vinculo fundamental que enlaza la teoria de superficies minimas en el espacio
euclideo y el analisis complejo y las EDP’s. Otro vinculo profundo con el analisis
viene dado por el siguiente teorema, que es una version geométrica del teorema
homoénimo en el ambito del anélisis.

Teorema 1.4 (Principio de reflexiéon de Schwarz, [32]). Sea ¥ & R3 una
superficie minima que contiene un segmento de recta s. Entonces, ¥ es invariante
por la rotacion de dngulo m alrededor de la recta r C R que contiene a s.

Es clasico introducir las superficies minimas como puntos criticos del funcional
drea. Por simplicidad, lo hacemos para n = 2 y en R?. Consideramos X : ¥ &
R3 una inmersién orientable en el espacio euclideo, con aplicacién de Gauss
N : 3 — S%*(1). Denotaremos por C5°(X) a las funciones diferenciables en Y con
soporte compacto. Sea F' una variaciéon normal de X con soporte compacto, dada

como
F: ¥xR — R3

(p,t) = Flpt) = X(p) +1f(p)Np,
para cierta funcién f € C§°(%).

Consideremos la funcién F; : ¥ — R dada por Fi(p) = F(p,t), p € X. Existe
un € > 0 tal que, para |t| < ¢, F; es una inmersién. Denotamos por g; a la métrica
pullback por F; del producto escalar usual en R3: g, = F(,). El funcional drea
sobre un abierto relativamente compacto 2 C X tal que sop(f) C €2 viene dado
por

Area: (—e,e) — R
t —  Area(t) := / dvy,.

Q

Proposicién 1.5 (Primera férmula de variacién del drea, [4]). Sea X : (X, g) &
(R3,(,)) una inmersién isométrica orientable, con aplicacion de Gauss N, [ €
Ce(X) y Q C X un abierto relativamente compacto con sop(f) C §2. Entonces,
se tiene

d
—| Area(t) = —2/ fHdA,
dt|,_, Q

donde H es la curvatura media de > respecto de N y dA es el elemento de drea
asociado a la métrica g.
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En vista a la primera féormula de variacion del area, las superficies minimas
se caracterizan como los puntos criticos del funcional area.

Corolario 1.6. Sea X : 2 9= R3 una inmersion. Entonces X es minima si y
sdlo si A'(0) = 0 para toda variacion normal de X con soporte compacto.

Ahora admitimos que la superficie ¥ 9+ R? pueda tener borde, y tomamos
una métrica arbitraria g sobre R3. Llamamos variacién con campo variacional
Y € X(R?) a la funcién F : M x R — R? dada por F(p,t) = X(p) +tY,, p € %,
t € R. Con ello, la primera férmula de variacion del area con borde se escribe
como sigue.

Teorema 1.7 (Primera férmula de variacién del drea con borde). Sea X : X2 —
(R3,9) una inmersion de una superficie con borde 3 en (R3,g) y sea Y un campo
vectorial con soporte compacto. Si F': ¥ X (—e,e) — M es una variacion de X
con campo variacional Y entonces

d

dt

Area(t) = —2/

Zg(Y, ﬁ)dA+/ g(Y,n)ds, (1.4)

t=0 ox

donde n € C*(0%X,TY) es el conormal unitario exterior a lo largo 0%, H es el
vector curvatura media y dA, ds son los correspondientes elementos de drea y
longitud asociados a la métrica inducida en ¥ y 0% (respectivamente) por la
métrica g.

Dada una regién  C R3 con frontera diferenciable S = 95, consideramos
el caso ¥ C € con 0¥ C S (estamos abusando del lenguaje e identificando a X
con su imagen a través de la inmersién X : ¥ & R3) y tomamos variaciones con
campos variacionales Y que sean tangentes a S. Entonces, de (1.4) se deduce
que X es un punto critico para el funcional area para este tipo de variaciones si
y sOlo si ¥ es minima y ademas interseca a S a lo largo de su borde de forma
ortogonal. A dichas superficies se las denomina superficies minimas en (2, g) con
frontera libre.

1.3. Representacion de Weierstrass

Tal y como se ha mencionado en la introduccién, fue Weierstrass [81] quien
en 1860 introdujo por primera lo que ahora se conoce como representacion de
Weierstrass para superficies minimas en (R, (;)). Lo hizo de forma casi coetdnea
a Enneper (1864, [24]) y es por ello que también se la conoce como representacion
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de Enneper-Weierstrass. La forma de presentarla aqui es mas reciente y es debida
a Osserman [68].

Toda superficie riemanniana admite una parametrizacion isoterma, (Chern
[13], 1955). Sea X = (w1, 2, 73) : ¥ & R3 una inmersién minima. Tomaremos
(Q, (z,y)) pardmetros locales isotermos, es decir, pardmetros para los que la
métrica inducida ds? en ¥ por la métrica usual de R? tenga la forma ds? =
E(dx? + dy?), y usaremos la notacién z = x + iy (coordenada local holomorfa).
Si definimos en €2 las funciones holomorfas

(9xj ,ij .
¢j ( ax 7 ay > ’ ? ) 737

entonces a la forma ® = (¢1, ¢2, ¢3)dz se la denomina forma de Weierstrass
asociada a X y ® estd globalmente definida en Y. Otra forma de introducir ®
es la siguiente: sea X* = (z7, 23, x3), la aplicacién cuyas coordenadas son las
conjugadas armonicas de (1, T2, r3), que estan bien definidas en un recubridor
de . Entonces, d(X +iX™) estd bien definida en ¥, es una diferencial holomorfa
valuada en C3, y

0X '8X> dz = 28—Xdz
0z
globalmente en . Asi, & = 2%—§dz en X.

Como las coordenadas z; de X son armoénicas, se deduce que las funciones
¢, 3 =1,2,3, son holomorfas en 2. Como (z,y) son pardmetros isotermos, se

tiene que
ox1* |ox|? 0X 0X
2 2 2 — _ _ 2 - —
¢1+¢2+¢3 o ‘(‘31} Z<8I7ay> 0,
ox|? |ox|?
2 2 2= |25 4| =2E

Bajo estas condiciones, es facil probar que existe una funciéon f holomorfa en
Q (usamos la notacién f € H(€2)) y una funcién meromorfa g (g € M(Q)) de
forma que, salvo por el caso en que ¢ = i y ¢3 = 0, las funciones ¢;, 7 = 1,2, 3
pueden escribirse como

b= 300=g), b= LFA+). =T (15)

Esto prueba que, al menos en 2, o también para el caso en que X es simplemente
conexa, podemos recuperar la inmersiéon X como

X(2) IRG/Z(¢1,¢2,¢3)dz+C, (1.6)

20
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siendo zg € ¥y C' € R?, donde ¢;, j = 1,2, 3 vienen dadas por (1.5). Nos hemos
restringido aqui al caso simplemente conexo para que la integral en (1.6) no
dependa del camino elegido. De hecho, en general, fr ® es un invariante en el
primer grupo de homologia de ¥, H;(2).

El reciproco es cierto, es decir, partiendo de funciones f € H(Q) y g € M(Q)
cumpliendo que si zg € ) es un polo de de g de orden m entonces zy es un cero
de f de orden 2m, podemos construir una inmersién minima X : Q 9» R? a
través de (1.6), supuesto que

Per(T) = Re/ b =0, V| eH(>). (1.7)

(nétese que esta condicién es necesaria para que X esté bien definida). Al vector
Per(T") lo llamaremos periodo de X asociado a [I'] y, si se cumple (1.7), diremos
que los datos de Weierstrass (g, f) cierran periodos. Al hecho de comprobar que
dos funciones f € H(Q), g € M(Q) cierran periodos se le conoce en la literatura
como resolver un problema de periodos. Ademas, la funciéon g que aparece en
(1.5) resulta ser, salvo composicién con la proyeccién estereografica, la aplicacion
de Gauss N de la inmersion X, es decir

N:<ﬂﬁw2mw)ML4>. (18)

L+ g 1+ g[*" 149/

Una inmersién ramificada es una aplicaciéon X : ¥ — R? definida sobre una
superficie que es inmersion salvo por un conjunto discreto de puntos. En el
caso minimo y con la notaciéon del desarrollo anterior, estos puntos van a ser
aquellos que anulen la expresion |¢1]? + |¢2]* + |¢3|? v se les llamara puntos de
ramificacién.

De forma mas general y rigurosa, la representacion de Weierstrass se explica
en el siguiente resultado.

Teorema 1.8 (Representacién de Weierstrass, [68]). Sea X : ¥ & R® una
inmersion minima, conforme y orientable con aplicacién de Gauss N : 3 — S?(1).
Entonces, eziste una funcion g € M(X) y una 1—forma holomorfa w definida
en X, que permiten recuperar la inmersion X como

X = Re / (61, 62, bs) (1.9)

con
1 7
(1-g*w, ¢2= 5(1 + ¢ w, ¢z = gw, (1.10)

o=
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y ademds g es la aplicacion de Gauss de X tras proyectarla estereograficamente.

Reciprocamente, sea g € M(S2) y w una 1—forma holomorfa en ¥, que
cumplen

Re/F(qsl,@,qﬁs) 0,

para cualquier curva cerrada I' contenida en X, donde ¢;, j = 1,2,3, vienen
dadas por (1.10). Entonces, la aplicacion dada por (1.9) es una inmersion
minima conforme posiblemente ramificada en R3, cuya aplicacion de Gauss
(salvo proyeccion estereogrdfica) viene dada por g.

Definicién 1.9. Al par (g,w) que aparece en el Teorema 1.8 se le denomina
datos de Weierstrass de X .

En funcion de los datos de Weierstrass podemos extraer expresiones para
distintos elementos geométricos de la inmersién que generan. Ponemos algunos
ejemplos.

» La métrica riemanniana ds? inducida en Y se escribe como

2
|ds|? = 1 ('8_‘)( ‘8)(

2
jwl?,

2\ |0z (9_y

donde estamos notando por (x,y) a los pardmetros isotermos.

Podemos detectar los puntos de ramificaciéon de X como aquellos puntos
que anulan |ds|?. De manera equivalente, tenemos que X definida en (1.9)
es inmersion si y sélo si se verifica la siguiente propiedad: zy € ¥ es un
cero o polo de g de orden m si y sélo si zy es un cero de w de orden 2m.

» Las curvaturas principales para la aplicaciéon de Gauss N dada por (1.8)
son
]{31 . 4]dg| k‘z —4]dg|

jdz] (L +gP)? ldz|  Jwl(1+1g[?)?
donde dg = ¢'(2)dz.

= El producto de las dos expresiones anteriores nos proporciona la curvatura
de Gauss K que viene dada por:

K _ ( 4|dg|? )2<0
jdz2 \|wl(L+1[g[)?) ~—

Que la curvatura de Gauss no pueda tomar valores positivos es una pro-
piedad elemental que podemos deducir de la desigualdad H*> — K > 0 que
se cumple para cualquier superficie de R3.
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Otra manera equivalente de expresar la férmula (1.9) de la representacion de
Weierstrass es la siguiente:

X(2) = Re / (% G - g) ah, § G —|—g) dh,dh) INCRCR Y

donde zy € ¥, C' € R3, y dh = gw es la llamada diferencial altura, ya que cumple
Re f dh = xs3.

1.3.1. Familia asociada

Consideremos una inmersién minima X : ¥ 9 R? de una superficie de
Riemann ¥ con datos de Weierstrass (g,w). Se define la aplicacién flujo de X
como

Flujo(T) = T [ (61, . 60) (1.12)

donde ¢;, j = 1,2,3 vienen dadas por (1.10) y I' C X es una curva cerrada.
De nuevo el flujo s6lo depende de la clase de homologia de I'; y por tanto la
aplicacion flujo estd definida en H;(X).

En este contexto, dado # € [0,27), la inmersién Xy dada por

z
Xp: ¥ R Xy(2) =Re (ew/ (¢1,¢2,¢3>) ;

20
en caso de estar bien definida, se dice que es una inmersiéon asociada a X.
Las inmersiones asociadas a X son, en particular, localmente isométricas a
X. A la inmersiéon X z se la denomina inmersion conjugada o, abusando del
lenguaje, superficie conjugada. Usaremos la notacion X* := Xz para referirnos
a la superficie conjugada de X. Es fécil ver que el flujo de X a lo largo de
una curva I' C X coincide con el periodo de X* a lo largo de dicha curva.
Por tanto, la superficie conjugada (y también la familia asociada) estardn bien
definidas siempre que comprobemos que la aplicacién flujo, definida sobre H; (),
se anula. La siguiente propiedad sera relevante para la descripcion de la familia
de superficies de Henneberg generalizadas que daremos en el Capitulo 2.

Propiedad: Sea v C ¥ una curva plana de simetria para una inmersién minima
X ¥ % R3 tal que X* : ¥ 9 R3 estd bien definida. Entonces, X*(y) es un
segmento de recta contenido en la superficie conjugada >* a X.

En el caso en que X sea una inmersién ramificada y que la curva « tenga por
extremos dos puntos de ramificaciéon de X, entonces, en la superficie conjugada
X* se observara un segmento entre puntos de ramificacion.
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1.3.2. Ejemplos

Veamos algunos de los ejemplos clésicos que podemos generar con distintos
datos de Weierstrass.

= Si tomamos ¥ = C y los datos de Weierstrass ¢ = 0, w = dz, se tiene

X(2) = (ReQ(z)7_Im2(z),O) |

que es la ecuacién del plano {(z,y,2) € R?: 2 = 0}.

» Tomando ¥ = C* y los datos de Weiestrass g(z) = 2z, w = f—ﬁ, conseguimos

- (21 1) 20 ) i)

que en coordenadas polares z = re® se escribe

1+ 72 1+ 72

X(re”):(— S cos(t), -

r

sin(t), log(r)) ,

que parametriza a una catenoide (ver Figura 1.1 izquierda).

SN

Figura 1.1: Izquierda: catenoide. Derecha: helicoide.

» Tomando ¥ = C* y los datos de Weiestrass g(z) = z, w = iz‘l—f conseguimos

= () (1= ) (1 1Y )
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1.4.

donde arg(z) denota al argumento principal de z € C. En coordenadas
polares z = re’, dicha expresién se escribe como
r?—1 r?—1

n(p) —
2r sin(t), 2r

X(re') = < cos(t), —t> :

Se trata de la parametrizacién de un helicoide (ver Figura 1.1 derecha).
La relaciéon que existe entre los datos de Weierstrass de la catenoide y el
helicoide nos dicen que éstas son superficie conjugadas. En el helicoide,
la curva {|z| = 1} produce un periodo (0,0, 27), por lo que si queremos
representarlo de forma univaluada debemos hacerlo sobre el recubridor
universal de C*:

C —» C
£ — €.

Como 1ltimo ejemplo, si tomamos X = C y los datos de Weiertrass g(z) = z
vy w = zdz, obtenemos una superficie no embebida, conocida como superficie
de Enneper (ver Figura 1.2). La superficie de Enneper tiene aplicacién flujo
idénticamente cero y es autoconjugada, es decir, su superficie conjugada
coincide con ella misma como conjunto de puntos en R? (de hecho toda su
familia de superficies asociadas coincide con ella misma).

Figura 1.2: Superficie de Enneper.

Problema de Bjorling

Recordamos ahora los conceptos fundamentales sobre lo que se conoce como
problema de Bjorling y que serdn usados en el Capitulo 2. En 1844, Bjorling se

pregu

ntoé si era posible encontrar una superficie minima que contuviese a una
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curva prefijada y fuese tangente a un campo sobre ella. Una de las primeras
soluciones a este problema fue dada por Schwarz en [76] y refinada posteriormente
por Nitsche en [66].

Dada una curva analitica v : (a,b) C R — R?, una extensién holomorfa de v
es una aplicacién analitica compleja 7 : R — C3 definida en el rectangulo

R={u+iv:ue€(ab),ve (=440} cond>D0,

y con y(u) = y(u) para todo u € (a,b). Dicha extensién, siempre existe y es
Unica.

Sea v: I C R — R? una curva analitica regular y n un campo de vectores
analitico a lo largo de 7 de forma que (y(¢),n(t)) = 0y |n(t)| = 1 para todo
t € 1. El resultado cléasico, conocido como problema de Bjorling, afirma que la
siguiente parametrizacién genera una superficie minima > que contiene a v y
tiene a 7 como vector normal unitario a lo largo de ~y [66]:

X(w0) = Re (3(w) ~ [ w) x F(w) ). (1.13)

wo

donde 7,7 son extensiones holomorfas de las correspondientes v,y w = u + v
estd definida en un rectangulo €2 con I C €. En particular, la superficie %
es localmente tinica alrededor de v con estos datos, y es llamada solucién al
problema de Bjorling con datos v, .

Durante el Capitulo 2, consideraremos diferentes problemas de Bjorling para
curvas analiticas planas 7 C {z = 0} C R? que no son regulares en un conjunto
finito de puntos. La construccién ya mencionada en esta seccion se puede aplicar
a cada uno de los arcos regulares de dicha curva que se forman cuando no
consideramos los ceros de 7. Ademds, en todas nuestras aplicaciones, tomaremos
n como una de las dos elecciones del vector normal unitario a v como curva
plana. En el caso particular en que 7 es una curva plana en R?, una demostracién
sencilla de que la férmula de Bjorling (1.13) parametriza a una superficie minima
¥ donde v C X es una geodésica se puede encontrar en [1].

1.5. Superficies minimas completas con curva-

tura total finita en R?

Las superficies minimas orientables y completas con curvatura total finita en
R? han sido ampliamente estudiadas dentro del espacio de superficies minimas,
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especialmente tras los resultados de Osserman para esta clase de superficies, por
su relacion con el analisis complejo.

Definicién 1.10. Sea ¥ C R? una superficie minima. Definimos la curvatura
total de X3, que denotamos por C(X), como:

am:LKMGPw%

donde K denota a la curvatura de Gauss de ¥ y dA es el elemento de drea
asociado a la métrica inducida en ¥ por la métrica usual de R3. Diremos que ¥
tiene curvatura total finita si C(¥X) > —o0.

Los ejemplos mas sencillos de superficies minimas completas con curvatura
total finita son el plano (curvatura 0) y la catenoide (curvatura total —4).

Si Y es orientable y denotamos por N a la aplicacion de Gauss de X, llamamos
imagen esférica de 3 al conjunto N(3) C S*(1). Por la férmula del area, la
curvatura total coincide, salvo el signo, con el area de la imagen esférica de 3,
contando multiplicidades.

A continuacién exponemos algunos de los resultados mas relevantes referidos
a superficies minimas completas y orientables de curvatura total finita en R?,
que usaremos mas adelante.

Teorema 1.11 ([37]). Sea X : 3 & R? una inmersidn minima, orientable, com-
pleta y con curvatura total finita. Entonces, Y2 es conforme a una unica superficie
de Riemann compacta ¥ menos una cantidad finita de puntos py,...,p, € %,
r > 1. Ademds, si (g,w) son los datos de Weierstrass de X : ¥ & R?, entonces
g y w se extienden de forma meromorfa a X.

Los puntos p;, i = 1,...,r del Teorema 1.11 se denominan finales de .
Llamaremos compactificacién conforme de ¥ a la superficie de Riemann ¥ del
Teorema 1.11.

El resultado anterior nos permite definir el grado de la aplicacién de Gauss
g (salvo proyeccion estereografica) de una superficie minima, completa, con
curvatura total finita 3 C R? con datos de Weierstrass (g, w) como el grado de
la extensién meromorfa G : ¥ — C de g. Como la curvatura total coincide salvo
un signo con el area de la imagen esférica, tenemos

C(X) = —4m grado(G),

lo que en particular nos dice que la curvatura total de una superficie minima
orientable y completa en R3 no puede tomar cualquier valor real menor o igual
que cero, sino que toma valores en {—4nk; k € NU{0}}.
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Se define el plano tangente en el infinito para un final p = p; de ¥ como
el plano de R? pasando por el origen cuyo vector normal es igual al limite de
vectores normales de cualquier sucesion de puntos {q.}r C X\ {p1,...,p,} tal
que {gx} — p.

Si nos restringimos a superficies embebidas, los finales pueden ser asintéticos
o bien a una semicatenoide (final de tipo catenoidal) o a un plano (final de
tipo plano) [75]. En términos de la representacién de Weierstrass, la disyuntiva
anterior se refleja de la siguiente forma. Tras una rotacién de R? de manera que
el vector normal en el limite cuando nos aproximamos a un final sea (0,0, —1),
podemos usar el disco punteado {0 < |z| < €} para paremetrizar un entorno de
3} alrededor del final usando los datos de Weierstrass

g(z)=2F, w=2" (% + h(z)) dz,

para ciertos k > 1, h funcién holomorfa y a € C—{0}. El caso k = 1 corresponde
a un final de tipo catenoidal y, en este caso, la constante a es real y se la conoce
como crecimiento logaritmico del final. Por otro lado, el caso k > 2 se tiene para
los finales de tipo plano.

Es un resultado ya clasico que la catenoide y la superficie de Enneper son
las dos tnicas superficies minimas completas y orientables en R? con curvatura
total —4m, [68]. Para ver una clasificacién superficies minimas con curvatura
total finita mayor o igual que —87 o mayor o igual que —12m, el lector puede
consultar [52] o [46] respectivamente.

Otro resultado importante sobre superficies minimas completas y con curva-
tura total finita, que se deriva de la férmula de Gauss-Bonnet, es la conocida
como féormula de Jorge-Meeks, que se puede enunciar como sigue.

Teorema 1.12 ([39]). Sea X : ¥ & R® una inmersién completa, minima,
orientable, con curvatura total finita y con r > 1 finales. Entonces,

C(¥) < 2n(x(¥) =),

donde x(X) es la caracteristica de Euler de . Ademds, la igualdad se da cuando
Y. es embebida en entornos de sus finales.

Existe una version del Teorema 1.12 en la que la desigualdad anterior se
traduce en igualdad incluso en el caso en que los finales son no embebidos, y
que tiene en cuenta la multiplicidad de cada final al escribirlo como multigrafo
sobre el plano tangente limite.
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1.6. Principio del Maximo

El principio del maximo es un resultado muy empleado en la teoria de
superficies minimas. Localmente, podemos expresar cualquier superficie de R?
como grafo sobre su plano tangente en un punto. Como se dijo en la introduccion,
si la superficie es minima entonces, localmente, podremos expresarla como una
solucion f de la ecuacion:

L+ ) fow + (L4 £2) fyy — 2fafyfoy = 0, (1.14)

donde los subindices indican derivadas parciales. Se establece asi una relacién
entre la teoria de superficies minimas y la teoria de ecuaciones en derivadas
parciales. En este caso, la ecuacién (1.14) es una ecuacién cuasilineal, simétrica
y eliptica.

A lo largo de esta seccién, denotaremos por €2 C R? a un dominio relativa-
mente compacto que sea regular, es decir, el borde de €2 es unién disjunta y
finita de curvas de Jordan regulares.

Definicién 1.13. Un operador @ : C*(2) — C*(Q2) se dice que es cuasilineal
y simétrico si puede escribirse de la forma:

QUf) = (B(VL V) + (V). V),

donde B : R? — S3(R) es una funcién diferenciable de R* en las matrices
simétricas de orden 2, So(R) y b: R* — R? es también diferenciable. Ademds,
Q@ se dice eliptico cuando B es definida positiva en cada punto.

El operador curvatura media, dado por

1
H= s e (4 D) fow = 2fafutoy + L+ D) fy)

es un operador cuasilineal, simétrico y eliptico porque se puede escribir de la
forma H(f) = (B(Vf),V2f) para B : R? — S3(R) dada por

B 1 1+y* —xy
B(x,y) = 2(1+932+y2)3/2 ( —xy 14+2% )

Para los operadores cuasilineales simétricos y elipticos es bien conocido, dentro
de la teoria de ecuaciones en derivadas parciales, el siguiente resultado clésico,
conocido como principio del maximo. Para ver mas detalles, el lector puede
consultar [28].
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Teorema 1.14 (Principio del méximo para EDP’s cuasilineales elipticas). Sea @
operador cuasilineal simétrico vy eliptico,  C R? un dominio reqular relativamente

compacto y f,g € C®(R) tales que Qf > Qg en Q. Se verifica:

1. Si f — g alcanza su mdzrimo en §2, entonces f — g es constante.

2. 8i f — g alcanza su mdzrimo en OS2, entonces o bien f — g es constante

. Jdf Og
obzena—n>a—n

largo de 0S).

, donde n denota al conormal exterior unitario a £ a lo

3.51 f < g endf, entonces f < g en 2.
4. 8i f=9gendQ yQf =Qqg en ), entonces f = g en 2.

Sean X1, ¥y C R3 dos superficies orientables sin borde en R3. Supongamos
que existe un punto p € 1 NY, donde dichas superficies son tangentes. Entonces,
existe un entorno comun €2 de 0 en 7,3, = 7,3, donde ambas superficies se
pueden representar como grafo sobre 2. Elegimos aplicaciones de Gauss Ny, N,
para Y; y Yo cumpliendo Ni(p) = Nao(p). Si fi1, fo denotan a dichas funciones
grafo para las superficies X1, 35 respectivamente, diremos que ¥ esta a un lado
de Y5 alrededor de p si se cumple f1 < f3 o bien fo < f1 en €. En tal caso
escribiremos »; < X5 o bien Yy < ¥, respectivamente.

El Principio del maximo para ecuaciones en derivadas parciales tiene los
siguientes corolarios cuando usamos el lenguaje de superficies minimas y de
curvatura media constante.

Corolario 1.15 (Principio del méximo para la curvatura media). Sean ¥, y
Yy superficies en R® con aplicaciones de Gauss Ny y Ny y funciones curvatura
media Hy, Hy respectivamente. Sea p € 31 N Xy con o > 3y alrededor de p
y Hy > Hy para la eleccion de la aplicacion de Gauss tal que Ny(p) = Na(p).
Entonces existe un entorno de p en R3, O tal que ONYy = O N Xs.

En el caso en que las superficies 1 y Y5 tengan borde con p € 9% N 0%,
diremos que ¥y y X9 son tangentes en p si 1,2 = T,y y 1,02, = T,03,. En
esta situacion también se puede probar un resultado andlogo al anterior.

Corolario 1.16 (Principio del méximo para la curvatura media con borde).
Sean X1 y ¥y dos superficies con borde en R® con funciones curvatura media
Hy, Hy, para las que existe un punto de tangencia en el borde p € 0%, N 039
alrededor del cual 9 > X1 para la eleccion de la aplicacion de Gauss tal que
Ni(p) = Na(p). Supongamos que Hy > Hs, entonces ¥y y X coinciden en un
entorno de p.
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En el caso particular de que tomemos superficies minimas en los resultados
anteriores, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.17 ([75]). Sean ¥, X5 C R* dos superficies minimas y sea p €
YNy un punto de tangencia en el interior de ambas superficies, o bien un punto
de tangencia en 01 N 0%a. Entonces, existe un entorno de p donde 31 < ¥y si
y solo si, Y1 = Yo en dicho entorno.

Hay una version en infinito del iltimo resultado, probado por Langevin y
Rosenberg [43], y por Meeks y Rosenberg [58].

Teorema 1.18 (Principio del méximo en infinito, [43], [58]). Sean ¥, ¥y C R?
superficies propiamente inmersas en R3, minimas, conexas y disjuntas. Supon-
gamos que el borde de ¥y y 3o (puede ser vacio) es compacto. Se tiene:

» Si 031 0 0X5 es no wvacio, entonces existen (x,y) € [(021) X Xp] U
(X1 x (0%9)] tales que |x — y| = dist(Xq, Xa).

n 510 = 0%y =0, entonces X1 y X9 son dos planos paralelos.

1.7. Superficies minimas no orientables en R?

Consideremos ahora una inmersién minima de una superficie no orientable
X: X% R3 en el espacio euclideo tridimensional. En este caso, denotamos por
p 22 — Y al recubridor de dos hojas orientable de X, de manera que se tiene el
siguiente diagrama conmutativo:

Si en & consideramos la métrica pullback inducida por p de la métrica inducida
en X por X, entonces la aplicacion X que hace el diagrama anterior conmutativo,
es una inmersién minima de la superficie orientable ¥ en R3, cuyos datos de
Weierstrass denotaremos por (g,w). Como conjuntos de puntos en R3, X (3) y
X (i) son idénticos. La diferencia reside en que X pasa dos veces por cada punto
de X (X) con orientaciones locales diferentes. Llamaremos datos de Weierstrass
c}\e X a los datos de Weiertrass (g,w) de su recubridor de dos hojas orientable

X.
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En esta situacion, existe una involucién antiholomorfa sin puntos fijos
I : 3 — 3 de manera que se tiene la siguiente identificacion

z
I

y podemos identificar p con la proyeccién natural 7 : ISy /{I). A partir de los

p(E) =%

datos de Weierstrass (g,w) de X, generamos las funciones ¢;, j = 1,2, 3, dadas
por (1.10), que se comportan de la siguiente forma con la involucién

Tog;=0¢; j=1,2,3.
Esto es equivalente a
—1/g=gol, I'w=—g%w. (1.15)

Reciprocamente, toda superficie minima no orientable se puede construir de esta
forma.

Observacion 1.19. En el caso particular en que la compactificacion de S sea

C (es decir, & tiene género cero), podemos asumir que I(z) = —1/% y escribir
w = f dz globalmente. En este ambiente, las ecuaciones (1.15) resultan en
—1/9(2) = g(=1/2), fol=—2%¢*f. (1.16)

Las superficies minimas no orientables presentan tanto propiedades com-
partidas con el caso orientable como propiedades que cambian con respecto a
éste. Si X : ¥ & R3 es una superficie no orientable, completa y minima con
curvatura total finita y datos de Weierstrass (g, w) entonces, por el Teorema 1.11,
su recubridor de 2 hojas S es conforme a una superficie de Riemann compacta X
salvo por una cantidad finita de puntos {pi,...,p,} C . Ademds, la involucién
antiholomorfa I : & — 3 se extiende a .

Como los finales vienen, en esta situacion, identificados en pares de puntos a
través de la involucion I, el grado de la aplicacién g esta bien definido:

—4rgrado(g) = C(3) = 20(%).

Ademss, definimos la aplicacién de Gauss no orientable g : ¥ — RP? como
aquella que hace conmutativo el siguiente diagrama:

— 9 482

|7

5
5 % RP?
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donde 7 : S* — RP? es la proyeccién natural (su involucién antiholomorfa
asociada, en vista a la Observacién 1.19, es la aplicacién antipoda I(z) = —1/%Z).
La aplicacién 7 o g : ¥ — RP? se puede extender de forma meromorfa a ¥ y se

conoce como aplicacién de Gauss no orientable extendida.

1.8. Estabilidad

En esta seccién recordaremos el concepto de estabilidad en las diferentes
situaciones que vamos a desarrollar en el resto de capitulos.

Consideramos primero el caso de una superficie minima orientable X : ¥ ¢
R3. Las superficies mfnimas son los puntos criticos del funcional 4rea, y por ello
es interesante preguntarse por el signo de la segunda derivada del funcional area
en una superficie minima. Usando la notacién y los céalculos para desarrollar
la primera férmula de variacion del area (Teorema 1.5) se puede demostrar el
siguiente resultado.

Teorema 1.20 (Segunda férmula de variacién del area, [4]). Sea X : ¥ ¢ R?
una inmersion minima de una superficie orientable, f € C(X) y Q C M un
dominio relativamente compacto con sop(f) C €. Entonces, se tiene

d2
at?

Avea(t) = [ (91 = AP )dv,

t=0
donde |A| denota a la norma de la sequnda forma fundamental de X.

Definicién 1.21. Una inmersién minima y orientable X : ¥ & R3 se dice
estable cuando

[ 912 = 1), > o @17
>

para toda funcion f € C3°(X). En caso contrario, X se dice no estable.

Toda superficie minima es localmente estable (de hecho, la desigualdad (1.17)
se cumple de forma estricta siempre que f # 0 para un entorno pequeno de
cada punto p € X)), sin embargo, la estabilidad global es muy restrictiva: el
resultado demostrado de forma independiente por Do Carmo y Peng (1979),
Fischer-Colbrie y Schoen (1980) y Pogorelov (1981) muestra que sélo hay un
ejemplo de superficie minima globalmente estable en R3.

Teorema 1.22 ([22],[27],[69]). Si X & R? es una superficie orientable, completa,
minima y estable, entonces % es un plano.
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La estabilidad de una superficie minima ¥ C R? es equivalente al hecho de
que su operador de Jacobi L = A + |A|? cumpla

—/ fLfdv, > 0, para toda f € C5°(X).
2

L es un operador de tipo Schrodinger L2-autoadjunto sobre X, en particular
podemos hablar de su espectro. A las funciones en el nicleo del operador de
Jacobi se las denomina funciones de Jacobi . En estos términos, podemos
definir el concepto de estabilidad de forma equivalente: el espectro del operador
L en un dominio relativamente compacto 2 C ¥ estd formado por una sucesion
no decreciente de autovalores A;, 7 € N que diverge a 4-00. Si denotamos por
Spec(L, Q) = {A\1 < Ay <--- < A < ...} alespectro de L, entonces X es estable
si y s6lo si no existen valores propios negativos en Spec(L, €2), para todo dominio
relativamente compacto €2 contenido en .

En el caso en que la superficie ¥ C R? sea no estable, definiremos el indice
Ind(€2) (o indice de Morse) de € como el niimero de autovalores negativos en
Spec(L, Q). Geométricamente, el indice de una superficie minima, compacta y
con borde se interpreta como el niimero de direcciones en que podemos deformar
la superficie con borde fijo de tal modo que su area decrezca infinitesimalmente.
Es bien conocido que Ind(€2) < Ind(£Y) si Q C @'. El indice Ind(X) de ¥ se
define como el supremo de las cantidades Ind(2) sobre el conjunto de dominios
relativamente compactos contenidos en .

Si en lugar de considerar una inmersién al espacio euclideo tridimensional,
consideramos una inmersiéon de una hipersuperficie X" en una variedad rieman-
niana (M™"1 g), y suponemos que ¥ admite un campo normal unitario &, la
segunda férmula de variacion del funcional area n—dimensional en un abierto
relativamente compacto 2 C 3 (definido de forma andloga al funcional drea en
dimension tres), se escribe como sigue.

Teorema 1.23 (Segunda férmula de variacién del drea). Sea X : X" 4 M+
una inmersion isométrica de una hipersuperficie minima en una variedad rieman-
niana (M™1, g). Supongamos que ¥ admite un campo normal unitario &. Sea
feC(X) y F:Xx (—e¢e) = M una variacion de ¥ con campo variacional
%—f(p, 0) = f(p)&, p € X. Entonces:

d2
at?

Avea(t) = = [ VST = (1As] + Rica(6, ) £dV,

t=0 Q

donde |Ax| denota a la norma de la sequnda forma fundamental de X, Ricys es
el tensor de Ricci de (M",g) y dV al elemento de volumen n—dimensional en

Y.
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En las condiciones del Teorema 1.23, el operador de Jacobi L de X ahora
viene dado por
L = As +|As|* + Ricar(€, 6),

donde Ay indica laplaciano en ¥ con la métrica inducida. La caracterizaciéon de
la estabilidad como el nimero de autovalores negativos en el espectro de L para
cualquier dominio relativamente compacto sigue siendo valida.

Un resultado que relaciona el concepto de estabilidad y el de curvatura total
en el caso de superficies minimas de R3, que usaremos en el Capitulo 2, es el
siguiente.

Teorema 1.24 ([7]). Sea X : 3 & R3 una inmersién minima y orientable. Sea
Q C X un dominio relativamente compacto tal que

/ |K|dA < 2.
Q

Entonces, X|Q es estable.

En el contexto de superficies minimas no orientables en R?, usando la notacién
introducida en la Seccién 1.7, tendremos la siguiente nocién de estabilidad.

Definicién 1.25. Sca X: ¥ = /(1) & R? una inmersién minima no orientable,
2 C ¥ un dominio relativamente compacto y sea Q= 771(2). Denotemos por
A, |A| al laplaciano y a la norma de la segunda forma fundamental de X. En
este contexto, el indice Ind(€2) de 2 se define como el niimero de autovalores
negativos el operador autoadjunto eliptico L = A + |A|* (operador de Jacobi de
X) definido sobre el espacio de funciones diferenciables con soporte compacto
o: Q — R tales que pol = —¢.

El indice de X se define como el supremo de las cantidades Ind(£2) sobre
el conjunto de dominios relativamente compactos contenidos en . X se dice
estable si su indice es cero.

Por 1ultimo, consideremos el caso de una hipersuperficie minima con frontera
libre Y inmersa en una variedad (M?3,79), de forma que 9% C OM.

Teorema 1.26 (Segunda férmula de variacién del drea con borde). Sea X : ¥ —
M3 una inmersion de una superficie minima, con frontera libre 0¥ C OM en
una variedad riemanniana (M?>,q). Supongamos que ¥ admite un campo normal
unitario & globalmente definido. Sea f € CP(X) y F : ¥ x (—e,e) = M una
variacion de X con campo variacional %—f(p, 0) = f(p)&,, p € X. Entonces:

d2
dat?

) Area(t) = /2 (IVfI? = (JAs]? + Rica (€)) f%) + Aon(€,6) 12,

[)))
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donde As, y Agnr denotan a la sequnda forma fundamental de 3 y OM en (M?3,79)
respectivamente.

De igual forma, diremos que una superficie ¥ & M es estable como superficie
con frontera libre cuando
d2

—| Area(t) >0,
dt?{,_g

para toda variacion de X cuyo campo variacional venga dado de la forma Y = f¢
con f € Cg°(X).

Tras aplicar integracién por partes, podemos escribir la férmula para la
segunda derivada del funcional area como

d2

dt?

Area(t) = — /2 F (A + [Ricy(€,€) +|As)f)

af -
[ (a_n _ AaM@,f)f)  fecr®),

t=0

(1.18)

donde n denota al conormal interior unitario a lo largo de OM.

Dado Ry > 0, en el Capitulo 3 usaremos la segunda féormula de variacion
del 4rea en el caso en que M? = {p = (p1,p2,p3) € R3 |p| > Ry}, donde
|p|? = p? + p3 + p3, con una métrica conforme a la usual en R3. En este contexto,
dado R > Ry y una superficie minima propia ¥ C M? con frontera libre
0¥ C OM, definimos X(R) := ¥ N {p € M; |p| < R}. El indice de Morse
Ind(X(R)) de X(R) como superficie con frontera libre viene dado como el niimero
de autovalores negativos, contando multiplicidades, del problema

A + (Ricy (N, N) + |As|>)Y = =M\ en Y(R),
=0 en S*R)NY,
o

an + Ao (N, N)yp =0 en 0%,

(1.19)

donde Ricy; denota la curvatura de Ricci de M y |Ax| la norma de la segunda
forma fundamental de X.

Como en los casos anteriores, podemos definir el indice de Morse de ¥ como
superficie con frontera libre, que denotamos por Ind(X):

Ind(X) := limsup Ind(X(R)).

R—+o00
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1.9. Espacios homogéneos tridimensionales

Definicién 1.27. Sea (M™,g) una variedad riemanniana. Diremos que M es
homogénea si su grupo de isometrias Iso(M,g), actia de forma transitiva sobre
M.

Como consecuencia directa del Teorema de Hopf-Rinow, se tiene que toda
variedad homogénea es también completa.

El grupo de isometrias de una variedad homogénea (M™, g) es una variedad
de dimensién k € [n,n(n+ 1)/2]. En el caso de variedades homogéneas tridimen-
sionales obtenemos k € {3,4,5,6}. Por argumentos de dlgebra lineal, el caso de
dimensién 5 no es posible.

Definicién 1.28. Diremos que un conjunto G es un grupo de Lie si G es una
variedad diferenciable dotada de estructura de grupo de forma que la aplicacion
multiplicacion - : G x G — G y la aplicacion inversion -~ : G — G de la
estructura de grupo son aplicaciones diferenciables.

Dos grupos de Lie G, GG’ se dicen isomorfos si entre ellos existe un isomorfismo
de grupos ¢ : G — G’ diferenciable.

Un grupo de Lie métrico es un grupo de Lie G, dotado de una métrica
riemanniana, donde las traslaciones a izquierda de la estructura de grupo son
isometrias. A dicha métrica se la conoce como métrica invariante a izquierda.

Teniendo en cuenta la discusion previa a la Definicién 1.28, si ademés supo-
nemos que nuestra variedad homogénea (M3, g) es simplemente conexa, encon-
tramos las siguientes posibilidades.

» Sidim(Iso(M?, g)) = 6, entonces (M, g) tiene curvatura seccional constante
y por tanto es isométrica a un espacio forma M?(k): el espacio euclideo R3
para k = 0, el espacio hiperbélico H? para x < 0 y la esfera tridimensional
S? para k >0 .

= El caso dim(Iso(M?3, g)) = 5 no puede darse por el siguiente argumento de
dlgebra lineal: como dim(Iso(M?3, g)) =5 y dim(M) = 3, el dlgebra de Lie
del grupo de isotropia G, = {¢ € Iso(M, g); ¢(p) = p} es un subdlgebra de
dimensién 2 dentro del dlgebra de Lie de O(3), que es isomorfa a (R3, x).
Pero (R?, x) no tiene subdlgebras de dimensién 2.

» En el caso de en que dim(Iso(M?3,g)) = 4, podremos clasificar estas
variedades riemannianas en funciéon de dos parametros, con k,7 € R,
k — 4712 # 0. Describiremos dicha clasificacién en la Subseccién 1.9.1.
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» Si dim(Iso(M?, g)) = 3, entonces (M, g) es isométrica a un grupo de Lie
métrico (no necesariamente inico).

Teorema 1.29 ([55]). Salvo por la variedad producto S*(k) x R, donde S*(k) es
la esfera de curvatura k > 0, toda variedad homogénea y simplemente conexa de
dimension 3 es isométrica a un grupo de Lie métrico.

1.9.1. Espacios E(x, )

Presentaremos brevemente la clasificacién de las variedades homogéneas sim-
plemente conexas con dim(Iso(M?3,g)) = 4 (se puede consultar una clasificacién
detallada en [19]) dentro de la teoria de submersiones de Killing.

Definicién 1.30. Dada una submersion «: (E™,g) — (M™,g), con m > n, un
vector v € T,E se dice horizontal si v € ker(dr,)* y se dice vertical en caso
contrario, es decir, si v € ker(dm,).

Diremos que w: (E™,g) — (M", g) es una submersion riemanniana si para
todo x € E se cumple que dm, conserva la longitud de los vectores horizontales,
es decir,

Gr(a) (72 (v), dmo(w)) = (0, W)e,

para todo x € E y todo v,w € T,E horizontales. Al espacio M se le denomina
base de la submersién. Ademds, el conjunto 7= 1(p), p € M es una subvariedad
de E a la que llamaremos fibra sobre p.

Sea 7 : (E"1g) — (M™, g) una submersién riemanniana. Se dice que
es una submersion de Killing cuando exista un campo de Killing & € X(E"™1)

unitario, completo y vertical, es decir, cuando las curvas integrales de & sean las
fibras.

Si (E,g) es una variedad riemanniana orientable de dimensién 3, entonces
dada una submersién de Killing 7 : E — M, existe una tnica funcién 7 € C*°(E)
cumpliendo

Vxé=1XANE VX € X(E),

donde ¢ denota al campo de Killing asociado a la submersiéon y A al producto
vectorial en el espacio tangente a E. Llamaremos curvatura del fibrado a la
funcién 7 € C>(E).

Dado x, 7 € R, existe una unica variedad riemanniana tridimensional orien-
table y simplemente conexa E(k,7T) que admite una submersiéon de Killing
7 : E(k,7) = M?(k) con curvatura de fibrado constante 7 sobre una variedad
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modelo M? (k) [49]. La familia E(x, 7) contiene a todas las variedades homogéneas
de dimensién 3 con grupo de isometrias de dimensién 4 cuando k — 472 # 0.

Podemos resumir la clasificacién de espacios E(k, 7) en la siguiente tabla:

k<0 k=20 k>0
7=0 H? x R — S? xR
T40 SL(2,R) Nils (1) S3,(k, 7)

donde §f/(2, R) es el recubridor universal del grupo especial lineal SL(2,R) =
{A € My(R); det A =1}, Nils(7) es el espacio de Heisenberg que definiremos a
continuacién y por S%(k,7) denotamos a las esferas de Berger que vienen dadas
como (S* C C?,g), donde la métrica g estd dada por

g(x,v) =2 ((X, Y)+ (4772 - 1) (X, V)Y, v>> |

K

con Vi) = (iz,iw) para todo (z,w) € C* y hemos denotado por (-,-) a la
métrica usual de C2.

El espacio de Heisenberg: Nil;(7)

Por su importancia en el Capitulo 4, a continuacion damos méas detalles sobre
Nil3(7). Describimos el espacio de Heisenberg Nil3(7) como (R?, ds?) donde la
métrica ds? viene dada por

ds? = da* + dy® + (dt + 7(y dx — z dy))*. (1.20)

Se puede inducir una estructura de grupo de Lie en Nils(1/2) que viene dada
por

1
(21,91, 21) (2, Y2, 22) = (371 + To, Y1 + Yo, 21 + 22 + 5(%1/2 - 9023/1)) )

para todo (z1,y1, 21), (T2, y2, 22) € R3. Dicha estructura hace isomorfo a Nil3(1/2)
con el grupo de matrices nilpotentes dado por:

b
Nil3 = c |:abceR
1

S O =
o = Q
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a través de la exponencial de matrices:

0 1 I3 1 Tr1 I3 -+ 51‘1[[‘2
exp |0 0 2| =0 1 T ;
0 0 O 0 0 1
donde hemos hecho la siguiente identificacion
0 Tr1 I3
0 0 x| = (.2131, T2, $3) € R3.
0 0 O

1.9.2. Variedades homogéneas tridimensionales con grupo
de isometrias de dimensiéon 3

Toda variedad homogénea, tridimensional y simplemente conexa (M, g) con
dim(Iso(M, g)) = 3 es isométrica a un grupo de Lie métrico. Por el Teorema 1.29,
sabemos que salvo S?(k) x R toda variedad homogénea y simplemente conexa es
isométrica a un grupo de Lie métrico. Para encontrar una demostraciéon detallada
de los resultados de esta seccidn, el lector puede consultar [55] y [61].

Dado un grupo de Lie GG, y un elemento a € G denotaremos por [, a la
traslacion a izquierda a través de a, es decir, a la biyeccion dada por

l,: G —- @
b — ab.

De forma analoga podemos definir la traslacién a derecha r,. Por otro lado,
denotaremos por g al dlgebra de Lie que se forma tomando los campos invariantes
a izquierda dentro de G (su corchete de Lie es el corchete de campos), es decir:

g={X € X(G): (I).X =X,Vg € G}.

g es isomorfo como espacio vectorial al espacio tangente en el elemento neutro
e € G que denotamos por T.G, donde dicho isomorfismo viene dado por

g — T.G
X = X,

A partir de dicho isomorfismo, podemos inducir sobre T,G una estructura de
algebra de Lie que lo hace isomorfo a g. A g se la conoce como el dlgebra de Lie

de G.
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Dado g € G, a partir de las traslaciones a izquierda [, y a derecha r, podemos
definir la aplicacién adjunta Ady = d(r,-1 0l,)., donde e € G denota al elemento
neutro.

En este contexto, denotaremos por Ad a la aplicaciéon

Ad: X — Aut(g)
g — Ad,g,

donde Aut(g) denota al conjunto de automorfismos de g.

Definicién 1.31. Diremos que un grupo de Lie es unimodular si y solo si
det(Ady) =1 para todo g € G. En caso contrario diremos que G es no unimodu-
lar.

Productos semidirectos tridimensionales

Definicién 1.32. Sean N, H subgrupos de un grupo G, donde N es un subgrupo
normal. Dado un homomorfismo de grupos ¢ : H — Aut(N), se define el
producto semidirecto de N y H a través de ¢, denotado por N x, H, como el
producto cartesiano de N y H: {(n,h) : n € N,h € H} dotado de la siguiente
operacion de grupo (que denotamos con yuxtaposicion):

(n1, h1)(ng, he) = (N1 * @p, (n2), b1 + ha),

donde @, = ©(h1), % es la operacion de grupo en N y + la operacion de grupo
en H.

En nuestro caso, tomaremos H = R? V' = R. Dada A € M3(R), tomaremos
¢ : R = Aut(R?) dado por z — ¢(2)(p) = e*!p para todo z € R, p € R%
Denotaremos al correspondiente producto semidirecto por R? x4 R. Con ello, la
operacién de grupo en el producto semidirecto R? x4 R, con A € My(R) viene
dada por

(p1, 21) (P2, 22) = (p1 + €Z1AP2, 21 + 22), (1.21)
donde (p1,21), (P2, 22) € R? x4 R.

A partir de ahora, durante esta subseccion, G denotara al producto semidi-
recto R? x4 R con A € My(R). Respecto a las coordenadas cartesianas usuales
(r,y) eR?%, 2 €R, 0, = 8%, 0y = a%’ , = % generan el espacio X(G) de campos
diferenciables sobre G y denotamos

e = ( an(z) an(2) ) , z€R (1.22)

921 (Z) 929 (Z)
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Una base {FE4, Ey, E3} de campos invariantes a izquierda para el dlgebra de Lie
g = T.G de G viene dada por:

Ei(z,y,2) = a11(2)0z +an(2)0y, Es(x,y,2) = a12(2)0; + a22(2)0y, E3=0,.

(1.23)
Denotaremos por (,) a la métrica canénica de R? x4 R. Esta viene definida
como aquella que hace que la base {Fy, F5, E3} dada por (1.23) sea ortonormal
0, equivalentemente, aquella que se consigue extendiendo por traslaciones a
izquierda el producto escalar usual en T.G = R? e = (0,0,0) (esto tltimo
porque £1(0,0,0) = 0,, E£5(0,0,0) = 9,, E5(0,0,0) = 0,). (,) toma la siguiente
forma expresada respecto de la base {0,, 0y, 0, }:

() = lan(=2)" + an(=2)"] 2’ + [a12(=2)" + aza(—2)"] dy* + dz*
+lar1 (—2)a1a(—2) + ag1(—2)ag(—2)](dr @ dy + dy ® dz). (1.24)

Observaciéon 1.33. Sean A, B € My(R) matrices congruentes. Entonces
R? x4 R y a R?x R son grupos de Lie isomorfos, y (R2x 4R, (,)) , (R?xg5R, (,))
son wvariedades riemannianas isométricas, donde (,) denota las respectivas
métricas candnicas en R? x4 R y R? xg R.

Si notamos de la siguiente forma a los coeficientes de A € M(R):

A:(i Z) (1.25)

entonces podemos calcular los siguientes corchetes para los campos en (1.23):
[El, EQ] = 0, [Eg, El} = CLEl + CEQ, [Eg, EQ] = bE1 + dE2 (126)

Usando estas relaciones y la férmula de Koszul, se pueden probar las siguientes
igualdades para la conexion de Levi-Civita asociada a la métrica canénica en
R? x A R.

b b
VElEl = aE3 VE‘lEQ = ;—CEg VE1E3 = —aEl — + CE2
b b
VeFi = T By | Vi Ey = dBy | VpBy=——0 F—df, (127)
c—b b—rc
VE3E1 = 5 EQ VE5E2 = 5 E1 VE5E3 =0.

Por 1ltimo, vamos a introducir la siguiente base de campos invariantes a
derecha de G (recordemos que los campos invariantes a derecha son campos de
Killing):

Fy=0,, F,=0, Fyz) =ar+0by)d,+ (cx+dy)d,+0,. (1.28)
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El siguiente teorema describe la familia de grupos de Lie unimodulares de
dimension 3 que se pueden representar como un producto semidirecto.

Teorema 1.34 ([55], Teorema 2.15). Sea (G, (,)) un grupo de Lie métrico
unimodular, que se puede representar como producto semidirecto R? x4 R, para
A € My(R) \ {0}. Entonces, tras reescalar la métrica, la matriz A se puede
escoger de forma unica como una de las siguientes:

0 +1 01
A_(c 0 ),concE[l,oo)oA_(O O)'

Cada una de las elecciones en el Teorema anterior hace a R? x 4 R isométrico
a uno de los grupos de Lie que se describen en la Seccién 4.3.

En cuanto al caso no unimodular, destacamos el siguiente resultado.

Teorema 1.35. Sea G un grupo de Lie métrico tridimensional no unimodular.
Entonces, existe una matriz A € My(R) con traza(A) # 0 que hace a G isomorfo
e isométrico al producto semidirecto R? x4 R con su métrica candnica.

Grupos de Lie métricos unimodulares de dimension 3

Sea GG un grupo de Lie métrico unimodular de dimensién tres. Notaremos por
(-,+) a la métrica en G. Una vez elegida una orientacién en g = T.G, tendremos
bien definido el producto vectorial de X,Y € g. Si notamos por det al elemento
de volumen orientado en (G, (,)), entonces el producto vectorial de X e Y, que
denotamos por X X Y, es el iinico campo en g verificando

(X xY,Z) =det(X,Y,Z), VX,Y,Z€q.

Por tanto, si X,Y € g son linealmente independientes, entonces {X,Y, X x Y}
es una base positivamente orientada de g. Por otra parte, el hecho de que tanto
el producto vectorial, como el corchete de Lie de campos, sean formas bilineales
antisimétricas en el espacio vectorial tridimensional g, garantiza la existencia y
unicidad de un endomorfismo L : g — g que cumple

LIX xY)=[X,Y], VXY eg.
Se tiene que L : g — g es autoadjunto si y sélo si G es unimodular [61].

En esta subseccion asumimos que G es unimodular, por tanto L es autoadjunto
y con ello podemos encontrar una base ortonormal positiva { Fy, Ey, F3} formada
por vectores propios de L, es decir, existen ¢y, ¢o, c3 € R verificando:

[EQ, Eg] = ClEla [Eg, El] = CQEQ, [El, Eg] = CgEg. (129)
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A las constantes ¢, co, c3 se las conoce como constantes de estructura del grupo
de Lie unimodular GG. Un cambio en la métrica invariante a izquierda de G
puede cambiar el valor de las constantes de estructura. Como consecuencia de
las ecuaciones (1.29), en caso de cambiar las longitudes de Ej, Ey, E5 para hacer
un cambio de métrica, los signos de las constantes de estructura permanecen. En
otras palabras, el dlgebra de Lie asociada a GG viene univocamente determinada
por los signos de sus constantes de estructura. Como ademés, un cambio en
la orientacién de GG produce que los valores de las constantes de estructura
cambien de signo, reducimos la lista de posibles estructuras de grupo a estudiar,
en funcién del signo de las constantes de estructura, a la lista de casos que se
aprecian en la siguiente tabla.

Signo de Grupo de Lie

¢1 | ¢o | c3 | simplemente conexo
+l |+ SU(2)
NN SL(2,R)
+{4+]0 E(2)
+1—10 Sols
+[0]0 Nily
010]0 R3

Describimos a continuacion la estructura de grupo de Lie de Sols y E (2), que
usaremos en el Capitulo 4.

El grupo 5(2) y sus métricas invariantes a izquierda

Denotamos por E(2) al recubridor universal de E(2), el grupo de movimientos
rigidos del plano que conservan la orientacién. Usando coordenadas (x,y, z), este
grupo es isomorfo al producto semidirecto R? x4 R donde A € My(R) viene
dada por

A=(] 3 )=t ams) ser )

1 0 sinz cosz
Por tanto, la operacién de grupo, dada por (1.21), se escribe como:

(21, Y1, 21) (T2, Y2, 22) = (21 + X9 COS 21 — Yo SIN 21, Y1 + T2 SN 21 + Y2 €OS 21, 21 + 22).
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En este caso, si calculamos (1.29) para E; = E;(x,y, z), i = 1,2, 3, dados por
Ey = cos 20, +sin20,, FE; = —sinz0, + cosz0,, FEs3=20,,
obtenemos ¢; = ¢ =1, ¢c3 = 0.

El resto de métricas invariantes a izquierda en E (2) se consiguen cuando
consideramos el producto semidirecto R? x A(e) R, ¢ > 0 donde

Ale) = ( 1?@ _oc1 )

con su métrica usual. En este caso, el cémputo de (1.23), junto con la ecuacién
(1.29) implican que las constantes de estructura cy, ¢, c3 vienen dadas por ¢; = c,
co = 1/¢, c3 = 0. Como las matrices A(c) y A(1/c) son congruentes, en vista a
la Observacién 1.33, nos restringiremos al caso ¢ > 1.

El grupo soluble Sol; y sus métricas invariantes a izquierda

Denotamos por Sols al grupo de movimientos rigidos en el plano de Lorentz-
Minkowski que conservan la orientacién. Describimos este espacio de forma
andloga al anterior. Usamos coordenadas (x,y, z), de forma que este grupo es
isomorfo al producto semidirecto R? x4 R donde A € M5(R) viene dada por

- -1 0 2A e ” 0
ae (B ) (7 0) sen am

Por tanto, la operacién de grupo, dada por (1.21), se escribe como:
(x1,y1, 21) (22, Yo, 22) = (1 + 226”71 y1 + y2€™, 21 + 22).
Calculamos ahora (1.29) para E; = E;(z,y,2), i = 1,2,3 dados por
E,=¢70,, Ey=¢€"0, FE3=20,,
de donde obtenemos ¢; =1, ¢ = —1, ¢c3 = 0.

El resto de métricas invariantes a izquierda en Sols se consiguen cuando
consideramos el producto semidirecto R? x A(e) R, ¢ > 0 donde

a0=( 0 o).

con su métrica usual. El cémputo de (1.23), junto con la ecuacién (1.29) implican
que las constantes de estructura ¢, ¢y, ¢3 vienen dadas por ¢; = ¢, co = —1/¢, c3 =
0. Como, de nuevo, las matrices A(c) y A(1/c) son congruentes, la Observacién
1.33 implica que podemos restringirnos al caso ¢ > 1.
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El espacio de Heisenberg Nil; como producto semidirecto

En la subseccién anterior, el espacio de Heisenberg Nils(7) se ha introducido
como el espacio E(k,7) con k = 0y curvatura del fibrado 7 # 0. Nos centramos
aqui en el caso 7 = 1/2. Como ya especificamos, la estructura de grupo de Lie
viene dada por R? con el siguiente producto interno:

1
(21,y1,21) (T2, Y2, 22) = ($1 + To, Y1 + Y2, 21 + 20 + §($1y2 — 3523/1)) .

Considerando la base canénica {9,,d,,d,} de R? se tiene que

-9 vo 0l oy 0
oxr 20z dy 20z 0z
son los tinicos campos invariantes a izquierda que verifican (E1)g = 0, (E2)o = 0y,
(E3)o = 0,. La métrica candnica de Nily dada por (1.20) para 7 = 1/2, se puede
definir, de forma equivalente en este contexto, como la tinica métrica invariante
a izquierda para la que {0,, 0,, 0.} sea una base ortonormal. Para esta métrica,
{E,, Ey, E3} es una base ortonormal global de campos de R3.

Por otro lado, podemos presentar a Nils como el producto semidirecto R? x 4R
dotado de su métrica canédnica, donde la matriz A € Ms(R) viene dada por

A:<8 (1)) (1.32)

que hace que la operacién de grupo dada por (1.21) se escriba como:

(xb Y1, 21)($2, Y2, 22) = (331 + xo + 21Y2, Y1 + Y2, 21 + 22)-

No es necesario estudiar aqui otras métricas ambiente, ya que son todas ho-
motéticas.

Podemos dar un isomorfismo = para las dos estructuras de grupo de Lie
explicadas en esta subseccion, entre el modelo de Nil3(1/2) con la estructura de
grupo de Lie que describimos en la subseccion 1.9.1 y el producto semidirecto

R? x4 R con A € M»(R), dada por (1.32):

E: Nilz — RZxuR
(:c,y,z) = (Z—i_%vy?x)-
Cuando dotamos a Nilz(1/2) y a R? x4 R de sus respectivas métricas canénicas,

= también es una isometria entre variedades riemannianas. Por tanto, = identifica
Nil3(1/2) y R? x4 R como grupos de Lie métricos.



Superficies de Henneberg gene-
ralizadas

En este capitulo se recogen los resultados que se encuentran en el articulo
[65]. Generalizamos una superficie minima clasica con el nombre de superficie
de Henneberg dando una familia infinita de superficies en R3, no orientables,
con género cero, completas, minimas, no llanas y estables, cada una con una
cantidad finita de puntos de ramificacién. Estas superficies se pueden agrupar en
subfamilias dependiendo de un entero positivo (al que llamaremos complejidad),
que esencialmente mide el nimero de puntos de ramificaciéon. La superficie
clasica de Henneberg H; se caracteriza como el tnico ejemplo en la familia con
la complejidad mas simple posible m = 1, mientras que para m > 2 conseguimos
encontrar familias multiparamétricas. El grupo de isometrias de los ejemplos
mas simétricos para una complejidad m € N dada, H,,, es isomorfo al grupo
diédrico Dy,,19 en el caso en que m es impar, o bien a D,,.1 X Zs en el caso de
m par. Ademds, para m par, la superficie H,, es la tinica solucién al problema
de Bjorling sobre una hipocicloide de m + 1 puntas cuando se toma su normal
como curva plana, mientras que para m impar la superficie conjugada H}, (H,,
siempre tiene bien definida a su superficie conjugada porque su aplicacion flujo
se anula) es la unica solucién al problema de Bjorling para una hipocicloide con
2m + 2 puntas.

2.1. Motivaciéon del problema

Recordemos el Teorema 1.22 donde, de forma independiente, do Carmo y
Peng [22], Fischer-Colbrie y Schoen [27] y Pogorelov [69] establecen que si M
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es una superficie orientable, completa, minima y estable en R?, entonces M es
un plano. Por su parte, Ros [71] probdé que se tiene la misma caracterizacion
sin asumir orientabilidad. Sin embargo una plétora de superficies minimas,
completas, estables en R? aparecen si permitimos a estas superficies tener puntos
de ramificacién. El ejemplo mas simple se consigue con la superficie clasica de
Henneberg [31].

La clase de superficies completas, minimas, con curvatura total finita y que
presentan una cantidad finita de componentes conexas y puntos de ramificacion
(dentro de las cuales, las estables son un caso particular) aparece de forma
natural en la siguiente situacion: dado gy > 0, I € NU {0} y Hy, Ky > 0,
sea A = A(I, Hy, €0, Ko) el conjunto de inmersiones F': M & X donde X es
una 3-variedad riemanniana completa con radio de inyectividad Inj(X) > eq y
curvatura seccional acotada en valor absoluto por Ky, F' es una inmersiéon con
curvatura media constante H € [0, Hy| de una superficie completa M en X, y el
indice de Morse es a lo mas I. La sucesion de segundas forma fundamentales
|Ap,| asociadas a las superficies en una sucesiéon {F,}, C A puede no estar
uniformemente acotada, lo que produce una falta de compacidad de A. Sin
embargo, se puede probar que la geometria extrinseca de las inmersiones F;, esta
localmente bien organizada alrededor de, como mucho, I puntos pi,,...,prn €
M, (k <1I) donde |Afp,| toma méximos locales arbitrariamente grandes. Tras
suponer que sup,, |Ag,| tiende a infinito, alrededor de cualquiera de estos puntos
Din, podemos hacer un analisis por reescalamiento y encontrar un limite de
(una subsucesién de) expansiones A, F,, de F,, (esto es, podemos ver F,, como
una inmersién con curvatura media constante H,/\, en la variedad ambiente
escalada A, X, para una sucesion {\,}, C R tendiendo a co0). Este limite es
una superficie inmersa, completa y minima f: ¥ & R3 con curvatura total finita,
que pasa por el origen 0 € R3 y cuyo indice de Morse es a lo mas 1. Recordemos
que dicha f tiene un ntmero finito de finales, cada uno de los cuales es un
grafo multivaluado de multiplicidad finita (spinning) s € N, sobre el exterior
de un disco en el plano tangente en infinito a f (definido en la Seccién 1.5)
en dicho final. Por lo tanto, se pueden reproducir copias casi perfectamente
formadas y arbitrariamente pequenas de grandes porciones compactas de f(X)
en F,(M,) alrededor de F,,(p;,) para un n lo suficientemente grande. En R?, las
superficies completas, minimas, con curvatura total finita y con un nimero finito
de componentes conexas y puntos de ramificacion aparecen de forma natural
cuando se consideran fenémenos de ”clustering” en este marco de trabajo: puede
ocurrir que diferentes limites por reescalamiento de F), alrededor de p;,, en
diferentes escalas A1, > Ao, con Ay, /Ay, — 00 cuando n — oo, produzcan
diferentes limites f;: ¥; 4 R?, j = 1,2, con Indice(f;) + Indice(fs) < I; en
este caso, toda la geometria de fi(3;) colapsa alrededor de 0 € fo(3,), v cada
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final de f1(X;) con multiplicidad m > 3 produce un punto de ramificacién en el
origen para fs(3s) con un orden s — 1. Para los detalles de este fenémeno de
"clustering” y cémo organizar estos limites por reescalamiento en jerarquias que
aparecen alrededor de {p;,}», se puede ver el articulo de Pérez y Meeks [57].

A continuacién explicamos la distribucién por secciones de los resultados
de este capitulo. El objetivo principal de este capitulo es el de generalizar
la superficie minima de Henneberg clasica H; a una familia de superficies
conexas, no orientables, completas, minimas, estables y con una cantidad finita
de puntos de ramificacién en R?. No se pueden evitar los puntos de ramificacién
si buscamos superficies completas, minimas y estables que no sean planas debido
a los resultados previamente mencionados [22, 27, 69, 71]; la no orientabilidad
es también una condicién necesaria para la estabilidad (ver Proposicién 2.1).
Nuestros ejemplos se pueden agrupar en subfamilias dependiendo del niimero de
puntos de ramificacion (este nimero vendré esencialmente dado por el entero
m € N, al que llamaremos complejidad). Los ejemplos més simétricos H,,
en cada subfamilia de complejidad m se estudiaran en detalle (Seccién 2.4.3).
Dependiendo de la paridad de m, se tiene que H,, o su superficie minima
conjugada H (que no produce una superficie no orientable, ver Seccién 2.4.4) se
puede ver como la tinica solucion de un problema de Bjorling para una hipocicloide
plana (Seccién 2.4.7). El grupo de isometrias de H,, es isomorfo al grupo diédrico
Doypyo sim es impar o al grupo Dy, 1 X Zg si m es par (Seccién 2.4.8). También
probaremos que H; es el inico elemento en la subfamilia con complejidad m = 1
(Teorema 2.10), mientras que para m > 2, H,, se puede deformar de forma
multiparamétrica: la Proposicién 2.13 da una familia 1-paramétrica explicita de
ejemplos que interpolan entre H, y un limite que, tras reescalar, resulta ser H;
(Seccién 2.5.2). La subfamilia de ejemplos con complejidad m = 2 resulta ser
una variedad real analitica de dimensién 2 alrededor de Hs (Seccién 2.5.2).

2.2. Superficies no orientables, estables y minimas
con puntos de ramificacién

Comenzamos considerando los datos de Weierstrass (g,w) en una superficie
de Riemann ¥, de manera que (g,w) resuelve el problema de periodos y produce
una aplicacién conforme arménica X: ¥ ¢ R3? dada por la férmula clésica
descrita en la Seccién 1.3.

X = Re f(non o0 =Re [ (0= P g0+ Pwge). 21
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Asumiremos que X es una inmersion fuera de un conjunto finito de puntos
B C %, donde X no es una inmersién (los puntos B son llamados puntos de
ramificacién de X). Dicha X sera llamada inmersién minima ramificada. La
métrica inducida (que deja de ser definida positiva en los puntos de B) viene
dada por
dsP? = 1+ [gl*)?lwl” (22)
La estructura local de X alrededor de un punto de ramificacién B es bien
conocida, consultar por ejemplo Micallef y White [60, Teorema 1.4] para ver los
detalles. Dado p € B, existe una coordenada conforme (D, z) para 3 centrada
en p (aqui D es el disco unidad cerrado en el plano), un difeomorfismo u de D y
una rotacién ¢ de R? de manera que ¢ o X o u tiene la forma

2 (29, 2(2)) ECx R ~R?

para z cercano a 0, donde ¢ € N, g > 2, x es de clase C?, y z(z) = o(]z|?). En
este ambiente, el orden de un punto de ramificacién p se define como ¢ — 1 € N.
Geométricamente, el orden de un punto de un punto de ramificacién se puede
ver como el ntimero de vueltas de la superficie alrededor de dicho punto.

_ Como se describe en la Seccién 1.7, X induce otra aplicaciéon armoénica
X: Y% R?’,Adonde X — X el recubridor de dos hojas orientable de 3,
que verifica X = X o p. La relacién (1.15) aqui nos dice que en particular, [
debe preservar el conjunto B. En el caso en que X tiene una cantidad finita
de puntos de ramificacion, los autovalores y las autofunciones del operador de
Jacobi L = A+ |A|* de X estén bien definidos si se abordan de forma variacional,
y como la codimensién del conjunto singular B es dos (ver [80]), el concepto de
estabilidad también tiene sentido. El siguiente resultado, probado por Meeks y
Pérez en [57] utiliza la nocién de estabilidad en una superficie con puntos de
ramificacién, por completitud, incluimos aqui su demostracion.

Proposicién 2.1. Sea X : ¥ & R? una inmersién completa, no plana, minima,
con una cantidad finita de puntos de ramificacion B C 3. Entonces:

1. [57, Lema 3.4] Si X es estable, entonces X es no orientable.

2. [56] Supongamos que ¥ es no orientable, X tiene curvatura total finita y
su aplicacion extendida de Gauss G: X — RIP? es un difeomorfismo, donde
Y denota a la compactificacion de Y. Entonces, X es estable.

Demostracién: 1. Para el primer apartado asumimos que X : ¥ — R? es
estable y por reducciéon al absurdo, supongamos que > es orientable.
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Denotemos por ¥ a la compactificaciéon de ¥ y por ¢ a la aplicacién de
Gauss de X. Denotemos por C C ¥ al conjunto de puntos de ramificacién
de g y sea Q(g) C S? el complemento de la unién de discos de radio
e > 0 (con la distancia usual de S?), disjuntos dos a dos, alrededor de
los puntos del conjunto g(€ UBUC), donde £ denota al conjunto de los
finales de . Si elegimos ¢ lo suficientemente pequeno y denotamos por A
al laplaciano esférico, entonces el operador A + 2 tiene primer autovalor
negativo para el problema de Dirichlet asociado en (). El hecho de que
Il g1 (Q(e)) — Q(e) es un recubridor finito implica que cada
componente de g~!(€(¢)) es un dominio compacto no estable en ¥, lo cual
es una contradiccién con la estabilidad de X, de donde se tiene la primera
afirmacion.

2. De nuevo por reduccion al absurdo, supongamos que X no es estable.
Denotemos por I : S? — S? a la aplicacién antipoda y por \; al primer
autovalor asociado al operador de Jacobi L del recubridor orientable de
dos hojas p : ¥ — 3. Si X es no estable, entonces \; < 0 y, por la
Definicién 1.25, existe una funciéon propia ¢ asociada a dicho autovalor
verificando ¢ o I = —¢ v Lo + M\ = 0. Sea 2 una componente de
¢ 1(0,00). Como ¢ es impar I(Q) C ¢~ 1(—00,0) vy plg : Q = p(Q) es
un difeomorfismo. Asi, ;(€2) C ¥ es un dominio orientable y, por ser G
un difeomorfismo, G(1(2)) C RP? también es un dominio orientable. Sea
g: S = S?1a aplicacién de Gauss de i, entonces g(2) y (go I)(£2) son dos
levantamientos difeomorfos y disjuntos de G(u(£2)) en S?, que por tanto
cumplen Area((goI)(€2)) = Area(g(Q2)) < 2m, lo cual implica que el primer
valor propio de L en €) es no negativo (estamos usando el Teorema 1.24 y
la relacién entre el drea de la imagen esférica de €2 con la curvatura total),
que es una contradiccion.

O

Aunque no lo usaremos, en las condiciones de la proposicién anterior, se
puede probar que si X es estable, entonces X (B) contiene mas de 1 punto. Una
forma de demostrar esto ultimo consiste en emplear las cotas para el indice de
una inmersién minima completa y conexa con un niimero finito de puntos de
ramificacion dadas por Chodosh y Maximo [15] y Karpukhin [40] junto con la
férmula de monotonia de las superficies minimas en R3. Se puede consultar esta
demostracion en [56].
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2.3. La superficie de Henneberg clasica

La superficie de Henneberg clasica H; = X' : RP? \ {[0]} — R3 es la
superficie no orientable, completa, estable y minima en R3 dada por los datos
de Weierstrass:

g(2) =2, w=ztz+i)(zE£1)dz =2 —-1)dz, ze€C\{0,00}. (2.3)

H, tiene dos puntos de ramificacién' en [1] = {1, —1},[i] = {3, —i} € P? = C/(A),
donde A(z) = —1/% es la aplicacién antipoda. Por la Proposicion 2.1, se tiene
que H; es estable.

H; se puede parametrizar de forma arménica y conforme (salvo traslaciones)
a través de la ecuacién (2.1). Después de trasladar X : C\ {0,00} — R? de
forma que X (e™/4) = 0, los puntos de ramificacién de H; se aplican por X
en (0,0,41) y una parametrizacién de H; en coordenadas polares z = re? en
C\ {0, 00} viene dada por

Shr =) — =00 — )
X(T620> _ _s11219<7, o %22 . smé39) (T3 _ %3) . (24)
CFR + )

Como X () = (0,0, cos(20)), se tiene que X lleva la circunferencia unidad en
el segmento vertical {(0,0,t); t € [~1,1]}. De esta forma, 0 € [0, 27] — X ()
oscila entre la imagen por X de los dos puntos de ramificacién de H;. Obsérvese
que el complemento de este segmento en el eje x3 no estd contenido en H; (aqui
H; denota al subconjunto de R? dado por X (C\ {0, c0})). Esto serfa imposible si
no pasamos por un punto de ramificacion, tal y como se observé en la propiedad
expuesta en la Subseccién 1.3.1), ver Figura 2.1.

2.3.1. Isometrias de H;

Se puede comprobar lo siguiente:

(I1) La aplicacién antipoda A: C — C (en coordenadas polares (r,0) — (1/r, 7+
0)) deja a la superficie invariante, es decir, cuando vemos a H; C R3 como

Los puntos de ramificacién de H; tienen todos orden 1 (localmente la superficie se
comporta como el grafo de z — 22 alrededor de cada punto de ramificacién); esto se sigue de
un razonamiento directo, o de la Proposicién 21 en las notas de White ”Lectures on minimal
surfaces theory” [82].
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Figura 2.1: La superficie de Henneberg H;. Después de una traslacién, las
iméagenes por la inmersién ramificada X : C'\ {0,00} — R? de los puntos de
ramificacién {1, —1}, {i, —i} de H;y son £(0,0,1). Ademéds del segmento vertical
cerrado, simétrico respecto del origen, cuyos extremos son las imagenes por X
de los puntos de ramificaciéon, H; contiene dos rectas horizontales, que se cortan
de forma ortogonal y bisecan a los ejes z7 v x2. A la izquierda: Interseccién de
H, con una bola de radio 8. A la derecha: vista cenital de Hj.

(14)

(15)

(16)

el conjunto de puntos de R? que se obtienen como X (C\ {0, 00}) donde X
viene dada por (2.4), entonces X (C — {0,00}) = X(A(C — {0,00})). Es la
aplicacion llamada ”cambio de hoja”, que invierte la orientacién.

La aplicacién z — —z (en coordenadas polares (r,0) — (r,7 + 0)) induce
la rotacién de angulo 7 alrededor del eje x3 en la superficie.

La inversién del plano z con respecto al circulo unidad, z — 1/z, (en
coordenadas polares (r,0) — (1/r,0)) es la composicién de A con z — —z,
y por tanto, también induce una rotaciéon de angulo 7 alrededor del eje x3
de la superficie.

La aplicacién conjugacién z — Z (en coordenadas polares (r,6) — (r, —0))
induce la reflexién de la superficie alrededor del plano (zq,x3).

La reflexién con respecto al eje imaginario (en coordenadas polares (r, ) —
(r,m —6)) induce la reflexién de la superficie con respecto al plano (3, x3).

X lleva a la semirrecta {re=/* | r € (0,00)} (respectivamente {re’™/* | r €
(0,00)}) de forma inyectiva en l; = Span(1,1,0) (respectivamente ly =
Span(1, —1,0)). Por lo tanto (véase el Teorema 1.4, Principio de reflexién de
Schwarz), las rotaciones Ry, Ry de dngulo 7 alrededor de [y, [ son isometrias
de X (R; estd inducida por z — —iZ y Ry por z — iZ).
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(I7) La aplicacién z + iz (en coordenadas polares (r,6) +— (r,0 + 7/2)) induce
la rotacién de angulo 7/2 alrededor del eje x5 compuesta con la reflexién
respecto al plano (xy, zs).

Estas isometrias, junto con la aplicacién identidad, forman un subgrupo del
grupo de isometrias extrinsecas de H; que denotamos por Iso(H;), isomorfo al
grupo diédrico D,. Cabe preguntarse si no hay mds isometrias (intrinsecas) que
éstas; la respuesta es afirmativa.

Lema 2.2. Todas las isometrias (intrinsecas) de Hy estdn contenidas en el
subgrupo de Iso(Hy) generado por 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18. En particular,
Iso(H,) es isomorfo al grupo diédrico Dy.

Demostracion: Si ¢ es una isometria de H; entonces ¢ debe preservar la unién
de las dos lineas horizontales [, y ls contenidas en H;. Por tanto, ¢ conserva el
origen y se tiene ¢ € O(3). Ademds ¢ también debe conservar, salvo un signo, la
direccién vertical y, por otro lado, conserva el plano (z1,x2). La restriccién de ¢
a dicho plano serd un elemento de O(2) que preserva 3 U ly de donde podemos
deducir que ¢ debe de ser una de las isometrias presentadas anteriormente. []

2.3.2. Familia asociada y superficie conjugada H{

La aplicacién flujo de H; (definida en (1.12)) para una curva cerrada y
embebida I' € C — {0, 00} que encierre al origen de C (y tomada de tal forma
que no pase por los puntos de ramificacién) se anula (en otras palabras, la forma
de Weierstrass ® = (¢1, 2, ¢3) asociada a H; es exacta). Esto implica que todas
las superficies asociadas (definidas en la Subseccién 1.3.1) {H;(¢) | ¢ € [0, 27)}
al recubridor orientable de dos hojas [:ﬁ —H 1(0) de H; estan bien definidas
como superficies en R? (la inmersién minima ramificada H; () tiene como datos
de Weierstrass g, = ¢, w, = €"“w y es isométrica a H 1, en particular tiene el
mismo conjunto de puntos de ramificacién que H 1)-

Ninguna de las superficies H 1(¢) excepto por ¢ = 0 desciende al cociente
no orientable P2\ {[0]} porque la segunda ecuacién en (1.15) no se conserva si
cambiamos w por e%w, ¢ € (0,27). En particular, ninguna de estas superficies
asociadas son congruentes a H;.

La superficie conjugada H} := H,(x/2) es simétrica por la reflexién en
el plano (x1,x9). La interseccién entre Hf y {z3 = 0} estd formada por una
astroide (la astroide es un caso particular de hipocicloide, definida en (2.6)) 4
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Figura 2.2: Superficie conjugada H; := Hy(m/2).

parametrizada por

tey4(t) = | —cos(d) — w ;
0

junto con 4 semirrectas en las puntas de la astroide en la direccién de sus vectores
de posicion, ver Figura 2.3.

Figura 2.3: La astroide 74 (en rojo) y las 4 semirrectas obtenidas intersecando
HY con el plano (z1,x2) (en azul).

En particular, H7 es la solucién al problema de Bjorling para la curva v, y
la elecciéon del campo normal unitario como el campo normal a 74, excluyendo
sus cuatro vértices, como curva plana. Véase también la Observacién 2.7 en la
siguiente pagina.
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2.4. Swuperficies de Henneberg generalizadas

Nuestro objetivo ahora es buscar superficies no orientables, completas,
minimas y estables X: ¥ 9 R? con ¥ = C\ &, & finito que generalicen a
H,. Como queremos usar la Proposicién 2.1 para justificar la estabilidad, es
l6gico imponer que la aplicacion de Gauss del recubridor de dos hojas orienta-
ble sea un difeomorfismo. Por tanto, podemos suponer sin perder generalidad
que, salvo una transformacién de Mobius, tomamos g(z) = z. Por lo tanto,
I(z) = —1/z, X = X/{I): ©/(I) % R3 es estable y (1.16) se escribe como

f(=1/2) = =24f(2). (2.5)

2.4.1. Forma general de f

Tomamos una funcion racional general de la forma

¢ IaG-a) 2 eT (2.6)
M (2= by) 7 '

donde ¢, aj,b; € C*,m € N, M, N € NU{0} son constantes a determinar. Hemos
tomado f sin pérdida de generalidad como una funcién racional puesto que el
Teorema 1.11 implicard que la funciéon f es una funciéon meromorfa en la esfera
de Riemann, y por tanto f debe de ser racional.

f(z) =

Con el par de datos de Weierstrass dado por (¢,w = fdz) en C, estudiamos
cuando éstos resuelven el problema de periodos asociado y generan una aplicacion
X : C\{0,00} — R? que desciende al cociente RP? como superficie no orientable.

Observacién 2.3. 1. Lasuperficie de Henneberg H; tiene f(z) = z74(24—1),

en consecuencia c =1, m=1, N =0, M =4, {a;} = {£1, £i}.

2. Los ceros de la métrica inducida (2.2) (puntos de ramificacién de la superfi-
cie) ocurren precisamente en los puntos a;; los finales ocurren en 0, 00 y en
los puntos b; (en particular, ambas familias {a;};, {b;}; deben presentarse
en pares de puntos antipodas, véase también (2.10) més adelante).

3. Una consecuencia de la tltima observacién es que las rotaciones en R? de
nuestras superficies (manteniendo el hecho de que los datos de Weierstrass
cierren periodos) no estan permitidas a menos que el eje de rotacion sea
vertical.
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Si imponemos (2.5) a (2.6) obtenemos

f(=1/2) = e(=1)

M _
m—14+M—N3+m—M+N 1= (1 +a;2) _
N —
Hj:l(l +b,z)
A c Hﬁl(z - CL_J)
—f(2) = oo ey o
Hj:l(z — b))
por tanto para cada z € @,
M N M N
e~y MN 2o N T (e [[(=b) = e [[(e—ap) [[1-5,2). 27)
j=1 j=1 j=1 j=1
de donde deducimos que

242m - M+ N =0,

(2.8)

en particular M — N es par. Substituyendo z = 0 en (2.7) obtenemos

E(—l)meJ = CH(I]‘.

(2.9)

j=1
Usando (2.9), podemos rescribir (2.7) como una igualdad entre polinomios
monicos en z:

M

ﬂ(%ﬂ)ﬁ(g_@):ﬁ(g_%)ﬂ(l )

j=1
de donde deducimos que

{al,..

j=1

Sayy={-1/ay,...,—1/ay}, {b,

by} ={=1/by, ..., —1/by}.
esto es, M, N son pares y los puntos a; (resp. b;) vienen dados por M = M/2

(2.10)
(resp. N := N/2) pares de puntos antipodas en C*. Ahora (2.8) y (2.9) se
escriben respectivamente:

(2.11)
N/2 b, M/2 .
—EH Z=c =,
Jj=1 bj Jj=1 @

(2.12)
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2.4.2. Resolviendo el problema de periodos para el caso
de un final

De (1.15) y (2.6) observamos que los puntos donde ds* puede explotar
(finales) son z =0, by, ..., by y sus puntos antipodas. Para mantener los cdlculos
simples asumiremos que no hay ningin b;, i.e. N =0 (o equivalentemente que
M/2 =m +1), lo que reduce la homologia de la superficie a la de C — {0, 00} y
el problema de periodos a imponer

/92w:/w, Re/gw:(),
v ¥ v

donde v = {|z| = 1}, o equivalentemente,

Reso(g%f) = —Reso(f), ImReso(gf) =0. (2.13)

Podemos simplificar (2.6) para escribir

m+1

f(z) = Z£+3 1;[1 (2 — a;) (z + aé) : (2.14)

J

que cumple (2.5) (esta es la condicién para que X : C — {0, 00} — R? descienda
al cociente RPP? — {0} como superficie no orientable asumiendo que el problema
de perfodos (2.13) se resuelva) si y sélo si (2.12) se cumple, lo que en este caso

se reduce a
1

+

— m

C

C

SIS

(2.15)

<
Il
—
S

Llamamos
m+1 1 2m+2
P(z2) := z—a;) 2+ =) = A" 2.16
=1 ) ( _> > 4 (216)

Por lo tanto,
2m+2

Reso(f) = cReso( Z AR = Ao,
h=0
2m+-2
Reso(g%f) = cReso( Z ApZ"TmT) = cA,,,
h=0
2m+2
Reso(gf) = cResy( Z A2 = Ay

h=0
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Es decir, el problema de periodos (2.13) se reduce a
A = —CcApyo, Im(cA,4q) =0. (2.17)

Observacion 2.4. Podemos asumir |¢| = 1 debido al hecho de que multiplicar la
forma de Weierstrass por un nimero positivo solo altera a la superficie resultante
en una homotecia. De forma similar, intercambiar ¢ por —c no cambia el problema
de periodos.

También escribimos a; = |a;|e”, 6; € R. Por lo tanto,

1

1 0. 4j 0.
—a;+ — = (—|a;| + —)e, 2L =¢%,
@ |a;] a;
y tenemos,
m—+1 1 . A
P(z) = H (752 + (—|aj| + —)e?z — 62’9]’> (2.18)
i |aj]
Definicion 2.5. Dado m € N, llamaremos solucion al problema de periodos no
orientable con complejidad m a una lista (c,ay,. .., amy1) € St X (C*)™FL resol-
viendo las ecuaciones (2.15),(2.17). Notemos que, geométricamente, ay, . .., Qpi1

son los puntos de ramificacion de nuestra inmersion minima ramificada.

2.4.3. El caso mas simétrico

Para cada complejidad m, hay una configuracién maximal con respecto al
numero de simetrias que da lugar a una soluciéon del problema de periodos para
dicha complejidad y que describimos ahora.

Tomemos como a; las soluciones de la ecuacién a®2? =1 (ie. |aj] =1y
;=250 —1),j=1,...,m+1). Observemos que

m+1 a m+1 (mt1)
: . . +1p. 2mi +1/: 2w m(m+ .
| | :'] — | | 627‘07 — 627‘ Z;nzl 03 o e’"L:}l ;ﬁ:l ('7 1) e enLi’Ll 2 — e'mm
a/.
]:1 J ]:1

y por tanto se cumple la ecuacién (2.15) si y sélo si
c=+i"1 (2.19)

Para la ecuacién (2.17), notemos que (2.18) se puede escribir como

m+1
P(Z) _ H(22 . 62i0j) — 2m+2 1,

=1
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y por tanto A,, = 0 (porque m > 0), A,,12 = 0 (porque m + 2 < 2m + 2)
y Ay = 0. En particular, (2.17) se cumple trivialmente para cada valor de
¢ € C*. En consecuencia, los datos de Weierstrass

g(z) =z, w= Z‘mflzfm—S(ZQmJﬂ _ 1)d,z, = C*, (2.20)

dan lugar a una superficie no orientable, completa, estable y minima H,, =
X(C\ {0,00}), donde X viene dada por (2.1). Para m = 1 recuperamos a
la superficie de Henneberg clésica. Por lo tanto, podemos ver a H,, como la
generalizacién natural de la superficie de Henneberg, de donde se deriva el titulo
de este capitulo.

2.4.4. Familia asociada y superficie conjugada ..

Como A,, = A1 = Amao = 0, la aplicacién flujo de H,, para una curva
cerrada alrededor del origen en C se anula y la forma de Weierstrass & =
(1, 02, ¢3) asociada a H,, es exacta. Por lo tanto, todas las superficies asociadas
{H,(¢) | ¢ € [0,27)} al recubridor orientable H,, = H,,(0) de H,, estén
bien definidas. Como pasaba en el caso m = 1 (ver Seccién 2.3.2), ninguna de
estas superficies asociadas desciende al cociente no orientable salvo por +H,,.
Denotaremos por HY := H,,(7/2) a la superficie conjugada a H,,.

El comportamiento de H,, es muy diferente dependiendo de la paridad del
parametro m. Una justificacion naif de esta dependencia de la paridad de m
viene del hecho de que el coeficiente para w cambia de +1 para m impar a +1i
para m par. Una interpretacion mas geométrica de esta dependencia se puede
ver a continuacion.

2.4.5. Caso m impar

Si m € N es impar, (2.20) nos da w = z7™3(z*""2 — 1)dz. Aunque H,,
tiene m + 1 puntos de ramificacién en ¥ = P2\ {[0]} (la clases de las raices
(2m + 2)-ésimas de la unidad bajo la aplicacién antipoda), éstos van a través de
X a solo dos puntos diferentes en R3: después de trasladar la superficie en R?
de modo que X (¢'2@ ) = § (estamos usando la notacién de (2.1)), los puntos
de ramificacién de H,, se aplican en (0,0, 41) y una parametrizacién para H,,
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en coordenadas polares es (compérese con (2.4))

cos(mé m cos((m+2)0 m
- 2(m)( —%)—%(r 2 1)
0 sin(m@ m sin((m+2)6 m
X(""e ) - ]72 - _%( - 7%) - (((mj-_z)) )<T 2 - r7n1+2)
T3 cos(f:l?_l:il)e)( m—+1 + Terl)

(2.21)
X lleva a la circunferencia unidad en el segmento vertical {(0,0,t); t € [—1,1]}.
0 € [0,27] — X (e%) oscila entre las imdgenes por X de los puntos de ramificacién
de H,, (que se aplican en (0,0,+1)), y el complemento de este segmento cerrado
en el eje x3 no estd contenido en H,,. La interseccién H,, N {x3 = 0} estd
formada por un sistema equiangular de m + 1 lineas rectas pasando por el origen
(las imégenes a través de X de las lineas rectas de argumentos 6 = ”fn? fl”,
k =0,...,m en coordenadas polares). Se puede ver una imagen para Hj en la
parte derecha de la Figura 2.5.

2.4.6. Caso m par

Si m es par (y es distinto de cero), (2.20) produce w = i 2~ 3(2*™*2 — 1)dz.
En este caso, una parametrizacién de H,, en coordenadas polares es

| o bln(m9) (7" + rm) + % ( m+2 + Tm+2)
X(rew) _ T _ cos(m@) (7, + 7"m) _ cosg(((nr::QQ))H) (7“ +2)
T3 sm(fs":i-ll)e) (rml+1 _ T.m—i—l)

(2.22)
A continuacién estudiaremos la relacién de H,, con cierta hipocicloide.

Definicién 2.6. Una hipocicloide de radio interno r > 0 y radio externo R > r
es la curva plana que traza un punto sobre una circunferencia de radio r cuando
ésta rueda en el interior de otra circunferencia (que estd fija) de radio R. Puede
ser parametrizada por o(t) = (x(t),y(t)), t € R, donde

t) . y(t) = —(R—r) cost—r cos (R — Tt) .

r

R—r

2(t) = —(R—r) sin t+rsin ( -

X lleva la circunferencia unidad S' = {r = |z] = 1} C C en una cierta
hipocicloide contenida en el plano {x3 = 0}, de la forma en que explicamos a
continuacién. Usando (2.22), deducimos que la imagen por X de S! tiene la

siguiente parametrizacion:
__sin(m#) + sin((m+2)0)

m m+2
0\ __ (m0) (m+2)6
0 €0,2m) > X(e) = | —conlmd) _ coslm . (2.23)
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De (2.23) deducimos que, salvo una reparametrizaciéon ¢ = mf, X(S') es la
hipocicloide de radio exterior r = m+r2 y radio exterior R = 7712(7:1—:-22)’ que tiene
exactamente m + 1 puntas. Estas puntas son las iméagenes por X de los m + 1
puntos de ramificaciéon de H,,. En particular, H,, es la tinica superficie minima
obtenida como solucién al problema de Bjorling para la hipocicloide de m + 1
puntas (este nimero de puntas es cualquier entero positivo impar a partir de
tres), radio interior r = #ﬁ y radio exterior R = n?g::é), cuando tomamos
como vector normal unitario n (ver Seccién 1.4 para la notacién) a un vector
normal a la hipocicloide como curva plana, tras eliminar sus vértices.

Representamos a dicha curva plana en los casos més simples: m = 2,4,6 en
la Figura 2.4 en color rojo.

_\

7
ava
TN

Figura 2.4: La interseccién de H,, (con m > 0 par) con {z3 = 0} estd formada
de una hipocicloide de m + 1 puntas (en rojo) junto con semirrectas de la
forma {tp | t > 1} que comienzan en cada una de sus puntas p. Arriba a la
izquierda: Hy N {x3 = 0}, donde los puntos de ramificacién tienen coordenadas
(0,—2,0), (—%g, 2.0), (%5,270). Arriba a la derecha: Hy N {z3 = 0}. En la
segunda fila: Hg N {z3 = 0}.
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Figura 2.5: Izquierda: Hs. Derecha: Hs.

2.4.7. Revisitando el caso m impar: H como solucién a
un problema de Bjorling para una hipocicloide

Utilizando la férmula de Weierstrass (2.1), se puede ver facilmente que la
superficie conjugada H} de H,, para m impar puede ser parametrizada en
coordenadas polares z = 7e? por la expresion X*(re?) dada por la misma
féormula de la parte derecha de (2.22). X*(S') parametriza una hipocicloide

o . 1 . . _ _2m+2

Yam+2 con radio interior r = — =Y radio exterior R = (i) Como
R 2m+2
r m

deducimos que 7a,42 tiene 2m + 2 puntas®. Observamos que 2m + 2 es un
numero multiplo de 4 debido a que m es impar; y de la misma forma, cada
multiplo de 4 se puede escribir como 2m + 2 para un tnico m € N impar. Esto
nos dice que, para cada m € N impar, H,, es la tnica solucién al problema de
Bjorling (ver Seccién 1.4) para la hipocicloide 72,12, cuando tomamos como
vector normal unitario  a un vector normal a 7s,,12 como curva plana, tras
eliminar sus vértices.

Observacion 2.7. 1. En el caso particular de una hipocicloide de 4 puntas
(llamada astroide), recuperamos la superficie H; conjugada a la superficie

2Para una hipocicloide de radio interior 7 > 0 y radio exterior R > r, el cociente R/r expresa
el nimero de veces que la circunferencia interior puede rodar a lo largo de la circunferencia
exterior hasta que completa una vuelta. Si R/r es un ntimero racional y a/b es la fraccién
irreducible de R/r, entonces b-a/b = a cuenta el nimero de veces que la circunferencia interior
rueda hasta que el punto que genera la hipocicloide vuelve a alcanzar su posicién inicial. Este
numero a coincide con el niimero de puntas.
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de Henneberg clasica. Este resultado fue descrito por Odehnal [67], que
también estudia el problema de Bjorling para la hipocicloide 3 de tres
puntas desde un punto de vista de superficies algebraicas.

. Hemos descrito las superficies minimas que se obtienen como solucién

de un problema de Bjorling sobre una hipocicloide en el caso en que el
numero de puntas es un nimero impar o bien un multiplo de cuatro. El
caso que queda discutir es en el que consideramos una hipocicloide de
4k 4 2 puntas, k € N. La correspondiente solucién al problema de Bjorling
también se puede describir a través de la parametrizacién explicita (2.22),
si consideramos un parametro m € Q. A saber, si elegimos m con la forma

m = &, k € N, elegimos un radio interior de la forma r = m+L2 y radio

2%k
exterior de la forma R = nf(’:li%), entonces
R 2 2
S
r m

lo que asegura que la superficie completa, minima y con puntos de ramifica-
cion 1 = X(C\ {0,00}) (aqui X viene dada por la expresién (2.22)) es
simétrica por la reflexién en el plano (z,2)), y X (S') es una hipocicloide
con 4k + 2 puntas. H 1 no desciende al cociente no orientable.

Figura 2.6: Distintas secciones de H 1 solucién al problema de Bjorling sobre
una hipocicloide de 6 puntas.

2.4.8. Isometrias de H,,

Como es de esperar, el grupo de isometrias de H,, depende de la paridad del

parametro m.
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Supongamos primero que m es impar. En este caso, de (2.21) se obtiene que:

(O1) La reflexién en el plano z respecto al eje imaginario, re’ — re™=9,

produce, a través de X, la simetria con respecto al plano (zq, x3) en H,,.

(02) La rotacién re s re!@tm ) de dngulo 7 + 15
T

en el plano z, hace que H,, sea simétrica bajo rotaciones de dngulo — =
alrededor del eje 3 compuesta con una reflexiéon con respecto al plano

(Zﬁl,Ig).

alrededor del origen

(01), (O2) generan un subgrupo de isometrias extrinsecas del grupo de isometrias
extrinsecas Iso(H,,) de H,,, isomorfo al grupo diédrico Dy, o.

Asumimos ahora que m es par. Usando (2.22), obtenemos:
(E1) La reflexién re? s re™9 en el plano z respecto del eje imaginario
produce, a través de X, la simetria respecto al plano (xs, z3) en H,, (esto

es una caracteristica comin tanto para la dimensiéon par como para la
impar).

0+ 2

(E2) La rotacién re? re'@tain) de angulo =5 alrededor del origen en el

lano z hace que H,, sea simétrica con respecto a rotaciones de angulo
p q m p
27
m—+1°
(E3) La aplicacién antipoda re® +— re?®™ en el plano z, produce una simetria
de H,, con respecto al plano (1, xs).

(E1), (E2), (E3) generan un subgrupo de Iso(H,,) isomorfo al grupo prismatico
Diy1 X Zs.

Estas son, esencialmente, todas las isometrias (intrinsecas) de H,,, m € N.

Lema 2.8. Dado m € N, todas las isometrias (intrinsecas) de H,, estin conte-
nidas en el subgrupo de Iso(H,,) generado por O1, O2 en el caso en que m sea
impar o en el subgrupo de Iso(H,,) generado por E1, E2, E3 en el caso en que m
sea impar.

Demostracion: Sim es impar, argumentando como en el Lema 2.2, la interseccién
de H,, con el plano x3 = 0 es un sistema equiangular de m + 1 lineas Iy, ..., Ly,11-
Toda isometria ¢ de H,, debe de preservar ly,..., [, y también la direccion
vertical ya que preserva el conjunto de puntos de ramificacion de H,,. De aqui
concluimos que el grupo de isometrias de H,, con m impar es isomorfo a Do, .
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En el caso en que m sea par, sean Sq,...,S,, las semirrectas que empiezan
en la imagen de los puntos de ramificacién con la direcciéon dada por el vector
que une el origen y los puntos de ramificacién (en azul en la Figura 2.4) estan
contenidas en H,,. Si ¢ es una isometria de H,,, entonces ¢ preserva el conjunto
de los puntos de ramificacion. Como la imagen de estos puntos de ramificacién
genera el plano {x3 = 0}, entonces ¢ deja invariante a este plano, luego también
preserva al eje vertical; en otras palabras, el eje x3 es un espacio propio de ¢.
Tenemos entonces dos posibilidades, que el autovalor de ¢ asociado al eje vertical
sea 1 o —1. Ambos casos se pueden dar puesto que H,, es simétrica con respecto
al plano {x3 = 0}. De aqui se deduce que el grupo de isometrias de H,, para m
par es isomorfo al grupo prismético D,,, 11 X Zs. O

2.5. Espacio de moduli de los ejemplos para
una complejidad dada

Nuestro siguiente objetivo es el de analizar la estructura de las familias
de soluciones del problema de periodos para una complejidad dada siguiendo
la Definicion 2.5. Para m = 1, obtendremos la unicidad de la superficie de
Henneberg clasica H;. Esta unicidad es una caracteristica especial del caso
m = 1 debido a que para complejidades m > 2 se pueden encontrar familias
multiparamétricas de soluciones.

Definimos la funcién R: (0,00) — (0,00), R(r) =r — 1.

T

2.5.1. Soluciones con complejidad m =1

Como m = 1, resolver el problema de periodos (2.17) de forma que la
superficie producida descienda al cociente no orientable se reduce a
—_ c aya
cA; = —cAs, Im(cAy) =0, —— =2 (2.24)
c QG
Supongamos que una lista (¢, a1, az) € S' x (C*)? es una solucién del problema
de perfodos no orientable (2.24), y llamemos X : C\ {0,000} — R? a la inmersién
minima ramificada, que induce una superficie minima, estable, no orientable y
con ramificacién. Recordemos que g(z) = z es su aplicacién de Gauss y que la
lista que genera H; (superficie de Henneberg clésica) es (+1,1,4).

Observaciéon 2.9. Si rotamos los puntos de ramificacién, con una rotaciéon de
cualquier angulo centrada en el origen, entonces generamos superficies que son
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congruentes a través de una rotacién respecto al eje vertical (ver Observacién 2.3).
Esto hace que podemos asumir a; € R* de ahora en adelante, aunque no podemos
asumir que a; = 1 debido a que ya hemos realizado una homotecia para asumir
que |c¢| =1 (Observacién 2.4).

Escribimos a1, as en coordenadas polares como a; = ry, ay = r2€"2, 11,19 > 0,
6 € [0,27). (2.16) se puede escribir como

P(z) = 2*— [R(rl + R(r9)e 192} z [1 + %2 — R<T1>R(T2)6192] 22

+ [R( ) 2162 +R ]Z+62192
por tanto
Ai = R(m)é®™ + R(ra)e™, (2.25)
AQ = |: 102 — 7“1)R(T2)6i02} s (226)
As = —[R(r 2)e ] . (2.27)

Escribiendo ¢ = €*?, tenemos

Al +cAy = R(r) [e—i(5+262) _ eiﬁ} + R(ry) [ —i(B+02) _ i(6+92)}
R(Tl)e—wQ [6—i(,8+92) — HB+02) } 2R(ry) sinh(i(8 + 65))
2¢ 2 R(ry) sinh(i(8 + 03)) — 2iR(ry) sin(B + 65)
= —2i [R(r1)e™™ + R(rs)] sin(B + 65), (2.28)
cAy = —eP (1 + 62i62> + R(rl)R(rg)ei(ﬁJrGQ)
—l(B+62) (e,wQ + ei92) + R(r)R(r )ei(5+92)
= —[2cosh(ify) — R(r1)R(ry)] e 7+%)
— [2cos 6y — R(r1)R(ry)] €'F+02) (2.29)

Por tanto, una lista (c, a, az) resuelve el problema de periodos (dos primeras
ecuaciones de (2.24)) si y sélo si la parte derecha de (2.28) se anula y la parte
derecha de (2.29) es real.

Por otro lado, la tercera ecuacién en (2.24) se reduce a
e2iB+02) — 1 (2.30)

Teorema 2.10. La superficie de Henneberg Hy es la unica superficie con m = 1
que resuelve el problema de periodos y desciende al cociente no orientable.
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Demostracion: Por los argumentos dados anteriormente, tenemos que la expre-
sion a la derecha de (2.28) se anula, la expresién a la derecha de (2.29) es real y
se cumple (2.30).

(2.30) implica que sin(/5 4 602) = +1. Como la expresion a la derecha de (2.28)
se anula, tenemos

R(r)e™ ™ + R(ry) = 0. (2.31)

Se presentan dos posibilidades:

» 71 = 1. Por tanto, (2.31) implica ro = 1. De (2.30) tenemos [ + 6, =
/2 (mod 7) y de (2.29) tenemos cosfy = 0, por tanto 6 = 7/2 0 5 =
31 /2. Esto genera las listas (1,1,4), (—1,1,4), (1,1,—i) y (=1, 1, —i). Todas
ellas producen a la superficie de Henneberg.

) . s R , .
= 71 # 1. Esto implica que e 02 — _B02) oo in nimero real. En consecuencia
R(r1) ’

e~ = +1. Como la funcién r — R(r) es inyectiva, deducimos que ry = ry
y Oy =mory=1/r; y 6y =0. Como la parte derecha de (2.29) es real y
se cumple (2.30), entonces 2 cos #y — R(r1)R(rs) = 0. Pero en ambos casos
2cosfy — R(r1)R(r2) no se anula. Por tanto, esta posibilidad no puede

ocurrir.
O
2.5.2. Soluciones con complejidad m = 2
Supongamos que una lista (¢ = e’ﬂ,al = 71,00 = r26i92,a3 = 7”36203) S

S! x RT x (C*)? es una solucién del problema de periodos que desciende al
cociente no orientable y que su inmersién minima con puntos de ramificacion es

X :C\ {0,00} — R3. La lista que genera Hy es (=i, 1, e'™/3, ¢%/3),
Resolver el problema de periodos no orientable es equivalente a resolver

c Q9 a3

cAy = —cAy, Im(cA3) =0, ——=—-=2" (2.32)
Cc Q9 Aas
La tercera ecuacién en (2.32) se reduce a
2(BH02+0s) = 1. (2.33)

(2.16) se puede escribir como

P(2) = 28 4+ A52® + Agz* + A32® + Ap2% + Az + Ay,
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donde
A2 — 62i(€2+03) + 627:92 + 62’i93 _ R(Tl)R(TQ)ei(92+293) _ R(Tl)R<T3>€i(292+03)
—R(ry)R(r3)e!%2t0s), (2.34)
Az = 2[R(rs) cosby + R(r1) cos(bs — 03) — LR(r1)R(rs) R(r3)]e'(%202)
+ R(ry) cos 5’02103 (2.35)
Ay = —(14e¥2 1) 4 R(r1)R(r2)e™? + R(r,)R(r3)e
+R(r2)R(rs)e’ %), (2.36)
Por tanto,
cAy+cAy = 27 TARABI L (2.37)
cAy = +2iG, (2.38)
donde
F = [2cosby — R(r1)R(r2)] €2 — R(rs) [R(r1) + R(rs)e™?] e
+e%s, (2.39)
G = R(ry)cosbs+ R(rs)cosby + R(ry) cos(fy — 03)
—%R(Tl)RO"z)R(?”g). (240)

Observacién 2.11.  (I) De (2.40) deducimos que G es real, por tanto, la
condicién Im(cAsz) = 0 se tiene si y s6lo si G = 0. Deducimos que una
lista (¢, aq, ag, as) resuelve el problema de periodos no orientable si y sélo
si (2.33) se verificay F' = G = 0.

(IT) La expresion (2.39) es simétrica en (rq, 63), (r3, 63). Esto se puede deducir
de la simetria de Ay, A4, o directamente se puede comprobar usando la
igualdad

e* = 2coshe’ — 1, 0 R, (2.41)

que transforma (2.39) en

3
F = (1+4€""+e*%) — R(r1) Y R(r;)e" — R(ry)R(rs)e" %) (2.42)

=2
Lema 2.12. Si F = 0, entonces el coeficiente de R(r1) en (2.42) no se anula.

Demostracion: Supongamos que R(ry)e® + R(r3)e® = 0. Esto nos lleva a una
de las dos siguientes posibilidades: (a) €2 = €% y R(ry) = —R(r3) o por el
contrario, (b) €2 = —e% vy R(ry) = R(rs3).
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(a) implica que r3 = 1/ry y por tanto, (2.42) implica F' = 1+ e*%*(% 4 r3).
2
(b) implica ry = r3 y (2.42) proporciona la misma expresién para F'.

En cualquier caso, de F' = 0 deducimos que €22 es un niimero real negativo,

2 .
por tanto Tfil = —¢?%2 = 1. Esto es imposible, dado que la funcién z > 0 7
2
tiene un unico minimo en x = 1 donde toma el valor 1/2. O

El siguiente resultado describe una familia 1-paramétrica de ejemplos no
triviales en complejidad m = 2 diferentes de Hs.

Proposicion 2.13. Supongamos que una lista (¢, ay, as, az) resuelve el problema
de periodos no orientable. Entonces:

1. Siry =1, y al menos una de las constantes ro o0 r3 es igual a 1, entonces
(c,a1,a9,as3) = (£i,1,e™/3,e¥™/3) 4 el ejemplo que producen es Hy.

2. 510y + 03 =0 (mod m), entonces ro = r3 019 = 1/r5 y (r1,r2) vienen

dados por la siguiente funcion de 0 € (5, 5] U [F,38) :
1 f(02) —3
R(r1(6)) = 573 o5 cos(20,) [f(62) + 3+ 4cos(26,)], (2.43)
R(ry(62)) = —M, (2.44)

V2

o bien (r1,m9) vienen dados por sus expresiones opuestas a R(ri(62)),

. . 1 1 , .,
R(ra(09)), que intercambian (r1,74) por (;, E) Aqui, [ es la funcidn
f(03) = /1 — 8cos(26;) — 8 cos(46,). (2.45)
Demostracion: Si r; = 1, y al menos uno de los parametros r, o r3 toma

el valor 1, entonces de (2.42) se tiene 1 + €22 + 2% = ( y (2.40) implica
R(rg) cosfs + R(rs)cosfly = 0. Como se tiene que al menos 5 0 73 valen 1,
entonces al menos Ry o R3 vale 0. De hecho, ambos Ry = R3 = 0 (porque en otro
caso se tendria cosfy = 0 o cos 5 = 0, que hace imposible que 1 + €22 + %3 ge
anule), y por tanto, r, = r3 = 1. Con ello, la igualdad 1+ e%?2 +¢%% = () implica
que (c,ay,as,a3) = (i, 1,e™3,e%7/3) 1o que prueba la afirmacién primera.

Ahora asumimos que 0y + 03 = 0. Entonces (2.42),(2.40) implican respectiva-
mente que

1+ 2c0s(20;) — R(ry)R(rs) = R(r1)[R(r2)e™ + R(rs)e "], (2.46)
(R(ry) + R(rs)) cos s + R(ry) cos(20) = %R(rl)R(m)R(rg). (2.47)
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Observemos que R(r1) no se puede anular por el Lema 2.12 (otra razén es que en
caso contrario, (2.47) implica cosfy = 0, y (2.46) implica —1 — R(r9)R(r3) = 0,
lo cual es una contradiccién). De (2.46) deducimos que R(ry)e® + R(r3)e="2 es
real. Esto implica que [R(ry) — R(r3)]sinfy = 0. Afirmamos que sin fy # 0; en
caso contrario #; = 0 (mod 7) y de (2.46),(2.47) obtenemos el sistema

3= R(ry)R(rs) = +R(r1)[R(rz) + R(rs)],
R(r) % (R(r2) + R(rs)) = 3R(r)R(r)R(rs)

(con la misma eleccién de signos). Se puede comprobar que dicho sistema no
admite soluciones.

Por tanto, sinfy # 0, lo que implica R(ry) = R(r3) y r2 = r3. En este
contexto, (2.46),(2.47) se reducen a
1+ 2cos(20y) — R(ry)? = 2R(r1)R(ry) cos by, (2.48)
1
2R<T2> COos 02 + R(?”l) COS(292) = §R(T1)R(7’2)2. (249)

Si asumimos 0y + 03 = 7, entonces (2.42),(2.40) implican respectivamente
14 2c0s(20y) + R(ry)R(rs) = R(r1)[R(r2)e™® — R(rs)e™%], (2.50)
1
(—R(r2) + R(r3)) cos Oy — R(r1) cos(26,) = §R(r1)R(r2)R(r3). (2.51)

De nuevo, R(r;) no se puede anular por el Lema 2.12. De (2.50) deducimos
que R(ry)e? — R(r3)e™2 es real. Esto implica que [R(ry) + R(r3)]sinfy = 0.
Afirmamos que sinfly # 0; en caso contrario #; = 0 (mod 7) y (2.50),(2.51)
producen el sistema

3+ R(ro)R(rs) = =£R(r1)[R(r2) — R(rs)],

“R(n) % (~R(r2) + R(rs) = 5 ROm)R(rs)R(rs)

(con la misma eleccion de signos), que de nuevo es un sistema sin soluciones.
Por tanto, sinfy # 0, de donde R(ry) = —R(r3) y r2 = 1/r3. En este contexto,
(2.46),(2.47) se reducen de nuevo a (2.48) y (2.49).

El sistema (2.48),(2.49) tiene dos ecuaciones y tres incégnitas r1, 72, 0. Pro-
cedemos a describir sus soluciones. Consideremos la funcién f dada por (2.45).
Se tiene,

f(m —6y) = f(62), para cada 0y, f(f20) =0= f(m — bap),
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donde 05 = %Co‘c_1 (ﬁ) ~ 0.499841, y el dominio de f es [f9, T—020]+

7. El conjunto {0 € [0, 7—020] | f(62) > 3} coincide con A := [T, F]U[3F, 1],

La tnica solucién (ry,7s) al sistema (2.48),(2.49) como funcién de 0 viene
dada por (2.43), (2.44) y sus expresiones opuestas para R(r(02)), R(r2(62)), que

intercambian (ry,79) por (%, %) O

La familia 1-paramétrica del apartado 2 de la Proposicion 2.13

Observemos que la aplicacién 0y € (7, 5] — ™ — 0y € [2?”, %T’T) es un difeo-
morfismo. Usando la notacion del apartado 2 de la Proposicion 2.13, para cada
0> € (1, 3], tenemos

R(T’l(ﬂ' - 92)) = —R(Tl(eg)), R(T’Q(ﬂ' - 02))) = R(TQ(QQ)) (252)

=, ZJU[3F, 31) resuelve el problema de perfodos

Cada una de estas listas con 6, € ( 511
no orientable y por tanto define una superficie no orientable, minima y con

puntos de ramificacion H(fy) C R3. Ademads, (2.52) implica que
1

(6)’

Afirmamos que las superficies H(0) y H(m — 63) son congruentes. Para ver esto,

notemos que el conjunto de puntos {a;,—1/a; : j = 1,2,3} que define f a
través de (2.14) y genera la superficie H(6s), es:

ri(m —6) = ro(m — 02) = ro(6s). (2.53)

11, 1
{m, — g’ — i) =il —e’(”"?)} : (2.54)
1 ) T2

El conjunto andlogo de puntos para la superficie H (m — 6,) viene dado por (2.53):

{i, iy, —rpe 02, 1671927 —rpeif2. iewg} ’
1 T2 T2

que salvo un signo es el conjunto descrito en (2.54). En consecuencia, la funcién
f definida por la ecuacién (2.14) y la correspondiente funcién f definida por
la. misma férmula para la superficie H(w — 65) estan relacionadas por f(—z) =
—f(z), para cada z € C. Usando que w = fdz y w = fdz definen, a través
de la representacién de Weierstrass (2.1) con ¢(z) = z, las correspondientes
inmersiones minimas con puntos de ramificacién X = (x1, z9, x3) para H(6;)
vy X = (Z,,%s,73) para H(m — 6,), obtenemos que H(6;) y H(w — 65) son
congruentes.
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En lo que sigue, restringiremos nuestro estudio a la familia {H(6s) | 02 €
(73]} De (2.43), (2.44) obtenemos

lim R(T‘l (92)) = lim R(T’Q(GQ)) = O,

O—7/3~ O2—m/37

lo que implica que

92*)71'/3_

Lo siguiente que haremos es identificar el limite (después de reescalar) de las
superficies H (#y) cuando 05 — 7/4%. Observamos primero que

lim  R(r1(02)) = —o0, lim  R(ry(62)) = 0. (2.55)

92—)7‘(/4"’ 92—>7r/4+

Esto implica que el punto de ramificacion a; = a1(fs) estd tendiendo a cero, por
lo que el limite de H(f;) cuando 6y — 7/4% (si existe) no puede ser un ejemplo
con complejidad m = 2. Esté claro que la complejidad no puede incrementarse
cuando tomamos este tipo de limites (por la forma de f dada en (2.14)), por
tanto, por el Teorema 2.10 es natural pensar que el limite después de un proceso
en que se va a reescalar a H(6s) cuando 0y — 7/4" pueda ser H;. Continuamos
con la formalizacién de esta idea.

Otra consecuencia de (2.55) es que la lista
(¢, a1, az,a3) = (i,71(62), 72(02)e™, r2(62)e ")

converge cuando 6y — 7/4% a (c,ay,as,a3) = (i,0,e™4 e7/*). Después de
aplicar una homotecia a H(fy) de radio r1(62) > 0 (que tiende a cero) los datos
de Weierstrass de la superficie homotética r1(6;) H (02) son (g(z) = z, r1(62) f(2)),
donde f(z) viene dado por (2.14). Para z € C\ {0} fijo,

2.14)

.3
) ( ) i !
o 11(02)f(z) "=7 im ra(6a) ]1;[1(2 - a;) (2 + %)

= 5 (Z — Clj) (Z + C%) GQETIFH/M(Z — 7”1(92)) (7“1(92)2 + 1)

-~

= < (=) (4™ (2 =) (247 = [(2).

Sustituyendo los datos de Weierstrass (¢g(z) = z, fdz) en (2.1), obtenemos una
parametrizacién de la superficie limite de ry(65)H (02) cuando 0y — 7/41 en



82 CAPITULO 2. SUPERFICIES DE HENNEBERG GENERALIZADAS

coordenadas polares z = re®:

=l — 1)+ 20— )
R(e) = | ot gty | (250)

2 6 r3
—cos@sinf(r* + %)

Afirmamos que esta parametrizacién genera la superficie de Henneberg H;. Para
verlo, observamos que si primero hacemos el cambio de variables § = 0 + 7/4
y después rotamos la superficie con un angulo de —7% alrededor del eje z3,
obtenemos

0 _
) 0 -)?(rei(“%))
1

~ .6
= — __sin (T_%)_smg%@)(r:%_%)

cos(26) (7”2 + i)

2 r2

cosg(r N %) . cos(36) (7”3 N i)
0

que es, salvo un signo, la parametrizacién dada en (2.4) para H;.

Alrededor de H, el espacio de ejemplos con complejidad m = 2 es de
dimensién 2

La afirmacién 2 de la Proposicién 2.13 define una familia no compacta de
superficies no orientables, minimas y ramificadas {H(6-) | 62 € (%, 5]} dentro
del espacio de moduli de ejemplos con dimension m = 2. Aparentemente, el
espacio de soluciones para esta complejidad tiene dimensién real 2 (las variables
son ry,79,13, 09,03, F' =0 es una condicién compleja y G = 0 es una condicién
real). Podemos asegurar esto al menos alrededor de Hy a través del Teorema de
la funcién implicita (esto es consistente con el apartado 2 de la Proposicién 2.13,
donde imponemos la condicién extra €y + 3 = 0 (mod 7) para hallar una
familia uniparamétrica de soluciones con complejidad 2), tal y como mostramos
a continuacion.

Consideramos la aplicacién periodo (es diferenciable) dada por

P: (RT)3 x R? — R*=CxR
((r1,72), (13,02,03)) +—— (F(r1,72,73,02,03), G(r1,72,73,02,03)),

donde F,G vienen dados por (2.42), (2.40) respectivamente. Dados (r1,r2) €
(RT)? sea P™2: RT x R? — R3 la restriccion de P a {(r,ry)} x RT x R
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Figura 2.7: Superficies generadas por las listas anteriores (c,ay,as,a3) =
(i,71(09), 79(09)€%2 75 (05)e™2) con O, = 1 (arriba a la izquierda), f; = 0.83
(arriba a la derecha), f; = 0.7854 (segunda fila). El limite de r1(02) H (63) cuando
Oy — w/4T ~ 0.785398 es la superficie de Henneberg H;.

Entonces,

ORe(F) ORe(F) 8Re(F)\

87'3 892 893
Olm(F) OIm(F) Olm(F)
A(P™") (15.05,65) = ors 00, 905 : (2.57)
oG oG oG
87'3 892 893

Recordemos que la lista asociada a Hs es (ry, 19,13, 602,05) = (1,1,1,7/3,271/3).
Imponiendo esta eleccién de pardmetros y calculando el determinante de (2.57)
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obtenemos
det [d(PLl)(Lﬂ-/g’Qﬂ-/g)] = 2\/§ 7é 0.

Por tanto, el Teorema de la funcién implicita nos da un entorno abierto U C (R*)?
de (r1,79) = (1,1), un conjunto abierto W C (R")? x R? con (ry, 79,73, 02,03) =
(1,1,1,7/3,27/3) € W y una aplicacién diferenciable ¢: U — R?® de manera
que todas la soluciones (ry, 9,73, 0s,03) alrededor de (1,1,1,7/3,27/3) de la
ecuacion P(ry,rg, r3, 6a,05) = 0 son de la forma (rs, 63,05) = ¢(ry,72). Por la
Observacién 2.11(I), la lista

_ ip(r1,re 102 103
(C_e ( ),7’1,7“26 , I'3€ )7

con 3 = [B(ry,r2) dado por (2.33), resuelve el problema de periodos no orientable
y por tanto define una superficie no orientable, minima, completa, con puntos de
ramificacién en ry, roe®21m2) ry(ry 7o) (r2) | Esto produce una deformacién
2-paramétrica de la superficie Hs en el espacio de moduli de ejemplos con m = 2
alrededor de H,, que describe completamente el espacio de moduli de ejemplos
alrededor de esta superficie.

Observacién 2.14. Como consecuencia de la férmula clésica de Leibniz para
la derivada de un producto de funciones obtenemos una ley de recursion que
nos da los coeficientes del polinomio P(z) definido por (2.16) en términos de los
coeficientes para polinomios de una complejidad inferior con los que se relaciona.
Para obtener esta ley de recurrencia, primero adaptamos la notacion para reflejar
la complejidad:

Prii(z) = ﬁ(z —ay) (z + i) = QmZH A1 n 2" (2.58)
=1 @ h=0 7
(2.17) puede ser escrita como

CAmitim = —CAmitmra,  Im(cAn 1 me1) = 0. (2.59)

Queremos encontrar expresiones para los coeficientes que aparecen en la linea
anterior A,,+1m, Am+1.m+2, Am+1.m+1, dependiendo solo de los coeficientes de
tipo A, (es decir, de una complejidad inmediatamente inferior). Escribiendo
a; = r;e'% en coordenadas polares observamos que

T —
Pri1(2) == Po(2)Qmyi1(2), donde Qi1 (2) = (2 — 7“m+1€i6m+1> (Z + ‘ ) .

T'm+1

Por tanto, para h € {m,m + 1, m + 2},

1 1

h
1
Amin = 2 PIL(0) = = (PuQuit)(0) = 3
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donde en la ultima igualdad hemos usado la férmula de Leibniz. Como @),,+1 es
un polinomio de grado dos, sus derivadas de orden tres o més se anulan. Por

tanto, podemos reducir la tltima suma a términos donde el indice k satisface
h—k<2ie,ke{h—2h—1h}y, por tanto,

1 he he
Ao = 1[GV PSP O@0) + () PR (00,000
() PS (0) @1 (0)
1 _ _ : )
= | FEP0) - 2= R PRV ) R ) — PP (0)ek0ne]
i P (0) = Gt PO R )~k PAD (0)e20n |
= Apnoo— App 1 R(rmy)e?mtt — A, pe?omin (2.60)

que es la relacién de recurrencia que se buscaba. (2.60) se puede usar para
encontrar soluciones de (2.59) para complejidad m = 3 mds allé del ejemplo més
simétrico dado por Hj, pero las ecuaciones son complicadas y no las daremos
aqui.






Hipersuperficies minimas en el
espacio de Schwarzschild

En este capitulo se recogen los resultados presentes en el articulo de in-
vestigacion [6]. Mostramos una nueva familia de hipersuperficies propiamente
embebidas, minimas, con frontera libre y rotacionalmente simétricas en el espacio
de Schwarzschild de dimensién n, cuando n es lo suficientemente grande. Esta
construccion esta relacionada con la resolucién de un problema propuesto por
Chodosh y Ketover [14] sobre la existencia de superficies minimas que no sean
totalmente geodésicas en el espacio de Schwarzschild de dimension 3. Ademas,
también calculamos el indice de la superficie 3y = {p € R3; p3 = 0, |p| > Ro},
dentro de ciertas familias de k—espacios de Schwarzschild tridimensionales, que
son una generalizacion natural del espacio clasico de Schwarzschild.

3.1. Introducciéon

Seann € Nconn > 3,y k € R, k > 1, n # 2k. Para cada m > 0,
consideramos el dominio de dimensién n dado por:

M"™ = M™(k,m)={p e R"; |p| > Ro} ,

_k
donde Ry = Ro(n,k,m) := (%) n=2k junto con la métrica riemanniana dada por

i

m e
m — 1 + . n_o v/
o ( 2!p|k‘2) v

87
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n
donde [p[* = |(p1,-..,pn)|*> = 2opi ¥ (,) denota a la métrica euclidea. Estas

=1
métricas son conocidas como métricas de Schwarzschild generalizadas. Cuando
k = 1 recuperamos el espacio de Schwarzschild clasico. Escribimos M}, para
bl
denotar al dominio M™ junto con la métrica riemanniana g, .

Los espacios de Schwarzschild generalizados son ejemplos de variedades
asintoticamente llanas. Diremos que una variedad riemanniana completa y no
compacta (M™, g) es asintéticamente llana si para cada ¢ > 0 existe un compacto
K C M, una bola cerrada B C R" y un difeomorfismo ¢ : M \ K — R*\ B de
forma que

|9p(v, w) = (dipp(v), dpp(w)) o] <€, VpEM\K, Vv,weT,M,

donde (,) denota a la métrica euclidea. La solucién mds simple a las ecuaciones
de Einstein que tiene como dato inicial a una variedad asintoticamente llana es el
espacio-tiempo de Lorentz-Minkowski, donde el espacio euclideo juega el papel de
dato inicial. La segunda, encontrada en 1916 por Schwarzschild [77], es el llamado
espacio-tiempo vacio de Schwarzschild, que es una solucién a las ecuaciones
de campo de Einstein que describe el campo gravitacional en el exterior de
una masa esférica; su dato inicial es la conocida como variedad riemanniana
de Schwarzschild o espacio de Schwarzschild. Desde el punto de vista fisico, el
espacio de Schwarzschild riemanniano M7, es un modelo fundamental en el
estudio de agujeros negros estaticos, donde el borde de M}',, juega el papel de
horizonte de sucesos.

Un ingrediente fundamental para entender las propiedades fisicas de estas
variedades riemannianas es el estudio de las superficies minimas que contienen,
tal y como se deduce de la demostracién del Teorema de masa positiva de Schoen
y Yau [73, 74]. En este contexto, llamaremos "horizonte” de M}, al conjunto

So={p e R"; |p| = Ro}.

Sp es ademds el borde de M}!,, v resulta ser una hipersuperficie cerrada totalmente
geodésica en My, (ver Figura 3.1). En este capitulo nos centraremos en el
estudio de cierto tipo de hipersuperficies minimas de M;y',, cuyo borde interseca
de forma ortogonal al horizonte del espacio de Schwarzschild o de un espacio de
Schwarzschild generalizado.

Dentro del conjunto de hipersuperficies minimas en M, con frontera libre
en Sy cabe destacar a la hipersuperficie totalmente geodésica ¥y que se forma al
considerar todos los puntos de My',, a altura 0 :

So={p€R"; p. =0, [p| = Ro}. (3.1)
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Figura 3.1: Hipersuperficies Sp, X9 C M}, C R"*1.

De forma més general, sea f : [0,00) — R una funcién diferenciable y
h : R" — R la funcién dada por h(p) = f(|p|?). Consideraremos el cambio
corforme g = €*"(,), en particular gy, es una métrica de este tipo siendo

h(p) = In (1 4 LQ) . peMp,. (3.2)

Denotaremos por k; v k; a las curvaturas principales de una hipersuperficie
Y C R™ con respecto a la métrica euclidea (,) y con respecto a la métrica g,
respectivamente. Fijemos un campo normal N en X con respecto a (,) (N = N/e"
nos da un normal unitario respecto a la métrica g). Sabemos por la Proposicién
1.3, que las curvaturas principales k;, k; en un punto p € ¥, respecto a N y N
respectivamente, vienen relacionadas por

Ei:eih (k2_2f/(|p|2)<p7Np>> 1= 177n_17 (33)
La funcién (p, N,) se anula en el caso en que ¥ = X, por lo que la ecuacién
(3.3) implica que k; = 0,7 = 1,...,n — 1, que en particular justifica que la

hipersuperficie ¥9 C (R",g) es totalmente geodésica (y por tanto minima).
Como ¥ interseca a Sy de forma ortogonal, concluimos que ¥y es una superficie
minima en My’ con borde libre en So. Otra forma de comprobar que X9 C M,
es totalmente geodésica se tiene si vemos que Y es el conjunto de puntos fijos
para una isometria ¢ de M’ . En este caso, Xy es el conjunto de puntos fijos para

la aplicacién ¢((p1, .-, Pn—1,Pn)) = (P1,-- - Pn—1, =Pn)s (P1 - -, Pn) € M, que
es una isometria de M ,Zm.

Para el espacio de Schwarzschild M}, , de dimensién 3, Chodosh y Ketover [14]
propusieron el problema del estudio del indice de Morse de la superficie anular
Yo como superficie de frontera libre en Sy, y también investigar la existencia de
superficies minimas no acotadas en Mim, con borde libre en Sy y que no sean

totalmente geodésicas (pagina 5 en [14]). Se sigue de un trabajo de A. Carlotto
[10] que el indice de Morse de X no puede ser cero (demuestra que en M7, no
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existen superficies propiamente embebidas, completas, minimas y estables). Muy
recientemente, R. Montezuma calcul6 el indice de Morse de Xy en M7 [63],
donde probé que dicho indice es uno. En este capitulo respondemos de forma
parcial al problema propuesto por Chodosh y Ketover y probamos (Teorema
3.2) que existen superficies minimas con borde libre propiamente embebidas
y con simetria rotacional en el espacio de Schwarzschild M7, cuando n es lo
suficientemente grande (para cualquier valor de m € R™). Este teorema es un
caso particular del siguiente resultado que proponemos a modo de conjetura.

Conjetura 3.1. Para cada ty € (0, Ry), n € N, n > 3 eziste una unica superficie
minima, con borde libre, propiamente embebida y rotacionalmente simétrica Xy,
en el espacio de Schwarszchild My, que no es totalmente geodésica y que interseca
a Sy a altura constante x,, = tg.

Merece la pena resaltar aqui el resultado de A. Carlotto y A. Mondino donde
muestran que, para dimensiéon 3, no se puede ”"deformar” una catenoide de
forma que se obtenga una superficie minima en el espacio de Schwarzschild M ;:’m
(consultar el Teorema 1.2 en [11]). Sin embargo, muestran que si es posible aplicar
una técnica de deformacién cuando la dimensién n es lo suficientemente grande,
poniendo en evidencia el papel relevante que la dimension juega en el problema.
El enfoque que usaremos para probar el siguiente resultado esta relacionado con
las técnicas aplicadas en el trabajo de S. J. Kleene y N. M. Moller [41]. Con ¢l
probamos que la conjetura 3.1 es cierta en el caso en que la dimensién n sea
grande, k = 1 y para valores ¢y cercanos a 0.

Teorema 3.2. Dado m > 0, existe ng € N tal que para todo n > ng existe
e(n,m) < Ro(n,1,m) y una familia de hipersuperficies {34, }1oe(0,2(nm)) verifi-
cando que 3y, C M7, es una hipersuperficie propiamente embebida, minima,
rotacionalmente simétrica, con borde libre y con 0%, = Sy N {pn = to}-

Seria interesante calcular el indice de Morse, como superficie minima de
frontera libre, de las superficies producidas en el Teorema 3.2 en el espacio de
Schwarzschild M7,,,. En la Seccién 3.3, bajo ciertas restricciones para el par
(k,m), calcularemos el indice de Morse de ¥y en M,f’m, en particular, bajo las
hipétesis del Teorema 3.9, probaremos que >y C M lim no es estable para el
problema de frontera libre.

Para el espacio de Schwarzschild M7, de dimensién n > 4 se conocen mas
resultados sobre la existencia e indice de Morse de ciertas superficies minimas
con frontera libre en Sy. Sea

Cr={\y;yel" > Ae(0,00)}
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un cono en R™, n > 4, con vértice en el origen. Aqui I'"~2 es una hipersuperficie
cerrada, embebida, orientable y minima en la esfera unidad de dimensién n — 1,
S™1, con la métrica inducida de R™, de forma que Cr es un cono en (R™, (,))
sobre I'. Finalmente, definimos

Yr:={p€Cr; |p| > Ro}.

Se trata de una hipersuperficie propiamente embebida en M7, , minima y con
borde libre en Sy. Notemos que Xy = Y, cuando Ty es el ecuador de S"~! dado
por S""' N {p, = 0}. En [5], E. Barbosa y J. Espinar probaron que el indice
de Morse como superficie con borde libre es cero en el caso en que Y = X.
También probaron que, para los conos minimos Y en dimensién 4 < n < 7,
el indice de Morse es, o bien cero, o bien infinito. En este mismo articulo, se
propone el siguiente problema: encontrar hipersuperficies minimas, con borde
libre en Sy, que sean propiamente embebidas en el espacio de Schwarzschild
para n > 4, con indice de Morse uno (o, al menos, con indice de Morse finito no
nulo). Las hipersuperficies minimas, de borde libre, propiamente embebidas que
encontraremos en este capitulo no son, en general, congruentes a los conos Y.

3.2. Hipersuperficies minimas, rotacionalmente
simétricas, con borde libre

Sea x : I — R una funcién diferenciable con x(t) > 0, V¢t € I, donde I C R
es un intervalo abierto (puede ser no acotado). Consideremos el grafo dado por

B(t) = (x(t),0,...,0,t)
(no necesitaremos suponer que la curva [ estd parametrizada por la longitud

del arco) y la hipersuperficie ¥ C R"™ obtenida por revolucién de la curva 3
alrededor del eje ,,, cuya parametrizacién X : I x S"~? — R" viene dada por

X(t,0) = (z(t)0,1), (3.4)

donde 6 denota a un punto en S*~2. Viendo a 3 como hipersuperficie de (R™, (,)),
consideramos la orientacion dada por el siguiente vector normal a ¥ en un punto
X(t,0):

1

. . o /
Nito) = Np=x(1.0) = —m’(t)Q n 1( 0,'(t)).
Las curvaturas principales k;, ¢ = 1,...,n — 1 de ¥ con respecto a la métrica
usual, en un punto (¢, 6) se escriben como
" t 1

(1+2/(8)) z(t)/1+ 2/ (t)?



CAPITULO 3. HIPERSUPERFICIES MINIMAS EN EL ESPACIO DE
92 SCHWARZSCHILD

N

Xi

Figura 3.2

Sea f :[0,00) — R una funcién diferenciable y h : R — R la funcién dada
por h(p) = f(|p|?), p € R". Por comodidad en la notacién, vamos a hacer algunos
célculos en esta situacién mas general: bajo el cambio conforme g = €2(, ), las
curvaturas principales k; verifican la ecuacién (1.1). Ademds, de la relacién
h(p) = f(|p|?), obtenemos que

Vh, = 2f(Ip|*)p,

lo que nos permite escribir la ecuacién (1.1) como la expresion (3.3), ya descrita
anteriormente:

Fo= e (k=27 (BP0 N,)) . =1L n— L.

Si (3.4) es una parametrizaciéon de una hipersuperficie minima en (M",7),
entonces las ecuaciones anteriores implican que

0= (n—1)H(p)—2(n—1)f(|p*){p. Ny), (3.6)

donde H(p) = L il Z;:ll k; € R es la curvatura media de > en un punto p €

n—

con respecto a la métrica usual y el normal .

Considerando la expresion del vector normal N y el vector de posiciéon p

anteriores, tenemos
' (t)t — z(t)
(p, Ny) = —F———= (3.7)

V1t (t)?
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Usamos la expresion para las curvaturas principales k; y (3.7) para reescribir
(3.6) como

)t:v’(t) —x(t) x"(t) N n—2  (38)

2n = D (ol L+a/(t)? O+ 2(02F  a(t)/1+2/(1)?

Por tanto, obtenemos de (3.8) que z(t) es una solucién a la EDO de segundo
orden:

(14 2'(t)?). (3.9)

(0) = | <20 = D () o) - a0) +

De esta forma obtenemos una correspondencia entre hipersuperficies minimas,
con borde libre y rotacionalmente simétricas en (M", g) parametrizadas por (3.4)
y soluciones de la ecuacién diferencial (3.9), una vez que se fijan las condiciones
iniciales

LC(to) =1/ R% — t(z), ill'l(t[))t() = l'(to), to € (0, Ro) (310)

La ecuacién (3.9) es valida para cualquier métrica conforme a la métrica
euclidea. Particularizaremos ahora estos cdlculos para la métrica de Schwarzschild
clésica, es decir, tomaremos g = gy, con k = 1.

La ecuacién (3.9) nos dice que ¥ es una hipersuperficie minima y rotacional-
mente simétrica en el espacio de Schwarszchild M, , y la condicién (3.10) nos
dice que X tiene borde libre en S; (ver Figura 3.3).

Suponiendo que § = ¢1,,, la funcién f que hace que g, se escriba de la
forma g, = €*/(,) viene dada por

2 m
f(’P’Z):n_21n<1+W)

de donde obtenemos

m
Ip?(2lp["=2 +m)’

F(pl*) =

En consecuencia, si p = X (¢,0),

2(0? + )5 + m(a(0)? + )

Flpl*) = - (3.11)

para todo p € ¥ (notemos que |p|* = x(t)? + t2).
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A 4

Figura 3.3: Funcién z(t) solucién de (3.9) con condiciones iniciales (3.10). La
funcion u(t) se deﬁmra en la Observacion 3.6

Si definimos
2m(n — 1)

Mot = e )kt = ) (3.12)
podemos reescribir (3.9) como
2(1) = (@0 - 2O, + 2] (L (02). (3.13)

a(t)

Asi, para cada ty € (0,Rp), (3.13) junto con las condiciones iniciales (3.10)
produce un problema de valores iniciales (PVI). Denotaremos por [to, t*), donde
t* = t*(n,m,ty) € (ty, 0], al intervalo maximal de definicién de dicho PVI.

Lema 3.3. Sea x la funcion definida en (3.12). Entonces, la solucion x(t) de
(3.13), junto con las condiciones iniciales (3.10), es estrictamente creciente en
su dominio maximal de definicion (to,t*), t* € (to, 00].

Demostracion: Definimos W(t) := ta'(t) — x(t). Notemos que las condiciones
iniciales de z son equivalentes a W(ty) = 0. Tomando derivadas tenemos

! o " o n—2 nwv
U'(t) =tx"(t) =t (‘If(t)x(x(t),t) + W) (14 2'(t)%), (3.14)
de donde ¥ > 0 (porque V'(tg) > 0, ¥(ty) = 0). Por tanto:

U (t) > tW(t)x(z(t), t)(1+2'(t)*) > 0.
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Como ¥ > 0, entonces 2'(t) > x(t)/t > 0, lo que implica que z es estrictamente
creciente en [tg, t*) y no puede ocurrir que z(t) < 0 para cierto t € (to,t*). O

Teorema 3.4. Dado m > 0, existe ng € N tal que para todo n > ng existe
e(n,m) < Ro(n,1,m) y una familia de hipersuperficies {X¢, }toe(0,e(nm)) veri-
ficando que 3, C M7, es propiamente embebida, minima, rotacionalmente
simétrica, con borde libre y con 0%, = So N {p, = to}.

Demostracion: Por el Lema 3.3, tenemos que, o bien el limite de z(t) (solucién a
(3.13) con condiciones iniciales (3.10)) cuando ¢ tiende a t* es constante o bien,
x(t) diverge cuando ¢t tiende a t*.

(A) Si t* = 400, probaremos que X, es completa y tiene altura z(t) no acotada
con respecto al hiperplano {p, = 0} (en la Figura 3.4 dicha altura se muestra
horizontalmente). Por el Lema 3.3 obtenemos que x(t) es estrictamente creciente
en [tg,t*). Ademds, lim, ., x(t) = oco: por contradiccién, si dicho limite fuese un
numero real, usando (3.13) obtendriamos que z” > ¢y para cierto ¢g > 0. En
particular, lim; ., #'(t) = oo, lo cual contradice que x(t) tienda a una constante.
Sea ¥, la superficie que se obtiene a través de la parametrizaciéon X dada por
(3.4). Al ser X una parametrizacién usando coordenadas cilindricas, como x(t)
estd definida para todo ¢t > tq entonces 3, es completa (estamos usando aqui
que M7, es asintGticamente llana) con respecto a gi ,,, y tiene altura no acotada
con respecto al hiperplano {p, = 0} (ver Figura 3.4 izquierda).

t4a t

Figura 3.4: Esquema de los posibles casos (A), (B) i) y (B) ii) respectivamente.

(B) Si t* < +00 podemos tener dos comportamientos diferentes:

Caso i) La funcién x(t) diverge cuando t tiende a t*. Esto es, x(t) explota
en tiempo finito, luego 3;, converge asintéticamente a un plano a cierta altura y
por tanto ¥, es completa (de nuevo se necesita que MY, sea asintéticamente
llana) con respecto a gi .

Caso ii) La funcién x(t) converge a una constante z* € R™ cuando ¢ tiende
a t* por la izquierda, mientras que su derivada tiende a infinito. En este caso
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vamos a mostrar que la curva generatriz 5(t) = (z(t),0,...,0,t) para t € [ty,t*)
se puede extender més alla de ¢* para generar una hipersuperficie completa con
respecto a ¢y, y rotacionalmente simétrica ¥,,. Como z(t) es estrictamente
creciente en (tg,t*), el teorema de la funcién inversa nos permite considerar la
funcién diferenciable ¢(z) que estd bien definida en [z (o), z(t*) = x*] (notemos
que i(z) = L(z*) = 0). Tomamos la parametrizacién de I} (X serd la

dx =

hipersuperficie completa), X : [z(ty), z(t*)] x S*"2 — R", dada por
X(z,0) = (x0,t(x)).

. .7 * ’
La orientacién en Xj vendrd dada por

De esta forma, (p, N,) se escribe como

—t(z)x + ()
(p, Np) = ———".
1+ t(x)?
Las curvaturas principales de la superficie Eio en un punto (x, ) vienen dadas
por

/ﬁ:’y(—x.), kQ:kgz-.-:kn,lz'“i(—x). (3.15)

La ecuacién andloga a (3.13) que t debe verificar para generar una superficie
minima es:

(n — 2)t(x)

T

t(x) = |x(z,t(x))(t(x)r — t(z)) - (1 +i(2)?). (3.16)
Como estamos suponiendo lim .+ x(t) = z* y limy_,« 2'(t) = +00, imponemos
la condiciones iniciales

t(z*) =t*, t(z*)=0. (3.17)

Si probamos que la solucién del PVI formado por (3.16) junto con (3.17) estd
definida en [z*,00) entonces tendremos que la curva [ se puede extender més
alla de t* para generar, por revoluciéon, una superficie completa con respecto
a gim (se usa que M7, es asintéticamente llana para probar la completitud).
También tendremos una extensién, que genera por revolucién a una superficie
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art”

70

Figura 3.5: Solucién numérica de (3.16) para n = 3, m = 10, to = 5/2.

completa, si probamos que existe T > z* de forma que lim,_z t(z) = co. Ademas,
se tendra diferenciabilidad al pegar la nueva extensién que, por construccion,
es de clase C' y de hecho es analitica como consecuencia de la analiticidad de
g1.m- t(x) puede presentar los comportamientos andlogos a los expresados en
la Figura 3.4 para z(t). El Gnico comportamiento que debemos descartar de
ellos es el comportamiento analogo al caso (B) ii): que exista T > z* tal que
lim,_,zt(x) =1 € Ry lim,_,zt(z) = oo o lim,_,z t(x) = —oo (ver Figura 3.6).

So

Figura 3.6: Situacién en que lim,_,zt(z) =% € Ry lim,_,zt(x) = oo

Asumiendo que la dimensién n > 3 es lo suficientemente grande, probaremos
que si lim,_,zt(x) =t € R, y lim,_,z{(x) = oo (respectivamente lim,_z f(z) =
—00) entonces lim,_zt(z) = —oo (respectivamente lim,_,z #(z) = 00), lo cual es
una contradiccién ya que la gréfica de ¢(z) en el plano (z,t) es asintdtica a la

recta vertical x = 7.
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Sea ¢ = ¢(n,m) > 0 lo suficientemente pequenio de forma que si ¢y € (0, ¢)
entonces |(Z,7)["? > R} >+ = 2 + § para cierto § > 0 (de hecho ¢ se puede
tomar lo suficientemente pequeno para que |(z,t(x))| > Ry para todo x € (z*,T),
lo que geométricamente implica que la curva generatriz de Zio no interseca a
So). Para un n € N lo suficientemente grande se tiene

2(n — 2)(@ + 1) + (n— 2)m(T + 1)
>2(n —2)B@ + )T + (n—2)mz?
> (n —2)(m + 20)7* + (n — 2)mz>
=2(n—2)(m+0)2° > 2(n — 1)mz>.
Por tanto, llegamos a la desigualdad
2n — 1)mz2 < 2(n — 2)(@+1)% + (n — 2)m(T* + 1),
que reescribimos como

2(n —1)mzx (n—2) <0
2T+ 1) +m(T+1) T '

Como estamos asumiendo que lim,_,zt(z) = € R, y lim,_z f(x) = oo (el caso

lfim,_,z f(x) = —oco se discute igual), usando (3.16) obtenemos el siguiente limite
para t(x):
.. 2(n —1)m=x -2 .
lim t(z) = sgn _(an Jmz = — (n — ) lim t(z) = —o0, (3.18)
lo cual es una contradiccion (lfm,_z () = oo pero lim,_,z () = —00). O

Observacion 3.5. Las hipersuperficies obtenidas en el Teorema 3./ no son
totalmente geodésicas. Las hipersuperficies totalmente umbilicales se preservan
por cambios conformes de métricas, por tanto si ¥, es totalmente geodésica
y, por tanto, totalmente umbilical, entonces ¥, debe estar contenida en un
hiperplano o esfera de dimension n — 1. Descartamos la sequnda opcion pues las
esferas estan acotadas (y Xy, es no acotada por la demostracion anterior). Por
tanto, si X, es rotacionalmente simétrica y totalmente geodésica entonces Xy,
debe de ser un hiperplano horizontal que interseque a OM™ a la altura p, = to.
Sin embargo, estos hiperplanos horizontales no intersecan de forma ortogonal a

So.-
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Observacién 3.6. Usando un argumento de comparacion podemos dar una
cota superior para t* definido en el Lema 3.3 cuando n > 4. Usando (3.13),
obtenemos

n—2

()

z'(t) = (1+2'(t)?).

Por tanto, la solucion u(t) para

ulto) = /712 1)

es una cota inferior en el plano (x,t) para la solucion de (3.13) (ver Figura
3.3), es decir u(t) < x(t) para todo t € (to,t*). Multiplicando por v (t) podemos
reescribir (3.19) como

2u/ (t)u(t) u'(t)

R OERR O

que se puede integrar:
log(1 + u/(t)*) = 2(n — 2) log(u(t)) + ¢,

para cierto ¢ € R dependiendo de las condiciones iniciales. La ecuacion anterior
es equivalente a

u'(t) = \/ecu(t)2(”—2) -1,

que se puede integrar en la variable u, obteniendo

v d
t(u):t0+/ a .

(to) €C,LL2(”‘_2) -1

Ahora imponemos u'(to)ty = u(ty) para llegar a

“ d
Hu) = to + K — (3.20)
/212 n—
RO tg <&>2 " _ 1
to R3—t3
Paran > 4,
oe d
ho := lim t(u) =t +/ a < 400,
u——+00

_ 2(n—2
N <&>2 . ( )_ '
w) \ Vi
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por tanto u(t) explota en tiempo finito. Como u(t) es una cota inferior para x(t)
entonces t* < hg, lo que en particular demuestra que sin > 4 entonces el caso
(A) en el Teorema 3.4 no se puede dar.

Observacién 3.7. Numéricamente, podemos comprobar que el intervalo mazximal
de definicion de una solucion de (3.13) para n = 3 tiene t* < oo. De hecho,
todos los ejemplos que producimos son del tipo descrito en el Caso ii) en la
demostracion del Teorema 3.4. Las simulaciones numéricas también muestran
que el Teorema 3.4 es cierto paran > 3 y ty € (0, Ry).

3.3. Calculo del indice de X

R. Montezuma [63] demuestra que en M7 el indice de Morse de ¥y como
superficie con borde libre en Sy es uno. Sin embargo, el indice de Morse de la
superficie ¥y no se ha calculado en M, ,f’m para k > 1. En esta seccion, calculamos
el indice de ¥ en M}, para ciertos valores de k > 1y m > 0.

Sea > C M, ,?m una superficie completa, minima y con borde libre en Sy. En
vista al problema (1.19), podemos calcular el indice de Morse como superficie con
borde libre de X(R) := X N{|p| < R}, R > Ry, que denotamos por Ind(X(R)),
como el nimero de autovalores negativos, contando multiplicidades, del problema
de contorno:

Lstp := Ast) + (Ricy (N, N) + [As2) = =Xy en  X(R)

=0 S]’(R)NYX
(P) ke o S
— =0 en SypNox
on

donde S*(R) = 0{|p| < R}, Ricy es la curvatura de Ricci de M, [As] es la
norma de la segunda forma fundamental de 3 y N es el normal unitario (todo
calculado con respecto a g ). Durante esta seccién, si (N, g) es una variedad
riemanniana, usaremos la notacién Ay 4 para denotar al laplaciano en dicha
variedad riemanniana.

A partir de ahora, en este capitulo, usaremos la notacién g = g, = €*/(,).
Por p, K y A denotaremos a la curvatura escalar de M, ,im, la curvatura de Gauss
y el endomorfismo de Weingarten de 3 calculados con respecto a la métrica
gy por K y A la curvatura de Gauss y el endomorfismo de Weingarten de X
calculados con respecto a la métrica euclidea.

Lema 3.8. Con la notacion anterior, el operador de Jacobi

Lyt := Astp + (Ricy (N, N) + |[Ag| ) = = b en  X(R)
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para la superficie 3o C M3~ se puede escribir como:

_ L op_
Ly, ¢ =e? (A(zo,mw + (5 + A(zo,<,>>f)w) :

donde f(|p|) = h(p) para h : R™ — R dada por (3.2).

Demostracion: Sea Y una superficie minima, con borde libre en Sy y rotacional-
mente simétrica en el espacio de Schwarzschild generalizado M}, . El laplaciano
en dimensién 2 verifica:

Ap=e Y As iy,

lo que nos permite usar la relacion A ) f — K = —Ke?*l y la ecuacién de
Gauss de X, 2K = 4H? — |AJ?, para escribir la siguiente cadena de igualdades:

_ AP

— Ricy (V. N) = [AP = K - 15

N

_ 1 _
= e (Amf - K) = (AP =20

donde H es la curvatura media de ¥ calculada con respecto a la métrica euclidea.

Usando la identidad anterior junto a la ecuacién (1.2), escribimos:
Ly, u = Asgyu+ (Ricar (N, N) + |A*)u

_ |
= e 2f (A(Eo,(,»u + (§e2fp + A(ZO’@)]C)U + (|A|2 — 3H2)u)

— 1 0
= ¥ (A(EMJ)“ - (562fp + A(E°’<’>)f)u) ,

donde en la tltima igualdad hemos usado que en 3 se tiene |A]* —3H* =0. O

Teorema 3.9. Si k € (1,6/5], entonces el indice de Morse de ¥o C M}, como
superficie con borde libre es uno. Ademds, si elegimos m lo suficientemente
grande, de forma que

3
Amrrt? 3

<
(2r3/k + mr2)2 — 16’

\V/T Z ROa

3

entonces para todo k > 1, k # 3, el indice de Morse de X C M,f’m €s Uno.
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Demostracion: Sip € M}, usaremos la notacién r := |p|. Podemos calcular la

curvatura escalar p de M escribiendo e*/ = v* y usando la siguiente relacion:
ﬁ = —8672fU71A(M]:€37<’>)U . (321)
Con lo que se tiene
3/k
48(k — 1)ymr3/ -
k (2r3/k + mr2)

Como la funcién f es radial podemos calcular el laplaciano de su restriccion a
EO como A(207<,))f = f” —+ %f’:

3—2k\ m m -2
Ao f = (T) ey <1 + QTg_2> :

Fijado R > Ry, probaremos que el primer valor propio de (P) es el tinico valor

propio que puede ser negativo, y por tanto (el primer valor propio es simple)
Ind(3¢(R)) = 0 o Ind(3¢(R)) = 1. Usando el lema anterior, dado R > Ry,
1 Xy — R de clase C? es una solucién de

A20¢ + (RiCM(Nv N) + |Z|2)¢ = -\ en 20<R)7

7=

=0 en S*(R)N Xy,
o
a—n =0 en SO N 8EO(R),
si y solo si v satisface
m \ T
A(ZO7(,))¢ + Q'¢ - —/\77/) (1 —|— %%—_2> en Zo(R>,
(P Y =0 en S%(R)N X,
0
a—:ﬁ =0 en SO N 820(R),

3—2k\ m m \ 2 24(k — )ymr¥/k
PO oA E Y N N TUES
k re o k (2r3/k + mr?)
4(4k — 3)mr3/k
k (2r3/k + mr2)®
Como Xy es rotacionalmente simétrica, podemos aplicar separacién de variables
y escribir toda solucién de (P’) con la forma

v(r,0) = *2’0 ai(r)®,(0), 0€S', r> Ry, (3.22)

=0
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donde, para cada [ € NU {0}, ®; es una funcién propia del laplaciano asociada
al valor propio \; = [? en la circunferencia unidad S' (en particular, ® es
constante) y a; : [Ry,00) — R, es una funcién diferenciable.

Si imponemos (3.22) para las soluciones del problema (P’) deducimos que a;

cumple:
Li(a;) =0 en [Ry,R),

OJ;(R0> :O,
al(R) = 0,
donde "
d? 1d A\ m 32k
L =—+-——— A1
: dr2+rd7’ r2+Q+ ( +27«i—2) ’
vy =102 1>0.

Aplicamos el cambio de variable v;(r) = /7 - a;(r) y obtenemos que

?;,gl + A/\,l sV = 0 en [RQ, R],

’IJZ(R()) = ﬁ’l)xRo) s (323)
’Ul(R) = O,

donde

4k
I m )3
A)\JZAA,[O“):@—E+Q+)\(1+2ri2) .

Tras aplicar integracién por partes en (3.23) obtenemos

R R
, 1
/('Ul)er + Q_ROUZQ(RO) = /Ulz . A,\Jd’l“. (324)
Ro Ro

En particular, si Ay,(r) < 0 para cierto A € R y para todo r € [Ry, R], entonces
(3.24) implica que la correspondiente funcién v;(r) (y por tanto la correspondiente
funcién a;(r)) es idénticamente nula.

Usando que =2 < 3 si k € (1,6/5], y que

4mr3/F Amret? 1 )
(2r3/F +mr2)®  (2r3F +mp2)?r? T

donde (x) se tiene al aplicar la desigualdad

2ab




CAPITULO 3. HIPERSUPERFICIES MINIMAS EN EL ESPACIO DE

104 SCHWARZSCHILD
tenemos la siguiente cota para Q(r):
3
Q(r) < 2 Vr € [Ry, R]. (3.25)
Como
dmret?
— 0

uniformemente en r > Ry y

la cota (3.25) se puede obtener también si k& > 1y m es lo suficientemente grande
para asegurar que

Amret? 3
o <2 r>R, (3.26)
(2r3/k + mr2) 16

Por tanto, conseguimos la siguiente cota para Ay, (r):

1 12 3—2k
A)\J(T) = ———+Q+)\<1+ T_2>

4r2 2
4k

1 m O\ 3%
< —2(1—l2)+)\(1+ﬁ) ) VTE[R(),R].

r

k

Notemos que, si A < 0, 1 > 1 entonces A, ;(r) <0, Vr € [Ry, R], para todo
1<k< g o k > 1y m lo suficientemente grande para asegurar (3.26). Como
Ayi(r) <0, Vr € [Ry, R] se concluye que, a;(r) = 0, Vr € [Ry, R] y para todo
[ > 1. Con lo cual hemos demostrado que la solucién de (P’), cuando se parte
de A < 0, es radial (pues todos los términos en la sumatoria (3.22) se anulan a
excepcién del correspondiente para [ = 0).

Los ceros de v(r) estan aislados siempre que v; no sea idénticamente nula.
Esta afirmacién se tiene porque si en un punto g € (R, R) se verifica v;(r¢) = 0,
entonces v;(rp) no se puede anular (pues, por unicidad de solucién en el (3.23),
se tendria que v; es idénticamente nula). Fuera de los ceros de v;, definimos

/
v (r)
u(r)
Usando la ecuaciéon que cumple v;, obtenemos

{ v+ (m)? =—Ax; 1 € [Ro,R]
n(Ro) = 55

<

)=

Y(

(3.27)
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Consecuentemente, si A < 0, usando (3.27) y la cota para A, se tiene

4k

m > 3—2k
2k 2 (3.28)

\Y

V(1) + 72 (r) —T%(l—lz)—/\(1+

2
1 (e 1
Z 7“2(4 4)7

donde o = 41 — 3. Ahora, observemos que la funcién

1 2
b(r):2—r<1—a(w—l)>, r>0

para una constante a € R, cumple b(%) = % y

1 2 1
b,(T)+b2<T): ) (%_Z) , r > 0.

r

Consideramos la funcion
g(r) = agb(agr) >0,
donde ag = - Esta funcién cumple g(Ro) = 57 ¥

7 () + () = — (O‘—Q - 1) r >0, (3.29)
r2\ 4 4

Por tanto, de (3.28) y (3.29) (tomando a = «p) se deduce que 7, (r) > g(r),
Vr > Ry. Argumentando por contradiccion, si v; cambia de signo en [Ry, R]
entonces existe 19 € (Rp, R) tal que v(ro) = 0. Como 7,(r) — —oo cuando
r — 1o,y g(r) no diverge cuando r — 5 ((3.29) se puede resolver explicitamente
y no presenta singularidades en R™) llegamos a una contradiccién que nos permite
concluir que si partimos de A < 0 entonces v; no cambia de signo en [Ry, R].

Como la unica funcién propia del problema (P’) que no cambia de signo es
la asociada al primer valor propio y los autovalores negativos asociados con el
problema de valores propios (P’) tienen multiplicidad uno ([63], Corolario 2.3),
se tiene que el indice de Morse de ¥(R) es Ind(Xo(R)) = 0 o Ind(Xo(R)) = 1,
para cada R > Rj.

De la ecuacién (3.21) tenemos que p > 0 si k > 1. Tras tomar limites, si
Ind(Xg) = 0, se sigue del Teorema de Hong-Saturnino (ver Corolario 4.5 en [35])
que Y es totalmente geodésica y p = 0 en Y, lo cual es una contradiccién. Por
tanto, Ind(3y) = 1. O






Superficies minimas vertical-
mente invariantes en productos
semidirectos unimodulares

En este capitulo recogemos los resultados que se pueden encontrar en [64].
Diremos que una superficie ¥ en un grupo de Lie métrico GG es invariante por un
grupo uniparamétrico I" de isometrias de G si ¢(3) = 3 para todo ¢ € I". Nos
centramos en grupos de Lie métricos unimodulares que puedan ser escritos como
un producto semidirecto de la forma R? x4 R para cierta matriz A € My(R)
y estudiamos las superficies minimas ¥ C R? x4 R que son invariantes con
respecto al grupo de traslaciones a izquierda I' generadas por elementos en
el eje vertical {0} x R. Nos referiremos a estas superficies como superficies
verticalmente invariantes.

4.1. Introduccion

Los espacios ambientes en este capitulo son grupos de Lie métricos (descritos
en la Seccién 1.9.2 del Capitulo 1). Durante este capitulo, salvo que se especifique
lo contrario, denotaremos por grupo de Lie métrico a un grupo de Lie de
dimension 3, simplemente conexo y dotado con una métrica invariante a izquierda.
Una condicién algebraica particularmente interesante dentro de los grupos de
Lie métricos es la propiedad de escribirse como un producto semidirecto. Los
productos semidirectos abarcan a todos los grupos no unimodulares, tal y como
describimos en el Teorema 1.35, y de entre los grupos de Lie unimodulares solo
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dos de ellos no pueden ser escritos como un producto semidirecto: el grupo
especial unitario SU(2) y el recubridor universal SLy(R) del grupo especial
lineal SLy(R).

De entre las familias de superficies con curvatura media constante en una
variedad riemanniana tridimensional, es natural estudiar y describir las superficies
que satisfacen alguna condicién geométrica extrinseca. Por ejemplo, si el espacio
ambiente G = R? x4 R con A € M(R), entonces en las coordenadas usuales
(p,2) = (z,y,2) de G se tiene que la altura de (p, z) x (p/, 2'), con (¢, 2') € G,
es z + 2. Hay varias nociones de cuando una superficie ¥ C R? x4 R es
un grafo, y quizéas la méas natural es cuando lo es sobre la direccion vertical,
Y=A{(z,y,2) € A xR; z = z(x,y)}, siendo z : © — R una funcién diferenciable
y © C R? un abierto. De estos grafos verticales, una subfamilia destacada son los
del tipo z(x,y) = f(z) + g(y), donde f, g son funciones diferenciables en cierto
intervalo de R (éstas son conocidas como superficies de traslacién), tal y como
se hace en los articulos [38] y [45]. También podemos imponer la condicién de
ser rotacionalmente simétrica, como se puede observar en [78]; o, como haremos
nosotros en este capitulo, podemos buscar superficies invariantes por ciertos
grupos continuos de isometrias del espacio ambiente, véase también [47],[48],[62].
También es natural imponer estas condiciones geométricas junto con el hecho de
tener curvatura de Gauss constante (véase [79]). Imponiendo estas condiciones se
suele conseguir una reduccion de la EDP que expresa la condicion de ser minima
a una EDO, y de ahi a ejemplos explicitos o a una descripcion cualitativa de las
superficies con las propiedades que se desean.

Organizamos este capitulo como sigue. En la Seccion 4.2 damos la definicion
de qué significa ser verticalmente invariante para una superficie en un producto
semidirecto y el concepto de curva generatriz. Posteriormente obtenemos una
EDO que expresa la curvatura media de ¥ en términos de la geometria de la
generatriz. En la Seccién 4.3 particularizamos esta ecuacién para superficies CMC
cuando el grupo de Lie es unimodular y puede ser escrito como un producto
semidirecto. Finalmente, en las Secciones 4.4 y 4.5 describimos la subclase
de superficies minimas verticalmente invariantes en el grupo de Heisenberg
Nil3 y en el recubridor universal F(2) del grupo de movimientos rigidos del
plano euclideo que preservan la orientacion. Cuando G = Sols, las superficies
minimas invariantes por traslaciones verticales y horizontales fueron estudiadas
en [47] y [48]. Desde otro punto de vista, las superficies con CMC verticalmente
invariantes en el espacio de Heisenberg Nils fueron clasificadas en [26], donde de
hecho se clasifican todas las superficies con CMC invariantes por cualquier grupo
uniparamétrico de isometrias de Nils. En la Seccion 4.6, también describiremos
las superficies verticalmente invariantes con curvatura de Gauss cero en estos
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espacios ambiente.

4.2. La curvatura media de una superficie ver-
ticalmente invariante

En el contexto de grupos de Lie tridimensionales que pueden escribirse como
un producto semidirecto G = R? x4 R, nos centramos en estudiar las superficies
con CMC que son invariantes bajo el grupo uniparametrico de traslaciones
verticales a izquierda. Notemos que, durante este capitulo, si p = (p1,p2,p3) €
R%x 4R, usaremos habitualmente la identificacién ((py, ps), p3) = (p1, p2, p3) € R3.
Comenzamos considerando una superficie ¥ C R? x4 R, que es generada por
una curva v C R? x4 {0}, v(t) = (z(t),y(t),0), t € R, a través de traslaciones a
izquierda por elementos de la forma (0,0, ), z € R. Una parametrizacién de X
es ®(t, s) = ¢s(y(t)) donde

0s(2,y,2) = (0,0,8) (2,1, 2) = (2, 9)", s +2), seR, (41
donde (z,y)? es la matriz traspuesta de (z,y).

Definicién 4.1. Si 7 es una curva de la forma () = (x(t),y(¢),0), t € I, donde
I C R es un intervalo, llamaremos superficie verticalmente invariante a la imagen
¥, por la parametrizacién ®(t, s) = ¢5(y(t)), t,s € R. A v se le llama generatriz
de X,.

Sea 3, C R? x4 R, una superficie verticalmente invariante. Calculamos
primero los coeficientes de la primera y la segunda forma fundamental de ¥, y
los relacionaremos con la geometria de . Usando la notacién de la Subseccién
1.9.2, elegimos coordenadas globales (x,y) € R?, z € R de forma que 0, = a%,

Oy = a%’ 0, = % generen el espacio de campos diferenciables sobre R? x4 R y

notamos por { £y, Ey, E3} a la base de campos invariantes a izquierda dada por
(1.23). Por un lado se tiene:

Rio=vt= vy | =|vin| . wer @2

donde estamos usando paréntesis cuando las coordenadas vienen dadas con
respecto a la base {0,,0,,0,} y corchetes para coordenadas con respecto a
{F1, E5, E3}. Imponemos que v esté parametrizada por el arco (es decir, que
(') + (v')® = 1, observemos que la métrica canénica invariante izquierda (, ),
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dada por (1.23), coincide con el producto escalar usual de R* a lo largo de
R? x4 {0}): notaremos por 6 = §(t) a una funcién diferenciable que cumple

2'(t) = cos(t), o' (t)=sinb(t), Vtel. (4.3)

En lo que sigue usaremos la notacién introducida en (1.25) y (1.22) para las
entradas de las matrices A y e*4, 2z € R, respectivamente.

Para calcular &, = %—f, denotamos por {F}, Fy, F3} a la base de campos
invariantes a derecha introducida en (1.28) (en la Subseccién 1.9.2) y usamos
que Oy(t,s) = (F3)aq,s ([53]):

Sy) \* [ S y)an(—2) +e(r,y)ann(—2) 1"
F3($7yaz) = 5(%9) = (5(x,y)a21(—z) + 5(1’,9)@22(—2) ) (4-4)
1 1
donde §(x,y) = ax + by, e(x,y) = cx + dy. Por tanto,
JONN
Oy(t,0) = (F3) @) = | €(t) , Vtel, (4.5)
1

donde 0(t) = 0(y(t)) v (t) = e(v(t)). Con &; y &5 podemos calcular los
coeficientes E, F, G de la primera forma fundamental de £, en ®(¢,0) (notemos
que esto equivale a calcularlos en cualquier ®(t, s) porque la superficie X, se
genera por traslacién en la direccion vertical. Dicha traslacién es una isometria
de R? A A R)

E(t,0) =[(2)* + /)*(t) =1, F(t,0) = 6(t)cosf(t) + e(t)sinO(t),

G(t,0) =1+ d(t)* + (1) (4.6)

Usando la expresiones para Vg, E;, 1,5 = 1,2,3 dadas en (1.27) calculamos:

D .
Vo, 0:(t,0) = o (cosO(t) By + sin 0(t) By )
= —0'(t)sin(t)Ey + 0'(t) cos O(t) Ex + cos 0(t) V. Er + sin0(t) V) B

—0'(t) sin O(t) b+ c
= | () cosf(t) + cos® O(t)aEs + cos O(t) sin 0(t) Es
0 (4.7)
+ sin 6(t) cos O(t) br CE3 + sin? 0(t)d Fs
—0'(t)sin O(t) g
= 0'(t) cos 6(t) :

acos? O(t) + dsin® O(t) + cos O(t) sin 0(t)(b + c)
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D
chtq)s(t, O) = E@(t)ElW(t) + 6(25)E27(t) + E37(t))

RGN
= 8’(15) + 5(t)vfy/(t)E1 + 5(t)V7/(t)E2 + V,y/(t)E?)
0
— y - T
5/(t) _ b+c b+c
= | () | +0d(t)cosb(t)aEs+ o(t)sind(t) E3 + ¢(t) cos6(t) E3
0
+e(t) sin(t)dEs + cos 6(t) (—aE1 b —; CEQ) + sin 6(t) (—b ;— CEl - dEg)
sin 0(t) 25 g
= cos f(t) 52 ;

5(t) (cosB(t)a + sin O(t)22¢) + £(t) (cos O(t)2E< + sin (t)d)

Vo, Ps(t,0) = (Vg(t)E1+5(t)E2+E35(t)E1 +e(t) By + E3) (¢,0)

b

— §(1)%aE; + 6(D)e(t) ;CE;,,, +5(t) <—aE1 0 g CEQ) T+ e)sn)” ; ‘E,
b _ _

+ (t)2dEs + £(t) (— T dE2> 50 =B 4 o) =

—ce(t) — ad(t) g
= —bo(t) — de(t) .
S(t)e(t)(b+ c) + ad(t)? + de(t)?
(4.9)
Un campo normal unitario a ¥, N : ¥, — R? es
Nod— D, x P, _ sin OFE, — cosOFEs 4 (ecosf — §sin @) Fs (4.10)

[Py x By \/1+ (ecosf — §sin6)?

Con estos calculos, los coeficientes e, f, g para la segunda forma fundamental
de ¥ en (t,0) (y por tanto en cualquier (¢,s) € I x R) son:

(0sin @ —e cos 0)[—(a—d) cos(20)— a—(b+c) sin(20)—d] — 26’
24/1+ (sin 06 — cos Oc)?

e = <N, V¢t®t> =

Y

(4.11)
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f=(N,Va,®,) (4.12)
_ (ecosf — ¢sinB)[cos 0(2ad + (b+ c)e) +sinO((b + ¢)d + 2de)] +b — ¢
B 2¢/1+ (6sinf — e cos 6)?

Y

cosf [ad?e + 0 ((b+ c)e? +b) + de (e2 + 1))
V14 (0sinf — e cos6)?
sinf [§ (ad? + a + (b + ¢)de + de?) + ce]

— . 4.13
V/1+ (6sinf — € cos 6)? (4.13)

g=(N,Vs &) =

La curvatura media de ¥, en ®(t, s) viene dada por

Eg—2Ff+eG
2(EG — F?2)

H=H(t) =

por lo que imponer curvatura media constante H € R para X, es equivalente al
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

T
Yy =sinf | (4.14)

donde (4.15) es la EDO

8 [((cx + dy) cos§ — (ax + by) sin6)* + 1]3/2 H = —46"[1+ (ax + by)?

+(cx + dy)?] — sinf[(ax + by) [3(a + d) ((az + by)* + (cx + dy)?) + 5a + 3d]
+ (3b — ¢)(cx + dy)] + cos O[(cz + dy) [3(a + d)(az + by)* + 3a + 5d]

+ sin(30)[(az +by) [(a+d) ((az+by)* — 3(cx+dy)*) —a+d] + (b+c)(cx+dy))]
— (b —3c)(ax +by) + 3(a+d)(cz+dy)®] + (b+c)(ax+by) + (a+d)(cz+dy)?]

+ cos(30)[—(cz + dy) [3(a + d)(az + by)* —a+d] .
(4.15)

4.3. Productos semidirectos unimodulares

Nuestro siguiente objetivo es hacer un estudio cualitativo de las soluciones
del sistema (4.14) dependiendo del espacio ambiente (o equivalentemente depen-
diendo de la matriz A € M5(R)). Nos centraremos en grupos de Lie métricos
unimodulares para los que, usando el Teorema 2.15 de [55], sabemos que después
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de escalar la métrica, la matriz A se puede escoger como una de las siguientes
tres opciones:

i) A=0, ii)A:(S jgc) ce[l,00), o iiz’)A:(g (1)).(4.16)

C

Es decir, un grupo de Lie métrico unimodular G que se pueda escribir como
producto semidirecto es isomorfo e isométrico a R? x4 R con su métrica canénica
para A dada por una de las opciones de (4.16). Dependiendo de la matriz A, G es
isomorfo e isométrico a uno de los siguientes grupos de Lie métricos: R? en el caso
i), el grupo soluble Sol; de movimientos rigidos en el plano de Lorentz-Minkowski
que preservan la orientacién en el caso ii) cuando elegimos el signo positivo, el
recubridor universal E (2) del grupo de movimientos rigidos del plano euclideo
que preservan la orientacion en el caso ii) cuando elegimos el signo negativo,
o el grupo de Heisenberg Nilz. La familia de métricas invariantes a izquierda
para el caso ii) (con la eleccién del signo positivo o negativo) fueron descritas
en la Subseccién 1.9.2. A continuacién, escribimos la ecuacién (4.15) en estos
espacios ambiente (no incluimos aquf el caso en que A =0 donde R? x4 R = R?
debido a que es bien conocido que las tinicas superficies minimas verticalmente
invariantes en R? son planos verticales):

= Si consideramos Sols con la métrica que lo hace isomorfo e isométrico a

R? X A(c) R donde A(C) = (

como

196 (c) >7 c € [1,00), entonces (4.15) se escribe
H— (1+ 02) cos(20) + 1 — 02>(02y cosf + zsinf) — 29/(02 422+ c4y2)
- 3 .
4c2 (1 4 (chSG — cysin 9)2> 2

(4.17)

» En el caso particular ¢ = 1 (métrica estandar en Sols), la ecuacién (4.15)
se escribe como:

Ho cos(20)(zsinf + ycos ) — (1 + 2% + y?)0’

i (4.18)
2(1 4 (xcosf — ysinf)?)2

Las superficies minimas verticalmente invariantes en Sols = R? x A1) R son
descritas desde este punto de vista en [47].

» Si G = Nil3 con su métrica estandar (todas las métricas invariantes a
izquierda en Nil3 son homotéticas), que es isométrico e isomorfo a R? x4 R
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con A = ( 8 (1) ), entonces la ecuacion (4.15) toma la forma

. 2\
Ho _yeosfsin® 0 + (1 —l—Sy )0 . (4.19)
2(1 + y2sin?0)>

» Si consideramos E(2) con la métrica que lo hace isométrico e isomorfo

aRQMA(C)RconA(C):< 0 —¢

e 0 ) con ¢ € [1,00), entonces (4.15) se

escribe como
[(c* — 1) cos(20) — ¢ — 1] (c*ycos O — xsin @) — 20 (c* + 22 + c'y?)

H—
4 [(zcosf + c2ysinf)® + 2] \/1 + (Lot —|—cysin€)2

(4.20)

El caso ¢ = 1 para E(Z) serd estudiado con mas detalle en la Seccion 4.5.

4.4. Superficies minimas verticalmente invarian-
tes en Nil;

Por la complejidad de los calculos, nos centraremos en superficies minimas,
lo que significa que imponemos H = 0 en las ecuaciones de la seccién anterior.
Si ¥, C Nil3 es minima y verticalmente invariante, entonces el sistema (4.14) se
puede escribir como:

2’ = cos,
y = sind, (4.21)
g = —ycosfsin? 9

=1

La siguiente proposicion es clara si anulamos el numerador de la fraccién que
aparece en (4.21).

Proposicién 4.2. Las dnicas soluciones al sistema (4.21) que se obtienen
eligiendo 6 como una constante vienen dadas por

(z(t), y(t),0) = (t,0,0) + (x(0),(0),0), VteR (4.22)
(2(t), y(t),0) = (0,t,7/2) + (2(0),4(0),0), VteR. (4.23)

Proposicion 4.3. Si z(t), y(t), 0(t) es una solucion de (4.21) y 0(t) es no
constante, entonces 6 nunca alcanza los valores {%”, ke Z}.
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Demostracion: Supongamos que 6(ty) € {%”, ke Z} para algin ¢y € I (interva-

lo de definicién maximal de la generatriz 7). Consideramos la siguiente solucién
de (4.21):

Z(t) = x(t) +cos (’%) (t—to), ¥(t) = y(to)+sin (%”) (t—to), 6(t) = Ly

Debido a la unicidad del problema de valores iniciales asociado a (4.21), tenemos
0(t) = 0, lo cual contradice que #(t) no se supone constante. O

Observacién 4.4. De la Proposiciéon 4.3 se deduce que toda curva generatriz
de una solucién de (4.21) que no haya sido descrita en la Proposicién 4.2 es un
grafo simultdneamente sobre su proyeccion sobre los ejes z e y. Ademés, como
(4.21) implica que las derivadas de las funciones z(t), y(t), 6(t) estan acotadas,
entonces el Teorema de Picard-Lindelof implica que el intervalo maximal de
definicién de v es R.

Para describir las soluciones de (4.21) con una funcién (t) no constante,
podemos asumir que 6(t) € (0,7/2) para todo t € R. Damos una primera integral
para el sistema (4.21):

J(t) == (1 +y(t)*) tan® 0(¢),

lo que significa que J(t) es constante a lo largo de cualquier solucién de (4.21).

Reescribimos J como

y/2

_ 2

lo que hace que resolver (4.21) sea equivalente a resolver

x' = cos,
y =sind, (4.24)
(1+y*)15n = a€[0,00).

Ahora definimos el siguiente difeomorfismo:

f: R - R
t = t(l+a)n(t+V1i+a+?)+itvV1+a+t2

donde a > 0. La tltima ecuacién de (4.24) se puede resolver usando integracién
directa:

y(t) = f'(Vat +c1), c €R. (4.25)
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Si a =0, de (4.24) deducimos que la solucién del sistema viene dada por (4.23).
En caso contrario podemos integrar explicitamente la funcion z(t) en (4.24):

z(t) = cﬁ—% <arcsinh(f1(\/5t+cl)) + f1(\/575—}-01)\/1+(f_1(\/5t+cl))2) :
(4.26)

con ¢y, co € R. Estas expresiones describen todas las superficies minimas verti-
calmente invariantes en Nils.

Figura 4.1: La solucién ~ de (4.24) con condiciones iniciales v(0) = (0,0), a = 1.

Observacion 4.5. 1. Estas superficies son ya conocidas; de hecho las su-
perficies con CMC en Nil3 que son invariantes bajo cualquier subgrupo
unidimensional del grupo de isometrias de Nils fueron clasificadas por
Figueroa, Mercuri y Pedrosa en [26]. Para ser mds preciso, las superficies
dadas por (4.25) y (4.26) estéan descritas en el Teorema 6 de [26], de la
forma en que explicamos a continuacién.

Utilizaremos la identificacién de Nil3(1/2) con su estructura de grupo de
Lie descrita en la Subseccién 1.9.1 (éste es el modelo de Nil usado en [26]),
con el producto semidirecto R? x4 R, A € My(R) dada por

01
1=(00):
Dicha identificacién viene descrita mediante la aplicacién = : Nil3(1/2) —
R? %4 R en la tltima parte de la Subseccién 1.9.2.
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Las superficies minimas descritas en el Teorema 6 de [26] son, o bien planos
verticales, o bien vienen dadas a través de la parametrizacion

1+92 1
z(:z;,y):%—c[%—i—iln(y—i—\/l—i—ﬁ) , Vx,yeR.

Usando =, un punto (s, u, z(s,u)), s,u € R se aplica en
Vv 2 1
<su—c u—l—ﬁln (u+\/1+u2>

2
La curva generatriz contenida en el plano z = 0 de la parametrizacion

(4.27) es

V() = (—C

que genera (4.23) si ¢ =0 o0 (4.25) y (4.26) cuando ¢ # 0 después de usar
el cambio de variable u = y(t) y la igualdad arcsinh(z) = In (z + /1 + 22)
para todo = € R. Los planos verticales en Nil3(1/2) se aplican por = en
planos verticales generados por (4.22).

U, s) ER* xR (4.27)

Vv 2 1
%+§ln<u+vl+u2>

,u,O), Yu € R,

2. La solucién (4.22) en la Proposicién 4.2 proporciona, a través de la parame-
trizacion ®(t, s) = ¢4(y(t)) descrita en (4.1), un plano vertical. Todas las
soluciones de (4.21) que no estan en la Proposicién 4.2 tienen una forma
similar a la que se muestra en la Figura 4.2.

-10

Figura 4.2: Superficie minima ¥, generada a través de ®(¢,s) = ¢5(y(t)), con
v(t) = (z(t),y(t),0), donde z,y son soluciones del sistema (4.24) con condiciones
iniciales (0) = y(0) =0y a = 1.
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3. Cuando a — +oo, de la ecuacién (1 + y?) cot @ = a tenemos que § — 0
uniformemente. Por tanto, la familia de soluciones descritas por (4.25)
y (4.26) converge, cuando a — +o00, a la solucién (4.22) descrita en la
Proposicion 4.2.

4.5. Superficies minimas verticalmente invarian-
tes en F(2)

Si G = E(2) con su métrica esténdar (isométrica a la métrica llana de R3),

0 _01 ), la ecuacion (4.15)

que es isométrico e isomorfo a R x4 R con A = ( 1

se escribe como

oo rsind —ycosh — (1 + 2% + y?)0’

d (4.28)
2(1+ (zcosf + ysinb)?)2

La érbita de un punto (z,y,0) € R? x4 {0} es
¢s(2,y,0) = (xcoss —ysins,rsins + ycoss,s), s€R,

que describe una hélice. Recordemos que la métrica esténdar en E (2) es la
métrica llana, por tanto, las superficies con cualquier restriccién en su curvatura
media o de Gauss verticalmente invariantes en £(2) son un subconjunto de las
superficies cldsicas con la misma restriccién sobre su curvatura en R? que son
invariantes por un movimiento helicoidal. En particular, las superficies de esta
seccién son también superficies minimas cldsicas de R3. De nuevo, si imponemos
H =0, la ecuacién (4.28) se escribe como:

_ xsinf — ycosf

/
6 a1 (4.29)
y el sistema (4.14) toma la siguiente forma:
2\’ cos 6
y | = sin 6 . (4.30)
0 x sin f—y cos 6
1+z2+y?

(4.30) es un sistema de EDO de primer orden en la variedad tridimensional
R? x S! = {(z,y,0) | 2,y € R,0 € S'} que también podemos ver como un
sistema de EDO de segundo orden en R? x S*:

y y g, xsinf —ycosh , y rsinf —ycosb
" = (cosf) = —0'sinf = — Ty v, y' = T
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4.5.1. Soluciones de tipo 1

Dado 6 € S! fijo, la recta (z,y)(t) = t(cosf,sinf), t € R, es solucién de
(4.30). Variando 6 € S' éstas son todas las soluciones de (4.30) con (0) = (0,0).
Dado (0, o) € R*\ {(0,0)} no podemos dar explicitamente todas las soluciones
de (4.30) con v(0) = (xo, yo), salvo en el caso en que 7/(0) = %
7 es una reparametrizaciéon de la recta que une (0,0) con (2, yo)). Diremos que
una solucién de (4.30) es de tipo I si parametriza a una recta afin que pasa por
el origen. Llamaremos soluciones de tipo II a las soluciones de (4.30) que no son

de tipo 1.

(en este caso

4.5.2. Soluciones de tipo 11

El miembro de derecha de (4.29) se escribe como

rsing —ycos  (Jvy,7)
L+a?+y? 14+

donde J(x,y) = (—y,z). Con ello, (4.30) es equivalente a

/
<;>: y . (4.31)

(v

R
Es decir, si llamamos « a la funcién curvatura de v con respecto a la métrica llana
del plano {z = 0}, nuestra ecuacién se transforma en xJvy = ~" = 1“23‘3‘2 Jv', o
equivalentemente

Jv, v

IR T T AR
donde & = (v, Jv') es la funcién soporte de 7. El siguiente teorema proporciona
una descripcién completa de las soluciones de (4.32).

Teorema 4.6. Siy C R2 x4 {0} CR2 x4 R = E(2) es la curva generatriz de
una superficie minima verticalmente invariante ¥, C E(2) (equivalentemente,
v wverifica (4.32)), entonces el intervalo de definicion mazximal de v es R, y se
tiene:

1. La curvatura k de 7y verifica |k(t)| < 1/2, Vt € R.

2. Si vy pasa por el origen (0,0), entonces v es de tipo I. En otro caso, 7y es
una curva estrictamente convexa, i.e. K es una funcion que no se anula.
En particular, k tiene signo constante.



CAPITULO 4. SUPERFICIES MINIMAS VERTICALMENTE
120 INVARIANTES EN PRODUCTOS SEMIDIRECTOS UNIMODULARES

3. Kk(t) tiende a 0 cuando t — +o0.

4. k wverifica la EDO (v,7)r + (1 + |y]*)x" = 0.
5. Dado A € SO(2), la curva Ay también es una solucidn de (4.32).

6. Si~y no pasa por el origen, entonces existe un inico ty € R tal que K'(ty) = 0.
Ademds:

» La distancia de 7y al origen alcanza su unico punto critico en y(tg),
que es su minimo global.

= La traza de v es simétrica por la reflexion respecto a la recta afin r
normal a vy en tg.

= La funcion soporte & de ~y tiene un unico punto critico en t.

s Salvo una traslacion en t, suponemos que to = 0. Entonces, todos
los puntos de autointerseccion de v ocurren para valores opuestos
del pardametro (i.e. y(t1) = y(t2) = t1 = +ts) y estan todos en r.
Ademds, el dngulo de interseccion entre v y v ent € R es w/2 siy
solo st t =ty.

Demostracion: De (4.32) y la desigualdad de Schwarz se deduce que

€] < d N
+ 2T 14

|k| < N (4.33)
Viendo (4.31) como una ecuacién diferencial del tipo X’ = F(t, X) con X =
(7,7") € R, la acotacién de F' (porque v estd parametrizada por la longitud
del arco y por (4.33)) y el Teorema de Picard-Lindeléf aseguran que el dominio
maximal de X es todo R. Esto prueba el apartado 1.

Si k(tg) = 0 para algin t; € R entonces, usando (4.32), tenemos £(tg) =0 .
Por tanto, o bien y(to) = (0,0) (en este caso v es de tipo I) o bien y(¢y) # (0,0)
es ortogonal a Jv/(to) y por tanto y(to) es colineal con v'(¢y). En este caso, la
unicidad del problema de valores iniciales asociado a (4.31) implica que 7 es de
tipo I, lo que prueba el apartado 2.

v no puede estar acotada: en caso contrario la superficie ¥, C R? x4 R
generada por 7 a partir de (4.1) estaria dentro de un cilindro vertical recto
D(R) xR C R?, donde D(R) es el disco abierto de radio R > 0 en R? centrado en
el origen. Como R?x1 4R es isométrico a R? con su métrica llana usual, tendriamos
una contradiccién aplicando el principio del médximo en infinito (Teorema 1.18) a
¥, y a un plano vertical que deje D(R) x R a un lado. Como |y(t)| — oo cuando
|t| — oo, de (4.33) concluimos que k(t) — 0 cuando t — +oo.
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Multiplicando en cruz en (4.32) y tomando derivadas obtenemos

0=[1+)r+& =27,V + 1+ + (v, J7))

2y (1 PR+ (o) = (et (L e, Y

lo que prueba el apartado 4.

Para probar el apartado 5, sea A € SO(2), y 7 = Ay. La curvatura k de 7 es
K=k, y (J7,7) = (JAy, AY') = (AJy, Ay') = (Jv,7') luego ¥ cumple (4.31).

Para demostrar la afirmacién nimero 6, debido al apartado 2, podemos
suponer (salvo orientacién) que la curvatura de ~y es positiva. Usando el apartado
3, sabemos que k: R — (0, 00) alcanza un méximo para algin ¢, € R. Como
k' (to) = 0y Kk(to) # 0, el apartado 4 implica que el vector de posicién y(ty) es
ortogonal a +/(tg) (ambos vectores son no nulos). El apartado 5 implica que,
salvo una rotacién centrada en el origen, podemos asumir que y(to) = (z(tp),0) y
por tanto, z'(tg) = 0, ¥/(ty) = +1. También, sin pérdida de generalidad, usando
una traslacion del pardametro ¢, podemos suponer que ¢y = 0.

Ahora probamos que v es simétrica con respecto al eje real. Sea t € R —
~(t) = (z(t), —y(t)) una reflexién de v con respecto al eje real. La curvatura k
devesk=—k,y

(J7.7) = (J(z, —y), (¢, =¢)) = ((y, 2), (', =) = 2"y — 2/ = =(J7,7),

por lo que 7 verifica (4.31). Como J(to) = v(to) v 7' (to) = —7(to), concluimos
que 7y es simétrica a través de la reflexién con respecto al eje real. En particular,
~ interseca ortogonalmente al eje real en v(0).

Para probar que £’ solo se anula en ¢, vamos a suponer que ’'(t;) = 0 para
cierto t; # 0. Con el mismo argumento que en el parrafo anterior deducimos que
v es simétrica con respecto a la reflexién de la linea normal r(¢;) a v en ¢;. En
esta situacion se nos presentan tres opciones:

= 7(t1) es el eje real. En este caso, 7y es ortogonal al eje real en ¢;. Usando la
simetria de v con respecto al eje real, se tiene que 7 es una curva cerrada.
Esto contradice el apartado 3.

» 7(t;) es paralela (y no coincide con) al eje real . Esto implica que v es
simétrica con respecto a reflexiones en dos lineas paralelas distintas, por
tanto v es invariante por una traslacién vertical no trivial que se obtiene
tras aplicar las dos reflexiones consecutivas. Esto implica que x es periddica,
lo que contradice de nuevo el apartado 3.



CAPITULO 4. SUPERFICIES MINIMAS VERTICALMENTE
122 INVARIANTES EN PRODUCTOS SEMIDIRECTOS UNIMODULARES

» 7(t1) no es paralela al eje real. Se tiene que y es simétrica con respecto al eje
real y con respecto a 7(t1), lo que implica que 7 es simétrica con respecto
a la composicion de ambas reflexiones, que es una rotacion de angulo
a # 0, 7. Esto implica que k es periddica, y llegamos a una contradiccién
con el apartado 3.

En conclusién, £'(t) solo se anula en ¢ty = 0. Como estamos suponiendo x(t) > 0,
tenemos que k alcanza su tnico maximo global en ¢ = 0.

Como, debido al apartado 4, (]y|*)’ = 2(v,~') solo se anula en los ceros de
k', deducimos que la distancia al origen restringida a 7 tiene un tnico punto
critico en t = 0. Este punto critico es un minimo global de |v|, ya que 7 no estd
acotada.

Ahora analizamos cémo es una de las dos mitades simétricas v+ = (0, 00),
v~ =(—00,0) de v que comienzan en el punto v(0). De esta forma, v* es una
rama de 7 que es ortogonal al eje real en el punto inicial t; = 0. Salvo una
rotacién de angulo 7 alrededor de +(0), podemos suponer que y(t) > 0 para
t € (0,e) donde £ > 0 es lo suficientemente pequenio. Asi, y* empieza estando
contenida en el semiplano superior; lo que equivale a escribir ¢'(0) = 1. Como
k> 0, 7" comienza a la izquierda de la recta vertical {z = x(0)}.

Supongamos que la funcién altura (y(t),~'(0)) = y(t) sobre el eje real no
tiene puntos criticos. En este caso, ¥ es un grafo global convexo sobre su
proyeccion (—oo, z(0)) sobre el eje real (este grafo puede ser no acotado). Por
tanto, el normal unitario Jy' = n = (n1,n2) a lo largo de 4" estd en una de
las semicircunferencias definidas por S* \ {ny = 0}. Notemos que 7 es un grafo
global con respecto a la recta afin tangente a v en v(0) (porque y(t) no tiene
puntos criticos). En particular, 7 es embebida. Esto implica que la superficie
¥ C R? x4 R generada por v a través de (4.1) es una superficie completa,
embebida, simplemente conexa, y minima en R3 con su métrica estdndar v,
en consecuencia (Teorema 0.1), 3 es un plano o un helicoide, lo cual es una
contradiccion.

En conclusidn, la funcién altura y(t) con respecto al eje real tiene al menos
un punto critico en t; € (0,00). Esto implica que la recta afin tangente a -
en t, es horizontal, y como k(t;) > 0, y(t) tiene un maximo local estricto en
t;. Como k no tiene cambios de signo, deducimos que y* vuelve a cortar al
eje real en un nuevo punto () con ty > t1. En este caso, 7/(t2) no puede ser
ortogonal al eje real (si lo fuera concluirfamos que 7y es una curva cerrada, lo
cual es una contradiccién con el apartado 3). Por tanto, () es un punto de
autointerseccién transversal de v con v~ tal y como se muestra en la Figura 4.3.
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Figura 4.3: La soluciéon numérica v de (4.32) con condiciones iniciales v(0) =
(1,0), v/(0) = (0,1). Se muestra a v para los valores t € [—250, 250]. Para este
intervalo encontramos dos puntos de autointerseccién.

Como 7 es simétrica con respecto del eje real y ¢ty = 0, tenemos que z(t) es
una funcién par (respectivamente y(t) es una funcién impar). Por tanto, z’(t)
es impar (respectivamente y'(t) es par), y deducimos que la funcién soporte
¢ = (v,Jv) es par. Como k es positiva, de (4.32) se deduce que £ es negativa.
Ademas,

&= (v, J7)) = (. (JV)) = =17k = (L + 1)K,

donde, para la ultima igualdad, se requiere del apartado 4. Como k es estric-
tamente creciente en (—oo,0) (respectivamente es estrictamente decreciente en
(0,00)), tenemos que ' > 0 en (—o0,0) (respectivamente x’ < 0 en (0,00)), por
tanto £’ > 0 en (—o00,0) (respectivamente & < 0 en (0,00)), lo que implica que
¢ es estrictamente creciente en (—oo,0), estrictamente decreciente en (0, 00) y £
tiene un unico punto critico que es un maximo global negativo en ¢t = 0.

Ahora probamos que la aplicacién t — |y(t)| es inyectiva en (0,00) (el
mismo argumento funciona en (—o0,0)). Si existe t1,t tal que 0 < t; <ty y
|v(t1)| = |7(t2)], esto implica la existencia de t3 € (t1,1q) tal que (t3) = |y(t3)]-
Como & = (7, Jv) < |y], entonces (7(t3),7(t3)) = 0. Usando la ecuacién (4.34)
obtenemos que £'(t3) = 0 lo que contradice el hecho de que &' solo se anula en 0.

Aun debemos probar que los puntos de autointerseccion de 7 estan sobre el
eje real y que ocurren para valores opuestos del pardmetro de . Si y(t1) = v(t2)
pero t; # to, entonces t1,ts no pueden tener el mismo signo (porque la aplicacién
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-5 o o -— ?‘

Figura 4.4: Superficie mfnima verticalmente invariante de tipo II en F(2) generada
a través de ®(t, s) = ¢5(7(¢)), con y(t) = (z(t),y(t),0), donde x, y son soluciones
del sistema (4.30) con condiciones iniciales z(0) = 1, y(0) = 0, 6(0) = 1.

t — |y(t)| es inyectiva en (0,00) y en (—o0,0)), por lo tanto podemos suponer
ty <0 < ty. Como |y(t1)| = |v(t2)| = |7(—t2)| (porque |y| es par) entonces t; =
—t2, y por tanto y(t2) = y(t1) = y(—t2) = —y(t2) lo que implica y(t) = 0. O

4.5.3. Superficies minimas verticalmente invariantes en
E(2) con una métrica no llana

Consideramos FE(2) con la métrica que lo hace isométrico e isomorfo a

R? X A(c) R con
0 —c
Ale) = ( 1/e 0 )

siendo ¢ € (1,00). Si imponemos H = 0 en la ecuacién (4.20) obtenemos el
siguiente sistema:

x' = cos¥,
Yy =sind, (4.35)
0 — [1+02+(1—02)cos(29)] (xsinH—chcosé?)

2(c2+z2+cty?)

Proposicién 4.7. Si~y verifica (4.35) entonces el intervalo mazimal de definicion
de v es R.

Demostracidn: La funcién a € [—1,1] — 1[1 + ¢ 4 (1 — ¢?)a] es no creciente
porque ¢ > 1, por tanto su méximo es 1[1+ ¢® — (1 — ¢?)] = ¢*. Ademds, usando
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la desigualdad de Schwarz,

xsinf — ¢y cosf 22 + 2 1
Y < rev o2 (4.36)
C2 + $2 + C4y2 02 + x2 + C4y2 20

Esto prueba que la derivada de 6(t) estd acotada. De nuevo, (4.35) se puede ver
como una EDO de la forma X’ = F(t, X), donde F' estd acotada y el resultado
se sigue el Teorema de Picard-Lindelof. O]

Vemos (4.35) como una EDO de la forma X’ = F(t, X, ¢) para todo ¢ € [1, 00).
Para cada ¢ € [1,00) el intervalo maximal de definicién de la solucién . de
(4.35) (una vez que hemos fijado las condiciones iniciales) es R, y la aplicacién
F:RxR3x[l,00) = R3 (t,X,c) — F(t,X,c) es localmente Lipschitz (de
hecho es diferenciable). Por tanto, podemos usar la dependencia continua en el
parametro ¢ para concluir que, una vez que hemos fijado las condiciones iniciales,
para cada € > 0 y para cada intervalo compacto I C R existe § > 0 tal que, si
1 <c¢ <1+, entonces |y(t) —7.(t)| < e para cada t € I, donde 7 es la solucién
de (4.35) con ¢ = 1 la cual hemos descrito en las Subsecciones 4.5.1 y 4.5.2.

El siguiente resultado describe otras propiedades de la curva generatriz
cuando el espacio ambiente es E(2) con una métrica no llana.

Proposiciéon 4.8. 1. Si c > 1, entonces el eje x y el eje y son las unicas
soluciones de (4.35) con 6 constante.

2. La curvatura k = 6’ de 7y tiende a 0 cuando t — +oo. Ademds |k(t)| < ¢/2,
vt € R.

3. Si definimos 0 = arctan(ctan®) (para ¢ = 1, (@\)’ es la curvatura de 7).
Entonces
xy — cAyx’
2+ 2%+ cy?

(0) =c

Demostracion: Para probar el apartado 1, notemos que al resolver la ecuacién
2 .

1+ c+ (1 —c*)C =0 obtenemos C' = E;_r} que es estrictamente mayor que 1.

Por tanto, el factor 1+ ¢* 4+ (1 — ¢?) cos(26) no se puede anular. Concluimos que

una solucién de (4.35) con 0 = 6, € R constante debe verificar

xsinby — c*ycosby =0,

lo que significa que la curva generatriz v esta contenida en una linea recta que
pasa por el origen. Escribimos v como 7(t) = tv, donde v = (v1,v2) € S, para
todo t € R, y por tanto tenemos tv; sinfy — c*tvy cosfy = t(—1 + c*)vivy = 0
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para todo t € R. Como estamos asumiendo que ¢ > 1, tenemos vivy = 0, de
donde se deduce la primera afirmacion.

Para la segunda afirmacién, la cota |k(t)| < ¢/2, Vt € R se tiene por la
demostraciéon de la Proposicién 4.7. Para ver que k = # tiende a 0 cuando
t — 400, no podemos usar aqui la misma prueba del Teorema 4.7. Sin embargo,
los planos verticales son también superficies minimas en R? x4 R, para cualquier
A € M5(R) (ver la Observacién 2.10 en [55]). Supongamos que 7y estd acotada,
entonces la superficie ¥, C E(2) generada por ~ a partir de (4.1) estarfa dentro de
un cilindro vertical recto D(R) xR C R?, R > 0. Podemos tomar un plano vertical
II que sea disjunto de X, y moverlo por traslaciones a izquierda hasta encontrar
un primer punto de contacto (llamaremos IT" a este nuevo plano vertical). Si
el primer punto de contacto entre II' y 3, ocurre en infinito entonces también
existe un punto de contacto finito, ya que la traslacion vertical de un punto
(z,y,2) € E(2) describe una hélice s — (zcoss — cysin s, L2 4 ycos s, z + )
y, por tanto, la superficie X, es periddica en la direcciéon del eje vertical, lo
que implica que existen infinitos primeros puntos de contacto que no ocurren
en infinito. En consecuencia, podemos aplicar el principio del méaximo clasico
para obtener una contradiccién de la cual deducimos que |y(t)| — oo cuando
t — +oo. Usando (4.36) tenemos

Kk < 02F< x2+c4y2> ,

donde F(b) = -%5. Como /22 +cly®> — oo si |y — oo y F(b) tiende a 0

vl

cuando b — oo, tenemos que k(t) — 0 si [t| — 0.
La tercera afirmacién es una consecuencia directa de aplicar la definicién
¢ = arctan(ctan @) junto con la tercera ecuacién en (4.35). O

4.6. Superficies con curvatura de Gauss cero

Supondremos de nuevo que G = R? x4 R, A € M5(R) es un grupo de Lie
métrico unimodular. Como en la Seccion 4.2 hemos calculado los coeficientes
de la primera y segunda forma fundamental de X, es natural calcular también
la curvatura de Gauss de una superficie ¥, generada por la ecuacién (4.1) y
estudiar las superficies verticalmente invariantes en R? x4 R con curvatura de
Gauss constante o nula.

En la literatura, las superficies invariantes por grupos uniparamétricos de
isometrias con curvatura de Gauss cero dentro de grupos de Lie métricos que
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se pueden escribir como un producto semidirecto han sido estudiadas en los
siguientes espacios ambiente:

1. En R3, Hartman y Nirenberg probaron que (Teorema IIT en [30]) todas las
superficies con curvatura de Gauss cero vienen dadas por cilindros rectos
sobre curvas en R? x {0} (no necesariamente compactas), lo cual describe
a todos los posibles ejemplos.

2. Las superficies invariantes con curvatura de Gauss extrinseca constante
en Nily fueron estudiadas por Belarbi en [8], donde considera todas los
posibles subgrupos uniparamétricos de traslaciones a izquierda.

3. Las superficies invariantes bajo cualquier subgrupo uniparamétrico con
curvatura de Gauss intrinseca o extrinseca constante en Sols con su métrica

estdndar A = ( 1

0 —1 ) fueron estudiadas por Lépez [47] y Lépez-
Munteanu [48].

Cuando consideramos E (2) con su métrica (llana) estandar, sabemos, por el
Teorema III en [30] que, salvo por los cilindros sobre una circunferencia centrada
en el origen, no existen otras superficies completas, con curvatura de Gauss
cero que sean invariantes por traslaciones verticales en E(2), puesto que dichas
traslaciones verticales no producen cilindros rectos salvo para el caso en que la
curva base es una circunferencia centrada en el origen. A pesar de todo, podemos
dar una descripcién de todas las superficies verticalmente invariantes en F(2)
con curvatura de Gauss cero. Ninguna de estas superficies puede ser completa
salvo los cilindros ya mencionados.

Usando las expresiones para la primera y segunda forma fundamental de la
Seccion 4.2, v la misma notacion de las secciones precedentes, como la curvatura
de Gauss K de ¥, se puede calcular como

2
6 —_—
K = g—f7
EG — F?
obtenemos el siguiente sistema de EDO para una curva v = (z,y, 0) que genera, a
través de traslaciones verticales, una superficie con curvatura de Gauss constante
K € R en E(2) con su métrica estandar:

2 = cos,
Y = sinf, (4.37)
K= _ 14+(y cos —x sin 6)6’

(14+(x cos 0+ysin6))? -
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Si imponemos K = 0, dicho sistema se escribe como:

x' = cos,
Yy =sind, (4.38)
(ycos® —xsinf)f = —1.

Como en la Seccién 4.4, podemos dar una primera integral para el sistema (4.38):
J =a(t)cosO(t) + y(t)sind(t),
que es constante para cada solucién de (4.38). J se puede escribir como

1d

J=52 (z(t)* +y(t)%) .

Integrando y asumiendo x(0) = o, y(0) = yo, #(0) = 0y, o, Yo, 0o € R obtenemos
que, para cualquier ¢ en el intervalo maximal I de definicion de v tenemos

VO =2(t)? +yt)? =at +a2 +y3, Vtel, (4.39)

donde a := 2J = 2(zg cos by + yosinfy) € R. Sabemos que si a # 0, no hay solu-
ciones de (4.38) definidas para todo ¢ € R. (4.39) implica que I esté contenido en
[— (22 +y2)/a,00) sia > 00 en (—oo, —(z2 + y2)/a] si a < 0. Ahora escribimos
~ en coordenadas polares:

x(t) = r(t)cosa(t), y(t)=r(t)sina(t). (4.40)

Por (4.39) se tiene que

r(t) =/at + 22+ 92, tel. (4.41)

Como

¥ =71 cosa —ra'sina,

"=7r'sina +ra cos
la ecuacién 1 = (2/)? + (y')? se transforma en
1 = (7“/)2 + 702(0/)2,

lo que implica

_ 1y/—a® +4at + 4 (aF + )

o (t
O R T el

. tel (4.42)
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Figura 4.5: Izquierda: solucién v de (4.38) con condiciones iniciales zo = 2,
Yo =1, 0o = § (a > 0). Derecha: superficie de curvatura de Gauss cero que se
genera a través de (4.1).

Deducimos que el intervalo maximal de definicién de o' es

I :=[a/4— (22 +y2)/a,00) si a>0
L= (—o0,a/d — (2 +y2)/a] si a<0
R si a=0

Como I C [—(z%+ y2)/a,0) cuando a > 0 (resp. Iy C (—oo, —(z2 + y2)/a))
entonces [ =1 sia>0,I =1 sia<0,0l =Rsia=0.

Definimos

g(t) = \/—a2~|—4at+4(3:(2)+y§), tel,

para simplificar la notacién de la expresion para a que se obtiene al integrar
(4.42). Esto describe las superficies invariantes en E(2) con curvatura de Gauss
cero:

1 t a2 4 4 2 2
Oz(t) — arctan (@) _|_ _/ \/ a + aT ;1- (a;O + yO)dT
T 2 /o laT + 2% + 42|

2 4,2
= arctan (@) + %2 (a7 ; %o+ %) (g(T) — a arccot (L)>
a

En conclusion, hemos demostrado el siguiente resultado:

Proposicién 4.9. Sea ¥, C E(2) una superficie verticalmente invariante con
curvatura de Gauss cero, entonces, o bien X, es un cilindro vertical recto sobre
una circunferencia en el plano {z = 0} centrada en el origen, o bien la curva
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generatriz v de ¥, viene dada en coordenadas polares (4.40) por (4.41) y (4.43).
En el sequndo caso, ¥ no es completa.
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