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Resumen

Estudiaremos el teorema de Noether mediante el formalismo lagrangiano en sistemas
de particulas y en teorfas clasicas de campos. Seguidamente, lo aplicaremos al estudio de
las simetrias en el electromagnetismo. En particular, expondremos una densidad lagran-
giana para el electromagnetismo distinta de la habitual que nos permitira establecer una
conexion clara entre simetrias del sistema y simetrias sobre las ecuaciones de Maxwell.
A continuacién, presentaremos una transformacion, llamada transformacion de dualidad,
que llevara a la conservacion de la helicidad 6ptica. Seguidamente, mostraremos el enlace
que supone esta cantidad entre la descripcion clasica y cuantica de la luz, pues mide el en-
trelazamiento de las lineas de campo electromagnético y es el limite clasico de la diferencia
de fotones polarizados a derechas y a izquierdas. Por ultimo, observaremos una familia
infinita de transformaciones que llevan a cantidades conservadas que se interpretan como

extensiones a mayor orden de la helicidad.

Palabras clave: teorema de Noether, simetrias, helicidad, dualidad electromagnética,

electromagnetismo.



Javier Laguna Ricart 3

Abstract

We will study Noether’s theorem using the Lagrangian formalism in particle systems
and classical field theories. Subsequently, we will apply it to the study of symmetries in
electromagnetism. In particular, we will present a Lagrangian density for electromagne-
tism that differs from the usual one, which will allow us to establish a clear connection
between system symmetries and the symmetries of Maxwell’s equations. Then, we will
examine a specific transformation, called the duality transformation, which leads to the
conservation of optical helicity. Next, we will explore the link this quantity provides bet-
ween the classical and quantum descriptions of light, as it measures the entanglement of
electromagnetic field lines and is also the classical limit of the difference between right-
handed and left-handed polarized photons. Finally, we will observe an infinite family of
transformations that leads to conserved quantities interpreted as higher-order extensions

of helicity.

Keywords: Noether’s theorem, symmetries, helicity, electromagnetic duality, electro-

magnetism.
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1. Introducciéon

El teorema de Noether, uno de los resultados méas fundamentales y profundos en
la fisica tedrica, debe su nombre a la eminente matematica alemana Emmy Noether.
Publicado en 1918 [12], el teorema establece una conexion vital entre las simetrias en

fisica y las leyes de conservacion.

La aparicion de la teoria general de Einstein hizo necesaria la formulacion de las leyes
fisicas conocidas en este formalismo. David Hilbert, uno de los matematicos mas influ-
yentes de la época, estaba trabajando en los fundamentos de la teoria de la relatividad
general y se enfrent6 a problemas relacionados con las leyes de conservacion en este nue-
vo marco tedrico. En este contexto, Hilbert recurri6 a Emmy Noether, quien ya habia
demostrado su excepcional habilidad matematica en el campo del dlgebra abstracta y la

teoria de invariantes [17].

En respuesta a este problema, Noether formul6 su teorema, que revel6 que cada sime-

tria continua de un sistema fisico corresponde a una ley de conservacion.

Mas all& de su impacto directo en la teoria de la relatividad y la fisica clasica, el teorema
de Noether se ha convertido en una herramienta esencial en la mecanica cuantica, la teoria
de campos y muchas otras areas de la fisica moderna [20]. Su capacidad para unificar y
explicar las leyes de conservacion ha influido en generaciones de fisicos y matematicos,
consolidando el lugar de Emmy Noether como una de las mentes més brillantes de la

historia de la ciencia.

En este trabajo desarrollaremos el teorema en el contexto de sistemas de particulas
y campos clasicos y daremos un enfoque centrado en el electromagnetismo. Descrita por
las ecuaciones de Maxwell, es una teoria de campos con una rica estructura de simetrias.
Es invariante, por ejemplo, bajo traslaciones temporales, que llevan a la conservacion de
la energia; o bajo rotaciones, que llevan a la conservaciéon del momento angular. Noso-
tros nos centraremos en su simetria bajo un tipo de transformaciéon muy concreto, la

transformacion de dualidad.

Esta transformacion resulta interesante porque lleva a la conservacion de la helicidad
optica. Tal cantidad mide el entrelazamiento de las lineas de campo eléctrico y magnético
y coincide con el limite clasico de la diferencia de fotones polarizados a derechas y a
izquierdas. Tal concordancia establece una relacion profunda entre las descripciones clasica

y cuantica del electromagnetismo.

Por ultimo, expondremos una familia infinita de simetrias del electromagnetismo que

extienden a la helicidad a mayor rango y daremos una interpretacion de la misma.
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2. Teorema de Noether en sistemas de particulas

Para el desarrollo de esta seccion se ha usado como referencia principal [9].

La formulacion lagrangiana de la mecanica se deduce a partir de las leyes de Newton
en coordenadas generalizadas, de forma que en sentido estricto no supone una ampliacion
de la teorfa. Sin embargo, proporciona una perspectiva diferente que facilita mucho la
solucién de los problemas de mecénica. Es un hecho conocido que estas ecuaciones también
se pueden obtener a través del llamado principio de accion extremal,' que afirma que las
trayectorias fisicas son aquellas coincidentes con puntos criticos de una nueva magnitud

fisica llamada accion [9].

Asimismo, la formulacién lagrangiana nos permite estudiar la relacion entre simetrias
y leyes de conservacion que de ella emerge. Es decir, permite enunciar el teorema de

Noether y explorar sus consecuencias, objetivo principal de este trabajo.

2.1. Ligaduras

Matematicamente, definimos una variedad diferenciable [11]| de dimensioén m o una

m-~variedad como un conjunto M tal que cumple las siguientes condiciones:

1. M es un espacio topologico.

2. Existe una familia de pares {(U;, ¢;)} tales que {U;} es un recubrimiento por abiertos
de M (U;U; = M) y ¢; es un homeomorfismo entre U; y un abierto de R™. Es decir,

M es localmente homeomorfo a R™.

3. Dados U; y U, tales que U; NU; # O, ¢;; = ¢; 0 qu_l, es infinitamente diferenciable

en el sentido habitual.

Es decir, una variedad diferenciable sera un objeto sobre el que sea posible extender el
concepto de proximidad, continuidad y convergencia (espacio topologico), que se comporte
“como el espacio euclideo” de manera local, permitiendo asociar coordenadas o pardmetros
a sus puntos en cada region del mismo (localmente euclideo) y de manera que tales
coordenadas varien de manera continua y diferenciable entre las distintas regiones, lo que

nos permite extender el analisis real sobre el objeto (tercera condicién).

'Es muy habitual llamar a este principio de miénima accién. Aunque en muchos casos las trayectorias
obtenidas resulten minimos, existen otros en los que se corresponden con maximos, o incluso con puntos

de inflexién de la accion. Un ejemplo de este hecho se puede ver en [9] paginas 112-113.
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En el formalismo lagrangiano es posible cambiar el sistema de coordenadas cartesiano
por otro que case mejor con el problema de estudio con relativa sencillez. A estas nuevas
coordenadas se les llamara coordenadas generalizadas. El concepto de variedad resulta de
gran utilidad en mecanica analitica ya que las coordenadas generalizadas y los cambios

de coordenadas son ejemplos de estas.

El niimero de grados de libertad y la region en la que estaré permitido el movimiento de
las particulas, dada por las ligaduras del sistema, determinaran la eleccion de estas coor-
denadas. Esta region sera, por construccion, una variedad diferencial, recibira el nombre

de variedad de configuracion y la denotaremos por Q.

De manera més precisa, si existen fuerzas externas, a priori desconocidas, pero cuyo

efecto sobre un sistema con N particulas es una serie de K < 3N ligaduras diferenciables
fi(@, .. 2,,t) =0, I=1,..,.K (1)

entonces el conjunto de puntos solucion de estas ecuaciones define la variedad diferenciable

que buscamos. Existen otros tipos de ligadura, pero no se van a considerar en este trabajo.

Asi, las coordenadas generalizadas ¢%, « = 1,...,3n seran aplicaciones invertibles y

diferenciables,

qa = qa(flw"vfmt) (2)
fi = f’i(q17"'aq3N7t)a (3)

de manera que siempre se puedan elegir adecuadamente para que las k tultimas se relacio-

nen con ¥ mediante una secuencia de funciones

" =Ri(f1(D),..., fx(@)), I=1,.. k. (4)

De esta forma, las restricciones del problema dependen tnicamente de las tltimas coor-

denadas

f] — f](q"H, ...,qn+k) (5>

"1 se expresara como ¢" = R;(0, ...,0). Es decir, serdn constantes y las restric-

y cada ¢
ciones del problema se satisfaran automaticamente. Por tanto, las n = 3N —k coordenadas

restantes podran moverse libremente.

A modo de ilustracion, la variedad de configuracion del péndulo simple es Q = S (la
circunferencia unidad), ya que se toma el d&ngulo que forma el cordel con la vertical como
coordenada generalizada libre. De manera similar, para un péndulo doble la variedad de
configuracion es Q = S! x S!, una circunferencia por cada uno de los angulos respectivos

a cada péndulo.
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2.2. Fibrado tangente

Mas adelante sera necesario restringir el estudio de la dindmica del sistema a la varie-
dad @ sin hacer referencia al espacio euclideo en el que pueda estar embebido. Se requerira
un estudio de las propiedades intrinsecas de las variedades. Por este motivo se construye

el fibrado tangente, T'Q, que se compone por los espacios tangentes a Q en cada punto.

TQ = U{p} X Tp@ (6)

peEQ

Un hecho que ejemplifica la necesidad de definicion de esta variedad es que el lagran-
giano, la funcién principal del formalismo, no toma valores solo en Q, sino que depende
tanto de las coordenadas generalizadas como de sus velocidades y posiblemente del tiempo.

El fibrado tangente generaliza el espacio de velocidad de fase.

2.3. Equivalencia entre lagrangianos

El lagrangiano de un cierto sistema L determina su movimiento mediante las ecuacio-

nes de Euler-Lagrange,
d oL 0L

dtog  og

(7)

Sin embargo, esta relacion no es biunivoca. Dos lagrangianos diferentes, si cumplen

determinadas propiedades, pueden llevar a las mismas ecuaciones del movimiento.
Sea L1 y Lo dos lagrangianos diferentes, denotaremos

doL; 0L,

— = Ao
dt ¢  0q* “ (®)

Entonces, si ambos lagrangianos generan las mismas ecuaciones se tendra que
Ala:A2a 0621,2,...,71. (9)

Asi, expandiendo (8) y restando ambos resultados,

O2(Ly — Ly) 5  O*Ly—Ly) 5 2Ly — Ly)  O(Ly — Ly)
Ay — Agoy = it — =2/ 48 8 - =0. (1
ta e oo L T Tagae LT o dq° 0. (10)

Como ¢” son independientes y aparecen exclusivamente en el primer término, cada 9%(L; —

L5)/(0¢°0¢*) debe ser nulo para cada 3 lo que implica que

O(Ly — Ly)

— F(q", g™ G 0N G0 L ). 11
i (@ q"d e d™ 4" ) (11)
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Al cumplirse esta ecuacion para cada «,
Ll _L2 :foc(qla"'aqnat)qa+G(q1a“'7qN>t) (12)

para ciertas funciones f, y G.

Si escribimos (10) teniendo en cuenta la forma de las soluciones

Oy O Oy 50 (0, 0 006

Ao = _ & 0. (13
2= 980 T ot T ae! T age (13)

Agg —
! ot Og~

0q¢®  0g*

Al igual que en el paso anterior, los ¢° son independientes y solamente aparecen mul-
tiplicando en el primer término, ya que ni las f, ni () dependen de ellos. Por tanto, la
expresion entre paréntesis se ha de anular. Las ecuaciones resultantes son, precisamente,

las condiciones de existencia local de una funcion ® tal que

0P 0P
fom 5 Q=% (14)
de acuerdo con el teorema de Clairaut [1]. Asi pues,

0% , 0 dP
Li—Ly= 72—+ = =

Es decir, si dos lagrangianos generan las mismas ecuaciones de movimiento, entonces

difieren en la derivada total de una cierta funcion.

Antes de finalizar la seccion, cabe aclarar que la prueba anterior no asegura que si dos
lagrangianos generan la misma dindmica, entonces difieren en la derivada total de una
cierta funcién. Esto se debe a que hemos supuesto no solo que el sistema de ecuaciones
es el mismo, sino que cada una de las ecuaciones se obtiene en ambos lagrangianos por
derivacion respecto a la misma coordenada. Es facil ver que la segunda afirmacion es falsa

tomando en consideracion los dos siguientes lagrangianos

. 1. )
Ll — q1q2 o qlq2’ L2 — 5 [(ql)Q + (q2)2 o (ql)Q o (QQ)Z} ] (16)
2.4. Coordenadas ciclicas
Una ecuacién de la forma
fla,q) =C (17)

define una subvariedad de TQ de dimensién 2n — 1. Si f es una constante del movimiento

y el desplazamiento empieza en la subvariedad, es decir, si las condiciones iniciales (qo, go)
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cumplen la ecuacion (17), entonces esta se cumplira en toda la dindmica del sistema y se
dird que f = C' define una subvariedad invariante de la misma. Por tanto, encontrar una

cantidad conservada es equivalente a reducir en uno los grados de libertad del problema.

En ocasiones, las ecuaciones de Euler-Lagrange proporcionan una cantidad conser-
vada de manera muy sencilla. Dadas unas coordenadas generalizadas, puede pasar que
el lagrangiano no dependa explicitamente de una de ellas, digamos ¢°. La ecuacion de

Lagrange asociada a ella sera por tanto

d OL
dt 0¢P

Es decir, el momento generalizado conjugado de ¢°, ps = 9L/9¢”, es una cantidad
conservada. A las coordenadas como ¢° se les llama coordenadas ciclicas. Sin embargo,
como veremos en la secciéon 2.6, este no es un requisito indispensable para la obtencion

de leyes de conservacion.

2.5. Grupos continuos de transformaciones y grupos de Lie

El teorema de Noether emplea ciertos conjuntos de transformaciones de coordenadas
con propiedades que permiten extender el anélisis real sobre ellos: los grupos de Lie.
Antes de dar su definicién necesitamos algunos conceptos previos. Las definiciones de esta

seccion se han obtenido de [18].

Definicién 2.1 Un grupo es un conjunto con una operacion sobre sus elementos (G, -),

cumpliendo las siguientes propiedades:

1. Sia,be G, entoncesa-b e G.

2. Sia,b,ce G, entonces (a-b)-c=a-(b-c).

3. dee G tal quea-e=e-a=a.

4. Vae@G, JateGtalquea-at=a't a=ce.

Este tipo de estructura algebraica nos resulta de especial interés porque muchos tipos
de transformaciones de coordenadas se pueden entender como grupos con la operacion
composicion.

Por ejemplo, las transformaciones generales de Lorentz (aquellas que no varian la

forma cuadratica z? := (2°)* — (2')? — (2?)? — (2*)?) forman un grupo. De todas estas

transformaciones, aquellas que preservan la orientaciéon temporal y la orientacion de la
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base, las llamadas transformaciones de Lorentz propias, forman a su vez un subgrupo de

ellas.

Definicién 2.2 Un grupo (G,-) es un grupo continuo si cumple ademds que

1. G es un espacio topologico

2. La aplicacion f: G x G — G, tal que f(x,y) =z -y~ es continua.

Estas condiciones indican que es posible introducir el concepto de proximidad entre
elementos, de convergencia y de continuidad (por ser espacio topolégico) y que la pequenez
en la variacion de un elemento conlleva la pequenez en la variaciéon de su producto con

otro elemento (continuidad de f).

Definicion 2.3 Diremos que el grupo continuo (G,-) es un grupo de Lie si G es una

variedad diferenciable.

Las transformaciones de Lorentz antes mencionadas, asi como otros muchos grupos de
transformaciones de coordenadas, son grupos de Lie. Estamos especialmente interesados
en este tipo de grupos ya que es posible asociar a cada transformaciéon un conjunto de
parametros € = (€', ..., €™) de manera univoca, permitiendo extender conceptos de analisis
sobre las propias transformaciones. En la siguiente seccion se hara evidente la utilidad de

esta propiedad empleandola explicitamente en la demostraciéon del teorema de Noether.

2.6. Teorema de Noether

Una vez presentados estos conceptos estamos en disposicion de probar el teorema
de Noether. Esta proposicion afirma que las cantidades conservadas surgen de transfor-
maciones de coordenadas continuas que dejan invariante al lagrangiano y, por tanto, no
afectan a la dinamica. De hecho, observaremos que la condiciéon se puede relajar a las

transformaciones respecto a las que el lagrangiano sea invariante gauge.

Sea ¢(€,q) un grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico, es decir, una familia
de transformaciones que varian de manera continua con el valor de €, cumpliendo ademas

que ¢(0, q) es la transformacion identidad.

Buscamos encontrar como afectan estas transformaciones al lagrangiano L. Esta fun-
cion se evalta sobre T'Q por lo que requeriremos también de la transformacion inducida

sobre ella. La expresion

() = ralt) = £ 0(e.0) (19
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nos indica coémo cambian las variables ¢. Asi pues, denotaremos como T'¢ a la transforma-
cion de coordenadas que lleva el par (¢(t), (t)), donde ¢(t) € T,»)Q, al par (q(t,€), ¢, (t,€)),
donde g, (t,€) € Tyu,0Q.

Llamaremos L, a la funcién que surge de sustituir las variables usuales por sus trans-

formaciones en el lagrangiano, es decir,

L(T¢(q,4),t) = L(q, 4, 1). (20)

Llamaremos T a la inversa de T'¢. De esta forma, podemos escribir la expresiéon anterior

como
. 0
Hemos omitido la dependencia explicita de € para simplificar la notacion.

Nos interesan el tipo de transformaciones que dejan invariante el lagrangiano. Mate-

maticamente, esta propiedad se puede expresar como

0L,
5 =0. (22)

Teniendo en cuenta la dependencia de L., (21), podemos obtener que

OL. 0L oy(q*) =~ OL 0v(q*)

_ : 23
Jde  O0Y(q™) Oe Op(qv)  Oe (23)
El dltimo sumando de la expresion anterior puede expresarse como
OL oy(¢®) 0L dow(e®) d[ OL 0(¢®) d 0L 7 ov(q*)
. _ ok d - _ a2 (24)
Ob(qr) Oe Op(g)dt e dt [0(q>) Oe dt op(g>)]  Oe

donde hemos reemplazado la derivada parcial con respecto del tiempo por una derivada
total para enfatizar su papel como derivada respecto las variables fisicas al margen del

parametro de transformacion.

Asi pues, sustituyendo este valor en la expresion anterior obtenemos

0L [8L d 8L] 0Y(q®) 4 0 {8L 8w(q°‘)} '

dq®  dt 0g*

Oe ot

0¢™  Oe

5% (25)

El primer término de la izquierda coincide con las ecuaciones de Euler-Lagrange, luego

para las soluciones de la dinamica se anula. Si denotamos %lezo por 0

d[OL _ .
5_[16 = % |:8_q0‘5q :| (26)
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Pero hemos supuesto que L. es invariante bajo estas transformaciones. Por lo tanto, en

particular se cumple que 6L, = 0. Luego

I'=—§g” 2
901 (27)

es una constante de movimiento.

Como ya habiamos adelantado, es posible relajar la condicién de invarianza bajo tras-
laciones. En la secciéon 2.3 vimos que dos lagrangianos son equivalentes si difieren en una

derivada temporal total de una funciéon ®. Luego cabria esperar que si
Lo=L+%(qte (28)

entonces se obtuviera el mismo resultado. Efectivamente, la condiciéon anterior implica

que
0 . d
0L =—o =—0P 29
Oe '6_0 dt (29)
de forma que de la expresion (25) se sigue que
d | 0L
— | ==0¢%“ = 0P| =0 30
dt {aqa 1 } (30)
y, por tanto,
oL
I'=—6¢%—0d 31
9 (31)

es una constante del movimiento.

Si un lagrangiano L cumple la condicion (29) bajo una cierta familia de transforma-

ciones se dird que es invariante gauge bajo esa familia.
Asi pues, el teorema de Noether puede enunciarse de la siguiente manera:

Teorema 2.4 Si L es invariante gauge bajo una familia continua y uniparamétrica de
transformaciones puntuales, entonces la cantidad
I'=—0q¢" — 09
9"
es una constante de movimiento.

Como hemos visto a lo largo de la demostracion, la conservacion de las cantidades
depende exclusivamente de la primera derivada de la transformacion evaluada en € = 0,
es decir, de la transformacion infinitesimal empleada. Este hecho es determinante y se
usaré en la practica a la hora de obtener cantidades conservadas a lo largo de la segunda

parte del trabajo.
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3. Teorema de Noether en teorias de campos clasicas

La verdadera importancia del teorema de Noether se encuentra en teorias de campos,
para las que se desarroll6 por primera vez con el objetivo de resolver el problema de la
conservacion de la energia en relatividad general [17, 12]?, y en mecanica cudntica. A
continuaciéon vamos a hacer un desarrollo teérico del mismo siguiendo principalmente los
libros [20, 9].

3.1. Problema de variaciones en campos

En la seccion anterior hablamos de la posibilidad de deducir las ecuaciones de Euler-
Lagrange a partir de la busqueda de extremales del funcional accién. En este apartado
obtendremos las ecuaciones de Euler-lagrange para campos clésicos siguiendo este mismo
principio.

Los sistemas de particulas tienen un nimero finito de grados de libertad y se obtiene
una ecuacion de EL por cada uno de ellos. Los campos clasicos son sistemas continuos vy,
por tanto, tienen un nimero infinito de grados de libertad. Este hecho hace necesaria la
sustitucion de los elementos habituales en sistemas de particulas por otros analogos que
se ajusten a la continuidad del problema. Los cambios principales seran el del lagrangiano
del sistema, L, por la densidad lagrangiana, L, v el de las variables ¢ por las variables
de campo u; con I = 1,..., N. Estas diferencias aparecen de manera natural al entender
los campos clésicos como el paso al limite de ciertos sistemas discretos y se explican en
profundidad con diferentes ejemplos en |9, 20]. El resto de diferencias, también presentes

en los ejemplos, surgiran del desarrollo del principio de acciéon extremal.

En esta seccién vamos a realizar el desarrollo para R* con la métrica euclidea, aunque

el desarrollo para el espacio de Minkowski es completamente analogo.

Sea x = (2%, 2!, 22, 23) = (t, 2!, 2% 2%) y u = (uy, ..., uy). Dada una densidad lagran-

giana L(u, Vu, x), definiremos la accién como
S = /ﬁ(u, Vu,z) d'z (32)

donde Vu representa a las 4N derivadas de la forma du; /0z®. A lo largo del desarrollo

se emplearéd tanto ur, como J,u; para denotar estas derivadas.

Supondremos que la densidad lagrangiana depende exclusivamente de las funciones u;

y sus derivadas primeras. Es posible generalizar el procedimiento para admitir densidades

2Consultada la traduccion de [12] al inglés en [13]
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lagrangianas que dependan de las derivadas de u hasta un cierto orden arbitrario. Sin
embargo, esto lleva a que las ecuaciones de movimiento sean de orden mayor a dos, algo
muy poco frecuente [20]. En este trabajo nos restringiremos al desarrollo tedrico de las

lagrangianas que dependan, a lo sumo, de las primeras derivadas de u.

Definiremos el lagrangiano del sistema que modela £ como

L- / L dx (33)

donde d®z = dr'dr?da® = dxdydz. De manera que la accién también se puede expresar,

/ L dt. (34)

Buscamos N funciones uy(x) tales que (uy,...,uyn) sea un punto extremal de S y las

como

funciones tomen valores en una cierta regiéon R de R* fijando sus valores en la frontera de

R, que denotaremos por JR.

Supondremos que tenemos una familia uniparamétrica de funciones sobre R, (un gru-
po de Lie), us(x,e) cumpliendo la condicion de contorno y asumiremos, sin pérdida de

generalidad, que la solucion fisica se encuentra en € = 0.

Como todas las funciones cumplen las condiciones de contorno, se tiene que
ur(x,e) = ui(x,0) =: u;(x) Vo € OR. (35)

Por tanto, en la frontera, la derivada con respecto al parametro es nula.

8UZ‘
Oe

—0 Vz€0R. (36)

El principio de accion extremal afirma que la accion fisica se corresponde con un punto

extremal del funcional accion. Es decir,

_35 [i / L d%] =0. (37)
e=0 de’;‘ R e=0

T de
Como R no depende de € podemos introducir la derivada en la integral. Luego solamente

0S5 :

necesitamos calcular L. Aplicando la regla de la cadena

I oL Our.| O oL

T 9e| . Our 00U + ——0Up - 3
Oe Our O |._, Ouro O |._, Ouy Ui Our g ur, (38)

oL

e=0

De forma que
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B oL oL £ oL oL o .
55—/R<8u15u1+ 8u17a5u1’°‘) d x_/}g<8u15ul+8u[,a axaéuf) d*x

oL _ 0 L o [ oc )
- (G- ) v+ g ()| e =o. 9

El sumando de la derecha en la ultima expresion se puede sustituir por una integral de

superficie mediante el teorema de la divergencia.

oL o L . oL N
/R {(81” ~ 3pa 81”70) 5u1] d*z + /8R (0u[,a 5u1) dn (40)

El sumando de la izquierda es idénticamente nulo debido a (36) (técnicas como esta son

muy frecuentes y se utilizaran varias veces a lo largo del trabajo) de donde

oL a0 L .
45 = /R {(am ~ e 8%7@) 5u1] d'x =0 (41)

La ecuaciéon anterior debe cumplirse para cualquier familia de transformaciones, luego el

término entre paréntesis ha de ser idénticamente nulo. Es decir,

0 oL oL

8:100‘ ((MLQ B 8u1

=0 VI=1,..,N (42)

Y asi obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange para campos.

A la expresion obtenida en el paréntesis de (41) la llamaremos derivada funcional y la

denotaremos por

oL oL o L
it . 4
our Our  0x“ Jur g (43)

3.1.1. Equivalencia entre densidades lagrangianas

En el apartado 2.3 observamos que en mecanica de particulas si dos lagrangianos
difieren en la derivada total de una cierta funcién arbitraria, entonces ambos dan lugar a

a las mismas ecuaciones de EL.

Existe una condiciéon similar que garantiza la equivalencia entre dos densidades la-

grangianas. Si £ y Lo son dos densidades lagrangianas tales que
EQ == £1 -+ 8a<1>0‘(u, [L’), (44)

donde ® = (%, !, &2 P3) es una funcién vectorial arbitraria, entonces sus ecuaciones de

EL son la misma [9)].
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3.2. Teorema de Noether

A continuacién, vamos a realizar una prueba del teorema de Noether en campos.
Los argumentos seran muy similares a los empleados en el caso de particulas, aunque la
continuidad de los sistemas nos llevard a ecuaciones de continuidad. Por tanto, seran las
corrientes conservadas resultantes, si cumplen ciertas condiciones muy poco restrictivas,

las que llevarédn a la obtencion de cantidades conservadas.

Al igual que en el caso anterior, supondremos que tenemos una familia continua de
transformaciones para las variables de campo, que denotaremos por u; — us(x,€) tal que
para € = 0 es la solucion de las ecuaciones de EL (d£/du; = 0). Estas hipotesis son las
mismas que empleamos en la seccion anterior, luego por (39) tenemos que

oL aac} 8[855] 8[85
I

L= {% T R = = oo

54 . (45)

Our o Our

De la misma manera que en particulas, la equivalencia entre densidades lagrangianas
permite relajar las condiciones sobre la accion de la familia de transformaciones sobre
la lagrangiana. Si la transformacion deja esta funciéon invariante, entonces 6L = 0 y
diremos que la transformacion es simétrica. Sin embargo, basta con que exista una
funcion vectorial ® = (®°, ®1 d? &3) tal que

5L = 0,0 (46)

para que se obtenga el resultado deseado. En ese caso diremos que la transformacion es

quasisimétrica.

Suponiendo que la familia de transformaciones es quasisimétrica,

6L = 0, ﬁ&uf = 0,9 = 0, ﬁdul — o] = 0. (47)
Our g Our
Es decir,
o o aﬁ o
0,G* =0, G*= Jura ouy — @ (48)

La ecuacion obtenida no es una ley de conservacion (una derivada temporal igualada

a 0), sino una cuadridivergencia nula, una ecuacion de continuidad.

3.2.1. Corrientes conservadas

Si 0,G* = 0, diremos entonces que G es una corriente conservada. Al igual que

sucede con la ecuacién de continuidad en mecéanica de fluidos, que lleva a la conservacion
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de la masa, o la ecuacion de continuidad de mecénica cuéntica, que lleva a la conservacion
de la probabilidad, esta expresion nos puede llevar, bajo ciertas consideraciones bastante

razonables, a una cantidad conservada.

Nuestro objetivo serd mostrar que G, integrado sobre todo el espacio, no varfa en el
tiempo.

Sea V una region cerrada del espacio R? y sea R la regién del espacio-tiempo que barre
V en un tiempo t; —ty. Es decir, R = {(2°, 2!, 2%, 23) € R*: 20 € [to, 4], (2!, 22, 23) € V}.

Entonces, el teorema de la divergencia nos asegura que

0— / 0.6 = [ Godn., (49)
R

OR

donde la primera igualdad se debe a que G* es una corriente conservada. Como
OR = {(z° 2", 2%, 2%) € R: 2° € {to,t1} o (2, 2%, 2°) € OV}, (50)

podemos calcular dn, en cada punto de la frontera. Para los puntos tales que t = t,
dne, = (=d3z,0,0,0). Analogamente, para puntos con t = ti, dn, = (d3x,0,0,0). En
el resto de puntos de OR, necesariamente se tendra que dn, = 0. Asi, si tomamos un
rectangulo de altura dzy = dt y de ancho di, el elemento de superficie de 9V, tendremos
que dn,, = (0, dxodi). Este hecho nos permite escribir la integral de superficie como suma

de cada una de estas tres partes de la frontera

t1
/Go(tl)d3x—/G°(t0)d3x+/ dt/ G-dx =0, (51)
\%4 \% to oV

donde G = (G', G2, G®). Supongamos que tomamos V como una esfera rellena y aumen-
tamos su volumen cada vez més haciendo tender su radio a infinito, cubriendo todo R3.
Entonces, si G decrece con la distancia a un ritmo suficientemente rapido (a un ritmo
mayor que r~2) podemos lograr que la altima integral se haga arbitrariamente pequefia.
Asi, en el paso al limite tendremos que

/ Go(tl)d3l' :/ Go(to)d?)l‘. (52)

R3 R3

Es decir, la cantidad Q(t) = [ps G°(t, ', 2%, 2%)d*z, que llamaremos carga, es constante

con respecto al tiempo, ya que tg y t; se han elegido de manera arbitraria.

dQ d
Y 2 GO t 1.2 .3 d3 =0 53
g T (53)
Asi pues, hemos encontrado una cantidad, o carga, conservada. De esta forma, el

teorema de Noether en campos se puede expresar de la siguiente manera:
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Teorema 3.1 Si una densidad lagrangiana L es quasisimétrica (con funcion vectorial
O ) respecto a una familia de transformaciones continuas uy, entonces
oL

o oL 4
G au17a5U1 (5 )

es una corriente conservada. Ademds, si G° decrece suficientemente rdpido con la distancia

0, en particular, si se anula fuera de una region acotada, entonces la carga

Qt) = /R3 GOt, ot 2* 2°)d’x (55)

es una cantidad conservada.

4. Cantidades conservadas por transformacion de dua-

lidad en electromagnetismo

En esta seccion seguiremos principalmente los argumentos expuestos en [5] para ob-
tener una formulacion alternativa del electromagnetismo basada en la que llamaremos la
densidad lagrangiana electromagnética. Esta enunciaciéon permitira establecer una corres-
pondencia entre las simetrias del sistema y las de las ecuaciones de Maxwell y facilitara
observar su simetria por dualidad y su respectiva cantidad conservada, la helicidad elec-

tromagnética.
Una vez establecida esta conexion, se estudiara su interpretacion fisica, asi como otras

cantidades relacionadas, que surgirdn como generalizaciones de esta.

En el siguiente desarrollo se emplearan coordenadas cartesianas en el espacio de Min-
kowski. Como es habitual, los indices representados con letras griegas «, 3, ... tomaran
valores 0, 1, 2 y 3, haciendo referencia al tiempo y a las tres coordenadas espaciales «,
y y z respectivamente. Los indices representados con letras latinas tomaran valores 1, 2
y 3. Se tomara el sistema de unidades de forma que h = ¢ = 1 y se empleara la métrica
Nap = diag(+1, -1, -1, —1).

4.1. La densidad electromagnética
El papel de los campos eléctrico y magnético en las ecuaciones de Maxwell en el vacio,

V-E =0 (56)
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V-B =0 (57)
.= 0B
VXxFE = ——— 58
. ot (58)
. OF
VXxB = 4+—, 59
X +o (59)
es muy similar. De hecho, si se realiza la transformaciéon
E—FE = -B
- . (60)
B—B = FE

las ecuaciones se mantienen invariantes. Esta simetria recuerda a las de la densidad la-
grangiana que lleva a la conservacion de ciertas cantidades. En efecto, se puede extender

a una transformacion continua, llamada rotacion de dualidad

E - E' = cos(9)E + sin()

—

B — B' = cos(0)B — sin()

Jml U:Jl
—~~
(@2 )]
[\ —
SN— SN—

que también conserva la forma de las ecuaciones de Maxwell.

Estas ecuaciones se pueden obtener a partir del principio variacional [7] a través de la

densidad lagrangiana
1
L= —Z—L(aaAﬁ — 05Aa) (0% AP — 0P A”) (63)

que llamaremos densidad lagrangiana estandar.
La transformacion de dualidad induce una transformacion en el cuadripotencial mag-

nético que se puede obtener mediante sustitucion de la siguiente manera: si tenemos en

cuenta que

o — (64)
x A, (65)

donde ¢ = AY y A = (A, A%, A%), entonces las transformaciones asociadas a estas coor-

denadas generalizadas se pueden expresar como

—

—V¢ — %] cos 6 + [6 X ff] sin 6 (66)

—V¢ - ot

ot

VxA=-— [—6925 — 88—1;1] sind + [6 X ff] cosf. (67)
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Para el teorema de Noether solamente nos interesan transformaciones infinitesimales,

luego se puede simplificar a

—Vép— 0 0A = 0]V x A (68)

V x 04 = 60[V¢] + 060[9,A]. (69)

Es posible resolver esta ecuacion diferencial para obtener las transformaciones, obser-
vando que la densidad lagrangiana, si bien no es invariante, difiere con la original en la
cuadridivergencia de una funcién arbitraria, obteniendo a partir de este hecho las canti-

dades conservadas. Este es el método por el que se obtuvo originalmente en [4].

Sin embargo, en este trabajo seguiremos el procedimiento empleado en [5] para resolver
este problema. Este acercamiento permite expresar la transformacion de dualidad expli-
citamente, de manera anéloga a la rotacion de dualidad, definiendo una nueva densidad

lagrangiana, que llamaremos densidad lagrangiana electromagnética.

Mediante su uso obtendremos la cantidad asociada a esta transformacion de manera
sencilla y estableceremos una relacion entre las simetrias del sistema y las de las ecuaciones
de Maxwell.

Para lograr este objetivo es necesario definir de manera analoga al cuadrivector po-

tencial magnético, A%, un potencial eléctrico C'* tal que

FoB = 92 AP — 9P A

G = 9vCP — 9P C«, (70)
donde G seré el dual de F. Es decir,
1
G = 5eaWFw. (71)

Estos potenciales nos permiten definir la transformacién de dualidad, que induce

la rotacién anterior como

A% = AY = cos(A)A® + sin(9)C® (72)
C* — 0% = cos(0)C™ — sin(f) A~ (73)

Al observar esta transformacion parece logico anadir a la densidad lagrangiana estan-
dar, en la que solamente participa el potencial magnético, un término que involucre al

eléctrico, logrando asi la simetria buscada.

L=~ ((0uAs — QAN A® — 0 A") — (0,05 — 0C)(@°C — °C7). (1)

1
8
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Naturalmente, las coordenadas generalizadas seran cada una de las componentes de
ambos potenciales. Al emplear coordenadas adicionales estamos trasladando el problema
a un espacio de mayor dimension, en el que el electromagnetismo en vacio seré solamente

una solucién particular.

Para que la densidad lagrangiana electromagnética sea modelo para el electromagne-
tismo, es decir, para que induzca las transformaciones de Maxwell, serd necesario imponer
una ligadura a las soluciones del sistema de manera que permanezca la relacién esperada

entre ambos potenciales. De (70) se deduce que han de cumplir que,

1
9°CP — 9P C* = 560‘5“”(8”14” - 0,4,), (75)
De esta forma, las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange con esta densidad
lagrangiana,
D3(0"A% — 9P A*) =0 (76)
03(0°CP — 9°C*) = 0, (77)

coincidiran las ecuaciones de Maxwell.

Por motivos que veremos mas adelante, cabe recalcar que mediante el uso de esta den-
sidad lagrangiana se obtienen todas las ecuaciones de Maxwell directamente del principio
variacional. En cambio, mediante el uso de la densidad lagrangiana estandar solamente
se obtiene la mitad de ellas y es necesario calcular el dual para obtener el resto. Esto es

asi porque las condiciones de dualidad estan implicitas en el lagrangiano con restriccion.

4.2. Teorema de Noether

A continuacién, vamos a buscar las condiciones particulares que ha de cumplir una
transformacion de nuestras coordenadas para mantener invariante la lagrangiana elec-
tromagnética. De esta forma observaremos la estrecha relacion entre la simetria de las

ecuaciones de Maxwell y la del sistema bajo esta formulacion.
Dada una transformacion de coordenadas infinitesimal arbitraria
A = AY = A% 4+ §A” (78)
O — 0¥ =(C° +6C° (79)
por ser L = L(0,Ap,0,C3) se tiene que

oL
6L= ( aaAﬁ)(S(a“ )+

oL

W(S(aacﬁ). (80)



24 Trabajo de fin de grado

Ademés, como se cumple que
0(0adp) = (0aAp)’ — OaAs = 0a(Al — AB) = 0a(6Ap) (81)

y sucede de igual manera con C,, se puede expresar la ecuacién anterior como

oL oL
= — AP+ ——— A. 2
oL 8(8aAﬁ)aa(5 )+ 8(8a05)aa(50 ) (82)
Aplicando la regla de la cadena
oL oL oL oL
OL=0y | === |04 -0, | =—=———| 0A o | =—=———=|0Bs — 0y | =————| 0Bg.
£ =0 || 40— 0 [y P45+ 2 || B~ 2 i |
(83)
Por tanto, agrupando y derivando obtenemos
1 1 1
6L = s {5 (FQ%AQ + GO"BéCa)} —3 [(%FQB} 0A, — 3 [(%Gaﬁ} 0C, (84)
llegando a
0L = 0p B (F“’%Aa + GaﬁéCa)} =0. (85)

La ultima expresion se iguala a cero para tratar con transformaciones que dejen invariante

la densidad lagrangiana.

Hasta este punto hemos considerado transformaciones de coordenadas arbitrarias. Sin
embargo, estas en general no seran verdaderas transformaciones fisicas a menos que man-
tengan las ligaduras impuestas para el electromagnetismo. Nos restringiremos, por tanto,
a aquellas que cumplan

Vel o 1 afuv
o°C? —9°C™ = 3¢ (9,4, — 0,AL). (86)
Ademas, definiremos los tensores de campo transformados como

FoP = 9247 — 9P A (87)
GP = 9aCP — 9P C. (88)

De esta forma, toda transformacion de coordenadas con significado fisico dejaré in-
variantes las ecuaciones de Maxwell. Este hecho no es de extranar ya que para nuestro

lagrangiano particular se corresponden con las de Euler-Lagrange.
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Ademas, existe otra propiedad importante de las transformaciones significativas. Si se
calcula 0L = L(00Aj, 0.Ch) — L(0aAp, 0Cp) a primer orden para una transformacion de

este tipo se obtiene

1 ’ / 1 v ! /
0L = {Goo |0°C7 = 0°CT — 5 (DA, = 0,4)) | (89)

que es idénticamente nulo. Por tanto, toda transformacion con significado fisico de la
lagrangiana electromagnética preservara la forma de las ecuaciones de Maxwell y repre-

sentard una simetria del sistema.

4.3. Carga asociada a la rotacién de dualidad

La transformacion de dualidad (72)-(73), como transformacion infinitesimal, se puede

escribir como

A% s AY = A> 1+ 9O

/ (90)
C* = AY =(C* —0A~
e induce a su vez la siguiente transformacion sobre los tensores de campo.
Fof — ol = pof 4 gGes (91)
G — GoF' =GP — gFP.
Podemos sustituir esta relacion en (85) para obtener la siguiente ecuacion
1
60, §(AQGw — Co )| =0. (92)

La expresion anterior es cierta para todo valor de . Por tanto, lleva a la siguiente ecuacion

de continuidad.

1

Oh =0 hY = §(AQGW — C F7%). (93)
Sin embargo, la densidad h° no es invariante. Este hecho no resulta un problema, ya
que, de la misma manera que hicimos en 3.2.1, podemos integrar sobre todo el espacio,

obteniendo una cantidad que si lo sea. Definimos

1
H= / hedr = - / (AaG% — CL F) d*F. (94)
|4 |4
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Si llamamos ¢ = (c=,CcY,C?) y A = (A*, AY ) A%), podemos expresar la relacion

anterior en forma vectorial como

H:/hod3~:1/ (A-8-C-E) o (95)
|4 2 |4

Esta cantidad, llamada helicidad 6ptica o helicidad electromagnética, se mantiene cons-

tante a lo largo del tiempo, ya que

d d1 1 hY 1 4 1 > =
_H:__/hod\%:_ a—d3F:_—/aihzd3F: _—/ h-dS =0 (96)
dt — dt2 Jy, 2 )y, Ot 2 Jy 2 Jov

donde, de la misma manera que antes, definimos h = (h*, h¥, h*). La tltima igualdad se
debe a que asuminos que esta cantidad decrece suficientemente rapido con la distancia.

Ademas esta cantidad es invariante guage, ya que si realizamos la transformacion

A% 5 AY = A% — 9oy

, (97)
Co — O = C* — 9™,
donde 1 = ¢(7,t) y x = x(7,t), entonces
FoO' = 9oAP — 9P AY = 9°AP — 9P A% — 9Py + 9Py = FoF (98)
G =90 — 980 = §CP — BPC™ — 5P + 9P = GOP. (99)
Luego B'=B,E'=FE y
A'.B = AB' = AB —9xB' =A-B-Vyx-B (100)
C'" E =CE =CE —0yF' =C-E—-Vi-E, (101)
de forma que
1 - — = — = — — —
H’:—/ (A’-B’—C’-E’>d3F:H—/ (VX-B—Vw-E>d3F. (102)
2 1% \%
Ademas, de la identidad V - (@) = @ - V4o 4 p(V-)d [14] se sigue que
Vx-B=—xVB+V(xB) = V(xB), (103)
luego
/W-é:/(xé): wB-dd =0 (104)
\4 \% oV

y realizando los mismos calculos para 1) - E obtenemos la igualdad que buscabamos

H’:H—/(ﬁx-é—ﬁzp-ﬁ)d?’*:?{. (105)
\%
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Podemos simplificar la expresion todavia mas si tenemos en cuenta el siguiente hecho:
las ecuaciones de Maxwell en el vacio nos indican que tanto el campo magnético como
el eléctrico son campos transversales. Ademés, en el anexo A hemos visto que la integral
sobre todo el espacio del producto escalar de un campo transversal por otro longitudinal

es nula, luego

]_ —

H:/l(,@.éJJﬁ—él-ﬁ—é.é)d%:/ (A*. B — G+ E)d*F. (106)
v 2 v 2

Por tanto,

—

H = / %(/Ti .B—C* - E)dF (107)
14

Una vez expresada esta cantidad en funcién de campos transversales, su invarianza

gauge se hace mas evidente de acuerdo a lo expuesto en el anexo A.

La interpretacion fisica y la importancia de esta cantidad se discutiran en la siguiente
seccién. Antes de explicar sus implicaciones vamos a proporcionar una simetria estrecha-

mente relaciona con ella. La transformacion infinitesimal
A — AY = A% 4 pA” (108)
C* = CY = C* + ¢C° (109)
induce una transformacion en los tensores electromagnéticos

Fob 5 B = peb 4 g s (110)
G — G = GP + pG*P (111)

Es facil ver que se trata de una transformacion con sentido fisico ya que cumple (86).
Por tanto, representa una simetria del sistema. Siguiendo un procedimiento anélogo al

realizado con la helicidad llegamos a que

1
0,d" =0, d = E(AOCF‘” + C,GY). (112)
Obteniendo un invariante gauge
1 [ - = = -
D= /d0d3F: -3 /(A -E+C - B)d*F. (113)

Sin embargo, esta cantidad conservada no aporta informacion ya que es idénticamente

nula.



28 Trabajo de fin de grado

1 b o w4 oo
_§/<_A.v><(]+A-V><C+V-(A><C’)):O. (114)

De la misma manera que hemos hecho anteriormente, el tltimo término se desvanece al

aplicar el teorema de Gauss y hacer tender |r] — oo.

Este par de simetrias es un ejemplo de un resultado méas general que discutiremos en
la seccion 4.5. Las transformaciones de la densidad lagrangiana surgen en pares, una de

ellas llevando a una magnitud propia y la otra a una cantidad conservada trivial.

4.4. Helicidad electromagnética

Los haces de luz transportan momento angular orbital y de spin paralelos a su eje. Se
sabe que el momento angular de spin esta asociado con la polarizacion de los fotones que
conforman el haz, mientras que el momento angular depende de la distribucién espacial
del campo [6]. Sin embargo, una descripcion fundamental de este hecho en términos de
la teoria electromagnética no resulta completamente satisfactoria ya que, aunque es posi-
ble separar ambos momentos angulares, no parecen tener significado fisico por separado
porque no se trata de momentos angulares propiamente dichos. A continuacién, vamos
a precisar a qué nos referimos con esta afirmacion. Para ello seguiremos los argumentos

presentes en [23].

El momento angular en el electromagnetismo se puede escribir como

J = /Fx [E x Bld*7 (115)
y como veremos en la seccion 4.5.1 se trata de una cantidad conservada. Esta magnitud
se puede separar en dos componentes, asociadas respectivamente a la parte longitudinal
y transversal del campo eléctrico. La primera de ellas dota de momento angular al campo
de Coulomb asociado a las cargas, mientras que la segunda se debe al campo de radiacion,
que se representara por fmd. Como tratamos con las ecuaciones de campo en el vacio, no

hay cargas y el campo eléctrico solo tiene componente transversal.

Es posible separar J_;ad a su vez en dos magnitudes diferentes
grad = /EJ_ X fTJ_ dF, Erad = Z/Ej‘(FX ﬁ)Aj_ dr. (116)
J

De manera que

— —

Jrad = Srad + Z_jrad' (117)
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La magnitud Emd es la parte asociada al momento angular orbital y §md es la parte
asociada al spin. Como se puede ver, esta ultima es intrinseca en el sentido de que es
independiente de la definicion del origen de coordenadas. Ademés, para el campo libre

ambas son cantidades conservadas.

El problema con su interpretacion es el siguiente: por un lado, la parte asociada al
spin se corresponde con el momento angular total de una particula en un sistema respecto
al que se encuentra en reposo. Sin embargo, tal sistema no puede existir para los fotones.
Como consecuencia de ello, no es posible definir un vector de spin. De hecho, solamente
podemos definir la componente del spin en la direccion de la propagacion (la helicidad).

Por otro lado, si se realiza la cuantizacion de estas partes de E, [23], se obtiene que
[Sr(zdia Sradj] =0. (118>

Es decir, todas sus componentes conmutan, lo que implica que este operador no pue-
de generar rotaciones de la polarizacién del campo y, por tanto, no puede considerarse

propiamente como un operador de momento angular de spin.

La helicidad 6ptica se obtuvo en [6] al buscar una magnitud pseudoescalar de tiempo-
par (“time-even pseudoscalar”), es decir, una cantidad que no cambia de signo bajo inver-
siones temporales. Ademas se buscaba que tenga dimensiones de momento angular y que
pueda relacionarse con la polarizacion de los fotones. Un primer candidato para ella fue

la helicidad magnetica,
M- [ A o)
1%

que aparece en fisica de plasmas para cuantificar el retorcimiento (“twist”) de las lineas

de campo magnético en analogia con la helicidad de mecanica de fluidos [6].

Sin embargo, M no se considera adecuada porque no es invariante bajo transforma-
ciones de dualidad. Este requisito se toma como principio: toda cantidad significativa del
campo electromagnético ha de ser invariante bajo esta transformacion. Para més informa-
cion sobre ello se puede consultar [3], donde lo llaman “democracia electromagnética”. Al
imponer esta condicion, buscando una cantidad similar a la helicidad magnética encontra-
mos precisamente la helicidad electromagnética, o helicidad 6ptica, cantidad conservada

por esta transformacion.

A continuacién, veremos la relacion que existe entre la helicidad 6ptica y la polarizacion

de la luz. Para ello, seguiremos los argumentos expuestos en [22] para cuantizar H.

En primer lugar, el potencial magnético se puede expresar para campo libre como serie
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de Fourier de acuerdo con [8] como

Az, 1) = 3/2/ &k Z (k, \)( e 4 a*(k, N)e®), (120)

donde k, = (w, /;), zo = (t,7) y por simplicidad hemos escrito

—

k= kaa® =wt — k7, k= kok® = w® — k> =0 (121)

Los £(k,A), A = 1,2 se llaman vectores de polarizacion lineal y son transversales

en el sentido de

k-&k,\)=0, A=1,2 (122)

- - k
ek, 1) xek,2) = — 123
(k,1) x &(k, 2) 7 (123)
f—k,1) = —&k,1) (124)
f-k2) = &k,2). (125)

De esta forma {&(k,1), &(k,2), k/|k|} forman una base ortonormal. Este hecho nos per-

mite definir los vectores de polarizacion a derechas y a izquierdas como

gr(k) = 7(5(12, 1) + ig(k, 2)) (126)
Lo V2 o e
ep(k) = 7(5(1@, 1) — ik, 2)), (127)

cumpliéndose entonces que
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‘R = L (134)

De manera analoga podemos definir

ap(k) = 5 (a(k, 1) + ia(k,2)) (135)
ar(k) = ‘/75(@(15, 1) —ia(k, 2)). (136)

Tales funciones complejas son el limite clésico de los operadores de aniquilacion de
fotones polarizados a derechas a izquierdas [8]. De igual manera, sus complejos conjugados
ay, y aj, son sus respectivos operadores de creacion. Asi, pues, podemos escribir la férmula

(120) como funcion de estas, obteniendo

1 Bk
T2 | Vaw

(53(1;’)@(/2) + & (R)ap (F))e—*=

+ (k) + 5R(E)a2)eikx) . (137)

De este punto en adelante omitiremos la dependencia con k para simplificar la notacién.

La parte espacial de la relacion (70) se puede escribir como

~ - = 0A
EF = -VxC= 5 (138)
5 ~ - aC
B = A= ——"" 1
V x T (139)

luego podemos calcular C' a partir de A empleando las identidades (130)-(134). En primer

lugar, las derivadas espaciales de A7 son

QAT = e i)3/2 \C/FE ((arel + arel)kie ™ — (ape), + ajef)kie™™) . (140)
Luego
VxA= e i)3/2 jﬁ (q ((Erar + rar)e ™ — (Eraf + 5Ra2)€ik‘r)) (141)
Por tanto,

w Bk . "
~ =~ % x)

B=VxA= o | o ((Erar — Erar)e ™ + (Zra; — Eray)e (142)
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e integrando B respecto del tiempo obtenemos que

. 0B —i Bk, . ikt L oo = ik
¢= ot 2m)32 | ow ((Erap — Erag)e™™ + (Sraf — Eraj)e™) . (143)

Podemos sustituir las expresiones obtenidas en (107)

L1 [ BREBE R o
A-B= 2 / W ((ClLa/ik — apay)e " FRIT L (apal — agaly)e R RT 4

(agd), —apaly)e” T 4 (ahaly — a}EaE)Gi(kM')'r) . (144)

donde las primas en las funciones a’;, j = L, R indican la dependencia con k' y la ausencia

de estas la dependencia con k.

De forma similar, como

= OA iw Bk . . . A
b= ot (2m)3/2 | 2w ((arer + arep)e R aLsR)em) : (145)
entonces,
e
¢-F= ) / 2n)? ((GRCLIE —apay)e " F T o (apaly — apalf)e R 4
(agal, — CLLa'R)e*i(E/%)'F—l— (afpaly — a*LaE)ei(EJFE/)'T) , (146)
luego

1 Bk " " * 1y 2i(F—R)\ —i(—F)7 13
= 2 R3 W <(aLaL — arag) + (arar — anag)e > c ' (147)

Si tenemos en cuenta que

Sk —K) = / T —iipyr (148)
rs (27)°
podemos escribir H como
H= /d?’/z(a,;az — agay) (149)

coincidiendo asi con la expresion del limite clasico de la diferencia entre el ntimero de
fotones polarizados a izquierdas y a derechas (en otras unidades sera necesario anadir un
factor h).

H =N, — Ng (150)
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Con esta formula logramos relacionar la helicidad electromagnética y de particulas. La
misma cantidad que caracteriza como se rizan los campos magnéticos y eléctricos sobre si
mismos nos proporciona la diferencia entre fotones polarizados a derechas y a izquierdas.
Asi, si tenemos un campo electromagnético con configuracion trivial, ningtin campo esté
entrelazado y, por tanto, el nimero de fotones de cada tipo es el mismo. Sin embargo, si
existen diferencias en el entrelazamiento de los campos, existira también un desequilibrio

en la polarizacion de los fotones [22].

4.5. Otras cantidades asociadas a simetrias electromagnéticas

En esta seccidén vamos a exponer otras dos transformaciones estrechamente relacionada

con la helicidad y a genealizarlas a una familia infinita de simetrias.

4.5.1. Simetrias conformes

Las transformaciones de coordenadas conformes son aquellas que conservan los angu-
los, aunque no necesariamente las longitudes [19]. Ejemplos de transformaciones confornes

son las traslaciones, las rotaciones o los boosts.

L. ., / .
Matematicamente, una transformacion x® — xz® es conforme si cumple que
!
T = Nx)xax” (151)

con A(z) una aplicacién no nula. Si tenemos una transformacion conforme infinitesimal

@ — 2% = 2® + 6x%, la condicion (151) implica que

/ /
, ozt Oz

= Uuuﬁwxaxﬁ = \2)napz®a”. (152)

W
[EM/JZ

De manera que

ozt dx”'
—_— = . 1
T e 9ab A (153)

Asi pues, teniendo en cuenta que se trata de una transformacion infinitesimal, se puede

escribir como
s (38 + 0a02 ) (8 + Bp02”” ) = Mo (154)
y primer orden,

Nap + 0a0Ts + 0300 = AN()Nap- (155)
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Luego 0,0x5 + 0gdx, es proporcional a n,5. Sea K (z) el factor de proporcionalidad

N (Ondzs +05010) = 0K ()10 (156)

20,02 = 05K (x) =4K(z). (157)

En la ultima igualdad, el namero 4 se debe a la traza de la delta de Kronecker, es decir,
a la dimension del espacio en el que nos encontramos.

La expresion anterior implica que si una transformacién infinitesimal es conforme, ha

de cumplir la relacion
1
O0a0x8 + Ogdxy = 5(%5:5“%5. (158)

Contrayendo indices en ambos lados de la expresién con 9°9° se puede demostrar, como

se hace en [19], que
or =% + wga® + v, 2tz” (159)

cumpliendo los tensores w y v ciertas restricciones.

En [16] se estudia la invarianza de las ecuaciones de Maxwell sobre transformaciones
conformes y se llega a una expresion general para ellas. En [5] se adapta a la combinacion

de potenciales eléctricos y magnéticos llegando a

Ay — Al = Ay — A0, XP — XP0sA, (160)
Co — O = Oy — C0, X" — XP0,C, (161)

con X dado por
X =1t"+w%2” + 92 + (22°2° — 2,2"n*)ag. (162)

La componente infinitesimal t“ representa traslaciones en el espacio tiempo, la com-
ponente w*? = —w’® define las rotaciones y los boost, ¥ hace referencia a los cambios
de escala y a® a las transformaciones conformes especiales, transformaciones fraccionarias
lineales no afines. Son de la forma
at + bHa?

ot = =
1+2b-x+ b2x2

(163)

y se pueden entender como la sucesiva aplicacion de una inversiéon espaciotemporal, una
traslacion y otra inversion temporal
p ok

m“—>x—2, o =tV at — — (164)
T T
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Las ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo transformaciones conformes, lo que

nos permite asegurar mediante (85) que se cumplen las siguientes ecuaciones

1
O |5 X" (F* Fap+ G Gly) | = 0 (165)

Como los tensores t*, w*?, ¥ y a® son independientes, obtenemos 15 ecuaciones que

llevan a corrientes conservadas. Estas son

(0% v 1 (0% (6%
0,77 =0, T :§(FMF‘”+GMG‘”) (
87]\40‘57 =0, M = goThy — B (
0.0 =0, D' =z, T (168
(

O I%y =0, I =22%"T", —x,a"T.

El tensor 7% de (166) es el tensor energia-momento electromagnético escrito en fun-
cion de los potenciales eléctrico y magnético y lleva a la conservacion de la energia y el
momento lineal. De la ecuacion (167) se puede deducir la conservacion del momento angu-
lar y del momento angular de boost, las cantidades conservadas por las transformaciones
de Lorentz. La tltima de ellas, como su nombre indica, es la cantidad conservada por
los boosts (un desarrollo detallado de la conservacion de estas cantidades en densidades

lagrangianas relativistas generales se puede encontrar en [9] paginas 571-576).

El posible sentido fisico e independencia del conjunto completo de ecuaciones han
sido muy discutidos. En [15] se demuestra la dependencia de 4 de ellas. Ademaés, es en
ese mismo articulo en el que se observa por primera vez que (168) esta asociada con los
cambios de escala. Aunque no se ha encontrado una interpretacion general para (168)-
(169), en [5] se realiza una interpretacion curiosa para un caso particular. La cantidad
conservada con densidad D, para ondas planas, lleva a la conocida relacion de dispersion
w = |k].

Al igual que sucede con las transformaciones de dualidad, las transformaciones con-

formes también tienen una transformacion pareja, en este caso no geométrica,

Ay — Al = A, — C30,YP —YP0sC, (170)
Ca — C(/x = Ca + AgaaTﬂ + Y/B@BAQ, (171)

con Y* dado por

Y=g+ ¢%a” + oz + (2227 — z,2"n"")bs (172)
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donde g%, ¢*® = —¢%, v vy b* son pseudovectores infinitesimales con las dimensiones
adecuadas. Sin embargo, al igual que sucedia en las transformaciones de dualidad, estas

cantidades estan asociadas a cantidades conservadas triviales [5].

4.5.2. Tensor zilch

El tensor zilch fue expuesto por primera vez por Lipkin en [10] y, aunque en el articulo
original se dio una definicién directa buscando que cumpliese la propiedad de ser cantidad
conservada e independiente del tensor energia momento (linealmente independiente de
las derivadas de T%%) es posible obtenerlo a partir de la siguiente transformacién de

coordenadas:

Ay = AL = Ay + ("0,Gra (173)
Co — C! = Cy — (™0, F,, (174)

donde (" es un tensor simétrico y con dimension de raiz de longitud. Esta transformacion

induce sobre los tensores electromagnéticos la siguiente:

Faﬁ - (;6 = Faﬁ + ija,uayGa,B (175)
Gaﬁ — G:Xﬂ = Gag — C“”ﬁuéuFag. (176)

Es facil ver que cumple la condicion de transformacion significativa, luego aplicando (85)

obtenemos la ecuacién de continuidad

(63 (6 1 (0% (0%
0,2°P =0, 7P = 5(Gwa FP—FmoGp), (177)
que lleva a las cantidades conservadas

Zeb :/ Z%F dxdyd:z. (178)
R3

Este tensor se puede considerar como una extensiéon a mayor orden de la helicidad
electromagnética. Ademas, resulta de gran interés pues en [21]| se muestra que la compo-

nente
]_ — — — — — —
200025 E-VxXE+B-VxB|, (179)

llamada quiralidad 6ptica, determina el grado de asimetria quiral en la excitacion de

moléculas.
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Veamos de qué manera esto es asi siguiendo los argumentos de [21]. La interaccion de un
campo electromagnético sobre una molécula quiral genera momentos dipolares eléctricos
y magnéticos

7=aE —iGB, m =B+ iGE, (180)

donde las tildes sobre los simbolos indican que se trata de cantidades complejas. & es la po-
larizabilidad eléctrica, ¥ la susceptibilidad magnética y G es el término de polarizabilidad

mixto.

Si se consideran los campos como ondas planas monocromaticas, la excitacion media

se puede calcular como
A% = (B - 05+ B - oym) = %Im(ﬁ* P+ B 1m) (181)
Si x es despreciable, se obtiene la expresion

1 —
A* =2(wU.o" F 2°°G"), U, = Z|E|2. (182)
Asi pues, para luz circularmente polarizada, el factor de disimetria se puede expresar como

C2AT AT (GMN (22
g—w——@)(w@)' (183)

Es decir, la asimetria quiral en el rango de excitaciéon para moléculas pequenas es propor-

cional a la quiralidad material y a la quiralidad electromagnética.

Al igual que sucede con la helicidad 6ptica, la transformacion anterior tiene una sime-

tria pareja que lleva a una cantidad trivial. Esta es

Fap = Flg = Fop + £78,0,Fop (184)
Gag — Glaﬁ = Gaﬁ + 5“”8M8VGO@3, (185)

donde £* es simétrico y tiene unidades de raiz de longitud.

4.5.3. Generalizaciones

Hasta ahora hemos estudiado las simetrias del electromagnetismo
SFoB = 9Gos 5GP = —gF*P (186)
§F°f = gr9,G**  0G* = —g"9,F*’ (187)
SFB — C;wa#ayGaﬁ 5GoB — —C" 8,0, T (188)
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asociadas respectivamente con la helicidad, una cantidad trivial y al zilch. De la misma

manera hemos estudiado sus respectivas parejas

SFP = pFb 5GP = pGP (189)
SFoB =19, FP 5GP = t'0,G*P (190)
SFP = £ 9,0,F* 5GP = £ 9,0,Glup (191)

asociadas, respectivamente, a una cantidad trivial, el tensor energia-momento y a otra

cantidad trivial.

Hemos expresado estas transformaciones en términos de los tensores de campo para
poder observar el patron que surge de las mismas. Esta pauta continta, haciendo posible

extender estas expresiones a una familia infinita de simetrias.

Para cada n € NU {0} tomemos el cambio de coordenadas

Fob 5 poB = pof  grarerng 9 0, GV (192)
G — GO = GOF — gy B, 0, FP (193)

donde #%1"2"» es un tensor con unidades adecuadas para satisfacer la igualdad. También
es posible suponer sin pérdida de generalidad que se trata de un tensor simétrico en todos

sus indices.

Cada una de las transformaciones cumple la condicion (86), ya que

1 1 1
S Ey = Sy S0, 0,0, Gy = GOt

1 /
0720y, gD 52 Gy = GO — 000,100, Fag = G (194)

La penultima igualdad se debe a que al aplicar dos veces el dual de Hodge sobre un tensor
F? este cambia de signo|11]. Por tanto, esta transformacion es una simetria del sistema

con una cantidad conservada asociada.

Para obtenerla mediante (85) es necesario expresar la transformaciéon en términos
los potenciales electromagnéticos. Es facil comprobar que las funciones buscadas cuando

n > 2 son

Ay = AL = Ay + 055250 8, G o (195)

MRn—1

Co — CL=Cy — 072", 0w, Fuvas (196)
que llevan, renombrando los indices por simplicidad, a la ecuaciéon

D, HFr2 Y — () e - % (GHose 9 F, — FhoRe 9% G ). (197)
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De igual manera, los cambios de coordenadas de la forma

Fob —y poft — peb | prikabng 99, FOP (198)
G — P = QP . prakzEng 90, GO (199)

donde 71*2*n ge puede considerar simétrico en todos sus indices y tiene las unidades

adecuadas para respetar la igualdad, son también simetrias del sistema, ya que

1 1 1
§€aﬁm/ F//u/ 58045#1/ ij §8QB“VTH1K2"'K7L aﬂl am aﬂn F/W _ Gaﬁ
1 y
P O Oy 5 Fpyy = G 70,0, ), G = GO (20)

Esta transformacion se puede expresar en términos de A* y C'“ como

Ay = AL = Ay + 705250, 9. Fo o (201)
Cp — C = Cy + 7250, Do Gy . (202)

Asi pues, las cantidades obtenidas aplicando el teorema de Noether son

O, Trrraind = () rarzesny = % (Fmgme. 0 F,f 4 GoR 0™ G) . (203)

De la misma manera que sucedia en las simetrias que hemos estudiado previamente,
para n par (197) estd asociada a una cantidad conservada propia, mientras que (203)
lo estd a una trivial. Para n impar sucede lo contrario. Ademas, parece que todas las
cantidades propias se pueden escribir como diferencia o suma del ntmero de fotones

polarizados en cada direccion [5].

" = /R W = / [aL(E)aE(E)—aR(E)a}‘%(E)} s (204)
T = /R T = / ke [aL(E)az(E)MR(E)a;(E)] &k (205)
2o — / 2o = / kekP [aL(E)az(zz)—aR</€)a;(E)] &K (206)

En esta familia infinita de cantidades conservadas solamente las dos primeras tienen
una interpretacion clara. Sin embargo, se puede interpretar que el resto de estas cantidades
describen propiedades de las derivadas del campo electromagnético. Esta idea surge de la

autosimilaridad de las ecuaciones de Maxwell.

Con autosimilaridad nos referimos a la siguiente propiedad de las ecuaciones: definimos

égzﬁxﬁ, M, =V x B. (207)
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Entonces, estos nuevos campos cumplen las siguientes ecuaciones

V-G, = 0 (208)
V-M, = 0 (209)
= — 21
VXGQ It ( 0)
L oG,
M = 211

idénticas en forma a las ecuaciones de Maxwell. Este proceso se puede repetir indefinida-
mente, tomando nuevos campos como el rotacional de los anteriores, y en todos los casos

se preserva la forma de las ecuaciones de Maxwell.

Para ver esto, definamos de manera recursiva
G, =E M, =B (212)
éi+1 V X G MZ+1 V X M (213)

Supongamos que se satisfacen unas ecuaciones de tipo Maxwell para el caso n—1 y veamos
que se satisfacen también para n.

V-Gp=V-(VXGuy)=0 (214)
V-M,=V-(VxM,1)=0 (215)

e . (o,
VxGn:Vx(VxGn_l):—Vx< tl

L >:_Q(6XMWQ:—ML<H®

- - - - - - aén_ 0 /= = aén

Vx M, =V x (VxM_)= Vx L) = (v x G 1): (217)
ot ot

A continuacién vamos a ver las consecuencias de la autosimilaridad. Si observamos la

componente 00 del tensor zilch se puede comprobar que es idéntico en forma, salvo signo,

a la helicidad, midiendo cémo se entrelazan los campos Gs y M.

H= L[ (AVxA+C-VxC)d7 (218)

00 _ %ng(E'VXE+B'VX§) d37. (219)

Si calculamos las componentes 0...0 del tensor H para cada posible rango observa-

remos que este es un hecho general. En primer lugar, calculamos las n-ésimas derivadas
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temporales de los campos.
MnH sin=1 mod4
oG, _ —C?nH s% n=2 mod4 (220)
ot w1 sin=3 mod 4
én+1 sin=0 mod4
y
—an+1 sin=1 mod4
o™ M, _ _]\{n—i-l S? n=2 mod4 (221)
otn Gpy1 sin=3 mod4
]\7[n+1 sin=0 mod4

De manera que si m es el rango del tensor H"» "™ con m > 2,
derivadas y H>0 = 1/2B - 9™ 2E /ot™—2 —

_E'ém—l_g'Mm_l sim=1
op00_ ) E My s+ B-Goy sim=2
F-Gop1+B-M,_1 sim=3
E'Mmﬂ E-C_jm,l sim=0

i}
<
X

Q

V- (-C) = 0
V-A =0

- . 0A
Ixi = 29

podemos definir

—

ot

—

é(]:—c, MOZ/Y

mod 4
mod 4
mod 4
mod 4

entonces se tienen m — 2
E -9 2B /0t™2. Es decir,

(222)

(224)
(225)

(226)

(227)

(228)

extendiendo el resultado anterior a todo N. Este cambio de signo se debe a la definicion de

C?%, de manera que E=-VxC. Aunque es posible definir C de forma que no aparezca,
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se ha preferido de esta manera pues simplifica la notacién en el desarrollo del formalismo

electromagnético.

De la misma manera podemos calcular la componente 0...0 del tensor T’

E‘Mnl génl sin=1 mod4
2TO"'0 _ —€ . Cin 1 — % Mn 1 S% n=2 mod4 (229)
—FE-M, 1+B-G,_1 sin=3 mod4
Eé +§ Mnl sin=0 mod4
Combinando los resultados de ambas transformaciones resulta que
G- Gy + M, - M, (230)
Gy - M, — M, -G, (231)

son ambas cantidades conservadas para todo valor de n. Nuestro objetivo es demostrar
que tales transformaciones son idénticas formalmente a la helicidad y energia para los
campos Mn y én. Es decir, demostrar que para todo m € NU {0} se cumple que si n es

el rango del tensor H y T',

_G_;Qm . C_TY‘ZTn—‘,-l - MQm . MQm—i—l sin=4m + 1

0 in=4 2
00 L) ) . sLm=am et (232)
Gomt1 - Gomgo + Moyg1 - Mopyo sin=4m +3
0 sin=4m
0 sin=4m+1
o700 Gom+1 - Gomy1 + Mopi1 - Moy sin =4m + 2 (233)
0 sin=4m+3
Gom+2 - Gamiz + Mamyo - Mopmya  sin=4m
donde f ~ g expresa la relacién de equivalencia
frge= | fd’F= / g d°7 (234)
R3 R3

Este resultado surge como caso particular de la siguiente propiedad: para todo p € N y
para todo k € {1,2,...,p— 1}.

ch- ép + M - Mp ~ G- ép e+ Mgy, Mpfk (235)
él ’ _’p - _’1 _’p ~ él-ﬁ-k _»p—k - M1+k . ép—k (236)
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Antes de demostrarlo veamos la siguiente propiedad: dado i,n € N, n > 2 se da que

— — —

G -G, + M, - Mn = 2 (Mz . én—l -G - Mn—l) + (Gi-i-l : én—l + Mi—H : Mn—l) (237)

ot
— — — — a — — — — — — — —
G- M, —M,; -G, = It (Gi “Gpo1 + M; - Mnfl) + (Gi+1 My — Mgy - Gnﬂ) (238)

De la identidad (237) se tiene que si n > 2

— — — — a — — — — — — — —
GG, +M - M, = It (Ml -G — G- an) + (Gz G+ M, - Mn71>
y aplicando (238) llegamos a

_9
- ot

Las derivadas que aparecen en las expresiones anteriores son todas ellas densidades de

C_jl : Mn - Ml : én <él : C_jnfl + Ml : Mn71> + (62 : Mnfl — ]\7[2 : C_jnfl)

cantidades conservadas. Por tanto, son equivalentes a 0 y

G- G+ M, - M, ~Gy-Gyy+ My- M, , (239)
él : Mn - Ml . én ~ ég : Mn,1 - MQ . G_»nfl (240)

Vamos a probar por induccion sobre p que para todo k < p—1 se cumple (235) y (236)
(HL.1). El menor valor de p no trivial es p = 2. Hemos visto que las expresiones (239) y
(240) son validas para todo n > 2. En particular lo son para n = 2 luego se cumple la
hipotesis de induccion para todo & < 2 (k = 1). Supongamos que la hipotesis es valida

para p — 1 y veamos que lo es también para p.

Para p dado vamos a aplicar inducciéon sobre k para demostrar que se cumplen (235)

y (236) (HI.2). Las mismas expresiones (239) y (240) nos sirven para el caso k = 1.
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Supongamos que (235) y (236) son validas para k — 1 y veamos que si k < p — 1 también

lo seran para k.

—

— — — — a — — —
(G1+k Gy (k1) + Mgy, - Mp—(k+1)>+— (MH-(k—l) - Glp—1)=(k-1) — Grg@—1) - M(p—l)—(k—l)) ~

<él+k : ép—(k—i—l) + Muk : Mp—(k+1)>

donde la ultima equivalencia se debe a que por (HI.1) la expresion dentro de la derivada
es equivalente a la densidad de una cantidad conservada y, por tanto, equivalente a 0. De

manera analoga

— — — — — —»

G- M,—M -G, ~ G- Mp_j11 — M2'ép—k+1:

(Grra My o) = S Gy + gt (G G+ 3, 3, =

. 0 . .
<G1+k p—(k+1) — My, - pr(k:Jrl)) e <G1+k 1 Go—1)—(k— 1)+M1+(k 1 Mp-1)— (k- 1)) ~

(él+k : Mp—(kH) - Ml-i-k : G_;pf(k+1)>

Con esto concluye la prueba. Asi pues, tomando £ = p — 1 llegamos a que

—

Gy 1, = ¥y - Gy~ Gy My — - Gy ~ = (Go - N, — 0y - G,

Lo que implica que, para todo p € N,

—

Gy-M,— M, -G, ~0 (241)

Asi pues, tomando respectivamente k =2m — 1, k=2m, k=2m+1y k =2m + 2
cuandop=4m+1, p=4m+ 2, p=4m+ 3 y p = 4m para algin valor de m obtenemos
el resto de casos de (232) y (233).

Por tanto, obtenemos el resultado esperado. Las cantidades H%* son idénticas en
forma a la helicidad 6ptica, midiendo el entrelazamiento de los sucesivos campos G, y
M,,. Las cantidades T%+" en cambio, son idénticas en forma a las “energfas’ de tales

campos.
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5. Conclusion

La simetria de las ecuaciones de Maxwell y su invarianza por la rotaciéon de dualidad se
conocen desde su planteamiento a mediados del siglo XIX. Por tanto, resulta sorprendente
que no fuera hasta los anos 60 del siglo pasado cuando se estudiase esta transformacion y

se encontrase su carga asociada.

La helicidad o6ptica es una magnitud muy significativa del electromagnetismo y tiene
una interpretacion profunda que enlaza las descripciones clasica y cuéantica de la teorfa.
Ademas, los conocimientos necesarios para su estudio no sobrepasan los obtenidos en el
grado, por lo que incluso podria estudiarse como parte de su temario, presentando a los

alumnos una cantidad distinta que ejemplifica la utilidad del teorema de Noether.

El estudio de sus generalizaciones e interpretacion ha llevado a algunas incognitas que
podrian estudiarse en una continuacion del trabajo. En primer lugar, hemos visto que las
cantidades H% hablan sobre el entrelazamiendo de los campos G, y M, pero ;dicen algo
sobre los propios campos E y B? y ;qué expresan sus “energias’, las cantidades 707
Aunque es posible que solo sea una consecuencia matemética de la autosimilaridad de
las ecuaciones de Maxwell y los autores de [6] opinan que no existe interpretacion fisica
debido a las extranas unidades de estas cantidades, puede ser interesante investigar al

respecto.

El desarrollo de este trabajo ha servido para ahondar en un resultado tan conocido
como es el teorema de Noether, aplicado de manera més profunda en el contexto de
la teoria clasica de campos. Este estudio, ademés de continuar con los conocimientos
adquiridos en el grado, ha servido de puente para aprender fundamentos de otras areas

afines como la geometria diferencial de variedades o teorfas cuanticas de campos.
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A. Campos transversales y longitudinales

Llamamos campo vectorial longitudinal a todo campo F:R3 — R® tal que
V x F=0. (242)

Este hecho implica que el campo sera conservativo [14], es decir, que existe un campo

escalar f: R3 — R tal que

F=V/. (243)

De manera anéloga, definimos como campo vectorial transversal a aquel campo
G: R3 — R3 tal que

V-G=0 (244)

El teorema de descomposicion de Helmholtz [2] nos asegura que para un campo G
diferenciable tridimensional que tiende a cero en el infinito existe una descomposicion

Gnica en un campo longitudinal, G | vy otro transversal, G, de forma que
G=G+G.. (245)

Este hecho nos resulta de gran utilidad en electromagnetismo debido a las propiedades
particulares de estos tipos de campos. A continuacion, expondremos dos resultados que

nos seran de utilidad en el estudio de las cantidades conservadas en esta teoria.

En primer lugar, la integral sobre todo el espacio del producto escalar de un campo

vectorial longitudinal 13” y otro transversal, G| es nula. Es decir,
/ F -G d*F=0. (246)
R3

Esto es asi ya que si V' es una esfera de radio r

/ﬂ-éﬁ)?:/ﬁfﬁld%:/ (971G +0)dr= (247)
1% 1% 1%

=

/V (V- Gut f(V-G0)) dir= /V $. (G = [ 16, 218

ov

Haciendo tender r a infinito la ultima integral se anula, ya que ambas cantidades tienden
a 0.
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El segundo hecho importante es que la parte transversal de un campo vectorial es

invariante gauge, ya que si
G'=G+Vy
con v una funciéon arbitraria, tenemos que

-

VX@’Z§-<G’H+GL+§1D>:ﬁXéHQﬁXéJ_-i-ﬁXﬁiﬂ:ﬁXéL,

V-C_j/:ﬁ-(é”—l—GL—l—ﬁiﬂ):6-6”—%—6-(%_—1—6-61&:6-@“—i—A@D.

(249)

(250)

(251)

(252)
(253)
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