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Resumen






En este trabajo se describe el proceso que realizamos para comprender cémo ser relacionaban
los distintos conocimientos movilizados por un profesor al seleccionar y utilizar distintos tipos
de ejemplos para abordar la ensefianza de las sucesiones numéricas, en un curso de tercer afio

de educacién secundaria.

Nuestra investigacion se enmarca dentro del paradigma interpretativo y corresponde a un
estudio de caso instrumental. Los pilares que lo sustentan son (i) el conocimiento profesional
del profesor, el MTSK como instrumento de analisis del conocimiento especializado, (ii) los
ejemplos como herramienta didactica para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas y

(iii) las sucesiones numéricas y su abordaje a nivel de la educacion secundaria.

Para obtener la informacidn se utilizaron dos técnicas: la observacion de clase y la entrevista. A
través de la observacion de clase nos introdujimos en un aula de educacidn secundaria, sin
generar interaccion alguna con los estudiantes o el docente, solo para registrar, por medio de
grabaciones de audio y video, y observar el trabajo desarrollado por el profesor en cada una de
las clases. Y por medio de la entrevista se buscaba aclarar las distintas dudas que emergian al
analizar lo observado en clases. Las grabaciones de las clases y de la entrevista se transcribieron

de forma literal.

El analisis de la informacion se realizé sobre las transcripciones de los distintos momentos en los
cuales se identificaba el uso de un ejemplo y, cuando correspondia, se consideraba el extracto
pertinente de la transcripcion de la entrevista. Con el andlisis de estas transcripciones se buscaba
obtener evidencias de los conocimientos movilizados por el profesor, para luego determinar las
relaciones que se generaban entre estos conocimientos durante la seleccién y el uso de los

ejemplos.

Al presentar los resultados comenzamos con una descripcién de los conocimientos movilizados
por el profesor, por subdominio de conocimiento del modelo MTSK, al abordar la ensefianza de
las sucesiones por medio de ejemplos. A continuacidon, hacemos una descripcidon de las
relaciones que observamos durante la selecciéon y el uso de los ejemplos, distinguiendo entre

ejemplos pasivos y activos y ejemplos enfocados en la ensefianza y en la practica.

En conclusidn, si bien la ejemplificacion en si es reconocida como un escenario favorable para el
estudio del MTSK, existen momentos y tipos de ejemplos mas favorables que otros. Estudiar el
MTSK que determina la seleccidn de un ejemplo nos permite identificar una mayor cantidad y
variedad de relaciones entre subdominios, en comparacion con lo que ocurre al analizar el

desarrollo de un ejemplo. Y en el caso de los distintos tipos de ejemplos, observamos que los



ejemplos activos y los enfocados en la ensefianza son los que nos permiten identificar una mayor
cantidad y variedad de relaciones entre subdominios. Por su parte las creencias influyen tanto

en la seleccién como en el uso de los distintos tipos de ejemplos.



1.Introduccion

En este capitulo se presenta una descripcidn general de los motivos que nos llevaron a abordar
el estudio de las relaciones que se generan entre los conocimientos especializados movilizados
por un profesor durante la selecciéon y el uso de los ejemplos. Estos motivos emanaron
principalmente de una revision bibliografia sobre el conocimiento especializado, y el contexto a

nivel de investigacion en el area de la Educacién Matematica.

Dado que la motivacion es, probablemente, la parte mas personal de esta investigacion, el estilo
gue utilizaré en el primer apartado de este capitulo serd la redaccidn en primera persona, a

diferencia de la forma en que se redactara el resto del informe.






1.1. Motivacidn y contextualizacion

La elaboracién de un primer articulo, como resultado de mi Trabajo Fin de Master, me condujo
a la revisién de distintas investigaciones sobre el conocimiento especializado del profesor de
matematicas. Este articulo abordaba la busqueda de algunos elementos del conocimiento
especializado que pueden considerarse claves para favorecer la construccién de las relaciones
area-perimetro en estudiantes de primaria. Esta revision me llevé a concluir que hay dos temas
gue gozan de gran relevancia entre los investigadores en Educacidn Matemdtica. Uno de ellos
es la ejemplificacidn. Existe un gran interés por profundizar en el uso de ejemplos. En el estudio
de las funciones, los usos y las posibilidades que ofrecen los ejemplos para abordar la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas (Zaslavsky, 2019). Esto se debe, entre otras cosas, a que
distintos investigadores han corroborado su relevancia en los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas (Figueiredo y Contreras, 2015; Goldenberg y Mason, 2008;
Zaslavsky, 2008). Destacando la accién de ejemplificar como uno de los recursos docentes mas
utilizado por los profesores para la ensefianza de las matematicas (Figueiredo y Contreras, 2013;

Ng vy Dindyal, 2015; Suffian y Abdul,2010).

El otro aspecto que despertéd mi interés es el conocimiento especializado del profesorado, que,
en el dmbito de la Educacién Matematica, esta orientado a identificar los conocimientos que usa
el profesor en la practica de ensefiar matematicas. Distintos investigadores concuerdan en que
este conocimiento es de gran relevancia en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas (Ball et al., 2005; Zakaryan et al., 2018), llegando a ser trascendental para la calidad
del sistema educativo (Ma, 2010). Toda esta informacidn orienté el propédsito de la investigacion
hacia estas dos tematicas, abordando el estudio del conocimiento especializado del profesorado

de matematicas asociado a la accién de ejemplificar.

De los distintos modelos de analisis que me permitian abordar el estudio del conocimiento del
profesor que ensefia matematicas, seleccioné el modelo analitico Conocimiento Especializado
del Profesor de Matematicas por dos razones. Por un lado, segln sus autores, este modelo
permite examinar, con fines analiticos, el contenido del conocimiento del profesor que ensefia
matematicas (Carrillo et al., 2014). Por otro lado, en él, la ejemplificacion ha sido reconocida
como un escenario apropiado para el estudio del conocimiento especializado del profesor que

ensefia matematicas (Sosa et al., 2017).

La otra informacion que consideré relevante y que me ayudd a establecer el objetivo de la

investigacion fue que:



e si bien el modelo de analisis que seleccionamos permite dividir el conocimiento
especializado del profesor en subdominios de conocimiento, esta divisién es solo para
facilitar el analisis de la informacién. Las relaciones que se generan entre estos
subdominios de conocimiento las que nos ayudan a alcanzar una comprension mas

profunda del conocimiento especializado (Carrillo et al., 2018);

e y que tanto la seleccidon como el uso de los ejemplos son consideradas como instancias
desafiantes para los maestros y determinantes para el aprendizaje (Zodik y Zaslavsky,

2007a).

De esta forma, y para alcanzar una compresién profunda del conocimiento especializado
asociado a la ejemplificacion, me propuse estudiar las relaciones que se generaban entre los
distintos conocimientos especializados movilizados por un profesor durante la seleccidn y el uso

de los ejemplos, instancias complejas para los profesores.

La seleccién del contenido matemadtico que fue considerada para esta investigacién dependia
de los contenidos que el profesor informante estuviera desarrollando durante las fechas en que
realicé la recogida de informacién. Cuando comencé las grabaciones estaban trabajando los
sistemas de ecuaciones, continuaron con las sucesiones numéricas vy, al finalizar el periodo de
grabacidn, comenzaron con la unidad de geometria. Seleccioné el contenido de sucesiones
numeéricas porque fue el Unico que pudo ser observado en su totalidad, lo que permitié obtener
ejemplos de todo el proceso de enseiianza. De los primeros ejemplos que utilizaba para
introducir cada concepto o féormula, hasta los que utilizaba al finalizar la unidad para reforzar lo
gue habian estudiado de las sucesiones numéricas. Todo este proceso fue realizado en un tercer

curso de educacidn secundaria en un colegio concertado de la ciudad de Huelva.

1.2. Enfoque y primera formulacidn del objetivo general de estudio

Segun lo planteado por Carrillo et al. (2018), el andlisis de las relaciones que se generan entre
los subdominios de conocimientos nos permite obtener una compresién mas profunda del
conocimiento especializado del profesor. Entendiendo el conocimiento como “la informacidn
que tiene disponible para usar para resolver problemas, alcanzar metas, o desarrollar cualquier
tarea. [Noétese que, de acuerdo con esta definicién, el conocimiento no ha de ser
necesariamente correcto!” (Schoenfeld, 2010, p. 25). A esta perspectiva se une la consideraciéon

del conocimiento especializado del profesor como un conocimiento personal, contextualizado,

integrado y complejo, practico, dinamico y parcialmente tacito (Carrillo et al., 2014).



Los ejemplos nos ofrecen un escenario ideal para el estudio de este conocimiento especializado.
Se constituyen como una herramienta didactica de mediacion cultural entre los estudiantes y
los conceptos matematicos, teoremas o técnicas (Goldenberg y Mason, 2008), y como uno de
los recursos mas utilzados por los profesores para la ensefianza de las matematicas. En nuestra
investigacion entenderemos un ejemplo como un caso particular de algo (concepto, ecuacion,
patron, ejercicio, problema, ...) desde el cual se puede razonar, generalizar y evidenciar una

particularidad de una determinada entidad matematica.

Nuestro objetivo de estudio es, por tanto, comprender cémo se relacionan los distintos
subdominios de conocimiento movilizados por un profesor al seleccionar y utilizar diferentes
tipos de ejemplos para la ensefianza de las sucesiones numéricas en la Educacion Secundaria.
En este sentido, la observacién de clases nos permite obtener registro de los distintos tipos de
ejemplos utilizados por el profesor, e informacién de los distintos conocimientos especializados
asociados a cada uno de los ejemplos. A la observacién de las clases se suma la entrevista,
instancia que nos permite indagar en los conocimientos que habrian operado en la seleccion de

los ejemplos.

Para abordar esta cuestidn, nos posicionamos desde el paradigma cualitativo interpretativo,
desarrollando un estudio de caso instrumental. Con este caso buscamos profundizar en el
estudio de las relaciones de conocimiento especializado, mediante la descripcion, el analisis y la

interpretacion de la informacién que obtuvimos.






2.Marco Tedrico

En este capitulo se describen los distintos pilares que dan sustento tedrico a esta investigacion
y que nos permitiran identificar, analizar y describir las relaciones que se generan entre los
subdominios de conocimiento movilizados por un profesor al seleccionar y utilizar distintos tipos

de ejemplos para abordar la ensefianza de las sucesiones numéricas.

En este marco tedrico abordamos el conocimiento profesional del profesor, el modelo analitico
conocimiento especializado del profesor que ensefia matemadtica (MTSK), el rol de los ejemplos

en la educacion y el estudio de las sucesiones numéricas a nivel de educacién secundaria.
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2.1. Conocimiento Profesional del Profesor

Schoenfeld (2010, p. 25) se refiere al conocimiento de un individuo como “la informacién que
tiene disponible para usar para resolver problemas, alcanzar metas, o desarrollar cualquier
tarea. Notese que, de acuerdo con esta definicion, el conocimiento no ha de ser
necesariamente correcto!”. Para Pajares (1992) el conocimiento se refiere a una amplia red de
conceptos, imagenes y capacidades inteligentes que poseen los seres humanos vy, segin Ponte
(1994), tanto las creencias como las concepciones formarian parte de él. De los dos elementos
considerados por Ponte, las creencias tienen un papel relevante en el conocimiento pues, segln
Lewis (1990, citado por Pajares, 1992), en ellas encontramos las raices que dan origen a todo el
conocimiento. Por lo tanto, resulta imposible eludir la naturaleza entrelazada que existe entre
creencia y conocimiento (Pajares, 1992). Tanto este autor, como Carrillo et al. (2014), han
planteado que una de las diferencias que existe entre creencia y concepcién tiene que ver con
su naturaleza; para Carrillo et al. (2014) las creencias tienen su base en una componente efectiva
y emocional, y las concepciones en la racionalizacion. En cambio, para Pajares (1992) las
creencias corresponden a verdades personales derivadas de la experiencia o de la fantasia, y las
concepciones a un marco organizativo de los conceptos y tienen una naturaleza cognitiva. Pero
Carrillo et al. (2014) proponen no hacer diferencia explicita entre creencias y concepciones,
especialmente al momento de profundizar en el estudio del conocimiento, en nuestro caso el
conocimiento profesional del profesor, porque resulta de escasa utilidad, ya que tanto las
concepciones como las creencias permean el conocimiento. La forma de entender el
conocimiento por Schoenfeld y el papel de las creencias en su origen y evoluciéon impregnan esta
investigacion. Desde esta perspectiva, abordamos ahora nuestra forma de entender

conocimiento profesional.

Segun Ponte (2012) todo conocimiento profesional tiene como base fundamental la experiencia
y la reflexién que se realiza sobre dicha experiencia. Pero en el ambito de la educacién la base
fundamental del conocimiento profesional no se limita a la experiencia y la reflexién. Autores
como Shulman (2005) y Climent (2002) han planteado la influencia de otros elementos en el
origen del conocimiento profesional del profesor. Para Shulman (2005) existen al menos cuatro
fuentes principales: (a) la formacidn académica en la disciplina a ensefiar; (b) los materiales y el
contexto del proceso educativo institucionalizado; (c) la literatura educativa especializada; y d)
la sabiduria adquirida con la practica. Para Climent (2002), el origen del conocimiento

profesional del profesor se encuentra en cuatro factores principales: (a) la cosmovisién o

13



ideologia; (b) la experiencia como discente; (c) la experiencia como docente; y (d) los saberes
académicos que ha adquirido. De alguna manera, Carrillo et al. (2014), citando el trabajo de
Climent (2005), presentan algunas caracteristicas integradoras de estas perspectivas que se han
asociado a la naturaleza del conocimiento profesional del profesor, estas son: personal, es
propio de cada individuo, depende de sus concepciones, valores, actitudes y experiencias;
contextualizado, se genera ligado a los distintos contextos profesionales; integrado y complejo,
integra diversos saberes, constituyéndose como un sistema en el cual resulta complejo aislar los
distintos elementos; practico, se nutre de la reflexién tedrica que el profesor hace sobre su
practica; dindmico, evoluciona constantemente, crece a través de las interacciones que se
generan con los alumnos y por medio de las experiencias profesionales y personales; y

parcialmente tacito, se desarrolla sobre todo a través de la experiencia.

El conocimiento profesional del profesor ha sido reconocido como un factor transcendental para
la calidad de la ensefianza (Ball et al., 2005). Permite al profesorado decidir qué y cdmo deben
ensefiar, qué tipo de representacién elegir y cémo resolver los problemas generados al abordar
un determinado contenido (Shulman, 1986). En la ensefianza de las matematicas es reconocido
como un factor de gran importancia al momento de promover el aprendizaje de los estudiantes
(zakaryan et al., 2018). Al plantear Shulman (1986) la existencia de este conocimiento
profesional, exclusivo de los profesores, distinguid en él tres categorias: (a) conocimiento del
contenido, (b) conocimiento didactico del contenido, y (c) conocimiento del curriculo. Después,
al abordar el conocimiento base para la ensefianza, Shulman (2005) presenté siete categorias
gue formaban parte del conocimiento profesional del profesor: (a) conocimiento del contenido;
(b) conocimiento didactico general; (c) conocimiento del curriculo; (d) conocimiento didactico
del contenido; (e) conocimiento de los alumnos; (f) conocimiento de los contextos educativos;
y (g) conocimiento de los objetivos, las finalidades y los valores educativos, y de sus
fundamentos filosoficos e histdricos. Concedia un interés particular el conocimiento didactico
del contenido, que defini6 como “esa especial amalgama entre materia y pedagogia que

constituye una esfera exclusiva de los profesores” (Shulman, 2005, p. 11).

Por lo tanto, la importancia que hoy se le otorga al estudio del conocimiento profesional del
profesor no es reciente. A finales de la década de los ochenta, Shulman (1987) planteaba que
durante los siguientes 10 afos parte importante de la agenda de investigacidon se centraria en
los conocimientos practicos de los profesores. Ello concuerda con lo observado por Climent
(2019), hace mas de tres décadas el conocimiento del profesor relacionado con la ensefianza de

las matematicas ha sido objeto de numerosas investigaciones.
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En la Educacién Matematica el conocimiento profesional esta orientado, por encima de todo, a
la actividad practica de ensefar matematicas, distinguiéndose del conocimiento académico que
poseen los investigadores en Educacion Matematica (Ponte, 2012). Climent (2002) plantea que
este conocimiento corresponde a la conjuncién de los saberes y experiencias que un profesor
posee y utiliza en el desarrollo de su labor docente, y se construye desde la formacidn inicial y
durante toda la carrera profesional. Los trabajos presentados por Shulman se convirtieron en la
base de distintos modelos que nos permiten estudiar este conocimiento. En la elaboracidon del
modelo Conocimiento Matematico para la Ensefianza (MKT, de sus siglas en inglés.
Mathematical Knowledge for Teaching) se tomaron dos de los subdominios presentados por
Shulman, el conocimiento del contenido y el conocimiento didactico del contenido (Ball et al.,
2008); en la elaboracion de las categorias del Cuarteto del Conocimiento de Rowland et al.
(2005) se consideraron algunas de las presentadas por Shulman: el conocimiento del contenido,
el conocimiento del curriculo y el conocimiento didactico del contenido (Rowland et al., 2005);
en el modelo del Conocimiento Didactico-Matematico de Pino-Fan y Godino (2015) se recogen
las ideas de Shulman en algunas de las facetas que forman parte de su Dimensién Didactica; y el
modelo de Conocimiento Especializado del Profesor de Matematica (MTSK, por sus siglas en
inglés. Mathematics Teacher's Specialised Knowledge), presentado por Carrillo y colaboradores,
considera en sus dos dominios de conocimiento, conocimiento del contenido y conocimiento
didactico del contenido, las ideas presentadas por Shulman, junto a las creencias sobre la
matematica y sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas que, por su naturaleza,

influye notoriamente en ambos subdominios (Carrillo et al., 2018).

Los autores del modelo MTSK comprenden que las creencias no son conocimiento (Montes,
2016), pero que si existe una estrecha relaciéon entre el conocimiento del profesor y sus
creencias, de modo que las creencias inciden directamente en la ensefianza y el aprendizaje de
las matematicas (Escudero-Dominguez et al., 2016). Es por esto por lo que las creencias se
consideran dentro del modelo como un subdominio que impregna tanto el conocimiento

matematico como el conocimiento didactico del contenido matematico (Carrillo et al., 2019).

2.2. Conocimiento Especializado del Profesor de Matematica MTSK

El modelo de analisis MTSK fue elaborado por el equipo del Seminario de Investigacion en
Didactica de la Matematica (SIDM) de la Universidad de Huelva, después de que algunos
investigadores del grupo detectaran problemas analiticos de delimitacién entre los subdominios

del MKT presentado por Ball (Carrillo et al., 2013; Montes et al., 2013). En su disefio se tomaron
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como base los trabajos presentados por Shulman (Montes et al., 2013) y distintos modelos que
buscaban caracterizar el conocimiento del profesor que ensefia matematicas (Carrillo, 2017),
siendo el modelo presentado por Ball el principal referente (Carrillo et al., 2014). Segun sus
autores (Carrillo et al., 2018), este modelo se centra exclusivamente en los conocimientos del
profesor de matematicas que estdn relacionados con la ensefianza y el aprendizaje de esta
disciplina, excluyendo las areas de conocimiento profesional que tienen en comidn con
profesores de otras asignaturas. Mantiene la separacién entre dos dominios de conocimientos
presentada por Shulman (Carrillo et al., 2014). Utilizando una separacién similar a la propuesta
en el MKT, en la cual se considera el conocimiento didactico del contenido (PCK, por sus siglas
en inglés. Pedagogical Content Knowledge) y el conocimiento de la materia (SMK, por sus siglas
en inglés. Subject Matter Knowledge) (Ball et al., 2008). Renombrando el SMK como
conocimiento matematico (MK, por sus siglas en inglés. Mathematical Knowledge) para ser
coherentes con la idea de un modelo que se centra exclusivamente en el profesor que ensefia
matematicas (Montes et al, 2013). En cada dominio de conocimiento se identificaron tres
subdominios, los cuales emergen de las propias matematicas y de los componentes de su
ensefianza y/o aprendizaje: conocimiento de los tdpicos (KoT, por sus siglas en inglés.
Knowledge of Topics), conocimiento de la estructura de las matematicas (KSM, por sus siglas en
inglés. Knowledge of the Structure of Mathematics) y conocimiento de la practica de la
matematica (KPM, por sus siglas en inglés. Knowledge of Practices in Mathematics) en el MK.
Conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas (KFLM, por sus siglas en
inglés. Knowledge of Features of Learning Mathematics), conocimiento de la ensefianza de las
matematicas (KMT, por sus siglas en inglés. Knowledge of Mathematics Teaching) vy
conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matematicas (KMLS, por sus siglas en

inglés. Knowledge of Mathematics Learning Standards) en el PCK (Carrillo et al., 2018).

Con respecto a las creencias, Escudero-Dominguez et al. (2016) han planteado que estas han
formado parte del modelo MTSK desde sus inicios, y que fueron presentadas junto con las
concepciones, pero no ha sido el propdsito de las investigaciones realizadas con el modelo MTSK
hacer distinciones entre creencias y concepciones. Como se ha mencionado anteriormente, esto
se debe a que resulta de escasa utilidad realizar diferencias explicitas entre creencias y
concepciones cuando el objeto de estudios es el conocimiento profesional, al cual ambos

permean (Carrillo et al., 2014).

En el seno del modelo MTSK, los investigadores entienden que las creencias no corresponden a

conocimiento, pero al tener ambas, creencia y conocimiento, una naturaleza muy parecida,
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resulta coherente considerarlas dentro de un modelo de andlisis de conocimiento profesional
(Montes, 2016). En el MTSK se consideran las creencias sobre las matematicas y sobre la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas (Carrillo et al., 2018), diferenciando entre dos
tipos de creencias, las que tienen una naturaleza ligada al dominio matematico y las que tienen
una naturaleza ligada al dominio didactico del contenido (Montes, 2016), ambas representan
una predisposicién a través de las acciones, pero no pueden ser directamente observadas o
medidas, solo inferidas (Carrillo et al., 2014). Han llegado a ser consideradas como un “tercer
dominio” del modelo (Carrillo et al., 2018), en el cual se podria incluir: la filosofia sobre la
matematica escolar, creencias sobre la matematica y su ensefianza y aprendizaje; concepciones
acerca de conceptos; actitudes hacia las matematicas; y afectos hacia las matematicas (Montes,
2016). Son representadas en el centro del esquema del MTSK para indicar que las creencias que
posee el profesor acerca de las matematicas y de su ensefianza y aprendizaje permean el

conocimiento que posee en cada uno de los subdominios (Carrillo et al., 2014).

Segun Carrillo et al. (2014), autores del MTSK, este modelo se preocupa de examinar, con fines
analiticos, cudl es el contenido del conocimiento del profesor que ensefia matematicas. Los
autores parten del supuesto de que los profesores necesitan un conocimiento especifico para
desarrollar su labor docente (Carrillo et al., 2018), y su objetivo al emplear este modelo, para
analizar este conocimiento, es comprender e interpretar mas que evaluar (Carrillo et al., 2018;
Montes et al., 2013). Comprender qué conocimientos tiene un profesor en particular o necesitan
en general los profesores (Carrillo et al., 2014). Adoptando de esta forma un enfoque analitico
con el claro propésito de profundizar en el conocimiento especializado del profesor,
especialmente en los elementos que forman este conocimiento y en las interacciones entre
ellos, posiciondndose como una herramienta que nos permite aproximarnos a la complejidad
del conocimiento de los profesores (Carrillo et al., 2018). Este modelo se ha posicionado como
una herramienta de sistematizacién, pues los seis subdominios que forman parte del modelo
nos permiten separar y caracterizar de manera profunda el conocimiento profesional que posee
el profesor y establecer posibles relaciones y repercusiones entre los distintos subdominios del

conocimiento (Carrillo et al., 2014).

Los autores del modelo han adoptado dos definiciones de conocimiento, la de Pajares (1992) y
la de Schoenfeld (2010), dadas al principio del epigrafe anterior. Segun Carrillo et al. (2014),
estas definiciones son totalmente compatibles ya que ambos autores enfatizan en la utilidad del

conocimiento, Pajares habla de “posesidn util” y Schoenfeld de “informacién disponible”.
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En este modelo, sus autores entienden el conocimiento especializado del profesor de
matematica como aquel conocimiento que necesita el profesor para desarrollar su labor
docente, es decir, el conocimiento que deriva de su profesidon (Montes et al., 2013), y asumen
algunas de las caracteristicas que posee el conocimiento especializado del profesor como su
caracter personal, contextualizado, integrado y complejo, practico, dindmico y parcialmente
tdcito (Climent, 2005). La comprension de este conocimiento en el modelo MTSK sigue la linea
de los trabajos presentados por Shulman durante los afios 1986 y 1987, respecto a la
especificidad del conocimiento profesional del profesor y a la distincidn entre el conocimiento
del contenido de la materia a ensefiar (MK en el modelo) y el conocimiento didactico del
contenido a ensefiar (PCK en el modelo) (Carrillo et al., 2014). Con respecto al MK, en el modelo,
se asume que el conocimiento matematico que necesitan los profesores para ensefiar
matematicas es diferente al que se necesita en cualquier otra profesion o en la vida diaria. Este
conocimiento corresponde a una compresién profunda de los contenidos matematicos y de su
ensefianza y aprendizaje, esto es lo que le confiere su caracter de conocimiento especializado
(Carrillo et al., 2014). Segun Carrillo et al. (2014), en el dominio del conocimiento matematico
(MK) debemos considerar el conocimiento que el profesor tiene de las matematicas como
disciplina cientifica en un contexto escolar. Este dominio se ocupa de los fendmenos que
implican conceptos y procedimientos matematicos, como sus diferentes registros de
representacion, la forma en que se definen o transforman, su sintaxis y la estructura o
estructuras matematicas en las cuales los conceptos matemadticos estan incrustados o
conectados entre si (Carrillo et al., 2018). Y en el dominio del conocimiento didactico del
contenido (PCK) debemos considerar los conocimientos sobre el contenido matematico como

objeto de ensefianza y aprendizaje (Carrillo et al., 2014; Carrillo et al., 2018).

Para cada dominio, como se ha dicho, los autores del modelo establecieron tres subdominios de
conocimiento. El objetivo de esta descomposicidon era generar una herramienta util para
propdsitos analiticos, pero sin olvidar el caracter integrado del conocimiento del profesor
(Carrillo et al., 2014). También se han establecido categorias para cada uno de los subdominios,
un trabajo de interiorizacién y refinamiento que permite al investigador centrarse en los
elementos del conocimiento que son utiles para el profesor al momento de desarrollar la labor

de ensefiar matematicas (Carrillo et al., 2014).

Con el fin de favorecer el grado de confianza de la interpretacion que se realiza de la informacion
obtenida para estudiar el conocimiento especializado del profesor de matematicas, surgieron

las nociones de evidencia, indicio y oportunidad (Carrillo, 2017). Segun Escudero-Avila et al.

18



(2016), una evidencia de conocimiento corresponde a aquellos elementos que nos permiten
afirmar si un profesor posee, o no, un determinado conocimiento. Los indicios de conocimientos
son sospechas de la existencia o no existencia de un determinado conocimiento, generadas por
alguna accion o declaracion del profesor, indican que se requiere mas informacién para
convertirse en evidencia. Las oportunidades de investigacion corresponden a momentos o
situaciones generadas por el profesor o la dinamica de clase, las cuales nos permiten profundizar
en cualquier subdominio de conocimiento del modelo, independiente del subdominio que se

haya identificado previamente en la unidad de analisis.

Segln Sosa et al. (2017), miembros del Seminario de Investigacion en Didacticas de las
Matematicas, la ejemplificacidon nos brinda un escenario apropiado para estudiar el MTSK, ya
gue nos puede informar sobre el conocimiento de los temas, el conocimiento de la estructura
de las matematicas, el conocimiento de la ensefianza de las matematicas, el conocimiento de
las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas y el conocimiento de la practica
matematica de un profesor. Esto implica que el conocimiento relacionado con el uso de

ejemplos no se puede ubicar de forma exclusiva en ninguno de los subdominios del modelo.

2.2.1. Conocimiento Matematico (MK)

Como se ha mencionado previamente, este dominio estd compuesto por tres subdominios:
conocimiento de los temas (KoT), conocimiento de la estructura de las matematicas (KSM) y
conocimiento de la practica de la matematica (KPM), los cuales le dan sentido al conocimiento
matematico (Carrillo et al.,, 2018), referido al conocimiento que el profesor posee de las
matemadticas como disciplina cientifica en un contexto escolar (Carrillo et al., 2014). Segun
Carrillo (2017) este dominio corresponde al conocimiento relacionado con las matematicas que

cada profesor utiliza o necesita en los procesos de enseifanza y aprendizaje de esta disciplina.
2.2.1.1. Conocimiento de los temas (KoT)

Corresponde al conocimiento que el profesor posee acerca de los usos y las aplicaciones de un
tema matematico (Vasco et al., 2016), entendiendo como tema los contenidos provenientes de
las distintas areas de conocimiento matematico: nimeros y operaciones, algebra, geometria,
medida, analisis de datos y probabilidades, y funciones y graficas, los cuales se relacionan entre
si y puede variar de acuerdo con el plan de estudio de cada pais (Carrillo et al., 2014). Este
subdominio nos permite describir qué y cémo conoce un profesor de matemadticas los temas
gue ensefa, e implica un conocimiento mas profundo, formal y riguroso que el que se espera

gue aprendan los estudiantes (Carrillo et al., 2018).
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En una primera instancia se establecieron cinco categorias para este subdominio:
fenomenologia, propiedades y sus fundamentos, registros de representacién, definiciones y
procedimientos (Carrillo et al., 2014; Escudero-Dominguez et al., 2016). Pero en los ultimos

trabajos se presenta compuesto por cuatro categorias:

e procedimientos, categoria en la que se considera el conocimiento que posee el profesor
sobre los procedimientos relacionados con un determinado tema, es su conocimiento
sobre écodmo se hace?, éicudando puede hacerse?, épor qué se hace asi? y las
caracteristicas del resultado;

e definiciones, propiedades y sus fundamentos, que corresponde al conocimiento
utilizado para describir o caracterizar un concepto y para llevar a cabo un proceso, asi
como el conocimiento sobre las propiedades de un objeto matematico;

e registros de representacion, que es el conocimiento sobre las distintas formas en que se
puede representar un determinado tdpico (grafico, algebraico, aritmético, lenguaje
formal, etc.);

e yfenomenologiay aplicaciones, que corresponde al conocimiento que el profesor posee
sobre los usos y las aplicaciones de un tépico matematico, el cual puede servir para

generar conocimiento matematico (Carrillo et al., 2018; Vasco et al., 2017).

El conocimiento que un profesor posee sobre las distintas aplicaciones que pueden tener las
sucesiones en la vida diaria forma parte de este dominio, y corresponde a la categoria de
fenomenologia y aplicaciones. Al igual que el conocimiento sobre cémo se va construyendo una
sucesién, también forma parte de este subdominio, pero pertenece a la categoria

procedimientos.
2.2.1.2. Conocimiento de la estructura de las Matematicas (KSM)

Segun Carrillo et al. (2018), en el MTSK se distingue entre conexiones intraconceptuales e
interconceptuales. Las conexiones intraconceptuales se desarrollan en torno a un Unico
concepto y estan consideradas en el KoT como parte de las propiedades y sus fundamentos. Las
conexiones interconceptuales son consideradas en este subdominio, el KSM, junto con las
conexiones temporales, las que destacan el rol que juegan los temas matematicos en la
construccion de otros temas, y pueden estar asociadas a un aumento o simplificacién de la
complejidad. Vasco et al. (2017) establecieron algunas preguntas que nos pueden ayudar a
determinar si una conexién corresponde al KSM o al KoT y a cual categoria del KSM
corresponderia. Estas preguntas se pueden utilizar en la entrevista orientada a aclarar los

indicios de conocimiento observados, y buscan evidenciar el conocimiento que el profesor posee
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sobre la forma en que un determinado tema favorece la compresién de otro, por ejemplo ¢El
profesor conoce que el tema 1 posibilita la construccion del tema 2? o ¢El profesor conoce que

el tema 1 puede ser utilizado para resolver algo en el tema 2?

Por lo tanto, el KSM comprende el conocimiento del profesor sobre las conexiones entre
elementos matematicos, considerando solo las conexiones interconceptuales, y estd compuesto

por cuatro categorias:

conexiones de complejizacién, corresponde al conocimiento que permite al profesor

relacionar el contenido que estd abordando con contenidos que debe desarrollar

posteriormente, evidencia el conocimiento de un tema o concepto desde una
perspectiva avanzada;

e conexiones de simplificacién, a diferencia de la anterior, esta categoria considera el
conocimiento que permite al profesor relacionar el tema que estd abordando con
contenidos vistos previamente, evidencia el conocimiento de un tema o concepto desde
una perspectiva mas elemental;

e conexiones transversales, corresponde al conocimiento que posee el profesor sobre
contenidos que tienen una cualidad en comun que los relaciona, esto es, una
caracteristica comun en su naturaleza o en el modo de pensamiento asociado a dichos
contenidos;

e y conexiones auxiliares, considera el conocimiento que permite al profesor valerse de

un concepto o tema diferente al que estd abordando, el cual le permite anadir un

elemento adicional que aporta al tema central (Montes y Climent, 2016; Vasco et al.,

2017).

Son ejemplos de este subdominio el conocimiento que un profesor posee sobre las tablas de
multiplicar como un contenido que puede favorecer la comprensién de la construccién del
término general de una sucesion. El profesor utiliza la secuencia numérica correspondiente a la
tabla del dos 2, 4, 6, 8, ... con el propdsito de que los estudiantes obtengan la expresion que les
permita obtener cualquier término de la tabla del dos. Y el conocimiento de las sucesiones no
numéricas como una herramienta que permite potenciar la compresion de la funcién del
término general de una sucesién. El profesor presenta la sucesién | [ ['1 [J [l para mostrar a
los estudiantes que es necesario conocer la regla que estd detrds de esta sucesién antes de
continuar con la construccién de los términos. Este conocimiento corresponde a la categoria

conexiones de simplificacion y el anterior a la categoria conexiones auxiliares.
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2.2.1.3. Conocimiento de la practica matematica (KPM)

En el KPM la practica matemadtica es entendida como cualquier actividad matematica que se
realiza de manera sistemadtica, la cual representa un pilar en la creacién matematica y tiene un
sustento logico que nos permite abstraer reglas matematicas. Esta practica implica, entre otras
cosas, que el profesor de matemadticas conozca las caracteristicas de una demostracion, de los
procesos para justificar y definir; sepa hacer deducciones e inducciones, dar ejemplos y
comprender el papel de los contraejemplos. Segun Carrillo et al. (2018), en el MTSK el
conocimiento de la practica matematica se centra especificamente en los conocimientos que el
profesor posee en relacién con los medios de produccién y de funcionamiento matematico,
pudiendo ser un conocimiento de la practica matematica general o especifico. EIl KPM general
corresponde al conocimiento sobre cémo se desarrollan las matematicas independientemente
del concepto un ejemplo seria conocer formas de validacién y demostracion. El KPM especifico
corresponde a una instancia particular del KPM general asociado a las peculiaridades de un tema
en particular. Se evidencia por ejemplo cuando el profesor trabaja con un rectangulo de medidas
2uy 8u y otro de 5u y 4u para demostrar que, en el caso de los rectangulos, mayor perimetro
no implica mayor area. Otro ejemplo es, presentar una cantidad de progresiones aritméticas,
incluyendo crecientes y decrecientes, tal que permiten concluir que en este tipo de progresion
todos los términos, excepto el primero, se obtienen sumando una misma cantidad al término

anterior, lo cual permite validar la definicién de progresion aritmética.

Flores-Medrano y Aguilar-Gonzalez (2017) presentaron dos formas de organizar este
subdominio; en una de ellas, se consideraba una categorizacién que establecia una categoria
para cada una de las practicas matematicas que se identificaban. Un problema que se observé
en esta forma de organizar el subdominio fue el solapamiento de categorias. La otra forma de
organizar este subdominio, presentada por estos autores, sugiere el uso de indicadores
especificos, sin categorizar, y corresponde a la forma en la que actualmente se organiza el KPM,
estos indicadores especificos son: a) Jerarquizacion y planificacion como forma de proceder en
la resolucién de problemas matematicos; b) formas de validacion y demostracion; c) papel de
los simbolos y uso del lenguaje formal; d) procesos asociados a la resolucion de problemas como
forma de producir matematicas; e) practicas particulares del quehacer matematico (por
ejemplo, modelacién); y f) condiciones necesarias y suficientes para generar definiciones
(Flores-Medrano y Aguilar-Gonzalez, 2017). Esta ultima forma sera la que utilizaremos para

organizar el KPM.
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Un ejemplo de este subdominio de conocimiento se da cuando un profesor recurre al uso de
contraejemplos para mostrar el error que estdn cometiendo los estudiantes al plantear el
término general de una sucesién. Se presenta la sucesion 3, 5, 7, 9, 11, 13, ... y los alumnos
proponen a, + 2 como término general, el profesor les pide que obtengan el segundo término
de la sucesion por medio del término general que han elaborado para validar (o no) la

pertinencia del término general que han propuesto.

2.2.2. Conocimiento Didactico del Contenido (PCK)

Como ya se ha mencionado, este dominio, al igual que el anterior, estd compuesto por tres
subdominios: conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las matematicas (KFLM),
conocimiento de la ensefianza de las matematicas (KMT) y conocimiento de los estandares de
aprendizaje de las matematicas (KMLS). Segun Carrillo et al. (2018), el PCK esta relacionado con
las propias matemadticas mas que con la interseccidon entre conocimiento matematico y
pedagodgico en general. Corresponde a aquellos conocimientos pedagdgicos en los cuales el
contenido matematico condiciona la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas,
descartando los conocimientos pedagdgicos generales aplicados a contextos matematicos

(Carrillo et al., 2014).

2.2.2.1. Conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje matematico

(KFLM)

Segun Carrillo et al. (2018), en este subdominio se considera el conocimiento que posee el
profesor sobre las formas que tienen sus alumnos de proceder y razonar en matematicas; se
centra, principalmente, en el conocimiento asociado a las caracteristicas propias del aprendizaje
derivadas de la interaccién de los estudiantes con el contenido matematico, enfocdndose en el
contenido matematico como objeto de aprendizaje. Las principales fuentes de informacién de
los profesores relacionadas con el conocimiento considerado en este subdominio son la
experiencia que han acumulado a lo largo del tiempo junto con los resultados que se han

obtenido en la investigacion en educacién matematica (Carrillo et al., 2018).
Este subdominio estd compuesto por cuatro categorias:

e teorias de aprendizaje, esta categoria considera el conocimiento que posee el profesor
de teorias sobre el desarrollo cognitivo de los estudiantes respecto a las matematicas
en general o a contenidos especificos, teorias que pueden ser tanto personales como

institucionalizadas;
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e fortalezas y dificultades; en dificultades se considera el conocimiento que el profesor
prosee sobre las dificultades asociadas al aprendizaje del contenido matematico en
general y especifico, por ejemplo conocimiento sobre errores, obstaculos y dificultades
relacionadas con los procesos de aprendizaje, y sobre concepciones, ideas o imagenes
inadecuadas o erroneas que poseen los estudiantes en relacidn con algin contenido,
mientras que en fortalezas se considera el conocimiento de las caracteristicas asociadas
a la naturaleza matemadtica de un contenido en particular que pueden facilitar el proceso
de aprendizaje;

e formas de interaccidn con un contenido matematico, que corresponde al conocimiento
sobre las diferentes formas en que los estudiantes interactian con los contenidos
matematicos, por ejemplo, a los procedimientos o estrategias que utilizan al hacer
matematicas, tanto los tipicos como los no habituales, y a las terminologias utilizadas al
abordar un determinado contenido;

e yaspectos emocionales, esta Ultima categoria considera el conocimiento que el profesor
posee sobre las expectativas, los intereses y las motivaciones de los estudiantes en
relaciéon con el aprendizaje de las matematicas (Carrillo et al., 2018; Escudero-Avila et

al., 2016).

Corresponden a este subdominio el conocimiento que posee un profesor sobre la motivacion
que provoca en los estudiantes tomar conciencia de la utilidad que tienen las sucesiones en la
vida diaria, como la prediccidon de fendmenos naturales, y el conocimiento sobre el error que
comenten algunos estudiantes al confundir el valor de un término con su posicion. El primer
caso corresponde a la categoria aspectos emocionales y el segundo a la categoria fortalezas y

dificultades.
2.2.2.2. Conocimiento de la ensefianza de las matematicas (KMT)

Segun Carrillo et al. (2018), este subdominio considera el conocimiento de teorias personales e
institucionalizadas sobre la enseflanza de las matemdticas, teorias que pueden estar
sustentadas en investigaciones sobre educacién matematica, en la experiencia personal del
profesor y en la reflexiéon que realiza sobre su propia practica docente. Se incluye en este
subdominio el conocimiento que el profesor posee sobre los ejemplos apropiados para cada
contenido y contexto, y su conocimiento sobre el potencial que tienen para la ensefianza los
recursos, los materiales y los modos de presentar un contenido (Carrillo et al., 2014). En el KMT
no se trata el conocimiento matematico por un lado y el pedagdgico por otro, sino que se

consideran solo aquellos conocimientos en los que el contenido matematico condiciona la
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ensefianza (se excluye, por ejemplo, el conocimiento sobre estrategias de ensefianza que
pueden resultar potentes desde una visién de la pedagogia en general, como el trabajo en

equipo) (Carrillo et al., 2014).
Este subdominio estd compuesto por tres categorias:

e teorias de aprendizaje, donde se considera el conocimiento que el profesor posee sobre
el potencial de las actividades, estrategias y técnicas para la ensefianza de contenidos
matematicos especificos y sobre las posibles limitaciones y obstaculos que pueden
surgir durante su uso;

e recursos materiales y digitales, aqui se incluye el conocimiento critico de los recursos y
materiales didacticos, como libros de texto, recursos tecnoldgicos, pizarra digital,
recursos manipulativos, etc.; en esta categoria se va mas alla de su mero conocimiento,
corresponde al conocimiento de cdmo estos recursos pueden mejorar la ensefianza de
un tema concreto, junto con sus posibles limitaciones;

e vy estrategias, técnicas, tareas y ejemplos, se incluye en esta categoria el conocimiento
sobre las potencialidades, los obstaculos y las limitaciones de las distintas formas en que
el profesor puede abordar, de forma intencionada, la ensefianzay la representacién (por
ejemplo, mediante metaforas, situaciones o explicaciones) de contenidos matematicos

especificos (Carrillo et al., 2018; Escudero-Avila et al., 2016).

Corresponde a este subdominio el conocimiento que posee un profesor sobre el obstaculo
didactico que genera la sucesién —2, —4, —6, —8, ... para abordar las sucesiones decrecientes,
puede provocar que se asocien las sucesiones decrecientes a los nimeros negativos. El
conocimiento sobre cédmo el uso de cuadriculas favorece el aprendizaje de las relaciones area y
perimetro de los rectdngulos, también corresponden a este subdominio. El primer conocimiento
gue se describe corresponde a la categoria de estrategias, técnicas, tareas y ejemplos y el

segundo a recursos materiales y virtuales.

2.2.2.3. Conocimiento de los estandares de aprendizaje de la matematica

(KMLS)

En el modelo MTSK, los estandares de aprendizaje corresponden a los distintos instrumentos
disefiados para medir, en cualquier etapa de la escolarizacion, el nivel de comprension,
construccion y uso de las matematicas de los estudiantes. Entre estos instrumentos se
consideran las especificaciones curriculares oficiales y las no oficiales (por ejemplo,

especificaciones curriculares de otros paises) y la literatura de investigacién (Carrillo et al.,
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2018). Por lo tanto, en este subdominio se considera el conocimiento que permite al profesor
adoptar una postura critica y reflexiva sobre lo que el estudiante puede y debe aprender en un

determinado nivel escolar (Carrillo et al., 2014).
Este subdominio estd compuesto por tres categorias:

e resultados de aprendizaje esperados, donde se considera el conocimiento sobre las
capacidades matematicas especificas que se deben desarrollar en los estudiantes en los
distintos niveles escolares, este conocimiento deriva principalmente de las
especificaciones curriculares;

e nivel de desarrollo conceptual o procedimental esperado, que corresponde al
conocimiento sobre la profundidad con la que debe ser abordado un determinado
contenido matematico, en relacion con un ciclo escolar determinado;

e ysecuenciacion de temas, esta Ultima categoria considera el conocimiento sobre lo que
los estandares indican que se debe conocer antes de abordar un determinado
contenido, o lo que este nuevo contenido puede aportar a temas posteriores. Es un
conocimiento sobre la secuenciacion de los diversos temas matematicos
correspondientes a un mismo curso o con cursos anteriores, implica un conocimiento
de las capacidades y conocimientos previos de los estudiantes (Carrillo et al., 2018;

Escudero-Dominguez y Carrillo, 2016).

El que un profesor sepa que en tercer afio de la Educacién Secundaria Obligatoria (ESO) los
estudiantes deben ser capaces de identificar progresiones aritméticas y geométricas, y expresar
su término general; y que el aprendizaje de las sucesiones se puede favorecer con el
conocimiento y las habilidades que los estudiantes han desarrollado en torno al trabajo previo
con patrones, son conocimientos que forman parte de este subdominio. El primero corresponde
a la categoria resultados de aprendizajes esperados y el segundo a la categoria secuenciacién de

temas.

2.2.3. Relaciones entre subdominios

Si bien el modelo MTSK nos permite diseccionar analiticamente el conocimiento especializado
del profesor de matemadticas en seis subdominios, es preciso sefialar que esta divisién solo
pretende favorecer el estudio detallado del conocimiento del profesor de matematicas, sin
olvidar el caracter integrado que este posee (Escudero-Dominguez y Carrillo, 2016). En esta
misma linea, Carrillo et al. (2014) han planteado que esta division no solo nos permite

profundizar en cada uno de los subdominios de conocimiento, sino también establecer
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relaciones entre los distintos subdominios. Delgado y Espinoza (2021) describieron vy
ejemplificaron los distintos tipos de relaciones: relaciones al interior de un subdominio
(relaciones intra-subdominios), entre subdominios de un mismo dominio de conocimiento
(relaciones intra-dominios), y entre subdominios de los dos dominios de conocimiento (inter-
dominios). Segun Carrillo et al. (2018), estas relaciones, entre subdominios, nos permitiran
obtener una comprensién mas profunda del conocimiento especializado del profesor de

matematicas.

Distintos autores concuerdan en que indagar en el estudio de estas relaciones nos ayuda a
visualizar la complejidad de los distintos subdominios de conocimiento y del conocimiento
especializado del profesor (Carrillo et al., 2014; Zakaryan et al., 2018; Zakaryan y Ribeiro, 2016).
Las relaciones entre subdominios también nos permiten obtener evidencias de un MTSK mas
rico (Carrillo et al., 2014) y, por lo tanto, ampliar nuestra compresion sobre el conocimiento

especializado de los profesores que ensefian matematicas (Delgado y Espinoza, 2021).

De esta forma, las relaciones que se generan entre los distintos subdominios del modelo
corresponden a un tema de gran relevancia en el ambito del estudio del MTSK. Situacion que ha
quedado de manifiesto en los desafios y las perspectivas de investigacion declaradas en las actas
de los ultimos tres congresos sobre el Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas.
En las actas del afio 2017 se establece entre los desafios de investigacion la necesidad de
profundizar en las relaciones entre los subdominios (Carrillo, 2017), en las actas del congreso
del afio 2019 se considera entre los desafios de investigacién propuestos el mejorar la imagen
de las relaciones entre subdominios (Carrillo, 2019), y en las actas del V congreso, realizado el
afio 2021 se consideran las relaciones entre los subdominios del PCK, entre las perspectivas de

investigacion del MTSK (Carrefio, Escudero-Avila y Estrella, 2021).

2.3. Los ejemplos en la educacion

Los ejemplos han tenido una estrecha relacidn con los procesos de ensefianza y aprendizaje y
con el conocimiento de los profesores. Shulman (1986), desde el momento en que establece la
existencia de un conocimiento especifico de los profesores, concede a los ejemplos, las
metaforas y las analogias gran relevancia, los incluye en el conocimiento didactico del contenido,
y los considera como una de las formas mas utiles al momento de representar alguna idea con
el propdsito de hacerla comprensible para otros. Por su parte, Zaslasvsky (2019) plantea que
actualmente los ejemplos gozan de una creciente atencién gracias al papel central que juegan

en la ensefianza y el aprendizaje. La importancia de los ejemplos en estos procesos ha sido
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analizada por distintos investigadores. Para Zaslavsky et al. (2006) y Zaslavsky (2010) los
ejemplos juegan un rol muy importante en el aprendizaje y constituyen la base de la
generalizacién, la abstraccién y el razonamiento analitico. Pedemonte y Buchbinder (2011)
consideran que un ejemplo se convierte en portador de una idea abstracta solo cuando alguien
lo percibe como una instancia general mas alla de lo particular, y es esta caracteristica la que
provoca que los ejemplos sean tan importantes. Ng y Dindyal (2015) plantean que los ejemplos
deben vincularse a los conocimientos previos de los estudiantes y despertar en ellos su

pensamiento e interés.

Los ejemplos tienen un papel crucial en los procesos cognitivos asociados a cdmo formamos los
conceptos y las conjeturas en nuestra mente (Vinner, 2011), pero esto no implica que cualquier
ejemplo nos permita formar un determinado concepto o conjetura con la misma precision.
Segun Zaslavsky (2019), los estudios que abordan la formacidn de conceptos destacan el papel
de los ejemplos cuidadosamente seleccionados y secuenciados para respaldar la construccion
de imagenes conceptuales. En este sentido, es importante destacar que el ejemplo que se
seleccione para abordar un determinado concepto debe cumplir con todos los requisitos de su
definicidn, no basta con que considere la mayoria de los requisitos (Leikin y Zazkis, 2010). Esta
idea cobra aun mayor relevancia si consideramos lo planteado por Zazkis et al. (2008), quienes
observaron que las imagenes conceptuales de los estudiantes estan influenciadas por los
ejemplos a los que han sido expuestos. Por su parte Vinner (2011) identifica a los ejemplos como
un recurso utilizado habitualmente, a lo largo de toda la educacién formal, para aclarar el

significado de los nuevos conceptos.

2.3.1. Eluso de ejemplos para la enseilianza de las matematicas

El término ejemplo ha sido analizado en la literatura desde dos perspectivas, una matematica 'y
otra psicoldgica. Desde la perspectiva matemadtica, un ejemplo a menudo ha sido considerado
como un objeto que satisface determinadas condiciones o como un representante de un grupo
(zaslavsky, 2019). Muestras de esto son las definiciones presentadas por Zodik y Zaslavsky
(2008), quienes se refieren a un ejemplo como un caso particular desde el cual se puede razonar
y generalizar; y la presentada por Watson y Mason (2006), segun los cuales el término ejemplo
hace referencia a cualquier cosa a partir de la cual un alumno puede generalizar. En esta misma
linea, Ng y Dindyal (2015) observaron que los investigadores generalmente se refieren a un

ejemplo como una ilustracién que representa a un conjunto mds amplio.
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Apoyandonos en estas definiciones, en nuestro trabajo consideramos que un ejemplo es un caso
particular desde el cual se puede razonar, generalizar y evidenciar una particularidad de una

entidad matematica.

En la ultima década se ha observado un creciente interés por parte de la comunidad de
investigadores en educaciéon matematica por profundizar en las funciones, los usos y las
posibilidades de los ejemplos en el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas en los
distintos niveles académicos (Zaslavsky, 2019). Aunque debemos recordar que la importancia
de los ejemplos en estos procesos ha estado presente a lo largo de la historia, Sinclair et al.
(2011) afirman que la ensefianza de las matematicas siempre se ha basado en el uso de
ejemplos. Actualmente, los ejemplos matemadticos son considerados como uno de los
principales recursos docentes para la ensefianza de la disciplina escolar (Pascual y Contreras,

2018).

Distintos trabajos de investigacion en educacion matematica nos han permitido obtener
evidencia del rol que juegan los ejemplos en la ensefianza de las matematicas. Los ejemplos
constituyen una parte fundamental de una buena explicacién, son un componente basico para
una buena ensefanza (Leinhardt 2001, citado por Knutha et al., 2019). Corresponden al principal
medio por el cual las definiciones adquieren su significado, ya que la sola presentacion de la
definicion no es suficiente para que los alumnos logren comprender y aplicar el concepto
(Figueiredo y Contreras, 2015), y son considerados como una herramienta de mediacion cultural
entre los estudiantes y los conceptos matematicos, teoremas y técnicas. Corresponden, por lo
tanto, a un medio importante para hacer contacto con ideas abstractas (Goldenberg y Mason,
2008). Zaslavsky (2008) observd que la construccién de una explicacidn para la ensefianza de un
determinado tema depende en gran medida del ejemplo que se seleccione. Segun este autor,
desde una perspectiva matematica, un ejemplo debe satisfacer ciertas condiciones,
dependiendo de lo que se pretenda demostrar; mientras que, desde una perspectiva

pedagdgica, el ejemplo debe transmitir el mensaje que se desea entregar.

Otro elemento que debemos considerar al hablar de la importancia de los ejemplos en la
ensefianza de las matematicas es el gran uso que hacen los profesores de este recurso. El uso
de ejemplos por parte de los profesores es una practica muy comun en las clases de matematicas
(Ng y Dindyal, 2015). Figueiredo y Contreras (2013) plantean que los ejemplos corresponden a
un recurso que todos los profesores de matemadticas utilizan para ensefiar contenido
matematico, y segun Suffian y Abdul (2010) son utilizados por los profesores para explicar y dar

comprensidon matematica a sus estudiantes durante los procesos de ensefanza y aprendizaje. El
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problema radica en que los ejemplos no solo se han posicionado como la principal fuente de
aprendizaje, sino también como la principal fuente de confusién para los estudiantes (Mason,
2011), y los profesores son conscientes de esto. Segun Figueiredo y Contreras (2013), los
profesores saben que el aprendizaje correcto de los conceptos depende en gran medida de la
eleccién y el uso que hagan de los ejemplos, instancias que han sido consideradas como las mas
relevantesy las mas complejas, para los profesores, al momento de trabajar con ejemplos (Zodik

y Zaslavsky, 2007b).

2.3.2. Transparencia y variacion de los ejemplos

La transparencia y la variacidn son dos elementos que se deben tener presentes al momento de
seleccionar y utilizar ejemplos para abordar el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas.
La transparencia hace referencia a que el ejemplo debe representar aquello que queremos
mostrar. Segun Figueiredo y Contreras (2015) un ejemplo transparente es aquel que no tiene ni
mas ni menos significado que la idea o estructura que se busca ejemplificar a diferencia de un
ejemplo opaco, el cual enfatiza algunos aspectos de la idea o estructura atenuando otros,
generalmente los esenciales. Segun Zaslavsky (2008) un ejemplo transparente debe fomentar la
generalizacidn resaltando las caracteristicas especificas necesarias que lo constituyen como un
ejemplo del caso; mientras que la idea de variacién deriva de la teoria de variacién de Marton
la cual sefiala que, si un aspecto de un fenédmeno o evento varia mientras otro, o los otros, se
mantienen invariantes, se observara el aspecto cambiante. La parte del fendmeno o evento que
varia es denominada dimensién de variaciéon (Marton y Booth, 1997). Mason y Watson (2005
citado por Figueiredo y Contreras, 2013) ampliaron el concepto de dimensién de variacion al de
Dimensidon de Variacion Posible para indicar que diferentes personas pueden identificar
diferentes aspectos que pueden variar, por lo tanto, la variacién en la ejemplificacion
corresponde a los distintos aspectos (dimensiones de variacién posible) del ejemplo que se
pueden variar sin que el ejemplo deje de ejemplificar el concepto inicial (Figueiredo y Contreras,
2015). Para Goldenberg y Mason (2008) y Watson y Chick (2011) la variacidn en los ejemplos
ayuda a los estudiantes a diferenciar las caracteristicas esenciales de las incidentales. Los
estudiantes solo podran discernir nuevas caracteristicas si existen cambios, y solo habrd
variaciones si existe algo que a nuestra percepciéon se mantenga (relativamente) invariante

(Figueiredo y Contreras, 2015).

Para Figueiredo y Contreras (2015) la unién que existe entre la transparencia y la variacion de
los ejemplos facilita que los alumnos generalicen y abstraigan los conceptos. Esto se debe a que

la transparencia de la ejemplificacion es importante para que los estudiantes vean la variacion
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y la variacidn es fundamental para la percepcidn de para qué es transparente la representacion

(Figueiredo y Contreras, 2013).

2.3.3. Clasificaciones de ejemplos en la ensefianza de las matematicas

En la literatura podemos encontrar diferentes tipos de clasificaciones asociadas al uso de los
ejemplos para la ensefianza de las matematicas, en estas clasificaciones se categoriza a los

ejemplos en base a distintos aspectos, como veremos a continuacion.

Las clasificaciones presentadas por Michener (1978) y Figueiredo et al. (2007) nos permiten
agrupar los ejemplos segln la funcion que cumplen. Michener (1978) los categoriza segun la
funcién que cumplen durante la comprensién, distinguiendo entre cuatro clases no
necesariamente disjuntas entre ellas: (a) ejemplos iniciales, estos ejemplos nos ayudan a
iniciarnos en un nuevo tema motivando definiciones y resultados bdasicos, e intuiciones utiles;
(b) ejemplos de referencias, son ejemplos a los que se hace referencia una y otra vez, son
basicos, ampliamente aplicables y proporcionan un punto de contacto comun a través del cual
se vinculan muchos resultados y conceptos; (c) ejemplos de modelo, son indicativos del caso
general con una estructura flexible y manipulable, para poder ajustarse a las caracteristicas
especificas de un problema; y (d) contraejemplos, corresponden a los ejemplos que nos

permiten demostrar que una afirmacién no es cierta.

Por su parte Figueiredo et al. (2007) elaboraron una categorizacién tomando como base el
proceso que observaron en la adquisicién del esquema conceptual de funcidn, identificando

cinco categorias relacionadas con la funcién que cumplian los ejemplos en este proceso:

e ejemplos de definicién, son los ejemplos que se presentan inmediatamente después de
la definicidon o a un grupo de ejemplos que se presentan antes de la definicién con el
propdsito de manifestar las caracteristicas necesarias para que los estudiantes
establezcan la definicién;

e ejemplos de representacidn, corresponde a los ejemplos que permiten los primeros
contactos auténomos de los estudiantes con el concepto de estudio, los primeros
ejercicios o problemas;

e ejemplos de caracteristicas, son los ejemplos que surgen después de la fase exploratoria,

ayudan a los estudiantes a superar las dificultades y a aclarar las dudas;
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e ejemplos de aplicaciones internas, corresponden a ejemplos que involucran el tema que
se estd desarrollando con contenidos o conceptos que se han desarrollado o se
desarrollaran posteriormente;

e vy ejemplos de aplicaciones externas, se refiere a ejemplos de aplicaciones del tema en

contextos de la vida real y en otras ciencias.

Las clasificaciones presentadas por Chick y Harris (2007) y Karaagac (2004) nos permiten
clasificar los ejemplos seglin quién interactia con ellos. En su propuesta, Chick y Harris (2007)
diferencian los ejemplos seglin quién lo utiliza y con qué propdsito, distinguiendo tres
categorias: a) ejemplos dirigidos por los profesores, se consideran aqui contraejemplos y
ejemplos como ilustraciones con énfasis conceptual o procedimental; b) ejemplos como
ejercicio o tarea de los estudiantes, pueden ser ejercicio o tarea solo como rutina, o como rutina
pero con la finalidad de generar un conflicto cognitivo, y tareas no rutinarias que buscan
extender o profundizar la comprensidn; y c) ejercicios usados anteriormente, estos ejemplos
correspondientes a ejercicios reutilizados por el profesor o los estudiantes para proporcionar
mas modelos o explicaciones con énfasis conceptual o procedimental. Y Karaagac (2004), en su
trabajo sobre los tipos de ejemplos utilizados por los profesores, identificé dos categorias de
ejemplos, asociadas a quién interactuaba con ellos: a) ejemplos pasivos, corresponden a
aquellos ejemplos que no buscan accidn por parte de los estudiantes y cuyo objetivo es
ejemplificar un concepto o un procedimiento presentado previamente; y b) ejemplos activos,
con estos ejemplos se busca la participacion de la audiencia y requieren, por lo tanto, que los

estudiantes o el profesor hagan uso de sus conocimientos previos.

Las presentadas por Rowland y Zaslavsky (2005, citado en Bills et al. 2006), Watson y Chick
(2011) y Rowland et al. (2009) se enfocan en para qué se utiliza el ejemplo. Rowland y Zaslavsky
(2005, citado en Bills et al. 2006) presentan una clasificacion que considera dos categorias, a)
ejemplos de algo como materia prima, corresponde a ejemplos que se utilizan para ilustrar un
principio general o razonamiento y b) ejemplos de practica, son ejemplos que se utilizan para
ejercitar. Watson y Chick (2011) presentan una clasificaciéon en la cual los ejemplos estan
categorizados segln diferentes tipos de acciones: a) ejemplos para analizar, en ellos se buscan
relaciones plausibles entre los elementos del ejemplo con el propésito de generar conjeturas;
b) ejemplos para generalizar, permiten describir similitudes entre los ejemplos, y ¢) ejemplos
para abstraccién, va mas alla del ejemplo y clasifica ejemplos similares, nombrando la similitud
como un concepto o clase con sus propias propiedades. Y Rowland et al. (2009) se enfocan en

la finalidad educativa, identificando los dos usos mds comunes que tienen los ejemplos en la
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ensefianza de las matematicas: a) ejemplos para la ensefianza de conceptos y procedimientos
matematicos, y b) ejercicios, ejemplos orientados a la familiarizacion y la practica tras la

introduccion de una nueva idea o método.

Zodik y Zaslavsky (2007a) presentaron dos categorizaciones para clasificar la naturaleza y el uso
de los ejemplos en las clases de matematicas. La primera hace referencia al momento en que
los profesores planifican el ejemplo y establece dos categorias: a) ejemplos planificados por
adelantado y b) ejemplos espontaneos o que se recuerdan en el momento para dar respuesta a
una necesidad que surge durante la clase. La segunda categorizacidn se enfoca en el tipo de
entidad matemadtica que se quiere ilustrar con el ejemplo: a) un concepto, b) un teorema, o c)
un procedimiento/algoritmo. Y por ultimo tenemos la clasificacién presentada por Figueiredo y
Contreras (2013), la cual nos permite categorizar los ejemplos en base a dos tipologias
totalmente diferentes: a) ejemplos estaticos, estos ejemplos pueden desarrollarse usando lapiz
y papel, tiza y pizarra, el texto de estudio o una calculadora gréfica; y b) ejemplos dinamicos,
estos ejemplos requieren el uso de recursos informaticos o el uso muy especifico de ciertas

calculadoras graficas.

Existen también algunos casos particulares de ejemplos que se han descrito en la literatura;
entre estos casos podemos encontrar los ejemplos resueltos, estos ejemplos se presentan como
la formulacion de un problema, y por medio de él se muestran los pasos para su resolucién vy la
solucion final (Reiss y Renkl, 2002); ejemplos instructivos, son los ejemplos ofrecidos por el
profesor en el contexto del aprendizaje de un tema en particular y son fundamentales para una
explicacidn (Zaslavsky, 2010); ejemplos genéricos, que corresponden a un ejemplo Unico y
particular que representa el caso general y través de él se puede percibir una generalidad
(Pedemonte y Buchbinder, 2011); y el ejemplo fundamental-puente o simplemente ejemplo
puente, son ejemplos que ayudan a los alumnos a generar un cambio conceptual, sirven de
puente desde las concepciones ingenuas de los alumnos hacia las concepciones matematicas

adecuadas (Zazkis y Chernoff, 2006).

En nuestra investigacién consideraremos tres aspectos de los ejemplos, si el profesor busca o
no, con el ejemplo, generar interacciones en sus estudiantes, la finalidad educativa del ejemplo
y la entidad matematica que estd ejemplificando, para esto utilizaremos las clasificaciones
elaboradas por Karaagac (2004), Rowland et al. (2009) y Zodik y Zaslavsky (2007a) con algunas

adaptaciones, las cuales se detallaran en la metodologia.
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2.4. Sucesiones numéricas

En la literatura podemos encontrar distintas definiciones para sucesién numérica. De forma muy
general, se puede definir como un conjunto de objetos puestos en orden. Stewart et al. (2007)
definen una sucesién numérica como un conjunto infinito de nimeros escritos en un orden
especifico: aq, a,, as, ..., ay, ... donde a; corresponde al primer término, a, al segundo término,
y en general a, al término n-ésimo. Por su parte Apdstol (2013) al referirse a este concepto

plantea que:

Si a cada entero positivo n estd asociado un numero real a,, entonces se dice que el
conjunto ordenado a4, a,, as, ..., ay, ... define una sucesion infinita. Cada término de la
sucesion tiene asignado un entero positivo, de manera que se puede hablar del primer
término a4, del segundo término a, y en general del término n-simo a,,. Cada término

a, tiene un siguiente término a, 4 y por lo tanto no hay un “dltimo” término (p. 462).

Burgos (2007) define una sucesién numérica como “una correspondencia n = a,, que a cada
natural n le asocia un cierto numero real x,,, proporciona la sucesion real a4, as, ..., ay, ..., que
se representa (a,),en O simplemente (a,,). Se dice que a,, es el elemento n-ésimo de (a,)".
(p- 23). Por lo tanto, la sucesion a,, = a4, a,,as, ay, as, ... es una forma abreviada de escribir una

funcién como conjunto de pares ordenados {(1, a,), (2, a,), (3,a3), ... } (Cafiadas, 2007).

Una sucesién numérica puede ser representada por medio de distintos sistemas de
representacion. De esta forma tenemos que la sucesién definida por a,, = 6 + 2n se puede

representar de forma:

e Algebraica
a, =6+2n
e Numérica
a, = 8,10,12,14, 16, ...
e Verbal
Los nimeros pares mayores a 6

e Grifica lineal

0 iy €l il iy fs
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e Grafico cartesiano

as 4+ .
@]
1 3 4 5
e Tabular
n 1 2 3 4 5
an 8 10 12 14 16
e Figurativo
e e 00 ® e 0 00 ® 00 0 00 ® e 00 000
o o 00 ® ® 0 00 o 0 e 0 00 [ BN BN BN BN BN B ]
ay ay

Los tres elementos que destacan en toda sucesion son: el término general, representado por a,,
el cual corresponde al elemento genérico del conjunto imagen; los términos k-ésimos, son los

valores que constituyen el conjunto imagen de la funcidn que define la sucesién; y el limite

(Cafiadas, 2007).

Existen algunas propiedades que nos permiten distinguir distintos tipos de sucesiones:

e De finitud, esta propiedad nos permite diferenciar entre sucesiones finitas e infinitas,
las primeras corresponden a aquellas sucesiones que tienen una cantidad finita de
términos y las segundas a las que tienen infinitos términos.

e De monotonia, esta propiedad nos permite diferenciar entre sucesiones crecientes y

decrecientes y sus relativas; las sucesiones no crecientes y no decrecientes, de este

modo diremos que:

o Lasucesidn es creciente
o Lasucesion es no decreciente sii a,

o Lasucesién es decreciente

sii a, < a,4q paratodo entero positivo n,

sii a, > a,4+q paratodo entero positivo n,
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a,4+1 paratodo entero positivo n,




o Lasucesidén es no creciente sii a, = a,4+q paratodo entero positivo n.
Si se verifica alguno de estos casos diremos que la sucesidén es mondtona
(Johnsonbaugh, 2005).
e De acotacidn, una sucesion es acotada superiormente se existe un ndmero natural M
tal que f(n) < M para todo n, y acotada inferiormente si existe un nimero natural M
tal que f(n) = M para todo n. Si la sucesién no estd acotada se denomina no acotada

(Apostol, 2013).

e De convergencia, una sucesion se dice convergente hacial (lim a, = l) si tiene limite,

n—>0o

“si para todo &€ > 0 existe un numero natural N tal que, para todos los nimeros
naturales n, sin > N, entonces |a,, — l| < &” (Spivak, 2014, pag. 453). De lo contrario,
si la sucesion no tiene limite se dira que corresponde a una sucesién divergente.

e Derecurrencia, se dice que una sucesion es recurrente si cada término se pude obtener
a partir de los términos anteriores, en caso de no cumplirse esta condicién la sucesion

es no recurrente (Cafiadas, 2007).

Las sucesiones numéricas son un contenido de gran relevancia por el papel que juega en el
aprendizaje de otros temas matematicos (Bajo-Benito et al., 2019). Manero et al. (2021) ven en
las sucesiones un tépico matematico que tiene el potencial de desarrollar en los alumnos
aspectos de razonamiento matematico, mientras que Bajo-Benito et al. (2021) observaron que
la comprensién de este concepto es importante por la implicacién que tiene en la comprensién
de conceptos matematicos. Por su parte, distintos autores han identificado algunos contenidos
especificos cuya comprensién se ve favorecida por el estudio de las sucesiones; asi, Mamona-
Downs (2001) considera que las sucesiones son fundamentales para la compresién del concepto
de limite y Codes y Gonzalez-Martin (2017) evidenciaron que la comprension de este concepto
contribuye a la comprensidon de la sucesidn de las sumas parciales en relacidn con las series

numeéricas.

2.4.1. Desarrollo escolar de las sucesiones numéricas

En Espaiia, el curriculo para la Educacion Secundaria Obligatoria se define a nivel estatal y por
Comunidad Auténoma. En el Real Decreto 1105/2014 el Ministerio de Educacién, Cultura y
Deporte ha definido las disposiciones generales para el curriculum bdsico de la ESO a nivel
estatal, y en Andalucia la Consejeria de Educacién de la Comunidad Auténoma de Andalucia lo
ha hecho por medio del Decreto 111/2016. Nos referiremos a estos decretos porque eran los

que estaban vigentes al momento de desarrollarse las clases que analizaremos en este trabajo.
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En el Real Decreto 1105/2014 se presentan las definiciones de algunos conceptos que son
relevantes para su implementacién: (a) objetivos, estos corresponden a los logros que debe
alcanzar el estudiante al finalizar cada etapa, son el resultado de las distintas experiencias de
ensefianza y aprendizaje; (b) contenidos, son el conjunto de conocimientos, habilidades,
destrezas y actitudes que aportan al logro de los objetivos; (c) estandares de aprendizaje
evaluables, son las especificaciones de los criterios de evaluaciéon que permiten definir los
resultados de aprendizaje, y establecen lo que el estudiante debe saber, comprender y saber
hacer en cada asignatura; (d) criterios de evaluacidn, son el referente especifico para evaluar el
aprendizaje de los estudiantes, en ellos se describe aquello que los estudiantes deben lograr

tanto en conocimientos como en competencias.

Segln esta normativa, a nivel estatal, el concepto de sucesiones se comienza a desarrollar en el
tercer ano de la ESO, en las asignaturas de Matemdticas orientadas a las ensefianzas aplicadas
y Matemadticas orientadas a las ensefianzas académicas; en ambos casos, las sucesiones son
consideradas en el bloque de nimeros y algebra, especificamente en el contenido definido
como “Sucesiones numéricas. Sucesiones recurrentes. Progresiones aritméticas y geométricas”
(Real decreto 1105/2014). Al desarrollar este contenido, en ambas asignaturas, el profesor debe

evaluar si el estudiante:

e Calcula términos de una sucesién numérica recurrente usando la ley de formacion a
partir de términos anteriores.

e Obtiene unaley de formacion o férmula para el término general de una sucesién sencilla
de nimeros enteros o fraccionarios.

e Valora e identifica la presencia recurrente de las sucesiones en la naturaleza y resuelve

problemas asociados a las mismas.

La asignatura Matemdticas orientadas a las ensefianzas académicas considera un cuarto

estdndar de aprendizaje evaluable para este contenido:

e Identifica progresiones aritméticas y geométricas, expresa su término general, calculala

“._n

suma de los “n” primeros términos, y las emplea para resolver problemas.

En relacidon con los criterios de evaluacién, en ambas asignaturas, el estudio de las sucesiones

contribuye al logro de dos criterios, se espera que los estudiantes sean capaces de:

e Obtener y manipular expresiones simbdlicas que describan sucesiones numéricas,

observando regularidades en casos sencillos que incluyan patrones recursivos.
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e Utilizar el lenguaje algebraico para expresar una propiedad o relacién dada mediante un

enunciado, extrayendo la informacién relevante y transformandola.

Por su parte, la Consejeria de Educacidon de la Comunidad Auténoma de Andalucia, en
concordancia con el Real Decreto 1105/2014, establece en el Decreto 111/2016 que el concepto
de sucesion debe comenzar a desarrollarse en el tercer afio de la ESO en las dos asignaturas
mencionadas previamente y considerando el contenido, los estandares de aprendizaje
evaluables, y los criterios de evaluacion ya mencionados y definidos en el Real Decreto

1105/2014.

El Decreto 97/2015 que establece la ordenacién y el curriculo de la Educacién Primaria en la
Comunidad Autonoma de Andalucia, documento vigente en el momento en que se recogieron
los datos, establece que el disefio curricular de Andalucia incorpora el disefio del curriculo
establecido en el Real Decreto 126/2014. Considera los criterios de evaluacion y los estandares
de aprendizaje establecidos en el Real Decreto 126/2014, algunos de los cuales pueden
favorecer la compresidn del concepto de sucesién numérica. Uno de estos criterios es “describir
y analizar situaciones de cambio, para encontrar patrones, regularidades y leyes matematicas,
en contextos numéricos, geométricos y funcionales, valorando su utilidad para hacer
predicciones” (p. 19388). Al evaluar este criterio, el profesor, entre otros aspectos, debe verificar
si el estudiante: identifica patrones y regularidades en situaciones de cambio, en contextos
numéricos, geométricos y funcionales; y si realiza predicciones sobre los resultados esperados,
utilizando los patrones y leyes encontrados, analizando su idoneidad y los errores que se
producen. Un segundo criterio es “conocer, utilizar y automatizar algoritmos estdndar de suma,
resta, multiplicacidn y divisidon con distintos tipos de nimeros, en comprobacion de resultados
en contextos de resolucion de problemas y en situaciones de la vida cotidiana” (p. 19390); en
este caso, el profesor debe evaluar, entre otras cosas, si el estudiante: utiliza y automatiza el
algoritmo estandar de la multiplicacidon con distintos tipos de nuimeros; si construye series
numéricas ascendentes y descendentes; si construye y memoriza las tablas de multiplicar; y si

calcula los primeros multiplos de un nimero dado.

Por otra parte, el trabajo que se desarrolla al estudiar el concepto de sucesidon numérica en el
tercer afio de la ESO favorece la compresién de contenidos que se abordardn en cursos
superiores, como son las sucesiones numéricas en la asignatura Matematicas | en primer afio de
Bachillerato, y el concepto de limite que se aborda en el primer afio de Bachillerato en las
asignaturas Matemadticas | y Matemadticas aplicadas a las ciencias sociales, y en Matemadticas Il

en el segundo ano de Bachillerato.
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En distintos textos escolares para la asignatura Matemdticas orientadas a las ensefianzas
académicas utilizados en algunos centros educativos de la comunidad Auténoma de Andalucia,
se puede observar que el estudio de las sucesiones numéricas durante el tercer afio de la ESO

se enfoca:

e en la definicidon de sucesion,
e en la definicién de término de una sucesién y la busqueda términos especificos,
e en la definicién y construccién del término general de una sucesién, y

e en la definicidn de sucesion recurrente.

En este sentido, podemos ver que una sucesion se define a nivel escolar como “un conjunto de
numeros dados ordenadamente de modo que se puedan numerar: primero, segundo, tercero...”
(Colera et al., 2020, p. 68), como “una lista infinita y ordenada de nimeros” (Alcaide et al., 2015,
p. 216) y como “una funcién en la que la variable independiente es un nimero natural y la

|II

variable independiente es un numero real” (Ferro et al., 2016, p. 60). Por su parte, el término
general de la sucesién es definido como “una expresion matematica que relaciona la posicién
gue ocupa un término con su valor” (Ferro et al., 2016, p. 60), y en otro texto como “la expresion
algebraica que nos permite calcular cualquier término de la sucesién a partir del lugar que
ocupa" (Alcaide et al., 2015, p. 216). Después de introducir estos conceptos, el estudio de las
sucesiones se enfoca principalmente en dos casos, las progresiones aritméticas y las

progresiones geométricas, como se puede observar en diferentes textos escolares (Alcaide et

al., 2015; Colera et al., 2020; Ferro et al., 2016).

2.4.2. Desarrollo escolar de las progresiones aritméticas y geométricas

Una progresién aritmética es una sucesiéon de la forma a,a +d,a+2d,a+3d,..,a+
nd, ... donde a es el primer término y d es la diferencia comun entre dos términos consecutivos.
Anivel escolar, especificamente en algunos textos escolares para tercer aiio de la ESO, podemos
encontrar las siguientes definiciones de progresién aritmética. Ferro et al. (2016) la definen
como “una sucesion en la que la diferencia entre un término cualquiera y su anterior es una
cantidad constante” (p. 62); Colera et al. (2020) como “una sucesién en la que se pasa de cada
término al siguiente sumando un mismo nimero (positivo o negativo), al que se llama diferencia,
d, de la progresion” (p. 70); y Alcaide et al. (2015) como “una sucesion cuyos términos se

obtienen a partir del anterior sumandole una cantidad fija d” (p. 218).

El estudio de las progresiones aritméticas durante el tercer afio de la ESO se enfoca en:
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e el término general a,, = a; + (n — 1)d, donde a; corresponde al primer término de la

progresiony d a la diferencia

a,+an

e ylasuma de los primeros ene términos de la progresion S,, =
n 2

Por su parte, una progresion geométrica es una sucesion de la forma q, ar,ar?,ar?, ..., ar™, ...
donde a es el primer término y r es la razén de la progresion. A nivel escolar, esta progresion es
definida en los textos escolares de distintas formas. Colera et al. (2020) la definen como “una
sucesién en la que se pasa de cada término al siguiente multiplicando por un ndmero fijo, r,
llamado razén” (p. 72); Ferro et al. (2016) como “una sucesién en la que el cociente entre un
término cualquiera y su anterior es una cantidad constante” (p. 64), y Alcaide et al. (2015) como
“una sucesidn cuyos términos se obtienen a partir del anterior multiplicado por una constante

fija r” (p. 220).
El estudio de las progresiones geométricas durante el tercer afio de la ESO se enfoca en:

e el término general a, = a; - ™Y, donde a; corresponde al primer término de la
progresiony r a la razén
anp'r—aq

e ylasuma de los ene primeros términos de la progresién S,, =
n r—1

2.4.3. Patrones

Distintos autores han destacado la importancia del estudio de los patrones en el aprendizaje de
las matematicas. Segun Zazkis y Liljedahl (2002), los patrones pueden ser considerados como el
corazon y el alma de las matematicas. En este sentido, Tirosh et al. (2019) observaron que tanto
matematicos, como investigadores y disefiadores de planes de estudios, concordaban en la
importancia de que los nifios pequefos participen en actividades de patronajes. Esto se debe,
entre otras cosas, a que es sabido que la creacion de patrones esta estrechamente relacionada
con la comprensién que los nifios desarrollan de los nimeros, la geometria, la medicién y los
datos (Kidd et al., 2014) y que existe una directa relacién entre el conocimiento de los patrones

y el rendimiento en matematicas (Cafadas, 2022).

La importancia de los patrones en el aprendizaje de las sucesiones radica principalmente en el
rol que juegan en el desarrollo del pensamiento algebraico, pensamiento que es indispensable
para establecer las generalizaciones matematicas, en nuestro caso, el término general de una
sucesioén. Segun English y Warren (1998), el uso de patrones es crucial para la transicion de la
aritmética al algebra, ya que demanda la elaboracidn de generalizaciones verbales y simbdlicas,

permitiendo de esta forma introducir ideas algebraicas elementales. A nivel escolar, las
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actividades de patronaje son consideradas como una de las formas mas importantes para
introducir el algebra (Radford, 2010), mientras que en estudiantes de cuarto afo de primaria (9-
10 afios) la exploracion de patrones visuales corresponde al enfoque mas utilizado para
introducir el dlgebra (Warren, 2005), y en los ultimos cursos de primaria la comprension de la
generalizacidn se desarrolla a través de la compresion de patrones recursivos (Blanton et al.,

2015).

Por lo tanto, la capacidad de continuar un patrén es anterior a la capacidad de generalizar (Zazkis
y Liljedahl, 2002), ya que la generalizacidon depende tanto de la deteccién de un patrén, como

de la identificacion de un patréon adecuado (Cafiadas et al., 2008).
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3.Antecedentes

En este capitulo se describen algunos de los hallazgos que distintos investigadores han realizado
en relacién con el estudio de la ensefianza y el aprendizaje de distintos temas: de las sucesiones
numéricas, de las progresiones aritméticas y de los patrones. También se presentan algunos de
los resultados que se han obtenido al abordar en primer lugar, el estudio de las relaciones que
se generan entre los distintos subdominios de conocimiento que forman parte del modelo
MTSK; y, en segundo lugar, el estudio del conocimiento especializado asociado a la
ejemplificacion, especificamente asociados a los procesos de seleccion y uso de los ejemplos.
Para cada tema se consideran solo aquellos hallazgos que eran relevantes para nuestra

investigacion.
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3.1. Relaciones entre subdominios

Como ya se ha mencionado, los seis subdominios que forman parte del modelo MTSK nos
permiten separar (a efectos analiticos) y caracterizar de manera profunda el conocimiento que
posee el profesor que ensefia matematicas (Carrillo et al., 2014). Pero son las relaciones que se
generan entre estos subdominios las que nos permiten obtener una compresién mas profunda

del conocimiento especializado del profesor (Carrillo et al., 2018).

En los ultimos afios, distintos investigadores han profundizado en el estudio de las relaciones
que se generan entre/en los subdominios del MTSK. Carrillo et al. (2014), al presentar el marco
tedrico de este modelo analitico, sefialaron y recomendaron el analisis de algunas de las
relaciones que nos permitirian el regreso a la integracidn del conocimiento. Asi, en la relacion
KSM-KMLS, la categoria secuenciacion de temas del KMLS tiene aspectos similares con las
categorias conexiones de complejizacion y conexiones de simplificacién del KSM, esto se
evidencia al establecer relaciones con temas posteriores o anteriores, ya que la justificacién
didactica forma parte del KMLS y la justificacion matematica del KSM. En la relaciéon KoT-KMLS,
también se considera la categoria secuenciaciéon de temas del KMLS, pero cuando la
secuenciacion corresponde a una conexion intraconceptual, ya que estas forman parte del KoT.
En la relacion KFLM-KMLS, el desarrollo de propuestas curriculares requiere conocer los
aprendizajes esperados y las capacidades conceptuales y procedimentales que poseen los
estudiantes, lo que forma parte del KMLS, y elaborar o seleccionar una propuesta que promueva
el desarrollo cognitivo de los estudiantes, conocimiento que forma parte del KFLM. La relacion
KFLM-KMT se puede evidenciar en las decisiones que toma el profesor en relacion con el proceso
de ensefianza-aprendizaje, el KFLM considera conocimiento sobre el proceso de apropiacién del
objeto matemadtico por parte de los estudiantes, mientras que el KMT considera el conocimiento
sobre las herramientas (técnicas y recursos) empeladas para llevar a cabo dicho proceso. En la
relacion KoT-KPM, las practicas de demostrar, definir y ejemplificar que forman parte del KPM,
en ocasiones dan sustento al conocimiento que es considerado en el KoT. Y la relacién MK-
KMT/KFLM, los subdominios KMT y KFLM no incluyen conocimiento matematico, pero requieren
de este contenido para su funcionamiento. Zakaryan y Ribeiro (2016) observaron que las
relaciones que se generan entre el KMT y los demds subdominios permiten identificar un
conjunto de elementos nucleares del conocimiento del profesor. Zakaryan et al. (2018)
evidenciaron que los subdominios KFLM y KMT se potencian mutuamente, aunque en su trabajo

observaron que el KFLM era el subdominio que con mayor frecuencia potenciaba al otro. Tres
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de estas relaciones también fueron descritas, de esta misma forma, por Escudero-Dominguez y
Carrillo (2016) al abordar el conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matematicas;

estas son las relaciones KoT-KMLS, KSM-KMLS y KFLM-KMLS.

Escudero-Avila et al. (2017) presentaron algunas relaciones entre los subdominios con el
propdsito de mostrar cdmo el MTSK reconoce la naturaleza dindmica, compleja e integral del
conocimiento especializado. En la relacion KPM-KoT, el conocimiento sobre las formas de
proceder asociadas a las matematicas, en general, permite al profesor decidir cémo trabajar los
contenidos y cdmo organizar y validar los procesos de los estudiantes, generando que el KPM
adquiera una funcién organizadora de los conocimientos matematicos. Se ha observado que la
relacion KFLM-KMT nos permite comprender e interpretar con mayor profundidad la naturaleza
del conocimiento del profesor desde dos enfoques, como contenido a aprender y como
contenido a enseiiar. En las relaciones KFLM-KoT y KMT-KoT, el conocimiento matematico que
posee el profesor sustenta su KFLM y su KMT. Y, en la relacion KPM-KMT, el conocimiento sobre
las formas de preceder en matematicas puede influir en el conocimiento sobre las caracteristicas

matematicas de recursos materiales y digitales, o de diferentes estrategias para la ensefianza.

Delgado y Zakaryan (2018) establecieron evidencia empirica de las relaciones KPM-KMT y KPM-
KFLM presentadas por Carrillo et al. (2014) y observaron que, cuando el KFLM era apoyado por
el KPM, el profesor construia explicaciones mas detalladas y que el KPM condicionaba al KMT a
tal punto que el objetivo del profesor era que los estudiantes, ademds de comprender los
contenidos matematicos, aprendieran a pensar matemdticamente para validar y construir
argumentos. Fuentes (2020), al analizar el conocimiento del profesor asociado al concepto de
proporcionalidad, identifico las relaciones KMT-KFLM y KMT-KoT. Por su parte, Espinoza (2020)

identificd y ejemplificé relaciones al interior de los distintos subdominios del MTSK.

A pesar de los distintos trabajos que se han desarrollado para indagar en el estudio de las
relaciones que se generan entre/en los subdominios del MTSK, aiin hay mucho que profundizar.
Esto queda de manifiesto al revisar las actas de los Ultimos tres congresos sobre el MTSK. En
todas ellas, las relaciones entre/en los subdominios son consideradas entre los desafios y
perspectivas de investigacion (Carrefio et al., 2021; Carrillo, 2017; Carrillo, 2019). En relacion con
el conocimiento de la ensefianza de las matemdticas, evidenciamos que es necesario
profundizar en el estudio de cdmo el KMT se relaciona con el KFLM, tanto en futuros profesores
como en profesores en servicio (Zakaryan et al., 2018). Tambien es necesario generar mas
estudios que nos permitan enriquecer y ampliar el conocimiento de las relaciones que se

generan entre el KMT y el resto de los subdonminios (Zakaryan y Ribeiro, 2016). El estudio de
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estas relaciones debe contribuir a una compresion mds fina del conocimiento que el profesor
utiliza para gestionar los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas (Delgado y

Espinoza, 2021).

3.2. Ensenanzay aprendizaje de las sucesiones

En el ambito de la Didactica de la Matemdtica podemos encontrar distintos trabajos que se
enfocan en el estudio de la ensefianza y el aprendizaje de las sucesiones. Bajo-Benito et al.
(2017) han puesto de manifiesto que la compresion del concepto de sucesion numérica presenta
dificultades para los estudiantes de la ESO (14-16 afos). Segun estos autores, el excesivo énfasis
gue se hace de las progresiones geométricas y aritméticas al estudiar las sucesiones contribuye
al desarrollo de una concepcion errénea de este concepto que manifiestan algunos estudiantes
cuando identifican una sucesion solo con el caso particular de estas progresiones (Bajo-Benito
et al., 2015). En esta misma linea, Przenioslo (2006) identificé dos formas de entender las
sucesiones numeéricas al estudiar cdmo los estudiantes de educacién secundaria y de primer afio
de universidad las percibian. Un 12% de los estudiantes examinados identificaba las sucesiones
como una funcién, mientras que el resto las asociaba a elementos ordenados, es decir, a un
conjunto. Segln esta autora (2006), esto podria ser el resultado de buscar familiarizar a los
estudiantes con el concepto de sucesién por medio de la comparacion de las sucesiones con los
conjuntos. De esta forma, el trabajo de Przenioslo (2006) mostrd que la concepcidn de sucesion
formada en la Educacién Secundaria estd muy alejada del significado real del concepto. Por su
parte, Castro et al. (1997) evidenciaron que la expresidon del término general de una sucesién
también presenta grandes dificultades de compresion para muchos estudiantes por el alto grado

de abstraccién que supone.

3.2.1. Sistemas de representacion de sucesiones

Otro tema que ha sido abordado en las investigaciones sobre este concepto es la representacion
de sucesiones. Distintas investigaciones han sefialado la importancia del uso de diferentes
modos de representacién para el estudio del concepto de sucesidn numérica, destacando los
modos numeéricos, grafico algebraico y sus variantes (Bajo-Benito et al., 2019). Segun estos
autores (2015), la forma en que los estudiantes interactian con estos modos de representacion
nos informa sobre el nivel de comprensién que poseen del concepto de sucesidon como lista

numeérica; un estudiante que se mueve de la representacion grafica a la algebraica para resolver
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el problema tiene una menor comprension que el estudiante que resuelve la terea

indistintamente del modo de representacidn.

Romero (2001), centrandose en las sucesiones lineales y cuadraticas de niumeros naturales,
distinguio tres sistemas de representacion: el sistema figurativo (configuraciones puntuales), el
simbdlico estructurado (sistema decimal de numeracién) y el sistema operatorio (desarrollos
aritméticos). Segln esta autora, cada uno de estos sistemas de representacién ofrece una
consideracion parcial de la sucesién y de su término general; de esta forma, la representacién
de una sucesion es mas potente cuando se trabaja el desarrollo aritmético junto con el sistema
simbdlico estructurado, mientras que la representacidon figurativa adquiere mayor sentido
cuando se emplea como un recurso para visualizar el desarrollo aritmético. Estos casos ilustran
la complementariedad de los sistemas de representacion, mostrando que es necesario ir
alternando entre uno vy otro, especialmente entre los de tipo grafico y los de tipo simbdlico, para
logar el dominio de ellos (Romero, 2001). En este sentido, autores como Bajo-Benito et al. (2019)
corroboraron la importancia del uso de diferentes modos de representacion al estudiar el

concepto de sucesion.

En relacién con el sistema figurativo, al representar varios términos de una sucesion mediante
este sistema se pueden analizar sus términos por medio de diferentes desarrollos aritméticos
(sistema operatorio) y, por tanto, obtener expresiones algebraicas diferentes, aunque
equivalentes, del término general de la sucesion (Castro, 1995) (ver figura 1). También ayuda a
los estudiantes a establecer argumentos que conectan el patrén geométrico con su
correspondiente patrdn aritmético (Romero, 2001). Les permite encontrar un esquema grafico
para representar los términos de las sucesiones de primer y segundo grado que tomen valores
enteros, admitiendo las progresiones aritméticas representaciones puntuales sencillas, por lo
general rectangulares de altura o base constante (Rico, 1996). Como en la representacidén que
se puede observar en la figura 1, en cuyo caso la altura siempre es 2, mientras que la base varia

en cada término.

Figura 1
Posibles desarrollos para obtener el término general de una sucesion representada con el

sistema figurativo

48
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Algunos autores han evidenciado lo complejo que resulta la integracion de estos tres sistemas
de representacion durante el aprendizaje las sucesiones. Bajo-Benito et al. (2019) destacaron la
dificultad que implicaba el transitar de una representacién a otra, mientras que Rico (1996) y
Romero (2001) comprobaron que los estudiantes de secundaria (13 — 14 afios) no son capaces
de integrar los tres sistemas simbdlicos de representacion (figurativo, simbdlico estructurado y

operativo) al expresar el término general de una sucesion.

Janvier (como se cita en Cafiadas et al., 2012) observo que los cuatro sistemas de representacién
usados tradicionalmente para las sucesiones son: grafico, numérico, verbal y algebraico. De
estos cuatros sistemas de representacién, segun Gonzdlez et al. (2010), los estudiantes
universitarios de primer afio manifestaron dificultades en la compresion del concepto de
secuencia numérica al relacionar la representacion grafica con la algebraica. Por su parte
Cafadas et al. (2012), al centrarse en el estudio del término general con estudiantes de tercery
cuarto afo de educacién secundaria, concluyeron que la representacién grafica de la
generalizacidon les ayuda a generalizar algebraica o verbalmente, lo que les permite obtener
términos particulares de la sucesidn. Bajo-Benito et al. (2019) consideran un grupo de
representaciones, similares a las mencionadas por Janvier (opus cit.), al caracterizar la
comprension del concepto de sucesidon en estudiantes de Educacidn Secundaria (14 — 16 afios):
representacion numérica, representaciéon algebraica, representacién grafico-lineal
(representacion de la sucesion como puntos en la recta numérica) y representacién grafico-

cartesiano (representacion de la sucesion como puntos en el plano cartesiano).

Algunos autores han destacado el rol que puede jugar la representacién numérica en la
comprension de algunos tipos de sucesiones. Djasuli et al. (2017) concluyeron que las tareas en
las cuales los estudiantes debian encontrar el término general a partir de los primeros términos
de la sucesién eran fundamentales para la construccidon formal de las progresiones geométricas
y aritméticas. Por otro lado, Rodriguez y Guibert (2009) proponen el uso de progresiones
geomeétricas y aritméticas con espacios en blanco en actividades que lleven a los estudiantes a
indicar los elementos faltantes de la secuencia, para que comprendan cémo se van formando
ambas sucesiones y cuales son sus particularidades (razén y diferencia).
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En la busqueda que desarrollamos, encontramos algunas investigaciones que abordaban

diferentes aspectos asociados al aprendizaje y/o ensefianza de las sucesiones:

e la comprensidon del concepto de sucesidn numérica en estudiantes de ESO (Bajo-Benito
et al., 2015; Bajo et al., 2015);

e la compresion del concepto de sucesion y las fuentes de formacidn de las concepciones
relevantes en estudiantes de ESO (Przenioslo, 2006);

e los procesos de generalizacion utilizados por estudiantes de secundaria al trabajar con
sucesiones (Cafiadas et al., 2012; Garcia, 1999);

e el uso de herramientas informaticas como apoyo para la ensefianza y el aprendizaje de
las sucesiones, en estudiantes de primer afio de carrera universitaria (Gonzalez et al.,

2010) entre otros.

Pero no encontramos investigaciones que abordaran el estudio del conocimiento especializado
asociado a la ensefianza y el aprendizaje de las sucesiones numéricas, en este sentido
destacamos la pertinencia del modelo analitico MTSK como una herramienta que nos permitiria

indagar en esta tematica.

3.3. Enseifanzay aprendizaje de las progresiones aritméticas

Yeo (2010), centrando su estudio en las progresiones aritméticas, propone cinco métodos que
los profesores pueden utilizar en clases de Educaciéon Secundaria para que los estudiantes
encuentren el término general de este tipo de sucesiones, sin utilizar la formula general a,, =
a, + (n — 1)d, también define algunas de las limitaciones y/o oportunidades que presenta cada

uno de estos métodos.

El primer método corresponde al que habitualmente se ensefia en las escuelas secundarias de
Singapur. La mayoria de los estudiantes no vera la necesidad de expresarlcomo 14+ 0Xx 304
como 1+ 1 X 3, por lo tanto, el profesor debe guiarlos a comenzar por el 7 0 10 para que luego

ellos continten con los otros valores.

P.A 1,4,7,10, ..

=1 =1 =14+ 0 x3
a,=4 =1+3 =1+ 1 x3
a;=7 =1+3+3 =1+ 2 x3

a,=10=1+3+3+3=1+ 3 X3
a, =1+(n-1)3
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El segundo método es una variacion del anterior. Muchos estudiantes veran que el patrén de a,,
esn X 3yno(n — 1) X 3.El profesor debera explicar cémo obtener —2 de 1 — 3, expresandolo

como a, — d. De esta forma

P.A 1,4,7,10, ..
;=1 =1-3+3 =-2+3 =-2+1x3
=4 =1-3+3+3 = —2+43+3 =—2+2x3
az;=7 =1-3+3+43+3 =-2+3+3+3 =-2+3x3

a,=10 =1-3+3+3+3+3= -2+3+3+3+3= —-2+4x%3

a, =—-2+nx3

El tercer método implica el uso de una recta numérica y puede interpretarse como la versién
pictdrica del primer método. El profesor debe guiar a los estudiantes a observar que hay dos
espacios entre el 12 y 32 término, y tres entre el 12 y 42. Como la longitud de cada espacio es 3

unidades y el primer término es 1, el enésimo términoes 1 + (n — 1)3.

P.A.1,4,7,10,..

El cuarto método apela al uso de la ecuacién de la linea recta a,, = mn + c. En el segundo
grafico se observa que el aumento es siempre la diferencia comudn d. Por lo tantom = d = 3.
La interseccién de a,, es c, usando el concepto de gradiente c = 1 — 3 = —2. De esta forma

a, =3n— 2.

El profesor debera utilizar el mismo procedimiento utilizado en el método 2 para obtener el

término general.

P.A.1,4,7,10,..
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El quinto método consiste en transformar la progresién en una mas facil de encontrar el término
general. Dado que la diferencia es 3, se plantea una con los multiplos de 3. Los estudiantes de

secundaria que no dominen los graficos no tendrdn dificultades para usar este método.

Los profesores son los responsables de promover que los estudiantes encuentren cuantos
métodos les sean posibles para establecer el término general de una progresién aritmética (Yeo,

2010).

Por su parte, Garcia (1999) describe el formato de presentacién mds comun, utilizado por el
profesorado, al abordar el estudio de las progresiones aritméticas. Este formato esta compuesto
por dos momentos. En primer lugar, se describen los primeros términos f (1), f(2), f(3), ... de
la sucesién por medio de dibujos ilustrativos y, en segundo lugar, se propone una tarea que
consta de tres tipos de actividades: a) cuestiones introductorias: se pide a los estudiantes que
determinen los términos siguientes f(4) o f(5); b) cuestién de generalizacion proxima: el
término generalizacion proxima hace referencia a aquellos términos que se pueden obtener por
medio de un recuento directo o mediante la extensién de la sucesion presentada, se solicita a
los estudiantes que determinen un término tal que se pueda calcular mediante el procedimiento
de conteo directo, por ejemplo f(10); y c) cuestidon de generalizacién lejana; el término de
generalizacién lejana corresponde a aquellos términos para los que resultan complejo obtener
su valor por medio del conteo directo o por la prolongacién de la sucesién, por ejemplo f(45)

o £(100).

Stacey (1989), utilizando la forma de presentacidn descrita posteriormente por Garcia (1999)
para la presentacidon de las progresiones aritméticas, describe los métodos de resoluciéon
utilizados por estudiantes de 9 a 13 afios (Ultimos cursos de primaria y primeros afos de

secundaria) al resolver los siguientes ejercicios (ver figuras 2 y 3).

52



Figura 2

Escalera (Stacey, 1989)

ESCALERA I |

Con 8 palitos, puedo hacer una escalera l
con 2 peldafios como esta —> —

Con 11 palitos, puedo hacer esta “
escalera con 3 peldaiios P

Figura 3

Arbol de navidad (Stacey, 1989)

%@%

Tamafio arbol 1 Tamaiio arbol 2 Tamaiio arbol 3
5 luces 7 luces

3 luces

En la primera actividad (figura 2) se les pedia a los estudiantes que determinaran cuantos palitos
se necesitan para hacer una escalera de una determinada cantidad de peldafios (4, 5, 112, 20y
1000), indicandoles que se necesitan 335 palitos para una escalera de 111 peldafios. En la
segunda actividad (figura 3) se les pide que determinen cudantas luces tendria un arbol de
navidad de tamafo 20 y uno de tamafio 100, en estos casos deben explicar cémo obtuvieron las

respuestas.

Segln Stacey (1989), fueron cuatro los métodos mds frecuentemente utilizados por los

estudiantes para resolver los ejercicios de la escalera y del arbol de navidad:

e Meétodo de conteo, realizaban el conteo desde el dibujo.

e Método de diferencia, multiplicaban el nimero de peldanos por 3, la diferencia comun,
es decir, suponiendo implicitamente que la suma repetida de 3 implicaba M(n) = 3 - n.

e Método de objeto completo: toman un multiplo del nimero de palitos necesarios para
una escalera mas pequefia, suponiendo implicitamente que M(mn) = m - M(n).
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e Meétodo lineal: utilizan un patrén que reconoce la multiplicacion, la sumay que el orden
de las operaciones es importante, usando implicitamente un modelo lineal M(n) = a -

n+bconb # 0.

Al analizar el trabajo desarrollado por los estudiantes de primaria en la primera actividad, Stacey
(1989) observé que los estudiantes utilizaron con mayor frecuencia el método de conteo para
encontrar M (20), generando a menudo respuestas incorrectas pero cercanas al valor correcto.
Con el método de diferencia se generaron las dos respuestas incorrectas mas comunes M(20) =
60 y M(1000) = 3000, en las que explicaban que “agregaban tres palitos por cada peldafio”.
En cuanto al método lineal, la mayoria de los estudiantes que utilizaron M(n) =a-n+b
erraron al determinar el valor de b. Los estudiantes de secundaria también utilizaron
mayoritariamente el método de conteo para obtener M(20) en la primera actividad, pero
utilizaron sumas sucesivas para obtener M(20) en la actividad del arbol de navidad (Stacey,

1989), estrategia que también fue clasificada como método de conteo.

Garcia (1999), tomando como base el trabajo realizado por Stacey (1989), presentd nuevas
categorias de clasificacion para los métodos utilizados por los estudiantes al resolver el
problema de la escalera (figura 2) y del arbol de navidad (figura 3). Este autor clasificod los

métodos en base a tres esquemas conceptuales:

e Recuento directo:
o recuento sobre el mismo dibujo.
o extension de la sucesion por medio de la suma repetida de la diferencia
constante hasta obtener el término requerido.
e Proporcionalidad directa:
o uso explicito de la diferencia constante a, asumiendo erréneamente que el
proceso de iteracion implica f(n) = a - n.
o se asume de forma implicita que f(mn) = m- f(n), no haciendo uso explicito
de la diferencia constante.
o se utiliza el esquema tipico de la regla de tres.
e Lineal:
o larespuesta entregada por los estudiantes corresponde a f(n) = a-n + b, con
b # 0y a igual a la diferencia constante.
o uso explicito de expresiones para el calculo con estructura simbdlica de la forma

fmW)=d-(n—m),m<nmz=1;
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o en la expresidon para el calculo no aparece explicitamente la diferencia

constante.

Solo consideramos las progresiones aritméticas porque en nuestra bisqueda no encontramos
trabajos que abordaran la ensefianzay el aprendizaje de las progresiones geométricas en la ESO.
Y, en lo referente al conocimiento especializado, aplica lo mencionado en el apartado anterior,
no encontramos investigaciones desarrolladas con el MTSK que analizaran el conocimiento
especializado asociado a la ensefianza y el aprendizaje de las progresiones aritméticas y

geomeétricas en la ESO.

3.4. Ensenanzay aprendizaje de patrones

Dado el rol que juegan los patrones en el aprendizaje de las sucesiones, es que consideramos
importante mencionar el trabajo que realizan los estudiantes al abordar este contenido en

educacién infantil.

Para Zazkis y Liljedahl (2002) ser capaz de continuar un patrén puede considerarse como la
comprension de un patrén de repeticidon, mientras que ser capaz de describir un elemento
"general" puede considerarse como la solucién de un patrén. En este sentido, Warren (2006)
presenta algunas acciones que los profesores pueden realizar para favorecer que los estudiantes
establezcan la generalidad del patrdn, estas son: (a) el uso de materiales concretos, (b) patrones
en los que la relacién entre el patrén y la posicion es explicita, y (c) preguntas explicitas que

vinculan la posicion con el patrén.

Castro-Rodriguez y Castro (2016) describen algunas de las experiencias desarrolladas por los
estudiantes de educacién infantil al abordar el estudio de los patrones y de las relaciones entre

ellos:

e identificar patrones, el profesor propicia que los estudiantes identifiquen patones en el
entorno, en la naturaleza, en la musica, entre otros;

e explicar los patrones identificados, los estudiantes deben relatar con sus propias
palabras el patron que han identificado;

e leer patrones, los estudiantes deben sefialar y nombrar cada elemento del patrén;

e describir patrones, los estudiantes deben describir el cambio de atributo, el nUmero de
elementos en el nucleo del patrén y el tipo de elementos;

e extender patrones, los estudiantes deben continuar con la serie determinada por el

patrén;
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e hallarlaregla que sigue el patrdn, los estudiantes deben expresar descripciones concisas
de como se repite va repitiendo el patrén;

e traducir patrones, el profesor busca que los estudiantes expresen un patrén mediante
diferentes notaciones;

e vy hallar elementos omitidos en un patrén, los estudiantes deben identificar los

elementos que faltan o que se han omitido en un patrén.

En esta misma linea, Cafiadas (2022) distingue tres tipos de patrones utilizados en la educacion
primaria: (a) patrones de repeticion o reiterativos (Figura 4), que poseen un nucleo que
corresponde a la parte del patron que se repite continuamente, siendo el conjunto minimo que
puede regenerar la secuencia; (b) patrones de desarrollo (Figura 5), que son patrones que
aumentan o disminuyen de forma sistemdtica, produciéndose una expansién o un

decrecimiento; y c) patrones numéricos.
Figura 4

Patron de repeticion

n In
HANAR

Figura 5

Patron de desarrollo




También presenta algunas tareas que desarrollan los estudiantes al trabajar con patrones: (a)
identificar patrones; (b) lectura de patrones; (c) describir el patrdn; (d) determinar la regla del

patron, y (e) traducir patrones (Cafiadas, 2022).

Por su parte Radford (2010) describe dos procedimientos utilizados por estudiantes de 82 curso
(13-14 anos, primeros afios de educacion secundaria en Espafia), al generalizar algebraicamente

un patrén de desarrollo (Figura 6).
Figura 6

Patrén utilizado por Radford (2010)

00O 000 0000
OO0 QOO0 00000

Fig. 1 Fig. Fig. 3

La primera estrategia utilizada por los estudiantes consiste en ensayo y error, en la que los
estudiantes proponen reglas sencillas como "por 2 mas 1", "por 2 mds 2" o "por 2 mas 3" y
comprueban su validez en unos pocos casos. La segunda consiste en buscar puntos en comun
entre las distintas cifras representadas con las figuras, por ejemplo "La linea superior siempre
tiene un circulo mds que el numero de la figura y la linea inferior siempre tiene dos circulos mas
que el nimero de la figura” y en este caso establecieron la formula (n + 1) + (n + 2) (Radford,
2010). Las dos estrategias desarrolladas por los estudiantes son aplicables al trabajo con

sucesiones numéricas.

3.5. El conocimiento especializado asociado a la ejemplificacion

Distintos autores concuerdan en que la eleccién y el uso de ejemplos apropiados requiere que
los profesores movilicen un conjunto de conocimientos especializados. Suffian y Abdul (2010)
identifican el conocimiento diddactico del contenido como un conocimiento relevante porla gran
influencia que tienen en la seleccién y el uso de los ejemplos, llegando a ser determinante para
estas instancias. Zodik y Zaslavsky (2008) identificaron tres tipos de conocimientos que estarian
fuertemente relacionados con la ejemplificacién en la educacién matematica: el conocimiento
de las matematicas; el conocimiento del aprendizaje de los estudiantes y el conocimiento del
contenido pedagdgico. Por su parte, Leikin y Zazkis (2010) consideran a la ejemplificacion como
una poderosa herramienta para estudiar el conocimiento matematico y meta-matematico de

los profesores, idea que es compartida por Sosa et al. (2017), quienes han visto en la
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ejemplificacion un escenario favorable para profundizar en el MTSK, segln estos autores la

acciéon de ejemplificar nos permitiria profundizar en casi todos los subdominios del MTSK.

3.5.1. Seleccion de ejemplos y conocimiento profesional

Distintos autores concuerdan en que la seleccién de los ejemplos corresponde a una de las
instancias mas relevantes y complejas que deben enfrentar los profesores al utilizar ejemplos
para abordar la ensefianza de las matematicas. Segun Zodik y Zaslavsky (2008), esta instancia
resulta desafiante para los profesores de matematicas porque conlleva muchas consideraciones
que deben ser valoradas y porque finalmente el ejemplo que seleccionen podra facilitar o
dificultar el aprendizaje de sus estudiantes. Para Zaslavsky (2010), esta accidén no es trivial, ya
gue seleccionar un ejemplo para ilustrar una idea matematica a menudo implica una
compensacién entre una limitacidn y otra; por su parte, Zazkis et al. (2008) consideran que la
eleccion del ejemplo es crucial para crear experiencias que permitan a los estudiantes
generalizar, mientras que Suffian y Abdul (2010) creen que esta instancia influye directamente

en los procesos de ensefianza de las matematicas que se da en las aulas.

En la literatura sobre educacidon matematica podemos encontrar algunos tipos de conocimientos
gue estan vinculados a la seleccidon de los ejemplos. Zodik y Zaslavsky (2008) observaron que la
eleccion de ejemplos realizada por un grupo de profesores que no contaba con capacitacion
formal en el dambito de la ejemplificacion se basaba principalmente en el aprendizaje que
adquirieron a través de la practica y que el conocimiento del contenido y el conocimiento del
aprendizaje de los estudiantes daban forma a los ejemplos seleccionados por los maestros. Ng
y Dindyal (2015), utilizando el modelo de conocimiento del profesor MKT, observaron que la
eleccion de los ejemplos estaba influenciada por el conocimiento del contenido y la ensefianza
(KCT). Para Chick y Harris (2007) el conocimiento del contenido pedagdgico es la base para la
seleccidn de los ejemplos que se utilizan para ilustrar ideas matemadticas en el aula. Por su parte,
Zaslavsky (2008) plantea que un conocimiento sélido, tanto matematico como pedagdgico, es
necesario para la seleccién o construccion de ejemplos utiles. Finalmente, segin Rowland et al.
(2005), la capacidad de los profesores para seleccionar ejemplos matematicos adecuados estd

relacionada con su conocimiento del contenido matematico para la ensefianza.

3.5.2. Uso de ejemplos y conocimiento profesional

Al igual que la seleccion, el uso de los ejemplos también se presenta como una instancia
desafiante para los profesores, por todas las situaciones que debe sopesar (Zodik y Zaslavsky,

2007b). A pesar de esto, el uso de los ejemplos en las clases de matematicas es una practica muy

58



habitual (Ng y Dindyal, 2015). En este sentido, Leinhardt (1990) y Zodik y Zaslavsky (2007a)
concuerdan en que las habilidades necesarias para lograr el uso efectivo de los ejemplos se crean

principalmente a través de la propia experiencia docente.

Los ejemplos son utilizados con distintos propdsitos, la mayoria de los profesores los usa para
demostrar una forma concreta de resolver un problema o para plantear a los alumnos
determinados ejercicios (Chick y Harris, 2007). También son utilizados para presentar alguna
idea o ilustrar un concepto, para presentar una particularidad de lo que es general, para la
aplicacion de un teorema y para adquirir una agilidad en el calculo o en el uso de un
procedimiento (Ng y Dindyal, 2015). Por su parte, Zodik y Zaslavsky (2007a) coinciden en el uso

de los ejemplos para ilustrar un teorema, un concepto, o un procedimiento o algoritmo.

Segun Zodik y Zaslavsky (2007a) existe una estrecha relacion entre la base del conocimiento que
un profesor necesita para construir ejemplos utiles y el conocimiento que se puede evidenciar
en el uso de esos ejemplos. Por su parte, Ng y Dindyal (2015) observaron que, en la literatura,
tenemos suficiente evidencia de una fuerte conexién entre los conocimientos del profesor y el
uso que realiza de los ejemplos al abordar la ensefianza de las matematicas, particularmente
con el conocimiento del contenido y el conocimiento pedagdgico del contenido. Algunos
ejemplos de esto los encontramos en lo planteado por Suffian y Abdul (2010), que reconocen la
gran influencia que tiene el conocimiento pedagdgico del contenido en el uso de los ejemplos,
y lo ya mencionado en relacidn con los distintos conocimientos del profesor que operan durante

el proceso de ejemplificacién (Suffian y Abdul, 2010; Zodik y Zaslavsky, 2008).

Por lo tanto, queda de manifiesto cdmo distintos investigadores han abordado el conocimiento
especializado asociado al uso de los ejemplos para la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas. Se evidencia con ello los conocimientos especializados asociados a la
ejemplificacion (Suffian y Abdul, 2010; Zodik y Zaslavsky, 2008); a la seleccion del ejemplo (Chick
y Harris, 2007; Ng y Dindyal, 2015; Rowland et al., 2005; Zaslavsky, 2008); y al uso (Ng y Dindyal,
2015; Suffian y Abdul, 2010; Zodik y Zaslavsky, 2007a). Sin embargo, no encontramos
investigaciones que analizaran las relaciones que se generan entre los subdominios de
conocimientos, a pesar del escenario tan favorable que ofrece la ejemplificacidn para analizar el
conocimiento especializado del profesor (Sosa et al.,, 2017; Leikin y Zazkis, 2010), y de la
comprension mas profunda que podemos obtener de este conocimiento, por medio de las

relaciones que se generan entre los subdominios.
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4.Metodologia

En este capitulo se desarrolla una descripcion general de las caracteristicas de esta investigacion,
se presentan el objetivo general y los objetivos especificos de la misma y la pregunta a la cual
pretendemos dar respuesta con este trabajo. Se justifica la eleccidn del caso de estudio y se
describen las distintas clasificaciones que utilizamos para categorizar los ejemplos que el
profesor utilizé para abordar la ensefianza de las sucesiones numéricas en curos de segundo afio
de la Educacién Secundaria Obligatoria. Por ultimo, se describen las distintas técnicas e

instrumentos que se utilizaron para recoger y analizar la informacion.
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4.1. Caracteristicas de la investigacion

Segln Sabariego y Bisquerra (2014), el propdsito de la investigacién en educacién es conocer,
comprender y explicar la realidad educativa. Con este trabajo buscamos profundizar en el
conocimiento relacionado con dos temas que, sobre la base de la opinién de distintos expertos,
pueden ser considerados de gran importancia en el estudio de la Didactica de la Matematica vy,
por lo tanto, también en la realidad educativa asociada a la educacién matematica. El primero
de ellos es el conocimiento especializado del profesor que ensefia matematicas, conocimiento
que ha sido reconocido como un factor de gran relevancia en el desempefio profesional del
profesorado que ensefia matematicas y en la promocidén del aprendizaje (Carrillo et al., 2014;
Zakaryan et al., 2018) y determinante para la calidad de la ensefianza (Ball et al., 2005). El
segundo tema que se aborda es el uso de los ejemplos en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas, los ejemplos siempre han tenido un papel central en la enseifianza de esta
disciplina (Bills y Watson, 2008; Suffian y Abdul, 2010) y resultan esenciales para la
generalizacidn, la abstraccién y el razonamiento analdgico (Zaslavsky, 2010; Zodik y Zaslavsky,

2007b).

Esta investigacidon se enmarca dentro del paradigma cualitativo interpretativo. Esta eleccion se
basa en que las investigaciones cualitativas nos permiten realizar un estudio en profundidad de
la compleja realidad social (Osses et al., 2006), siendo de gran relevancia en el dmbito de la
educacion porque nos permite reflejar, describir e interpretar la realidad educativa con el fin de
llegar a su compresion (Dorio et al, 2014). Sandin (2003) define la investigacion cualitativa como
una actividad orientada a una compresion profunda de fendmenos educativos y sociales y
Sabariego (2014) plantea que la finalidad del paradigma interpretativo, en el dmbito de la
investigacion en educacién, es comprender e interpretar esta realidad. En nuestro caso
buscamos, por medio de esta investigacion, interpretar y comprender en profundidad cémo se
relacionan los conocimientos especializados que moviliza un profesor al trabajar con diferentes

tipos de ejemplos.

Para esta investigacion realizaremos un estudio de caso. Segin Durdn (2012), el estudio de caso
permite abordar un hecho, un fendmeno, un acontecimiento o una situacién particular de
manera profunda y en su contexto, lo que favorece una mayor comprensién de su complejidad
y, por lo tanto, genera el mayor aprendizaje del caso en estudio. La situacidn que abordaremos
es la relacion de conocimientos especializados que se generan al trabajar con distintos tipos de

ejemplos y, para esto, nos introduciremos en un aula de tercer afio de Educacién Secundaria,
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sin intervenir en el desarrollo de las clases, solo como observadores, con el propdsito de
observar la situacion que nos interesa en un contexto de la vida real (Yin, 2002). Autores como
Sabariego et al. (2014), Bartolomé (1992) y Durdn (2012) concuerdan en que, desde la
investigacion cualitativa, el estudio de caso ha tenido gran relevancia en la comprensién y el
desarrollo de la ciencia educativa. Para Soto y Escribano (2019) su importancia en la
investigacion educativa radica en que nos permite el desarrollo de un analisis profundo de la

situacidn previamente determinada.

Stake (2007) identificé tres modalidades de estudios de casos diferenciados segln el objetivo
que persiguen: intrinsecos, el caso se estudia por el propio interés intrinseco que genera;
instrumental, el caso pasa a un segundo plano, se escoge para estudiar un tema o pregunta
determinada; y colectivo, se estudian varios casos para hacer una interpretacion de un tema o
pregunta determinada. Nosotros trabajaremos con un estudio de caso instrumental,
observaremos y analizaremos las clases realizadas por un profesor al abordar la ensefianza de
las sucesiones con el propdsito de indagar en el conocimiento especializado que moviliza al

trabajar con diferentes tipos de ejemplos.

4.2. Preguntay objetivos de investigacion

La pregunta de investigacién que buscamos responder con esta investigacion es:

¢Cémo son y cémo se relacionan los conocimientos especializados que moviliza un
profesor al seleccionar y utilizar distintos tipos de ejemplos para la ensefianza de las

sucesiones numéricas en la Educacion Secundaria?

El objetivo principal que buscamos alcanzar para dar respuesta a nuestra pregunta de
investigacion es comprender, a través de la observacién de un conjunto de clases y de
entrevistas, cdmo se relacionan los distintos subdominios de conocimiento movilizados por un
profesor al seleccionary utilizar diferentes tipos de ejemplos para la ensefianza de las sucesiones

numeéricas en la Educacién Secundaria.
Los objetivos especificos que desarrollaremos son:

e Caracterizar los distintos ejemplos que utiliza el profesor sobre la base de tres aspectos:
la finalidad educativa del ejemplo, la entidad matematica que esta ejemplificando y si el

profesor busca o no que los estudiantes interactien con el ejemplo.
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e Caracterizar los distintos conocimientos especializados que pone en juego el profesor al
seleccionar y utilizar los distintos tipos de ejemplos, identificando los diferentes
subdominios implicados, asi como las relaciones entre ellos.

e Comparar las relaciones entre los distintos subdominios implicadas en la seleccién y uso

de los distintos tipos de ejemplos, mostrando sus diferencias y similitudes.

4.3. Seleccion del caso de estudio

Para cumplir con el objetivo que hemos establecido para nuestra investigacién, “comprender
cémo se relacionan los distintos subdominios de conocimiento movilizados por un profesor al
seleccionar vy utilizar diferentes tipos de ejemplos”, seleccionamos un caso instrumental, el cual,
dada las caracteristicas del informante, nos permitira profundizar en la compresién de nuestro
tema de investigacién. Nuestro informante, al que llamaremos Pablo, puede ser considerado
como un profesor experto debido a los afios de experiencia que posee como docente (Chi, 2011).
Es un profesor de secundaria con 35 afios de experiencia, ingeniero quimico de formacién. Se
ha desempefiado como profesor de Fisica, Quimica y Tecnologia y actualmente dicta las
asignaturas de Matemadtica, Biologia y Geologia en un colegio concertado de la localidad de
Huelva, centro en el cual realizaremos nuestra investigacion. Este colegio esta ubicado en un

sector céntrico de la ciudad.

La observacién de aula se realizé durante el periodo académico 2019/2020, en las clases de la
asignatura Matemadticas orientadas a las ensefianzas académicas de los dos ultimos cursos de
Educacién Secundaria, tercero y cuarto de ESO. Seleccionamos para esta investigacion las clases
de tercer curso (estudiantes de 14-15 afios) correspondientes al estudio de las sucesiones
numéricas. Esta fue la Unica unidad que pudimos observar por completo, desde el momento en
que el profesor introduce el concepto de sucesion hasta las clases orientadas a reforzar las dudas
de los estudiantes antes de la evaluacidén de esta unidad. Esta informacién, en particular, nos
permite analizar los distintos tipos de ejemplos que el profesor utiliza a lo largo de la enseflanza

de una unidad en particular.

El curso seleccionado contaba con una matricula de 25 estudiantes y las clases de esta asignatura
se realizaban cuatro veces por semana, en bloques de 45 minutos, todos durante la jornada de
mafiana. Se observaba una participacién constante de los estudiantes en cada clase, aunque
destacaba un grupo de cuatro alumnas. Al final de cada clase el profesor se preocupa de dejar

planteada alguna tarea o pregunta con la cual retomaba el discurso en la clase siguiente.
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Pablo manifestd algunas creencias muy marcadas en relacién con la ensefianza de las
matematicas. Para Pablo hay dos cosas que son muy importantes al abordar un nuevo concepto:
primero, apelar a contenidos que los estudiantes han trabajado anteriormente; y, en segundo
lugar, que los estudiantes comprendan el uso y la importancia que tiene en la vida diaria la

unidad que estan por estudiar.

4.4. Clasificacion de ejemplos para esta investigacion

Como se ha mencionado, para establecer qué entenderemos por ejemplo nos apoyaremos en
la definicion presentada por Zodik y Zaslavsky (2008). Consideraremos un ejemplo como un caso
particular desde el cual se puede razonar, generalizar y evidenciar una particularidad de una
entidad matematica. Para categorizar los ejemplos observaremos tres aspectos, si el profesor
busca o no que los estudiantes interactuen con el ejemplo, la finalidad educativa del ejemplo, la

entidad matematica que esta ejemplificando.

Para determinar si el profesor busca o no que los estudiantes interactien con el ejemplo,
utilizaremos la categorizacidn presentada por Karaagac (2004) sobre ejemplos activos y pasivos
con una adaptacién. Karaagac (2004) define los ejemplos activos como aquellos ejemplos con
los cuales se busca la participacién de la audiencia, considerando aqui a estudiantes y profesor.
Nosotros nos centraremos solamente en la interaccidn que se genere con los estudiantes. De
esta forma, si el profesor no busca generar la participacién de sus estudiantes correspondera a
un ejemplo pasivo. Pero si durante el desarrollo del ejemplo el profesor busca propiciar la
participacién de los estudiantes serd un ejemplo activo. Este primer aspecto lo seleccionamos
porque nos permitirda comprender cémo son y cédmo se relacionan los conocimientos

especializados cuando el profesor busca o no la interaccién de los estudiantes en su aprendizaje.

Para determinar la finalidad educativa del ejemplo utilizaremos dos de las categorizaciones
mencionadas en apartados anteriores, la elaborada por Rowland et al. (2009), con adaptaciones,
y la presentada Zodik y Zaslavsky (2007a), esta ultima con el propdsito de darle un mayor
contexto al trabajo que el profesor esta desarrollando con el ejemplo. Rowland et al. (2009)
diferenciaron entre ejemplos para la ensefianza de conceptos y procedimientos matematicos y
ejemplos orientados a la familiarizacién y la préactica de nuevas ideas matematicas. Tomaremos
esta categorizacion, pero considerando las distintas entidades matematicas mencionadas en la
categorizacion de Zodik y Zaslavsky (2007ainte) (concepto, teorema y procedimiento/

algoritmo). De esta forma, diferenciaremos entre ejemplos enfocados a la ensefianza de
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conceptos, teoremas o procedimientos/algoritmos y ejemplos orientados a la practica y

familiarizacion de conceptos, teoremas y procedimientos/algoritmos.

Dados los distintos criterios que hemos establecido para clasificar los ejemplos, algunas de las

clasificaciones que podriamos obtener serian:

» Corresponde a un ejemplo pasivo para la ensefianza de un concepto.

P. Un cuadrado corresponde a un poligono regular, si ustedes se fijan todos sus angulos
miden lo mismo al igual que los lados, todos tienen la misma medida

Con este ejemplo el profesor estd abordando la ensefianza del concepto poligonos
regulares, esta mostrando a sus estudiantes cudles son las condiciones que debe cumplir

un poligono para ser considerado regular, sin generar interaccién en los estudiantes.

» Corresponde a un ejemplo activo para la practica de un procedimiento

N2 de trabajadores 3 4 8
Dias de trabajo 24 12 6
P. La relacidn que existe entre la cantidad de trabajadores y los dias que se requieren

para terminar una obra es inversamente proporcional. Considerando lo que hemos
estudiado determine los valores que faltan en la tabla.

El profesor estd utilizando este ejemplo de proporcionalidad inversa para que los
estudiantes practiquen el procedimiento que les permitird obtener el término
correspondiente para cada situacion, corresponde a un ejemplo activo ya que genera

interaccion con los estudiantes.

4.5. Técnicas e instrumentos de recogida de informacion

Dado que nuestra investigacién se enmarca dentro del paradigma cualitativo y corresponde a
un estudio de caso instrumental, nuestra principal técnica de recogida de informacion fue la
observacién de clase. Esta observacion se realizé por medio de la grabacién en video y en audio
de las clases. Para llevar a cabo la investigacidn se realizd una primera reunién con Pablo, el
profesor informante. En ella le explicamos el propésito de la investigacidn y el uso que hariamos
de las distintas grabaciones. Pablo coordind una segunda reunién con la direccién del colegio,

especificamente con el director y el inspector general, con quienes se acordd que solo se
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grabaria el trabajo realizado por el profesor, evitando en la medida de lo posible grabar a los
estudiantes, y que las grabaciones no serian compartidas con personas ajenas a esta

investigacion.

Se grabaron un total de 22 clases, desde diciembre de 2019 hasta marzo de 2020, momento en
el cual las grabaciones fueron suspendidas debido al Estado de Alarma decretado por la situacion
de crisis sanitaria ocasionada por el COVID-19. Para realizar las grabaciones se ubicé una camara
en el fondo de la sala, para grabar todo el trabajo que realizaba el profesor, y una grabadora de
voz en el centro de la sala para obtener un registro claro de los didlogos que se generaban entre
el profesor y los estudiantes. Si un estudiante salia a trabajar a la pizarra, se tapaba la lente de
la cdmara o se ponia apuntando hacia el techo de la sala hasta que el estudiante volviera a su
asiento, esto con el propdsito de cumplir con el compromiso realizado con las autoridades del

colegio.

También realizamos algunos registros graficos. Tomamos fotografias de las paginas del libro de
matematicas que el profesor utilizé en clases y de las paginas que dejaba como tarea a los
estudiantes. Porque en ocasiones la grabacion no nos permitia obtener informacion del ejercicio
que estaban desarrollando, ya que el profesor se limitaba a indicar en qué pagina debian trabajar

0 qué ejercicios tenian que resolver para esa clase o para la clase siguiente.

Otro instrumento que utilizamos para obtener informacidn fue la entrevista. Este instrumento
nos permite documentar la opinidn del entrevistado en relacidon con el tema en cuestion;
favorece la implicacién activa y el aprendizaje del entrevistador y el entrevistado en relacién con
el andlisis de los temas; desvela y representa sentimiento y sucesos inobservados e
inobservables; y su flexibilidad favorece cambiar su direcciéon y abordar temas emergentes
(Simons, 2011). Segun Kvale (2012), en la investigacién cualitativa la entrevista es un lugar en
donde se construye conocimiento, normalmente por medio de una entrevista semi-
estructurada. Este tipo de entrevista tiene como propdsito obtener informacion del mundo y de
la vida del entrevistado con respecto al significado de ciertos fenédmenos y requiere establecer
previamente la secuencia de temas que se deben tratar y una serie de preguntas (Kvale, 2012).
En nuestro estudio se utilizd la entrevista semi-estructurada con la intencién de transformar los
indicios de conocimiento en evidencias de conocimiento (Carrillo, 2017). Antes de realizar las
entrevistas se converso con Pablo para explicarle el propdsito y la forma en que se llevarian cabo
las entrevistas. Cada vez que se identificd algun indicio de conocimiento relacionado con la
seleccidn o el uso de ejemplos, se elabord alguna o algunas preguntas que guiaban el dialogo

que se generaba en la entrevista. Dado que las dos entrevistas se realizaron en el colegio y
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todavia existian algunas medidas de restriccién por la situacion sanitaria vivida por el COVID-19,
hubo que reducir al maximo el tiempo de la entrevista y la cantidad de preguntas, situacion que
en algunos casos nos llevd a plantear preguntas generales que nos permitieran abordar varios

indicios de conocimiento a la vez.

Tanto las entrevistas como las clases grabadas fueron transcritas de forma literal para su
posterior analisis. En todas las transcripciones se utiliza la misma codificacidn para referirse a la

persona que interviene en el dialogo: P para profesor, | para investigador y A para estudiante.

4.6. Técnicas e instrumentos de analisis de informacion

Para analizar la informacidn se siguieron las tres fases descritas por Johnson et al. (2014): la
descripcién, el analisis y la interpretacién. La descripcidn corresponde con la seleccidn de los
extractos de las transcripciones en los cuales se evidenciaba el uso de ejemplos por parte del
profesor; en el analisis, identificamos los distintos subdominios de conocimiento que el profesor
moviliza durante la seleccién y el uso de los ejemplos, describiendo las relaciones que se
establecen entre ellos; y en la interpretacidn hacemos una revisidon de todas las relaciones de
subdominio identificadas en la seleccion y el uso de los distintos ejemplos, con el fin de

establecer evidencias de las generalidades observadas.

Para lograr la validacién del analisis realizamos algunos de los procesos de triangulacion
descritos por Stake (2007). La triangulacién de las fuentes de datos; observamos si el fenémeno
seguia siendo el mismo en distintos momentos, si la misma relacion de subdominios de
conocimiento seguia apareciendo en distintos episodios; y la triangulacion del investigador;

distintos investigadores observamos un mismo episodio.

Comenzamos el analisis con una revision de los videos de las clases grabadas con el propdsito
de identificar los momentos en los cuales Pablo hacia uso de ejemplos. Junto con esto,
transcribimos estas grabaciones utilizando el método mds comun, la transcripcion literal,
documentando las palabras que se dijeron junto con quién las dijo (Rapley, 2014). En algunos
momentos, la transcripcidon es acompafiada de un esquema que grafica el trabajo que estaba
desarrollando el profesor. Una vez concluida la transcripcién, seleccionamos los episodios que
correspondian a los momentos en los cuales Pablo utilizé algin ejemplo, Estos se han codificado
como E.m.n.donde E sefala que el episodio corresponde a un ejemplo; m indica el nimero de

la sesidn a la cual corresponde el ejemplo; y n al nimero del ejemplo en dicha sesion.
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Una vez identificado el episodio, se procedié a categorizar el ejemplo sobre la base de los tres
criterios descrito previamente: si el profesor busca generar interacciones con sus estudiantes,
la finalidad educativa del ejemplo y la entidad matematica que se esta ejemplificando. Cada
episodio fue dividido en pequefios segmentos, los cuales corresponden a una o mas lineas de la
transcripcién del episodio y nos permiten extraer informacion con respecto al conocimiento
especializado movilizado por el profesor durante el uso y la seleccion de los ejemplos,
(Schoenfeld, 2015). El analisis de los episodios lo realizamos con el modelo analitico MTSK,
identificando en este proceso evidencias e indicios de conocimiento (Escudero-Avila et al.,

2016).

Las entrevistas que se realizaron con el propésito de transformar los indicios en evidencias de
conocimiento se codificaron como P.x.y., donde P indica que el extracto corresponde a una
pregunta realizada durante la entrevista; x sefiala el nUmero de la clase a la cual hace referencia
la pregunta; e y al ndmero del ejemplo en dicha clase. Estas entrevistas también nos
proporcionaron informacion sobre las creencias que el profesor poseia en relacién con el
proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas vy, al igual que las grabaciones de las

clases, fueron transcritas de forma literal y descompuestas en episodios para su analisis.

Cada conocimiento especializado, relacionado con la selecciéon y el uso de ejemplos, que
identificamos al analizar las transcripciones de las clases y de las entrevistas, fue ubicado y
categorizado en el correspondiente subdominio del modelo MTSK (Carrillo et al., 2014; Carrillo
et al., 2018). Una vez que identificamos los conocimientos diferenciamos entre aquellos que
correspondian a la seleccidon del ejemplo y los que correspondian al uso. El criterio que
establecimos para esta clasificacidon se centrd en la evidencia que obtuvimos del conocimiento:
si el conocimiento A se sustentaba en una evidencia que se manifestaba en las acciones que
realizaba el profesor al momento de realizar el ejemplo, considerabamos al conocimiento A
como un conocimiento correspondiente al uso del ejemplo, pero si la evidencia no se sustentaba
en las acciones que realizaba el profesor al desarrollar el ejemplo, el conocimiento A

corresponderia a la seleccién del ejemplo.
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P: Vosotros habéis trabajado ya las sucesiones cuando erais pequeiiitos en primaria,
muchas de las actividades que os han puesto eran experiencias de sucesiones por
una razon, porque os pedian que descubrierais ustedes écual es la l6gica?, a ti te
dan unos datos, gue no estdn puestos de cualquier manera y por cualguier cosa,
sino que hay una légica, y te decian “oye pon tu el siguiente” y tu te ponias a
mirar, te dabas cuenta de la Iégica que habia ahi, de la razén gue estaba detras
de lo que tu estabas viendo, y tu eras capaz de poner el siguiente y el siguiente.

I: ¢Por qué selecciona un ejemplo que se basa en los patrones para introducir las
sucesiones?

P: Porque el conocimiento se basa en lo previo, si tu no tienes asimilado, no has
comprendido bien cosas previas, es muy dificil que sigas construyendo y en este
caso los patrones nos ayudan a entender las sucesiones.

En este episodio vemos al profesor presentado un ejemplo con el cual busca mostrar a
sus estudiantes la importancia de conocer el patron que esta detras de una sucesion. En
él hemos identificado evidencia de distintos subdominios de conocimiento. Las acciones
realizadas por el profesor durante el desarrollo de este ejemplo nos dan evidencia de
algunos conocimientos, los cuales formarian parte del uso del ejemplo; el profesor
conoce la importancia de conocer el patrén que esta detrds de la construccidon de una
sucesién para poder continuar con la construccion de los términos (KoT;
procedimientos) y uno de los procedimientos que los estudiantes han utilizado al
estudiar patrones en cursos anteriores (KFLM, formas de interaccién con un contenido

matematico).

Los otros conocimientos los evidenciamos en el predmbulo que el profesor realiza antes
del ejemplo y durante la entrevista. El profesor reconoce los patrones como un
contenido que los estudiantes han trabajado en cursos anteriores y que se relaciona con
las sucesiones (KMLS; secuenciacién de temas) y sabe que el trabajo que han
desarrollado al abordar los patrones, la busqueda de la regularidad para continuar con
la construccién de los términos puede favorecer la presentacidn del concepto término
general (KSM; conexiones de simplificacién). En la entrevista también encontramos
evidencia de una creencia en relacién con cdmo se va construyendo el aprendizaje: el

profesor cree que el conocimiento se va construyendo en base a los saberes previos.

Después de determinar si los conocimientos movilizados por el profesor formaban parte de la
seleccidn o del uso del ejemplo, buscamos establecer las relaciones entre los subdominios de

conocimiento. En una primera instancia analizamos los conocimientos por separado; en primer
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lugar, analizabamos y estableciamos las relaciones entre los conocimientos que el profesor
movilizaba durante la seleccion del ejemplo y después realizamos el mismo procedimiento con
los conocimientos movilizados por el profesor al utilizar el ejemplo. Esta forma de analizar los
resultados nos generd algunas dificultades al establecer las relaciones entre los conocimientos
que el profesor movilizaba durante el uso del ejemplo porque, en algunos casos, no
encontrabamos relaciones entre ellos, pero si se evidenciaban relaciones entre estos
conocimientos y los movilizados durante la seleccidn del ejemplo. La posibilidad de dejar todas
estas relaciones fuera de nuestro andlisis nos llevd a cambiar la forma en que estdbamos

analizando los datos obtenidos.

Por esta razén decidimos analizar los datos obtenidos de la siguiente forma. En primer lugar, nos
centramos en los conocimientos que formaban parte de la seleccién del ejemplo, identificando
las posibles relaciones entre los distintos subdominios de conocimiento. Pero, al analizar las
relaciones generadas durante el uso del ejemplo, consideramos todos los conocimientos que el
profesor movilizé durante el desarrollo del ejemplo, tanto los que formaban parte de la

seleccidn, como los del uso del ejemplo.

Registramos los ejemplos orden cronolégico. Antes de cada ejemplo describimos el contexto en
el cual se esta desarrollando, el propdsito que tiene en el desarrollo de la clase y la clasificacion
que le corresponde con base en los tres criterios que hemos establecido. Luego presentamos
evidencia de los distintos conocimientos que el profesor movilizé durante la seleccion del
ejemplo, identificando subdominio de conocimiento y categoria correspondiente (Carrillo et al.,
2014; Carrillo et al., 2018). Y finalmente describimos las relaciones que identificamos entre los
distintos subdominios de conocimientos, de forma escrita y por medio de un esquema. Este
proceso se repite para analizar las relaciones entre subdominios de conocimiento durante el uso
del ejemplo, en este caso se consideran todos los conocimientos, los correspondientes a la

seleccidn y al uso del ejemplo.
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5.Analisis de la informacion

En este capitulo se presenta el andlisis que realizamos de la informacidn obtenida.
Seleccionamos aquellas sesiones en las que observamos un mayor uso de ejemplos por parte
del profesor. En cada apartado se comienza con una descripcion general del trabajo realizado
por el profesor en la sesion y luego se presenta el analisis que nos permitié obtener evidencias
de las relaciones entre los distintos subdominios de conocimiento, tanto en la seleccién (cuando
corresponde) como en el uso de los ejemplos. Utilizaremos distintas flechas para sefialar cada
relacidon: — sustenta (sirve de apoyo para); = evoca (invoca, llama, trae a primer plano); < se
complementan. Al final del andlisis de cada ejemplo se presenta un esquema grafico de las
relaciones que observamos, tanto en su seleccién, como en su uso; no pretendemos con ello

mostrar un orden en las relaciones, sino solo facilitar la visualizacidén de estas.
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A continuacién, se presenta el analisis que realizamos de las cinco sesiones que seleccionamos
para esta investigacién. Después de revisar todas las sesiones que el profesor realizd para

abordar las sucesiones numéricas seleccionamos las primeras cinco porque:

e Corresponden a las sesiones en las cuales el profesor utilizd mas ejemplos;

e Nos permiten analizar ejemplos de todo el contenido que se estudia al abordar las
sucesiones numéricas (sucesiones, progresiones geométricas y aritméticas);

e Observamos una saturacion de la informacion, aparecian las mimas relaciones que ya

habiamos observado en ejemplos anteriores.

Los ejemplos se presentan en orden cronolégico. En cada caso se comienza con una descripcidon
del contenido que el profesor esta abordando, junto con la clasificacion que le corresponde al
ejemplo. La descripcion de las relaciones de subdominio que observamos en la seleccidn y el uso
de cada ejemplo es acompafiada de un esquema grafico. En este esquema se representan de
color verde los subdominios del MK, de color naranjo los subdominios del PCK y de color azul las
creencias. Mientras que los conocimientos correspondientes a la seleccién del ejemplo se

escriben con color negro y los correspondientes al uso en color azul.

5.1. Sesion1

Esta primera sesion corresponde a la clase en la cual el profesor comienza a desarrollar el
contenido de sucesiones. Comienza explicando algunos de los usos que tienen las sucesiones en
la vida diaria, recuerda a los estudiantes el trabajo que han desarrollado al trabajar los patrones
en cursos anteriores y presenta algunos ejemplos de sucesiones. Comienza con una sucesién no
numérica para luego continuar con algunas sucesiones numeéricas; en todos los casos el trabajo

consiste en determinar algunos términos de la sucesidn y establecer el término general.

El primer episodio (ejemplo 1.1) corresponde al instante en que el profesor comienza a
desarrollar el estudio de las sucesiones. Corresponde a un ejemplo pasivo para la ensefianza de
un concepto. Comienza con un ejemplo enfocado en la ensefianza de un concepto; el profesor
introduce el concepto de sucesion mediante la ejemplificacién de algunas aplicaciones que
tienen las sucesiones en la vida cotidiana. No busca interaccidén con los estudiantes, solo dar a
conocer estas aplicaciones para motivar a los estudiantes en el estudio de las sucesiones.
P: Hay situaciones en la vida cotidiana, en las cuales la clave estd en que se
comportan en funcidn de una sucesion, si tu eres capaz de descubrir cudl es y

sobre todo controlarla, estas controlando todo el fendmeno. Es decir, te puedes
adelantar al futuro porque sabes qué va a pasar, porque estds controlando la

A WN R
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5 sucesion, sabes qué va a ocurrir en el momento que te interese, pero también
sabes qué paso, porque has controlado qué mecanica, qué dindmica, qué forma
7 de evolucionar tiene ese fendémeno.

()]

(E.1.1)

En este episodio observamos indicios de conocimiento sobre estrategias, técnicas, tareas y
ejemplos (KMT) y sobre aspectos emocionales (KFLM) movilizado por el profesor al desarrollar
este ejemplo. Con el propdsito de obtener informaciéon que nos permita transformar estos
indicios en evidencia de su conocimiento, en la entrevista, realizamos la siguiente pregunta®.

l. éPor qué en los ejemplos, que utiliza para la ensefianza de las matematicas, apela
a situaciones cotidianas?

Capta la atencidén y crea expectacion, si encima es algo muy asequible a la vida

suya y directa, es significativo para ellos, y entonces en parte busco la garantia de
gue atiendan a una situacion para luego ver como se puede resolver.

ua b WN R
0

(P.1.1)

La respuesta entregada por el profesor nos da evidencia de una creencia que tiene en relacién
con la ensefianza de las matemadticas. Para Pablo, los ejemplos que involucran situaciones
cotidianas captan la atencién y crean expectacion en los estudiantes (P.1.1., 3). También
observamos evidencia de los subdominios que influyeron en la seleccidén de este ejemplo. Sabe
que el ejemplo que ha presentado sobre usos cotidianos de las sucesiones ayuda a que los
estudiantes se involucren con el desarrollo de este tema (KMT; estrategias, técnicas, tareas y
ejemplos — P.1.1., 4-5) y que para los estudiantes resulta significativo conocer las aplicaciones
practicas que pueden tener las sucesiones (KFLM; aspectos emocionales — P.1.1., 4).
Evidenciamos asi, en la seleccién de este ejemplo, una relacidon entre la creencia que ha
manifestado y los subdominios KFLM y KMT. El conocimiento que Pablo posee sobre lo
significativo que resulta para los estudiantes conocer las aplicaciones prdacticas que pueden
tener las sucesiones (KFLM) y su conocimiento sobre lo favorable que resulta este ejemplo (que
apela a situaciones cotidianas) para que los estudiantes se involucren con el desarrollo de las
sucesiones (KMT), se sustentan en su creencia de que los ejemplos que apelan a situaciones
cotidianas crean expectacion en los estudiantes. También evidenciamos una relacién entre estos
dos subdominios, en este caso su conocimiento sobre los significativo que resulta para los

estudiantes conocer las aplicaciones practicas que pueden tener las sucesiones (KFLM), sustenta

! La pregunta se plantea de forma general porque hemos observado que apelar al uso de situaciones
cotidianas en los ejemplos es algo habitual en su labor docente, con ella se busca evidenciar si existen y
cuales serian los subdominios se su MTSK que sustentan la eleccidn de estos ejemplos.
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su conocimiento sobre lo favorable que resulta este ejemplo para involucrar a los estudiantes

en el desarrollo de las sucesiones, generandose la relacion KFLM — KMT.
Figura 7

Relaciones entre los subdominios durante la seleccion del E.1.1.

Sustenta
Sustenta

KMT
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Durante el uso de este ejemplo encontramos evidencia de conocimiento correspondiente a la
categoria de fenomenologia y aplicaciones (KoT) movilizado por el profesor, Pablo muestra
conocer algunas aplicaciones cotidianas que se les pude dar a las sucesiones (KoT;
fenomenologia y aplicaciones — E.1.1., 1-7). De esta forma, evidenciamos durante el uso de este
ejemplo una relacion KFLM — KoT: su conocimiento sobre la forma en que los estudiantes
actuan frente a los ejemplos que apelan a situaciones cotidianas (KFLM) evoca a su conocimiento
sobre los usos cotidianos que puede tener la sucesidn (KoT). Y una relacion KoT — KMT, el
conocimiento que posee sobre los usos cotidianos de las sucesiones (KoT) sustenta su
conocimiento sobre lo favorable que resulta este ejemplo, que apela a una situacidn cotidiana,
para involucrar a los estuantes en el desarrollo de las sucesiones (KMT).

Figura 8

Relaciones entre los subdominios durante el uso del E.1.1.

Evoca
Sustenta
Sustenta
KMT
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos | Sustenta

En el siguiente episodio (ejemplo 1.2) podemos ver al profesor enfatizando en la importancia de
conocer el patrén de la sucesion. Utiliza un ejemplo pasivo para la ensefianza de un
procedimiento. El profesor ejemplifica una situacion que le permite abordar la importancia de
conocer el término general que estd detras de una sucesion, buscando destacar que esta

informacion es la que nos permite continuar con el proceso de construccién de los términos de
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la sucesién. Se limita a describir el trabajo que sus estudiantes han desarrollado en cursos

anteriores, sin generar interaccién entre la ejemplificacién y los estudiantes.

P: Vosotros habéis trabajado ya las sucesiones cuando erais pequefitos en primaria,
muchas de las actividades que os han puesto eran experiencias de sucesiones por
una razén, porque os pedian que descubrierais ustedes écudl es la logica?, a ti te
dan unos datos, que no estan puestos de cualquier manera y por cualquier cosa,
sino que hay una ldgica, y te decian “oye pon tu el siguiente” y tu te ponias a
mirar, te dabas cuenta de la légica que habia ahi, de la razén que estaba detras
de lo que tu estabas viendo, y tu eras capaz de poner el siguiente y el siguiente.

(E.1.2.)

NoOooubhwNER

El episodio E.1.2. nos da indicios de que, durante la seleccidn de este ejemplo, el profesor habria
movilizado conocimientos correspondientes a las categorias de conexiones de simplificacién
(KSM) y secuenciacién de temas (KMLS); con el propdsito de indagar en estos y otros
conocimientos que podrian haber influido en la seleccion de este ejemplo, realizamos las

siguientes preguntas?.

l: éPor qué al momento de seleccionar los ejemplos apela constantemente a
contenidos que los estudiantes han trabajado anteriormente?

P: Porque el conocimiento se basa en lo previo, si tu no tienes asimilado, no has
comprendido bien cosas previas, es muy dificil que sigas construyendo.

éPor qué les recuerda que habian trabajado con patrones en primaria?

P: Si, es que es algo que ellos habian estado trabajando de pequefiitos en primaria
y porque detras de todo ello hay un patrdn, que si descubres el patrén puedes
manejar comodamente la sucesién.

oONOOUL A WN R

(P.1.2.)

La respuesta entregada por el profesor pone de manifiesto su creencia en relacion con como se
va construyendo el aprendizaje. Para Pablo el aprendizaje de los nuevos conocimientos se
sustenta en los saberes previos que poseen los estudiantes (P.1.2., 3-4). Esta respuesta, junto
con el episodio E.1.2., también nos da evidencia de los subdominios movilizados por el profesor
durante la seleccién del ejemplo. Pablo reconoce los patrones como un contenido que los
estudiantes han trabajado en cursos anteriores y que se relaciona con las sucesiones (KMLS;
secuenciacién de temas — P.1.2., 6-7; E.1.2., 1-3) y establece una relacién entre la regla que
define la construccidn de un patrén y el término general de una sucesion (KSM; conexiones

auxiliares — P.1.2., 7-8).

2 La primera pregunta se plantea de forma general ya que hemos observado que en varios ejemplos el
profesor apela a los conocimientos previos, con ella se busca evidenciar si existen y cuales serian los
subdominios se su MTSK que sustentan la eleccidn de estos ejemplos.
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Durante la seleccién de este ejemplo evidenciamos una relacién entre la creencia que Pablo
posee “la creacién de nuevo aprendizaje se sustenta en los saberes previos de los estudiantes”
y su KMLS y KSM. Esta creencia evoca el conocimiento que Pablo posee sobre la relaciéon que
existe entre la regla que define la construccidn de un patron y el término general de una sucesién
(KSM), el cual sustenta al otro conocimiento evocado por su creencia, su conocimiento sobre los
patrones como un contenido que se estudia en cursos anteriores y que se relaciona con las
sucesiones (KMLS). Establecemos, asi, una relacién KSM — KMLS, la cual le permite seleccionar

un ejemplo coherente con su creencia.
Figura 9

Relaciones entre los subdominios durante la seleccion del E.1.2.

Secuenciacion de temas

Evoca

KSM
Conexion auxiliar

KMLS ]

En el episodio E.1.2. también encontramos evidencia de los subdominios movilizados por el
profesor al utilizar este ejemplo. Pablo conoce algunas de las estrategias que los estudiantes
suelen utilizar al resolver patrones (KFLM; formas de interaccién con un contenido matematico
—E.1.2.; 1-4) y conoce la importancia de comprender la regla que esta detras de la construccion
de una sucesidn para poder continuar con la construccion de sus términos (KoT; procedimientos
—E.1.2.; 4-8). Considerando estos dos conocimientos y los mencionados anteriormente, hemos
evidenciado durante el uso de este ejemplo distintas relaciones. Una relacién KMLS < KFLM,
el conocimiento que Pablo posee de los patrones, como un tema que se relaciona con las
sucesiones (KMLS), se complementa con el conocimiento que posee sobre las estrategias que se
utilizan al estudiar patrones (KFLM), esta relacion favorece el desarrollo de este ejemplo que se
basa en conocimientos previos. Una relacion KSM - KFLM, el conocimiento de la relacion que
hay entre la regla que define la construccion de un patrdn y el término general de una sucesion
(KSM) evoca el conocimiento que el profesor posee sobre algunas de las estrategias utilizadas
por sus alumnos al estudiar los patrones (KFLM), esta relacion le permite abordar la importancia
del término general de la sucesion apelando al conocimiento que poseen sobre los patrones.
También evidenciamos una relacion KoT — KSM, su conocimiento sobre la funcién del término
general de una sucesidn (KoT) sustenta la conexién que establece entre este término y la regla

que define la construccién de un patrén (KSM).
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Figura 10

Relaciones entre los subdominios durante el uso del E.1.2.

Se complementan

!

KMLS
Secuenciacién de temas

Evoca

KSM
Conexién auxiliar

i

Sustenta

En el siguiente episodio (ejemplo 1.3) nos encontramos con el primer ejemplo de sucesion
que presenta el profesor, la cual corresponde a una sucesién no numérica. Desarrolla un
ejemplo activo para la ensefianza de un procedimiento. Se puede observar cdmo el profesor
utiliza esta sucesidn no numérica para ejemplificar laimportancia de identificar el patrén que

estd detrds de la sucesidon antes de continuar con el procedimiento de construccion de los

términos.
1 P Os voy a poner la siguiente figura.
’ T T
3 P Esta no es numérica, veis que no es numérica, las primeras que hicisteis vosotros
4 no eran numéricas, eran situaciones, cosas, seguiais un patrén, un orden.
5 P: ¢Cudl es el patrdon que sigue esta?
6 A Que tiene que empezar de nuevo, ino?
7 P: Mira el patrén que sigue aqui, ¢qué patron sigue? écual seria el siguiente? Este
8 es el ultimo término que he puesto hasta ahora, lo digo porque no interpretéis
9 gue son distintos.
. N
.
Quinto Término
11 P: Este es el mismo, un término, dos términos, tres, cuatro, cinco, este es el quinto
12 termino. Vale.
13 A: Va otro palito.
14 P: Pero dime como.
15 A: Arriba.
16 P: Pero puedes indicarlo, porque tienen un..., puedes expresarlo en tu idioma, no.
17 A: Vertical.
18 P: Esto es vertical (sefialando el que ya esta dibujado).
19 A: Horizontal
20 p: A horizontal, como asi OL o asi O
21 A Arriba.
22 p:  Ahvale,y el siguiente.
23 A: Para abajo.

(E.1.3.)
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Este episodio nos da indicios de su conocimiento sobre estrategias, técnicas, tareas y
ejemplos (KMT) y sobre secuenciacidén de temas (KMLS), conocimientos que podrian haber
actuado en la seleccién de este ejemplo. Con el propdsito de obtener evidencias de estos y
otros subdominios que podrian estar asociados a este proceso de seleccidn, realizamos a

Pablo las siguientes preguntas.

1 éPor qué al momento de seleccionar los ejemplos apela constantemente a
2 contenidos que los estudiantes han trabajado anteriormente?

3 P Porque el conocimiento se basa en lo previo, si tu no tienes asimilado, no has
4 comprendido bien cosas previas, es muy dificil que sigas construyendo.

5 L éPor qué la primera sucesidn que presenta corresponde a una no numérica?

6 P: Por algo que ellos han tocado, ellos han hecho muchas sucesiones de pequeiiitos,
7 en infantil y en primaria, y entonces en ese momento ellos descubrian cual es la
8 clave, que era una cosa muy facil, entonces simplemente mostrar que detrds de
9 todo eso hay un clave que conviene descubrir, que sea sencilla o no sea sencilla
10 es otra cosa. Y entonces, como diria yo, partia de algo que entendia era
11 significativo para ellos, algo que ya conocian, algo que ellos ya manejaban, algo
12 que les recordaba que estas cosas ya las habian hecho, que no le ponian el
13 nombre de sucesiones, a lo mejor, pero enlazaba con algo que ya estaba en su
14 propia experiencia.

(P.1.3.)

Las respuestas entregadas por el profesor nos permitieron obtener evidencia de la creenciay de
los distintos subdominios que operaron en la seleccion de este ejemplo. Como ya se ha
mencionado, Pablo cree que el conocimiento se va construyendo sobre los saberes previos que
poseen los estudiantes (P.1.3., 3-4). El profesor también manifiesta que conoce la forma en que
se suele trabajar con las sucesiones no numéricas (patrones) en la educacién infantil y primaria
(KFLM; formas de interaccién con el contenido matematico — P.1.3., 6-7). Sabe que las
capacidades que los estudiantes desarrollan al trabajar con sucesiones no numéricas (patrones)
pueden contribuir al estudio de las sucesiones (KMLS; secuenciacién de temas — P.1.3., 7-9) y
que la funcidon que cumple el patréon que esta detras de la construccién de la sucesién no
numeérica se puede asociar al rol que cumple el término general de una sucesién numérica (KSM;
conexiones de simplificacion — P.1.3., 8-9; E.1.3., 5). También observamos que el profesor sabe
que el ejemplo seleccionado, la sucesién no numérica, es apropiado para que los estudiantes
descubran la clave (el término general) que hay detrds de su construccion y lo conveniente que
resulta conocer este término (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — P.1.3., 8-9) y que
resulta interesante para los estudiantes, ya que al basarse en temas que ellos ya conocen les

resultara significativo (KFLM; aspectos emocionales — P.1.3., 10-12).

Durante la seleccién de este ejemplo hemos evidenciado distintas relaciones. La creencia que

Pablo ha manifestado “el aprendizaje de los nuevos conocimientos se sustenta en los saberes
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previos que poseen los estudiantes” ha evocado un conjunto de conocimientos que le permiten
seleccionar un ejemplo coherente con su creencia, en este caso un ejemplo de sucesién no
numeérica para comenzar el estudio de las sucesiones. De esta forma vemos que su creencia ha
evocado conocimiento correspondiente a su KFLM, su conocimiento sobre la forma en que se
suele trabajar con las sucesiones no numéricas (patrones) en la educacion infantil y primaria; a
su KMLS, su conocimiento sobre que las capacidades que los estudiantes han desarrollado al
trabajar con patrones pueden contribuir al estudio de las sucesiones; a su KSM, su conocimiento
sobre la conexidn que existe entre el patron que estas detras de la construccion de una sucesién
no numérica y el término general de una sucesién. Evidenciamos en este punto una relacién
KSM — KMLS, relacidon que parece ser determinante para la seleccién de una sucesién no
numeérica para este ejemplo. Su conocimiento sobre la conexién que existe entre el término
general de una sucesion y el patrén que estd detras de la construccién de una sucesidon no
numérica (KSM) sustenta su conocimiento sobre que las capacidades que los estudiantes
desarrollaron al trabajar con patrones (sucesiones no numéricas) pueden contribuir al estudio

de las sucesiones (KMLS).

También evidenciamos una relacion entre estos tres subdominios y su KMT. Estos subdominios
sustentan su conocimiento sobre lo apropiado que resulta este ejemplo de sucesién no
numérica para que los estudiantes descubran el término general que estd detras de su
construccion y la importancia de conocer este término. Esto porque Pablo conoce la conexion
que se puede establecer entre el patrén que esta detras de la construccion de una sucesién no
numérica y el término general de una sucesién numérica (KSM); y porque sabe que las
capacidades que los estudiantes desarrollaron al estudiar patrones pueden contribuir al estudio
de las sucesiones (KMLS), dado que esta sucesién no numérica es similar a las que solian trabajar
en la educacién infantil y primaria al estudiar patrones (KFLM), estableciéndose la relacion

(KSM — KMLS/KFLM) — KMT.

Por ultimo, en la seleccion de este ejemplo evidenciamos otras relaciones que involucran su
conocimiento sobre aspectos emocionales correspondientes a su KFLM. El conocimiento que
Pablo posee sobre lo interesante y significativo que resulta este ejemplo de sucesién no
numérica para los estudiantes (KFLM), se sustenta en su creencia sobre como se va
construyendo el nuevo aprendizaje y en su KSM y KFLM; estos subdominios le permiten saber
gue las sucesiones no numéricas se suelen utilizar en educacion infantil y primaria al estudiar
patrones (KFLM)y que el rol que cumple el patrén que estd detras de su construccion se puede

asociar al rol del término general de una sucesiéon numérica (KSM), en resumen le permiten ver
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gue este ejemplo se basa en un conocimiento previo que se puede conectar a las sucesiones

numeéricas, estableciéndose la relacién KFLM /KSM — KFLM.
Figura 11

Relaciones entre los subdominios durante la seleccion del E.1.3.

Sustenta

Sustenta

KMLS Sustentan KMT
Secuenciacién de temas Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos
Sustenta
KSM
Conexiones de simplificacién
Sustenta

|

Del mismo modo, el episodio E.1.3. nos permitid obtener evidencia de los subdominios de
conocimiento movilizados por el profesor durante el uso de este ejemplo. Pablo sabe construir
y representar la sucesiéon no numérica que ha seleccionado (KoT; procedimientos y registros de
representacion — E.1.3., 1-2) y conoce los elementos necesarios y suficientes que permiten
determinar el patron de la sucesién (KPM; condiciones necesarias y suficientes para generar
definiciones — E.1.3., 2). También vemos como su conocimiento le permite superar el obstaculo
gue generaba el quinto término de la sucesion, (KMT; estrategia, técnicas, tareas y ejemplos —

E.1.3.,5-12).

Durante el desarrollo de este ejemplo identificamos distintas relaciones asociadas a su KMT. El
conocimiento que posee sobre el potencial de esta sucesion no numérica (KMT) evoca distintos
conocimientos asociados a su KoT, los cuales se complementan y le permiten construir (KoT) y
representar (KoT) el ejemplo de sucesiéon que ha seleccionado, estableciéndose la relacién
KMT - KoT. También encontramos evidencia de una relacion KPM — KMT, ya que el
conocimiento que posee sobre los elementos de la sucesidon necesarios y suficientes para
determinar el patron (KPM) sustenta su conocimiento de lo pertinente que resulta este ejemplo
para que los estudiantes identifiquen el patrén (KMT). Finalmente, encontramos una relacién
KoT - KMT y una KoT — KSM. El conocimiento que Pablo posee sobre como se va
construyendo la sucesién (KoT) le permite actuar para superar el obstaculo que el quinto
elemento estd generando en los estudiantes (KMT) y establecer una relacion entre el patrén que
estd detrds de la construccion de la sucesidon no numeérica y el rol que cumple el término general

de una sucesion numérica (KSM). sustentando a su KMT y a su KSM.
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Figura 12

Relaciones entre los subdominios durante el uso del E.1.3.

Sustenta

KPM
Condiciones necesarias y suficientes

Sustenta Sustenta
KMLS Sustentan KMT
Secuenciacion de temas Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos
Sustenta
KSM
Conexiones de simplificacién

Sustenta

] Se complementan

KMT
[Emugiu, técnicas, tareas y ljomplel]
t

Sustenta

Sustenta

El ejemplo que se describe en el siguiente episodio (ejemplo 1.4) se desarrolla después de que
los estudiantes identificaron el patrén que esta detras de la sucesién no numérica. Corresponde
a un ejemplo activo para la ensefianza de un procedimiento. El profesor busca destacar que no
basta con conocer el patrén, es necesario construir el término general para continuar con la
construccion de los términos de una sucesién, especialmente cuando se busca determinar
términos de generalizacidn lejana. En este caso Pablo busca que los estudiantes participen del

desarrollo del ejemplo.

1 P ¢éCreéis que controlais la sucesion?

2 A Yo si.

3 P: Tu crees que si, vale. TU me podrias decir cudl es el término 108 de esto.

4 A Hay que buscar una férmula, éino?

5 P: Ah, ¢podria buscar yo una férmula que me permita buscar el término 108?

6 A: 108 entre 4.

7 P: El estd ya razonando, muy bien ya estas haciendo razonamiento, pero veis que
8 no es tan facil controlar las sucesiones, porque si yo te pido que me digas el 108,
9 tan inmediato no es, y te estas dando cuenta de que la clave no esta en que te
10 pongas el siguiente, el siguiente, hasta llegar a eso, no, porque cuando te interese
11 un término muy lejano..., la cuestiéon no es que partas buscando uno a uno el
12 término.

(E.1.4)
En este episodio podemos encontrar evidencias del KoT movilizado por el profesor e indicios de
conocimiento sobre estrategias, técnicas, tareas y ejemplos (KMT); con el propdsito de indagar
en este indicio y en los conocimientos que movilizé al seleccionar este ejemplo le realizamos la

siguiente pregunta.
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I: éPor qué les pide determinar un término de generalizacion lejana (108)?

P: Para que vean la ventaja que tiene controlar una sucesién, que no importa que
sea el cuatro o un nimero mas grande, tu cdmodamente con un cdlculo similar
llegas a cualquier término porque tienes el término general, que si tu no lo
tuvieras, a lo mejor, si has controlados la clave te puede tomar tres semanas para
llegar.

O U, WN -

(P.1.4.)
La respuesta entregada por Pablo nos da evidencia de los conocimientos movilizados por él
durante la seleccidon de este ejemplo. El profesor sabe que para los estudiantes resultara
complejo determinar el término 108 si no conocen el término general de la sucesién (KFLM;
fortalezas y dificultades — P.1.4., 4-6); que el término general de la sucesién nos permite
determinar, de forma cémoda, cualquier término de la sucesién (KoT, procedimientos — P.1.4.,
3-4) y conoce el potencial de este ejemplo, pues Pablo sabe que buscar el término 108 le permite
mostrar a los estudiantes lo favorable que resulta trabajar con el término general de la sucesiéon
al momento de buscar cualquier término (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos —P.1.4.,
2-4). Por tanto, en la seleccién de este ejemplo evidenciamos una relacion KoT — KFLM, el
conocimiento que Pablo posee sobre lo comodo que puede resultar determinar cualquier
término de una sucesion por medio del término general, sustenta su conocimiento sobre lo
complejo que resultaria para los estudiantes determinar el término 108 sin conocer el término
general de la sucesion (KFLM). También se evidencia cémo estos dos subdominios sustentan el
KMT, su conocimiento sobre lo cdmodo que resulta determinar cualquier término de la sucesion
por medio del término general (KoT) y sobre lo complejo que seria para los estudiantes
determinar el término 108 sin el termino general (KFLM), sustentan su conocimiento sobre lo
pertinente que resulta este ejemplo para que los estudiantes vean lo favorable de trabajar con
el término general al buscar cualquier término de una sucesion (KMT), estableciéndose la

relacion (KoT /KFLM) - KMT.
Figura 13

Relaciones entre los subdominios durante la seleccion del E.1.4.

Sustenta

KMT
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Los episodios E.1.4. y P.1.4. también nos permiten obtener evidencia de los distintos

conocimientos movilizados por Pablo durante el desarrollo de este ejemplo. El profesor sabe
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gue algunos estudiantes tienen la idea de que ir construyendo cada uno de los términos es la
forma mas apropiada para obtener cualquier término de la sucesién (KFLM, fortalezas y
dificultades —E.1.4., 1-2) y sabe cual es el término general de la sucesién que estan desarrollando
(KoT, Procedimientos — E.1.4., 5-7). De esta forma, durante el uso de este ejemplo, evidenciamos
una relacion KoT — KFLM. Que Pablo sepa cual es el término general de la sucesién que estan
desarrollando (KoT) y lo cdmodo que resulta buscar cualquier término de una sucesién por
medio del término general (KoT), sustenta su conocimiento sobre lo errada que resulta la idea
gue manifiestan algunos estudiantes, al creer que la construccidn sucesiva de los términos es la

forma mas apropiada de obtener cualquier término de una sucesién (KFLM).
Figura 14

Relaciones entre los subdominios durante el uso del E.1.4.

. KMT
ustenta Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Sustentan

El ejemplo que se describe en el siguiente episodio (ejemplo 1.5) se desarrolla cuando el
profesor escucha la conclusidn expresada por un estudiante al obtener el término general de la
sucesién no numérica propuesta. Corresponde a un ejemplo activo para la ensefianza de un
concepto. El profesor busca mostrar a los estudiantes que el término general que han definido
es para esta sucesion en particular y que cada sucesion tiene su propio término general,
independiente del parecido que tengan entre ellas. En el desarrollo de este ejemplo, Pablo

motiva la participacion de los estudiantes.

1 A Pero entonces siempre es de cada cuatro, éno?
2 P En este caso que yo acabo de poner, tU imaginate que te cambio la serie ahora,
3 esta es una serie, pero mira esta otra, cuando yo llegué aqui (sefialando el quinto
4 término de la serie 1) ahora cambio la serie, hago esto, ya no hago lo de antes, ya
5 no es exactamente igual (serie 2).
6 I ) I | Il

Serie 1 Serie 2
7 A Ahora se divide entre cinco.
8 P Por ejemplo, claro se dividiria entre cinco... esta podria ser otra serie totalmente

9 distinta.
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10 1O WM

11 A: Entre seis cada una.

12 P: No, no, no, entre cinco, entre cinco, y el siguiente seria.... Pero si yo hago esto
13 ahora...
14

O T T O V74 54

15 A: Entre seis.

16 P: Todavia no he llegado a una unidad clara, todavia no tenéis datos suficientes,
17 pero si yo ahora hiciera esto, tu sabes que hay que dividir entre cuantos. Entre
18 seis

+ I T B O I R =

20 A: Entre seis.

21 P Y empezaria a formar la siguiente figura.

22 P Pero si yo no hago eso, y hago esto para el siguiente.

2 TN OUXK

24 P Tengo una serie diferente, ya es distinta, y si pongo aqui el uno, un palito mas (al
25 final de la serie) pues tu sabes que hay que dividir entre siete, y no entre cuatro,
26 ni entre cinco, ni entre seis. Para seguir la légica, lo estas viendo, depende de qué
27 serie tenga, tengo que buscar légica, cada cofre tiene una llave, cada serie tiene
28 una llave. Por muy parecido que sea el cofre, porque estamos hablando de
29 cuadritos y cosas, y palitos que ademas... la serie si no es la misma, tengo que
30 tener otra llave para abrir el cofre. ¢Habéis entendido? Por poner un ejemplo,
31 podemos muchos ejemplos diferentes.

(E.1.5.)

Con el propésito de indagar en un indicio de su conocimiento sobre estrategias, técnicas, tareas

y ejemplos (KMT)observado en el desarrollo del ejemplo, le realizamos la siguiente pregunta3.

I: éPor qué utiliza metaforas al entregar nuevos conceptos?

P: Porque la metafora en la memoria es mas cémoda recordar, mas comodo de
comparar, yo creo que didacticamente tiene mas elementos graficos o mentales
porque tu cuando estds con una metafora te haces imdgenes mentales y eso
luego ayuda mucho a recordar y a componer los conceptos de manera correcta.

(P.1.5.)

ua b WN R

El episodio E.1.5 y la entrevista P.1.5. nos dan evidencia de una creencia y de los distintos
subdominios movilizados por el profesor durante el uso del ejemplo. Se observan distintos
conocimientos asociados a su MK. Pablo sabe: cuales son los términos necesarios y suficientes
gue permiten determinar el término general de cada una de las sucesiones que presenta (KPM,

condiciones necesarias y suficientes — J.1.5., 6-24); construir sucesiones no numéricas a partir

3 Esta pregunta se plantea de forma general porque hemos observados que el profesor, al trabajar con
ejemplos, apela regularmente al uso de metaforas.
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de una sucesion previa (KoT; procedimientos y registro de representacidon — J.1.5.)% y que cada
término general permite la construccion de una sola sucesion (KoT, fenomenologia y
aplicaciones — J.1.5., 22-28). En relacién con su PCK, observamos que conoce una estrategia
apropiada para que los estudiantes observen que cada sucesion tiene su propio término general,
independiente del parecido que puedan tener (KMT, estrategias, técnicas, tareas y ejemplos —
J.1.5.); observamos también cémo el conocimiento que posee le permite identificar la idea
erronea manifestada por el estudiante, en relacidon con el término general que acaban de
obtener, al manifestar que este aplicaria para todas las sucesiones (KFLM, fortalezas y
dificultades — J.1.5., 1-6). Y en su respuesta, Pablo pone de manifiesto su creencia en relacion
con el potencial didactico de las metaforas (P.1.5., 2-5) y su conocimiento sobre lo favorable que
resulta, para la comprensién del concepto, referirse al término general como “la llave” (KMT;

estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — N.1.5., 2-5; E.1.5., 27-28).

En el uso de este ejemplo se pueden observar distintas relaciones entre los subdominios y su
creencia. Su conocimiento acerca de que cada término general nos permite construir una Unica
sucesion (KoT) sustenta a su KFLM y a su KMT; por un lado, le permite identificar el error que
estd cometiendo el estudiante al manifestar que el término general que han encontrado les
servira para todas las sucesiones (KFLM), estableciéndose la relacion KoT — KFLM y por otro,
sustenta la creacion de la metafora que utiliza para favorecer la ensefianza del concepto término
general, refiriéndose al término general como “la llave” (KMT (2)), generandose la relacion
KoT — KMT. Alavez que estos dos subdominios, su KMT y su KoT, se relacionan con la creencia
gue posee sobre el potencial didactico que tienen las metaforas. Esta creencia evoca el KoT que
requeria para generar la metafora y sustentar su conocimiento sobre lo favorable que resultard

para la compresién del concepto hablar del término general como “la llave” (KMT).

También observamos que el conocimiento que el profesor posee sobre el error matematico que
conlleva la idea manifestada por el estudiante (KFLM), evoca conocimientos asociados a su KMT
que le permiten abordar esta idea errédnea por medio de una estrategia apropiada para que los
estudiantes vean que cada sucesion tiene su propio término general (KMT (1)) y por medio de
una metafora que, en su opinidn, favorece la compresion del concepto término general (KMT

(2)), generando un par de relaciones KFLM - KMT.

4 No se especifica el nimero de lineas porque la evidencia de este subdominio la encontramos a lo largo
de todo el episodio.
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Las ultimas relaciones que observamos se dan entre el KMT y subdominios de su MK. Su
conocimiento de una estrategia que le permite mostrar a los estudiantes que cada sucesién
tiene su propio término general (KMT (1)) evoca un conjunto de conocimientos que le permiten
desarrollar esta estrategia. Conocimiento correspondiente a su KoT, gracias al cual puede
construir y representar sucesiones no numéricas, estableciéndose la relacion KMT — KoT;y
conocimiento correspondiente a su KPM, el cual le permite presentar en cada sucesién los
términos necesarios y suficientes para poder determinar el término general, generandose la
relacion KMT — KPM. En esta situacidon también hemos observado una relaciéon KoT < KPM,
pues se evidencia como estos subdominios se complementan en la construccién de cada

sucesion no numérica.
Figura 15

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.1.5.

Sustenta

Sustenta

[ |
KMT (2) KMT (1)
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Sustenta

Evoca

KPM
Condiciones necesarias y suficientes
i

Se complementan

El profesor continud su trabajo con la presentacién de la primera sucesion numérica. En este
episodio (ejemplo 1.6) se describe la forma en que utilizd esta sucesion, para ejemplificar cémo
se representa algebraicamente el término general de una sucesién. Corresponde a un ejemplo
activo para la ensefianza de un concepto. Presenta a los estudiantes la sucesion 2,4, 6,8, ...y les
pide, buscando la participacién de los estudiantes, que determinen la expresién matematica que

les permite obtener estos valores, el término general de esta sucesion.

2,4,6,8 ...
éCudl es la llave? ¢ Qué expresion matematica te permite calcular esto?
Sumar — sumar dos
Pero qué expresion matematica.
Dos por nimero menos uno — multiplica por dos.
Multiplicar por dos, qué, el término que quieras éverdad? Muy bien esa es la
llave, la has dicho en tu idioma, pero ahora vamos a decirlo matematicamente.

=)
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9 La llave de esta serie o de este cofre es multiplicar por dos el término que tu
10 quieras éverdad? éComo le llamamos a un término que tu quieras? a,, éno?
(E.1.6)

Para indagar en los indicios de conocimiento que observamos en este episodio, consideramos
las respuestas que el profesor nos entregd al consultarle sobre el uso de las metaforas y de los

conocimientos previos en la seleccion de los ejemplos, también le realizamos la siguiente

pregunta.
1 éPor qué al momento de seleccionar los ejemplos apela constantemente a
2 contenidos que los estudiantes han trabajado anteriormente?
3 P Porque el conocimiento se basa en lo previo, si tU no tienes asimilado, no has
4 comprendido bien cosas previas, es muy dificil que sigas construyendo.
5 | éPor qué utiliza metaforas al entregar nuevos conceptos?
6 P: Porque la metafora en la memoria es mas cémoda recordar, mas comodo de
7 comparar, yo creo que didacticamente tiene mas elementos graficos o mentales
8 porque tu cuando estds con una metafora te haces imdgenes mentales y eso
9 luego ayuda mucho a recordar y a componer los conceptos de manera correcta.
10 | éPor qué selecciona esta sucesion (2, 4, 6, 8) como la primera sucesiéon numérica
11 gue presenta?
12 P Numéricamente es simple, que empiecen con una sucesidn simple y ademds que
13 conocen y que han conocido desde mucho tiempo. La misma ldgica de antes (no
14 numeérica), algo que esta cercano, algo que han trabajadoy que no es ajeno, luego
15 si estds poniendo una sucesidn mds compleja, primero a lo mejor no ves ni
16 siguiera que hay una sucesién, porque no le ves..., es que mentalmente, de
17 manera facil ven que hay una relacién entre un término y otro, es por la
18 simplicidad del ejemplo.

(P.1.6)

Las respuestas entregadas por el profesor evidencian que, al seleccionar este ejemplo, opera su
creencia sobre cémo se va construyendo el aprendizaje y moviliza conocimientos
correspondientes a su KSM y a todos los subdominios de su PCK. Sabe que el conocimiento que
los estudiantes poseen sobre la tabla del 2 puede contribuir a la busqueda del término general
de esta sucesion (KMLS; secuenciacién contemas —P.1.6., 12-13, 16-18) y que asociar la sucesién
propuesta a la tabla del 2 permite evidenciar la relacidon que existe entre los términos de la
sucesion (KSM; conexiones auxiliares — P.1.6., 16-17). También conoce la potencialidad del
ejemplo de sucesion que ha seleccionado, permite visualizar que existe una relacidn entre un
término y otro (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — P.1.6., 15-18) y sabe que los
estudiantes no tendran problemas para determinar el término general de la sucesion (KFLM;

fortalezas y dificultades — P.1.6., 17).

Durante la seleccién de este ejemplo evidenciamos una relacién entre la creencia manifestada
por el profesor y algunos subdominios de conocimiento. Su creencia sobre cdmo se construye

el aprendizaje evoca conocimientos de su KSM y KMLS, los cuales se relacionan entre si, y
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favorecen la seleccion de un ejemplo que se basa en los saberes previos de los estudiantes,
especificamente en la tabla del 2. Su conocimiento sobre que la conexién existente entre la
sucesién que ha seleccionado y la tabla del 2 permite evidenciar la relacién que hay ente los
términos de esta sucesion (KSM), sustenta su conocimiento sobre que los saberes que poseen
los estudiantes en relacidn con la tabla del 2 pueden contribuir a la busqueda del término

general (KMLS), estableciéndose una relacién KSM — KMLS.

También evidenciamos una relacion KMLS — KFLM, ya que su comprensién de que los
conocimientos que los estudiantes ya poseen, asociados a la tabla del 2, pueden favorecer la
busqueda de este término general (KMLS), sustenta su conocimiento sobre que los estudiantes

no tendran problemas para determinar el término general de la sucesidn presentada (KLFM).

Por ultimo, en la seleccién de este ejemplo vemos una relacién entre los tres subdominios ya
mencionados y su KMT. Su conocimiento sobre la potencialidad del ejemplo que ha seleccionado
(KMT) se sustenta en su conocimiento sobre la conexion que existe entre la tabla del 2 y el
término general de la sucesidn propuesta (KSM), en su conocimiento sobre los saberes que
poseen los estudiantes que pueden contribuir a la busqueda de este término general (KMLS) y
en su conocimiento de que los estudiantes no tendrdn problemas para determinar el término

general (KFLM), estableciéndose una relacion KSM/KMLS/KFLM — KMT.
Figura 16

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.1.6.

KSM
Conexiones auxiliares
KMLS
Secuenciacion de temas

Sustenta

KMT
Sustentan | Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

En el episodio E.1.6. vemos que durante el uso de este ejemplo influyd su creencia en relacion

con el potencial didactico de las metaforas y ademds encontramos evidencias de los
subdominios que el profesor movilizé al utilizar este ejemplo. Pablo sabe cual es la funcién que
cumple el término general de una sucesion (KoT; fenomenologia y aplicaciones — E.1.6., 1-2),
conoce el término general de la sucesidn que ha seleccionado (KoT; procedimientos — E.1.6., 4-

7) y sabe representarlo algebraicamente (KoT; registro de representacion — E.1.6., 10). Y como
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ya hemos mencionado, sabe que el uso de la metafora favorecera la compresién del concepto

término general (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — E.1.6., 2; P.1.6., 5-9).

De esta forma en el desarrollo de este ejemplo evidenciamos distintas relaciones. El
conocimiento que posee sobre la potencialidad del ejemplo de sucesion que ha seleccionado
(KMT) evoca algunos conocimientos que le permiten desarrollar este ejemplo. Evoca su
conocimiento sobre el término general de la sucesion (KoT) y el conocimiento que le permite
representar algebraicamente un término general, generando de esta forma una relacién
KMT — KoT. Estos conocimientos correspondientes a su KoT se complementan entre si,
permitiéndole representar algebraicamente el término general de la sucesién, estableciéndose
una relacién KoT < KoT. Vemos otra relacidon entre su KoT y su KSM, el conocimiento que
posee sobre el término general de la sucesidon que ha seleccionado (KoT) sustenta su KSM,
permitiéndole establecer una relacidn entre la sucesion propuesta y la tabla del 2, generandose

una relacién KoT — KSM.

También encontramos una relacién entre su creencia, su KMT y su KoT. La idea que manifiesta
en relacién con el potencial didactico de las metaforas evoca el KoT que le permite crear esta
metafora y, sustenta su conocimiento sobre lo favorable que resulta para la compresién de los
estudiantes referirse al término general como “la llave” (KMT). Finalmente, evidenciamos una
relacion KoT — KMT, el conocimiento que posee sobre la funcion que cumple el término
general de una sucesion sustenta la creacién de la metafora que utiliza para favorecer la

compresion de este concepto (KMT).
Figura 17

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.1.6.
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El profesor sigue trabajando con la sucesién 2,4, 6,8, ... . Los estudiantes acaban de encontrar
el término general de la sucesién, en este episodio (ejemplo 1.7) vemos al profesor
ejemplificando cémo se debe trabajar con el término general para obtener cualquier término de
la sucesion. Corresponde a un ejemplo pasivo para la ensefianza de un procedimiento. El
profesor presenta dos ejemplos de cdmo deben operar con el término general que han obtenido
para esta sucesion, uno de generalizacion lejana y otro de generalizacidn cercana, sin propiciar

la participacion de los estudiantes durante la busqueda de estos términos.

1 P Pues la férmula es el doble de n. Siyo quiero el 10,10 X 2 = 20 (sefialandony 2
2 en a, = 2n). Si quiero el 2000, 2000 x 2 = 4000 (sefialandony 2 en a,, = 2n).
3 Luego entonces étengo la llave de esta serie?

4 A Si.

5 P: Si, luego entonces, ahora controlo la serie. Mira é¢puedo saber él término que
6 quiera rapidamente? (Refiriéndose a la serie a,, = 2n).

7 A Si.

(E.1.7.)

Con el propdsito de indagar en los indicios de conocimiento que encontramos en el desarrollo
de este ejemplo, consideramos la pregunta referente al uso de las metaforas, dado que en este

ejemplo también apela a su uso.

I: éPor qué utiliza metaforas al abordar nuevos conceptos?

P: Porque la metafora en la memoria es mas cémoda recordar, mas comodo de
comparar, yo creo que didacticamente tiene mas elementos graficos o mentales
porque tu cuando estas con una metdfora te haces imagenes mentales y eso
luego ayuda mucho a recordar y a componer los conceptos de manera correcta.

(P.1.7.)

ua b WN -

En estos episodios encontramos evidencia de los distintos subdominios movilizados por el
profesor al utilizar este ejemplo. En el episodio correspondiente al uso del ejemplo vemos que
Pablo conoce el procedimiento para calcular los términos de una sucesiéon por medio de su
término general (KoT; procedimientos — E.1.7., 1-3), conoce una estrategia que le permite
mostrar lo favorable de trabajar con el término general al momento de calcular cualquier
término de una sucesion (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — E.1.7., 1-2) y sabe que
el término general le permite calcular cualquier término de la sucesion (KoT; fenomenologia y
aplicaciones — E.1.7., 5-6). Y en el episodio correspondiente a la entrevista evidenciamos que
Pablo pone de manifiesto su creencia en relacidn con el potencial de las metaforas (P.1.7., 2-5)
y su conocimiento sobre lo favorable que resulta, para compresion del concepto término
general, referirse este término como “la llave” (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos —

P.1.7.,2-5; E.1.7., 3).
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Durante el desarrollo de este ejemplo hemos encontrado distintas relaciones que involucran a
su KoT y su KMT. Evidenciamos una relacién entre distintas categorias de un mismo subdominio
de conocimiento. El conocimiento que Pablo posee sobre que el término general permite
calcular cualquier término de una sucesion (KoT) se complementa con su conocimiento sobre
como se calculan los términos de una sucesién por medio del término general (KoT),
generandose una relacion KoT < KoT. Esta relacién parece sustenta su conocimiento de una
estrategia que le permite mostrar lo favorable de trabajar con el término general al buscar
cualquier término de la sucesion (KMT (1)) porque sabe que podra calcular cualquier término y
como debe hacerlo, estableciéndose una relacion KoT — KMT. Por ultimo, vemos algunas
relaciones entre su creenciay su KMTy su KoT. Su creencia en relacién con el potencial didactico
de las metaforas evoca el KoT necesario para elaborar la metafora y, sustenta su conocimiento
sobre lo favorable que resulta hablar del término general como “la llave”. Se evidencia también
una relacién entre estos dos subdominios. Su conocimiento sobre que el término general
permite calcular cualquier término de una sucesion (KoT) sustenta la creacién de la metafora

gue el profesor utiliza en clases (KMT (2)), generandose una relacién KoT — KMT.

Figura 18

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.1.7.

Evoca

Creencia
Sustenta Sustenta Sustentan KMT (1)
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos
KMT (2)
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

En el episodio (ejemplo 1.8) que se describe a continuacién vemos al profesor utilizando la
sucesién numérica y la sucesion no numérica para ejemplificar lo favorable que resulta, al querer
determinar cualquier término de una sucesion, conocer la representacion algebraica del término
general. En el caso de estas sucesiones, los estudiantes solo han representado algebraicamente
el término general de la sucesién numérica, mientras que, para la sucesién no numérica, solo

han identificado el patréon que esta detrds de su construccion.

El ejemplo 1.8 corresponde a un ejemplo activo para la ensefianza de un concepto. El profesor
pide a los estudiantes, para motivar su participacion en el desarrollo de este ejemplo, que

determinen el término 2.000 de ambas sucesiones. Con esta accion busca enfatizar la
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importancia de conocer la expresién algebraica del término general, concepto que estdn

comenzando a estudiar.

1 P: Pero si yo te pregunto écudl es el término 2.000 en esta serie?... (sefialando la
2 sucesién no numérica) Te tienes que esperar un poco, primero intenta buscar la
3 llave, hasta que no encuentres la llave no la podemos abrir. Pero si te la pregunto
4 en esta (sefialando a,,, para la sucesién numérica). ¢Cual es el termino 2.000 de
5 esa?

6 A 4.000.

7 P: No tienes problemas. Ni en el 2.001 ni en ninguno, porque tienes la llave.

(E.1.8.)

Con el propésito de profundizar en los indicios de conocimientos que encontramos en el este
apartado, le realizamos a Pablo las siguientes preguntas, que encontramos en el fragmento de

entrevista que mostramos a continuacién:

I: éPor qué utiliza metaforas al abordar nuevos conceptos?

P: Porque la metafora en la memoria es mas cémoda recordar, mas comodo de
comparar, yo creo que diddcticamente tiene mas elementos graficos o mentales
porque tu cuando estas con una metafora te haces imdgenes mentales y eso
luego ayuda mucho a recordar y a componer los conceptos de manera correcta.

l: éPor qué selecciona una sucesién no numérica y una numérica para mostrar la
importancia del término general?

P: Por resaltar el mensaje de fondo, tu tienes que controlar el patrén
independientemente del caso de la sucesion que tenga, segundo si el patrén tu
lo expresas algebraicamente lo controlas mucho mas cémodamente.

Ver la ventaja que tiene tener un término general para controlar una u otra no
numérica.

OCoONOOTULDE WN -
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(P.1.8.)

La respuesta que nos entrega el profesor nos da evidencias de los subdominios de
conocimientos movilizados durante en la seleccién de este ejemplo. Pablo sabe que de las
distintas formas en que se puede representar un patrén, la representacion algebraica del
patron que sustenta la construccion de una sucesidn es la mds apropiada para obtener los
términos de dicha sucesién (KoT; registros de representacion — P.1.8., 9-10); que el término
general nos permite obtener cualquier término de la sucesidon (KoT; fenomenologia y
aplicaciones — P.1.8., 11-12); y que trabajar con estas dos sucesiones, una con término
general y la otra no, le permitira resaltar laimportancia de conocer el término general de una

sucesion (KoT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — P.1.8., 11-12).

Durante la seleccidn de este ejemplo evidenciamos una relacidon entre dos categorias de un
mismo subdominio. Su conocimiento sobre cual es el tipo de representacion de un patrén
(que sustenta una sucesién) mas apropiado para buscar los términos de la sucesion (KoT) se

complementa con su conocimiento sobre que el término general nos permite obtener
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cualquier término de una sucesién (KoT), estableciéndose una relacion KoT < KoT. La
relacidn entre estas dos categorias sustenta su conocimiento sobre lo apropiado que resulta
la estrategia que estd utilizando para ejemplificar la importancia de conocer el término

general de una sesién (KMT), generandose una relacién KoT — KMT.
Figura 19

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.1.8.

Se complementan

Sustenta

|

KMT
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Estos episodios nos permiten obtener evidencias de la creencia que el profesor posee en
relacion con el potencial didactico de las metaforas (E.1.8, 1-2) y de los conocimientos
movilizados por Pablo al momento de utilizar este ejemplo. El conocimiento que posee sobre
la forma en que los estudiantes interactian con el contenido matematico le permite saber
gue no tendran problemas en determinar cualquier término de la sucesién numérica
propuesta, porque conocen el término general (KFLM; formas de interaccién con un
contenido matematico — E.1.8., 3-7); y que les resultard complejo determinar el término que
les esta solicitando de la sucesidon no numérica, porque no conocen el término general (KFLM,;
formas de interaccién con un contenido matemadtico — E.1.8., 1-3). También encontramos
evidencia de su KMT, Pablo sabe lo favorable que resulta, para compresion del concepto
término general, referirse este término como “la llave” (KMT,; estrategias, técnicas, tareas y

ejemplos —E.1.8., 2-3, 7; P.1.8., 2-5), como ya hemos sefialado en otros episodios.

Durante el desarrollo de este ejemplo evidenciamos una relacidon entre conocimientos de
una misma categoria, su conocimiento sobre lo complejo que les resultard determinar el
término 2.000 de la sucesidon no numérico, por no conocer el término general (KLFM), y lo
rapido que encontraran cualquier término de la sucesidon numérica, por conocer el término
general (KFLM) se complementan, generando una relacion KFLM < KFLM. Esta relacidn, a
su vez, sustenta su conocimiento sobre lo favorable que resulta la estrategia que ha
seleccionado para ejemplificar la importancia de conocer el término general de una sucesion

(KMT), estableciéndose una relacion KFLM — KMT.

Por ultimo, evidenciamos nuevamente una relacidén entre su creencia sobre el potencial

didactico de las metaforas y su KoT y KMT, evocando el conocimiento necesario para elaborar
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la metafora (KoT) y sustentando su conocimiento sobre lo favorable que resulta hablar del
término general como de “la llave” (KMT). También evidenciamos en el desarrollo de este
ejemplo la relacién KoT — KMT, su conocimiento sobre que el término general permite
calcular cualquier término de una sucesion (KoT) sustenta la creacion de la metafora que el

profesor utiliza en clases (KMT).
Figura 20

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.1.8.

Sustenta

{

Se complementan

KMT
Estrategias, técnicas, tareas y ejempl

Sustenta

!

KMT
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

I

Sustentan

Sustentan

Se complementan

En el episodio que se describe a continuacién (ejemplo 1.9) vemos al profesor utilizando dos
sucesiones para ejemplificar cémo se puede obtener el término general de algunos casos
particulares de sucesiones. Corresponde a un ejemplo activo para la prdactica de un
procedimiento. El profesor utiliza nuevamente una sucesion que se puede asociar a las tablas
de multiplicar para que los estudiantes se familiaricen con el procedimiento que les permite
obtener y representar algebraicamente el término general, generando la participacién de los

estudiantes en el desarrollo del ejemplo.

P: Te estan diciendo que tu busques la llave, término general, del ejercicio a, 2a, éEs
muy dificil el 2a?

No.

No, ese no es dificil.

Es la tabla del 3.

Es la tabla del 3, y ese es la tabla del 2 (sefialando en el pizarrdn la primera serie
que trabajaron), écudl es el término general del a?

Tres — tres —treinta

A: ¢Cudl es el término general de a? Mirad cual es el término general de ese

OCoOoONOOTULDE, WN -
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10 (sefialando la serie 2,4,6,8, ...) El a es 3,6,9,12 entonces. ¢cual es el término
11 general de esta serie? Como tu has dicho es la tabla del tres

12 A A ene —pordos—3 poraene.

13 A Efectivamente 3 X a,,. Esaes 2 X a,,. Estaes 3 X a,,.

(E.1.9.)
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Con el propédsito de obtener informacién que nos permita convertir los indicios de
conocimiento en evidencias de conocimiento y dado el tipo de ejemplo que Pablo esta
utilizando, consideramos dos de las preguntas que ya se han presentado y una pregunta
especifica para este ejemplo. A continuacién, mostramos un fragmento de entrevista donde

se incluyen estas preguntas y las respuestas de Pablo.

1 éPor qué utiliza metaforas al entregar nuevos conceptos?
2 P Porque la metdfora en la memoria es mas cémoda recordar, mas comodo de
3 comparar. Yo creo que didacticamente tiene mas elementos graficos o mentales
4 porque tu cuando estas con una metafora te haces imagenes mentales y eso
5 luego ayuda mucho a recordar y a componer los conceptos de manera correcta.
6 I ¢Por qué al momento de seleccionar los ejemplos apela constantemente a
7 contenidos que los estudiantes han trabajado anteriormente?
8 P: Porque el conocimiento se basa en lo previo. Si tu no tienes asimilado, no has
9 comprendido bien cosas previas, es muy dificil que sigas construyendo
10 It ¢Por qué selecciona esta sucesién?
11 P: Es una sucesién muy similar a la anterior. En complicacion es sencilla, porque
12 pueden visualizar luego el término general comodamente. En el fondo es la tabla
13 del tres, la anterior era la tabla del dos.

(P.1.9.)

En estas respuestas el profesor pone de manifiesto su creencia en relacién con como se va
construyendo el nuevo aprendizaje, con base en los saberes previos que poseen los
estudiantes (P.1.9., 8-9). También encontramos evidencia de los distintos conocimientos
movilizados por el profesor durante la seleccién de este ejemplo. Pablo sabe lo apropiado
gue resulta la sucesidén que ha seleccionado para que los estudiantes visualicen su término
general (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos —P.1.9., 11-12); que asociar la sucesién
propuesta a la tabla del 3 permite visualizar el término general de la sucesidén (KSM,
conexiones auxiliares — P.1.9., 12-13); que el conocimiento que los estudiantes poseen sobre
la tabla del 3 puede contribuir a la construccién del término general (KMLS; secuenciacion
con temas — P.1.9.,12-13); y que los estudiantes no tendran problemas para determinar el

término general de la sucesion (KFLM; fortalezas y dificultades — P.1.9., 11).

Durante la seleccién de este ejemplo observamos las mismas relaciones que identificamos
en el ejemplo 6. Su creencia sobre cdmo se construye el aprendizaje evoca conocimientos
correspondientes a su KSM y a su KMLS, los cuales se relacionan entre si, favoreciendo la
seleccidn de un ejemplo que se basa en los saberes previos de los estudiantes, la tabla del 3.
Saber que la conexidn que existe entre la sucesidon que ha seleccionado y la tabla del 3

permite visualizar el término general de la sucesidn, sustenta su conocimiento sobre que lo
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aprendido por los estudiantes en relacién con la tabla del 3 puede contribuir a la construccion

del término general, estableciéndose una relacion KSM — KMLS.

También evidenciamos una relacion KMLS — KFLM, su conocimiento sobre que los
estudiantes no tendran problemas para determinar el término general de la sucesién
presentada (KLFM), se sustenta en que Pablo sabe que el conocimiento que los estudiantes

poseen sobre la tabla del 3 puede contribuir a la construccién del término general (KMLS).

Por ultimo, vemos una relacion KMLS/KSM/KFLM — KMT. Su conocimiento sobre lo
apropiado que resulta esta sucesion para que los estudiantes visualicen su término general
(KMT) se sustenta en su conocimiento sobre los saberes que poseen los estudiantes que
pueden contribuir a la construccién de este término general (KMLS); sobre su conocimiento
de la conexion que existe entre la tabla del 3 y la sucesiéon propuesta, la cual permite
visualizar el término general (KSM); y sobre su conocimiento de que los estudiantes no

tendran problemas en determinar el término general (KFLM).

Figura 21

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.1.9.

KSM
Conexiones auxiliares
KMLS
Secuenciacién de temas

Sustenta

KMT
Sustentan | Estrategias, técnicas, tareas y ejempl

Los episodios P.1.9. y E.1.9. también nos permitieron obtener evidencia de los subdominios

movilizados por el profesor durante el uso de este ejemplo. En ellos vemos que Pablo conoce
el término general de la sucesidén que estan desarrollando (KoT; procedimientos — E.1.9., 13)
y que sabe representarlo algebraicamente (KoT; registros de representacién — E.1.9., 13).
También encontramos (una vez mds) evidencia de su creencia en relacidon con el potencial
didactico de las metéaforas (P.1.9., 2-5) y de su KMT; Pablo sabe que al referirse al término
general como “la llave" favorece la compresién de los estudiantes, de este nuevo concepto

(KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplo —E.1.9., 1; P.1.9., 2-5).

Durante el desarrollo de este ejemplo evidenciamos una relacion KMT - KoT. Su

conocimiento sobre la potencialidad de la sucesion que ha seleccionado parece evocar
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algunos conocimientos que se relacionan entre si y que permiten el desarrollo de este
ejemplo. Su conocimiento sobre el término general de la sucesién que estdn desarrollando
(KoT) y sobre como se representa algebraicamente este término general (KoT), genera una
relacion KoT < KoT. El conocimiento que posee sobre el término general de la sucesion
gue estan desarrollando (KoT) sustenta su KSM, permitiéndole establecer una relacion entre

esta sucesioén y la tabla del 3, estableciendo una relacion KoT — KSM.

Finalmente, en el desarrollo de este ejemplo vemos una relacién entre su creencia sobre el
potencial didactico de las metaforas y su conocimiento sobre lo favorable que resulta, para

la compresién de los estudiantes, hablar del término general como “la llave”.
Figura 22

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.1.9.

Sustenta
!

KSM

Conexiones auxiliares

Sustental Se complementan
KMLS
Secuenciacion de temas
Sustenta

KMT
Sustentan | Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos
Sustenta KMT
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

En este episodio (ejemplo 1.10) vemos cémo el profesor utiliza el error que estdn cometiendo

los estudiantes, al determinar el término general, para ejemplificar un proceso que les
permite verificar la pertinencia de un término general propuesto para una determinada
sucesion. Corresponde a un ejemplo activo para la ensefianza de un procedimiento. El
profesor utiliza el término general que los estudiantes han establecido para la sucesion
3,5,7,9,11,13, ... para mostrarles un procedimiento que les permite verificar la pertinencia

de este término.

1 P: Por ejemplo, vete a la C.

2 3,5,7,9,11,13, .....

3 P: ¢Qué observas en la C?

4 A Mas dos.

5 P: Pero claro, écual es el principio? Entonces tendrds que decir cual es el principio,
6 no es lo mismo empezar por el 3 que por el 1, aunque la clave sea sumar dos.

7 A A entonces como lo resolvemos.
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22
23
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26
27
28
29
30
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Pues date cuenta de la légica, para pensar la llave que te valga para buscar los
términos. Entonces cédmo buscarian ustedes el término general del C, que es
3,5,7,9, éCudl es el término general?
Seria 1 mds 2 —a ene mas 2 —a ene mas 3.
Vamos a verlo, si tu buscas el término 1, y tu dices que es a,, + 3. Ahora quiero
gue escuchéis y penséis, si tl buscas el término primero y dices que es, cdmo has
dicho que es el término segun tu.
A ene mas dos
a, + 2, vale, si buscas el primero, lan es 1, mds 2, tres, el primero cuadra, vamos
a buscar al siguiente, el siguiente término, el segundo término, pues seria dos
mas tres, édos mas tres es cinco?
Cinco —si.
A el segundo también, parece que esta llave esta abriendo los dos primeros, pero
no tiene que abrir los dos primeros, te tiene que abrir cualquiera. Vamonos al
quinto, si tu buscas el quinto término qué seria écinco mas dos?
No —Si —Si.
¢Y es verdad que el quinto término es siete?
No — cinco mas dos es siete
¢Y ese es el quinto término?
No.
Luego, la llave que estamos usando no es la que abre este cofre. El término
general de esta serie, estamos hablando de esta serie (escribe en la pizarra 3, 5,
7,9, 11) todavia no lo hemos descubierto.

(E.1.10.)

Al analizar los distintos subdominios que Pablo movilizé durante el desarrollo de este ejemplo

consideramos la respuesta que nos dio al consultarle sobre el uso de las metéaforas.

ua b WN

¢Por qué utiliza metaforas al entregar nuevos conceptos?

Porque la metafora en la memoria es mas cémoda recordar, mas comodo de

comparar. Yo creo que didacticamente tiene mas elementos graficos o mentales

porque tu cuando estas con una metdfora te haces imdgenes mentales y eso

luego ayuda mucho a recordar y a componer los conceptos de manera correcta.
(P.1.10.)

En estos episodios encontramos evidencia de la creencia que el profesor posee con respecto

al potencial didactico de las metaforas (P.1.10., 2-5) y de los conocimientos que habria

movilizado durante el uso de este ejemplo. Observamos que Pablo conoce un procedimiento

que le permite comprobar la pertinencia de un término general propuesto para una sucesién

(KoT; procedimientos — E.1.10., 16-25); y sabe que el término general de una sucesién nos

debe permitir obtener todos los términos de la sucesion, respetando el orden (KoT;

fenomenologia y aplicaciones — E.1.10., 16-27); que para determinar el término general de

una sucesion se debe considerar el termino a, y la diferencia que existe entre dos términos

consecutivos (KoT; procedimientos — E.1.10., 5-6); y cdmo determinar los términos de una

sucesién por medio del término general (KoT; procedimiento — E.1.10., 16-18). También

encontramos evidencias de conocimientos correspondientes a su PCK. Sabe que referirse al
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término general como “la llave” puede favorecer la compresion de los estudiantes de este
concepto (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — E.1.10., 20, 28); conoce el error que
cometen algunos estudiantes al determinar un término general que considera solo la
distancia que existe entre dos términos consecutivos, pero no considera el término a; (KFLM;
Fortalezas y dificultades — E.1.10., 5-6, 24-27); y conoce una estrategia que permite a los
estudiantes evaluar la pertinencia del término general propuesto (KMT; estrategias, técnicas,

tareas y ejemplos — E.1.10., 16-30).

Durante el desarrollo de este ejemplo observamos las siguientes relaciones. Vemos como
distintos conocimientos correspondientes a su KoT, su conocimiento sobre los elementos
gue se deben considerar al establecer el término general de una sucesién (KoT (3)) y su
conocimiento sobre que el término general nos permite obtener todos los términos de una
sucesion (KoT), sustentan su conocimiento sobre el error que estan cometiendo los
estudiantes al establecer un término general que no les permite obtener los términos de la
sucesion en el orden correcto y que no considera el término a; en su elaboracién (KFLM),
generandose dos relaciones KoT — KFLM. Este KFLM evoca conocimientos
correspondientes a su KMT que le permiten abordar el error que comenten los estudiantes.
Evoca el conocimiento que Pablo posee de dos estrategias: una que permite a los estudiantes
evaluar la pertinencia del término general que han seleccionado (KMT (1)) y otra que puede
favorecer la compresion de los estudiantes del concepto término general (KMT (2)),

evidencidandose en ambos casos la relacion KFLM -» KMT.

Evidenciamos también una relacidn entre la creencia que Pablo posee sobre el potencial
didactico de las metdforas y su conocimiento sobre lo favorable que resulta para la
compresion de los estudiantes referirse al término general como “la llave”, su creencia
sustenta su KMT. Esta creencia también evoca su conocimiento sobre la funcion del término
general, el cual sustenta la creacién de la metafora que utiliza en clase, generandose una
relacion KoT — KMT. Por ultimo, encontramos distintas relaciones entre su KMT y su KoT,
su conocimiento sobre un procedimiento que permite verificar la pertinencia de un término
general propuesto para una sucesion (KoT) sustenta la estrategia que presenta a los
estudiantes para evaluar el término general que han propuesto (KMT), generandose una
relacion KoT — KMT, a la vez que, el uso de esta estrategia evoca el conocimiento que el
profesor posee sobre como se calculan los términos de una sucesion por medio del término
general (KoT) este conocimiento le permite ejecutar la estrategia, evidencidndose una

relacion KMT - KoT.
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Figura 23

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.1.10.

Evoca Sustenta

Sustenta

Sustenta Sustenta

KMT (1)
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

KMT (2)
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Evoca

Sustenta

El siguiente episodio (ejemplo 1.11) se describe el trabajo que realizaron con el ejemplo de
sucesioén que selecciond el profesor para que los estudiantes determinen su término general.
Corresponde a un ejemplo activo para la practica de un procedimiento. El profesor
selecciona la sucesién 3,5,7,9,11 ... con el propdsito de que los estudiantes establezcan su

término general, motivando de esta forma la participacién de los estudiantes en el desarrollo

del ejemplo.
1 ¢Cudl es el termino general de esta serie? De manera que, con la férmula, tu
2 busques el que quieras.
3 (Escribe en la pizarra) 3,5,7,9,11 ... a, =
4 P Primero, segundo, tercero, cuarto, este es el quinto ¢ podéis buscar una expresion
5 matematica que te permita buscar cualquiera?
6 A Por dos mas uno.
7 P: Pero por dos cual.
8 A: Dos por a ene mas uno.
9 P: A vale voy a copiarlo, dos a ene mas uno, esta es una expresion, esto es una llave
10 éabre o no abre este cofre? Vamos a verlo, vamos a comprobarlo.
11 (Escribe en la pizarra) a, = 2a, + 1
12 P Vamos a comprobar si este (sefialando a, = 2a, + 1) es la llave de este
13 (sefialando la serie 3,5, 7,9, 11). Ya sabéis que estoy diciendo si este es el término
14 general de esta serie, seria la manera correcta. Voy a buscar el término 1,
15 entonces seria dos por el 1, que era el a; mas, dos por uno, dos, mas uno, tres.
16 (Escribe en la pizarra)a; =2-1+1=3
17 P El uno si ha salido, pero estoy diciendo que la llave tiene que valer para todos los
18 términos no para unos cuantos. Entonces vamos a buscar el término dos, dos por
19 dos, mas uno, sale cinco.
20 (Escribe en la pizarra)a, =2:-24+1=5
21 P Ah mira. Me parece que esta es la llave, me parece que puede ser. Y ahora tu
22 coges... Ah, vamos a buscar el término cinco cual seria, pues seria dos por cinco
23 mas uno ¢éLo cumple?
24 (Escribe en la pizarra)as =254+ 1 =11
25 A Si.
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26 P: A tu has buscado la llave, has controlado el juego (conoces el término general).
(E.1.11.)

Con el propdsito de obtener informacion que nos permitiera identificar los conocimientos
movilizados por el profesor durante la seleccién y uso de este ejemplo, le realizamos las

siguientes preguntas.

I: ¢Por qué utiliza metaforas al entregar nuevos conceptos?

P: Porque la metafora en la memoria es mds cémoda recordar, mas comodo de
comparar, yo creo que didacticamente tiene mas elementos graficos o mentales
porque tu cuando estas con una metdfora te haces imagenes mentales y eso
luego ayuda mucho a recordar y a componer los conceptos de manera correcta.

I: éPor qué razoén selecciona el ejercicio c?

P: Por la simplicidad del ejercicio para ellos. No quise coger una progresion que
tuviera una complicacion matemadtica en buscar el término general, es comoda
para ver la ventaja de luego usarlo (término general), la ventaja que tiene el
controlarlo.

OO NOUL A WN R

[EEN
o

(P.1.11.)
Las respuestas entregadas por el profesor nos dan evidencia de los subdominios movilizados
durante la seleccién de este ejemplo. Pablo sabe que para los estudiantes sera sencillo
determinar el término general de la sucesidn que ha seleccionado (KFLM; fortalezas y
dificultades — P.1.11., 7-8); y que esta sucesidn es apropiada para que los estudiantes vean lo
favorable que resulta trabajar con el término general (KMT; estrategias, técnicas, tareas y
ejemplos — P.1.11., 9-10). De esta forma, hemos evidenciado una relacién KMT < KFLM,
su conocimiento sobre lo apropiada que resulta esta sucesién para mostrar a los estudiantes
lo favorable de utilizar el término general (KFLM), se complementa con su conocimiento
sobre lo sencillo que resultara para los estudiantes determinar el término general de esta

sucesioén (KMT), esta relacion favorece la eleccion de este ejemplo de sucesion.
Figura 24

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.1.11.

KMT Se complementan
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Estos episodios también nos permitieron obtener evidencia de los conocimientos movilizados

por el profesor al utilizar este ejemplo. Vemos que Pablo conoce un procedimiento que le
permite verificar la pertinencia de un término general propuesto para una sucesion (KoT;

procedimientos —E.1.11., 12-26); y el procedimiento que le permite obtener los términos de una
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sucesién por medio del término general (KoT; procedimientos — E.1.11., 15-25). Sabe expresar
algebraicamente el término general que los estudiantes han propuesto para la sucesion (KoT;
registro de representacién — E.1.11., 11); y que el término general nos debe permitir obtener
todos los términos de una sucesién y en el mismo orden (KoT; fenomenologia y aplicaciones —
E.1.11,, 4-5). También encontramos evidencia de la creencia que el profesor posee con respecto
al potencial didactico de las metaforas (P.1.11., 2-5) y del conocimiento que posee sobre lo
favorable que resulta para la comprensidn de los estudiantes referirse al término general como

“la llave” (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — E.1.11., 18).

Durante el desarrollo de este ejemplo encontramos evidencia de distintas relaciones. Vemos
una relacion KMT < KMT, su conocimiento sobre lo apropiada que resulta este ejemplo de
sucesioén para que los estudiantes determinen su término general (KMT), se complementa con
su conocimiento de una estrategia que permite a los estudiantes verificar la pertinencia del
término general que han propuesto (KMT (1)). Este ultimo KMT evocar y se sustenta en
conocimientos correspondientes a su KoT. Se sustenta en el conocimiento que Pablo posee de
un procedimiento que le permite verificar la pertinencia del término general propuesto para una
sucesiéon (KoT (1)), generando una relacion KoT — KMT; y evoca los conocimientos que
necesita para desarrollar esta estrategia, el conocimiento que le permite expresar
algebraicamente el término general propuesto (KoT) y el conocimiento que le permite
determinar los términos de una sucesidon por medio del término general (KoT (2)),
conocimientos que se complementan durante el desarrollo del ejemplo, generando una relacién

KMT - KoT y una KoT < KoT.

También encontramos las mismas relaciones que ya han sido descritas en otros ejemplos, la
relacion entre su creencia, su KMT y su KoT. La idea que manifiesta en relacién con el potencial
didactico de las metaforas evoca el KoT que le permite crear esta metafora y sustenta su
conocimiento sobre lo favorable que resulta para la compresion de los estudiantes referirse al
término general como “la llave” (KMT). Finalmente, evidenciamos una relacion KoT — KMT, el
conocimiento que posee sobre la funcidon que cumple el término general de una sucesién (KoT)
sustenta la creacion de la metafora que utiliza para favorecer la compresién de este concepto

(KMT).
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Figura 25

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.1.11.

KMT | se complementan
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos )

Se complementan

KMT (1) ] Ssustenta
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos
J

Evoca |

Se complementan

Sustenta KMT (2)
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

1

Sustenta

5.2. Sesion 2

El profesor comenzé esta sesion revisando algunos ejercicios que les habia propuesto al finalizar
la clase anterior en los que se pedia a los estudiantes que encontraran los cuatro primeros
términos de una sucesidn utilizando el término general. Los términos que obtuvieron en una de
las sucesiones llevo al profesor a presentar y definir, por medio de un ejemplo, las sucesiones
crecientes y decrecientes. Puso énfasis en la diferencia que hay entre la posicion de un término
y su valor y comenzd a desarrollar el estudio de las progresiones aritméticas, analizando la
definicién que se presenta en el texto de estudio, la construccién de la féormula a,, = a; +
(n—1) - d y realizando la construccion del término general de una progresién aritmética y la
busqueda de algunos de sus términos. Finalizd esta sesion introduciendo la suma de los primeros

n términos de una progresion aritmética.

En el episodio que se presenta a continuacién (ejemplo 2.1) vemos al profesor presentado un
ejemplo de sucesion creciente y uno de sucesién decreciente. Corresponde a un ejemplo activo
para la ensefianza de un concepto. Los términos que obtuvieron para una de las sucesiones lo
llevaron a introducir los conceptos creciente y decreciente; el profesor presenta un ejemplo que
le permite aclarar cémo es una sucesién creciente y una decreciente, en este ejemplo vemos al

profesor interactuando con los estudiantes.

1 -1/3; —1/4;1/5;5/6

2 P Empezdis a darte cuenta de que hay algunos términos que son negativos, pero
3 luego son positivos. Mira éesta sucesidn va creciendo o decreciendo?

4 A Decreciendo — Bueno la mitad de cada uno — Creciente.
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5 P: Va creciendo, éno? A ver, luego tu te puedes encontrar sucesiones, ¢cuando digo
6 gue una sucesion es creciente? Cuando los términos a medida que van
7 avanzando, son mayores que el anterior, {puede haber sucesiones en el sentido
8 contrario?

9 A ¢En sentido contrario a qué te refieres?

10 P: Que sean..., esta es creciente hemos dicho éno? Va aumentando. Hemos dicho
11 eso éno? Y ipuede haber sucesiones decrecientes? Estoy preguntando.

12 A: ¢En los negativos solamente?

13 P: No tiene por qué ser negativo Escucha bien, no confunda ¢Qué significa una
14 sucesién decreciente? Que los términos van disminuyendo, no tienen por qué ser
15 negativos, puede que si, puede que no. La clave es que el siguiente es menor que
16 el anterior, y asi sucesivamente. Por ejemplo, la serie de los nUmeros naturales.
17 ¢Cémo es?

18 A: Creciente — Creciente, va aumentando.

19 P: Creciente.

20 A Bueno eso depende de donde lo mire — Da siempre lo mismo.

21 P: Es cierto, ha hecho un matiz muy légico. Yo te puedo poner una serie vista en

22 sentido contrario. Por ejemplo 10,9, 8,7, 6, ... es una serie, y iesta cdmo es?
Decreciente.

N
w
>

(E.2.1.)

Para indagar en los distintos conocimientos que podrian haber influido en la seleccidn de este

ejemplo, le realizamos a Pablo las siguientes preguntas.

I: éPor qué selecciona esta sucesion? (preguntando el ejemplo de sucesién
creciente, la serie de los nimeros naturales).

Porque es una sucesion que ya conocian, y resulta sencillo ver que es creciente,
que los términos van aumentando.

A WN PR
o

(P.2.1.)

Las respuestas entregadas por el profesor nos dan evidencias de los conocimientos que Pablo
movilizé durante la seleccidn del ejemplo. Sabe que existe una conexién entre la serie de los
numeros naturales y las sucesiones crecientes (KSM; conexiones auxiliares — P.2.1., 3); que el
conocimiento que los estudiantes poseen de la serie de los nimeros naturales puede ser el
soporte para la comprensién de la sucesion creciente (KMLS; secuenciacion de temas — P.2.1,,
3-4); y que este ejemplo de sucesion permitira que los estudiantes visualicen la condicidn que
cumplen las sucesiones crecientes (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — P.2.1., 3-4).
De esta forma, durante la seleccidn de este ejemplo evidenciamos distintas relaciones. En
primer lugar, vemos que el conocimiento que Pablo posee sobre la conexién que existe entre la
serie de los nimeros naturales y las sucesiones crecientes (KSM) sustenta su conocimiento sobre
que lo que han trabajado previamente los estudiantes de la serie de los niUmeros naturales
puede contribuir a la comprensidon de las sucesiones crecientes (KMLS), generdndose una
relacion KSM — KMLS. Y la relacién que existe entre estos dos conocimientos parece sustentar

su KMT. El saber que existe una relacién entre las sucesiones creciente y la serie de los nimeros
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naturales (KSM) y que el conocimiento que los estudiantes poseen sobre la serie de los nimeros
naturales puede contribuir a la comprensidn de las sucesiones crecientes (KMLS), sustentan su
conocimiento sobre lo favorable que resulta el ejemplo de sucesién que ha seleccionado para
evidenciar la caracteristica de las sucesiones crecientes (KMT), estableciéndose una relacion
(KSM - KMLS) - KMT.

Figura 26

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.2.1.

KSM
[ Conexiones auxiliares
Sustentan KMT
Sustenta Estrategias, técnicas, tll‘lll!,'l]lmphl]

‘ KMLS

Secuenciacion de temas

El episodio también nos permitié obtener evidencia de los subdominios movilizados por el
profesor al momento de utilizar este ejemplo. Vemos que Pablo conoce la condicién que
cumplen las sucesiones crecientes y las decrecientes (KoT; definiciones, propiedades y sus
fundamentos — E.2.1.,, 5-7, 13-15); y reconoce el error que estan cometiendo algunos
estudiantes al asociar las sucesiones decrecientes a los numeros negativos (KFLM; fortalezas y

dificultades — E.2.1., 12).

Durante el desarrollo de este ejemplo evidenciamos una relacién entre su KoT y su KSM, el
conocimiento que posee sobre la condicién que cumplen las sucesiones crecientes y
decrecientes (KoT), parece sustentar a su conocimiento de la conexidon que existe entre las
sucesiones crecientes y la serie de los nUmeros naturales (KSM), estableciéndose una relacion
KoT — KSM. También vemos que este conocimiento sobre las sucesiones crecientes vy
decrecientes (KoT) sustenta a su conocimiento sobre el error que estan cometiendo algunos
estudiantes a asociar las sucesiones decrecientes a los nimeros negativos (KFLM), generandose
una relacién KoT — KFLM. Finalmente evidenciamos una relacion KFLM —-» KMT, el
conocimiento que posee sobre el error que manifiestan los estudiantes en relacidon con las
sucesiones crecientes y decrecientes (KFLM), evoca su conocimiento sobre una estrategia que

le permita afrontar este este error (KMT).

108



Figura 27

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.2.1.

Sustenta

Sustenta
Evoca
KSmMm
[ Conexiones auxiliares
Sustentan KMT

Sustenta Estrategias, técnicas, tareas y ejnmplo:]

‘ KMLS W
Secuenciacién de temas

En el siguiente episodio (ejemplo 2.2) vemos a Pablo utilizando un ejemplo para abordar una
confusidn que observa en relacion con los términos de una sucesion. Corresponde a un ejemplo
activo para la ensefianza de un concepto. El profesor utiliza los valores que han obtenido para
una de las sucesiones 1, 3, 6, 10 ... para ejemplificar que el valor de un determinado término no
tiene por qué coincidir con el nimero que determina su posicion. El profesor motiva la

participacion de los estudiantes durante el desarrollo de este ejemplo.

1 P No confundan el valor de un término con el orden del término, el término 1 puede
2 valer 8, o puede valer 1, o puede valer lo que fuera. El término 2 no tiene por qué
3 valer dos, pero dos es la posicion, y a veces estan mezclando la posicion con su
4 valor, éno? éCuanto vale en esta sucesion el término 1°?

5 A: Uno.

6 P: Uno, pero mira aqui ahora. Y éicudnto vale el término 2?

7 A No lo sabemos.

8 P: Si lo sabéis.

9 A: Tres.

10 ©P: Tres, lo acabas de calcular.

11 A: Lo sacamos con la férmula.

12 P: Claro, é¢ya sabéis cuanto vale el segundo término? Tres éno?

13 A Si.

(E.2.2.)

Este episodio nos ha permitido obtener evidencia de los conocimientos movilizados por el
profesor al utilizar este ejemplo. Vemos que Pablo sabe que la posicidon de un término no tiene
por qué coincidir con su valor, son distintos elementos (KoT; definiciones, propiedades y sus
fundamentos — E.2.2., 1-4); que algunos estudiantes comenten el error de confundir la posicion
de un término con su valor (KFLM; fortalezas y dificultades — E.2.2., 3-4); y conoce una estrategia
que le permite mostrar a los estudiantes que la posicidn de un término no tiene por qué coincidir

con su valor (KMT,; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — E.2.2, 4-10).
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Durante el desarrollo de este ejemplo hemos evidenciado una relacion KoT — KFLM y una
KoT — KMT. El conocimiento que Pablo posee sobre los distintos elementos asociados a
cualquier término de una sucesién (KoT), sustenta el conocimiento que posee sobre el error que
cometen algunos estudiantes al confundir el valor de un término con su posicion (KFLM); y su
conocimiento de una estrategia apropiada para abordar este error (KMT). También
evidenciamos, por ello, una relacién entre estos dos conocimientos, el KFLM movilizado por
Pablo parece evocar su conocimiento de una estrategia (un ejemplo) que le permite abordar el
error que estan cometiendo algunos estudiantes (KMT), generdndose una relacién KFLM —

KMT.
Figura 28

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.2.2.

Sustenta

Estr ias, técnicas, tareas y ej

Sustenta f KMT
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En el siguiente episodio (ejemplo 2.3) vemos al profesor realizando un ejemplo de cémo el
término general de las progresiones aritméticas, la expresiéon a, =a; +(n—1)-d, nos
permite obtener el término general de una progresion aritmética en particular. Corresponde a
un ejemplo activo para la ensefianza de un procedimiento. El profesor desarrolla una actividad
que “obliga” a los estudiantes a buscar el término general de una progresion aritmética, propone
a los estudiantes el término a; y la distancia de una progresion aritmética y les pide que
determinen el término 200. Utiliza esta situacidn para centrase en la ejemplificacion de como
obtener el término general por medio de la expresién a, =a; + (n—1)-d. Motiva la

participacion de los estudiantes, guidndolos en el procedimiento de construccion del término

general.
1 P: Por ejemplo, pon los primeros términos de una progresién aritmética cuyo
2 término 1 es el ocho y la distancia es 5. ¢Y cédmo buscarias tu el término 2007?
3 A an,.
4 P Un momento, escuchary pensar. Tu quieres buscar el término 200. Esta claro que
5 no vas a ir de uno en uno. Si empezaras de uno a uno llegarias a que si, y te va a
6 llevar un rato éno? Esa no es la cuestion, vale. Esta es la llave de todas las llaves,
7 es la llave maestra de todas las progresiones aritméticas.
8 (Escribe en la pizarra) a, =a;+ (n—1)-d
9 P: Por ejemplo, con estos datos (sefialando a; = 8 y d = 5) ¢Puedo buscar la llave

[y
o

de esta progresién? Y luego ébuscar este (sefialando a, ) 0 el que quiera?

110



11 A Si.

12 P: Muy sencillo, mete aqui (en a,, = a; + (n — 1) - d) los datos que tienes ( a; =
13 8 y d = 5) y te sale una llave mas comoda para buscar todos los términos que
14 quieras mas comodamente. Por ejemplo ¢ Cémo seria la llave solo de esta? Pues
15 seria ¢El a4 cuanto vale?
16 A: Ocho.
17 P: La sustituyes ocho, n menos uno ¢Cudnto vale la distancia?
18 A: Cinco.
19 (Escribe en la pizarra) a, =8+ (n—1)-5
20 P: ¢Cinco por n?
21 A Cinco n.
22 P Cinco n y menos cinco, verdad, ¢y esto lo puedo reducir todavia?
23 (Escribe en la pizarra)a, =8+ (n—1)-5=8+5n—-5
24 P Por aqui hay un ocho y aqui un menos cinco ¢Cuanto queda?
25 A: Tres mas cinco n.
26 P: Cinco n mas tres, verdad, vale, esto es igual a cinco n mds tres
27 (Escribe en la pizarra) a, =8+ (n—1)-5=8+5n—5=5n+3
28 P: Resulta que con esta llave es mas cdmoda que esta (a, =a; + (n—1) -d) yo
29 puedo manejarme con esta sucesion (8,13, 18).
(E.2.3.)

Con el propdsito de obtener evidencia que nos permitiera profundizar en los conocimientos
movilizados por el profesor durante la seleccién y el uso de este ejemplo, le realizamos las

siguientes preguntas.

I: éPor qué selecciona estos primeros datos y les pide buscar 200 y no uno mas
pequeno?

P: Por recurrir a algo concreto a lo que ya habiamos anunciado en momentos
anteriores. Y para que vean la ventaja que tiene controlar una sucesién, que no
importa que sea el 4 o el 200, tu cémodamente con un cdlculo similar llegas al
200 por tener el término general. Que si tu no lo tuvieras, pero has controlado la
clave de las progresiones geométricas te puede tomar tres semanas para llegar
al término.

I: éPor qué utiliza metaforas al entregar nuevos conceptos?

Porque la metafora en la memoria es mas cémoda recordar, mas comodo de

comparar, yo creo que didacticamente tiene mas elementos graficos o mentales

porque tu cuando estas con una metafora te haces imdgenes mentales y eso
luego ayuda mucho a recordar y a componer los conceptos de manera correcta.
(P.2.3.)

OO NOOULL A, WN B

[ S G
W N RO
o

La respuesta entregada por Pablo nos permitié obtener evidencia de los conocimientos que
habrian operado en la seleccidon de este ejemplo. Sabe que la busqueda del término 200 le
permite mostrar lo favorable que resulta controlar la sucesion (conocer el término general)
(KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — P.2.3., 4); que el término general le permite
obtener cualquier término de la sucesion de forma cémoda (KoT; fenomenologia y aplicaciones

— P.2.3, 4-5); y conoce una estrategia que podrian utilizar los estudiantes para determinar los
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términos de una progresién sin considerar su término general (KFLM; formas de interaccién con

el contenido matematico — P.2.3., 6-8).

Durante la seleccién del ejemplo evidenciamos una relaciéon KFLM - KMT, el conocimiento
que Pablo posee sobre la estrategia que podrian ocupar algunos estudiantes para determinar
los términos de una sucesidn, sin considerar el término general (KFLM), evoca su conocimiento
sobre una estrategia, la busqueda de un término de generalizacién lejana, la cual le permitiria
mostrar lo favorable que resulta trabajar con el término general (KMT). También vemos una
relacion entre este KMT y su KoT, pues el conocimiento que posee sobre que el término general
le permite obtener de forma comoda cualquier término de la progresidon (KoT), sustenta su
conocimiento sobre lo apropiado que resulta proponer la busqueda de un término de
generalizacién lejana para mostrar lo favorable de trabajar con el término general (KMT),

generandose una relacion KoT — KMT.
Figura 29

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.2.3.

Sustenta
Evoca KMT
Estrategias, técnicas, y ejemplos

Estos episodios también nos entregaron evidencias de los conocimientos movilizados por Pablo

al utilizar este ejemplo. Encontramos evidencias de su creencia en relacidon con el potencial
diddctico de las metaforas (P.2.3., 10-13); y de que Pablo sabe que el término general a,, = a; +
(n—1)-d le permite obtener el término general de cualquier progresién aritmética (KoT;
fenomenologia y aplicaciones — E.2.3., 6-10). Pablo sabe cémo construir el término general de
una progresion aritmética a partir del término general de las progresiones aritméticas, a,, =
a, + (n—1) - d (KoT; procedimientos — E.2.3., 14-27); que la expresién a, =a; +(n—1)-d
nos permite obtener cualquier término de cualquier progresidn aritmética (KoT; fenomenologia
y aplicaciones — E.2.3., 27-29); y que referirse al término general a, = a; + (n — 1) - d como
“la llave maestra” y al término general de una progresién aritmética como “la llave” puede
favorecer la comprensién de estos conceptos (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos —

E.2.3., 7, 9-10).
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Durante el desarrollo de este ejemplo vemos una relacion entre su KMT y su KoT. Su
conocimiento sobre lo apropiado que resulta plantear la busqueda del término 200 para
mostrar lo favorable de trabajar con el término general de la progresion aritmética (KMT), evoca
al conocimiento que le permite construir el término general de la progresion aritmética a partir
de la expresion a, =a; +(n—1)-d (KoT), estableciéndose una relacion KMT - KoT.
También evidenciamos la relacién que hemos encontrado en episodios anteriores, entre su
creencia, su KoT y su KMT. Su creencia sobre el potencial didactico de las metaforas evoca los
conocimientos que posee sobre la expresion a,, = a; + (n — 1) - d y sobre el término general
de una progresion aritmética (KoT) y sustenta su conocimiento sobre lo favorable que resulta
referirse a la expresién a, = a; + (n — 1) - d como “la llave maestra” y al término general de
una progresién aritmética como “la llave” (KMT). El KoT que ha movilizado es el conocimiento

gue sustenta la creacién de estas metaforas, generandose una relacién KoT — KMT.
Figura 30

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.2.3.

Sustenta
Evoca KMT Evoca
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos
Sustenta KMT
, tareas y ejempl

Sustenta

En el siguiente episodio (ejemplo 2.4) vemos el trabajo que el profesor continué desarrollando
con la progresion aritmética anterior, abordando algunos ejemplos de cémo deben trabajar con
el término general para obtener distintos términos de la progresién. Corresponde a un ejemplo
activo para la ensefianza de un procedimiento. Después de haber obtenido el término general
de la progresién, el profesor utiliza esta informacién para desarrollar un par de ejemplos de
cémo deben operar con el término general para obtener un determinado término de la

progresion, guiando a los estudiantes en el proceso y motivando su participacion.

1 (Escribe en la pizarra) a,, = 5n + 3

2 P Por ejemplo, si yo quiero buscar el término diez ¢Cual es el término diez de esa?
3 ¢Cinco por diez?

4 A Cincuentay tres.

5 P: Vale, y si ahora quiero buscar el término 200 de esta, que es el que yo queria,
6 pues seria 5 por 200.

7 A 1.000.
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8 P 1.000, mas tres.
9 A 1.003.
(E.2.4.)

Para indagar en los conocimientos que operaron en la seleccién de este ejemplo, consideramos
nuevamente esta pregunta, porque el profesor continuaba trabajando con la misma progresion,

realizando la busqueda del término que les propuso previamente.

l: ¢Por qué selecciona estos primeros datos y les pide buscar 200 y no uno mas
pequeno?
P: Por recurrir a algo concreto a lo que ya habiamos anunciado en momentos

anteriores. Y para que vean la ventaja que tiene controlar una sucesién, que no
importa que sea el 4 o el 200, tu cémodamente con un calculo similar llegas al
200 por tener el término general. Que si tu no lo tuvieras, pero has controlado la
clave de las progresiones geométricas te puede tomar tres semanas para llegar
al término.

oOoNOOU A WN R

(P.2.4.)
Al tratarse del desarrollo del ejemplo que utilizé anteriormente para mostrar cémo construir el
término general de una progresion aritmética, evidenciamos practicamente las mismas
relaciones. Pablo sabe que el término general de la progresion le permite obtener cualquiera de
sus términos de forma cémoda (KoT; fenomenologia y aplicaciones — P.2.4, 4-5); sabe que la
busqueda de un término de generalizacion lejana le permite mostrar lo favorable que resulta
controlar la sucesion (conocer el término general) (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos
—P.2.4.,4);y conoce la estrategia que podrian utilizar los estudiantes para determinar el término
200, sin utilizar el término general de la progresion (KFLM; formas de interaccién con el

contenido matematico — P.2.4., 6-8).

Evidenciamos, en la seleccidon de este ejemplo, las mismas relaciones que describimos en la
seleccion del ejemplo anterior. Una relacién KFLM - KMT, el conocimiento que posee sobre
la estrategia que podrian utilizar los estudiantes (KFLM), evoca su conocimiento sobre una
estrategia que le permite mostrar lo favorable de trabajar con el término general de la
progresion (KMT). Y una relacion KoT — KMT, el conocimiento que posee sobre la utilidad del
término general de una progresién aritmética (KoT), sustenta su conocimiento sobre lo
permitente de esta actividad para mostrar los favorable de trabajar con el término general de la

progresion (KMT).
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Figura 31

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.2.4.

Sustenta

Evoca KMT
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Durante el desarrollo de este ejemplo vemos que Pablo sabe cdmo obtener los términos de una
progresion aritmética por medio de su término general (KoT; procedimientos — E.2.4., 2-9). De
esta forma, en el desarrollo de este ejemplo, vemos una relacion KMT — KoT, su conocimiento
sobre lo permitente que resulta buscar un término de generalizacidn lejana para mostrar lo
favorable de trabajar con el término general de la progresién (KMT) parece evocar los
conocimientos que le permiten buscar un determinado término por medio del término general

(KoT).
Figura 32

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.2.4.

Sustenta
Evoca KMT Evoca
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

En el siguiente episodio (ejemplo 2.5) se describe la situacion que el profesor utilizd para

ejemplificar la forma de sumar los primeros n términos de una progresidon aritmética.
Corresponde a un ejemplo pasivo para la enseifianza de un procedimiento. El profesor describe
la historia de Carl Friedrich Gauss para mostrar a los estudiantes una forma de sumar los
primeros ene términos de una progresion aritmética. En este ejemplo el profesor no propicia la

participacidon de los estudiantes.

P: Bueno voy a proponer una situacién que ocurrié en la realidad, nosotros vamos
a aprender a buscar cualquier término de usa progresion aritmética pero también
vamos a buscar la suma de todos los términos, por ejemplo, yo te digo ¢Cuanto
vale la suma de los 100 primeros numeros?

P: ¢Habrd un mecanismo que te permita hacerlo cémodamente? Que no sea uno
mas dos tres, mas tres seis, mas cuatro diez, puntos suspensivos hasta llegar a
100, que tendrias que hacer 100 sumas, verdad. Y si te preguntan que hagas la

NoubhwN R
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8 suma de los 1.000 primeros, es pesado, ese mecanismo no es un mecanismo
9 comodo, entendéis.

10 P: Bueno os voy a comentar un caso real. Un maestro de primaria no tenia muchas
11 ganas de trabajar y les dijo mira, van a sumar del 1 al 100, lo vais a hacer en tu
12 cuaderno, cuando hayas sumado el tltimo ahi me lo muestras. Les dejo esta tarea
13 larga, comoda y sencilla y los dejo, queria estar tranquilo.
14 P: No habian pasado dos minutos y se levanta un nifo con diez aifos, maestro yo ya
15 he acabado, cdmo, que yo ya he acabado, y cuanto te da, me da 5.050. Y entonces
16 el maestro se queda un poco pillado dice, espérate y ti cdmo lo has hecho.
17 P: Estos son los numeros, éno?
18 (Escribe en la pizarra) 1,2, ... ... ... ... .....97,98,99,100
19 A: Si.
20 P: Si sumas el primero con el ultimo, el segundo con el pendultimo, siempre sale lo
21 mismo 101, el antepenultimo con el tercero siempre sale 101, no maestro,
22 cuantas parejitas hay en 100, 50 verdad maestro, pues 101 x 50 son 5.050.
23 |

—

|
1, 2, 3, wuw.. 98, 99, 100
| I

(E.2.5.)

Con el propédsito de obtener evidencias de los distintos conocimientos que podrian haber

influido en la seleccion de este ejemplo, le realizamos a Pablo la siguiente pregunta.

1 éPor qué expone toda la historia de como se origind la férmula para la suma de
2 los términos de una sucesién y no les dice simplemente esta es la férmula?

3 P: No es solo el ejemplo, es también la significacidon, es una manera de predisponer
4 a una curiosidad. La historia genera una curiosidad, entonces ya la propia
5 curiosidad cambia la actitud del alumno ante lo que viene a continuacién, ya es
6 un logro. Segundo, depende del tipo de ejemplo, al final provoca una reaccion en
7 la que hace que tu te impliques mas y quieras escuchar lo que pasa y luego te
8 enteras como lo resolvié. Entonces también te puede ayudar eso un poco a
9 controlar luego la situacion, memorizar la suma de varios términos de una
10 sucesién aritmética es relativamente cdmoda porque en vez de memorizar asi a
11 ciegas tu dices espérate, este lo que hizo fue coger el primero y el ultimo, bueno
12 entre el primero y el ultimo estd agrupando en pareja, pues al final hace un
13 numero de sumas que es la mitad de todos lo que hay, y esa forma de recordar
14 la formula es muy cémoda.

(P.2.5.)

La respuesta entregada por el profesor nos da evidencias de los conocimientos que habrian
operado durante la seleccién de este ejemplo. Vemos que Pablo conoce el procedimiento que
permite obtener la suma de los primeros ene términos de una progresion aritmética (KoT;
procedimientos — P.2.5., 11-1), sabe que la ejemplificacién que esta utilizando tiene la
potencialidad de favorecer el que los estudiantes recuerden el procedimiento que deben utilizar
para sumar los primeros n términos de una progresidn aritmética (KMT; estrategias, técnicas,

tareas y ejemplos — P.2.5, 8-14) y genera interés en los estudiantes, en relacidon con el
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procedimiento que permite realizar la suma de los primeros n términos de una progresion

aritmética (KFLM; Aspectos emocionales — P.2.5., 6-8).

De esta forma, durante la seleccion de este ejemplo, evidenciamos una relacion KFLM — KMT
y una relacién KoT — KMT. El conocimiento que Pablo posee sobre el procedimiento que
permite calcular la suma de los primeros n términos de una progresion aritmética (KoT) y sobre
el interés que genera en los estudiantes este ejemplo en particular (KFLM), sustenta su
conocimiento sobre lo favorable que resulta esta ejemplificaciéon para que los estudiantes
recuerden el procedimiento que deben realizar para sumar los primeros n términos de una

progresion aritmética (KMT).
Figura 33

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.2.5.

Sustentan f KMT
—L Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

El episodio correspondiente a este ejemplo nos dio evidencias de que Pablo sabe que, al estudiar
las progresiones aritméticas en este nivel, los estudiantes deben aprender a sumar los primeros
n términos (KMLS; resultados de aprendizajes esperados — E.2.5., 3); conoce un procedimiento
que podrian utilizar los estudiantes para calcular la suma de los primeros n términos de una
progresion aritmética (KFLM; formas de interaccidn con el contenido matematico — E.2.5., 5-9);
y una forma de representar graficamente el proceso que se realiza al sumar los primeros ene

términos de una progresion aritmética (KoT; registros de representacion — E.2.5., 24).

Durante la seleccion de este ejemplo evidenciamos una relacién entre conocimientos de un
mismo subdominio, el conocimiento que Pablo posee sobre el procedimiento que permite
calcular la suma de los primeros n términos de una progresion aritmética (KoT), sustenta el
conocimiento que posee de una representacion grafica de este procedimiento (KoT),
estableciéndose una relacion KoT — KoT. También hemos observado una relacién entre su
KMLS y el resto de los subdominios de su PCK. El conocimiento que posee sobre los resultados
de aprendizaje que deben alcanzar los estudiantes al estudiar las progresiones aritméticas
(KMLS), evoca su conocimiento sobre el procedimiento que podrian utilizar algunos estudiantes
para calcular esta suma de los primeros n términos de una progresion aritmética (KFLM); y su

conocimiento sobre un ejemplo que resulta favorable para que los estudiantes recuerden la
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formula que les permite calcular esta suma (KMT), generdndose una relacion KMLS - KoT vy

una KMLS -» KMT.
Figura 34

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.2.5.

KMLS
Resultados de aprendizaje esperados

Evoca l Evoca

[
Sustentan { KMT ]

Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

5.3. Sesion3

En esta sesidon vemos al profesor profundizando en el estudio de las progresiones aritméticas.
Comienza revisando unos ejercicios sobre la busqueda de los primeros términos de una
sucesién, para luego enfocarse en el estudio de la progresidon aritmética. Comienza
recordandoles la importancia de conocer los elementos claves de esta progresidn para construir
su término general, el término a, y el valor de la distancia, asociando el valor de la distancia a la
idea de creciente y decreciente que vieron en sesiones anteriores. Les entrega la férmula para
calcular la suma de los primeros n términos y realizan un primer ejercicio en donde se le entrega
a los estudiantes el valor de la distancia y el término a; y se les pide que construyan el término
general, que determinen algunos términos especificos y que desarrollen la suma de los primeros
n términos. La sesién concluye con un ejercicio en el cual deben establecer el valor de la
distanciay el término a, para luego construir el término general, buscar los términos solicitados

y calcular la suma de primeros n términos.

En el siguiente episodio (ejemplo 3.1) vemos al profesor ejemplificando un procedimiento que
les permite obtener el valor de la distancia de una progresién aritmética. Corresponde a un
ejemplo pasivo para la ensefianza de un procedimiento. El profesor utiliza la sucesion
3,4,5,6,7,8... para mostrar a los estudiantes como pueden obtener el valor de la distancia y

cémo este valor se relaciona con las sucesiones crecientes y decrecientes.
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1 P: Ya lo estds viendo ahi (sefialando 3, 4, 5, 6, 7, 8), de qué depende, una vez que ves
2 esto ya te das cuenta de que el término uno es tres, que la distancia es uno.

3 A Pero la distancia la tienes que encontrar.

4 P La ves ahi éno?, tu sabes que la distancia es siempre la diferencia entre dos
5 términos consecutivos,

6 —

7 3,405,6,7 8

8 P: Y, ademds, sabes que es creciente. Pero ¢y si le diera la vuelta y fuera
9 decreciente? La distancia es menos uno, élo ves o no?

10 A Si.

11 P Entonces, écomo busco yo siempre la distancia para evitar ese problema? Pues
12 el siguiente menos el anterior, siguiente menos anterior, lo habéis visto, siguiente
13 menos el anterior, entonces nunca tendras problema en saber la distancia, ¢por
14 qué? Porque una distancia puede ser positiva o negativa, pero claro tu dices
15 espérate positiva siempre que es creciente, negativa siempre que sea...

16 A Decreciente

(E.3.1.)
Este episodio nos da evidencias de los distintos conocimientos movilizados por el profesor
durante el desarrollo de este ejemplo. Vemos que Pablo sabe que los estudiantes podrian tener
dificultades al buscar la distancia de una progresién aritmética decreciente (KFLM; fortalezas y
dificultades — E.3.1., 7-10); sabe cémo calcular la distancia de cualquier progresion aritmética,
creciente o decreciente (KoT; procedimiento — E.3.1., 11-13); que las progresiones aritméticas
crecientes tienen una distancia positiva y que las decrecientes tienen una distancia negativa
(KoT; procedimiento — E.3.1., 13-16); y es capaz de identificar los elementos claves (a; y d) de

una progresion aritmética (KoT, procedimientos— E.3.1., 1-2).

En el desarrollo de este ejemplo vemos una relacion entre su KFLM y su KoT. Su conocimiento
acerca de que para los estudiantes podria ser complejo buscar la distancia de una progresion
aritmética decreciente (KFLM) evoca un conjunto de conocimientos procedimentales que le
permiten determinar la distancia de cualquier progresidn aritmética (KoT), generandose una

relacion KFLM - KoT.
Figura 35

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.3.1.

Evoca
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El siguiente episodio (ejemplo 3.2) describe la forma en que el profesor utilizé una progresién
aritmética para ejemplificar el proceso de construccién de su término general. Corresponde a
un ejemplo activo para la practica de un procedimiento. El profesor selecciona una de las
progresiones propuestas en el texto de estudio, la progresion 3,5,7,9,11 y pide a los
estudiantes que determinen su término general utilizando el procedimiento que vieron en la

clase anterior.

1 P Quiero que observéis ahora otro ejemplo que tenéis aqui en el libro, de otra
2 progresion aritmética, es 3, 5, 7,9, 11 ¢Tu puedes buscar el término a,y?

3 A Si.

4 P: Podria buscar cualquier término ¢qué hacemos ahora? Tenemos una aritmética
5 y queremos buscar un término ¢qué hacemos?

6 A Hacemos la férmula.

7 P: Directamente puedes coger la llave maestra, pero hay un camino mas comodo.
8 Busco la llave de esta y busco el término que quiera, écdmo busco la llave de la
9 que estd en el libro? Vamos a ver los ingredientes, écual es el primer término?
10 A: El tres.

11 P: ¢Cudl es la distancia? ¢ La diferencia?

12 A Dos.

13 P: Tu tienes ahora aqui otra progresidn aritmética, tu sabes que el primer término
14 es 3, que la diferencia es 2, tu coges la llave maestra (a, = a; + (n—1) -d), le
15 metes estos ingredientes y obtienes la llave pequeiiita.

16 ¢Cual es la llave de esta progresion? (Cual es la llave pequefiita que controla esa
17 que estd ahi? pues mete los ingredientes aqui (sefialandoa, = a; + (n— 1) - d),
18 y calculas con normalidad. ¢Codmo seria entonces? Decidme

19 A Tres mas...

20 P Ah, ¢ahora qué?

21 A n menos uno por dos.

22 (Escribe en la pizarra) a, =3+ (n—1) -2

23 P Y ahora mira qué sale, mete la Thermomix los ingredientes y te sale el pastelito
24 tranquilito ya sin problemas. ¢Cuanto vale eso? El tres esta aqui, dos n que estd
25 aqui, menos dos, esto lo podemos agrupar, te sale dos n mas uno.

26 ap,=3+2'n—-2=3-2+2'n=2'n+1

27 P Es decir, el termino general es 2n + 1, esta es la llave pequefiita que la has
28 sacado de la llave maestra, ¢habéis visto? Y ahora yo puedo buscar un término
29 cualquier de esa (sefialando 3,5, 7,9, 11) comodamente.

(E.3.2.)

Para obtener evidencias de los conocimientos que podrian haber influido en la seleccion de este

ejemplo de sucesidn, le realizamos a Pablo la siguiente pregunta.

l: éPor qué desarrolla la actividad con esta sucesién?

P: Es una sucesion simple, en la cual no es dificil encontrar el siguiente, y el
siguiente, y el siguiente, aunque tu no conozcas el término general, pero claro si
te preguntan un término muy avanzado cémo tu no tengas el término general.
Te puede llevar a ver la ventaja que tiene el controlar, en este caso conocer el

ua b WN
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6 término general de una sucesién. Volverlo a visualizar vamos, aparte de hacer la
7 practica en si con esta en concreto.

8 I ¢Por qué utiliza metaforas al entregar nuevos conceptos?

9 P Porque la metdfora en la memoria es mas cémoda recordar, mas comodo de
10 comparar, yo creo que didacticamente tiene mas elementos graficos o mentales
11 porque tu cuando estas con una metafora te haces imagenes mentales y eso
12 luego ayuda mucho a recordar y a componer los conceptos de manera correcta.

(P.3.2.)
La respuesta entregada por el profesor nos entregd evidencia de los conocimientos que movilizé
durante la seleccién de este ejemplo. Pablo sabe que el término general de una progresion
aritmética le permite obtener términos de generalizacidon lejana de forma cémoda (KoT,
fenomenologia y aplicaciones — P.3.2., 3-4); que esta progresion aritmética le permite mostrar
la ventaja de conocer el término general (KMT,; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — P.3.2.,
5-6); y conoce un procedimiento que algunos estudiantes podrian utilizar para buscar los
términos de una progresiéon aritmética (KFLM; formas de interacciéon con el contenido

matematico — P.3.2., 2-3).

Durante la seleccion de este ejemplo evidenciamos una relacidn entre su KFLM y su KMT y otra
entre su KoT y su KMT. El conocimiento que Pablo posee sobre el procedimiento que los
estudiantes podrian utilizar para determinar los términos de una progresién aritmética, la
construccion sucesiva de los términos (KFLM), evoca un ejemplo de progresiéon aritmética que
le permite mostrar a los estudiantes lo cdmodo de trabajar con el término general cuando se
buscan términos de generalizacidn lejana (KMT), generandose una relacion KFLM - KMT.
Mientras que el conocimiento que posee sobre el potencial didactico de esta progresion
aritmética (KMT) se sustentar en su conocimiento sobre lo cdmodo que resulta utilizar el
término general para buscar términos de generalizacion lejana (KoT) estableciéndose una

relacion KoT —» KMT.
Figura 36

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.3.2.

KMT
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

I

Evoca

Sustenta
]

Estos episodios también nos permitieron obtener evidencias de su creencia en relacién con el

potencial diddctico de las metaforas (P.3.2., 9-12) y de los distintos conocimientos movilizados
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por Pablo durante el desarrollo de este ejemplo. Sabe realizar operaciones aritméticas con
expresiones algebraicas (KoT; procedimientos — E.3.2., 22-26); sabe que el término general de
las progresiones aritméticas, la expresién a,, = a; + (n — 1) - d, le permite obtener cualquier
término de cualquier progresion aritmética (KoT; fenomenologia y aplicaciones — E.3.2., 7); sabe
que referirse al término general de las progresiones aritméticas como “la llave maestra” y al
término general de una progresion en particular como “la llave pequeiiita” puede favorecer la
comprension de estos conceptos (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — E.3.2., 7); sabe
gue el término general de una progresién aritmética le permite obtener cualquier término de la
progresion de forma cémoda (KoT, fenomenologia y aplicaciones — P.3.2., 27-29); y cédmo
construir el término general de una progresidn aritmética a partir del término general de las

progresiones aritméticas, a,, = a; + (n — 1) - d (KoT; procedimientos — E.3.2., 13-26).

En el desarrollo de este ejemplo evidenciamos una primera relacién entre su KMT vy distintos
conocimientos asociados a la categoria de procedimientos de su KoT. El conocimiento que posee
sobre el potencial didactico de la progresidn aritmética que ha seleccionado, para mostrar la
ventaja de conocer el término general (KMT), evoca los conocimientos procedimentales
necesarios que le permiten construir el término general de la progresidon aritmética
seleccionada; es decir, saber cémo construir el término general de una progresién aritmética, a
partir del término general de las progresiones aritméticas (KoT) y sobre cémo realizar
operaciones aritméticas con expresiones algebraicas (KoT), estableciéndose una relacion

KMT - KoT.

También evidenciamos nuevamente las relaciones que se generan entre su creencia, su KMT y
su KoT al utilizar alguna metdafora. Su creencia sobre el potencial didactico de las metaforas
evoca los conocimientos de fenomenologia y aplicaciones referentes a la expresién a,, = a; +
(n — 1) - d yal término general de una progresion aritmética (KoT); y sustenta su conocimiento
sobre lo favorable que resulta referirse a la expresion a, =a; + (n —1) - d como “la llave
maestra” y al término general de una progresion aritmética como “la llave” (KMT). El KoT que
ha movilizado es el conocimiento que sustenta la creacion de estas metaforas, generandose una

relacion KoT —» KMT.
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Figura 37

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.3.2.

KMT Evoca
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Evoca
SUStenta e té IKMT I | ]
gias, , tareas y ejemp
f

Sustenta

Evoca

El episodio (ejemplo 3.3) que se presenta a continuacion corresponde al instante en que el
profesor selecciona y utiliza por primera vez el ejemplo de sucesidon que ha seleccionado.
Corresponde a un ejemplo activo para la practica de un procedimiento. Pablo selecciona la
sucesion 2,6,10,14,18 ..., propuesta en el texto de estudio, y la utiliza en una primera instancia
para ejemplificar el procedimiento que les permite obtener el término general de una

progresidn aritmética, motivando la participacién de los estudiantes en el desarrollo de este

ejemplo.
1 P: ¢Quién quiere leer el 9? Lo voy a usar de ejemplo.
2 A Yo maestro, comprueba que la sucesién 2,6,10,14,18 ... es una progresion
3 aritmética. Calcula la expresién del término general y el término agy.
4 P Muy bien, éte falta algln ingrediente?
5 A No.
6 P: No, écudles son los que tienes?
7 A La distancia 4 — la n — el primer término.
8 P: Pues seria ese caso es el mas simple éno? Te han dado los ingredientes. Yo voy a
9 preguntar otra cosa que no esta ahi, la suma de los 20 primeros.
10 P Entonces el término general lo saco de ahi (sefialando a, = a; + (n — 1) - d).
11 Esto lo debéis tener tu ya claro, esta es la llave maestra, |la llave maestra la tienes
12 tu tatuada, te la miras cuando tu quieras, porque no te la van a volver a dar.
13 Bueno me vais diciendo ustedes.
14 A Seria ocho, a no dos.
15 P: Dos, porque el a4 es dos, y la distancia es...
16 A: Cuatro.
17 (Escribe en la pizarra) a; = 2 d=4
18 P: Eso ya tenemos todo clarito. Entonces en este caso la a; es dos, pues como yo
19 estoy buscando esto (sefiala a,) voy con los ingredientes.
20 A: Dos mas n menos uno por cuatro.
21 (Escribe en la pizarra)a, =2+ (n—1) -4
22 P Y ahora lo que hemos hecho antes, ahora yo cojo, calculo, simplifico, y me sale
23 que el término general de esta (sefialando 2, 6,10, 14..) la llave pequeiiita de
24 esta, écudnto vale? Mira, ya esto, el que quiera hacerlo mas lentamente que lo
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25 haga, pero bueno, cuatro n, aqui sale un menos cuatro ( —1 - 4) pero aqui hay un
26 dos.

27 A Menos dos.
28 (Escribe en la pizarra) a,, = 4n — 2
29 P: Menos dos, esta es la llave, ya he respondido una pregunta.

(P.3.3.)

Para obtener evidencia de los distintos conocimientos que habrian operado en la seleccion de

este ejemplo, realizamos a Pablo la siguiente pregunta.

I: éPor qué razon trabaja con esta progresion?

P: Es un ejercicio simple donde tu puedes controlar, buscar un término general, de
manera sencilla. Aqui la cuestion no estaba en la complicacidon del célculo
matematico sino en la utilidad de las herramientas, que conozcan el término
general de las progresiones aritméticas, la expresién del término general y que lo
apliquen en estos casos.

l: ¢Por qué utiliza metaforas al entregar nuevos conceptos?

P: Porque la metafora en la memoria es mas cémoda recordar, mas comodo de
comparar, yo creo que didacticamente tiene mas elementos graficos o mentales
porque tu cuando estas con una metafora te haces imagenes mentales y eso
luego ayuda mucho a recordar y a componer los conceptos de manera correcta.

(P.3.3.)

OooNOOTULD,WNEER

=
= O

La respuesta entregada por Pablo nos permitié obtener evidencia de los conocimientos
movilizados durante la seleccién de este ejemplo de progresion aritmética. Vemos que Pablo
sabe que los estudiantes no tendran dificultad en determinar el término general de esta
progresion (KFLM; fortalezas y dificultades — P.3.3., 2-3); que este ejemplo le permite
profundizar en el estudio de la utilidad de las distintas formulas asociadas a las progresiones
aritméticas (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — P.3.3., 3-5); que la expresion a,, =
a; +(n—1)-d le permite obtener el término general de una progresion aritmética (KoT;
fenomenologia y aplicaciones — P.3.3., 5-6); que el término general de una progresién aritmética
le permite obtener cualquiera de sus términos, en este caso el ag, (KoT; fenomenologia y
aplicaciones — P.3.3., 5-6); y que conoce los aprendizajes que deben alcanzar los estudiantes al

estudiar las progresiones aritméticas (KMLS; resultados de aprendizaje esperado — P.3.3., 3-5).

En la seleccion de este ejemplo vemos cdmo los distintos conocimientos se relacionan con el
KMT movilizado por el profesor. El conocimiento que posee sobre los resultados de aprendizaje
gue deben alcanzar los estudiantes al abordar las progresiones aritméticas (KMLS) evoca su
conocimiento sobre un ejemplo de sucesién que le permite profundizar en el estudio de estas
progresiones (KMT), estableciéndose una relacién KMLS - KMT. También evidenciamos una
relacion KoT /KFLM — KMT, su conocimiento sobre la utilidad de la expresiéna,, = a; + (n —

1) - d (KoT), sobre la utilidad del término general de una progresién aritmética (KoT) y su

124



conocimiento sobre que los estudiantes no tendrian dificultad en establecer el término general
de esta progresidon (KFLM), sustentan su conocimiento sobre lo pertinente que resulta este
ejemplo para profundizar en el estudio de las distintas férmulas asociadas a las progresiones

aritméticas (KMT).
Figura 38

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.3.3.

Sustentan

KMLS Evoca KMT
Resultados de aprendizaje esperados Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Estos episodios también nos han permitido obtener evidencias de los conocimientos y la
creencia que el profesor habria movilizado al utilizar este ejemplo. Evidenciamos que Pablo sabe
realizar operaciones aritméticas con expresiones algebraicas (KoT; procedimientos — E.3.3., 21-
28); cdmo construir el término general de una progresion aritmética a partir del término general
de las progresiones aritméticas, a,, = a; + (n — 1) - d (KoT; procedimientos — E.3.3., 13-28); y
que al referirse al término general de las progresiones aritméticas como a “la llave maestra” y
al término general de una progresién en particular como a “la llave pequeiiita” puede favorecer
su comprension de estos conceptos (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — E.3.3., 10-
11, 23). También obtuvimos evidencia de su creencia en relacién con el potencial didactico de

las metaforas (P.3.3, 8-11).

En el desarrollo de este ejemplo evidenciamos una relacion entre su KMT y su KoT. El
conocimiento que posee sobre el potencial de esta sucesidon para mostrar a los estudiantes la
utilidad de las distintas férmulas asociadas a las progresiones aritméticas (KMT) evoca a aquellos
conocimientos procedimentales necesarios para el desarrollo de este ejemplo, a saber, su
conocimiento sobre cdmo construir el término general de una progresidon aritmética a partir de
la expresion a, =a;+(n—1)-d y sobre cémo realizar operaciones aritméticas con
expresiones algebraicas (KoT), generandose una relacion KMT - KoT. También encontramos
nuevamente evidencias de la relaciéon que se da entre su creencia sobre el potencial didactico
de las metaforas, su conocimiento sobre fenomenologia y aplicaciones correspondiente a su KoT

y su conocimiento sobre estrategias, técnicas, tareas y ejemplos correspondiente a su KMT.
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Figura 39

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.3.3.

Sustenta KMT
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

I

Sustentan

1

KMLS Evoca KMT Evoca
Resultados de aprendizaje esperados Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

El siguiente episodio (ejemplo 3.4) describe el instante en que el profesor utiliza la sucesién

Sustenta

Evoca

2,6,10,14,18 ..., para ejemplificar otro procedimiento. Corresponde a un ejemplo activo para la
practica de un procedimiento. Después de haber obtenido el término general de la progresion
aritmética el profesor guia a los estudiantes en el procedimiento que deben realizar para

encontrar el término agy, motivando la participacion de los estudiantes en el desarrollo de este

ejemplo.
1 P: Vale. Puedo buscar entonces el término 80.
2 A Si.
3 P Si, y éaddnde me voy a buscar el término ochenta?
4 A Al a,, — ochenta por cuatro.
5 P: Pues aqui (sefialando a,, = 4n — 2) en la llave pequefita es mds facil, entonces
6 el término 80 seria, coges la llave, cuatro por ochenta, sigue tu.
7 (Escribe en la pizarra) agy = 4(80)
8 A Menos dos.
9 P: Menos dos, y esto écuanto es?
10 (Escribe en la pizarra) agy = 4(80) — 2 =
11 P No me coges la calculadora para eso. Cuatro por ochenta, cuatro por ocho treinta
12 y dos, trecientos veinte, menos dos.
13 A 318
14 (Escribe en la pizarra) agy = 4(80) — 2 = 318
15 P 318, ya has respondido a la segunda pregunta, el término ochenta es el 318.

(E.3.4.)
Hemos considerado para la seleccidn de este ejemplo las mismas preguntas que le realizamos a
Pablo y las mismas relaciones de conocimiento que evidenciamos en el caso anterior, debido a
que la ejemplificacién de este procedimiento se desarrolla con el mismo ejemplo de sucesién

gue utilizé en el episodio descrito anteriormente.

1 ¢Por qué razén trabaja con esta progresion?
2 P Es un ejercicio simple donde tu puedes controlar, buscar un término general, de
3 manera sencilla. Aqui la cuestion no estaba en la complicacion del calculo
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4 matematico sino en la utilidad de las herramientas, que conozcan el término
5 general de las progresiones aritméticas, la expresion del término general y que lo
6 apliquen en estos casos.

7 L éPor qué utiliza metaforas al entregar nuevos conceptos?

8 P: Porque la metafora en la memoria es mas cémoda recordar, mas comodo de
9 comparar, yo creo que diddcticamente tiene mas elementos graficos o mentales
10 porque tu cuando estas con una metdfora te haces imagenes mentales y eso
11 luego ayuda mucho a recordar y a componer los conceptos de manera correcta.

(P.3.4.)
Figura 40

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.3.4.

Sustentan

KMLS Evoca KMT
Resultados de aprendizaje esperados Estrategias, técnicas, y ejempl

En el desarrollo de este ejemplo hemos encontrado evidencia de que Pablo sabe coémo obtener

un determinado término de una progresion aritmética por medio de su término general (KoT;
procedimientos — E.3.4., 6-14); y que el referirse al término general de una progresion en
particular como “la llave pequefita” puede favorecer su comprension de este concepto (KMT;
estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — E.3.4., 5-6). Nuevamente obtenemos evidencia de su

creencia sobre el potencial didactico de las metaforas (P.3.4., 8-11).

En el desarrollo de este ejemplo, al igual que en el anterior, encontramos una relacion entre su
KMT y su KoT, pues el conocimiento que posee sobre el potencial de esta sucesién para mostrar
a los estudiantes la utilidad del término general de una progresiéon aritméticas (KMT) evoca su
conocimiento sobre cdmo obtener un determinado término de una progresién aritmética por
medio de su término general (KoT), conocimiento procedimental necesario para el desarrollo de
este ejemplo, generdandose una relacion KMT - KoT. También encontramos nuevamente
evidencias de la relacidon que se da entre su creencia sobre el potencial didactico de las
metaforas, su conocimiento sobre la utilidad del término general de una progresidn aritmética
(KoT) y su conocimiento sobre lo favorable de referirse al término general de una progresion

como “la llave pequeia” (KMT).
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Figura 41

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.3.4.

Sustenta KMT ]

Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

I

Sustentan

1

KMLS Evoca KMT Evoca
Resultados de aprendizaje esperados Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

El siguiente episodio (ejemplo 3.5) describe la ultima ejemplificacidon de procedimiento que el

Sustenta

Evoca

profesor desarrollé con la sucesién 2,6,10,14,18 .... Corresponde a un ejemplo activo para la
ensefianza de un procedimiento. El profesor utiliza la sucesion 2,6,10,14,18 ... para ejemplificar
el procedimiento que deben realizar para obtener la suma de los primeros 20 términos de una
progresion aritmética por medio de la formula que desarrollaron durante la sesién anterior,

motiva la participacion de los estudiantes en el desarrollo de este ejemplo.

1 P: ¢Ta puedes buscar el término ... la suma de los veinte primeros?
2 A Si.
3 P ¢Qué necesitas?
4 A Ela,.
5 P: Y élo conoces?
6 A Dos.
7 P: Aqui (sefialando a; = 2) dos mas término veinte, no es este el término veinte
8 (sefialando a,, en la férmula de s,,) élo tienes?
9 A: No.
10 P No, no pasa nada, pero sabes que es este (sefialando a,,) que hay que tener en
11 cuenta, no estds buscando otra cosa, pues lo pones, término veinte épor quién?
12 équé pone aqui? (sefialando n en la férmula de s,)
13 S0 =(2+azy)n
14 A Por veinte
15 P Estoy buscando los veinte primeros, la n vale veinte, partido de dos éo no?
16 _ (2 + ay) - 20
S0="p
17 A: Si.
18 P: Si, claro, entonces esto es lo que yo necesito, como me hace falta el veinte, éyo
19 tengo problema en buscar un término en una progresion aritmética?
20 A No.
21 P: Pues lo busco, igual que he buscado el ochenta, éno han buscado el ochenta?
22 A: Si.
23 P: ¢Y yo puedo buscar el veinte? O el diecisiete, el que me dé la gana
24 A: Yo lo he buscado, da 798
25 P Cuatro por veinte menos dos, é¢cuanto es eso?
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26 azo = 4(20) — 2 =
27 A 798 —no—-78-no 78

28 (2+78)-20

S0 ="
29 P: ¢Podéis calcular la suma de los veinte primeros?
30 A 800.

(P.3.5.)

Hemos considerado, para la eleccidn de este ejemplo, las mismas relaciones que evidenciamos
en el ejemplo 3.3, dado que el profesor sigue trabajando con el ejemplo de sucesion propuesto

en el texto de estudio, la sucesion 2,6,10,14,18 ...
Figura 42

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.3.5.

Sustentan

l

KMLS Evoca KMT
Resultados de aprendizaje esperados Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

En este episodio hemos encontrado evidencias de los conocimientos movilizados por el profesor
en el desarrollo de este ejemplo. Vemos que Pablo sabe que el término general de una
progresion aritmética le permite obtener cualquiera de sus términos (KoT; fenomenologia y

aplicaciones — P.3.5., 18-23); y cdmo obtener la suma de los primeros ene términos de una

progresion aritmética, utilizando la formula s, = W (KoT; procedimientos — P.3.5., 10-

30).

Al igual que en los ejemplos para la practica de un procedimiento, descritos anteriormente, en
el desarrollo de este ejemplo encontramos una relacién entre su KMT y su KoT. El conocimiento
gue posee sobre lo pertinente que resulta este ejemplo de sucesion, para el estudio de las
distintas férmulas asociadas a las progresiones aritméticas (KMT), evoca los conocimientos
necesarios para el desarrollo de esta ejemplificacidn, es decir, su conocimiento sobre la utilidad
del término general de una progresion aritmética (KoT) y sobre como obtener los primeros n
términos de una progresion aritmética (KoT), generando en ambos casos una relacion KMT —»

KoT.
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Figura 43

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.3.5.

Sustentan

KMLS Evoca KMT
Resultados de aprendizaje esperados Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Evoca ]

B

5.4. Sesion 4

Esta cuarta sesién comienza con la resolucion de la actividad sobre progresiones aritméticas que
guedod pendiente de la clase anterior. En ella se aborda una forma de determinar la distancia 'y
el termino a; de una progresién aritmética, conociendo solo dos términos de ella; también se
desarrolla la suma de los primeros n términos. Finaliza esta sesion con la propuesta de algunos
ejercicios sobre progresiones aritméticas y geométricas que involucran situaciones cotidianas,

ejercicios que le permiten establecer la diferencia entre las dos progresiones.

En este primer episodio (ejemplo 4.1) vemos al profesor ejemplificando un procedimiento que
les permite obtener el término general de una sucesién conociendo solo dos términos de ella.
Corresponde a un ejemplo activo para la practica de un procedimiento. El profesor utiliza uno
de los ejercicios propuestos en el texto de estudio para guiar a los estudiantes en un proceso
que les permite, por medio de los sistemas de ecuaciones, obtener el valor de a; y de la
distancia a partir de dos términos cualesquiera de una progresion, involucrando a los

estudiantes en el desarrollo de este ejemplo.

1 P: Vamos a ver un caso, quiero que leais el diez.

2 A Calcular el término a,4 de una progresidn aritmética conocidos los términos a; =
3 8yaq = 32.

4 P Anda, te han dado otra informacién éverdad?

5 A: Si.

6 P: Pero en esa informacion no aparece ninguno de los dos ingredientes claves.

7 A No.

8 P: No, pero no pasa nada, vamos a mirar qué tenemos, lo primero la recogida de
9 datos. TuU sabes una cosa, que esto lo controlamos (sefialando las férmulas de a,,
10 Y S, ) tu sabes esto. Te han dado el tres, pero también te han dado cual.

11 A El once.

12 (Escribe en la pizarra) az = 8 a;; =32
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13 P: Si tu conoces dos términos de una progresion me da igual que sea tres, el once,

14 el quince, me da igual lo que sea, éyo tengo capacidad de controlarla? Es decir,
15 seria capaz de buscarel a; y la d.

16 A Si.

17 P: Muy facil, écudl es la uUnica verdad que tu conoces de las progresiones
18 aritméticas? Bueno tu conoces dos, conoces esto (a,) y esto (s,) no hay mas
19 verdades hasta ahora. ¢Es verdad o no es verdad?

20 A Si.

21 P: Pues con esto (sefialando las férmulas de a,, y s;) y esto (sefialando a; =8 y
22 a;, = 32) tu tienes que ser capaz de buscar el a; y la d. ¢Existe el a; yla d en
23 esta expresion? (sefialando la férmula de ay,).

24 A En la expresion si.

25 P: Conoces el término tres, icuanto es el término tres?

26 A Ocho.

27 P: Y entonces éla n cudnto vale?

28 A Ocho.

29 P: éla n cuanto vale?

30 A: Tres.

31 P: Tres, ieste lo sabes? (sefialando a; en la férmula de a;,) pues no lo sabes.

32 P Esto vale tres (la n en la férmula de a,,) esto vale ocho (a, en la formula de a,,).
33 A: No tres — no tres.

34 P No confundas el a; vale ocho, pero esto es el lugar (sefialando el 3 en a3)

35 A Es el nimero —éy el a,?.

36 P: Lan eslo que vale 3 (sefialando a; = 8). Entonces qué tienes tu, una verdad pero
37 dos incégnitas (sefialando a; y d en a,, = a; + (n — 1) - d) que tu no conoces,
38 équé pasa cuando tu tienes una verdad y dos incégnitas? que si eres capaz de
39 buscar otra verdad con las mismas incdgnitas, ¢qué tienes?

40 A: Una ecuacion.

41 P: ¢Qué tienes si tienes dos verdades con dos incégnitas?

42 A: Un sistema.

43 P Ah, un sistema, y étu sabes resolver un sistema?

44  A: Si.

(E.4.1.)

Para indagar en los conocimientos que podrian haber influido en la seleccién de este ejemplo,

le realizamos a Pablo la siguiente pregunta.

I: éPor qué selecciona ese ejercicio en particular?

P: Porque ahi hay un nivel superior, ahi es aplicar lo que han aprendido de las
ecuaciones, de los sistemas de ecuaciones, esa es una herramienta que esta ahi
y te va a servir independientemente del drea o el concepto que estés trabajando.
Entonces aqui conociendo ya que lo que es una sucesion, hay una serie de datos
que tu no tienes, pero puedes plantear dos igualdades ¢Qué dos verdades hay
ahi? Pues mira te estdn dando dos términos, étu sabes localizar dos términos con
la llave? Plantea los datos que tienes y observas que puedes plantear dos
verdades y tienes dos datos desconocidos.

OCOoONOULLDE WN B

(P.4.1.)

La respuesta entregada por el profesor nos permitié obtener evidencias de los conocimientos

gue habrian operado en la seleccion de este ejemplo. Vemos que Pablo sabe que las capacidades
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gue han desarrollado los estudiantes al estudiar los sistemas de ecuaciones pueden contribuir
al aprendizaje de la busqueda del término general de una progresidon aritmética (KMLS;
secuenciaciéon de temas — P.4.1., 2-3); cdmo encontrar el valor de a; y de la distancia de una
progresion, utilizando un sistema de ecuaciones (KoT; procedimientos — P.4.1., 5-9); y que en
algunas ocasiones se puede apelar a los sistemas de ecuaciones para obtener el valor del a; y

de la distancia de una progresion aritmética (KSM; conexiones auxiliares — P.4.1., 5-6).

Durante la seleccion de este ejemplo hemos evidenciado distintas relaciones, el conocimiento
que Pablo posee sobre el procedimiento que le permite obtener el valor de a; y de la distancia
por medio de un sistema de ecuacién (KoT), sustenta su conocimiento sobre la conexién que se
puede establecer entre los sistemas de ecuaciones y las progresiones aritméticas (KSM),
generandose una relacion KoT — KSM. Mientras que estos dos conocimientos, su KoT y su
KSM, sustentan su conocimiento sobre que las capacidades que desarrollaron los estudiantes al
abordar los sistemas de ecuaciones pueden contribuir al aprendizaje de las progresiones

aritméticas (KMLS), estableciéndose una relacién KoT /KSM — KMLS.
Figura 44

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.4.1.

KMLS
Secuenciacion de temas

Sustenta Sustentan

KSM
Conexién auxiliar

Durante el desarrollo de este ejemplo encontramos evidencia de los conocimientos movilizados
por el profesor durante el uso de este ejemplo. Vemos que Pablo sabe que necesita conocer el
valor de a; y de la distancia para establecer el término general de una progresién aritmética
(KoT; procedimiento — E.4.1., 4-6); que, si tiene dos incdgnitas necesita establecer un sistema
con dos ecuaciones para determinar sus valores (KoT; procedimientos — E.4.1., 36-40); que los
estudiantes son capaces de resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas (KFLM;
fortalezas y dificultades — E.4.1., 41-44); y que algunos estudiantes comenten el error de

confundir el valor de un término con su posicién (KFLM; fortalezas y dificultades — E.4.1.,32-34).

Durante el desarrollo de este ejemplo observamos algunas relaciones entre los conocimientos
movilizados por Pablo. Vemos cdmo se relacionan entre si distintos conocimientos

correspondientes a una misma categoria, su conocimiento sobre los dos datos que se necesitan
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para establecer el término general de una progresion aritmética (KoT), se complementar con su
conocimiento sobre como trabajar con sistemas de ecuaciones (KoT), estableciéndose una
relacion KoT < KoT. Estos dos conocimientos sustentan su conocimiento sobre cémo
encontrar el valor de a; y de la distancia de una progresion, utilizando por medio de un sistema
de ecuaciones (KoT), generandose una relaciéon KoT — KoT. También encontramos una
relacion KFLM — KMLS, el conocimiento que posee sobre que los estudiantes son capaces de
resolver sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas (KLFM), sustenta su conocimiento sobre
gue las capacidades que han desarrollado los estudiantes al estudiar los sistemas de ecuaciones

pueden contribuir al aprendizaje de las progresiones aritmética (KMLS).

Figura 45

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.4.1.

Se complementan

Sustentan

Sustenta

KMLS

Secuenciacion de temas

Sustenta Sustenta

KSM
Conexion auxiliar

Figura 45: Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.4.1

En el siguiente episodio (ejemplo 4.2) vemos a Pablo proponiendo un ejemplo de progresién
aritmética basado en una situacion cotidiana. Corresponde a un ejemplo activo para la practica
de un procedimiento. El profesor utiliza este ejemplo de progresion aritmética, el cual
representa los kildmetros recorridos por un atleta diariamente, para reforzar lo que han
estudiado en relacion con las progresiones aritméticas. Fomenta la participacién de los

estudiantes en el desarrollo de este ejemplo.

P: En un entrenamiento un atleta empieza el primer dia haciendo 6 kildmetros y
cada dia aumenta dos kildmetros, vale, si yo te pregunto en el dia veinte,
écuantos kildmetros recorre solo el dia veinte? ¢Tu lo podrias calcular?

A: No sé — no.

Acabo de decir los datos, empieza el primer dia con seis kildbmetros, cada dia el
entrenamiento lo aumenta en dos kildmetros étu podrias buscar la respuesta a
esa pregunta?

A: Si.

P: Si, y si te pregunto cuantos kildmetros recorrié desde el dia que empezd hasta el
dia veinte, {podrias saber cuantos kildmetros ha hecho en total?

OCOoONOOULE, WN -
O

[EEN
o
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11
12

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

Si.
Datos
12 dia — 6km = a,

ap=a; +(n—1)-d

) ~ A =6+(20—1)-2=
Cada dia suma 2km = d —6+19-2=6+38 =44

¢ Cuanto corrid dia 20?
Suma de los 20 primeros

6, 8, 10, 12 (a; + a;q)'n (6+44)-20 5020
S0 = 2 = 5 = 2 = 500km

Este es el término general (sefialando a,, = a; + (n — 1) - d) de una progresién
aritmética cualquiera, la llave maestra decimos nosotros. Ha buscado el término
20 usando la llave maestra, no usando la mini llave. Si te piden que busques la
mini llave, dicho correctamente, écdmo te lo preguntarian?
Que halle la expresion para esa ...
Muy bien, que busques el término general para esa progresion aritmética, vamos
a buscarlo porque aqui no lo ha buscado, écdmo seria entonces?
Seis mas n menos uno por la distancia.
El término de esta es seis mas n menos uno por, éen este caso?
Por d, por dos.
a,=6+Mn-1)-2
Es lo que he hecho yo.
Tu has buscado directamente el término 20, con esta misma llave (sefialando
a, = a; + (n — 1) - d), esta bien hecho, pero no has buscado la llave para esta
Muy bien, menos dos y seis, sale cuatro.
ap, =2n+4
¢Cémo es el término 20? Dos por veinte mas cuatro, cuarenta y cuatro. Luego
preguntaba cuantos kildmetros recorria en todo el recorrido.
Pues la suma de todo.
Pues la suma de los veinte primeros. Y si te hubiera preguntado écuantos
kilémetros ha hecho hasta el dia quince? équé te haria falta aqui?
Puesel a;s.
(E.4.2.)

Para obtener evidencias de los conocimientos que habrian influido en la seleccion de este

ejemplo, le realizamos a Pablo la siguiente pregunta.

O o0 NOUL A WN B

e e el
s WNRLRO

éPor qué en los ejemplos, que utiliza para la ensefianza de las matematicas, apela

a situaciones cotidianas?

Capta la atencidén y crea expectacién, si encima es algo muy asequible a la vida

suya y directa, es significativo para ellos, y entonces en parte busco la garantia de

que atiendan a una situacion para luego ver como se puede resolver.

¢Por qué les presenta esa situacion en particular?

El deporte es una cosa que ellos ven cotidianamente, entienden lo que es un

entrenamiento. Es un ejemplo que te permite controlar algo cotidiano, algo que

tiene uso, la parte practica de las matematicas. No decir simplemente dada la

sucesion tal, le marcas unos numeros, le haces la misma pregunta.

éPor qué utiliza metaforas al entregar nuevos conceptos?

Porque la metafora en la memoria es mas cémoda recordar, mas comodo de

comparar, yo creo que didacticamente tiene mas elementos graficos o mentales

porque tu cuando estds con una metdfora te haces imagenes mentales y eso

luego ayuda mucho a recordar y a componer los conceptos de manera correcta
(P.4.2.)
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La respuesta entregada por Pablo deja de manifiesto la creencia que posee sobre que los
ejemplos que involucran situaciones cotidianas captan la atencién y crean expectacién en los
estudiantes (P.4.2., 3). También nos da evidencias de los conocimientos que ha movilizado al
seleccionar este ejemplo. Sabe que para los estudiantes resulta significativo conocer las
aplicaciones que pueden tener las progresiones aritméticas (KFLM; aspectos emocionales —
P.4.2., 4); que el ejemplo, basado en una situaciones cotidiana, que ha presentado ayuda a que
los estudiantes se involucren en la busqueda del término que les ha solicitado y en la suma de
los primeros ene términos (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — P.4.2., 4-5) y conoce
aplicaciones cotidianas para las progresiones aritméticas -(KoT; fenomenologia y aplicaciones —

P.4.2.,7-10).

Durante la seleccién de este ejemplo vemos una relacion KFLM — KMT. El conocimiento que
posee sobre lo significativo que resulta para los estudiantes conocer las aplicaciones que pueden
tener las progresiones aritméticas (KFLM), sustenta su conocimiento sobre lo favorable que
resulta este ejemplo, que apela a situaciones cotidianas, para que los estudiantes se involucren
con el desarrollo de algunas de las formulas asociadas a las progresiones aritméticas (KMT). A la
vez que ambos conocimientos parecen tener sustento en su creencia sobre el potencial que
tienen los ejemplos que apelan a situaciones cotidianas para captar la atencién de los
estudiantes. También evidenciamos una relacién entre su KFLM y su KoT; el conocimiento que
posee sobre lo significativo que resulta para los estudiantes conocer las aplicaciones que pueden
tener las progresiones aritméticas (KFLM), evoca su conocimiento sobre situaciones cotidianas
gue pueden involucrar el uso de progresiones aritméticas (KoT), generandose una relacién
KFLM —» KoT.Y unarelacidn entre suKoTy su KMT, el conocimiento que posee sobre algunas
aplicaciones cotidianas para las progresiones aritméticas (KoT), sustenta su conocimiento sobre
un ejemplo que resulta significativo para los estudiantes por apelar al uso cotidiano de las

progresiones aritméticas (KMT), estableciéndose una relacién KoT — KMT.
Figura 46

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.4.2.

Evoca

Sustenta
Sustenta

KMT
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos J Sustenta
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Estos episodios también nos permitieron obtener evidencia de los conocimientos movilizados
por el profesor durante el desarrollo de este ejemplo. En él vemos que Pablo sabe cémo
construir el término general de una progresion aritmética por medio de la férmula a,, = a; +
(n—1) - d (KoT; procedimientos — E.4.2., 18-28); que tanto la expresiéon a, = a; + (n—1)-d
como el término general de una progresion aritmética, le permiten obtener cualquiera de los
términos de dicha progresién (KoT; fenomenologia y aplicaciones — E.4.2., 25-28); que necesita
determinar el valor del término a,, para determinar la suma de los primeros n de una progresién
aritmética por medio de la férmula propuesta por Gauss (KoT; procedimientos — E.4.2., 32-34);
que la expresién a, = a; + (n — 1) - d le permite obtener los términos de cualquier progresidn
aritmética (KoT; fenomenologia y aplicaciones — E.4.2., 13-14); que cada progresidn aritmética
tiene su término general (KoT; definiciones, propiedades y sus fundamentos — E.4.2., 18); y que
referirse al término general de las progresiones aritméticas como a “la llave maestra” y al
término general de una progresion en particular como a “la mini llave” puede favorecer la
comprension de la diferencia que existe entre ambos conceptos (KMT; estrategias, técnicas,
tareas y ejemplos — E.4.2., 13-18). También encontramos evidencias de su creencia en relacion

con el potencial didactico de las metaforas (P.4.2, 12-15).

Durante el desarrollo de este ejemplo vemos una relacidon entre su KMT y su KoT. Su
conocimiento sobre el potencial del ejemplo que ha seleccionado para involucrar a los
estudiantes en el trabajo con progresiones aritméticas (KMT), evoca un conjunto de
conocimientos correspondientes a su KoT, los cuales le permiten evaluar el trabajo realizado por
los estudiantes al resolver las actividades propuestas con el ejemplo, estableciéndose una
relacion KMT - KoT. También vemos algunas relaciones entre su creencia sobre el potencial
didactico de las metéforas, su KoT y su KMT, similares a las evidenciadas anteriormente. Su
creencia sobre el potencial didactico de las metaforas sustenta su conocimiento sobre lo
favorable que resultan las metaforas que utiliza en el desarrollo de este ejemplo (KMT); y evoca
los conocimientos asociados a su KoT que sustentan la elaboracién de las metaforas utilizadas,

generandose una relacion KoT — KMT.
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Figura 47

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.4.2.

Evoca

)\ Sustenta
Sustenta

KMT
Estrategias, técnicas, tareas y .]qnplo.J Sustenta

Evoca |

Sustenta

Sustentan

KMT
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

El siguiente episodio (ejemplo 4.3) describe el instante en que el profesor comienza a abordar

el estudio de las progresiones geométricas. Corresponde a un ejemplo activo para la enseiianza

de un concepto. El profesor presenta un ejemplo de una situacion cotidiana que le permite

comenzar a introducir el concepto de progresién geométrica e ir diferenciando entre esta

progresion y la aritmética que acaban de estudiar; genera algunas instancias para que los

estudiantes interactien con el ejemplo.

OO NOOUL A, WN B

NN R R R R RRR R R
PO WLOoKONOOULBAWNIRO

s

292>

Una persona recibe un mensaje de WhatsApp, y le estan invitando en el mismo
mensaje que lo envie a cinco personas mas y asi sucesivamente, de manera que
esta persona manda el mensaje a cinco y esos cinco lo reciben y lo vuelven a
enviar a cinco cada uno de ellos, éhasta ahi de acuerdo?

Si.

Si desde el primer mensaje que le llega a la primera persona consideramos cinco
envios, ella hace uno a otros cinco, ahora viene el segundo envio esos hacen
otros, esos hacen otros, hasta cinco envios, contando como primero el que ella
hace éme podrias decir cuantos WhatsApp se han enviado en total? o écudntos
WhatsApp se envian en el segundo envio? Por ejemplo, éesas preguntas las
podéis responder con lo que hemos estudiado? Analiza la situacién, qué tenemos
para empezar.

La distancia.

éPor qué? Es que no estan viendo lo que tenemos écudl es el primer término?
Primero recibo yo, un mensaje, ese es el primer término ¢no? écudl es el siguiente
término?

Cinco.

Cinco, mira, uno, cinco, sigue.

Diez.

A si, cada uno envia cinco como he dicho.

Serian veinticinco.
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22 P ¢Es esa una progresioén aritmética?

23 A No.

24 P No, entonces de entrada por lo menos tu sabes que aritmética...

25 A No es — es geométrica.

26 A: Profe yo no me enterado.

27 P: Te ponen por delante la situacidn y vas a ver si es aritmética o no. Entonces en
28 este caso tienes un primer WhatsApp que le llega, pero luego ella envia cinco, el
29 segundo término es cinco, pero es que cada uno de los cinco en el siguiente envio,
30 cada uno son cinco, cinco por cinco.

31 A Veinticinco.

32 P Entonces tienes uno, cinco, veinticinco si quieres puedes continuar, pero ya con
33 eso tienes bastante ées esto aritmético?

34 A No.

35 P No, no lo es, por tanto, tu no puedes usar eso (sefialando las férmulas de a,, y s,
36 para una progresion aritmética) ¢Lo veis? Sabes que es una progresion, pero de
37 este tipo no es (refiriéndose a las aritméticas).

(E.4.3.)

Para obtener evidencia de los distintos conocimientos que podrian haber operado en la

seleccidn de este ejemplo, le realizamos a Pablo las siguientes preguntas.

1 L éPor qué en los ejemplos, que utiliza para la ensefianza de las matematicas, apela
2 a situaciones cotidianas?

3 P Capta la atencion y crea expectacion, si encima es algo muy asequible a la vida
4 suya y directa, es significativo para ellos, y entonces en parte busco la garantia de
5 que atiendan a una situacidn para luego ver cdmo se puede resolver.

6 I éPor qué les propone esta situacion en particular?

7 P: Es una situacidon que conocen, que han vivido mas de una vez. Es para que una
8 vez que han captado de qué va la cosa, cudl es el caso. Puedan darse cuenta de
9 que hay elementos diferenciadores con respecto a la aritmética y meter la
10 introduccion de lo que es una geométrica.

(P.4.3.)
Las respuestas entregadas por el profesor nos dan evidencias de los distintos conocimientos que
habrian influido en la eleccion de este ejemplo. Vemos que Pablo conoce algunos usos
cotidianos que pueden tener las progresiones geométricas (KoT; fenomenologia y aplicaciones
—P.4.3,, 7-9); y sabe que para los estudiantes resulta significativo conocer las aplicaciones que
pueden tener las progresiones geométricas (KFLM; aspectos emocionales — P.4.3., 4); que las
progresiones aritméticas y geométricas se construyen en base a diferentes elementos, la
distanciay la razéon respectivamente (KoT; definiciones, propiedades y sus fundamentos —P.4.3,,
9); y que este ejemplo, de un caso cotidiano, permite que los estudiantes se involucren con el
analisis de las progresiones geométricas y que visualicen las diferencias que existe entre los
elementos de una progresion aritmética y geométrica (KMT; estrategias, técnicas, tareas y

ejemplos — P.4.3., 9). Y al igual que en casos anteriores, en esta seleccién deja de manifiesto su

138



creencia sobre que los ejemplos que involucran situaciones cotidianas captan la atencidn y crean

expectacién en los estudiantes (P.4.3., 3).

Durante la seleccion de este ejemplo vemos nuevamente una relacién entre su creencia y su
KFLM y KMT. Su creencia sobre el potencial de los ejemplos que apelan a situaciones cotidianas
sustenta; por un lado, su conocimiento sobre lo significativo que resulta para los estudiantes
conocer las aplicaciones cotidianas de las progresiones geométricas (KFLM) y por otro, a su
conocimiento sobre lo pertinente que resulta este ejemplo para involucrar a los estudiantes en
el trabajo con progresiones aritméticas (KMT). También vemos como su conocimiento sobre los
aspectos emocionales asociados al uso de ejemplos que apelan a situaciones cotidianas (KFLM),
evoca a su conocimiento sobre los usos practicos de las progresiones geométricas (KoT) y
sustentar a su conocimiento sobre lo favorable que resulta este ejemplo para captar la atencion
de los estudiantes (KMT); generandose una relacion KFLM - KoT y una relacion KFLM —
KMT. Y como distintos conocimientos correspondientes a su KoT sustentan a su KMT,
permitiéndole seleccionar un ejemplo que se basa en una aplicacion cotidiana de las
progresiones geométricas (KoT) y que permite evidenciar las diferencias entre esta progresion y

las progresiones aritméticas (KoT), generdandose una relacién KoT — KMT.
Figura 48

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.4.3.

Evoca

Sustenta

KMT 1 Sustenta
Estrategias, técnicas, tareas y ejnmplosJ

m =

Sustenta

El desarrollo de este ejemplo nos permitié obtener evidencia de los distintos conocimientos
movilizados por el profesor. En este episodio vemos que Pablo sabe cuantos términos de la
sucesioén se necesitan para evidenciar que no corresponde a una progresion aritmética (KPM;
condiciones necesarias y suficientes para generar definiciones — E.4.3., 32-33); que algunos
estudiantes trataran de resolver ejercicios de progresiones geométricas con las formulas que
estudiaron para las progresiones aritméticas (KFLM; fortalezas y dificultades — E.4.3., 9-14); y
gue los términos de una progresién geométrica se pueden obtener multiplicando el valor del

término anterior por la razéon (KoT; procedimientos — E.4.3., 28-30).
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Durante el desarrollo de este ejemplo evidenciamos una relacion entre su KoT y su KFLM; el
conocimiento que ha manifestado sobre que la progresién aritmética se construye considerando
una distancia y la geométrica considerando una razdén, contribuye al conocimiento que posee
sobre el error que comenten algunos estudiantes al querer resolver un ejercicio de progresion
geométrica con las formulas que estudiaron al ver las progresiones aritméticas (KFLM),
generandose una relacion KoT — KFLM. También evidenciamos algunas relaciones entre su
KMT y algunos cocimientos correspondientes a su MK. Su conocimiento sobre un ejemplo que
le permite evidenciar la diferencia entre una progresidn geométrica y una aritmética (KMT);
evoca a aquellos conocimientos que se requieren para su desarrollo, al conocimiento que posee
sobre como obtener los términos de una progresion aritmética (KoT) y a su conocimiento sobre
los elementos minimos que permiten evidenciar que una sucesién no corresponde a una
progresion aritmética (KPM), estableciéndose una relacion KMT - KoT y una relacion KMT —»

KPM.
Figura 49

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.4.3.

Evoca

Sustenta
Sustenta
y

KMT Sustenta
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos )
Sustenta

Sustenta

KPM
Condiciones necesarias y suficientes

5.5. Sesion5

El profesor comienza esta sesidn retomando el estudio de las progresiones geométricas.
Comienza con el desarrollo de algunos ejercicios propuestos en el texto de estudio, en donde se
les pide a los estudiantes que determinen el término general y un término en particular de una
progresiéon geométrica. Contintda la sesidon con algunos ejercicios basados en diferentes
aplicaciones practicas que pueden tener las progresiones geométricas y aritméticas, esperando,
en algunos casos, que los estudiantes sean capaces de visualizar a qué tipo de progresién

corresponde el ejercicio.
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En el siguiente episodio (ejemplo 5.1) se describe el trabajo que realizaron los estudiantes para

desarrollar el ejercicio propuesto por el profesor. Corresponde a un ejemplo activo para la

practica de un procedimiento. El profesor pide a los estuantes que trabajen con un ejemplo de

progresion geomeétrica propuesto en el texto y que determinen el término general de la

progresiéon y el valor que se les pide.

Nou b wNR

8
9
10
11
12
13
14
15
16
17

éQuién quiere leer actividad 16?

Determinar si la sucesion 2,6,18,54,162 ... es una progresién geométrica y, si
lo es, calcula la expresion del término general y el término aq

¢Qué pensadis? 2,6, 18, ... éieso es una progresion geométrica?

Si

Bueno ¢alguien quiere salir a la pizarra? Vamos a ver primera, la actividad 16

Datos Operaciones

Es geométrica ¥ ag = 2 - 39-1=8
ian? Ti_l ag = 2 - 6561

i ag? r

an = 2,6,18,54,162
) — 2

ir?

Te dan el término primero (sefialando a; — 2), la razén écudnto es la razén? Lo
saca de aqui no (sefialando la serie) de uno entre el anterior siempre, lo ha hecho
ella de esta manera (sefialando el proceso para obtener r), lo ha hecho de otra
manera, pero en el fondo puedes venirte aqui directamente (sefialando 2,6) o
puedes venirte aqui (sefialando 18, 54) donde tu quieras, la razén se ve que aqui
es 3, en el fondo la razdén te la han dado, un dato directamente
éPuedo buscar el término 9? Pues me voy a la herramienta esta (sefialando a,, =
a, - ™ 1) el término general, y entonces el a, que si te lo han dado, la razén
también te la han dado, para buscar el 9, r elevado a 8 équé vale cuanto?
(sefialando 6561). 13.122 este es el término 9.

(E.5.1.)

Para indagar en los conocimientos que podrian haber influido en la seleccién de este ejercicio

en particular le realizamos al profesor la siguiente pregunta:

NOoOuphs, wN R

éPor qué selecciona esta progresion para que la desarrollen los estudiantes?
Es un ejemplo sencillo de lo que es una progresién geométrica. Estdbamos viendo
el inicio de lo que es una progresion geométrica, y la idea es que vean claramente
el por qué, es decir que vean claramente que de un término a otro se multiplica
por el mismo nimero, y se ve rapido ahi. Tener claro el concepto, se podia poner
numeros donde la razén sea fraccionaria, y ahi no es tan facil ver que hay un
factor, de esta manera si en los nimeros naturales.

(P.5.1.)

La respuesta entregada por el profesor nos permitié obtener evidencias de los conocimientos

gue habrian operado en la seleccidn de este ejemplo de progresidon. Vemos que Pablo sabe que

la progresion 2,6,18,54,162 ... permite que los estudiantes visualicen el valor de la razén
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(KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — P.5.1, 4-5); cdmo se obtienen los términos de
una progresion geométrica a partir de la razén (KoT; procedimientos — P.5.1, 4-5); y que a los
estudiantes se les dificulta visualizar la existencia de un factor entre los términos de una
progresion geométrica cuando la razdén corresponde a un nimero fraccionario (KFLM; fortalezas
y dificultades — P.5.1.,6-7); pero no tienen problemas cuando la razén corresponde a un nimero

natural (KFLM; fortalezas y dificultades — P.5.1.,6-7).

En la seleccidn de este ejemplo vemos una relacion entre su KoT y su KFLM. El conocimiento que
posee sobre cual es el proceso que permite obtener los términos de una progresidon geométrica
trabajando con la razén (KoT) sustenta su conocimiento sobre cuando resulta mas facil o
complejo para los estudiantes visualizar el factor que existe entre los términos de una progresion
geométrica (KFLM), estableciéndose una relacién KoT — KFLM. También observamos una
relacién entre dos conocimientos correspondientes a la categoria fortalezas y dificultades, en
este caso vemos como su conocimiento de una fortaleza se complementa con el de una
debilidad, ambos asociados a la capacidad que tendrian los estudiantes para visualizar la
existencia de un factor entre los término de una progresidn geométrica, generandose una
relacion KFLM < KFLM. Esta relacién sustenta su conocimiento sobre lo favorable que resulta
esta sucesién para que los estudiantes visualicen a existencia de un factor entre los términos de

la progresién geométrica propuesta (KMT), estableciéndose una relaciéon KFLM — KMT.
Figura 50

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.5.1.

Sustenta

Se complementan

Sustentan

]

KMT
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

El episodio correspondiente al desarrollo de este ejercicio nos permitid obtener evidencias de
los conocimientos movilizados por Pablo al utilizar la progresion 2, 6, 18,54, 162 .... Pablo sabe
gue el valor de la razén se puede obtener dividiendo el valor de un término por el del anterior
(KoT; procedimientos —E.5.1., 9); y que la expresién a,, = a, - 7! le permite obtener cualquier

término de cualquier progresidon geométrica (KoT; fenomenologia y aplicaciones — E.5.1, 14-15).
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Durante el desarrollo de este ejemplo vemos una relacion donde su KMT evoca a su KoT. Su
conocimiento sobre lo adecuado de este ejemplo para que los estudiantes puedan determinar
el valor de la razén de la progresion 2, 6,18,54, 162 ... (KMT) provoca que el profesor movilice
un conjunto de conocimientos correspondientes a su KoT, los cuales le permiten evaluar el
trabajo que realizd el estudiante al desarrollar la actividad propuesta con la esta progresion,

generdndose una relacion KMT — KoT.

Figura 51

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.5.1.

Sustenta

Se complementan

Sustentan

|

KMT
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos
Evoca |

En el siguiente episodio (ejemplo 5.2) vemos al profesor ejemplificando un procedimiento para

obtener el término a, de una progresién geométrica cuando se conoce uno de sus términos.
Corresponde a un ejemplo activo para la ensefianza de un procedimiento. El profesor presenta
un procedimiento diferente al que ha utilizado un alumno para determinar el término a, de la
progresion geométrica, motivando la participacién de estudiantes durante la ejemplificacion de

este procedimiento.

1 P Quién quiere leer el 20
2 A Halla el primer término de una progresion geométrica cuya razén es 3 y el quinto
3 término es 405.

@ a, =a-r*!

_ _an =5

Datos 4 =53 et

ag = 405 as

r=23 a; = F5-1

405 405

@) e
4 P: éQué herramienta ha elegido Laura? La del término general ipor qué? Porque te
5 han dado como dato un término que es el quinto, ha cogido esta herramienta
6 (a, = ay,-r™1) y ahora va y dice que el termino 1 (sefialando a;) lo ha

143



7 despejado de aqui (sefialando a,, = a, - 7""!) élo estén viendo? El término uno
8 estd aqui (a,, = a, - 7™ 1) es la incégnita, la 7 me la han dado, le estan dando el
9 término quinto (sefialando a, en a,, = a; - v 1) ¢Qué vale cuanto?
10 A: 405
11 p: ¢Esta bien despejado? (a; de a, = a; - ™ 1)
12 A: Si
13 p: Otro podria haber dicho, espérate vamos a colocar en la herramienta los datos
14 que tengo, tengo el término 5 évale cuanto? 405 que es igual al primero que no
15 conozco por la razén que si conozco, 3 elevado a cinco menos uno
16 P: éPor qué? Porque es el quinto (sefialando el 405) cinco menos uno es cuatro
17 o
\_/

18 P éYo puedo sacar de aqui el a; directamente?
19 A Si
20 p: Y sale lo mismo. O lo despejas antes, o si te gusta mas sustituyes, ves lo que
21 tienes, que es lo que no tienes, y dices épuedo sacar lo que no tengo con esto?
22 Una simple ecuacion, verdad, de primer grado. éLo habéis entendido?
23 A Si

(P.5.1.)

Para obtener evidencias de los conocimientos que podrian haber influido en la eleccién de este

ejemplo, le realizamos al profesor la siguiente pregunta.

I: éPor qué les presenta otra forma de obtener el término a;?

P: Para hacerles ver lo que ellos pueden hacer con las herramientas que tienen, no
es tipico ejercicio donde tu de entrada tienes todos los datos. Tu puedes calcular
un término si conoces la razén y si conoces el primer término, pero ¢qué pasa
cuando falte algo de esto? También tienes otras herramientas, este caso con
otras herramientas también te permite buscar la respuesta, porque aqui por
ejemplo también podian buscar el término 4, luego el 3 porque no es muy largo;
pero si en vez del término 5 hubiera sido el término 500. Si, el proceso vale, pero
puede llevar tres meses.

O oONOOULL A WNR

(P.5.2.)
En este episodio obtuvimos evidencias de los distintos conocimientos que habrian influido en la
seleccidn de este ejemplo. Evidenciamos que Pablo sabe que conociendo el valor de la razén y
de a; se puede obtener cualquier término de una progresiéon geométrica (KoT; fenomenologia
y aplicaciones — E.5.2., 3-4); que este ejemplo le permite mostrar que no hay una uUnica forma
de trabajar con las formulas que estan estudiando (KMT; estrategias, técnicas, tareas y ejemplos
—P.5.2,, 2); y conoce un procedimiento que le permitiria, en este caso, obtener el término a,

(KoT; Procedimientos — P.5.1., 5-7).

En la seleccion de este ejemplo observamos dos relaciones; una primera relacion entre
conocimientos correspondientes a distintas categorias de su KoT y una segunda relacion entre

su KoTy su KMT. El conocimiento que posee sobre que si conocemos el valor de la razény de a4
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podemos obtener cualquier término de una progresion geométrica (KoT), se complementar con
su conocimiento sobre un procedimiento que, en este caso, le permitiria obtener el término a4,
generandose una relacion KoT < KoT.Y esta relacién es la que sustenta su conocimiento sobre
lo pertinente que resulta este ejemplo, que no proporciona el valor de a,, para mostrar que no
hay una Unica forma de trabajar con las férmulas que estan estudiando (KMT), estableciéndose

una relaciéon KoT —» KMT.
Figura 52

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.5.2.

Se complementan KMT
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Durante el desarrollo de este ejemplo evidenciamos un conocimiento correspondiente a su KoT,
el profesor conoce un procedimiento, diferente al comentado en la entrevista, que le permite
obtener el término a; de la progresion geométrica que estan desarrollando (KoT;

procedimientos — E.5.2, 13-17).

Vemos durante el desarrollo de este ejemplo una relacién KMT - KoT, el ejemplo que ha
propuesto para mostrar que no hay una Unica forma de trabajar con las férmulas que estan
estudiando, lo lleva a movilizar el KoT que le permite presentar una estrategia de desarrollo

distinta a la desarrollada por el estudiante, de esta forma es el KMT evoca a su KoT.
Figura 53

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.5.2.

Se complementan KMT Evoca
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

En el siguiente episodio (ejemplo 5.3) vemos como el profesor ejemplifico el procedimiento que
estaban utilizando para determinar un término de una sucesidn. Corresponde a un ejemplo

activo para la ensefianza de un procedimiento. El profesor ejemplifica graficamente el
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procedimiento que han realizado algunos estudiantes para obtener el valor de la distancia,

genera instancias para que los estudiantes interactlden con este ejemplo.

1 P: No, para buscar la distancia lo que ha hecho ha sido, 2 el a4, 10 el a_3 écudntas
2 veces va la distancia del uno al otro? "
aq - | - s

3 P: Tu acd has hecho mas de una distancia, aqui hay otra, porque esa es la definicién
4 de progresién aritmética, no conoces de cuanto son las distancias, pero si que de
5 aqui (aq) a aqui (a3) van 8 ¢cuanto es d? Si 2d es 8 éCuanto es d?
6

2 LT S 2d=8

a; a3 d=
7 A Cuatro
8 A Porque le da 8 dividido entre 2, porque es el a;
9 P: Es que el a; vale 2 y el a3 10, ahi estd (sefialando el esquema) entonces la
10 diferencia son dos distancias, la diferencia es 8 entre estos (entre a, y as).
11 P: Y ési no fuera el tercero? Sifuera el 23, pues tu tendrias el término 1y el término
12 23 écuantas distancias van? 22 éno?
13 a; fag
14 A Si
15 P: Pues toda esta diferencia (desde a; hasta a,3) la que fuera lo divides entre...
16 A: 22
17 P: Esto viene de la propia definicién de una progresion aritmética élo entendéis?

(E.5.3.)
Para obtener informacién en relacién con los conocimientos que abrian influido en la

eleccion de esta ejemplificacidn, le realizamos a Pablo la siguiente pregunta:

l: éPor qué ejemplifica de esta forma el procedimiento?

P: Para que visualicen y comprendan el procedimiento. En el fondo aqui el
argumento matematico es muy bdsico, es decir tu sabes dividir, sabes multiplicar,
no es un problema de herramientas matematicas que tu no domines. El problema
no esta en la herramienta matematica necesaria, sino en que analisis. En que
visualices y comprendas la situacion.

U h WN R

(P.5.3.)
La respuesta entregada por el profesor nos permitié obtener evidencias de los
diferentes conocimientos movilizados durante la seleccidon de este ejemplo. Vemos que
Pablo sabe que esta ejemplificacion permite que los estudiantes puedan visualizar y
comprender el procedimiento que estan utilizando para obtener el valor de la distancia (KMT;
estrategias, técnicas, tareas y ejemplos — P.5.3., 2); y que los estudiantes poseen los
conocimientos y capacidades previas requeridas para abordar este ejercicio (KMLS;

secuenciacion de temas — P.5.3., 2-5).
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En la seleccion de este ejemplo vemos una relacion entre su KMT y su KMLS. El conocimiento
que Pablo posee sobre lo apropiado que resulta esta ejemplificacién para que los estudiantes
visualicen y comprendan el procedimiento que han utilizado para obtener el valor de la distancia
(KMT), se sustenta en su conocimiento sobre las capacidades y los conocimientos matematicos
necesarios para aprender este nuevo contenido (KMLS), generandose una relacién KMLS —

KMT.
Figura 54

Relaciones de los subdominios durante la seleccion del ejemplo E.5.3.

KMLS Sustenta KMT
Secuenciacion de temas Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

También obtuvimos evidencias de los conocimientos movilizados por el profesor al utilizar este
ejemplo. Evidenciamos que Pablo sabe como realizar interpolaciones para obtener el valor de la
distancia (KoT; procedimientos — E.5.3., 11-16); y como representar graficamente el
procedimiento que estan utilizando para obtener el valor de la distancia (KoT; registros de

representacion — E.5.3, 6).

Durante el desarrollo de este ejemplo observamos relaciones entre su KMT y su KoT. Los
conocimientos sobre como realizar interpolaciones (KoT) y sobre cdmo representar
graficamente el procedimiento que estaban utilizando (KoT), son evocados por su KMT, ya que
son movilizados para desarrollar la ejemplificacién que permite que los estudiantes visualicen y
comprendan el procedimiento que estan utilizando para buscar el valor de la distancia (KMT),

generandose una relacion KMT — KoT.
Figura 55

Relaciones de los subdominios durante el uso del ejemplo E.5.3.

KMLS Sustenta KMT
Secuenciacién de temas Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos
Evocal
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6.Resultados

En este capitulo se muestran los resultados que obtuvimos al analizar la informacién del capitulo
anterior, de esta forma abordamos los objetivos propuestos en esta investigacion. Se mencionan
y ejemplifican los distintos tipos de ejemplos utilizados por el profesor al abordar el estudio de
las sucesiones. Se describen los distintos conocimientos movilizados por Pablo al abordar la
ensefianza de las sucesiones numéricas por medio de ejemplos, agrupando estos conocimientos
en las distintas categorias del MTSK identificados en los diferentes episodios. Y se mencionan y
describen las relaciones entre subdominios de conocimiento que observamos en los procesos
de seleccién y de uso de los ejemplos. Finalizando con la presentacion de un esquema que

muestra las relaciones que observamos en cada tipo de ejemplo.
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6.1. Tipos de ejemplos

Hemos caracterizado los ejemplos utilizados por el profesor sobre la base de tres aspectos ya
establecidos: (a) la finalidad educativa del ejemplo, (b) la entidad matematica que esta
ejemplificando y (c) si el profesor busca o no que los estudiantes interactien con el ejemplo.
Observamos que la mayoria de los ejemplos que Pablo utilizé para abordar el estudio de las
sucesiones numéricas correspondian a ejemplos activos. Con estos ejemplos el profesor abordé
la ensefanza de los distintos conceptos y la ensefianza y practica de los procedimientos.
Mientras que, en el caso de los ejemplos pasivos, dada su naturaleza, todos se enfocaban en la

ensefianza de procedimientos, en la mayoria de los casos, y de conceptos.
De esta forma en nuestro analisis identificamos

e Ejemplos activos para la ensefianza de un concepto

e Ejemplos activos para la ensefianza de un procedimiento
e Ejemplos activos para la practica de un procedimiento

e Ejemplos pasivos para la ensefianza de un procedimiento

e Ejemplos pasivos para la enseianza de un concepto

6.2. Conocimientos especializados

En el capitulo anterior se describen y se clasifican, sobre la base de los distintos subdominios del
modelo MTSK, cada uno de los conocimientos movilizados por el profesor al abordar la
ensefianza de las sucesiones numéricas por medio de ejemplos. Dado que esta informacion se
presenta disgregada a lo largo de todo el capitulo, presentaremos ahora, en primer lugar, una
descripcién general de los conocimientos movilizados por el profesor en cada dominio,
considerando cada uno de los subdominios que lo conforman. Con esta informacion
comenzamos a dar respuesta a nuestra pregunta de investigacion ¢Como son y como se
relacionan los conocimientos especializados que moviliza un profesor al seleccionar y utilizar
distintos tipos de ejemplos para la ensefianza de las sucesiones numéricas en la Educacion

Secundaria?

En relacidn con los conocimientos que forman parte del domino conocimiento matematico

vemos que:
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e En el subdominio KoT encontramos distintos conocimientos asociados a las sucesiones
numéricas, por ejemplo, conocimientos procedimentales y de representacidn asociados
a las sucesiones numéricas y no numéricas y a las progresiones geométricas y
aritméticas asi como conocimientos de fenomenologia y aplicaciones referidos a las
sucesiones numéricas y a las progresiones geométricas y aritméticas. También
evidenciamos conocimientos correspondientes a otros temas de estudio como los
patrones, los sistemas de ecuaciones y las operaciones algebraicas. En relacidn con este
ultimo, por ejemplo, sabe que si tiene dos incdgnitas necesita establecer un sistema con

dos ecuaciones para determinar los valores de las incognitas.

e En el subdominio KSM encontramos evidencias de conocimiento sobre conexiones
auxiliares y sobre conexiones de simplificacién. Por ejemplo, sabe que asociar la
sucesioén 2, 4, 6, 8, ... a la tabla del 2 permite evidenciar la relaciéon que existe entre los
términos de la sucesidn y que la funcidon que cumple el patron que esta detras de la
construccion de la sucesién no numérica se puede asociar al rol que cumple el término

general de una sucesidn numérica.

e En el subdominio KPM evidenciamos el conocimiento que le permitia establecer las
“condiciones necesarias y suficientes para generar definiciones”, en los casos que
observamos este conocimiento le permitia presentar los elementos necesarios vy

suficiente para definir un patrén o una sucesidn en particular.

En relacidon con los conocimientos correspondientes al dominio PCK movilizados durante la

ensefianza de las sucesiones numéricas observamos que:

e En el subdominio KFLM, el profesor moviliza distintos conocimientos correspondientes
a las fortalezas y a las dificultades y a las formas de interaccién con el contenido
matematico asociadas al aprendizaje de las sucesiones numéricas y a otros contenidos.
Por ejemplo, sabe que algunos estudiantes comenten el error de confundir la posicion
de un término con su valor y que no tendran problemas en determinar los términos
generales de las sucesiones 2,4, 6,8, ...y 3,6,9,12, ..., pero también evidenciamos que
sabe que los estudiantes son capaces de resolver un sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas y que conoce algunas de las estrategias que los estudiantes suelen utilizar al

resolver problemas de patrones.

e En el subdominio KMT encontramos conocimientos correspondientes a la potencialidad

matematica de las diferentes estrategias, técnicas, tareas y ejemplos que utilizé. Por
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ejemplo, vemos que conoce una estrategia que le permite mostrar que la posicion de
un término no tiene por qué coincidir con su valor, la potencialidad del ejemplo de
sucesién 2, 4, 6, 8, ..., para abordar la construccién del término general, y sabe que
referirse al término general de las progresiones aritméticas a, =a; +(n—1)-d

como a “la llave maestra”, puede favorecer la comprensién de este concepto.

e En el subdominio KMLS, evidenciamos conocimientos sobre algunos de los resultados
de aprendizaje que deben alcanzar los estudiantes al abordar las sucesiones numéricas
y sobre los conocimientos y las capacidades que poseen los estudiantes y que pueden
favorecer el aprendizaje de las sucesiones numéricas. Por ejemplo, sabe que el
conocimiento que los estudiantes poseen sobre la tabla de 2 y sobre la tabla del 3 puede
contribuir a la busqueda del término general de la sucesion 2,4,6,8,...y 3,6,9,12, ..,
respectivamente, y que las capacidades que han desarrollado los estudiantes al estudiar
los sistemas de ecuaciones pueden contribuir al aprendizaje de la bdsqueda del término

general de una progresiéon aritmética cuando emplean la férmula del término general.

Dentro del dominio de las creencias destacamos aqui las distintas creencias que el profesor puso
de manifiesto cuando buscabamos profundizar en los conocimientos que él movilizaba. Pablo
nos dio evidencias de su creencia en relacion con el uso de las metaforas, con el uso de ejemplos

gue apelaban a los conocimientos previos y sobre cdmo se van construyendo los nuevos saberes.

6.3. Relaciones entre subdominios

Como se puede apreciar en nuestra pregunta de investigacion, nuestro objetivo va mas alla de
conocer cuales son los conocimientos que el profesor moviliza al abordar el estudio de las
sucesiones por medio de ejemplos. Nuestro objetivo principal es comprender, a través de la
observacién de un conjunto de clases y de entrevistas, cdmo se relacionan los distintos
subdominios de conocimiento movilizados por un profesor al seleccionar y utilizar diferentes

tipos de ejemplos para la ensefianza de las sucesiones numéricas en la Educacién Secundaria.

Para alcanzar nuestro objetivo y de esta forma dar respuesta a nuestra pregunta de
investigacion, presentaremos a continuacion las relaciones que observamos entre los distintos
conocimientos movilizados por Pablo. Debido a que hay algunas relaciones que se presentan en
mas de un tipo de ejemplos, presentaremos las distintas relaciones agrupadas de acuerdo con
el instante en el cual las observamos. Comenzaremos presentando el analisis que realizamos de

las relaciones que se generaban durante la seleccién de los ejemplos, comenzaremos
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mencionando y describiendo la relaciéon que observamos. Esta descripcién ira acompafiada de
algunos ejemplos en los cuales se puede observar la relacidén que se describe, para finalizar con
un cuadro que nos muestra en cudl de los ejemplos que analizamos en el capitulo anterior
observamos dicha relacion y a qué tipo de ejemplo correspondian. Luego este proceso se repite
con las relaciones que observamos durante el desarrollo de los distintos ejemplos que
analizamos. Al final de la descripcién de las relaciones que observamos en la seleccion y en el
uso de los ejemplos, presentaremos un esquema para mostrar las distintas relaciones que

observamos en cada tipo de ejemplo, durante su seleccién y su uso.

6.3.1. Relaciones observadas durante la seleccion de los ejemplos

En la seleccion de los distintos ejemplos encontramos diferentes relaciones intra-dominio
(Delgado y Espinoza, 2021) principalmente entre los subdominios del PCK. Este proceso nos

permitié obtener informacion de las siguientes relaciones:

e Relacién KMLS-KMT. Observamos que el tipo de relacidn que se genera entre estos

subdominios esta determinado por la categoria del KMLS que se pone en juego:

o Si el conocimiento corresponde a la categoria de resultados de aprendizaje
esperado, el KMLS evoca al KMT. El conocimiento que Pablo poseia sobre los
resultados de aprendizaje que debian alcanzar los estudiantes al abordar un
determinado contenido, provocaba que seleccionara una estrategia que tuviera
el potencial matematico para alcanzar ese objetivo y el conocimiento sobre el
potencial matematico de las distintas estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

corresponde a su KMT.

Para la ensefianza Para la practica
Activos | 3.5 3.4;3.3
Pasivos

o Perosiel conocimiento movilizado corresponde a la categoria de secuenciacién
de temas, el KMLS sustenta al KMT. En estos casos, el conocimiento que el
profesor poseia sobre los saberes y las capacidades que tenian los estudiantes
para aprender el contenido que estaban abordando, contribuia a sustentar su
conocimiento sobre el potencial matematico que una determinada estrategia
tenia para abordar dicho contenido. Por ejemplo, su conocimiento sobre el
potencial que tiene la sucesién 2,4,6,8 ... para abordar la representacion

algebraica del término general, se sustenta, en aparte, en su conocimiento
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sobre que las capacidades que los estudiantes desarrollaron al estudiar la tabla
del 2 puede contribuir a la compresidn del término general de una sucesion; y
su conocimiento sobre el potencial que tiene la sucesién no numérica
I'T [T L0 Ul para ejemplificar la importancia de conocer el patrén que esta
detras de la sucesion, antes de continuar con el procedimiento de construccién
de los términos, se sustenta, en parte, en su conocimiento sobre que las
capacidades que los estudiantes desarrollaron al trabajar con sucesiones no
numeéricas (patrones) puede contribuir a la comprensién de la importancia de
conocer el término general de una sucesion. En estas instancias es donde vemos

qgue el KMLS sustenta al KMT.

Para la ensefanza Para la practica
Activos | 1.3;1.6;2.1;5.3 1.9
Pasivos

Relacién KMLS — KFLM. Se daba especificamente entre la categoria secuenciacién de
temas (KMLS) y la categoria fortalezas y dificultades (KFLM), siendo el KMLS el que
sustenta al KFLM. El conocimiento que Pablo movilizaba sobre las fortalezas y las
dificultades asociadas al aprendizaje de las sucesiones numéricas se sustentaba en su
conocimiento sobre las distintas capacidades y conocimientos que tienen los
estudiantes para aprender este contenido. Por ejemplo, su conocimiento sobre que los
estudiantes no tendrian problemas para determinar el término general de la sucesion
3,6,9,12, ..., se sutenta en su conocimiento sobre que las capacidades desarrolladas al
estudiar la tabla del 3 pueden contribuir a la construccion del término general de la

sucesion. El conocer la capacidad le permite establecer la fortaleza.

Para la ensefianza Para la practica
Activos | 1.6 1.9
Pasivos

Relacién KFLM — KMT. Concordamos con lo propuesto por Zakaryan et al. (2018) quienes
plantean que, si bien ambos subdominios se pueden potenciar mutuamente, es el KFLM
el que potencia mas al KMT, lo que coincide con lo que observamos en nuestro andlisis,
en donde vemos que es el KFLM el que sustenta o evoca con mayor frecuencia al KMTy

esto depende de la categoria del KFLM que se movilice.

o Si el conocimiento movilizado corresponde a las categorias de fortalezas y
dificultades o aspectos emocionales, el KFLM sustenta al KMT. El conocimiento

qgue el profesor posee sobre el potencial matematico que puede tener una
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determinada estrategia, en ocasiones se sustenta por estas categorias. Por
ejemplo, saber que la tarea consistente en solicitar a los estudiantes que
determinen el término 108 de la sucesion | I T'1 L LI, tiene el potencial de
mostrar lo favorable que resulta trabajar con el término general de la sucesién,
se sustenta en su conocimiento sobre lo complejo que resulta para los
estudiantes determinar el término 108 sin conocer el término general de la
sucesién no numérica que estan desarrollando; y su conocimiento sobre lo
significativo que resulta para los estudiantes conocer las aplicaciones que
pueden tener las progresiones aritméticas, sustenta su conocimiento sobre que
el ejemplo, basado en una situaciones cotidiana que ha presentado, ayuda a que
los estudiantes se involucren en la busqueda del término que les ha pedido y en

la suma de los primeros ene términos de la progresion.

Para la ensefianza Para la practica
Activos | 1.4; 1.6; 4.3 1.9; 3.3;3.4; 3.5; 4.255.1
Pasivos | 1.1°, 2.5

Pero si el conocimiento corresponde a la categoria formas de interaccién con
un contenido matematico, el KFLM evoca al KMT. En este caso su conocimiento
sobre la potencialidad matematica o sobre las limitaciones u obstaculos
asociados a una determinada estrategia, es evocado por el conocimiento que
posee sobre los procesos y estrategias utilizadas por los estudiantes al
interactuar con un determinado contenido matematico. Por ejemplo, su
conocimiento sobre lo apropiado que resulta solicitar la busqueda de un
término de generalizacion lejana para mostrar lo favorable de trabajar con el
término general de la sucesion, responde al conocimiento que posee sobre la
estrategia que podrian utilizar los estudiantes para determinar el término 200,
sin utilizar el término general de la progresién. En las situaciones que
observamos, su conocimiento sobre el uso de un proceso o estrategia
inapropiada le llevaba a utilizar una estrategia que tenia el potencial
matematico para abordar esta situacion. Es en esta instancia en donde vemos

al KFLM evocando al KMT.

5> En estos ejemplos el conocimiento del KFLM que sustentaba al KMT correspondia a la categoria de
aspectos emocionales. En el resto de los ejemplos es la categoria fortalezas y dificultades la que sustenta

al KMT.
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Para la ensefianza Para la practica
Activos | 2.3; 2.4 3.2
Pasivos

Relacién KoT—KMT. Observamos una estrecha relacion entre estos dos subdominios
(zakaryan y Ribeiro, 2016) en donde las distintes categorias del KoT sustentan al
conocimiento asociado a estrategias, técnicas, tareas y ejemplos correspondientes al
KMT movilizado por Pablo. Por ejemplo, el conocimiento que Pablo manifiesta sobre lo
apropiado que resulta el ejemplo que ha seleccionado para mostrar que no hay una
Unica forma de obtener el término a, con las formulas que estan estudiado, se sustenta
en su conocimiento sobre los distintos procedimientos que le permiten obtener el
término a4; mientras que su conocimiento sobre lo pertinente que resulta solicitar a los
estudiantes del término 200 de la sucesién 8,13, 18, 23, ... para mostrar lo favorable de
trabajar con el término general de la sucesion, se sustenta en su conocimiento sobre
gue el término general de una sucesion nos permite obtener cualquiera de sus términos
de la sucesion de forma comoda. En la linea de Carrillo et al. (2014), vemos que el KMT
gue moviliza Pablo no contiene conocimiento matematico, pero requiere de su KoT para

su funcionamiento.

Para la ensefianza Para la practica
Activos | 1.4;1.8;2.3;2.4;4.3;3.5;5.2 3.2;3.3;4.2
Pasivos | 2.5

Relacion KSM — KMT. Encontramos algunas relaciones distintas a la evidenciada por
Zakaryan y Ribeiro (2016) entre la categoria de complejizacion y el KMT. En nuestro
analisis identificamos relaciones entre las categorias de conexiones de simplificacion y
conexiones auxiliares del KSM con la categoria de estrategias, técnicas, tareas y
ejemplos correspondientes al KMT. Por ejemplo, saber que un ejemplo de sucesion,
basado en la serie de los niUmeros naturales permite que los estudiantes visualicen la
condicién que cumplen las sucesiones crecientes, se sustenta en el conocimiento de la
conexion que existe entre los nimeros naturales y las sucesiones crecientes; y su
conocimiento sobre lo apropiado que resulta el ejemplo de sucesién 2,4,6,8 ... para
comenzar a desarrollar la construccion del término general de una sucesidn, se sustenta
en su conocimiento sobre que la conexién que existe entre la tabla del 2 y las sucesiones
numeéricas permite visualizar el término general de la sucesién propuesta. En todas estas

relaciones el KSM sustentaba al KMT.
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Para la ensefanza Para la practica
Activos | 1.3%;1.6; 2.1 1.9
Pasivos

Relacion KSM — KMLS. Evidenciamos relaciones distintas a las descritas por Escudero-
Dominguez y Carrillo (2016) quienes se enfocaron en las relaciones que se establecian
entre los conocimientos correspondientes a las categorias de conexiones de
complejizacién y simplificacion del KSM con la categoria resultado de aprendizaje
esperado del KMLS. En nuestro analisis encontramos relaciones entre las categorias de
conexiones de simplificacidn y conexiones auxiliares del KSM con la categoria
secuenciacion de temas del KFLM. Por ejemplo, el conocimiento que Pablo posee sobre
gue asociar la sucesion 3, 6,9,12, ... a latabla del 3 permite visualizar el término general
de la sucesidén, sustenta su conocimiento sobre que las capacidades que desarrollaron
los estudiantes al abordar la tabla del 3 pueden contribuir a la construccion del término
general. El conocimiento que Pablo manifestd sobre las capacidades y los conocimientos

gue poseian los estudiantes para abordar el aprendizaje de las sucesiones se sustentaba

en su KSM.
Para la ensefianza Para la practica
Activos | 1.37;1.6; 2.1 1.9;4.1
Pasivos | 1.2

Relacion KLFM — KoT. En este caso hemos observamos una relacién que se daba siempre
entre dos categorias: su conocimiento sobre aspectos emocionales se relaciona con su
conocimiento sobre fenomenologia y aplicaciones. Por ejemplo, el conocimiento que
Pablo posee sobre el interés que genera en los estudiantes conocer las aplicaciones que
pueden tener las progresiones aritméticas, le lleva a movilizar su conocimiento sobre
algunas aplicaciones cotidianas que pueden tener las progresiones aritméticas. Es en
estos casos es donde podemos ver al KFLM evocando conocimiento correspondiente al

KoT.

Para la ensefianza Para la practica
Activos | 4.3 4.2
Pasivos

6 En este ejemplo la categoria conexiones de simplificacion sustenta a la categoria estrategias, técnicas,
tareas y ejemplos. En los otros ejemplos es la categoria conexiones auxiliares la que sustenta al KMT.

7 En este ejemplo la categoria conexiones de simplificacién sustenta a la categoria resultados de
aprendizaje esperado. En los otros ejemplos es la categoria conexiones auxiliares la que sustenta al KFLM.
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e Relacién creencias — KFLM/KMT. Su creencia en relaciéon con que los ejemplos que
involucran situaciones cotidianas captan la atencién y crean expectacién en los
estudiantes, sustenta conocimientos correspondientes a las categorias de aspectos
emocionales y de estrategias, técnicas, tareas y ejemplos. Por ejemplo, el saber que para
los estudiantes resulta significativo conocer las aplicaciones que pueden tener las
progresiones aritméticas y que un ejemplo, basado en una situacion cotidiana, ayuda a
que los estudiantes se involucren en el desarrollo de las progresiones aritméticas,
corresponden a conocimientos que se sustentan en su creencia sobre el potencial de los

ejemplos que apelan a situaciones cotidianas.

Para la ensefianza Para la practica
Activos | 1.3;4.3 4.2
Pasivos | 1.1

e Relacién creencias — KSM/KMLS. Encontramos evidencia de una creencia que siempre
evoca conocimientos correspondientes a estos dos subdominios en un mismo proceso.
La creencia que Pablo posee sobre que el nuevo conocimiento se va construyendo sobre
los saberes previos, provoca que el profesor movilice conocimiento correspondiente,
por un lado, a las categorias de conexiones de simplificacién y conexiones auxiliares, y
por otro, a la categoria de secuenciacién de temas. Por ejemplo, su conocimiento sobre
que el estudio de las sucesiones se puede construir sobre las habilidades y los
conocimientos desarrollados al estudiar los patrones asi como su conocimiento sobre la
relacién que existe entre la regla que define la construccion de un patrén y el término
general de una sucesion, le permiten apelar a los saberes previos de los estudiantes al
momento de abordar el estudio de las sucesiones. Es en estos casos donde vemos a una

de sus creencias evocando a su KSM y a su KMLS.

Para la ensefianza Para la practica
Activos | 1.3% 1.6 1.9
Pasivos | 1.2

Los esquemas que se presentan a continuaciéon muestran una sintesis de las distintas relaciones
gue observamos al analizar los conocimientos movilizados por Pablo durante la seleccidn de los

distintos tipos de ejemplos. Estas relaciones corresponden a las descritas en este apartado.

8 En este ejemplo la creencia Pablo posee provoca que movilice conocimientos correspondientes a las
categorias de conexiones de simplificacidon y secuenciacién de temas. Y en los otros ejemplos moviliza
conocimientos correspondientes a las categorias de conexiones auxiliares y secuenciacion de temas.
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En el primer esquema se presentan las distintas relaciones que observamos al analizar los
conocimientos que Pablo ponia en juego durante la seleccion de los ejemplos activos que utilizd

para abordar la ensefianza de las sucesiones numéricas.
Figura 56

Relaciones observadas durante la seleccion de ejemplos activos

Evoca  Evoca

Sustenta Evoca
Sustenta  JUstente Sustenta|’ KSM
Conexiones de simplificacion

Sustenta

Evoca KMLS

Resultados de aprendizaje esperados
KMLS Sustenta KMT
Secuenciacion de temas Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Sustenta

Sustenta KSM

Conexion auxiliar

_ Evoca sustenta _

El esquema que se presenta a continuacién muestra las distintas relaciones que observamos al
analizar los conocimientos que Pablo ponia en juego durante el proceso de seleccion de los

ejemplos pasivos.
Figura 57

Relaciones observadas durante la seleccion de ejemplos pasivos

KMLS
Secuenciacion de temas J Evoca
Sustenta Evoca KSM
Sustenta Sustenta
Sustenta KMT Evoca KMLS
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos Itados de aprendizaje esperad

_Sustenta Sustenta _

El siguiente esquema muestra las relaciones que observamos durante el proceso de seleccién
de los ejemplos enfocados en la ensefianza. Estas relaciones son las mismas que observamos en

la seleccién de los ejemplos activos.
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Figura 58

Relaciones observadas durante la seleccion de ejemplos enfocados en la ensefianza

Evoca  Evoca

Sustenta Evoca
Sustenta Sustenta Sustenta r
Conexiones de simplificacion
- Sustenta
Evoca KMLS
itados de aprendizaje espera)
KMLS Sustenta KMT
Secuenciacién de temas Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos
Sustenta
Sustenta
Conexién auxiliar

_ Evoca Sustenta _

Este ultimo esquema muestra las relaciones que observamos al analizar los conocimientos
movilizados por Pablo durante la seleccién de los ejemplos enfocados en la practica de distintos

conocimientos asociados a las sucesiones numéricas.

Figura 59

Relaciones observadas durante la seleccion de ejemplos enfocados en la prdctica

Evoca

Sustenta Evoca
Sustenta Sustenta
Sustenta 4[ ]

Sustenr.al

KMLS

P

Evoca

de

KMLS Sustenta KMT
Secuenciacion de temas Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

6.3.2. Relaciones observadas durante el uso de los ejemplos

El andlisis de las relaciones que se generaron entre los subdominios del MTSK durante el

desarrollo de los ejemplos activos nos permitié obtener informacion de las siguientes relaciones:
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Relacién KMT — KoT. Por primera vez encontramos al KMT tomando un rol principal en
la relacién con otro subdominio, pues vemos que al momento de utilizar el ejemplo que
ha seleccionado es el KMT el que evoca al KoT. Por ejemplo, el conocimiento que le ha
permitido seleccionar un ejemplo de sucesion con el potencial matematico de
profundizar en el estudio de la suma de los primeros ene términos de una progresién
aritmética, provoca que el profesor movilice los conocimientos necesarios para el
desarrollo del ejemplo, en este caso, su conocimiento sobre la utilidad del término
general de una progresion aritmética y sobre cémo obtener los primeros ene términos
de una progresidén aritmética. La actividad que selecciona para abordar un determinado
contenido, basado en el potencial que ve en ella (KMT), determina los conocimientos
asociados a su KoT que tendra que movilizar para su desarrollo. Es en este proceso

donde vemos que el KMT evoca al KoT.

Para la ensefanza Para la practica
1.3;1.6; 2.3;2.5;4.3; 5.2, 5.3; 1.9;1.11;3.2;3.3;3.4;3.5;4.2
1.10

Activos

Pasivos

Relaciéon KMT — KPM. Vemos una situacion similar a la descrita en la relacion anterior,
en donde el KMT que le ha permitido seleccionar una determinada estrategia para
abordar un contenido en particular, le lleva a movilizar conocimiento correspondiente a
su KPM. Por ejemplo, su conocimiento sobre el potencial que tiene una determinada
estrategia para mostrar a los estudiantes que cada sucesion tiene su propio término
general provocdé, al momento de su desarrollo, que el profesor movilizara su
conocimiento sobre cuales son los términos necesarios y suficientes que permiten
determinar el término general de cada una de las sucesiones que presenta. En estos

casos vemos al KMT evocando al KPM.

Para la ensefianza Para la practica
Activos | 1.5; 4.3
Pasivos

Relacién KoT — KoT. El desarrollo de los ejemplos nos permitié identificar las relaciones
intra-subdominio (Delgado y Espinoza, 2021) que se generaban entra las categorias de
registros de representacion y de procedimientos o solo entre conocimientos
correspondientes a la categoria de procedimientos. Por ejemplo, durante el desarrollo
de una actividad en la cual los estudiantes tenian que establecer el término general de
una sucesion se genera esta relacion: el profesor representaba algebraicamente el

término general propuesto por los estudiantes y evaluaba en ella algunos términos para
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comprobar su pertinencia; y en otro ejemplo vemos que Pablo sabe como construir y
representar sucesiones no numéricas. Es en estos casos donde vemos que estas dos

categorias se complementan (1.3; 1.6; 1.9; 1.11; 4.1).

Para la ensefanza Para la practica
Activos | 1.3; 1.6 1.9;1.11; 4.1°
Pasivos | 1.7

e Relacién KoT — KFLM. Seguin Escudero-Avila et al. (2017), el conocimiento matematico
es el que subyace en la base del KFLM, lo que concuerda con lo observado en nuestro
analisis. En esta relacién vemos al KoT sustentado al KFLM, especificamente a los
conocimientos correspondientes a la categoria de fortalezas y dificultades. Por ejemplo,
el conocimiento que posee sobre la condicidon que cumplen las sucesiones crecientes y
decrecientes sustenta su conocimiento sobre el error que comenten algunos
estudiantes al asociar las sucesiones decrecientes a los nimeros negativos, mientras
gue su conocimiento sobre los elementos que se deben considerar para establecer el
término general de una progresidon aritmética, le permite reconocer el error que
comenten algunos estudiantes al no considerar el término a,. Es estas situaciones es

donde observamos esta relacion.

Para la ensefanza Para la practica
Activos | 1.4;1.5; 1.10; 2.1; 2.2; 4.3;
Pasivos

e Relacién KoT — KMT. Si bien el desarrollo de los ejemplos nos permitié encontrar
relaciones en las cuales el KMT evocaba al KoT, también nos permite obtener evidencias
de la relacion KoT — KMT, donde las distintas categorias del KoT sustentan a la categoria
estrategias, técnicas, tareas y ejemplos del KMT. Por ejemplo, el conocimiento que
Pablo posee sobre la funcidn del término general de una sucesion le permite utilizar una
metafora para favorecer la compresién de este concepto. Esto lo hace al referirse al
término general como a la llave. Y su conocimiento sobre una estrategia que permite a
los estudiantes verificar la pertinencia del término general que han propuesto para una
sucesion, se sustenta en su conocimiento de este procedimiento, que corresponde a su

KoT. Vemos como el KMT requiere del KoT para su funcionamiento (Carrillo et al. 2014).

° En este ejemplo vemos una relacién entre conocimientos correspondientes a la categoria de
procedimientos. En los otros ejemplos la relacién se da entre las categorias de procedimientos con la
categoria de registros de representacion.
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Para la ensefianza
1.3;1.5;1.6;1.8; 2.2; 2.3; 1.10
1.1; 1.7

Para la practica
1.11;3.2;3.3;3.4;4.2

Activos
Pasivos

Relacién KFLM — KMT. En este caso es el KFLM el que evoca al KMT, pero esta relacion
se limita a dos categorias, a su conocimiento sobre las fortalezas y las dificultades,
especificamente sobre los errores, obstaculos y dificultades relacionados con el
aprendizaje y el que evoca a su conocimiento sobre estrategias, técnica, tareas y
ejemplos. Por ejemplo, el profesor movilizé su conocimiento sobre una estrategia que
le permitia mostrar a los estudiantes que la posicion de un término no tiene por qué
coincidir con su valor, como respuesta conocimiento que tenia sobre el error que
estaban cometiendo algunos estudiantes al confundir la posicidon de un término con su
valor; también su conocimiento sobre el error que cometian algunos estudiantes al
asociar las sucesiones decrecientes a los nimeros negativos, lo llevé a proponer la
sucesién 10,9, 8, 7, 6, 5 ... como un ejemplo de sucesion decreciente, porque sabia que
este ejemplo tenia el potencial matemdtico para corregir el error que estaban

cometiendo algunos estudiantes, conocimiento que forma parte de su KMT.

Para la ensefianza
1.5;2.1;2.2;1.10

Para la practica

Activos
Pasivos

Relacion KoT — KSM. En esta relacién vemos al KoT sustentando al KSM. El conocimiento
que Pablo poseia sobre los distintos procedimientos asociados a las sucesiones
numeéricas, le permitian establecer conexiones de simplificaciéon y auxiliares. Por
ejemplo, su conocimiento sobre la funcidn del término general de una sucesién sustenta
la conexién que establece entre este término y la regla que define la construccién de un
patron; y el conocimiento que posee sobre el procedimiento de construccién de una
sucesién le permite establecer una relacidon entre el patron que estd detras de la
construccion de la sucesién no numérica y el rol que cumple el término general de una

sucesion numérica.

Para la ensefianza

Para la practica

Activos

1.319, 1.6

1.9

Pasivos

1.2

10 En este ejemplo el KoT sustenta a la categoria de conexién de simplificacién. En los otros ejemplos el

KoT sustenta a la categoria de conexion auxiliar.
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e Relacién creencia— KMT. En este caso la relaciéon se da entre la creencia que posee sobre
el potencial didactico de las metaforas y KMT. Esta creencia sustenta su conocimiento
sobre estrategias, técnicas, tareas y ejemplos. Por ejemplo, su conocimiento sobre que
referirse al término general de una sucesion como a /la llave favorece la comprensién de
los estudiantes en relacidn con este concepto, se sustenta en la creencia que ha

manifestado en relacion con el potencial didactico de las metaforas.

Para la ensefianza Para la practica
Activos | 1.5;1.6; 1.8; 1.10; 2.3 1.9;1.11;3.2;3.3;3.4;4.2
Pasivos | 1.7

e Relacién creencia — KoT. En este caso su creencia sobre el potencial didactico de las
metdforas se relaciona con la categoria de fenomenologia y aplicaciones
correspondientes a su KoT, evocando el conocimiento que le permite crear la metafora.
Por ejemplo, la creencia que el profesor posee sobre el potencial didactico de las
metaforas le lleva a movilizar su conocimiento sobre que cada término general nos
permite obtener los términos de una Unica sucesién, el cual le permite referirse al
término general como a la llave, ya que solo nos permite abrir/obtener los términos de

una Unica sucesion.

Para la ensefianza Para la practica
Activos | 1.5;1.6; 1.8; 1.10; 2.3 1.11;3.2;3.3;3.4;4.2
Pasivos | 1.7

Los esquemas que se presentan a continuacion muestran una sintesis de las distintas relaciones
que observamos al analizar los conocimientos movilizados por Pablo durante el uso de los

distintos tipos de ejemplos. Estas relaciones corresponden a las descritas en este apartado.
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En el primer esquema se presentan las relaciones que observamos durante el desarrollo de los

ejemplos activos utilizados por Pablo al abordar la ensefianza de las sucesiones numéricas.

Figura 60

Relaciones observadas durante el uso de ejemplos activos

Sustenta

Sustenta

Evoca

Se complementan
Conexiones de simplificacion
Se complementan
Conexion auxiliar

El siguiente esquema muestra las relaciones que observamos durante el desarrollo de los
ejemplos pasivos. En este caso las relaciones involucran, mayoritariamente, a subdominios del

MK.
Figura 61

Relaciones observadas durante el uso de ejemplos pasivos

Sustenta KMT Sustenta
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Evoca

Se complementan Sustenta
Conexi6n auxiliar
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El esquema que se presenta a continuacion muestra las relaciones que observamos durante el
desarrollo de los ejemplos que se enfocaban en la ensefianza. Las relaciones son similares a las

observadas durante el desarrollo de los ejemplos activos.
Figura 62

Relaciones observadas durante el uso de ejemplos enfocados en la ensefianza

KPM
Condiciones necesarias y suficientes

Sustenta

Evoca| [
Sustenta KMT
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Evoca Sustenta

Se complementan Sustenta ]

Este ultimo esquema muestra las relaciones que observamos durante el desarrollo de los

ejemplos enfocados en la practica de algun procedimiento.
Figura 63

Relaciones observadas durante el uso de ejemplos enfocados en la prdctica

Sustenta

{
KMT Evoca
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos

Sustenta

Se complementan

Se complementan
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7.Conclusiones

El andlisis de los distintos conocimientos movilizados por el profesor al seleccionar y utilizar
distintos tipos de ejemplos para abordar el estudio de las sucesiones numéricas nos ha permitido
extraer informacidn sobre las distintas relaciones entre subdominios de conocimiento que se
generan en estos procesos, considerando diferentes tipos de ejemplos. Aqui exponemos las
conclusiones que obtuvimos al analizar las relaciones que se generaban, tanto en la selecciodn,
como en el uso de los ejemplos, y presentamos las similitudes y diferencias que encontramos
entre las relaciones que se generaban en las distintas instancias y en los distintos tipos de

ejemplos.
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El analisis de las distintas relaciones que se generaban entre los conocimientos movilizados por
Pablo durante la seleccidén y el uso de los ejemplos nos permite corroborar lo planteado por Sosa
et al (2017), en relacién con que la ejemplificacién se presenta como un escenario favorable
para profundizar en el estudio del MTSK. En ambos momentos, seleccién y uso, el profesor
moviliza y relaciona conocimientos pertenecientes a los tres dominios del MTSK, conocimiento
didactico del contenido, conocimiento matemadtico y creencias asociadas a la ensefianza y el

aprendizaje de las matematicas.

Ambos momentos, la seleccion y el uso de los ejemplos, brindan una oportunidad para
profundizar en el conocimiento del profesorado de matematicas. Sin embargo, sobre la base de
lo observado en nuestra investigacién, creemos que el momento mas apropiado para
profundizar en el MTSK es durante la seleccién del ejemplo, ya que es ahi cuando se genera un
mayor numero de interconexiones entre los distintos subdominios de conocimiento movilizados
por el profesor. Esta situacion pone de manifiesto la necesidad de un conocimiento sélido, tanto

matematico como didactico, para la seleccidn de ejemplos Utiles (Zaslavsky, 2008).

Este anadlisis nos ha permitido dar respuestas a nuestra pregunta de investigacién. Nos ha
permitido comprender cdmo son y cémo se relacionan los conocimientos especializados
movilizados por Pablo al seleccionar y utilizar distintos tipos de ejemplos para la ensefianza de

las sucesiones numéricas.

En la selecciéon de los ejemplos observamos una mayor presencia de conocimientos
correspondientes al PCK, lo que favorece el estudio de las relaciones intra-dominio que se
pueden generar entre los conocimientos de este dominio, y el estudio sobre cémo el KMT se
relacionaba con el resto de los subdominios, siendo el KMT evocado o sustentado por los otros
subdominios de conocimiento, lo que concuerda con lo observado por Zakaryan y Ribeiro
(2016). Estas situaciones las observamos en la seleccidn de los ejemplo pasivos y activos y en los
ejemplos para la ensefianza y para la practica, pero con menor frecuencia en los ejemplos

pasivos.

En la seleccidn de los ejemplos pasivos, la mayoria de las relaciones que se generan entre los
subdominios de conocimiento implican que uno sustenta al otro, si la relacién involucra al KMT
y a otro subdominio, el KMT siempre es sustentado por el otro conocimiento, por el KFLM o por
el KoT. El Unico caso en donde vemos que un conocimiento evoca a otro se da entre el KMT y el

KMLS, en donde el KMLS evoca al KMT.

171



En la seleccidon de los ejemplos activos y los ejemplos para la ensefianza y para la practica
observamos las mismas relaciones entre subdominios. Al igual que en el caso anterior, la
relacién mds frecuente entre los conocimientos es de un subdominio sustentando a otro. Si esta
relacion involucra al KMT, el KMT siempre es el subdominio sustentado, por el KFLM, por el
KMLS, por el KSM o por el KoT. También vemos algunos casos en donde un subdominio evoca a
otro, si el KMT forma parte de esta relacion, siempre es el subdominio evocado y siempre por

otro subdominio del PCK.

En relacion con el proceso de uso de los ejemplos, al igual que en la seleccidn, el profesor
moviliza conocimientos correspondientes a los distintos subdominios del MTSK. Sin embargo,
observamos una mayor presencia de conocimientos correspondientes al MK, lo que favorece el
estudio de este dominio de conocimiento, debido al mayor nimero de relaciones que se
generan entre los subdominios del MK. Esta situacién la observamos al analizar los
conocimientos involucrados en el uso de ejemplos activos y pasivos y en el uso de los ejemplos

enfocados en la ensefianza y en la practica.

En el uso de los ejemplos pasivos, la relacién que se daba entre dos subdominios diferentes
correspondia a un subdominio sustentando a otro y siempre era el KoT el que sustentaba a otro
subdominio. La otra relacién que encontramos era de un subdominio complementandose con
otro, en este caso ambos conocimientos correspondian al KoT, generandose una relacion intra-

subdominio.

Las relaciones que se daban durante el uso de los ejemplos activos y los ejemplos para la
ensefianza y la practica eran muy similares. En todas las relaciones, en las cuales podiamos
observar a un subdominio sustentando a otro, siempre aparecia el KoT sustentado a otro
subdominio. Pero cuando la relaciéon era de un subdominio evocando a otro, siempre era un
subdominio del PCK el que evocaba a otro, el KMT evocaba subdominios del MK, mientras que
el KFLM evocaba al KMT. Y al igual que en el caso de los ejemplos pasivos, si la relaciéon se
generaba entre dos subdominios que se complementaban, estos siempre correspondian al KoT.
En los ejemplos activos y para la ensefianza, encontramos una relacién intra-categoria, vemos
cdmo se complementan distintos conocimientos correspondientes a la categoria

procedimientos del KoT.

Las relaciones que se generaron entre los distintos subdominios, en algunos casos, estaba
determinada por las categorias que se ponian en juego y por el momento del ejemplo al cual
correspondia. EI KMLS podia sustentar o evocar al KMT dependiendo de la categoria del KMLS

que estuviera operando; mientras que el KoT podia sustentar al KMT, o el KMT evocar al KoT,
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dependiendo de si la relacion se da durante la seleccidon o el uso del ejemplo, situaciones que
ponen de manifiesto la naturaleza dindmica y compleja del conocimiento especializado, también
evidenciada por Escudero-Avila et al. (2017) al analizar algunas relaciones entre subdominios de
conocimiento. Este dinamismo lo observamos en los ejemplos activos y en los enfocados en la

ensefianza y en la practica.

No encontramos diferencias entre las relaciones que se generaban entre los subdominios de
conocimiento movilizados por el profesor al trabajar con ejemplos activos y con ejemplos
enfocados en la ensefianza. En ambos casos observamos las mismas relaciones, tanto en la
seleccion, como en el uso de los ejemplos. Esto también se dio con los ejemplos enfocados a la
practica, pero solo durante la seleccién del ejemplo. Las relaciones que se generan durante la
seleccidn de estos tres tipos de ejemplos nos permiten indagar en el sustento, tanto matematico
como didactico, de las estrategias que el profesor utiliza para abordar el aprendizaje de sus
estudiantes. Desde nuestra perspectiva, esto es debido a las relaciones que se dan entre el KMT
y el resto de los subdominios, donde el KFLM y KMLS sustentan y/o evocan al KMT, mientras

que el KoT y el KSM solo lo sustentan.

En el desarrollo de los ejemplos vemos que tanto los ejemplos pasivos como los enfocados en la
practica consideran al menos un conocimiento del MK en todas las relaciones que se generan
entre los subdominios. Mientras que en los ejemplos activos y en los enfocados en la ensefianza,
encontramos algunas relaciones entre conocimientos del PCK, pero la mayoria solo considera
subdominio del MK. El Unico subdominio del PCK presente en el desarrollo de los cuatro tipos
de ejemplos es el KMT, si bien este subdominio no contiene conocimiento matemadtico, queda

de manifiesto que requiere de este para su funcionamiento (Carrillo et al., 2014).

Si bien los autores del MTSK plantean que las creencias permean el conocimiento que el profesor
posee en cada uno de los subdominios (Carrillo et al., 2014), en nuestro caso, al analizar el papel
gue jugaron las creencias y como estas se relacionaban con los distintos subdominios de
conocimiento, observamos que esta relacidon variaba segin el dominio al cual pertenecia el
conocimiento con el cual se relacionaba. Si el conocimiento correspondia al dominio de
conocimiento didactico del contenido, la creencia sustentaba o evocaba a este conocimiento;
pero si el conocimiento pertenecia al conocimiento matematico, la creencia evocaba a este
conocimiento. Las creencias que Pablo manifestd en este periodo no permearon por igual a
todos los subdominios de conocimientos, a unos los sustentaban mientras a los otros solo los
evocaba. Esta situacién la observamos en la seleccién y el uso de los ejemplos pasivos y activos,

y en los ejemplos enfocados en la ensefianza y en la practica.
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Durante el desarrollo de esta investigacion identificamos una dificultad y algunas limitaciones
gue se generaron principalmente al momento de recoger la informacion. La dificultad se nos
presentd al trabajar con las sucesiones numéricas, porque encontramos pocas investigaciones
en el dmbito de la ensefianza y el aprendizaje a nivel educacion secundaria y ninguna sobre el
conocimiento especializado, lo que dificultaba la busqueda del MTSK movilizado por Pablo y por

lo tanto la busqueda de las relaciones entre subdominios de conocimientos.

Identificamos dos limitaciones asociadas a la entrevista. La primera, asociada a la situacién de
emergencia sanitaria que se vivia al momento de realizar las entrevistas, esto nos llevo a realizar
preguntas generales para obtener informacién sobre el porqué de la seleccion de un grupo de
ejemplos, de esta forma pretendiamos aprovechar al maximo las dos entrevistas; pero esto
limité nuestro andlisis al momento de indagar en los conocimientos correspondientes a la
seleccion de esos ejemplos, ya que solo encontramos conocimientos comunes a todos los
ejemplos, sin poder obtener informacién de los conocimientos particulares a la eleccién de cada
ejemplo. La segunda corresponde a la elaboracién de preguntas que estaban enfocadas solo en
los indicios de conocimiento que observamos durante la clase, esto limité el andlisis sobre los
conocimientos correspondientes a la seleccién de los ejemplos, ya que no obtuvimos
informacion de los conocimientos movilizados durante la seleccién de algunos ejemplos,
especificamente de aquellos por los cuales no consultamos en la entrevista, por no obtener

indicios de conocimiento durante su analisis.

Finalmente, el contexto en el cual obtuvimos la informacion, una sala clases de tercer afio de
educacién secundaria, limitd el andlisis de los ejemplos pasivos, en relacidn con los otros tipos
de ejemplos, ya que se generan pocos ejemplos pasivos, debido a que el profesor promovia, en

la mayoria de los ejemplos, la participacion de los estudiantes.

Los resultados de este analisis nos permitieron identificar las relaciones que se generaban entre
los distintos conocimientos movilizados por el profesor al seleccionar y utilizar diferentes tipos
de ejemplos. Sin embargo, nuestro estudio no nos permite establecer conclusiones generalesy,
es por ello, que consideramos necesario continuar explorando el conocimiento del profesor en
este tipo de investigaciones, considerando otros contenidos y niveles de estudio. Al mismo
tiempo, creemos que una nueva linea de investigacion podria centrase en el rol de las creencias

en las relaciones de conocimientos que se generan al trabajar con ejemplos.
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