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Resumen

La resolucion de ecuaciones no lineales es crucial en diversos campos cientificos y de
ingenieria. Desde determinar las raices de ecuaciones algebraicas hasta resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales, obtener soluciones numeéricas precisas y eficientes es esencial para
modelar y analizar una amplia variedad de fendmenos naturales. El objetivo de este articulo
fue realizar una exploracion comparativa de los métodos numéricos de Newton-Raphson y
biseccion para la resolucion de ecuaciones no lineales. Se analiz la solucion de tres
problemas incluyendo ecuaciones polinomicas, exponenciales y trigonométricas. Los
resultados obtenidos por los dos métodos fueron comparados y discutidos seglin la precision
y velocidad de convergencia. Se concluyd que la combinacion de ambos métodos permitio
una convergencia Optima, aprovechando la velocidad de convergencia y precision del método
de Newton-Raphson y la robustez del método de biseccion. Esta sinergia proporciond una
solucion efectiva y eficiente para una amplia gama de problemas en ingenieria, ciencias y
matematicas aplicadas, mejorando la resolucion de ecuaciones no lineales en funcion de las

caracteristicas especificas del problema y los requisitos de precision y eficiencia.

Palabras clave: Convergencia; iteracion; precision; matematica
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Abstract

Solving nonlinear equations is crucial in various scientific and engineering fields. From
determining the roots of algebraic equations to solving systems of differential equations,
obtaining accurate and efficient numerical solutions is essential for modeling and analyzing
a wide variety of natural phenomena. The objective of this article was to perform a
comparative exploration of the Newton-Raphson and bisection numerical methods for
solving nonlinear equations. The solution of three problems was analyzed including
polynomial, exponential and trigonometric equations. The results obtained by the two
methods were compared and discussed according to the precision and speed of convergence.
It was concluded that the combination of both methods allowed optimal convergence, taking
advantage of the speed of convergence and precision of the Newton-Raphson method and
the robustness of the bisection method. This synergy provided an effective and efficient
solution to a wide range of problems in engineering, science and applied mathematics,
improving the resolution of nonlinear equations based on the specific characteristics of the

problem and the requirements for precision and efficiency.

Keywords: Convergence; iteration; precision; mathematics
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Introduccion

La resolucion de ecuaciones no lineales es un problema fundamental en diversos campos de
la ciencia y la ingenieria (Pineda-Ortiz & Chica-Arrieta, 2020). Desde la determinacion de
raices de ecuaciones algebraicas hasta la solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales, la
blusqueda de soluciones numéricas precisas y eficientes es una tarea crucial en la
modelizacion y analisis de fendmenos naturales y artificiales (Sun et al., 2019). En este
contexto, los métodos numéricos desempefian un papel fundamental al proporcionar
herramientas algoritmicas para aproximarse a las soluciones de estas ecuaciones no lineales
(Cockayne et al., 2019).

Entre los métodos numéricos mas utilizados para la resolucion de ecuaciones no lineales se
encuentran el método de Newton-Raphson (Pho, 2022) y el método de biseccion (Rahman et
al., 2022). Ambos enfoques poseen fundamentos teodricos solidos y han demostrado ser
eficaces en una amplia gama de situaciones (Liu et al., 2022). Sin embargo, cada uno de ellos
tiene sus propias caracteristicas, ventajas y limitaciones, lo que los hace adecuados para
diferentes tipos de problemas y contextos de aplicacion.

El método de Newton-Raphson, también conocido como método de Newton, es un enfoque
iterativo que utiliza la derivada de la funcion para aproximar la raiz de la ecuacion (Millidere
et al., 2020). Basado en el concepto de tangente a la curva en un punto dado, este método
converge rapidamente hacia la solucion cuando se cumplen ciertas condiciones de
convergencia (Torres-Hernandez et al., 2021), como la existencia de una derivada continua
y no nula en la vecindad de la raiz buscada. Aunque el método de Newton-Raphson es
conocido por su rapida convergencia, puede ser sensible a la eleccion del punto inicial y
puede diverger en casos donde la derivada se anula o es discontinua ( Liu et al., 2020).

Por otro lado, el método de biseccion es un enfoque mas simple y robusto que divide
iterativamente un intervalo que contiene la raiz en subintervalos mas pequefios (Oliveira &
Takahashi, 2020), reduciendo gradualmente la longitud del intervalo hasta que se alcanza
una tolerancia deseada (Milani & Grande, 2020). A diferencia del método de Newton-
Raphson, el método de biseccion no requiere conocimiento de la derivada de la funcion y
garantiza la convergencia hacia la raiz bajo ciertas condiciones, como la continuidad de la
funcion en el intervalo dado (Gulshan et al., 2023). Aunque el método de biseccion tiende a
converger mas lentamente que el método de Newton-Raphson, su simplicidad y robustez lo
hacen adecuado para una variedad de problemas en los que otros métodos pueden fallar
(Fiorentino et al., 2020). El objetivo de este articulo fue realizar una exploracion comparativa
de los métodos numéricos de Newton-Raphson y biseccion para la resolucion de ecuaciones
no lineales.
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Material y métodos

Se seleccionaron funciones no lineales representativas, abarcando una variedad de
comportamientos como ecuaciones polinémicas, exponenciales y trigonométricas. Este paso
permiti6 evaluar los métodos en escenarios diversos y relevantes.

Para la resolucion de ecuaciones no lineales por el método de Newton-Raphson se aplico el
siguiente algoritmo (Torres-Hernandez & Brambila-Paz, 2019):

icH

xn+1 = xn f/(x )
n

Donde x,, representa la aproximacion inicial de la raiz, f(x,,) indica el valor de la funcion
evaluado en x,, y f'(x,) es la derivada de la funcion en x,,.
El error absoluto de cada iteracion se calculo de la siguiente manera (Sereeter et al., 2019):
len| = 1%n11 — Xl

Para el método de biseccion se dividio iterativamente un intervalo que contiene la raiz en
subintervalos mas pequeios, reduciendo gradualmente la longitud del intervalo hasta que se
alcanzé una tolerancia deseada. Matematicamente, el método de biseccion se expreséd
mediante la siguiente formula de iteracion (Doabil et al., 2019):
_an+by
= —F—
Donde a,, y b,, representan los extremos del intervalo en la n — ésima iteracion, y ¢, es el
punto medio del intervalo.
El error absoluto del método se calculd mediante la siguiente expresion (Hamadi et al., 2024):
bn —an

2
Se seleccionaron tres ejercicios tomados del libro “Métodos numéricos para ingenieros” de
los autores Chapra & Canele (2016) y se resolvieron por los dos métodos descritos
anteriormente. Los ejercicios seleccionados fueron los siguientes:

1. x*+8x3+14x2-8x—-15=0

2. e *=x=0

3. 2sen(vx) — x=0

|en| =
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Resultados

Los resultados de la resolucion del polinomio de grado cuatro (problema 1) desarrollados por
los métodos de Newton-Raphson y biseccion se muestran en la Tabla 1 y Tabla 2
respectivamente. Ambos métodos lograron encontrar una aproximacion cercana de la raiz de
la ecuacion, pero con diferencias en la precision y el nimero de iteraciones requeridas. Para
el método de Newton-Raphson se tom6 como valor inicial x, = 0, este método convergio
mas rapidamente hacia la raiz, logrando una solucion exacta después de solo cinco
iteraciones. Sin embargo, esto puede no ser siempre el caso, ya que la convergencia del
método de Newton-Raphson depende de la eleccion del valor inicial y de la funcién misma
(Dutto et al., 2019). Ademas, este método requiere el calculo de la derivada de la funcion, lo
que puede ser complicado.

Por otro lado, para el método de biseccion se tomo un intervalo de [0, 2]. Este método
proporciond una aproximacion menos precisa de la raiz después de 10 iteraciones. Aunque
es un método mas simple y robusto que no requiere el calculo de la derivada, puede converger
mas lentamente hacia la raiz (Chu et al., 2022), especialmente si el intervalo inicial es grande
o si la funcién tiene comportamientos oscilantes o no lineales en el intervalo.

Tabla 1. Resolucion del problema 1 por el método de Newton-Raphson

n (xn) f(xn) f(xn) Error absoluto
0 0 -15 -8 -

1 1,875 27,540 170,980 1,875

2 1,255 4,618 87,705 0,62

3 1,045 0,376 63,469 0,21

4 1,002 0,012 55,993 0,043

5 1,000 0,000 55,840 0,002

6 1,000 0,000 55,840 0,0
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Tabla 2. Resolucion del problema 1 por el método de biseccion

n a, b,, Cn Error absoluto
0 0 2 1 2

1 1 2 1,5 1

2 1 1,5 1,25 0,5

3 1,25 1,5 1,375 0,25

4 1,25 1,375 1,3125 0,125

5 1,3125 1,375 1,34375 0,0625

6 1,34375 1,375 1,359375 0,03125
7 1,34375 1,359375 1,3515625 0,015625
8 1,3515625 1,359375 1,35546875 0,0078125
9 1,35546875 1,359375 1,357421875 0,00390625
10 1,357421875 1,359375  1,3583984375 0,001953125

En la tabla 3 se observa la resolucion de la ecuacion exponencial (problema 2) por el método
de Newton-Raphson. Después de aplicar el método de Newton-Raphson con una estimacion
inicial de xy = 1, converge a una soluciéon aproximada de x = 0,5671 después de 4
iteraciones. Este resultado indico que la raiz de la ecuacion se encuentra cerca de este valor,
lo cual es coherente con la observacion de que la funcién exponencial e ™ decrece
rapidamente (Tostado et al., 2019) y se interseca con la funcién lineal x en algin punto
cercano a x ~ 0,5671. En cada iteracion, se observé una disminucion significativa en el error
absoluto, lo que indic6 una rapida convergencia hacia la solucion.
Tabla 3. Resolucion del problema 2 por el método de Newton-Raphson

n (%) f(xn) f(xn) Error absoluto
0 1,0000 0,3679 -2,7183 -

1 0,6127 0,0067 -1,9296 0,3873

2 0,5664 -0,0220 -1,8415 0,0463

3 0,5671 0,0001 -1,8414 0,0007

4 0,5671 0,0000 -1,8414 0,0000

La solucion encontrada por el método de biseccion en un intervalo de [0, 1] se presenta en la
Tabla 4. Se observa que este método requiere varias iteraciones (en este caso, 13 iteraciones)
para converger a una solucion aproximada. Esto puede deberse a que el método divide el
intervalo en cada iteracion y selecciona el subintervalo que garantiza la presencia de la raiz
(Panou, 2019). Aunque la convergencia es gradual, el método de biseccion garantiza que la
solucion se encuentre dentro del intervalo seleccionado en cada iteracion. Esta caracteristica
distintiva del método de biseccion garantiza que la solucion se aproxime cada vez mas a la
raiz real a medida que avanzan las iteraciones (Y. Liu & Lin, 2024). Conforme el método de
biseccion continua iterando, la aproximacion de la raiz se vuelve mas precisa (Elghandour et
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al., 2021). La convergencia del método a una solucién tnica se evidencia por la disminucion
gradual del error absoluto en cada iteracion. Esto indica que se aproxima cada vez mas a la
raiz real de la ecuacion.

Tabla 4. Resolucion del problema 2 por el método de biseccion

n an b, Cn Error absoluto
0 0,0000 1.0000 0,5000 -

1 0,5000 1,0000 0,7500 0,2500
2 0,5000 0,7500 0,6250 0,1250
3 0,6250 0,7500 0,6875 0,0625
4 0,6875 0,7500 0,7188 0,0312
5 0,7188 0,7500 0,7344 0,0156
6 0,7344 0,7500 0,7422 0,0078
7 0,7422 0,7500 0,7461 0,0039
8 0,7422 0,7461 0,7441 0,0020
9 0,7441 0,7461 0,7451 0,0010
10 0,7451 0,7461 0,7456 0,0005
11 0,7451 0,7456 0,7454 0,0002
12 0,7451 0,7454 0,7453 0,0001
13 0,7451 0,7453 0,7452 0,0001

La ecuacion trigonométrica (problema 3) resuelta por el método de Newton-Raphson en xy =
4, presentd una solucién aproximada de x = 2,2165 después de siete iteraciones. Los
resultados mostrados en la Tabla 5 indicaron que después de la cuarta iteracion el error
absoluto se redujo a cero, lo que indica que la aproximacion no ha cambiado en las ultimas
iteraciones. Esto muestra que el valor aproximado que satisface la ecuacion es una solucion
estable y que cualquier iteracion adicional no cambiara esta solucidon. Sin embargo, aunque
la convergencia fue rapida en este caso, es importante destacar que el método de Newton-
Raphson puede ser sensible a la eleccion de la estimacion inicial (Izadi, 2020). Una
estimacion inicial diferente podria conducir a una solucidon diferente o incluso a la
divergencia del método (Albalawi et al., 2021).
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Tabla 5. Resolucion del problema 3 por el método de Newton-Raphson

n (xn) f(xn) f(xn) Error absoluto
0 4,000 1,7639 0,5403 -

1 2,8348 -0,4767 0,5671 1,1652

2 2,2811 0,1433 0,5813 0,5537

3 2,2186 0,0028 0,5826 0,0625

4 2,2165 0,0000 0,5827 0,0021

5 2,2165 0,0000 0,5827 0,0000

6 2,2165 0,0000 0,5827 0,0000

7 2,2165 0,0000 0,5827 0,0000

En contraste, luego de 13 iteraciones (Tabla 6) realizadas por el método de biseccion en un
intervalo de [0, 4] la solucion aproximada converge a x = 2,9770. Comparando con el
resultado obtenido por el método de Newton-Raphson (x = 2,2165), se observo que hay una
diferencia significativa entre las dos aproximaciones. Asi mismo, el error absoluto disminuyd
gradualmente a medida que aumentaron las iteraciones del método de biseccion. No obstante,
en comparacion con el método de Newton-Raphson, el error absoluto parece converger mas
lentamente hacia cero.

Aunque el método de biseccion converge a una solucion, es notable que requiere mas
iteraciones, ademds proporciona una aproximacion menos precisa en comparacion con el
método de Newton-Raphson. Esto puede deberse a la naturaleza del método de que divide el
intervalo de busqueda en cada iteracion, lo que resulta en una convergencia mas lenta (Henry
Johnson et al., 2019).
Tabla 6. Resolucion del problema 3 por el método de biseccion

n a, b, Cn Error absoluto
0 1,0000 4,0000 2,5000 -

1 2,5000 4,0000 3,2500 1,5000
2 2,5000 3,2500 2,8750 0,7500
3 2,8750 3,2500 3,0625 0,3750
4 2,8750 3,0625 2,9688 0,1875
5 2,9688 3,0625 3,0156 0,0938
6 2,9688 3,0156 2,9922 0,0469
7 2,9688 2,9922 2,9805 0,0234
8 2,9688 2,9746 2,9743 0,0117
9 2,9746 2,9775 2,9775 0,0059
10 2,9746 2,9760 2,9760 0,0029
11 2,9760 2,9768 2,9768 0,0015
12 2,9768 29772 29772 0,0007
13 2,9768 2,9770 2,9770 0,0004
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Conclusiones

La combinacion estratégica de métodos numéricos como Newton-Raphson y biseccion
permite una convergencia optima en ecuaciones no lineales. Newton-Raphson ofreciendo
velocidad y precision, pero puede ser sensible a la estimacion inicial, mientras que la robustez
del método de biseccion lo hace una eleccion segura pero lenta. Al utilizar Newton-Raphson
con una estimacion inicial de biseccion, se optimiza la convergencia al tiempo que se
mantiene la estabilidad del proceso. Esta sinergia entre métodos proporciona una solucion
efectiva y eficiente para una amplia gama de problemas de ingenieria, ciencias y matematicas
aplicadas.

Ambos métodos lograron encontrar aproximaciones cercanas de la raiz de la ecuacion, sin
embargo, el método de Newton-Raphson mostr6 una convergencia mas rapida hacia la
solucion exacta, con solo cinco iteraciones en comparacion con las diez iteraciones del
método de biseccion. Esto sugiere que, en general, el método de Newton-Raphson puede ser
mas eficiente en términos de velocidad de convergencia.

A pesar de la convergencia mas rapida del método de Newton-Raphson, su implementacion
puede ser mas compleja ya que requiere el calculo de la derivada de la funcion, lo que puede
ser complicado en ciertos casos. Por otro lado, el método de biseccion es mas simple y
robusto, ya que no requiere el calculo de la derivada, pero puede converger mas lentamente
hacia la raiz, especialmente si el intervalo inicial es grande o si la funcidon presenta
comportamientos oscilantes o no lineales.

En el caso del método de Newton-Raphson, la eleccion del valor inicial puede influir
significativamente en la convergencia del método. Se observd que una estimacion inicial
adecuada resultd en una convergencia rapida hacia la solucion, mientras que una eleccion
inadecuada podria conducir a divergencia o a una solucion diferente. Esto destaca la
importancia de seleccionar cuidadosamente el valor inicial al aplicar este método, ya que su
eficacia depende de ello.
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