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摘要
:
本文求解了横观各向同性介质中椭圆夹杂内受非弹性剪切变形引起的弹性场

。

采用 各向异性弹性力学

平面问题 的复变 函数解法
,

结合保角变换
,

获得夹杂内应 变能和基体内边界 的应力分布和相 应的应变能的表达

式
。

进一步
,

根据最小应变能原理
,

获得表征夹杂平衡边 界的两个特征剪切应变
,

从而得到 了弹性场的解析解
。

通过应力转换关系
,

验证了应力解满足夹杂边界上法 向正应力 和剪应力的连续条件
,

表明了该解 的正确性
。

本

文解可用于复合材料断裂强度的分析中
。
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夹杂问题在力学和材料等领域引起了更多的关注
。

Mur a 的专著集中描述了特征应变的方法
,

该方法

被有效而广泛地用于解决各种夹杂问题川
。

然而
,

该方法主要针对各向同性的情况
。

对于各向异性材料

的夹杂问题和孔洞问题
,

目前 已有许多方法
:

复数表达法
、

格林函数法
、

积分变换方法
、

奇异积分方程方法
、

Str o h 法等
。

总的来说
,

求解各向异性材料的夹杂问题相对 困难
,

尤其是获得精确解 的情况更有限
。

对于
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丹

各 向异性材料内含物问题 (缺陷与基体的材料相同 )或某些特殊材料夹杂问题
,

已有了一些解 〔‘一们
。

如果

能够得到对应于各向异性介质的应力的复函数表示
,

应用复变 函数方法求应力场将是非常有效的
。

本文

应用各向异性弹性力学的复变函数方法
,

获得横观各向同性介质 中椭圆夹杂 内受非弹性剪切变形引起的

弹性场的解析解
。

横观各向同性介质弹性场的复变函数表示

假设两个面内的方向(如 二一

和 梦方向)和弹性主轴方向一致
,

则横观各向同性材料的本构关系可表示

(1 )

风凤风
00凡几凡。队凤门

�

一一

风风凤

式 中
,

折减系数 风
, = a , 1 一 a

l
3

/ a 3。 ,

风
2 = a 12 一 a

}
3
/ a 3。 ,

几
。 = 2 (风

; 一 风
2
) = 2 ( a l , 一 a 12

) = a 6 。 。

其 中
,

柔度

系数 a ‘j 可 用 工 程 材 料 常 数 确 定
,

a , : = 1/ E
I ,

‘
。 二 1/ E

3 ,

al : = 一 , ,

/ E
I ,

al
。 = 一 , 3

/ E
3 ,
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) / E
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弹性常数的下标
“ 1

,

2
”

分别对应于
二一 ,

y- 方 向
,

即为各向同性

面 ; 下标
“ 3 ”

对应于 : 一

方向
。

以下仅对平面应变问题进行分析
。

采用应力函数 F ( 二
,

妇
,

平 面应变情况下其控制方程为圈

愚赘
· ‘2几

·

肋纂备
+ 几

1

筹
= 0

( 2 )

引人变量
: 二 二 + 丹

,

代人 (2 )式
,

得到关于复参数 产的四阶特征方程 [3j
。

对于横观各 向同性材料
,

由于折

减系数 风
: =
几

2 ,

可求得 四个特征根 产; = 产2 二 艺
,

产。 = 产; 二 忑二 一 乞
。

记 : , 二 二 + 产 l y
,

则控制方程 的解为
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引入新的广义复变函数
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位移分量可表示为
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四个复常数 p : ,

P : ,

q , ,

q Z
和分别可以表示为

夕1 = 一 戏
2 + 八

2 ,

夕2 二

叭
, +
风
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, +
几
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2 夹杂
一

基体系数的弹性场的确定

假设在横观各向同性介质中有一个椭圆夹杂
,

并假设 务军平面为各向同性面
, z 一为异性弹性主方向

。

在直角坐标下沿 二和 y- 方向的半轴长分别为
a ,

b
。

假设夹杂受到非弹性剪切变形
。

若无介质
,

则各点位

移是 、 二

尺y
, 。 =

式
, ,

常量 代
,

代对应于没有基体约束时的 自由边界
。

由于基体存在
,

实际的平衡状态

下各点的位移为 肠 = yl y
, 勺 = 兀 二 ,

未知量 yl
,

凡 对应平衡边界
。

由于夹杂的弹性常量和弹性场 (如位移
、

应力
、

应变 )与基体介质的值都有所不 同
,

因此夹杂的量加注上标
“ 0 ” 。

夹杂 中的应变
:
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代
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攻
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嵘
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椭圆夹杂得应变能为

W
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二 a 石(T1 + y2 一
代

一

代)
,

2尾
。 (8 )

通过保角变换

成单位圆内的区域
。

: 二 。(如 = (a + b )/2 夸
+

(a
一 的岁2

,

}引< 1
,

可以将椭 圆夹杂的外部的基体 区域变换

在单位圆的边界上 夸二
, = eie

。

基体内边界上的面内位移可以用
a
表示为
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,
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将式 (9 )代入式 (5 )中
,

分别引人函数 A (。 )
,

B
’

(。)
,

B (。)依次作为函数 价
,
( : ,

)
,

汽(: ,
)

,

F
Z
( : ,

)的保角

变换后的等价变形形式
,

则复变函数表示的位移表达式如下

广
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其中

其中

m = (a 一 b ) / (a + b )
。

根据边界位移连续条件
,

应用 Ca u e hy 公式 [4 1 ,

得到

A (a ) = N l 乞a 一 N
Z
葱

‘ ( m + d2 )

m a Z 一 1
B (‘) = N

Z
艺‘

N
l =

(yl b 一 yZ a )

4 ( 一 风
, + 风

2
)

’ N Z =
(yl b + 凡 a )

4 (3几
; +
几

:
)

。
系数 N

, ,
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只与材料的弹性参数和边界条件有关
。

将其代

人方程(4) 中
,

可以得到横观各向同性材料基体在椭圆夹杂边界处的应力分量 屹
,

弓
, r

易如下

2
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其中函数表达式 X
, ,

X
。 ,

Y
, ,

Y
Z ,

Z
, ,

2
2

见附录
。

根据 Cl aP ey ro n
’s 理论

,

基体的应变能由下面积分确定

1 户
。 _ . , 2 。 .
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二
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二
, _ _ Z

n\
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将上面所得应力结果 (1 1 )代人式 (12 )
,

可得

w M =

对刀
1 1 + 2下l

兀刀
1 2 +
尤D

2 2 (1 3 )

式中参数 D
l l ,

D
l :

和 D
2 2

有如下结果
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其中 召 =

厌
2 + 2八

2

八
, 一 3庆

, 。

椭圆夹杂和基体这一弹性系统的总应变 能为 W = W (yl
,

凡 ) 二 W ,

a w / ay
, 二 0

,

a w /a 兀
二 0

,

可得到确定 yl ,

儿 的两个方程
,

其解为

。

根据最小应 变能原理
,
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‘
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式中 R =
b/ a

。

将式 (1 5) 代人式 (7) 并应用式 (1) 可确定夹杂 内的应力
,

代人式 (1 1 )则可确定基体内边界

的应力
,

利用保角变换和式 (4) 还可进一步确定基体内的应力分布
。

特别地
,

在椭圆夹杂边界上
,

夹杂与基

体的法向正应力和剪切应力分别记为 武
,

代
,

呱
,

成
,

根据应力转换关系
,

并记 必为外法线与
二 轴的夹角

,

可推导得到满足应力连续条件下的结果

代
=
、飞蔑厕;二截影气纂瓷黑

石蕊而石
(代

·
式,

代 =
;

蘸而尝群瓮黯黑而丽
(代

·

代,

(1 6 )

(1 7 )

3 算例与分析

本文计算 中选取 的基体材料 为石墨环氧树脂圈
,

其主方向上 的弹性 模量为 E
, = E

Z 二
14

.

SG Pa
,

E
。 = 13 7

.

9 G Pa ,

泊松比 , ,
一 冷 = 0

.

21
,

椭圆夹杂的材料为硼纤维
,

计算 中用到的材料常数 G望
= 4

.

43 G Pa
,

非弹性剪应变取为 此
=

代
= 0

.

0 0 5
。

对于不 同形状椭圆夹杂
,

边界上的应力分布结果如图 1
一

6 所示
。

结果表明
,

边界上的正应力关于坐标

轴呈反对称分布
,

而剪应力关于坐标轴呈对称分布
。

且随着椭圆短轴变短
,

应力值相应减小
。

与各向同性

情况相比较
,

该结果考虑了各向异性主轴方向的弹性常数对应力场的影响
,

其解析解可作为该类复合材料

的断裂强度分析的基础
。
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