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经济贪贿腐败的参数分析
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摘要:　介绍一个经济腐败模型 ,分析了各类参数对经济腐败的影响 ,给出了贪贿财富及开工率的计

算 .
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　　对经济贪贿腐败的诸因素作定量分析近年来有不少人作过研究 . 例如 , D. H. D. Lien [1]以概率方法研

究了腐败过程中歧视的普遍性问题 ,证明了总存在无效分配 . J. C. Andv ig [2]采用概率方法研究了官僚腐败

的获利与腐败发生频度的量化关系 ,并指明了一些机理用来解释腐败发生的一些程式化内容 . A.

Blomgvist [3]采用了通用计算平衡模型定量分析不发达国家的资源定量控制与腐败和寻找收益之间的关

系 . C. Bliss和 R. D. Tella[4]提出了一个腐败的分析模型 ,他们以此模型为基础作了竞争对经济腐败影响的

量化分析 ,该模型虽较简单 ,刻画了利润与贪贿财富之间的数量关系 ,但缺乏更深入的分析 .

本文基于 Bliss和 Tella的模型 ,更深层探讨了各类参数如竞争、平均成本、成本偏差、市场产品需求等

对腐败和开工率的影响 ,给出了相应的计算 ,对数学演算的结果给出了经济意义 .

1　经济贪贿腐败模型
设 X 为行业 (例如纺织行业、冶金行业或电子行业等 )中一家企业的经营成本 (包括制造成本和销售成

本 ) , R为该企业的经营收益 ,G为贪贿人员攫取的财富 (以下简称贪贿财富 ) ,C为企业经营的投入资金 . X

为随机变量 ,它的分布函数记为 F (c )= P (X≤ c) , F (c )为 c的不降函数 , F ( c )≥ 0, F ( 0) = 0, F (+ ∞ ) = 1.

假设行业中的企业之间除了经营成本不同外 ,其他条件均相同 ,则 F ( c)为行业中企业的开工率 ,称 F ( c)为

开工率函数 ,记 U= F (c ) .

贪贿人员从企业收益 R中攫取财富 G后 ,企业经营的投入资金为 R - G ,行业中企业的开工率为 F (R

- G) = P (X≤R - G) ,称不能开工的比率 P (X > R- G) = 1- F(R - G)为非开工率 . 有关系式 G= G· P(X

≤ R- G)+ G· P (X > R - G) = GF (R - G)+ G( 1- F (R - G) ) ,从而贪贿财富由开工贪贿财富和非开工贪

贿财富构成 . 一般来说为了攫取财富 G ,贪贿人员会尽可能增加开工贪贿财富 ,即贪贿人员面对的是

max
G

GF(R - G) ( 1. 1)
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( 1. 1)式是以下讨论所依据的经济贪贿腐败模型 . 由该模型直接可得以下结论 .

系 1　 R / U < 0.收益是开工率的函数 R= R (U ,· ) (这里· 表示其它变量 ) .由于社会需求量一定 ,在

市场经济中开工率越大 ,竞争对手越多 ,导致每家企业收益减少 ,企业的收益是行业中企业开工率的单调

递减函数 .

系 2　由 ( 1. 1)式 ,有 d(GF(R - G) ) /dG= 0和 d2(GF (R- G) ) /dG2 < 0,得

F (R - G) - GF′(R - G) = 0和 - 2F′(R - G) + GF″(R - G) < 0 ( 1. 2)

以下记 T= - 2F′(R- G)+ GF″(R- G).

系 3　 G是 R的函数 ,对式 ( 1. 2)全微分可得
dG
dR
=
- F′(R - G)+ GF″(R - G)

T
= 1+

F′(R- G)
T

,因为 T

< 0,从而有

dG
dR
≤ 1　和 　

dG
dR

> 0　　 F′(R - G) > GF″(R - G)

= 0　　 F′(R - G) = GF″(R - G)

< 0　　 F′(R - G) < GF″(R - G)

( 1. 3)

由此当 dG /dR> 0时 ,虽然贪贿财富随着企业收益的增加而增加 ,但由 ( 1. 3)式可知增加幅度不超过企业收

益增加幅度 . ( 1. 3)式中条件的意义说明如下 .

记 p (c ) = F′( c) , p ( c )是成本为 c的概率 ,称为成本概率 ,把 F′(R - G) = p (R- G)与 GF″( R- G) =

G· dp (R - G) /d(R - G)的关系画于图 1上 . dp (R- G) /d(R - G)≈△p (R- G) /△ (R- G)是边际成本概

率 ,G· △p (R - G) /△ (R- G)是成本变动 G的成本概率变化量 . 当成本概率曲线 p= p ( c)在 (R- G)处变

化较平坦时 ,成本概率对成本变化不敏感 ,成本概率变化量小于成本概率 p (R - G) (如图 1所示 ) ,这时由

( 1. 3)知随着收益的增加贪贿财富也增加 ;反之当成本概率曲线在 (R - G)处变化较陡峭时 ,使成本概率变

化量大于成本概率则得相反的结论 .

图 1　成本概率与它的变化量的关系 图 2　Ut和 St形成的“收缩型”蛛网

　　系 4　为简化表示 ,设 R= R (U) ,成立动态平衡方程 U= F (R (U) - G(R (U ) ) ) . 记 S= R (U ) - G(R

(U ) ) , S是扣除贪贿财富后的剩余收益 ,由系 1和系 3 dS
dU
= dR
dU
- dG
dR
· dR
dU
= dR
dU 1-

dG
dR
≤ 0, S= S (U)是

U的单调下降函数 ,其图形如图 2所示 ,图中也画出了 F= F(R (U) - G(R (U) ) ) = F ( S )的图形 ,它是 S的

单调不降函数 . 令 Ut为 t时刻开工率 (t= 1, 2,… ) ,U0为初始开工率 ,可得开工率序列 Ut和剩余收益序列

St为 S0= R (U0 ) - G(R (U0 ) ) ,U1= F( S0 ) = F (R(U0 ) - G(R (U0 ) ) ) , S1= R (U1 ) - G(R(U1 ) ) ,U2= F ( S1 ) =

F(R (U1 ) - G(R(U1 ) ) ) , S2= R (U2 ) - G(R (U2 ) ) ,… , S2n= R(U2n ) - G(R (U2n ) ) ,U2n+ 1= F( S2n )= F (R (U2n )

- G(R (U2n ) ) ) , S2n+ 1= R(U2n+ 1 ) - G(R (U2n+ 1 ) ) ,U2n+ 2= F ( S2n+ 1 ) = F (R (U2n+ 1 ) - G(R(U2n+ 1 ) ) ) ,… . 开工
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率序列和剩余收益序列形成如图“收缩型”蛛网① ,它们的大小关系是

U0 > U2 > U4 > … > U2n > … ;　 U1 < U3 < U5 < … < U2n+ 1 < … ;

S0 < S2 < S4 <… < S2n <… ;　 S1 > S3 > S5 > … > S2n+ 1 > … ;

从而当 n→∞时有 U2n→ U ,U2n+ 1→ U ,开工率序列 U t收敛于平衡点 U ,得开工率 U的平衡方程 U= F (R

(U) - G(R(U ) ) ) .

2　开工率函数不确定时的参数影响
设企业收益 R= R (U ,T,V) ,这里T是市场经济中的某个竞争参数 ,例如产品的运输费用 ,当竞争对手

增多 ,竞争激烈时 ,一种产品在本地可能已供大于求 ,必须在外地寻求市场 ,引起运费增加 ,收益减少 ,因而

有 R / T< 0. V是市场对产品的需求量 ,市场对产品需求越大 ,则收益越大 ,所以有 R / V> 0.

定理 1　动态平衡时 ,竞争越激烈则开工率越低 .当成本概率变化量高于成本概率时 ,竞争激烈则贪贿

财富增加 ;反之当成本概率变化量低于成本概率时 ,竞争激烈则贪贿财富减少 . 又在动态平衡时 ,市场对产

品需求越多则开工率越高 . 当成本概率变化量高于成本概率时 ,市场对产品需求增加则贪贿财富减少 ;反

之当成本概率变化量低于成本概率时 ,市场对产品需求增加则贪贿财富就增加 .

证明　记Θ= T+
 R
 U

(F′) 2. 由 ( 1. 2) ,恒有 GF″< 2F′,且由系 4得动态平衡时有方程组

U - F (R (U ,T,V) - G) = 0

F (R (U ,T,V) - G) - GF′(R (U ,T,V) - G) = 0
( 2. 1)

由隐函数存在定理和  R / U < 0, R / T< 0, R / V> 0和 T < 0,得在方程组 ( 2. 1)成立的点 (G ,U ,T,V)的某

个邻域内有

 U
 T=

- (F′)2
 R
 T

Θ < 0,　
 R
 T=

( - F′+ GF″)
 R
 T

Θ
< 0　 GF″< F′

> 0　 F′< GF″< 2F′

 U
 V
=

- (F′)2
 R
 V

Θ
> 0,　

 G
 V

=
( - F′+ GF″)

 R
 V

Θ
> 0　 GF″< F′

< 0　 F′< GF″< 2F′

从而可得定理 . 当成本概率变化量低于成本概率时 ,由本定理及系 3可知市场需求增加、收益增加都会导

致贪贿财富增加 ,但此时 G / T< 0,故可调整竞争机制增强竞争来减少贪贿财富 . 当成本概率变化量高于

成本概率时 ,由本定理及系 3可知市场需求增加或收益增加 ,贪贿财富减少 .

3　开工率函数确定时的参数影响
不同行业产品不同其成本不同 ,开工率函数也不同 . 以下仅就开工率函数为指数分布、正态分布和均

匀分布展开讨论 ,由各种分布得到的结论所含经济意义略有不同 .

3. 1　开工率函数为指数分布

F( c) = P (X ≤ c) =
1 - e

- C
U c≥ 0

0 c < 0
( 3. 1)

这里U是平均成本 E(X )= U. 收益是平均成本的函数即 R= R(U ,U) ,平均成本越高则收益越小 ,即 R / U

< 0.

定理 2　当开工率函数是指数分布时 ,平均成本越高则开工率越低 ,平均成本大小对贪贿财富多少的

影响不确定 .
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① 当|dS /dU| 1和对 S∈ [ 0, X) (X是一个相当小的正数 )有 dF /dS 1时 ,会形成“发散型蛛网” . 可以知道“发散型蛛

网”的开工率序列趋于 1或 F ( R( 1) - G(R ( 1) ) ) ,以下要讨论各类参数对平衡点 U的影响 ,对该讨论 ,“发散型蛛网”

的情况是平凡的故不予考虑 .



证明　记 Δ= 2U2+ GU-Ue
-

R- G
U　　
 R
 U
. 把 ( 3. 1)式代入以下方程组

U - F (R (U ,U) - G) = 0

F (R (U ,U) - G) - GF′(R (U ,U) - G) = 0

由隐函数存在定理和 R / U < 0及 R / U< 0,在上述方程组成立的点 (G ,U ,U)的某个邻域内成立如下关

系 ,从而得到本定理 .

dU
dU

=
- Re

-
R- G
U　　 + Ue

-
R- G
U　　
 R
 U

Δ
< 0

dG
dU
= -

(R - 2G)U+ G(R - G) - (U+ G)U
 R
 U
+ G

 R
 U

e
- R- G
U　　

Δ

3. 2　开工率函数为正态分布

F (c ) = P (X ≤ c ) =
1

e 2c∫
c

-∞
e-

( t- _ ) 2

2e
2 dt ( 3. 2)

这里 _ = E (X )即平均成本 ,e= D(X )为标准离差 ,它是成本偏差标志了实际成本偏离平均成本的程度 .

假设 R为期初对行业中各企业的平均投资 ,则 R= R(U ).

定理 3　当开工率函数为正态分布和企业经营投入资金超过平均成本时 ,平均成本越高 ,则开工率越

低和贪贿财富越少 ;成本偏差越大 ,则开工率越低 ,但对贪贿财富多少的影响不确定 .

证明　记H= 2e2+ G(R - G- _ ) -
e

2c
e
-
(R- G- _ )2

2e2　　　　
 R
 U
,J=

1

2c
e
-
(R- G- _ )2

2e2　　　　 . 把 ( 3. 2)式代入以下方程

组

U - F(R (U) - G) = 0

F(R (U) - G) - GF′(R (U ) - G) = 0

由隐函数存在定理及  R / U < 0,上述方程组成立的点 (G,U ,_ ,e)的某个邻域内成立如下关系

 U
 _

= -
eJ
H

< 0,　
 G
 _

= -
e2+ G(R - G - _ )

H
< 0

 U
 e

= -
(R - _ )J
H

< 0,　
 G
 e
= -

e2 (R - 2G - _ ) + G(R - G - _ ) 2+ eGJ
 R
 U

eH

由上述四个关系式可得本定理 . 以下对上述关系式作进一步的讨论 .

1 )当平均成本 _≈ (R - G) ,有
 U
 _
≈ -

1

2 2ce-
 R
 U

; 又当 e≈ 0,即成本一致性较好 ,则 ( U / _ ) ( R /

 U)≈ 1,此时平均成本增加产生开工率 U的降低率近似等于开工率 U的提高引起平均投资降低率的倒

数 .

2)当平均成本 _≈ (R- G) ,有
 G
 _
≈ -

2ce

2 2ce-
 R
 U

,又当e≈ 0,即成本一致性较好 ,则  G / _≈ 0,成本

的变化不引起贪贿财富的变化 . 当 e→∞ ,即实际成本偏离平均成本很多 ,则有  G / _≈ - 1 /2,这时贪贿财

富的减少量约是平均成本提高量的一半 .

3)当实际成本偏离平均成本很多即 e→∞ ,或成本一致性较好e≈ 0,则有 U / e≈ 0,这时实际成本偏

离平均成本对开工率 U的影响不大 .

4)当 _≈ (R - G) ,有
 G
 e
≈

G-
G

2ce

 R
 U

2e-
1

2c

 R
 U

,该式中分母恒大于零 ,分子也大于零 ,得 G / e> 0. 这时实际
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成本偏离平均成本会导致贪贿财富的增加 .

3. 3　开工率函数为均匀分布

1)设 F (c )是成本区间 [C1+ W,　C2-W]上的均匀分布 (这里W> 0,C2-W> C1+ W) ,有

F( c) =

0 c≤ C1+ W

c - C1 - W
C2 - C1 - 2W

C1+ W< c≤ C2 - W

1 C2 - W< c

( 3. 3)

成本 X的期望值和方差为 E (X ) = (C2+ C1 ) /2,D (X )= (C2- C1- 2W)2 /12.当W变大时 D(X )变小 ,实际成

本接近平均成本 ,实际成本低于平均成本的冗余变小 ,企业收益 R减少 ,有 R / W< 0.

定理 4　当开工率函数为成本区间 [C1+ W,　C2-W]上均匀分布时 ,W的大小通常对开工大小和贪贿

财富多少的影响不确定 ,但若W的变化 (成本区间变化 )引起收益极大地变化 ,则可使开工率变小和贪贿财

富减少 .

证明　记d= C2- C1- 2W,把 ( 3. 3)式代入以下方程组

U - F(R (U ,W) - G) = 0

F(R (U ,W) - G) - GF′(R (U ,W) - G) = 0

由隐函数存在定理 ,在上述方程组成立的点 (G ,U ,W)的某个邻域有

dU
dW
=

C2+ C1 - 2R - d
 R
 W

- 2d2+ d
 R
 U

,　
dG
dW
=
d( 4G+ C2+ C1 - 2R ) - 2G

 R
 U

- d2
 R
 W

- 2d2+ d
 R
 U

虽然上两个关系式的分母因  R / U < 0而为负 ,但通常分子的正负号难以确定 . 若| R / W| 1时上两个关

系式的分子为正 ,则有 dU /dW< 0和 dG /dW< 0,定理得证 .

2)设 F (c )是成本区间 [C1+ Z, C2+ Z]上的均匀分布 (Z> 0,C2> C1 ) ,有

F (c ) =

0 c≤ C1+ Z

c - C1 - Z
C2 - C1

C1+ Z< c≤ C2+ Z

1 C2+ Z< c

( 3. 4)

成本 X 的期望值和方差分别为 E (X ) = (C1+ C2+ 2Z) /2和 D(X ) = (C2- C 1 )
2 /12,当Z变大 (成本区间右

移 )平均成本变大 ,收益减少 ,有 R / Z< 0.

定理 5　当开工率函数为成本区间 [C1+ Z,　C2+ Z]上的均匀分布时 ,Z增大 (成本区间右移 ,平均成本

增大 )则开工率减少 ,贪贿财富减少 .

证明　把 ( 3. 4)式代入以下方程组

U - F (R(U ,Z) - G) = 0

F (R(U ,Z) - G) - GF′(R (U ,Z) - G) = 0

由隐函数存在定理及  R / Z< 0和 R / U < 0,在上述方程组成立的点 (G ,U ,Z)的某邻域有

dU
dZ
=

1 -
 R
 Z

- 2(C2 - C1 ) +
 R
 U

< 0,　　
dG
dZ
=

1 -
 R
 Z

(C2 - C1 )

- 2(C2 - C1 ) +
 R
 U

< 0,

即得定理 .

4　开工率函数确定时的贪贿财富和开工率的计算
计算针对开工率函数为指数分布、均匀分布和正态分布进行 .

1)开工率函数为指数分布由 ( 1. 2)和 ( 3. 1)得 e
1
U
(R- G)
　　 - 1-

G
U
= 0,它为非线性方程 ,可由数值解法求 G

的近似值 . 将 ( 3. 1)代入 T= - 2F′(R- G)+ GF″(R- G)得 T < 0,知由该方程得到 G使 GF (R- G)达到最
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大值 . 也可大致估算 G和 U ,由 R≥G有 e
1
U
(R- G)
　　　≥ 1+

(R - G)
U

+
(R- G) 2

2U2 ,得 G≥ R+ 2U- 2RU+ 4U2 .

开工率为 U= F(R - G)≤ 1- e
2-

2R
U+ 4

　　　 .

2)开工率函数为 [C1 ,　C2 ]上均匀分布 (这里 C1 <C2 ) ,有

F( c) =

0 c≤ C 1

c - C1

C2 - C1
C1 < c≤ C2

1 C2 < c

( 3. 4)

当 C1≤ R- G≤C2 ,由 ( 1. 2)式可得 G= (R - C1 ) /2.又此时有 T < 0,故 G= (R- C1 ) /2确实使 GF (R- G)达

到最大值 . 开工率 U=
R- C1

2(C2- C1 )
. 当收益 R= C2时 ,有 U= 1 /2,开工率仅为 50% . 当 R= 2C2- C1 ,得 U=

1,所以当收益足够大 R≥ 2C2- C1时开工率为 100% .

3)开工率函数为正态分布

F( c ) =
1

e 2c∫
c

- ∞
e
-
( t- _ ) 2

2e
2　　　 dt

由 ( 1. 2)可得
1

2c∫
R- G- _
e

-∞
e
-
t2

2　 dt -
G

e 2c
e
-
( R- G- _ ) 2

2e
2　　　　 = 0.令 x = (R - G - _ ) /e,即有非线性方程 f ( x ) =

1

2c∫
x

-∞
e
-
t 2

2　dt -
(R - xe- _ )

2ce
e
-
x 2

2　　 = 0. 由演算可知要使 T < 0必须 2e2+ G(R- G- _ )> 0. 以数值解

法 (如两分法 ,牛顿法等 )求 G= (R - xe- _ )的近似值 ,查正态分布表可得开工率 .

5　开工率函数不确定时贪贿财富和开工率的计算
基于模型 ( 1. 1)的贪贿财富和开工率的计算首先必须确定开工率服从的分布 ,这可按历史的成本数据

采用直方图或概率图得出开工率的分布假设 ,以无偏估计或最大或然估计估算分布参数和采用假设检验

确认分布 [5, 6 ]. 有时可能用成本数据无法确定分布 ,则可采用经验分布来估算贪贿财富和开工率 . 设开工率

函数 F (x ) ,n个历史的采样成本值为 x 1 , x 2 ,… , xn ,按它们的值从小到大排序记为 x (1)≤ x ( 2)≤…≤ x (n) ,构

造经验分布函数

Fn ( x ) =

0 x≤ x ( 1)

i - 1
n - 1

+
x - x ( 1)

(n - 1) ( x ( i+ 1) - x ( i ) )
x( i ) < x≤ x ( i+ 1) , i = 1, 2,… ,n - 1

1 x(n ) < x

( 5. 1)

依 max
G

GFn (R - G)在 Fn (R- G)导数存在点有 Fn (R - G) - GFn′(R - G) = 0,当 x ( i ) < R- G≤ x ( i+ 1)时

G =
1
2
( x ( i+ 1) - x ( i ) ) (i - 1) +

1
2
(R - x ( i ) ) ( 5. 2)

又 T= - 2F′n (R - G)+ GF″n (R- G) =
- 2

(n - 1) ( x ( i+ 1) - x ( i ) )
< 0,故 ( 5. 2)式的 G使 GFn (R- G)达到极大 . 由

( 5. 2)可列出以下的求贪贿财富和开工率的算法 .

算法　求贪贿财富和开工率

1)对历史成本值排序 x ( 1)≤ x ( 2)≤…≤ x (n) .

2)由 ( 5- 2)对所有 1≤ i≤n- 1计算 G记为 Gi

　 a)若仅有某个 1≤ i1≤n - 1,有 x ( i1) < R - Gi 1
≤ x ( i 1+ 1) ,则按 ( 5. 1)计算开工率 U= F (R - Gi 1

) ,算法结

束 .

　 b)若 1≤ i1 , i2 ,… , ik≤n - 1,有 x( i
1
) < R - Gi

1
≤ x ( i

1
+ 1) , x ( i

2
) < R - Gi

2
≤ x ( i

2
+ 1) ,… , x ( i

k
) < R - Gi

k
≤

x ( i
k
+ 1) ,则按 ( 5. 1)计算 Ui

j
= F (R- Gi

j
) ( 1≤ j≤ k ) ,输出 max

1≤ j≤ k
Gi

j
Fn (R- Gi

j
)的 G和相应的 U ,算法结束 .
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　 c)否则大致估算可能的最大和最小的贪贿财富及开工率: 按 ( 5. 2)计算最大的和最小的 Gmax ,Gmin ,

按 ( 5. 1)计算相应的 Umin= F (R- Gmax ) ,Umax= F(R - Gmin ) ,算法结束 .

6　总结
本文分析了一些经济参数对腐败的影响 . 一般可把各种概率分布中所包含的参数按其几何意义归类

为位置参数、尺度参数或形状参数 ,当讨论开工率为一些具体概率分布的经济腐败问题时 ,概率分布参数

就具有相应的经济意义 ,可按参数的经济意义分析它们与腐败的关系 . 虽然我们在文中仅讨论了三种开工

率分布函数 ,但所得出的结论带有普遍意义 ,所涉及的方法也适用于开工率为其它分布函数时经济腐败问

题的讨论 .

定理 4和定理 5在文献 [4 ]中有类似的讨论 ,但在那里把利润看成为与成本区间变动无关 ,这有悖常

理 . 我们把收益看成随成本区间变动而变动 ,因而得到了更深的结果 . 当开工率函数为具体分布或提供历

史成本值时 ,就可设法估算企业腐败失去的财富和开工率 ,这种求解按分布情况可有解析解或近似解 .
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