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测算具有松驰技术效率的 DEA方法

李光金
1
, 阎　洪

2

( 1. 四川大学工商管理学院 ,四川 成都 610064; 2. 香港理工大学管理学系 , 香港 )

摘要:　首先介绍并总结了现有技术效率的主要测算方法 .在分析其局限性的基础上 ,定义了一种同

时考虑投入和产出松驰与权重的技术效率指数 . 借助 DEA思想 ,提出了一种扩展 DEA模型 ,用于测

算该技术效率指数 ,进一步探讨了如何识别决策单元的技术有效性和如何改进非技术有效决策单元

等问题 . 事实上 ,其它技术效率测算仅仅是本文方法的特例 ,而且在测算技术效率的同时就可以根据

技术效率是否为 1直接判断决策单元的技术有效性进而对非有效决策单元实施改进 .
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Abstract: 　 This pape r pr esents the ex isting measures o f technical efficiency . Taking

the limita tions o f th ese approaches into its conside rations, it defines a new index o f

technical efficiency considering slacks on both input and output. Fo llowing da ta envel-

opment analysis ( DEA ) , it develops an ex tension to DEA tha t is capable to measure

technical efficiency defined in this paper. It also discusses about how to identify effi-

cient decision making unit ( DM U) and to improve DM U being inefficient.
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1　引言
自 Koopmans1951年定义技术有效 [1 ]以来 ,生产部门 (简称决策单元 )的技术效率 ( Technical Efficien-

cy )测算就一直是数量经济学的重要研究内容 . 1957年 Far rell提出用投入最大径向削减量测算技术效

率 [2] ,但由于其在投入上属于径向 (等比 )削减 ,使得技术效率不能反映可能有的投入冗余 [3] ,且当时 Far-

rell讨论的还仅仅是多投入单产出问题 . 1978年 Charnes等基于 Far rell效率提出了测算多产出决策单元

相对效率的著名的数据包络分析 ( DEA) [4]方法 , 1984年 Banker等进一步发展了 DEA,并用于测算决策单

元 Far rell型纯技术效率 [5] ,但该方法仍然没有考虑投入冗余和产出不足 (以下统称松驰 ) ; 1985年 Russell

允许投入非径向 (不同比率 )削减 ,并将削减比率的算术平均作为决策单元技术效率 [6 ] ,此方法不仅没有考

虑产出及其松驰 ,而且也忽略了投入之间的不同权重 . 1998年 Rugg ie ro提出对投入施加权重的加权 Rus-

sell技术效率测算方法 [7] . 2001年 , Tone探讨了考虑投入和产出松驰的技术效率测算方法 [8] ,但其方法在

实证分析时 ,一方面涉及诸多近似处理 ,以至影响分析效果 ,另一方面没有考虑投入及产出的权重 .针对以
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上技术效率测算方法之不足 ,本文定义了考虑投入和产出及其松驰与权重的技术效率指数 ,并运用 DEA

思想 ,提出了测算该技术效率指数的扩展 DEA模型及求解方法 ,其特点是在测算技术效率的同时就能识

别决策单元的技术有效性 ,而且其他技术效率测算方法仅是其特例 .

2　技术效率测算方法比较研究
设具有相同类型投入与产出的第 j ( j= 1,… ,n )个决策单元具有 m项投入 , s项产出 ,其投入向量为

X j = ( x 11 , … , x i j , … , x mj ) T> 0, 产出向量为 Y j = ( y11 , … , yrj , … , ysj ) T> 0, x i0 , yr 0分别是被测算决策

单元 (X 0 , Y0 )的第 i种投入和第 r种产出 .

2. 1　Koopmans型技术效率 (KTE )

Koopmans定义技术效率 [1 ]

KT E=
∑

m

i= 1

ki xik

∑
m

i= 1

kix i0

( 1)

式中ki是第 i种投入的权重 ,且∑
m

i= 1

ki = 1,ki≥ 0, 而∑
m

i= 1

ki x ik 是下面规划最优值 .

min∑
m

i= 1

ki xik

s. t.∑
n

j= 1

λj xi j≤ xik ,　 i = 1,… , m

∑
n

j= 1

λj yi j≥ yr0 ,　 r = 1,… , s

∑
n

j= 1

λj = 1,  λj , x ik ≥ 0

( 2)

Koopmans型技术效率测算虽然考虑了投入及其松驰 ,但它不能反映产出及其松驰的影响 [3] . 此外 , 它必

须分两步测算: 先求解 ( 2) ,然后代入 ( 1) .

2. 2　 Farrell型技术效率 (FTE)

Fa rr ell定义技术效率 [2 ]

FTE = θ ( 3)

式中θ为投入径向最大削减比率 . 该方法没有考虑投入松驰 ,且只针对单产出情况 . 对此 , Banker等提出

测算决策单元 Far rell型纯技术效率的 DEA模型 ( 4)和 ( 5) [5] .

minθ

s. t.∑
n

j= 1

λjX j≤ θX 0 ,　∑
n

j= 1

λj Y j≥ Y 0 ( 4)

∑
n

j= 1

λj = 1,　 λj≥ 0

maxW

s. t.∑
n

j= 1

λjX j≤ X 0 ,　∑
n

j= 1

λj Y j≥ WY 0 ( 5)

∑
n

j= 1

λj = 1,　 λj≥ 0

若 ( 4)和 ( 5)的最优值分别是θ0 (θ0≤ 1)和W0 (W0≥ 1) ,则决策单元 (X 0 , Y 0 )的 FTE为θ0或 1 /W0.

由于 ( 4) (或 ( 5) )从径向削减投入 (或扩大产出 ) ,因而不能考虑投入 (或产出 )松驰 ,更没有考虑产出扩
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大 (或投入削减 )以及投入、产出权重 .

2. 3　 Russell型技术效率 (RTE )

Russell定义技术效率 [6]

RTE =
1
m∑

m

i= 1

θi ( 6)

式中
1
m∑

m

i= 1

θi是规划 ( 7)最优值 .

min
1
m∑

m

i= 1

θi

s. t.∑
n

j= 1

λj xi j≤θix i0 ,　θi≤ 1, i = 1,… ,m

∑
n

j= 1

λj yrj≥ yr0 ,　 r = 1,… , s

∑
n

j= 1

λj = 1,  λj≥ 0

( 7)

为了考虑投入之间权重 , Ruggier o进一步提出了加权 RTE测算方法 [7] ,即

min∑
m

i= 1

kiθi

s. t.∑
n

j= 1

λj xi j≤θix i0 ,　θi≤ 1, i = 1,… ,m

∑
n

j= 1

λj yrj≥ yr0 ,　 r = 1,… , s

∑
n

j= 1

λj = 1,  λj≥ 0

( 8)

　　无论是 RTE还是加权 RTE, 都仅仅通过投入的非径向削减考虑松驰 ,仍然没有考虑产出扩大及其

松驰、权重 .

由此可见 ,以上测算方法都只能从投入或产出角度测算决策单元的技术效率 ,没有同时考虑投入削

减、产出扩大及其松驰与权重 . 为此 Tone建立了如下的 DEA模型 [8 ]

mind=

1 -
1
m∑

m

i= 1

s-i
x i0

1+
1
s∑

s

r= 1

s+i
yr 0

s. t. X 0 = Xλ+ S-

Y0 = Yλ- S+

∑
n

j= 1

λj = 1, λ, S- , S+ ≥ 0

( 9)

( 9)经过 Cha rnes-Coope r变换 [9 ] ,可以转化成等价的线性规划 . 但在求解其等价的线性规划之前 ,必须对

规划中的
s-i
xi 0

,
s+r
yr 0
进行近似计算 ,当投入和产出数值大、项数多且单位选取不同时 ,不仅计算繁杂而且会影

响 ( 9)的最优解 ,从而影响最终测算结果 .

3　考虑投入和产出松驰的技术效率指数及其 DEA模型
　　在 ( 4)的约束中引入松驰后 ,有
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∑
n

j= 1

λj x i j = xi 0 - s-i , 　 i = 1,… ,m

∑
n

j= 1

λj yr j = yr 0+ s+r , 　 r = 1,… ,s

( 10)

设 s-i = θ1i xi0 , 而且因为 x i0≥ s-i ≥ 0,则

0≤θ1i ≤ 1

∑
n

j= 1

λi x i j = x i0 - θ1i xi0 = ( 1 - θ1i ) xi0
( 11)

令θi= 1-θ1i , 有

∑
n

j= 1

λj xi j = θix i0 ,　θi≤ 1,　 i = 1,… , m ( 12)

类似可推导出

∑
n

j= 1

λj yr j = Wryr 0 ,　Wr≥ 1,　 r = 1,… , s ( 13)

式中

Wr = W
1
r + 1, 　 s+r = W1

r yr 0 ,　W
1
r ≥ 0

　　若定义技术效率指数为

Z=
∑

m

i= 1

kiθi

∑
s

r= 1

_ rWr

( 14)

式中 _ r是第 r种产出的权重 ,且∑
s

r= 1

_ r = 1,　_ r≥ 0.

显然 ,技术效率指数 0 <Z≤ 1,它同时将投入按非径向削减 ,而产出按非径向扩大 ,不仅考虑了投入削

减与产出扩大及其权重 ,而且还包含了投入和产出松驰 . 不难发现该指数满足以下性质 [8]:

性质 1　它不因投入产出单位的变化而变化 .

性质 2　它是松驰量的单调减函数 .

性质 3　它不会受平行变换的影响 .

性质 4　它与一定参考集相关 .

根据 ( 12)和 ( 13) ,可以建立测算技术效率的 DEA模型 .

minZ=
∑

m

i= 1

kiθi

∑
s

r= 1

_ rWr

s. t.∑
n

j= 1

λj xi j = θi xi 0 ,　θi≤ 1,　 i = 1,… , m

∑
n

j= 1

λj yr j = Wryr 0 ,　Wr≥ 1,　 r = 1,… , s

∑
n

j= 1

λj = 1,　 λj , θi≥ 0

( 15)

下面是针对 ( 15)式的讨论 .

1) 若令 θi = θ,Wr= 1,ki=
1
m

, 并用不等式表达有关松驰 , ( 15)即 ( 4) ,当 θi = 1, Wr= W, _ r=
1
s

,有
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关松驰也用不等式表达 , ( 15)与 ( 5)等价 .

2)设 xik= θi xi0 ,  Wr= 1, 并用不等式表示有关松驰时 ,得

min∑
m

i= 1

ki
x ik

x i0

s. t.∑
n

j= 1

λj xi j≤ xik ,　 i = 1,… , m

∑
n

j= 1

λj yi j≥ yr0 ,　 r = 1,… , s

∑
n

j= 1

λj = 1,　 λj , x ik ≥ 0

( 16)

( 16)式的思想与 KTE测算方法相类似 ,区别在于 ( 16)式可以直接测算技术效率 ,而 K TE方法必须通过

( 1)式和 ( 2)式分两步间接测算 .

3) 当 Wr= 1, ki =
1
m
并用不等式表示松驰时 , ( 15)式测算的是 Russell型技术效率 ( ( 8)式 ) ,当去掉

ki=
1
m
时 ,它是加权型 Russell技术效率 ( (式 ) 9) ) .

4)当令θi= 1-
s-i
xi0

, Wr= 1+
s+r
yr 0

,且ki=
1
m

, _ r=
1
s

,并代入 ( 15)式后 ,就与 ( 9)式完全相同 .

由于 ( 15)式为分式规划 ,但通过 Cha rnes-Cooper变换 [9 ] ,可以化成等价的线性规划 ,设

t > 0, θi =
Ti
t

,　Wr =
Ur

t
,　dj =

λj
t

( 17)

将 ( 17)式代入 ( 15)式 ,并令

∑
s

r= 1

_ rUr = 1　　　　　　　　

有

minZ= ∑
m

i= 1

kiTi

s. t.∑
n

j= 1

dj xi j = Ti xi 0 ,　Ti≤ t ,　 i = 1,… , m

∑
n

j= 1

dj yr j = Ur yr0 ,　Ur ≥ t ,　 r = 1,… , s

∑
s

r= 1

_ rUr = 1

∑
n

j= 1

dj = t ,　 dj≥ 0, Ti≥ 0, t > 0

( 18)

　　如果规划 ( 18)式的最优解为Z* , d*j , T*i , U*r , t* ,则决策单元 (X 0 , Y 0 )具有松驰的技术效率是 Z*

一般来讲 ,在不考虑投入产出权重的情况下 ,其它方法因考虑因素较简单而使所测算的决策单元技术

效率通常都大于或等于 ( 15)或 ( 18)的结果 ,理论上 , Tone方法应与 ( 15)或 ( 18)完全相同 .

4　技术有效决策单元识别和技术非有效决策单元改进
定义　若规划 ( 15)式的最优解为λ*j , θ*i , W*r , 当θ*i = W*r = 1时 ,称被评价决策单元 (X 0 , Y 0 )技术有

效 . 否则 ,为技术非有效 .

定理 1　当规划 ( 15)的最优值Z* = 1时 ,决策单元 (X 0 , Y0 )技术有效 .

证明　当Z* = 1时 ,由 ( 14)知
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∑
m

i= 1

kiθ
*
i = ∑

s

r= 1

_ rW
*
r

而　 0≤ki≤ 1, 0 <θ*i ≤ 1, 0≤_ r≤ 1, W*r ≥ 1, 故只能是 θ*i = W*r = 1, 由定义知 ,决策单元 (X0 , Y 0 )技术有

效 .

定理 1说明运用模型 ( 15)或 ( 18)不仅可以测算决策单元技术效率 ,而且还可同时识别决策单元的技

术有效性 .

假如某决策单元为技术非有效 ,有

定理 2　令

x
 
i0 = ∑

n

j= 1

λ*j x i j = θ*i xi0 =
T*i
t*

xi0 , i = 1,… ,m

y r0 = ∑
n

j= 1

λ*j yrj = W*r yr0 =
U*r
t*

yr 0, r = 1,… , s

( 19)

则新的决策单元 (X
 

0 , Y
 

0 )相对于原 n个决策单元将一定技术有效 .

证明　当测算决策单元 (X
 

0 , Y
 

0)的技术效率时 ,根据 ( 15)有

min
∑

m

i= 1

kiθ
 
i

∑
s

r= 1

_ rW
 
r

s. t.∑
n

j= 1

λ
 
j xi j + λ

 
n+ 1 x
 
i0 = θ

 
i x
 
i 0 ,　θ

 
i≤ 1,　 i = 1,… , m

∑
n

j= 1

λ
 
j yr j + λ

 
n+ 1 y
 
r 0 = W

 
r y
 
r 0 ,　W

 
r≥ 1,　 r = 1,… , s

∑
n

j= 1

λ
 
j + λ
 
n+ 1 = 1,　 λ

 
j≥ 0, j = 1, … , n+ 1

( 20)

假如θ
 *
i , W
 *
r , λ
 *
j , j= 1,… ,n+ 1,为 ( 2)的最优解 ,从 ( 20)约束得

∑
n

j= 1

λ j xi j + λ
 
n+ 1x
 

i0 = ∑
n

j= 1

(λ *j + λ n+ 1λ*j ) xi j = θ
 *
i x i 0 = θ

 *
i θ*i0 xi0 ,　 i = 1,… , m

∑
n

j= 1

λ j yrj + λ
 
n+ 1 y
 
r 0 = ∑

n

j= 1

(λ *j + λ n+ 1λ*j ) yr j = W
 *
r y ro = W *r W*r yr0 , 　 r = 1,… , s

∑
n

j= 1

λ j + λ n+ 1 = ∑
n

j= 1

(λ *j + λ n+ 1λ*j ) = 1

且

0≤ θ
 *
i θ

*
i ≤ 1,　W

 *
r W

*
r ≥ 1

因此 ,λ *j + λ
 
n+ 1λ

*
j ,θ *i θ

*
i ,W *r W

*
r 一定也是 ( 15)的可行解 ,故

∑
m

i= 1

kθ
 *
i θ

*
i

∑
s

r= 1

_ rW
 *
r W*r

≥
∑

m

i= 1

kiθ
*
i

∑
s

r= 1

_ rW*r

( 21)

因为　 0≤θ *i ≤ 1, 0≤θ*i ≤ 1, W *r ≥ 1, W*r ≥ 1.

　 \ ( 21)式成立必有

θ
 *
i = 1,　W

 *
r = 1,　 i = 1,… ,m ; r = 1,… , s

根据定义 ,决策单元 (X 0 , Y 0 )技术有效 .

5　数值例子
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为了说明本文方法的有效性 ,考虑如表 1的数值例子 ,同时为了进行比较研究 ,也将其他方法的测算

结果列入表 2中 (暂不考虑投入产出权重 ) .

表 1　决策单元投入产出数据

DMU 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Inpu t 1 5 2 1 2 1 3 4 2 4 5

Inpu t 2 3 5 3 4 1 2 3 11 5 3

Ou tpu t 1 5 3. 5 4 5 1 5 6 7 9 3

Ou tpu t 2 4 4 3. 5 4. 5 2 1. 5 6. 5 8 4 6. 5

表 2　决策单元技术效率

DMU 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

KTE 0. 6394 0. 6131 1 0. 8868 1 1 1 1 1 0. 875

FTE( BCC) 0. 7886 0. 6716 1 0. 9476 1 1 1 1 1 1

RTE 0. 7167 0. 6667 1 0. 9439 1 1 1 1 1 0. 9

Tone 0. 6372 0. 6154 1 0. 9439 1 1 1 1 1 0. 59996

Ou rs 0. 6372 0. 5957 1 0. 9439 1 1 1 1 1 0. 6

　　表 2中测算结果说明 , FTE( input-o riented BCC)和 RTE测算结果比本文结果要高 ,这是因为前者只

考虑投入及其松弛 ,而没有反映产出及其松弛对技术效率的影响 ; 而 KTE虽然仅考虑投入 ,但由于其分

两步测算 ,测算角度有所不同 ,因而其测算结果不一定偏低 (如决策单元 4) ; Tone与本文结果基本一致 ,

但决策单元 2除外 ,这是由于前者的近似处理所致 ;根据定理 1,决策单元 3, 5, 6, 7, 8, 9一定技术有效 .

6　结束语
技术效率及其测算迄今仍是实践家和学者关心的热点问题 ,而传统的技术效率测算方法在考虑投入、

产出及其松弛与权重诸方面都尚不尽如意 .正是基于此 ,本文定义了综合地反映以上诸因素的新技术效率

指数 ,并借鉴 DEA思想 ,提出了测算该技术效率指数的扩展 DEA模型以及模型求解、技术有效决策单元

的识别和技术非有效决策单元的改进等方法 . 这无疑是对技术效率测算方法的重要补充 ,也是对 DEA方

法扩展的又一尝试 .
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4　 主要结论
本文从规划的角度 ,通过目标规划的方法初步建立了一个 PREE复杂系统的综合集成模型 ,预测在

既定的目标和一定的约束条件下 ,各子系统未来发展的状态 .这个模型反映了各子系统的主要要素及其主

要联系 . 它是在可持续发展领域的一个有益的尝试 .

作为一项应用研究 ,本文不仅从理论上探讨了模型的形式 ,同时通过对北京市实证研究 ,验证了这种

方法的可行性和有效性 . 求解得到的 2000年结果与目前的事实基本相符 ,体现了该模型具有可操作性 .
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