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Abstract: Starting from the basic pr inciple of physical g eodesy, the problems as fo llow ing are analysed: the effect

caused by GPS on the t heories and met hods of the physical g eodesy, the action of GPS in solving some difficult prob�

lems of physical geodesy and the change in function of some objects investig ated in physical geodesy . In the mean

t ime, the discussions in this paper refer to the application of Neumann boundary value problem, the determination of

height system and the definition and solution of GPS boundary value problem.
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摘 � 要: 针对 GPS 技术逐步用于物理大地测量的现状,从物理大地测量的基本原理及方法入

手,分析了 GPS对传统物理大地测量理论及方法所产生的影响、GPS在解决物理大地测量中

的一些难题所发挥的作用以及对物理大地测量的一些功能所造成的变化。重点讨论了物理大

地测量边值问题的基本属性的改变、第二边值问题的应用、高程系统的确定、GPS边值问题的

定义、特征及求解。最后, 对 GPS 与物理大地测量进一步结合所面临的有关问题进行了简要

论述。
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1 � 引 � 言

传统的物理大地测量是通过地面重力观测加

上水准测量等几何手段, 建立起物理量(重力场)

与几何量(坐标)之间的关系, 确定地球形状, 并求

解外部重力场。随着 GPS 技术的出现和迅速发

展,依靠空间观测和地面解算的几何方法,使得地

面坐标的确定问题得以高精度、快速地解决。理

论上物理大地测量的基本研究方法, 已由于 GPS

技术的出现而发生改变。同时, 直观上物理大地

测量确定地球几何形状的一系列理论、方法和技

术也将逐步由 GPS所取代。然而, 当仔细回顾物

理大地测量的理论体系和解读 GPS 的纯几何功

能时,将发现物理大地测量中的�物理�,不仅是应
用了物理量(重力观测值) ,更重要的是将所研究

的几何量(地球形状)赋予了物理内涵(如大地水
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准面、位基数) , 并且, 在外部重力场结构的确定

上,也是一个由物理量到物理量的过程(重力场的

延拓)。而这些物理因素, 是 GPS 技术本身所无

法直接涉及的。因此, 本文将结合物理大地测量

的基本原理及扰动重力的实际应用, 通过对第二

边值问题的实现、高程系统的确定及其现实意义

以及 GPS边值的定义、特征及求解等问题的分析

和讨论,进一步归纳和总结出 GPS对物理大地测

量所造成的影响及其理论意义,以期促进 GPS更

深入地用于物理大地测量,在物理大地测量的有

关研究中发挥作用。必须说明的是, GPS边值问

题及其一般解式是由 Moritz最先论及的[ 1, 2] , 本

文旨在在此基础上做进一步的分析和论证。

2 � 物理大地测量研究基本原理

众所周知, 物理大地测量的理论体系主要由

Stokes理论和 Molodensky 理论所代表。两者尽

管在表达地球形状的假设和定义上有所不同, 但

是,都是以求解关于扰动位的自由边值问题为基

本数学手段。即,通过建立如下函数关系

g= F ( S , W ) (1)

求解算子 F 的逆算子F
- 1

,获得形状因子 S

S = F
- 1

[ g ( s) , w ( s) ] (2)

在式(1)和式(2)中, g 为重力或重力矢量; S 为地

球形状; W 为地球表面的重力位。在式(2)中,由

于逆算子 F
- 1的求解仍然依赖于坐标 S ,因此,称

之为自由边值问题。由于自由边值问题的求解在

数学上是一个较为困难的问题,因而,物理大地测

量研究是通过线性化方法和应用扰动技术对问题

进行迭代和逼近。

线性化的过程可以简单地表述为:设定一个

与实际地球质量相等、角速度一致且扁率最为接

近的正常椭球,作为实际地球的主体部分。而实

际地球与正常椭球之间在几何与物理上的差别,

则作为扰动量或异常量加以分析, 从而将地球形

状的确定问题转化成为求解地面至椭球面的距离

问题, 即大地高 h 的求解(见图 1)。而关于外部

重力场的结构分析, 也是通过地面扰动场量的向

上延拓而获取。

关于大地高 h 的确定, 物理大地测量将其分

解为两部分: h = H 1+ H 2, 其中一部分是可以通

过直接测量和相对容易的计算而得到; 另一部分,

则是通过以地面观测值(重力场)为边界条件, 建

立相应的关于扰动场量的微分方程或积分方程进

行解算。

图 1 � 大地高所对应的几何面

Fig. 1� Sur faces corr esponding to heights

在图 1中, S1 代表正常椭球, S 3 代表实际地

球表面, 而 S 2 则在不同的理论(分解方法)中代

表不同的界面。

在 Stokes理论中, 可以通过重力水准测量获

得的部分,称为正高 H ,对应图1中为H 1= H ;而

相应的起始面为 S 2, 被定义为大地水准面。而另

一部分,即大地水准面至正常椭球 S 1 之间的距

离,称为大地水准面高 N ,即 H 2= N。大地水准

面高的确定需要建立和求解以重力异常 �g 为边

界条件的关于扰动位 T 的 Laplace 方程。所得到

的计算公式为经典的 Stokes积分公式[ 1]

N =
R

4���� �gS ( �) d� (3)

式中, �为正常椭球产生的正常重力; R 为地球

平均半径; �g 为大地水准面上的重力异常; S ( �)

为 Stokes函数。因此, 图 1中的大地高 h 等于

h= H 1+ H 2= H + N (4)

在M olodensky 理论中, 是通过设定 S 2 上的

正常位与实际地球表面上的重力位相等,由正常

位差( S 2 上的正常位与正常椭球 S 1 上的正常位

之差)与距离的关系, 得出 S 2 至正常椭球面 S 1

之间的距离,这一距离称之为正常高 H
*
。此时,

S2 被称为似地球表面,而 S 2 至地面的距离被称

为高程异常 �。在图 1 中, H 2= �。它是通过建

立以地面重力异常为边值、关于地面扰动位的积

分方程而求解得到[ 1]。最终解式为 M olodensky

级数解
[ 2]
。常用的一阶近似表达式为

�=
R

4���� ( �g+ G 1) S ( �)d� (5)

式中, �g 为地面重力异常; G 1 为地形改正项。

此时,图 1中的大地高 h 等于

h= H 1+ H 2= H
* + � (6)

需要说明的是大地水准面与似地球表面并非

同一几何面, 图 1中的 S 2 只是表达了两者在求
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解地球形状(大地高)过程中共同的线性化作用特

征,而非几何上的一致性。

表 1将传统的物理大地测量确定地球形状的

基本原理进行了归纳和对比。

表 1 � Stokes理论与Molodensky理论的主要特征

Tab. 1� Main characters of Stokes� and Molodensky� s the�

ory

S tokes理论 Molodensky 理论

求解目标 h= H + N h= H
*

+ �

地球形状 大地水准面 似地球表面

线性化 重力水准测量: H 正常位差求取: H
*

数学方法 求解 Laplace 微分方程 求解第二类 Fredholm 积

分方程

边界条件 大地水准面上重力异常 实际地球表面上重力异常

计算公式 Stokes积分 Molodensky级数

主要问题 重力归算中密度的未知性 积分方程求解的复杂性

3 � GPS后的物理大地测量

从上文的分析可以看出, GPS 前的物理大地

测量在确定地球形状过程中的一个重要特征, 是

以求解大地高 h 作为表征地球的形状因子。尽

管求解过程及方法有所不同, 这可以从表 1中分

析得出,但归根结底,是由于大地高中所含有的未

知因素,而使得问题的根本属性是自由边值问题。

对这一问题的基本研究模式可以更具体地表达为

g= F [ S ( h ) , w ( h ) ]

及

S ( h) = F
- 1

[ g( h) , w ( h ) ] (7)

式中, S 为大地水准面或似大地水准面; g 和 w

分别为地面重力及重力位, 而相应的算子 F
- 1
则

为微分算子或积分算子。式( 7)将式(2)中对自由

边值问题所依赖的形状因子 S ,归结为对高程 h

中的未知因素的表述。

3. 1 � 物理大地测量研究模式的变化
GPS技术出现以后, 其主要功能之一, 就是

能够高精度快速地确定出大地高 h ,这使得物理

大地测量的基本研究方法有了新的途径。具体地

说:式(7)中的待求量 h ( H 1, H 2)成为了已知量

(H 1, H 2 根据理论模型的不同分别代表正高和大

地水准面高或正常高和高程异常)。这不仅使得

物理大地测量的研究目的之一 � � � 地球的形状确

定问题得以解决,而且使得其另一个目的,地球表

面及其近空的重力场的确定, 也由自由边值问题

转化成为了固定边值问题,即

W = F 1( S , g)或 f ( T ) = F1( S , �g) (8)

式中, S 代表地球表面并可以视作已知量而加以

应用; f ( T )表示以扰动位 T 作为基本转换元素

所对应的物理大地测量其他几何或物理量,如垂

线偏差、外部重力场结构等; F1 则表示对应的模

型算子。由式( 7)到式(8) ,是 GPS 技术出现后对

物理大地测量造成的重要变化之一。

3. 2 � 扰动重力的获得及第二边值问题的

实现

GPS技术对物理大地测量产生的另一个重

要影响在于原物理大地测量基本理论中由于自由

边值所造成限制的一些基本的物理量及求解方法

能够被用于实际。其中,最具代表性的是扰动重

力及第二边值问题。我们知道, 扰动重力较之重

力异常具有更加明确的物理意义[ 2]
, 而且以扰动

重力作为边界条件求解扰动位, 或向上延拓求解

外部重力场结构也较之以重力异常作为边值条件

的求解模式更加方便[ 1]。但是, 由于 GPS 前的物

理大地测量是以大地高(确切地说是大地高中的

大地水准面高或高程异常)为求解对象,使得大地

水准面或地面上的正常重力 �无法直接计算得

到。因此, 也就无法得到扰动重力 �g = g - �。

从这一意义上, GPS 前应用重力异常作为边界条

件,尽管很巧妙,却是不得已而为之。关于扰动重

力的应用, 尽管在一些物理大地测量的基本理论

研究中有所涉及,但由于实际应用上的不现实性,

以致相关的研究都难以深入下去。而 GPS 技术

最显著的优势恰恰在于能够直接获得大地高。据

此,即可直接计算地面点或向下延拓至大地水准

面上的正常重力。这就使得扰动重力的获取问题

迎刃而解。

由于在匀质或成层分布的球近似下(物理大

地测量在许多情况下取此近似) , 扰动重力 �g 即

为扰动位T 的法向导数: �g =
�T
�n , 根据位理论,

以扰动重力为边值, 可以构成关于扰动位 T 的

Laplace方程第二边值问题,即

�T = 0

�T
�n

| s= - �g
(9)

其球近似下的解为著名的 Hotine积分[ 4]

T ( r , �)=
R
4����gH ( r , �)d� (10)

式中, H ( r , �)为H otine核,具体形式为
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� � � H ( r , �)=
2R
l

- ln
l + R- r cos �
r ( l - cos �)

(11)

对应级数表达为

H ( r , �)= �
�

n= 0

2n+ 1
n + 1

R
n+ 1

r
n+ 1 Pn ( cos �) (12)

式(10)至式( 12)中, Pn 为 n 阶 Legendre 函数; �

为方位角; r 为待求点向径; l 为积分面元与待求

点之间的距离。

在 Stokes理论中, 求解大地水准面高 N 时,

应用式(10)至式(12) ,即当 r �R 时,可以得到

N =
R

4�����gS( �)d�=

R
4�����g �

�

n = 0

2n + 1
n+ 1

Pn ( cos �) d� (13)

在Molodensky 理论中, 通过求解以 �g 为边

值的积分方程, 也可以得到关于高程异常 �的表

达式(推导过程见后文)

�=
R

4���� �gH ( �) d�+ �
�

n = 0

R
4���� gnH ( �)d�

(14)

式中, gn 为与 �g 有关的高阶项。

不难看出, 式( 13)和式(14)与应用重力异常

�g 求解大地水准面高N 及高程异常�的式( 3)

及式(5) , 除了核函数不同外, 形式是一致的。

扰动重力的直接可获得性的重要意义在于:

� 人们可以直接应用 Hotine积分公式或级数展

开求解大地水准面高和高程异常。研究表明:

Hot ine公式较之 Stokes公式, 在边值精度相同的

情况下,前者的精度优于后者[ 5]。� 应用扰动重

力�g 反演地球内部密度异常和分析外部重力场

结构,物理意义更加明确,而且不受大地水准面高

和高程异常计算误差的影响。

4 � GPS与高程系统

一个非常重要的事实在于: 尽管 GPS 边值问

题的数学属性不同于传统的物理大地测量边值问

题,但是, 原物理大地测量理论中的所有公式不仅

没有改变,而且仍具有应用价值。这从前文的论

述中可见一斑。不仅如此,原物理大地测量中的

一些方法和结果仍具有实用意义。其中最具代表

性的就是(似)大地水准面及高程系统的确定问

题。

尽管 GPS已基本解决了地球形状的确定问

题,那么为什么还要去求解代表地球形状的(似)

大地水准面呢? 原因有如下几方面:

1. 大地水准面不仅被用于代表地球形状,而

且具有明显的物理意义。由于大地水准面的等位

性质,其不仅作为地球的几何表达, 更多情况下,

被用于反演和表示地球内部构造信息或作为求解

内部密度的重要约束[ 6]。

2. 由于 GPS 之前, (似)大地水准面一直是

作为高程系统的起始面,而且是统一全球高程的

基准面。更为重要的是,几乎所有且数量巨大的

重力数据和水准数据都是以大地水准面而非正常

椭球面为基准。这些基础数据,历时多年,耗费了

大量的人力、物力和财力, 而且被广泛应用,已形

成了较完整的应用体系。

3. GPS前的高程系统,主要是应用重力水准

方法获取。而有了 GPS 以后, 尽管理论上应用

GPS获取的大地高, 再通过重力水准测量可以取

代物理大地测量中关于(似)大地水准面的计算,

而且精度更高,但是,要在短时期内获取已有的水

准和重力数据点上的 GPS高(大地高) ,是不现实

的。

因此, 目前人们仍然采取在已有的重力数据

基础上,结合 GPS水准, 去获取(似)大地水准面。

但是,必须注意的是,现今获取(似)大地水准面的

目的及获取高程的方法都由于 GPS 技术的应用

而发生了变化。首先, 以(似)大地水准面表征地

球形状的功能已经弱化,人们更多地关注其表达

的物理信息,同时维护和延续其作为高程系统的

基准面以及发挥其在水准面统一全球高程基准中

的作用。更为重要的是,人们希望通过赋值模型

的精化和计算方法的改进,去精化大地水准面,以

期使其与 GPS 观测精度相匹配(即厘米数)。从

而,在高程的确定过程中,通过应用 GPS 大地高

与计算得到的大地水准面高 N 或高程异常�,去

获取正高 H 或正常高H
* 。即

H = hGPS- N , H
* = hGPS- � ( 15)

式( 15)说明了这样一个问题,随着 GPS技术

的普遍应用以及(似)大地水准面赋值精度的提

高, GPS将逐步取代耗时费力的水准测量。

5 � GPS边值问题

5. 1 � 定义
所谓 GPS边值问题是指:以地球自然表面为

已知边界, 以其上的扰动重力为边界条件, 确定

(似)大地水准面及外部重力场。

GPS边值问题是近几年才被提出, 原因有如
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下几个方面:

1. 传统的物理大地测量在确定地球形状和

外部重力场时, 所建立的数学模型是以自由边值

为其基本属性。而 GPS 技术理论上使得地球表

面形状成为已知量。在函数形式上, 尽管仍可以

用式( 1)表达地球几何形状与重力场边界值之间

的内在联系,但问题的数学属性却发生了根本变

化,即 GPS 使自由边值问题转化成为固定边值问

题。

2. 如第 3节所述, GPS技术的出现, 使得扰

动重力的应用成为可能。

3. 据第 4节分析,尽管GPS技术能够确定地

球自然表面,但是,曾被用于表征地球形状的(似)

大地水准面仍具有其特殊的作用和求解的必要。

而且, GPS 作为纯几何手段, 目前尚无法直接获

取(似)大地水准面。

4. 由于传统物理大地测量所得到的一系列

公式是以自由边值为前提,但经过技术处理后,具

体的解算公式都是以固定边值或边界已知的形式

给出,这些公式在 GPS 边值问题中仍可以应用。

但必须注意的是, 前者中的边界值是迭代或逼近

过程中的近似值,而后者是已知值。

综上, GPS边值问题与传统的物理大地测量

边值问题的关系可归纳为:两者数学属性不同,计

算公式大多可以互用;边界条件前者为扰动重力,

后者为重力异常。

5. 2 � GPS边值问题与 Neumann边值问题

在经典的大地边值问题中, 以扰动重力作为

边界条件时,往往被归入到第二边值或 Neumann

边值问题的求解中。原因在于在将自由边值转化

成为固定边值问题时, 往往将球形作为地球或正

常椭球的零阶近似, 并隐含着地球或正常椭球为

匀质或成层结构。此时,可以认为边界面的法线

与垂线重合,从而满足式( 9)所描述的边值问题中

的边界条件。

但在 GPS边值问题中, 是以地球表面作为已

知边界,由于边界面的不规则性,边界面的法线与

垂线一般并不重合, 以致式( 9)不成立或不能直接

应用。所以, GPS边值问题并不等于 Neumann边

值问题,而是一个非线性斜向导数问题。

尽管如此, 在处理斜向导数边值问题时, 我们

仍可以借助传统物理大地测量中的一些非常有效

的手段,尤其是 M olodensky 问题的球近似解的思

路和方法,将问题转化成为 Neumann边值问题进

行求解。

5. 3 � GPS边值问题的求解
事实上, Moritz 在 2000 年纪念 M olodensky

的学术报告中,在论及 GPS 边值问题的同时, 从

扰动重力与重力异常具有类似的调和属性这一角

度,认为 GPS 边值问题的解表达式应具有式( 14)

的形式。

本文则从问题的原始定义出发,给出 GPS边

值问题的数学表达及其求解过程的简要介绍, 详

细的推证及分析将另文给出。

将地面扰动位 T 以单层位的形式表达成为

T =�S �l dS (16)

式中, �为单层密度乘以引力常数; S 为地球表

面,并假设其足够平滑。

根据单层位导数通过层面时不连续的性

质[ 1]
,对式(16)沿垂线求导后,得到

�T
�h

= - 2��cos �+�S � ��h (
1
l
) dS (17)

式中, �为层面法线与垂线之间的夹角。

由于�T
�h

= - �g, 因此, GPS 边值问题的数学

表达即为

2��cos �+ �S � ��h (
1
l
)dS = - �g (18)

式中, �表示出斜边值的特征, 右边的扰动重力

�g 被用于确定地面扰动位T ( �)。从式(18)的形

式上可以看出, 它属于第二类 Fredholm 积分方

程。由于边界面 S 的不规则性, 直接求解将十分

困难。由于重力扰动与重力异常具有相当的量

级,我们借用 Moritz关于以重力异常 �g 为边值

的 M olodensky 积分方程所采取的近似处理方

法[ 1]
,而后得到

2��cos �-�� (
r

2- r
2
p

2l
-

1
2l

)
r 2

rp
sec ���d�= �g

(19)

式中, l 为待求点与流动面之间的距离; r 为积分

面元处的向径; rp 为待求点P 的向径; d�为单位

球面元。

式(19)与 Molodensky 积分方程具有完全类

似的形式, 差别主要在于积分项中的核函数不同

以及边界已知量是以扰动重力代替了重力异常。

借助逐次逼近法原理[ 1]
,将

h- hp

l
及 sec �的影响

作为一阶量加以考虑,对问题逼近至一阶近似,得
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出式(18)的一阶近似解为

T = R
2�� �l sec �d�� R

2��
�0
l 0

d�+ R
2��
�1

l 0
d�

(20)

式中

�0=
1

2�
[�g- 1

8��� �gH ( �) d�]

�1=
1

2�
[�g1-

1
8��� �g 1H ( �)d�]

�g 1= R
2��

h - hP

l
3
0
�0d�

最后,通过类似于 M olodensky 理论中的分析方

法,很容易得到一个实用公式

T =
R
4��� �g- ( h- hp )

��g

�h
H ( �)d� (21)

式中, h为地面高程。应用 Bruns公式及 Vening�
M einesz公式, 由式(21)即可计算出高程异常及垂

线偏差。式( 21)与 Moritz应用 Molodensky 收缩

法得到的一阶近似公式完全一样。

6 � 结论与问题

GPS技术的出现, 不仅为物理大地测量研究

提供了新的途径, 解决了物理大地测量中的一些

难题,同时,也为传统物理大地测量的理论和方法

赋予了新的内涵。主要体现在:

1. GPS技术能够以几何手段确定地球形状。

2. 借助 GPS 技术, 使得物理意义明确的扰

动重力的获取和应用成为可能。

3. 将 GPS大地高与(似)大地水准面计算结

果相结合, 有望取代传统的水准测量以确定地面

高程。

4. GPS边值问题较之传统的物理大地测量

边值问题, 理论上误差源少,结果更可靠, 而求解

方法可以借鉴 Molodensky 理论与方法。

但是,毕竟 GPS 是一个纯几何手段, 而物理

大地测量的最根本特征在于其物理量的应用及其

与几何量内在联系的几何表现,这是 GPS本身所

无法直接实现的。在许多方面, GPS 的应用仍然

需要结合和借助传统的测量手段, 如大地水准面

的确定。在一些特殊情况下, 如隧道测量、与水利

有关的力高的确定等, GPS 显得无能为力。因

此,在应用 GPS 强大的定位功能的同时, 如何进

一步与其他的物理手段结合, 建立起新的更加有

效的赋值模式, 精化甚至取代物理大地测量中的

一些传统方法和手段, 仍是需要更加深入研究的

问题之一。

而另一方面, GSP 技术与传统物理大地测量

方法的结合过程中, 精度的匹配问题,也是值得认

真考虑和分析的。众所周知,在地面坐标的确定

过程中, GPS的定位精度已达厘米级。而传统的

物理大地测量用以求解大地水准面及外部重力场

的赋值模型,大多数还是隐含有球近似、低阶项为

主等因素。同时, 地面重力资料也由于测量手段

的限制而分布不均、精度不一。因此,赋值模型的

精度、重力场数据的精度与 GPS 的定位精度三者

之间的关系以及它们对求解目标的影响,必须建

立起定量的分析标准, 把握其内在的相互作用机

制。由此, 才能使得对物理大地测量研究结果的

精度及质量判断上有据可依, 在实际应用中提高

数据及方法的使用效率。
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