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Abstract: The Boolean matrix is used to analyze t he judgement matrix in this paper. The number of interaction ob

servations in detecting and lo cating gross errors, the max imum number of detectable g ross er rors in the observations,

and the max imum number of locatable gross errors in the observations in a surveying system are formulated. The test

indicates that t he current methods of detect ing g ross errors, i. e. iteration data snooping and iteration method w ith

var iable weights, can t w holly correctly locate the g ross err ors if t he gross errors arise simultaneously and observa

tions are interaction for locating gross erro rs. The solutions of the experiments verify the effectiveness and superiority

of w hich the judgement matrix and the Boolean matrix ar e used to analyze the co rrelation of multiple detectable and

locatable gr oss errors.
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摘 要:用布尔矩阵分析、研究判断矩阵,得到观测量粗差发现和定位的相关数以及测量系统

的最大可发现粗差和定位粗差数的计算公式。试验证明,当粗差发现和定位相互影响的观测

量同时含有粗差时, 现行的迭代数据探测法和选权迭代法不可能完全正确定位粗差。通过算

例验证了使用布尔矩阵和判断矩阵分析多维粗差发现和定位相关性的有效性和优越性。
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1 前 言

如果观测量没有粗差发现能力,即使是粗差

非常巨大,采用非常有效的粗差探测手段,也无法

发现粗差; 如果观测量仅有粗差发现能力而没有

粗差定位能力, 则任何粗差探测方法也只能发现

粗差,不能正确定位粗差。李德仁院士使用简单

例子(前方交会) [ 1]通俗形象地解释了粗差发现

和粗差定位的概念。一个测量系统中, 观测量的

粗差能否被发现和定位,与观测量在测量系统中
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的作用(如方向交会)以及观测量相互之间的数据

结构关系(如交会点的几何图形)有关。这个数据

结构关系是由测量系统本身所决定的。换句话

说,可以通过研究测量系统的数据结构分析观测

量粗差的发现和定位能力。文献[ 2]引入粗差判

断方程( GEJE) ,建立了观测量的线性函数关系,

并通过分析函数的系数矩阵 J (判断矩阵) , 来判

断观测量粗差的发现和定位能力, 由此得出了观

测量粗差不能发现以及粗差能发现但不能定位的

判断准则。它的理论证明和实验验证表明, GEJE

能方便地在控制网中分析每一个观测量的粗差发

现和定位能力, 而且得出了仅能发现粗差但不能

定位粗差的观测量, 即使是最优秀的粗差探测方

法,正确定位粗差的概率也不会大于 50%的重要

结论。

粗差判断方程的研究, 不仅使分析粗差发现

和定位能力的理论依据由最初的简单几何图形改

进成数据结构简单清晰的 J 矩阵, 而且进一步表

明了每一个观测量粗差的发现和定位能力与测量

系统的数据结构关系密切。能否通过分析 J 矩

阵来研究观测量之间的粗差发现和定位的相互影

响关系(本文简称相关性) ,探讨多维粗差探测的

理论和方法, 自然是人们迫切需要研究的问题。

本文首先引入布尔矩阵,分析判断矩阵的数据结

构特点,然后根据文献[ 2]的定理和推理,推导出

观测量粗差发现和定位的相关数、测量系统的最

大可发现粗差数和最大可定位粗差数的计算公

式,最后通过算例验证了粗差发现和定位相关的

观测量,现行优秀的粗差探测方法并不能完全正

确定位它们的粗差, 因而得出在多维粗差探测中,

若没有进行观测量的粗差发现和定位相关性分

析,粗差探测的结果将会变得极不可靠的重要结

论。

2 判断矩阵与布尔矩阵

从平差模型可导出粗差判断方程( GEJE) [ 2] :
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式中, Lr 为 r 维多余观测量向量, Lt 为 t 维必要

观测量向量, J 为判断矩阵, Wr 为 r 维粗差判断
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式中, m 为非零子块数, t i 和 r i 分别为第 i 个非

零子块阵Ji 的列维数和行维数。

引入布尔代数
[ 3]
理论, 用布尔矩阵 J 表示J

矩阵, 则式(1)中 J 矩阵的零元素对应 J 矩阵的

元素为 0, J 矩阵的非零元素对应J 矩阵的元素

为 1,故 J 矩阵中第 j 列向量J j 的非零元素之和

j 为

j =

r

i = 1
J ij , j = 1, 2, , t (3)

式(2)的分块布尔矩阵分别为 J1 , J2 , , Jm ,故

第 k 块布尔矩阵Jk 中第 j 列向量J kj的非零元素

之和 kj为

1 j =

r
1

i = 1
J 1ij , 2 j =

r
2

i= 1
J 2ij , , mj =

r
m

i= 1
J mij

j = 1, 2, , tk ; k = 1, 2, , m (4)

上两式中 J ij (或 J mij )为 J (或 Jm )中第 i 行 j

列元素。

根据文献[ 2]的判断准则,可得:

1. j = 0, 必要观测量 Lt j 不能发现粗差;

2. j = 1,必要观测量 L tj 能发现粗差,但不

能定位粗差。

若把 j 看作是必要观测量Lt j 的多余观测条

件数,则不难理解没有多余观测,肯定不能发现粗

差, 仅有一个多余观测条件, 自然只能发现粗差,

不能定位粗差。

3 相关数与最大发现和定位粗差数

依据上述分析, 可知:

若 j = k , 必要观测量 L tj 的多余观测条件

数为 k。考察 Jj 有

J ij = 1, i k (5)

即多余观测量 L ri ( i k )与必要观测量 Lt j 共( k

+ 1)个观测量构成的 k 个条件方程, 当 j = k 2

时,多余观测量 Lr i 和必要观测量 L tj 才具有粗

差定位能力。因此,在 j 个多余观测量 L ri 与 1

个必要观测量 L tj 构成的 j 个条件方程中,最大

可以发现 j 个粗差, 最大可以定位( j - 1)个粗

差, ( j + 1)个观测量形成了粗差发现和粗差定位
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相互影响的关系。

为叙述方便, 本文把 j 称为多余观测量

Lr i ( i k )与必要观测量 L t j 粗差发现和粗差定

位的相关数(简称相关数) , ( j + 1)个观测量称为

粗差发现和粗差定位相关的观测量。

由矩阵的基本概念可知,布尔矩阵 J 列向量

的最大相关数 MAX r , 因此, r 个条件方程中,

也即( r + t )个观测量中, 最大可以发现 r 个粗

差,最大可以定位( r - 1)个粗差; 若 J 矩阵为分

块对角阵J1 , J2 , Jm ,不难得出每个分块矩阵的

最大相关数分别为 1MAX, 2M AX , , mMAX, 最大

可以发现粗差数分别为 r 1, r 2, , rm ,最大可以

定位粗差数分别为 r 1- 1, r 2- 1, , r m- 1。

上述的分析是基于 r t 的情况。当 r > t

时, n = ( r + t )个观测量中, 出现粗差是小概率事

件,含粗差的观测量个数必然不会大于含偶然误

差的观测量个数,因此,最大可以发现的粗差数应

n
2

,最大可以定位的粗差数应<
n
2
。综合这两

种情况,并顾及粗差数目为整数,最大可发现的粗

差数( nf )等于 r 与[
n
2

]中的最小整数,记为

n f = min r ,
n
2 (6)

最大可定位的粗差数 ( nr ) 等于 ( r - 1 ) 与

n - 1
2

中的最小整数,记为

n r = min r- 1,
n- 1

2
(7)

若 J 为分块对角阵, 则 nf 等于各个非零子块矩

阵J i 的最大可发现数nf
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之和
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n r 等于各个非零子块矩阵J i 的最大可定位粗差
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其中, [ X ]表示不大于 X 的最大整数, ni = ri +

ti。

4 算 例

两个非全测内角的大地四边形构成的网形如

图 1所示, A , B 为已知点, C , D, E , F 为待定点,

观测角度 14 个, 基线边 1 条, 总观测数 n = 15,

必要观测数 t= 9,多余观测数 r = n - t= 6, 所有

角度为等精度观测, 控制点坐标数据列于表 1,其

中 C, D , E , F 为概略坐标。

图 1 大地四边形控制网

F ig. 1 Braced quadrilateral

表 1 控制网坐标

Tab. 1 Coordinates of braced quadrilateral

A B C D E F

X / m 8 660 0 2 140 10 032 12 172 3 512

Y / m 5 000 0 9 273 13 548 22 822 17 822

以角度 L 2, L 3, L 5, L 6, L 8, L 11, L 13, L 14和

基线 L 15为必要观测量向量 Lt , 以角度 L 1, L 4,

L 7, L 9, L 10和 L 12为多余观测量向量 Lr ,获得判

断矩阵 J 列于表 2, 对应的布尔矩阵 J 列于表 3。

分析表 2、表 3的矩阵数据结构, 有以下特征:

表 2 大地四边形的判断矩阵 J

Tab. 2 Judgement matrix J of braced quadrilateral

Lr
Lt

2 3 5 6 8 11 13 14 15

1 - 2. 5- 3. 7- 1. 1 1. 1 0 0 0 0 0

4 - 1 - 1 - 1 0 0 0 0 0 0

7 2. 5 3. 7 1. 1- 2. 1 0 0 0 0 0

9 0 0 0 0- 1. 2 0. 9 1. 1- 2. 2 0

10 0 0 0 0 1. 2- 1. 9- 1. 1 2. 2 0

12 0 0 0 0 - 1 0 - 1 - 1 0

表 3 大地四边形的布尔矩阵 J

Tab. 3 Boolean matrix J of braced quadrilateral

Lr
Lt

2 3 5 6 8 11 13 14 15

1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

4 1 1 1 0 0 0 0 0 0

7 1 1 1 1 0 0 0 0 0

9 0 0 0 0 1 1 1 1 0

10 0 0 0 0 1 1 1 1 0

12 0 0 0 0 1 0 1 1 0

j 3 3 3 2 3 2 3 3 0
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1. 有 1零列向量, 对应必要观测量 L 15;

2. 有 2个分块对角阵,一个分块阵对应着四

边形 ABCD 的观测量,另一个分块阵对应着四边

形 CDEF 的观测量。两个分块矩阵中, 每一列向

量的相关数均有 2 j 3。

3. = 2 的列向量有 2列, 其对应的多余观

测量向量 Lr 和必要观测量向量 Lt 分别是

ACD 和 CDF 的 3 个内角观测量 L 1, L 6, L 7

和 L 9, L 10, L 11。

根据文献[ 1]的定理、推理和本例 J 矩阵相

关数 的特点,得以下判断结果:

1. 基线边 L 15不能发现和定位粗差,其余的

观测量 L 1~ L 14能发现和定位粗差;

2. 每一分块矩阵对应的大地四边形中,最大

能发现粗差 3个,最大能定位粗差 2个。整个控

制网最大能发现粗差 6个,最大能定位粗差 4个。

3. ACD 内角观测量 L 1, L 6, L 7(或 CDF

内角观测量L 9, L 10, L 11)是粗差发现和粗差定位

相关的观测量, 最大能发现粗差 2个,最大能定位

粗差 1个。

通过 J 矩阵的初等变换,可以发现 ABC 的

内角观测量 L 2, L 3, L 4, L 5 (或 PEF 的内角观

测量L 8, L 12, L 13, L 14)也是粗差发现和粗差定位

相关的观测量, 最大能发现粗差 2个,最大能定位

粗差 1个。由此可知,图中控制网最大能定位的

4个粗差, 必须分布在每个全测内角的三角形

( ABC, ACD , CDF 和 DEF )内, 才能保

证它们之间粗差定位不相关, 否则,粗差定位相关

的观测量含有粗差, 将不能全部准确定位。

判断结果 1已被文献[ 2]所证明,即除基线边

L 15外,其余的观测量,无论是哪一个,如果它含有

粗差且仅有 1个粗差,则只要能发现粗差,就能定

位粗差。判断结果 2、3 的核心问题 在

ABC, ACD , CDF 和 DEF 中, 每个三角

形最大只能定位 1个粗差。换句话说, 在每个三

角形中,任意两个内角观测量同时含有粗差, 只要

粗差足够大,是可以通过假设检验的方法发现的,

但要准确定位这两个粗差,任何优秀的粗差探测

方法的成功率都不会超过 50%, 即不可定位。为

验证这一结论, 实验要顾及以下要点:

1. 1个三角形中有 k 个内角观测值, 任意 2

个观测值含粗差,可有 C
2
k 种组合,每组粗差出现

的概率应一样。因此, 每组粗差仿真模拟试验的

次数相同,整个实验应在相等的模拟条件下进行;

2. 为减少随机误差对粗差的抵消影响,模拟

的粗差要足够大,以便在每次试验中,使用的粗差

探测方法均能够发现粗差(这样可以避免随机误

差抵消粗差的情况,使试验中犯第 和 类错误

的统计概率为零) ;

3. 采用能探测多维粗差的均值漂移模型和

方差膨胀模型的代表算法,且检验粗差的置信水

平一致,以增加实验结果的客观性。

为此,本次实验的设计方案如下:

1. 在 A CD 的 3个观测量( L 1, L 6 和 L 7)

中,分别有 2个观测量含粗差,即模拟的粗差观测

量共有三组( L 1, L 6) , ( L 1, L 7)和( L 6, L 7) ;

2. 在 CDF 的 3个观测量( L 9, L 10和 L 11)

中,分别有 2个观测量含粗差,即模拟的粗差观测

量共有三组( L 9, L 10) , ( L 9, L 11)和( L 10, L 11) ;

3. 在 ABC 的 4 个观测量( L 2, L 3, L 4 和

L 5)中, 分别有 2个观测量含粗差,即模拟的粗差

观测量共有六组 ( L 2, L 3 ) , ( L 2, L 4 ) , ( L 2, L 5) ,

( L 3, L 4) , ( L 3, L 5)和( L 4, L 5) ;

4. 在 DEF 的 4 个观测量 ( L 8, L 12, L 13和

L 14)中,分别有 2个观测量含粗差,即模拟的粗差

观测量共有六组 ( L 8, L 12 ) , ( L 8, L 13 ) , ( L 8,

L 14) , ( L 12, L 13) , ( L 12, L 14)和( L 13, L 14)。

实验 1、2、3和 4中, 模拟的观测量随机误差

的中误差 = 1 . 0。试验过程采用迭代数据探

测法为均值漂移模型的代表算法, 选权迭代法为

方差膨胀模型的代表算法。迭代数据探测法在 4

个实验中,无论哪 2个观测量含粗差,均仅能定位

1个粗差观测量。选权迭代法在实验 1的三组模

拟试验中均会判断 L 7 含粗差, 在实验 2的三组

模拟试验中均会判断 L 10含粗差, 在实验 3的六

组模拟试验中均会判断 L 2 和(或) L 5 含粗差,在

实验 4 的 6 组模拟试验中均会判断 L 8 和 (或)

L 12含粗差。

有 k 个内角观测量的三角形, 在假定有 2个

内角同时出现粗差的前提下, 将有 C
2
k 种可能的

组合结果, 而且每组粗差出现的可能性(概率)应

是相同的。若探测一组模拟数据, 2 个粗差能准

确定位,这组数据的粗差发现和定位是成功的,称

为正确判断;若发现粗差后把含粗差的认为不含

粗差和不含粗差的认为含粗差, 这组数据的粗差

能发现但定位不成功,称为错误判断。C
2
k 组发现

粗差的结果中,正确判断的组数除以 C
2
k , 称为正
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确判断率; 错误判断的组数除以 C
2
k , 称为错误判

断率。显然,正确判断率+ 错误判断率= 1。4个

实验重复多次试验, 统计每个三角形的试验结果,

可得两种粗差探测方法的正确判断率和错误判断

率平均值。大量的试验结果显示迭代数据探测法

的平均错误判断率接近 100% , 选权迭代法的平

均错误判断率大于 50%。受文章篇幅所限,在此

仅列出迭代数据探测法和选权迭代法的部分实验

结果(如表 4)。

表 4 迭代数据探测法和选权迭代法判断粗差的结果

Tab. 4 Results of judged gross errors by the iteration data snooping and the iteration methods with variable weights

方

案
模拟 粗差

迭代 数据 探测 法 选权 迭代 法

定位粗差 正确判断 错误判断 定位粗差 正确判断 错误判断

L 1= 12. 1, L6= 10. 3 L 7 L 1, L 6, L 7 L 7 L 1, L6 , L 7

1 L 1= 12. 1, L7= 10. 3 L 7 L7 L 1 L 1, L 7 L 1, L 7

L 7= 12. 1, L6= 10. 3 L 7 L7 L 6 L 7 L 7 L 6

L 9= 10. 9, L10= 17. 2 L 10 L 10 L 9 L9 , L 10 L9 , L 10

2 L 9= 10. 9, L11= 17. 2 L 10 L 9, L10, L 11 L 10 L 9, L 10, L 11

L 10= 10. 9, L 11= 17.2 L 11 L 11 L 10 L 10 , L 11 L 10 , L 11

L 2= 12. 6, L3= 15. 5 L 3 L3 L 2 L 2, L 3 L 2, L 3

L 2= 12. 6, L4= 15. 5 L 5 L 2, L 4, L 5 L 5 L 2, L4 , L 5

3
L 2= 12. 6, L5= 15. 5 L 5 L5 L 2 L 2, L 5 L 2, L 5

L 3= 12. 6, L4= 15. 5 L 5 L 3, L 4, L 5 L 2, L 5 L 2, L 3, L4 , L 5

L 3= 12. 6, L5= 15. 5 L 2 L 2, L 3, L 5 L 2, L 5 L 5 L2 , L 3

L 4= 12. 6, L5= 15. 5 L 4 L4 L 5 L 4, L 5 L 4, L 5

L 8= - 8.7, L 12= - 13. 1 L 12 L 12 L 8 L8 , L 12 L8 , L 12

L 8= - 8.7, L 13= - 13. 1 L 12 L 8, L12, L 13 L 12 L 8, L 12, L 13

4
L 8= - 8.7, L 14= - 13. 1 L 14 L 14 L 8 L 8 L 8 L 14

L 12= - 8. 7, L 13= - 13. 1 L 13 L 13 L 12 L 12 , L 13 L 12 , L 13

L 12= - 8. 7, L 14= - 13. 1 L 8 L 8, L12, L 14 L 8 L 8, L 12, L 14

L 13= - 8. 7, L 14= - 13. 1 L 8 L 8, L13, L 14 L 8 L 8, L 13, L 14

从表 4的实验数据可以发现, 在同一个三角

形中,尽管模拟的 2 个观测量粗差是其随机误差

中误差的 10多倍,但迭代数据探测法和选权迭代

法均无法全部正确地区分哪几个观测量含有粗

差,它们全部准确定位粗差的概率不足 50%, 即

无法准确定位粗差。由此可见, 多维粗差能否被

定位, 与观测量之间是否存在粗差定位相关的数

据结构特征有关,若是( + 1)个相关的观测量同

时含有 个粗差, 即使粗差非常巨大, 任何优秀

的探测方法也不能准确定位所有的粗差。实验结

果证明, 在图中的 4 个全测内角的三角形

( ABC , A CD, CDF 和 DEF ) 中, 任意 1

个三角形含有粗差的观测量多于 1个时,迭代数

据探测法和选权迭代法全部准确定位粗差的概率

均小于 50%。

5 讨论与结论

李德仁院士在研究两种模型误差的可区分性

时,把两个检验量之间的相关系数 作为衡量可

区分性的指标[ 1]
, 并指出, 当 = 1 时, 可区分性

放大倍数 k 无穷大, 表明两个备选假设代表的模

型误差是不可区分的,此时粗差再大也不能定位。

文献[ 2]的理论证明和实验验证表明,没有粗差定

位能力的观测量,即使是最优秀的粗差探测方法,

正确定位粗差的概率也不会大于 50%。本文进

一步验证( + 1)个粗差定位相关的观测量有

个粗差,目前最有代表性的粗差探测方法正确定

位 个粗差的概率不会大于 50%。这些研究说

明,如果观测量粗差定位相关,任何粗差探测方法

都不可能以大于 50%的概率确定哪些观测量含

有粗差。换句话说, 如果观测量的粗差能够以大

于 50%的概率正确定位,它们肯定是粗差定位不

相关的观测量。

引入布尔矩阵 J 研究粗差判断方程法

(GEJE)的判断矩阵 J ,清晰地表达了观测量的发

现和定位粗差能力与相关数 的联系。通过试
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验验证和结果分析, 得到以下一些结论:

1. 观测量的发现和定位粗差能力是测量系

统中进行粗差发现和定位的必要条件, 这些特性

由观测量之间的数据结构关系决定, J 矩阵能清

晰地反映出它们的这种内在联系特征。使用 J

矩阵, 可以很方便地分析每一个观测量以及多个

观测量之间的发现和定位粗差能力。换句话说,

可以根据 J 矩阵进行观测量的粗差可发现性和

可定位性设计。

2. 分析 J 矩阵,可以找出粗差发现和定位相

关的观测量,假如它们含有粗差的个数大于等于

其相关数 ,采用现行的粗差探测方法,如迭代数

据探测法和选权迭代法, 均不能准确定位粗差。

由此说明, 粗差发现和定位的相关性在多维粗差

的定位中起着至关重要的作用。因此, 在多维粗

差探测中, 若没有观测量的粗差发现和定位相关

性分析,任何探测方法的结果都将会变得极不可

靠。或者可以这样说, 若没进行观测量的粗差发

现和定位相关性分析, 探测粗差的结果仅仅是完

成了粗差的发现工作, 只有分析证明它们的粗差

发现和定位是不相关的,才能认为是准确定位了

粗差。
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