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giam nhe tinh compact, tinh bi chan cta tip rang

budc, dong thoi mo rong dinh 1y Weierstrass cho
Dinh 1y gié tri cuc tri Weierstrass 1a két qua quan ham hai bién, ham vector.

trong, ¢ vai trd nén tang trong giai tich toan hoc.

Dinh 1y nay dugc phat biéu mot cach hét sirc don

gian 12 moi ham thyc lién tuc trén tdp compact thi

1. GIOI THIEU

Giai tich ham khoang déng vai trd rat quan trong
trong toén’hoc ung dung, dac bié} trong th vue mo
dat déng thoi gid tri nh nhat v gid tri nho nht tren 108 V& thong ke . Viéc phit trién 1y thuyet (01 uu

N AP . X 1 ham khoang dang rat dugc quan tdm trong nhiing
tap d6. Dua vao dinh ly Weierstrass, ta d¢ dang dua ndm edn da (Chalco-Cano ctal., 2013 ; Singh et al
ra cac dinh ly co ban quan trong cua giai tich thuc g Y i - 1NE 'f

. LA S . , . , 2016; Osuna-Goémez et al., 2017 ; Gong et al., 2016;
nhu dinh 1y vé tinh bi chan, dinh 1y Rolle, dinh ly ) ]

e . . , £ Zhang et al., 2018 ; Ahmad et al., 2019; Ghosh,
gid tri trung binh, dinh 1§ Taylor, ... Trong t0i uu 54157 G o gl 2018, 2019, 2020a, 2020b;
hoéa, vai trd cua dinh ly Weierstrass thuc sy dugc ’ o ’ ’ $ ’

%  en 1x 1R , \ : Zhang & Huang,2022; Kumar & Ghosh, 2023). Tuy
nhan manh vi day 12 k&t qua co ban duge st dung 1 jan " hien tai nhimg két qua vé mo rong dinh Iy
nhiéu nhat d€ chi ra sy ton tai nghiém cua cac bai SN ho ha g' ”q  khoa h g d Y
toan t6i wu. Cac két qua mo rong cua dinh ly Wilerstrass cho am co gla trl xhoang chua dlr~qc d?
Weierstrass ciing duoc nghién ctru va cong b bdi xuat. Trong bdi bdo nay, dya trén cac dinh nghta mg
Gajek & Zagrogny ( ) 99%) Tian & Zhoug (1995) rong vé tinh nira lién tyc cho ham co6 gia tri khoang,
Martinez-Legaz (2014), Khanh & Quan (2019). Cac ¢4 Phién ban mo rong ctia dinh 1y Weierstrass trén
tac gia da quan tam mo rong cua dinh Iy Weierstrass kl‘lo?g glan mitrlc dﬁ(ic dua. ra. Cic k?t dpa a }rln ot
trén khong gian métric, khong gian topo dua trén va tong quét cho dinh 1y Weierstrass co dlen: Nhicu
viéc giam nhe tinh nfrajlién tuc ctia ham mﬁc tiéu vidu cy tl}é dugc trinh bay 4¢ so sinh va minh hoa

g i : ; ’ cho céc két qua thu dugc.
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2. KIEN THUC CHUAN BI

Trong bai bao nay, nhitng quy udc sau duge su
dung:

e RIatap so thuc va N 1a tap s6 tu nhién;

o T latap hop cac khoang dong bi chin ctia R:

T ={[a,bl:a < b;a,b € R}
Trong truong hop khodng suy bién chi co duy
nhat mot phan tir thi ky hiéu a = [a, a].
Cho hai khoang A = [a;a] € T, B = [b;b] €
¥ va € R . Khi d6, phép cong va phép nhan vd
hudng trong T dugc dinh nghia bai:
e A+B:= [Q+Q;E+E];

{[Ag; /15] néul >0,
e JA:= _ ,
[xla; Ag] néul < 0.

Trudc tién, chung ta nhéc lai cac dinh nghia vé
tinh ntra lién tuc cua ham thuc.

Dinh nghia 2.1. (Aubin & Ekeland, 1984) Cho
(X, d) 1a khong gian métric va ham thuc f: X - R.
Khi d6

(i) f dwoc goi 1a nika lién tuc dudi (Isc) tai diém
Xo € X khi va chi khi

liminf £ (x) = £ (x);
X—-Xq

(ii) f duoc goi 1a mira lién tuc trén (usc) tai diém

Xo € X khi va chi khi
limsup f(x) < f(x,);
X—-Xq

(iii) f dwoc goi 14 lién tuc tai diém x, € X khi va
chi khi f vura nira lién tuc dudi va ntra lién tuc trén
tal Xg.

Ta néi rang f thoa mén mot tinh chit nao do trén
tdp A € X n€u f thoa man tinh chat d6 tai moi diém
cia A. Néu A = X thi ta b6 qua cum tir “trén X”
trong cach phat bicu.

Dudi day la dinh 1y Weierstrass c6 dién.

DPinh li 2.1. (Dinh 1i Weierstrass) Cho (X, d) la
khong gian métric compact va f:X = R la ham
thue. Khi do:

(i) Néu f la ham nira lién tuc dudi trén X thi f
dat gid tri nho nhat trén X, tirc la 3x € X sao cho

f) < f(x),vx € X.
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(ii) Néu f la ham mira lién tuc trén trén X thi f
dat gia tri [on nhat trén X, tirc la 3x € X sao cho

f&) = f(x),vx € X.
(iii) Néu f la ham lién tuc trén X thi f dat dong
thoi gia tri nho nhat va gia tri [on nhat trén X.
Pinh nghia 2.2. (Zhang & Huang, 2022) Cho
khoing A = [a¢;a@] € T vaB = [b;b] € T. Ta xét
quan h¢ gitra hai khoang trong I dudi day:

A< Bnéuvachindua<bvaa<h.

Khi d6, d& dang kiém tra quan hé < 1a mot quan
hé thir tu ting phén trong T. Khi A4 nho hon B theo
thr tu < thi ta c6 thé n6i B 16n hon A va ky hiéu la
B > A

Dudi ddy 1a cac dinh nghia vé tinh nira lién tuc
cua ham c6 gia tri khoang.

Pinh nghia 2.3. Cho (X, d) 1a khong gian métric
va F: X — T 1a ham c6 gia tri khoang. Khi do:

(i) (Zhang & Huang, 2022) Ham F duogc goi la
ntra lién tuc dudi (Isc) trén X néu véi moi khoang
dong A € T thi tap muc dudi theo thir ty khoang
{xeX: f(x) < A} latap dong.

(i) Ham F duoc goi la nira lién tuc trén (usc) trén
X néu v6i moi khoang dong A € T thi tap muc trén
theo thtr tu khoang {x € X : f(x) > A}latap dong.

(iii) (Rockafellar & Wets, 2009) Ham F duoc
goi 1a nika lién tuc outer (osc) tai xy néu voi moi lan
can U cua F(x,), ton tai 1an can V cia x, sao cho

F(V) cU.

(iv) (Rockafellar & Wets, 2009) Ham F duoc goi
1a nita lién tuc inner (isc) tai x, néu voi tap mé U
batky cua Y théaman F(xy) N U # @ thi ton tai mot
1an can V cta x, sao cho F(x) N U # @ véimoi x €
V.

Ménh dé 2.2. Cho X la khéng gian métric va
ham co gia tri khoang F: X — I dwoc dinh nghia
bai

F(x) = [z(x),j_f(x)] ,Vx € X.

Khi do, ta co:

(1) (Zhang & Huang, 2022) Néu F la nira lién
tuc duwdi trén X khi va chi khi ca hai ham f va f déu

la ham niwra lién tuc duoi trén X.
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(ii) Néu F la nira lién tuc trén trén X khi va chi Ta tiép tuc ching minh £ 12 nira lién tyc trén tai
khi ca hai ham f va f déu la ham nira lién tuc trén xo. Liy y = f(x,) € F(x,). Do F 1a nira lién tuc
trén X. inner tai x, nén ton tai y,, € F(x,) sao cho y, — y.

(ii1) Néu F 1a nira lién tuc outer trén X thi ]_” la ViF () = [i(x")'f(x")] va Yo € F(xy) nén
usc trén X va £ la Isc trén X. i () < .

(iv) Néu F la nita lién tuc inner trén X thi f la Liy qua gi6i han duéi ta dugc

Isc trén X va j_r la usc trén X. limsup £(x,,) < limsup y,.

Chirng minh

(ii) Puoc suy ra truc tiép tir (i), Do limsupy, = limy, =y, nén suy ra
(iii) C6 dinh x, € X va & > 0. Xét lan cdn cia limsup f(xn) < f (xo),

F(xy) c6 dang U = (i(xo) - s,j_f(xo) + s). Do F tc 1a f 1a nira lién tyc trén tai x. m

la ham ntra lién tuc outer tai x, nén ton tai lan can V

ciia x, a0 cho, Vx € V, Nhén xét 2.1. Dya vao Pinh nghia 2.3 va Ménh

dé 2.2, chiing ta thiy rang trong trudng hop ham ¢
F(x) cU. gia tri khoang F suy bién thanh ham thyc (ham
khoang co6 anh la khoang suy bién don phan tir) thi

Suyra,vx €V, dinh nghia Isc cua ham co6 gia tri khoang trung voi
flxy) — e < f(x), dinh nghia Isc cua ham thuc, dinh nghia usc ctia ham
_ T c6 gia tri khoang trung v6i dinh nghia usc ciia ham
fx) < f(x) + & thuc va cac dinh nghia isc va osc cia ham c6 gia tri
trung v&i dinh nghia lién tyc ctia ham thyc.

Tir do, kéo theo g VoL g en '
L Trong trudng hop tong quat thi tinh isc, tinh osc,
f(xo) < lim inf £ (x), tinh Isc va tinh usc ctia ham c6 gia trj khoang 14 cac
_ _ _ khgii niém khac biét va khong so sanh dwgc véi nhau.

Jim sup f (x) < f (xo). Diéu d6 dugc chi ra boi vi du dudi day.

Vi du 2.1. Cho X = R va cac ham co gia tri
khoang dugc dinh nghia bai:
[0,3] néux # 0,
. £ g L 1A , -7 Fi () = -1,4 & =0
(iv) C6 dinh x, € X. Trudc hét ta chimg minh f [-1,4] néux=0.
la nua lién tuc dudi tai x,. That vay, lay y = [0,3] néux # 0,
}_“(xo) € F(xy). Do F la nira lién tyc inner tai X nén - {[1,2] néux = 0.
ton tai y, € F(x,) sao cho y, = y. Vi F(x,) = . {[0’3] néux £ 0,

Vay, voimoix, € Xtacod f lausctaixyva fla

Isc trén tai x,. Suy ra ]_C lauscva f lalsc trén X.

[Z(xn):?(xn)] va y, € F(x,) nén Fs(x [-1,1] néux=0.

[0,3] néux # 0,
[1,4] néux = 0.

Khi @06, tai x = 0, ta co6:

Yn = ]_C(xn) F(x) =
Lay qua gi6i han dudi ta duoc
liminfy, < liminf]_”(x )-
" " * F; 12 ham osc nhung khong isc, lsc va usc.
Do liminfy, = limy, = y, nén suy ra
f(x) < liminf f(x,),

tirc 14 f 14 ntra lién tyc dudi tai .

* F, 1a ham isc nhung khong osc, Isc va usc.
* F; 1a ham Isc nhung khong isc, osc va usc.

* F, 1a ham usc nhung khong isc, osc va lsc.

57



Tap chi Khoa hoc Dai hoc Can Tho

i LY

-3 —2 -1 (@] T
.

Hinh 1. Do thi ham so F,(x)

Y
44
2L
1--

LY

_3 _9 -1 (#] 5

-1
Hinh 2. P6 thi ham s6 F,(x)
y.;\
4 |
2
2 L
14
+ 5

3 9 0 T

e

Hinh 3. Do thi ham s6 F3(x)

58

Tép 59, S6 54 (2023): 55-63

Y
4
2
2
1=
-3 -2 -1 o 2 3 z
-1

Hinh 4. D6 thi ham s6 F,(x)

3. MO RONG DINH LY WEIERSTRASS
CHO HAM CO GIA TRI KHOANG

Cho X 1a khong gian métric va F: X — T la ham
c6 gia tri khoang. Trong muc nay, bon dang nghiém
cua bai toan toi vu dugc khao sat vai ham muc ti€u
c6 gia tri khoang dudi day:

(Min-IOP): Tim % € X sao cho ton tai € F (%)
théa Vx € X,Vy € F(x),

y=v.

(WMin-IOP): Tim % € X sao cho ton tai j €
F(X) théavx € X,3y € F(x),

y<y.

(Max-IOP): Tim % € X sao cho ton tai j € F(%)
thoa Vx € X,Vy € F(x),

yzy.

(WMax-IOP): Tim % € X sao cho ton tai €
F(X) théavx € X,3y € F(x),

y=y.

Lan luot ky hiéu cac tap nghiém cua bbn bai toan
trén la SMin(F'X)a SWMin(FN' X), SMax,(F' X)v

Swmax(F, X). Ttr dinh nghia, ta dé dang c6 moi quan
hé cho cac tap nghiém nhu sau:

* Smin(F, X) € Swmin(F, X);
* Smax(F, X) € Swmax(F, X);
* Smin(F, X) = Smax(—F, X);
* Swmin(F, X) = Swmax(—=F, X);

_ Trong truong hop ham c6 gia tri khoang F suy
bién thanh ham thu'C thi SMin(F! X) = SSMin(F! X)
va Syax (F, X) = Swmax(F, X).
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Tiép theo, cac két qua ton tai cua bén dang
nghiém trén dugc trinh bay. Pay chinh 1a cac phién
ban mé rong cua dinh ly Weierstrasscho ham co gia
tri khoang.

Pinh 1y 3.1. Cho (X,d) la khong gian métric
compactva F: X — T la ham co gia tri khoang. Khi
d6, néu F la osc thi ca bon bai todn Min-IOP, SMin-
10P, Max-IOP va WMax-1IOP déu cé nghiém.

Chirng minh
Do F 1a osc nén theo Ménh dé 2.2(iii) ta c6 fla
Isc va f 1a usc. Ap dung Binh 1y 2.1(i) cho ham f,
ton tai X € X sao cho
z(f) < [(x),‘v’x € X.
Diéu nay kéo theo, Vx € X,Vy € F(x),
f x) <.

Suy ra X 1a mot nghi€m cua bai toan Min-IOP,
kéo theo bai toan WMin-IOP cling cé nghiém.

_ Ap dung Pinh Iy 2.1(ii) cho hai ham £, ton tai
x' € X sao cho
}_f(;’) > f(x),Vx € X.
Diéu nay kéo theo, Vx € X,Vy € F(x),
f(x) =y

Suy ra x' 1a mot nghiém cta bai toan Max-IOP,
kéo theo bai toan WMax-IOP ciling c6 nghiém. m

Pinh 1y 3.2. Cho (X,d) la khdng gian métric
compactva F: X — I la ham co gia tri khoang. Khi
dé, néu F la isc thi cd hai bai toan WMin-IOP va
WMax-IOP déu cé nghiém.

Chirng minh
Do F 14 isc nén theo Ménh d& 2.2(iv) ta c6 fla

usc va ]_” 1a Isc. Ap dung Dinh 1y 2.1(ii) cho hai ham
f tacotontai X € X sao cho

j_r(f) > z(x),‘v’x € X.
Diéu nay kéo theo, Vx € X,3y = f(x) e F(x),
fG) =z y.

Suy ra ¥ la mdt nghiém cia bai toan WMax-
IOP.

Ap dung Pinh 1y 2.1(i) cho hai ham f, ton tai
x" € X sao cho
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]_C(;') < f(x),Vx € X.
Piéu nay kéo theo, Vx € X,3y = f(x) € F(x),
]_C()?) <y

Vay X 1a mot nghiém cia bai toan WMin-IOP.
]

CTu Dinh 1y 3.1 hodc Pinh 1y 3.2 ta suy ra truc
tiép ket qua cia dinh ly Weierstrass cho truong hop
ham thyec lién tuc trén tdp compact dudi day.

H¢ qua 3.3. Cho (X,d) la khéng gian métric
compactva f: X = R la ham thuc. Khi do, néu f la
ham lién tuc trén X thi f dat dong thoi gia tri nho
nhat va gia tri Iom nhat trén X.

Dinh ly 3.4. Cho (X,d) la khdng gian métric
compactva F:X — T la ham co gia tri khoang. Khi
do, neu F la Isc thi bai toan Min-1OP co nghiém, kéo
theo bai toan WMin-IOP ciing co6 nghiém.

Chung minh

Do F la Isc nén theo Ménh dé 2.2(i) ta co f 1a
Isc. Mat khac, ttr tinh bi chan dudi cia ham F ta suy
ra tinh bi chan dudi cia ham f Ap dung Dinh ly
2.1(i) cho hai ham f ta c6 ton tai ¥ € X sao cho

fG) < fx),vx €X.
Diéu nay kéo theo, Vx € X,Vy € F(x),
f&E <y

Suy ra ¥ 1a mot nghiém cua bai toan Min-1OP.
|

Tir Dinh 1y 3.4 ta suy ra truc tiép két qua dinh ly
Weierstrass cho truong hgp ham thyc ntra lién tuc
duéi trén tap compact dudi day.

H¢ qua 3.5. Cho (X,d) la khong gian métric
compact va f:X — R la ham thuc. Khi do neu f la
ham nita lién tuc dudi va bi chan dudi trén X thi f
co gia tri nho nhat trén X.

Pinh ly 3.6. Cho (X,d) la khéng gian métric
compactva F: X — I la ham co gia tri khoang. Khi
do, néu F la usc thi bai toan Max-IOP co nghiém,
kéo theo bai toan SMax-1OP ciing co nghiém.

Chirng minh

Do F 14 usc nén theo Ménh d& 2.2(ii) ta co ]_f la
usc. Mat khéc, tu tinh bi chan trén cia ham F ta suy

ra tinh bi chan trén cuia ham ]_‘ Ap dung Pinh ly
2.1(ii) cho hai ham f ta c¢6 ton tai ¥ € X sao cho
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f(®) = f(x),vx € X.
Diéu nay kéo theo, Vx € X,Vy € F(x),

& =y.

Suy ra ¥ la mdt nghiém cua bai toan Max-IOP.
[

Tir Dinh 1y 3.6 ta suy ra truc tiép két qua dinh Iy
Weierstrass cho trudng hop ham thyc ntra lién tuc
trén tap compact dudi day.

H¢ qua 3.7. Cho (X,d) la khong gian métric
compact va f: X = R la ham thuc. Khi do neu f la
ham nika lién tuc trén va bi chan trén trén X thi f co
gid tri [on nhat trén X.

Diéu kién compact la gia thiét c6t yéu trong cac
Dinh 1y 3.1, Binh ly 3.2, Dinh 1y 3.4 va Dinh ly 3.6.
biéu d6 dugc chi ra boi vi du dudi day.

Vidu 3.1. Cho ham c6 gia tri khoang F: R - T
duogc dinh nghia boi:

F(x) =x.[1,2],vx € R.

yan

o

—a44

Hinh 5. Do thi ham s6 ciia vi du 3.1

Trong trudng hop nay, ta c6 dé& dang kiém tra
dugc F dong thoi 1a isc, osc, Isc va usc trén R. Tuy
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nhién ta c6 ca bdn tip nghiém Smin (F, R),
Swmin(F,R), Smax(F,R), Swwmax(F,R) déu bang
rong, nguyén nhan 1a X = R khong 1a tap compact.

Néu xét X = [—1,1], ta c6 X 1a tdp compact nén
tat ca cac gia thiét cua DPinh 1y 3.1, Dinh 1y 3.2, Dinh
ly 3.4 va Pinh ly 3.6 déu thoa min. Do do,
bén tap nghiem Syyin (F, [~ 1,11), Swain (F, [=1,1]),
Smax(F, [=1,1]), Swwmax(F, [—1,1]) déu khac rong.
Tinh toan truc tiép, ta c6 duoc:

Swin(F, [-1,1]) = {~1},
Sunan P, [-1,11) = -1, 3]
Swax(F, [=1,1]) = {1},

Swwax (F, [=1,1]) = [, 11.

Vi du 3.2. Cho ham c¢ gia tri khoang F: [0,3] =
T duoc dinh nghia boi:

[—1,3] néux =0,
F(x) ={x?>+1[0,2] néuxe€ (03),
[8,12] néux = 3.

L.

Hinh 6. Do thi ham s6 ciia vi du 3.2
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Trong trudng hop nay, F déu khong isc, Isc va
usc tai x = 0 vatai x = 3 nén cac Pinh ly 3.2, Dinh
1y 3.4 va Pinh 1y 3.6 déu khong ap dung dugc. Tuy
nhién F 1a osc va X = [0,3] la tdp compact nén tat
ca cac gia thiét ciia Dinh 1y 3.1 thoa. Do do, ta suy
ra ca bbn tap nghiém  Syin(F,X), Swmin(F,X),
Smax(F, X), Swmax(F, X) déu khac rdng. Tinh toan
ta co:

Smin(F, X) = {0},
Swwin(F, X) = [0, \/7],
Smax(F, X) = {3},
Swmax(F, X) = [V7,3].

Vi du 3.3. Cho ham c6 gia tri khoang F: [0,3] —
T dugc dinh nghia bodi:

[1,2] néux =0,
F(x) ={x2+1[0,2] néux € (0,3),
[9,10] néux = 3.
Y4

11

10

-1 [ 1

(=]
-

Hinh 7. Do thi ham s6 ciia vi du 3.3

Trong truong hop nay, dé dang kiém tra duoc F
laisc va X = [0,3] 1a tap compact nén tat ca cac gia
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thiét cua Dinh 1y 3.2 théa. Do d6, Symin(F, X) va
Swmax(F, X) déu khéc réng. Tinh toan ta co:

Swmin (F, X) = [0,v2],

Swmax(F, X) = [V7,3].

Trong truong hop nay, Pinh 1y 3.1 khong ap
dung dugc do F khong osc tai x = 0 va tai x = 3,
DPinh 1y 3.4 khong ap dung duogc vi F khong Isc tai
x = 0. Dinh 1y 3.6 khong ap dung dugc vi F khong
usctaix = 3. Taco

Smin(F,X) = 0,
Smax(F,X) = 0.

Vi du 3.4. Cho ham c¢ gia tri khoang F: [0,3] —
T duoc dinh nghia bdi:

[—1,1] néux =0,
F(x) =<{x?>+1[0,2] néux € (0,3),
[7,8] néux = 3.
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Hinh 8. P6 thi ham s cia vi du 3.4

D& dang kiém tra dwoc F 1a Isc va X = [0,2] 1a
tp compact nén tat ca cac gia thiét ciia Pinh 1y 3.4
théa. Do d6, Syin(F,X) va Sywmin(F,X) déu khac
rong. Ta c6
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Swwin(F, X) = {0},
Swwmin (F, X) = [0,1].

Trong trudng hop nay, F déu khong osc, isc va
usc tai x = 0 va tai x = 3, nén Pinh 1y 3.1, Pinh ly
3.2 va Pinh 1y 3.6 khong ap dung dugc. Ta co

SMaX(FJX) = ®!
Swmax(F, X) = 0.

Vi du 3.5. Cho ham c6 gia tri khoang F: [0,3] =
T dugc dinh nghia boi:

[3,4] néux =0,
F(x) ={x*>+[0,2] néux € (0,3),
[10,12] néux = 3.

D& dang kiém tra dugc F 1a usc va X = [0,3] 1a
tap compact nén tat ca cac gia thiét cua Pinh 1y 3.6
thoa. Do d6, Syax(F)X) va Sywmax(F, X) déu khac
rong. Ta c6

Smax(F, X) = {3},
Swmax(F, X) = [2V2,3].

Trong trudng hop nay, do F déu khong osc, isc
va Isc tai x = 0 va x = 3 nén cac Pinh 1y 3.1, Dinh
Iy 3.2 va Pinh lys 3.4 khong ap dung dugc. Tinh
toan ta co:

SMin(F'X) = @,
Swmin(F,X) = 0.
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