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TOM TAT

Trong bai bdo nay, cdc phién ban mé réng ciia nguyén Iy bién phan
Ekeland dwoc dwa ra cho ham co gia tri khoang trén khong gian
métric du dwa trén tinh nita lién tuc outer. Cdc két quad nay la moi
va khdc biét so véi cac két qua nghién ciru gan ddy vé chii dé nay.
Céc vi du dwoc duwa ra dé so sanh va minh hoa cho két qud chinh.

Tir khod: Ham c6 gid tri khodng, nguyén 1y bién phin Ekeland,
tinh nwra lién tuc outer

ABSTRACT

In this paper, some extended versions of Ekeland’s variational
principle were given for interval-valued functions on the complete
metric spaces based on the outer semicontinuity. These results are
novel and different from recent results on this topic. Examples are
given to compare and illustrate the main results.

Keywords: Ekeland’s variational principle, interval-valued
functions, outer semicontinuity

1. GIOI THIEU

Giai tich ham khoang dugc gi6i thicu dau tién
trong quyén chuyén khao néi tiéng cia Moore
(1966). Ly thuyet nay dong vai tro quan trong trong

dinh 1y nén tang cta giai tich ham khoang. Cac khai
niém vé dao ham theo hudng va dao ham riéng cua
ham khoang ciing dugc thao luan bai Ghosh (2017).
Gan day, trong bai bdo cia Ghosh et al. (2020) da
gidi thi€u cac khai niém dao ham Géateaux va dao
ham Fréchet cho ham khoang dwa trén ham tuyén

toan hoc ung dung, dac biét trong linh vuc mo hoa
va thdng ké. Wu (2007) da dé xuat cac khai niém vé
gidi han, tinh lién tuc, tinh kha vi cho ham khoang.
O day, ham kha vi theo nghia Hukuhara, dya trén
phép toan hi¢u Hukuhara dwgc dé xuét dé tim sy
chénh léch gitra hai khoang dong trong tap sb thyec.
Phép toan hi¢u Hukuhara van c6 diém han ché 1a
khong ton tai trong nhidu truong hop tinh toan. Dé
khéc phuc nhuogc diém nay, Stefanini & Bede (2009)
dua trén phép toan hi¢u Hukuhara mo rong dé giGi
thiéu tinh kha vi Hukuhara m¢ rong cho ham
khoang, duogc goi la gH-kha vi. Trén co s& do,
Chalco-Cano et al. (2013) da str dung khai niém gH-
dao ham dé xay dung cac phép tinh vi phan va cac

tinh khoang.

Trong viéc phat trién 1y thuyét toan hoc dé giai
cac bai toan t6i wu véi ham muc tiéu co gia tri
khoang, Ishibuchi & Tanka (1990) da thao luan céu
trac sap xép thir tu timg phan cho cac khoang. Bang
cach sir dung cac thir tu timg phan nay va phép toan
hiéu Hukuhara, Wu (2007) d& dé xuit cac diéu kién
t6i wu dang Karush-Kuhn-Tucker (KKT) cho bai
toan t6i wu ham khoang (Interval Optimization
Problem-IOP). Trong hai bai bao Wu (2008a,
2008b), tac gia da giai quyét bén dang bai toan tdi
vu ham khoang va trinh bay cac dinh 1y ddi ngiu
manh va yéu cho bai toan IOP dya trén dao ham
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Hukuhara. Chalco-Cano et al. (2013) da su dung
dao ham Hukuhara mo rong dé dua ra diéu kién tdi
uu dang KKT cho bai toan IOP. Singh et al. (2016)
d3 nghién ctru 16p cac bai toan t6i wu da muc tiéu
cho ham khoang va dé xuat khai niém nghiém t&i wu
Pareto cho 16p bai toan nay. Khong gidng nhu cac
cach tiép can trudc d6, Osuna-Gomez et al. (2017)
da dua ra cac diéu kién t6i wu hiéu qua hon cho IOP
ma khong can chuyén d6i nd thanh bai toan tbi uu
hoa co gia tri thyc. Trong hai bai bao cua Gong et
al. (2016) va Zhang et al. (2018), cac tac gia da dé
xuét cac thuat toan dé tim nghiém t5i uu clia bai toan
IOP. Ghosh et al. (2019) da nghién ctru cac diéu kién
t6i vu KKT téng quat dé giai cac bai toan IOP co
rang budc. Bén canh d6, nhiéu tac gia khac ciing da
dé xuét cac diéu kién tdi wu va cac khai niém nghiém
t6i wru cho céac bai toan tdi wu ham khoang lién quan
(Wolf, 2000; Ghosh, 2017; Ghosh et al., 2018;
Ahmad et al., 2019).

Cho dén nay, trong hau hét cac cong bo cac khai
niém nghiém cyc tiéu ciia bai toan toi uu ham
khoang déu dugc nghién ctru trong diéu kién ham
muc ti€u la ham khoang lién tuc, kha vi. Tuy nhién,
trong cac bai toan thyc té, chung ta c6 thé nhan dugc
mot ham muc tiéu khong lién tuc hodc khong kha vi.
Bén canh d6, d6i véi mot bai toan t6i wu khong tron,
khong phai lic nao ta cling dé dang tim dugc mot
nghiém t5i wu chinh xac. Trong nhing tinh huéng
nhu vy, cdc nghién ctru ¢6 gang tim nghiém t6i uu
xap xi. Mot trong cac cong cu quan trong va nén
tang cua giai tich bién phan va ly thuyét toi wu dé
dua ra sy ton tai cua diém xAp xi cyc tri 1a nguyén
1y bién phan Ekeland (Ekeland, 1974). Trong bai
bédo gan day cua Zhang and Huang (2022), mot
phién ban m¢ rong ctia nguyén ly bién phan Ekeland
cho ham gia tri khoang lan dau tién dugc dé xuit.
Trong bai bao nay, cac dinh nghia mé rong tu nhién
v& tinh nira lién tuc dudi, tinh bi chin dudi dya trén
quan hé thir ty tap cho ham c6 gia tri khoang dugc
sir dung dé dua ra phién ban mé rong ciia nguyén ly
bién phan Ekeland; dong thoi ap dung phién ban méi
nay dé nghién ctru két qua ton nghiém xap xi cho bai
toan t6i ru voi ham muc tidu c6 gia tri khoang va
cac bai toan ti wu lién quan.

Trong bai bao nay, cac phién ban mé rdng khac
cho nguyén 1y bién phan Ekeland ham nhan gia tri
khoang dya trén tinh nira lién tuc outer dugc dua ra.
Két qua nghién ctru 1a méi va co diém khac biét so
v6i cac két qua nghién ctru gan day vé chu dé nay.
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2. KIEN THUC CHUAN BI

Trong bai bao nay, ta quy udc:

* (X, d) 1a khong gian métric du.

* R 1a khong gian thyc va N 1a tap s6 ty nhién.

» ¥ 1a tap hop cac khoang dong bi chan cia R:
T ={la,bl:a < b;a,beR}

Trong truong hop khoang nay chi c¢6 duy nhét

mot phan tir, d& don gian ta c6 thé ky hi¢u a =
[a, a]. Phan to 0 = [0,0].

Dudi day, cac dinh nghia vé tinh nira lién tyc cua
ham thuc duoc nhac lai.

DPinh nghia 2.1. (Aubin & Ekeland, 1984) Cho
ham thuc f: X — R. Khi do,

(i) f dwoc goi 1a nika lién tuc dudi (viét tat 1a Isc)
tai diém x, € dom f khi va chi khi

liminff(x) > f(xo);

(11) f duoc goi la nita lién tuc trén (viét tat 12 usc)
tai diém x, € dom f khi va chi khi
limsup f(x) < f(x0);
X—-Xq
(iii) f duoc goi 1a lién tuc tai diém x, € dom f
khi va chi khi
lim f(x) = f(xo).
X—-Xq
Tir dinh nghia trén, ta d& dang thay ring f lién
tuc tai diem x, € dom f khi va chi khi f dong thoi
ntra lién tyc trén va nura lién tyc dudi tai x,.

Ham f dugc goi 1a nira lién tuc dudi (tuong Gmg
ntra lién tuc trén, lién tuc) tréntap A € X néu va chi
néu f 1a nira lién tyc dudi (twong tmg nira lién tuc
trén, lién tuc) tai moi diém x € A. Trong truong hop
A = X, & don gian ta chi goi f 14 nira lién tuc dudi
(twong ung ntra lién tuc trén, lién tuc).

Céc ddc trung co ban cua mot ham thue nira li€n
tuc dudi dugce tong hop trong ménh de sau.

Ménh dé 2.1 (Aubin & Ekeland, 1984) Cho X la
khong gian métric va ham thuc f + X - R. Khi do
cac khang dinh sau la twong duong.

(1) Ham f la ham niwea lién tuc dudi trén X ;

(i)Tap trén do thi epif:={(x,a) € X x
R | f(x) < a} la tap dong trong X X R;

(iii) Tdp mikc duci leve, fr={x € X | f(x) <
a} la tap dong trong X véi moi a € R.
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Du¢i day, chiing ta gidi thi€u khai niém mé rong
cho tinh ntra li€n tuc ctia ham c¢6 gia tri khoang. Dinh
nghia nay dua trén dinh nghia nira lién tuc outer cua
ham da tri. Thuat ngit nira lién tuc outer dugc dé xuét
dau tién boi Rockafellar and Wets (2009).

Pinh nghia 2.2. (Rockafellar & Wets, 2009)
Cho F: X — T 1a ham c6 gia tri khoang. Khi ¢6, ham
F duogc goi 1a niwra lién tuc outer tai x néu véi moi
lan can U ciia F(x,), ton tai 1an can V cia x, sao
cho

F(V) cU.

Nhin xét. Trong giai tich da tri, bén canh dinh
nghia ntra lién tuc outer, chiing ta con c¢6 dinh nghia
giam nh¢ hon la ham da tri nta lién tuc outer
Hausdorff . Trong bdi canh ham da tri tong quat thi
hai khai niém nay la khac biét, tuy nhién trong
truong hop ham c6 gia tri khoang, vi anh F(x) la tap
dong compact nén hai dinh nghia nay hoan toan
trung nhau.

Pinh nghia 2.3. (Moore, 1966) Cho hai khoang
A=|a;alex, B=[bb] €T valeR.Khido,
phép cong, phép trir va phép nhan v hudng trong T
duogc dinh nghia nhu sau:

() A+B:=[a+b;a+b].
[Ag; /lﬁ] néul >0,
[1a;2a] néui <o.
(iii) A= B = A+ (—B).

Pinh nghia 2.4. (Zhang & Huang, 2022) Cho
khoing A = [¢;a] € T vaB = [b;b] € T. Ta xét
quan h¢ gitra hai khoang trong I dudi day:

(ii) A4: = {

A< Bncéuvachincua<bvaa<h.

Khi d6, d& dang kiém tra quan hé < 1a mot quan
hé thir ty timg phéan trong T. Khi A khong nho hon
B theo thur tu < thitaky hiéula A £ B.

Ta nhéc lai tinh bi chin duéi ctia ham thue & dinh
nghia dudi day.

Pinh nghia 2.5. (Aubin & Ekeland, 1984) Cho
ham thuc f: X — R. Khi do,

(i) f duoc goi 1a b chan duwdi néu ton tai sé thyuc
a € R sao cho,

a< f(x),Vx€X.

(i) f dwoc goi 1a bi chan trén néu ton tai sb thuc
a € R sao cho,
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f(x) <avxeX.
(iii) f dwoc goi 1a b chan néu f vira bi chan trén
va vira bi chan duéi.
Dua vao dinh nghia thtr ty < trén khoang, ta c6

mo rong ty nhién cho tinh bi chan dudi va trén cua
ham c6 gia tri khoang.

Pinh nghia 2.6. (Zhang & Huang, 2022) Cho
F:X — ¥ la ham c6 gia tri khoang. Khi do6

(i) F duoc goi 1a bj chan dudinéu tdontai A € T
sao cho,

A< F(x),Vx€eX.

(i) F dwoc goi 1a bj chin trénnéutontai A € T
sao cho,

F(x) S AVxeX.
(iii) F duogc goi la bi chan néu F vira bi chin trén
va vira bi chan dudi.
M¢énh dé 2.2. Cho F: X — T 1a ham c6 gia tri
khoang. Khi do,

(i) F 14 bi chan dudi khi va chi khi ton tai mot s6
thuc a € R sao cho,

a<y, VyeF(x)VxeX.

(ii) F 1 bi chan trén khi va chi khi ton tai mot sb
thue hitu han a € R sao cho,

y<a Vy€F(x)VxeX.
Vidu 2.1. Cho F: R — T 1a ham gia tri khoang
x4c dinh boi
khix <0
khix =10

(
F(x)={
L[ﬁ—m], khi x > 0

[ 1]
1+ x2 -
[0,0],

Hinh 1. D6 thi ham bi chin

Khi d6, F 1a ham bi chan dudi. That vay, ta co
danh gia sau:
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m—1>—1,
va
2 -1>-1
1+e*

Khi d6, ton tai A = [-1,0] thoa
A< F(x),Vx € R.
Mat khac, ciing tn tai s6 thue a = —1 thoa
a<y, VyeF(x),Vx€eR
Duéi day, nguyén 1y bién phan Ekeland cho ham

thuc dugc gidi thiéu dau tién boi Ivar Ekeland
(1974).

Pinh li 2.3. (Ekeland, 1974) Cho (X, d) 1a khong
gian métric du va f: X = R 1a ham thuc. Gia st, f
1a nira lién tuc dudi va bi chan dudi. Khi d6, véi e >
0 vax, € X thoa

f(xo) < inf f(x) + ¢,
xX€X

thi ton tai ¥ € X sao cho:

(1) f(x) + ed (%, x0) < f(x0);

(ii) d(xg, %) < 1;

(iii) f(x) + ed(x,x) > f(x),Vx € X\{x}.

3. NGUYEN Li BIEN PHAN EKELAND

CHO HAM CO GIA TRI KHOANG
_Trong myc nay, cac dang mo rong cua nguyén Iy
bién phan Ekeland cho ham c6 gia tri khoang dugc
dua ra dua trén tinh nira lién tuc outer.

DPinh 1y 3.1. Cho (X, d) 1a khoéng gian métric du
va F: X —» T 1a ham co gia tri khoang. Gia st rang
F 1a ham ntra lién tuc outer va bi chan dudi. Khi do,
v61i moi € > 0 thi ton tai X € X sao cho

F(x) + ed(x,%) % F(x),vx € X\{x}.

Chtng minh

V&i mdi x € X, ta dat

f(x) = minF (x).

Trudc tién, ta s& chung minh f 1a ham ntra lién
tuc dudi va bi chan dudi trén X. That vay, voi x, €
X va €>0, xét tap mé U = (minF(xy) —
g,max F(x,) + ¢). D& thay U 1a mot lan can cua
F(xy). Do F la ham nta lién tuc outer tai x, nén
theo dinh nghia ton tai lan can V cua X sao cho,

F(V)cU.
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Khi @6, taco, Vx €V,
F(x) € (min F(xy) — &, max F(x,) + ¢€).
Suy ra
min F(xy) —& <minF(x),Vx € V.
Hay
f(xo) —e < f(x),Vx €V.

T @6, kéo theo

f(x) < lim inf £ (x).

L xoxg L
Vay z la ham nura lién tyuc dudi tai x, véi moi

Xy € X.Suyra z la ham ntra lién tuc dudi trén X.

Tiép theo, ta s& chimg minh f 1a ham bj chdn

dudi. That vay, vi F 1a ham khoang bi chan dudi nén
ton tai khoang dong A € I sao cho

A< F(x),Vx€eX.
Do do
min4A < minF(x),vx € X.
Dé y rang z(x) = min F(x). Suy ra, ton tai s6
thuc hitu han a = min 4 € R, sao cho
a<f(x)Vx€X.
Vay z la ham bi chan duéi trén X.

Ching ta s€ ap dung nguyén li bién phan
Ekeland v6i ham f. Vi s thuc ¢ dinh € > 0, vi
ham f bi chidn duGi nén irel)f(f(x) > —oo. Do d9,

- X! - N 2
theo dinh nghia cta can dudi dliing, ton tai mot di€m
Xo € X thoa

f(xo) < ,icg)f;]_c(x) + .

Khi d6 moi gia thiét ciia Pinh 1y 2.3 déu thoa
man. Vay ton tai X € X, sao cho

(i) f@) + ed (%, xo) < f(xo);

(i) d(xp, %) < 1;

(iii) z(x) + ed(x,x) > j_r(f), Vx € X\{x}.

Tir két qua (iii), ta d& dang suy ra dugc
F(x) + ed(x,x) & F(x),vx € X\{x}.

Vay dinh ly dugc chirng minh xong. m

_Du¢i day 1a mét phién ban khac cua nguyén ly
bién phan Ekeland cho ham c6 gia tri khoang.
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Pinh ly 3.2. Cho (X, d) 1a khéng gian métric du
va ham F: X = T 1a ham co6 gia tri khoang. Gia st
réng F 1a ham ntra lién tuc outer va bi chan dudi.
Khi d6, vdi € > 0 va x, € X thoa

min F(x,) < inf(min F(x)) + €.
X€EX
bat
So:={x € X:F(x) + ed(x,x,) < F(xg)}.

Khi d6, néu S, 1a tap dong thi ton tai X € X sao
cho:

(1) F(x) + ed(x, xo) < F(xp);

(i) d(¥%,x0) < 1;

(iii) F (x) + ed(x,x) % F(X),Vx € X\{x}.
Chirng minh

Nhan xét rang, x, € Sy nén S, # @. Vi S, dong
nén (Sy, d) ciing 1a mét khong gian métric da. Xét
F:S, - T 14 anh xa thu hep ctia F trén Sy. Ap dung
Dinh 1y 3.1, khi d6, véi moi £ > 0 thi ton tai X € S,
sao cho

F(x) + ed(x,x) & F(x),Vx € So\{x}.

T X € S, ta co (i) dung. Ta kiém tra (iii) ding.
That vay, lay x € X, ta ¢6 hai truong hop sau. Néu
x € So\{x} thi theo két qua trén ta c6 (iii) ding. Néu
x & S,, gia sir rang (iii) khong dung, tic 1a

F(x) + ed(x, x) < F(%).

Theo d6, két hop véi (i) va bit déng thirc tam
giac, ta co6 danh gia sau:

F(x) +ed(x,xy) < F(x) + s(d(x, Xo) +d(x, JZ))
< (F(x) + ed(x, f)) + ed(x,xp)

< F(X) + ed(x, xg)
< F(xy).

Diéu nay mau thuin véi gia thiét x & S,. Vay
(iii) dang trén X.

Dé hoan thanh ching minh, ta chi can chimg
minh (ii)) dung. That vay, gia st nguoc lai
d(xg, %) > 1,taco

inf(min F(x)) + ¢ < inf(min F(x)) + ed (X, x,)
XEX XEX
< min F(x) + ed(%, x;).

Theo (i), ta lai co
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min F (X) + ed (%, xy) < min F (x,).

Do d6 kéo theo

inf (min F(x)) + € < min F (x,).
xXEX

Diéu ndy mau thudn véi gia thiét ban dau cua
diém x,. Do d6,tacé d(X,x,) < 1. m

Duéi day 1a mot dang phat biéu khac ciia Dinh
1y 3.2.

DPinh ly 3.3. Cho (X, d) 1a khong gian métric du
va ham F: X — T 1a ham co6 gia tri khoang. Gia st
rang F 1a ham ntra lién tuc outer va bi chan dudi.
Khi do, véie > 0,4 > 0 vax, € X thoa

min F(x,) < inf(min F(x)) + .
xX€X

bat

So:= {x EX:F(x)+ id(x, Xo) < F(xo)}.

Khi do, ta c6 néu S, 1a tap dong thi ton tai ¥ € X
sao cho:

(i) F(X) + 5 d(%, %) < F(x0);

(i) d (X, xo) < A;

(iii) F(x) + - d(x,X) % F(®), Vx € X\{x}.
Chung minh

gt d'(.,.) =7d(,.). Nhan xét ring, khong
gian (X,d") ciing 1a khong gian métric di. Ap dung
Dinh 1y 3.2 véi ham khodng cich d’ thay cho ham
khoang cach d ta dé dang c6 duoc cac két qua cia
Dinhly3.3. =

Nhin xét 3.1. Binh 1y 3.1 — 3.3 1a cac dang m6
rong khac cua nguyén ly bién phan Ekeland cho ham
c6 gia tri khoang. Cac két qua nay khac biét so voi
ket qua cua Dinh Iy 3.1 ciia Zhang & Huang (2022).
bicu d6 dugc chi ra boi cac vi du dudi day.

Vidu3.1.Cho X = Rvaham F: R - T 1a ham
c6 gia tri khoang dugc cho nhu sau:

[e71¥ —1,x2]
[_1!1]

néux # 0,
néfux =0

F(x) = {
Ta co ham F ¢6 dang F(x) = []_”(x),]_”(x)] voi:

néux # 0,
néux = 0.

o ={*

va
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£ = {e'xl —1 néux =0,
= -1 néux = 0.
y
3
2
1y
[
4 -3 -2 -1 1 2 3 4
—14

Hinh 2. P4 thi minh hoa vi du 3.1

D@ thay j_r khong la ham ntra lién tuc dudi tai x =
0 nén Dinh ly 3.1 ciia Zhang & Huang (2022) khong
ap dung duogc. Tuy nhién, trong truong hop nay,
ham F la ntra lién tuc outer va bi chan dudi nén cac
diéu kién cua Dinh 1y 3.1 thoa man. Tinh toan truc
tiép ta co dugc véimoi € € (0,1), thimoix € R déu
thoa

F(x) + ed(x,x) & F(x),vx € X\{x}.

Vidu3.2.ChoX =R, x, =2,e=9val=09.
Xét ham F:R — ¥ la ham c6 gia tri khoang dugc
cho nhu sau:

[x2,2x?] néux # 0
F = .
2 {[0,1] néux =0
(
Ta 6, ham F ¢6 dang F(x) = [i(x), }_‘(x)] vGi
- 2x2 néux #0,
x) = ;
f&) {1 néux = 0.
va
x?2 néux # 0,
X =
Z( ) {0 néux = 0.
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