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ABSTRACT 

The orbit method, which is also known as the Kirillov theory, was first 

introduced by Kirillov in the early 1960’s and remained a useful and 

powerful tool in representation theory of Lie groups as well as Lie 

algebras. The key of the Kirillov theory is concerned the coadjoint orbits 

of Lie groups. In this paper, the problem of describing the coadjoint orbits 

of a class of Lie groups corresponding to a subclass of 7-dimensional 

solvable Lie algebras, which has been recently classified, is considered. 

Namely, a description method based on the structure of Lie algebra is 

presented. By using this method, the geometry of the coadjoint orbits of 

the class of Lie groups under consideration is explicitly described. 

TÓM TẮT 

Phương pháp quỹ đạo hay còn gọi là lý thuyết Kirillov, được khởi xướng 

bởi Kirillov vào đầu những năm 60 của thế kỷ 20, đã trở thành một công 

cụ quan trọng trong lý thuyết biểu diễn nhóm Lie và đại số Lie. Chìa khóa 

của lý thuyết Kirillov chính là các quỹ đạo đối phụ hợp của nhóm Lie. 

Trong bài viết này, vấn đề mô tả các quỹ đạo đối phụ hợp của lớp nhóm 

Lie tương ứng với một lớp đại số Lie giải được 7-chiều vừa được phân 

loại gần đây được xem xét. Cụ thể, một phương pháp mô tả quỹ đạo đối 

phụ hợp của nhóm Lie mà hoàn toàn dựa vào cấu trúc của đại số Lie 

tương ứng sẽ được giới thiệu. Sau đó, bằng cách áp dụng phương pháp 

này, các quỹ đạo đối phụ hợp của lớp nhóm Lie đang xét được mô tả tường 

minh. 

1. GIỚI THIỆU 

Biểu diễn phụ hợp và đối phụ hợp là hai biểu 

diễn quan trọng trong lý thuyết biểu diễn nhóm Lie 

và đại số Lie. Với một nhóm Lie, biểu diễn đối phụ 

hợp là đối ngẫu của biểu diễn phụ hợp. Đồng thời, 

các biểu diễn phụ hợp và đối phụ hợp của nhóm Lie 

luôn cảm sinh nên các biểu diễn tương ứng trên đại 

số Lie của nhóm Lie đó. 

Khi nghiên cứu biểu diễn đối phụ hợp của nhóm 

Lie, mỗi quỹ đạo ứng với biểu diễn này, còn được 

gọi là quỹ đạo đối phụ hợp, giữ một vị trí trung tâm. 

Cụ thể, các quỹ đạo đối phụ hợp chính là chìa khóa 

của phương pháp quỹ đạo hay còn gọi là lý thuyết 

Kirillov. Lý thuyết này thiết lập sự tương ứng giữa 

các biểu diễn unita bất khả quy của một nhóm Lie 

với các quỹ đạo đối phụ hợp của nó (Kirillov, 1976, 

2004). Lý thuyết được khởi xướng bởi Kirillov vào 
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đầu những năm 60 của thế kỷ 20 và cho đến nay vẫn 

luôn là một công cụ quan trọng bậc nhất trong 

nghiên cứu biểu diễn nhóm Lie và đại số Lie. Chính 

vai trò trung tâm của các quỹ đạo đối phụ hợp mà 

việc nghiên cứu mô tả chúng là thực sự cần thiết. 

Bên cạnh vấn đề biểu diễn, bài toán phân loại 

nhóm Lie và đại số Lie là một bài toán cơ bản, rất 

được quan tâm nghiên cứu. Giữa lớp các nhóm Lie 

liên thông, đơn liên và lớp các đại số Lie có sự tương 

ứng 1 – 1. Vì vậy, đối với bài toán phân loại, ta chỉ 

cần giải quyết trên lớp các nhóm Lie liên thông, đơn 

liên hoặc trên lớp các đại số Lie. 

Bài toán phân loại các đại số Lie (hữu hạn chiều 

trên trường có đặc trưng 0) được quy về phân loại 

các đại số Lie nửa đơn và các đại số Lie giải được 

(Levi, 1905; Malcev, 1945). Trong khi các đại số 

Lie nửa đơn đã được giải quyết triệt để (Cartan, 

1894; Gantmacher, 1939) thì phân loại các đại số 

Lie giải được lại phức tạp hơn nhiều và đến nay vẫn 

còn là bài toán mở. Các kết quả phân loại đầy đủ đã 

biết hầu như đều kết thúc ở số chiều tương đối thấp. 

Trong đó, các đại số Lie giải được 7-chiều cũng chỉ 

mới được phân loại đầy đủ gần đây. Ngay bên dưới, 

ta giới thiệu một lớp con của lớp các đại số Lie này. 

Ký hiệu 𝔤5,3 là đại số Lie lũy linh có một cơ sở 

{𝑋𝑖}𝑖=1,...,5 với các móc Lie không tầm thường là  

[𝑋1, 𝑋2] = 𝑋4, [𝑋1, 𝑋4] = [𝑋2, 𝑋3] = 𝑋5. 

Đây là một trong chín đại số Lie lũy linh 5-chiều 

được phân loại bởi Dixmier (1958). Trong một 

nghiên cứu về phân loại các đại số Lie giải được với 

căn lũy linh cho trước, Snobl và Karásek (2010) đã 

chỉ ra rằng có duy nhất một đại số Lie giải được bất 

khả phân 7-chiều nhận 𝔤5,3 làm căn lũy linh. Gần 

đây, bằng cách mở rộng căn lũy linh là đại số Lie 

𝔤5,3 bởi hai phần tử độc lập tuyến tính lũy linh, Tú 

(2020) cũng thu được kết quả tương tự. Theo đó, tất 

cả các đại số Lie thực giải được bất khả phân 7-chiều 

có căn lũy linh là 𝔤5,3 luôn đẳng cấu với đại số Lie 

ℒ = span{𝑋𝑖}𝑖=1,...,7 với các móc Lie không tầm 

thường là  

[𝑋1, 𝑋2] = 𝑋4, [𝑋1, 𝑋4] = [𝑋2, 𝑋3] = 𝑋5, 

[𝑋6, 𝑋1] = 𝑋1, [𝑋6, 𝑋3] = 2𝑋3, [𝑋6, 𝑋4] = 𝑋4, 

[𝑋6, 𝑋5] = 2𝑋5, [𝑋7, 𝑋2] = 𝑋2, [𝑋7, 𝑋4] = 𝑋4, 

[𝑋7, 𝑋5] = 𝑋5. 

Trong bài viết này, ta xét nhóm Lie liên thông, 

đơn liên tương ứng với đại số Lie ℒ và nghiên cứu 

việc mô tả các quỹ đạo đối phụ hợp của nhóm Lie 

này. Cụ thể, bài viết giới thiệu một phương pháp mô 

tả hoàn toàn dựa vào cấu trúc của đại số Lie tương 

ứng. Đây là phương pháp được đưa ra bởi Vũ 

(1990a, 1990b). Sau đó, bằng cách áp dụng phương 

pháp này, các quỹ đạo đối phụ hợp của nhóm Lie 

đang xét được mô tả tường minh. 

Bài viết gồm 5 mục kể cả Mục 1 này. Mục 2 nhắc 

lại vài khái niệm cơ bản và kết quả đã biết mà có sử 

dụng về sau. Mục 3 giới thiệu phương pháp mô tả 

các quỹ đạo đối phụ hợp của một nhóm Lie nhưng 

hoàn toàn dựa vào cấu trúc của đại số Lie tương ứng. 

Kết quả chính của bài viết sẽ được thành lập trong 

Mục 4. Cuối cùng là nhận xét kết luận. 

Trong bài viết, các ký hiệu ℕ và ℝ lần lượt là tập 

các số tự nhiên và tập các số thực, còn ℝ𝑛 (với 𝑛 

nguyên dương) là không gian vectơ thực 𝑛-chiều.  

2. ĐẠI SỐ LIE, NHÓM LIE VÀ 𝑲-QUỸ ĐẠO 

2.1. Đại số Lie, nhóm Lie và đồng cấu 

Định nghĩa 1. Đại số Lie 𝒢 là một không gian 

vectơ cùng với ánh xạ song tuyến tính phản xứng 

[. , . ] ∶  𝒢 × 𝒢 →  𝒢, còn được gọi là móc Lie, thỏa 

mãn đồng nhất thức Jacobi 

[[𝑋, 𝑌], 𝑍] + [[𝑌, 𝑍], 𝑋] + [[𝑍, 𝑋], 𝑌] = 0 

với mọi 𝑋, 𝑌, 𝑍 thuộc 𝒢. 

Tùy vào trường cơ sở của 𝒢 là thực hay phức mà 

ta có đại số Lie thực hay đại số Lie phức. Số chiều 

của không gian vectơ 𝒢 cũng được gọi là số chiều 

của đại số Lie 𝒢. Đại số Lie 𝒢 được gọi là giải được 

nếu dãy sau đây dừng 

𝒢0 ∶= 𝒢 ⊇ 𝒢1 ∶= [𝒢, 𝒢]  ⊇. . . ⊇ 𝒢𝑘 ∶= [𝒢𝑘−1, 𝒢𝑘−1] 

tức là tồn tại 𝑘 ∈ ℕ sao cho 𝒢𝑘 = 0. 

Định nghĩa 2. Nhóm Lie 𝐺 là một nhóm đồng 

thời cũng là một đa tạp khả vi sao cho phép toán 

nhóm 𝐺 × 𝐺 → 𝐺: (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥𝑦 và phép lấy nghịch 

đảo 𝐺 → 𝐺: 𝑥 ↦ 𝑥−1 đều khả vi. 

Ghi chú 3. Theo kết quả cơ bản trong lý thuyết 

Lie, mỗi nhóm Lie 𝐺 sẽ xác định duy nhất một đại 

số Lie, ký hiệu là 𝐿𝑖𝑒(𝐺), và được gọi là đại số Lie 

của nhóm Lie 𝐺. Ngược lại, với mỗi đại số Lie 𝒢 cho 

trước, luôn tồn tại duy nhất nhóm Lie liên thông, 

đơn liên 𝐺 sao cho 𝐿𝑖𝑒(𝐺) = 𝒢. 

Ví dụ 4. Tập hợp GL(𝑉) gồm các tự đẳng cấu 

tuyến tính trên không gian vectơ 𝑉 là một nhóm Lie 

với phép hợp thành ánh xạ. Đại số Lie của nhóm Lie 

này chính là đại số Lie tuyến tính tổng quát gl(𝑉) 
gồm tất cả các phép biến đổi tuyến tính trên 𝑉 với 

móc Lie [𝑋, 𝑌] = 𝑋 ∘ 𝑌 − 𝑌 ∘ 𝑋. 
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Định nghĩa 5. Cho hai đại số Lie 𝒢1, 𝒢2.  Ánh xạ 

tuyến tính (tương ứng, đẳng cấu tuyến tính) 𝑓 ∶
𝒢1 → 𝒢2 được gọi là đồng cấu đại số Lie (tương ứng, 

đẳng cấu đại số Lie) nếu 𝑓([𝑋, 𝑌]) = [𝑓(𝑋), 𝑓(𝑌)] 
với mọi 𝑋, 𝑌 thuộc 𝒢1. 

Định nghĩa 6. Cho hai nhóm Lie 𝐺1, 𝐺2 và ánh 

xạ 𝜙: 𝐺1 → 𝐺2. 

a. 𝜙 được gọi là đồng cấu nhóm Lie nếu nó là 

một đồng cấu nhóm và khả vi. 

b. 𝜙 được gọi là đẳng cấu nhóm Lie nếu nó là 

một đẳng cấu nhóm và cả 𝜙,𝜙−1 đều khả vi. 

Ghi chú 7. Cho đồng cấu nhóm Lie 𝜙:𝐺1 → 𝐺2. 
Khi đó, đồng cấu 𝜙 luôn cảm sinh nên một đồng cấu 

đại số Lie 𝜙∗: 𝐿𝑖𝑒(𝐺1) → 𝐿𝑖𝑒(𝐺2) bằng cách lấy đạo 

hàm tại đơn vị. 

2.2. Biểu diễn phụ hợp, biểu diễn đối phụ 

hợp và 𝑲-quỹ đạo 

Cho nhóm Lie 𝐺. Ta sẽ luôn ký hiệu 𝒢 = 𝐿𝑖𝑒(𝐺) 
và 𝒢∗ là không gian đối ngẫu của 𝒢. Với mỗi 𝑔 ∈ 𝐺, 

bằng cách lấy đạo hàm tại đơn vị, tự đẳng cấu trong 

𝐴𝑔: 𝐺 → 𝐺, 𝐴𝑔(𝑥) ∶= 𝑔𝑥𝑔
−1(∀𝑥 ∈ 𝐺) cảm sinh nên 

tự đẳng cấu đại số Lie (𝐴𝑔)∗: 𝒢 → 𝒢. 

Định nghĩa 8. Biểu diễn phụ hợp của 𝐺 trong 𝒢 

là đồng cấu nhóm Lie 

𝐴𝑑: 𝐺 → GL(𝒢), 𝑔 ↦ 𝐴𝑑𝑔 ∶= (𝐴𝑔)∗  (∀𝑔 ∈ 𝐺). 

Định nghĩa 9. Biểu diễn đối phụ hợp (hay 𝐾-

biểu diễn) của 𝐺 trong 𝒢 là đồng cấu nhóm Lie 

𝐾: 𝐺 → GL(𝒢∗), 𝑔 ↦ 𝐾𝑔 

sao cho (∀𝑔 ∈ 𝐺, 𝐹 ∈ 𝒢∗, 𝑋 ∈ 𝒢) 

〈𝐾𝑔(𝐹), 𝑋〉 ∶= 〈𝐹, 𝐴𝑑𝑔−1(𝑋)〉. 

Định nghĩa 10. Mỗi quỹ đạo ứng với 𝐾-biểu 

diễn được gọi là quỹ đạo đối phụ hợp hay 𝐾-quỹ đạo 

của 𝐺 (trong 𝒢∗). 𝐾-quỹ đạo của 𝐺 qua 𝐹 ∈ 𝒢∗ ký 

hiệu là Ω𝐹 và ta có: 

Ω𝐹 = {𝐾𝑔(𝐹) ∶  𝑔 ∈ 𝐺}. 

Đặc biệt, số chiều của mỗi 𝐾-quỹ đạo của một 

nhóm Lie 𝐺 luôn luôn là chẵn. Để xác định số chiều 

của các 𝐾-quỹ đạo Ω𝐹, chúng ta thường xét dạng 

song tuyến tính, phản xứng Kirillov 𝐵𝐹 trên 𝒢 tương 

ứng với 𝐹 như sau: 

𝐵𝐹(𝑋, 𝑌) = 〈𝐹, [𝑋, 𝑌]〉   (∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝒢). 

Theo Kirillov (1976) thì dimΩ𝐹 = rank𝐵𝐹. 

3. PHƯƠNG PHÁP MÔ TẢ 𝑲-QUỸ ĐẠO 

Ta lấy 𝒢 là đại số Lie thực giải được hữu hạn 

chiều, 𝐺 là nhóm Lie liên thông, đơn liên mà 

𝐿𝑖𝑒(𝐺) = 𝒢 và 𝒢∗ là không gian đối ngẫu của 𝒢. 

Các 𝐾-quỹ đạo chính là chìa khóa của phương 

pháp quỹ đạo của Kirillov. Vì vậy, với mỗi nhóm 

Lie 𝐺, vấn đề được quan tâm là mô tả các 𝐾-quỹ đạo 

Ω𝐹 của 𝐺 qua mỗi 𝐹 ∈ 𝒢∗. Hơn nữa, chúng ta muốn 

có một phương pháp mô tả Ω𝐹 trong trường hợp luật 

nhóm của 𝐺 chưa được cho một cách tường minh 

mà chỉ biết rõ cấu trúc đại số Lie 𝒢 tương ứng. Lúc 

này, việc khảo sát ánh xạ mũ và tính chất tự nhiên 

của nó là thật sự hữu ích. 

Ghi chú 11. Với mỗi 𝑋 ∈ 𝒢, tồn tại duy nhất 

đồng cấu 𝜑𝑋: (ℝ,+) → 𝐺 sao cho 𝜑′𝑋(0) = 𝑋. 

Định nghĩa 12. Ánh xạ mũ của 𝐺 là ánh xạ 

𝑒𝑥𝑝: 𝒢 → 𝐺, 𝑒𝑥𝑝(𝑋) ∶= 𝜑𝑋(1). 

Nếu ánh xạ mũ 𝑒𝑥𝑝: 𝒢 → 𝐺 là một vi phôi thì 𝐺 

được gọi là nhóm exponential. 

Ghi chú 13. Nhóm Lie GL(𝒢) có đại số Lie là 

đại số tuyến tính tổng quát gl(𝒢) (xem Ví dụ 4). Mặt 

khác, theo Ghi chú 7, biểu diễn phụ hợp 𝐴𝑑: 𝐺 → 

GL(𝒢) cảm sinh nên một đồng cấu đại số Lie. Đồng 

cấu được cảm sinh này chính xác là biểu diễn phụ 

hợp 𝑎𝑑: 𝒢 → gl(𝒢), 𝑎𝑑𝑋(𝑌) ∶= [𝑋, 𝑌] của đại số Lie 

𝒢. Hơn nữa, biểu đồ dưới đây giao hoán 

 𝐺
𝐴𝑑
→ GL(𝒢)  

𝑒𝑥𝑝 ↑  ↑ 𝑒𝑥𝑝
 𝒢

𝑎𝑑
→ gl(𝒢)  

         (∗) 

Vũ (1990) đã giới thiệu một phương pháp mô tả 

𝐾-quỹ đạo của nhóm Lie mà hoàn toàn chỉ dựa vào 

cấu trúc của đại số Lie tương ứng. Phương pháp này 

được áp dụng cho toàn bộ các nhóm Lie exponential 

và một số lớp nhóm Lie đặc biệt khác. Ý tưởng chính 

của phương pháp là đưa về xem xét, mô tả tập hợp 

Ω𝐹(𝒢) = {𝐹𝑋 ∶  𝑋 ∈ 𝒢}, 

trong đó, 𝐹𝑋 ∈ 𝒢
∗ được xác định bởi 

〈𝐹𝑋, 𝑌〉 = 〈𝐹, 𝑒𝑥𝑝(𝑎𝑑𝑋)(𝑌)〉   (∀𝑌 ∈ 𝒢). 

Do sự giao hoán của (∗) nên Ω𝐹(𝒢) ⊆ Ω𝐹. Trong 

trường hợp đẳng thức xảy ra, ta có ngay sự mô tả 

cần thiết thông qua việc mô tả Ω𝐹(𝒢). Do đó, vấn đề 

quan tâm là nghiên cứu tìm điều kiện của nhóm Lie 

để thu được đẳng thức này. Vũ (1990a, 1990b) đã 

chỉ ra các điều kiện đủ để Ω𝐹(𝒢) = Ω𝐹 thể hiện 

trong hai mệnh đề sau đây. 
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Mệnh đề 14. Nếu 𝐺 là nhóm exponential thì 

Ω𝐹(𝒢) = Ω𝐹 với mọi 𝐹 ∈ 𝒢∗.  

Mệnh đề 15. Nếu họ {Ω𝐹(𝒢)}𝐹∈𝒢∗ lập thành một 

phân hoạch của 𝒢∗ và mọi Ω𝐹′(𝒢), 𝐹′ ∈ Ω𝐹 đều cùng 

mở hoặc cùng đóng (tương đối) trong Ω𝐹, 𝐹 ∈ 𝒢∗ thì 

Ω𝐹(𝒢) = Ω𝐹 với mọi 𝐹 ∈ 𝒢∗. 

Kết quả nghiên cứu là việc mô tả các 𝐾-quỹ đạo 

của nhóm Lie liên thông, đơn liên mà đại số Lie của 

nó chính là đại số Lie ℒ (Mục 1). Nhóm Lie đang 

xét là nhóm exponential, do đó, phương pháp của 

Vũ (1990a, 1990b) được áp dụng trong việc mô tả 

các 𝐾-quỹ đạo thông qua cấu trúc đại số Lie tương 

ứng.  

 Trước khi sang mục kết quả chính, ta nhắc lại 

một điều kiện cần và đủ cho tính exponential của 

nhóm Lie 𝐺. Một điều kiện cần và đủ về tính 

exponential của nhóm Lie được cho bởi mệnh đề 

dưới đây. 

Mệnh đề 16. Nhóm Lie 𝐺 là exponential, khi và 

chỉ khi với mọi 𝑋 ∈ 𝒢 toán tử 𝑎𝑑𝑋 không có giá trị 

riêng thuần ảo nào (Diệp, 1999).  

4. KẾT QUẢ CHÍNH 

Xét đại số Lie ℒ (Mục 1), ký hiệu 𝐿 là nhóm Lie 

liên thông, đơn liên sao cho 𝐿𝑖𝑒(𝐿) = ℒ và ℒ∗ là 

không gian đối ngẫu của ℒ với cơ sở đối ngẫu 

{𝑋𝑖
∗}𝑖=1,...,7. Với mỗi  𝑋 ∈ ℒ, toán tử 𝑎𝑑𝑋 được đồng 

nhất với ma trận của nó trong cơ sở {𝑋𝑖}𝑖=1,...,7 của 

ℒ. 

Trước hết, ta chứng minh 𝐿 là nhóm exponential 

và khảo sát số chiều các 𝐾-quỹ đạo của 𝐿. 

Mệnh đề 17. 𝐿 là nhóm exponential. 

Chứng minh. Với mọi 𝑋 ∈ ℒ, giả sử 𝑋 =
∑ 𝑥𝑖𝑋𝑖 
7
𝑖=1  (𝑥𝑖 ∈ ℝ), ta tìm được các giá trị riêng của 

𝑎𝑑𝑋 là 

0 ;  𝑥6 ;  𝑥7 ;  2𝑥6 ;  𝑥6 + 𝑥7 ;  2𝑥6 + 𝑥7. 

Vì 𝑎𝑑𝑋 không có giá trị riêng thuần ảo nên theo 

Mệnh đề 16, 𝐿 là nhóm exponential. ◼ 

Ký hiệu 𝑋∗(𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … , 𝑥7
∗) ∈ ℒ∗ nghĩa là 𝑋∗ ∈ ℒ∗ 

và 𝑋∗ có tọa độ là (𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … , 𝑥7
∗) đối với cơ sở đối 

ngẫu {𝑋𝑖
∗}𝑖=1,...,7 của ℒ∗. 

Mệnh đề 18. Giả sử 𝐹(𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓7) ∈ ℒ
∗. Số chiều 

𝐾-quỹ đạo Ω𝐹 của 𝐿 qua 𝐹 luôn thuộc tập {0, 2, 4, 6}, 
trong đó 

• dimΩ𝐹 = 0 nếu 𝑓𝑖 = 0 (∀𝑖 = 1,… ,5), 

• dimΩ𝐹 = 2 nếu 

 [
𝑓1 = 𝑓3 = 𝑓4 = 𝑓5 = 0; 𝑓2 ≠ 0  

𝑓2 = 𝑓4 = 𝑓5 = 0; 𝑓1
2 + 𝑓3

2 ≠ 0,
 

• dimΩ𝐹 = 4 nếu 

 [
𝑓4 = 𝑓5 = 0; (𝑓1𝑓2)

2 + (𝑓2𝑓3)
2 ≠ 0

𝑓3 = 𝑓5 = 0; 𝑓4 ≠ 0,                           
 

• dimΩ𝐹 = 6 nếu 𝑓5
2 + (𝑓3𝑓4)

2 ≠ 0. 

Chứng minh. Theo Mục 2.2, dimΩ𝐹 = rank𝐵𝐹 với 

𝐵𝐹 = (
〈𝐹, [𝑋1, 𝑋1]〉 ⋯ 〈𝐹, [𝑋1, 𝑋7]〉

⋮ ⋱ ⋮
〈𝐹, [𝑋7, 𝑋1]〉 ⋯ 〈𝐹, [𝑋7, 𝑋7]〉

). 

Tính toán trực tiếp, ta được ma trận 𝐵𝐹 là 

(

 
 
 
 
 

0 𝑓4 0 𝑓5 0 −𝑓1 0
−𝑓4 0 𝑓5 0 0 0 −𝑓2
0 −𝑓5 0 0 0 −2𝑓3 0
−𝑓5 0 0 0 0 −𝑓4 −𝑓4
0 0 0 0 0 −2𝑓5 −𝑓5
𝑓1 0 2𝑓3 𝑓4 2𝑓5 0 0
0 𝑓2 0 𝑓4 𝑓5 0 0 )

 
 
 
 
 

. 

Nếu 𝑓𝑖 = 0 (∀𝑖 = 1,… ,5) thì rank𝐵𝐹 = 0. Ngược 

lại, xét ∑ 𝑓𝑖
25

𝑖=1 ≠ 0, ta có 

• rank𝐵𝐹 = 2 khi trong các 𝑓𝑖 (𝑖 = 1,… ,5) chỉ có 

duy nhất 𝑓1 ≠ 0 hoặc 𝑓2 ≠ 0 hoặc 𝑓3 ≠ 0 hoặc 

tích 𝑓1𝑓3 ≠ 0. 

• rank𝐵𝐹 = 4 trong hai trường hợp sau: 

o Trong các 𝑓𝑖 (𝑖 = 1,… ,5) chỉ có duy nhất tích 

𝑓1𝑓2 ≠ 0 hoặc 𝑓2𝑓3 ≠ 0 hoặc 𝑓1𝑓2𝑓3 ≠ 0. 

o 𝑓3 = 𝑓5 = 0; 𝑓4 ≠ 0. 

• rank𝐵𝐹 = 6 khi (𝑓5 = 0;  𝑓3𝑓4 ≠ 0) hoặc khi 

𝑓5 ≠ 0. 

Do đó, định lý được chứng minh. ◼ 

Chú ý 19. Việc mô tả các 𝐾-quỹ đạo Ω𝐹 của 𝐿 được 

quy về mô tả tập hợp Ω𝐹(ℒ), trong đó 𝑒𝑥𝑝(𝑎𝑑𝑋) cần 

được xác định với mọi 𝑋 ∈ ℒ. Maple được sử dụng 

để thực hiện việc tính toán này, ta được: 

𝑒𝑥𝑝(𝑎𝑑𝑋)

=

(

 
 
 
 

𝑒𝑥6 0 0 0 0 𝑚 0
0 𝑒𝑥7 0 0 0 0 𝑛
0 0 𝑒2𝑥6 0 0 𝑝 0

𝑞 𝑟 0 𝑒𝑥6+𝑥7 0 𝑠 𝑡

𝑢 𝑣 𝑤 𝑥 𝑒2𝑥6+𝑥7 𝑦 𝑧
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1)

 
 
 
 

 

với 𝑋 = ∑ 𝑥𝑖𝑋𝑖 ∈ ℒ 
7
𝑖=1 (𝑥𝑖 ∈ ℝ), 𝐹(𝑥) =

𝑒𝑥−1 

𝑥
 và 
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𝑚 = −𝑥1𝐹(𝑥6),  𝑛 = −𝑥2𝐹(𝑥7),  

𝑝 = −2𝑥3𝐹(2𝑥6), 𝑞 = 𝑛𝑒𝑥6,  𝑟 = −𝑚𝑒𝑥7, 

𝑠 =
𝑥1𝑥2

𝑥6+𝑥7
(𝑒𝑥6𝐹(𝑥7) − 𝐹(𝑥6) ) − 𝑥4𝐹(𝑥6 + 𝑥7), 

𝑡 =
−𝑥1𝑥2

𝑥6+𝑥7
(𝑒𝑥7𝐹(𝑥6) − 𝐹(𝑥7)) − 𝑥4𝐹(𝑥6 + 𝑥7), 

𝑢 = 𝑡𝑒𝑥6,    𝑣 =
1

2
(𝑚2 + 𝑝)𝑒𝑥7, 

𝑤 = −𝑛𝑒2𝑥6,   𝑥 = −𝑚𝑒𝑥6+𝑥7, 

𝑦 =
1

𝑥6(𝑥6+𝑥7)𝑥7(2𝑥6+𝑥7)
[𝑒2𝑥6𝑥2𝑥3(2𝑥6

2 + 3𝑥6𝑥7 + 𝑥7
2) + 𝑒2𝑥6+𝑥7𝑥1𝑥7(𝑥1𝑥2 − 𝑥4𝑥7) + (𝑥6 +

𝑥7)(−2𝑒
2𝑥6+𝑥7𝑥2𝑥3𝑥6 − 2𝑒

2𝑥6+𝑥7𝑥5𝑥6𝑥7 − 𝑥2𝑥3𝑥7 + 2𝑥5𝑥6𝑥7) + (2𝑥6 + 𝑥7)(𝑒
𝑥6+𝑥7𝑥1𝑥4𝑥7 −

𝑒𝑥6+𝑥7𝑥1
2𝑥2 + 𝑒

𝑥6𝑥1
2𝑥2 − 𝑒

𝑥6𝑥1𝑥4𝑥7) + 𝑥1𝑥7(𝑥4𝑥7 − 𝑥1𝑥2)],  

𝑧 = −
1

2

1

𝑥7𝑥6
2(𝑥6+𝑥7)(2𝑥6+𝑥7)

[(𝑥6 + 𝑥7)(𝑒
2𝑥6+𝑥7𝑥1

2𝑥2𝑥7 + 2𝑒
2𝑥6+𝑥7𝑥1𝑥4𝑥6𝑥7 − 𝑒

2𝑥6+𝑥7𝑥2𝑥3𝑥6𝑥7 +

2𝑒2𝑥6+𝑥7𝑥5𝑥6
2𝑥7 − 2𝑒

𝑥6+𝑥7𝑥1
2𝑥2𝑥7 − 2𝑒

𝑥6+𝑥7𝑥1𝑥4𝑥6𝑥7 − 2𝑥3𝑥2𝑥6
2 − 2𝑥5𝑥6

2𝑥7) + (2𝑥6 +
𝑥7)(𝑒

𝑥7𝑥1
2𝑥2𝑥6 + 𝑒

𝑥7𝑥2𝑥6
2𝑥3) + 𝑒

𝑥7𝑥7
2𝑥2(𝑥3𝑥6 + 𝑥1) + 2𝑥1𝑥6

2(𝑥4𝑥7 − 𝑥1𝑥2)].  

Định lý 20. (Tập hợp các 𝐾-quỹ đạo của 𝐿). Tập 

hợp tất cả các 𝐾-quỹ đạo của 𝐿 lập thành một phân 

hoạch của ℒ∗ (≡ ℝ7). Hơn nữa, với 

𝐹(𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓7) ∈ ℒ
∗, 𝐾-quỹ đạo của 𝐿 qua 𝐹 là tập 

hợp Ω𝐹 = {𝑋
∗(𝑥1

∗, 𝑥2
∗, … , 𝑥7

∗)} ⊆ ℒ∗ ≡ ℝ7, trong đó: 

𝑥1
∗ = 𝑓1𝑒

𝑥6 + 𝑓4𝑞 + 𝑓5𝑢 

𝑥2
∗ = 𝑓2𝑒

𝑥7 + 𝑓4𝑟 + 𝑓5𝑣 

𝑥3
∗ = 𝑓3𝑒

2𝑥6 + 𝑓5𝑤 

𝑥4
∗ = 𝑓4𝑒

𝑥6+𝑥7 + 𝑓5𝑥 

𝑥5
∗ = 𝑓5𝑒

2𝑥6+𝑥7 

𝑥6
∗ = 𝑓1𝑚+ 𝑓3𝑝 + 𝑓4𝑠 + 𝑓5𝑦 + 𝑓6 

𝑥7
∗ = 𝑓2𝑛 + 𝑓4𝑡 + 𝑓5𝑧 + 𝑓7. 

(𝑥6, 𝑥7, 𝑚, 𝑛, 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑥, 𝑦, 𝑧 được 

xác định như trong Chú ý 19). 

Chứng minh. Hiển nhiên tập hợp các 𝐾-quỹ đạo 

luôn lập thành một phân hoạch của ℒ∗ (≡ ℝ7). Mệnh 

đề 17 khẳng định Ω𝐹 = Ω𝐹(ℒ). Mặt khác, bằng 

những tính toán trực tiếp, ta được: 

Ω𝐹(ℒ) = {𝑋
∗(𝑥1

∗, 𝑥2
∗, … , 𝑥7

∗)} ⊆ ℒ∗ ≡ ℝ7, 

trong đó: 

(

 
 
 
 
 

𝑥1
∗

𝑥2
∗

𝑥3
∗

𝑥4
∗

𝑥5
∗

𝑥6
∗

𝑥7
∗)

 
 
 
 
 

= (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4, 𝑓5, 𝑓6, 𝑓7) × 𝑒𝑥𝑝(𝑎𝑑𝑋) 

và ma trận 𝑒𝑥𝑝(𝑎𝑑𝑋) (với 𝑋 = ∑ 𝑥𝑖𝑋𝑖 ∈ ℒ 
7
𝑖=1 ) 

đã được tính cụ thể trong Chú ý 19. Từ đây, ta được 

điều cần chứng minh. ◼ 

Để hình dung trực quan hơn, ta mô tả tường minh 

bức tranh hình học của một lớp 𝐾-quỹ đạo của 𝐿, cụ 

thể là lớp các quỹ đạo 2-chiều. 

Định lý 21. (Hình học các 𝐾-quỹ đạo 2-chiều của 

𝐿). Giả sử 𝐹(𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓7) ∈ ℒ
∗ và 𝐾-quỹ đạo của 𝐿 

qua 𝐹 là Ω𝐹 = {𝑋
∗(𝑥1

∗, 𝑥2
∗, … , 𝑥7

∗)} ⊆ ℒ∗ ≡ ℝ7. Họ 

tất cả các 𝐾-quỹ đạo 2-chiều của 𝐿 gồm các nửa mặt 

phẳng và các mặt trụ parabol như bên dưới. 

a. Nếu 𝑓2 = 𝑓3 = 𝑓4 = 𝑓5 = 0 và 𝑓1 ≠ 0 thì 

𝛺𝐹 là nửa mặt phẳng 2-chiều xác định 

như sau 

Ω𝐹 = {𝑋
∗: 𝑓1𝑥1

∗ > 0, 𝑥6
∗ ∈ ℝ, 

𝑥2
∗ = 𝑥3

∗ = 𝑥4
∗ = 𝑥5

∗ = 0, 𝑥7
∗ = 𝑓7}. 

b. Nếu 𝑓1 = 𝑓3 = 𝑓4 = 𝑓5 = 0 và 𝑓2 ≠ 0 thì 𝛺𝐹 

là nửa mặt phẳng 2-chiều xác định như sau 

Ω𝐹 = {𝑋
∗: 𝑓2𝑥2

∗ > 0, 𝑥7
∗ ∈ ℝ, 

𝑥1
∗ = 𝑥3

∗ = 𝑥4
∗ = 𝑥5

∗ = 0, 𝑥6
∗ = 𝑓6}. 

c. Nếu 𝑓1 = 𝑓2 = 𝑓4 = 𝑓5 = 0 và 𝑓3 ≠ 0 thì 𝛺𝐹 

là nửa mặt phẳng 2-chiều xác định như sau 

Ω𝐹 = {𝑋
∗: 𝑓3𝑥3

∗ > 0, 𝑥6
∗ ∈ ℝ, 

𝑥1
∗ = 𝑥2

∗ = 𝑥4
∗ = 𝑥5

∗ = 0, 𝑥7
∗ = 𝑓7}. 

d. Nếu 𝑓2 = 𝑓4 = 𝑓5 = 0 và 𝑓1𝑓3 ≠ 0 thì 𝛺𝐹 là 

mặt trụ parabol 2-chiều xác định như sau 

Ω𝐹 = {𝑋
∗ : 
(𝑥1
∗)2

𝑓1
2 =

𝑥3
∗

𝑓3
, 𝑥6
∗ ∈ ℝ, 

𝑥2
∗ = 𝑥4

∗ = 𝑥5
∗ = 0, 𝑥7

∗ = 𝑓7}. 

Chứng minh. Theo Mệnh đề 18, các 𝐾-quỹ đạo 

2-chiều chỉ qua những điểm 𝐹 có tọa độ thỏa mãn 

 [
𝑓1 = 𝑓3 = 𝑓4 = 𝑓5 = 0; 𝑓2 ≠ 0  

𝑓2 = 𝑓4 = 𝑓5 = 0; 𝑓1
2 + 𝑓3

2 ≠ 0.
 

Kết hợp Định lý 20, ta có: 

• Trường hợp 𝑓2 = 𝑓3 = 𝑓4 = 𝑓5 = 0, 𝑓1 ≠ 0 thì 

𝑥1
∗ = 𝑓1𝑒

𝑥6,  𝑥2
∗ = 𝑥3

∗ = 𝑥4
∗ = 𝑥5

∗ = 0, 

𝑥6
∗ = 𝑓1𝑚+ 𝑓6,  𝑥7

∗ = 𝑓7. 
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Rõ ràng, 𝑥1
∗ luôn cùng dấu 𝑓1 hay 𝑓1𝑥1

∗ > 0; còn 

𝑥6
∗ chạy khắp một đường thẳng thực. Do đó, Ω𝐹 là 

nửa mặt phẳng 2-chiều xác định như ở (a). Các 

trường hợp ở (b) và (c) chứng minh hoàn toàn tương 

tự. 

• Trường hợp 𝑓2 = 𝑓4 = 𝑓5 = 0, 𝑓1𝑓3 ≠ 0 thì 

𝑥1
∗ = 𝑓1𝑒

𝑥6,   𝑥2
∗ = 𝑥4

∗ = 𝑥5
∗ = 0,  

𝑥3
∗ = 𝑓3𝑒

2𝑥6,  𝑥6
∗ = 𝑓1𝑚+ 𝑓3𝑝 + 𝑓6, 

𝑥7
∗ = 𝑓7. 

Rõ ràng, các tọa độ 𝑥1
∗ và 𝑥3

∗ thỏa mãn phương 

trình 
(𝑥1
∗)2

𝑓1
2 =

𝑥3
∗

𝑓3
; còn 𝑥6

∗ cũng chạy khắp một đường 

thẳng thực. Do đó, Ω𝐹 là mặt trụ parabol 2-chiều xác 

định như ở (d). ◼ 

5. KẾT LUẬN 

Phương pháp mô tả quỹ đạo đối phụ hợp (hay 𝐾-

quỹ đạo) của nhóm Lie đã được giới thiệu trong bài 

viết. Điểm hữu ích của phương pháp này là hoàn 

toàn sử dụng cấu trúc đại số Lie tương ứng và áp 

dụng được trên các nhóm Lie exponential. Theo đó, 

ta áp dụng phương pháp và xác định được các 𝐾-

quỹ đạo của nhóm Lie liên thông, đơn liên có đại số 

Lie là ℒ (đây là đại số Lie bất khả phân duy nhất 

trong lớp các đại số Lie 7-chiều có căn lũy linh 5-

chiều là 𝔤5,3). Các 𝐾-quỹ đạo được xác định có đủ 4 

tầng quỹ đạo gồm 0, 2, 4 và 6-chiều. Tầng 0-chiều 

đơn giản chỉ là các quỹ đạo tầm thường Ω𝐹 = {𝐹}. 
Còn lại, lớp các quỹ đạo không tầm thường gồm 2, 

4 và 6-chiều, trong đó, bức tranh hình học lớp quỹ 

đạo 2-chiều được mô tả tường minh. 

LỜI CẢM TẠ  

Đề tài này được tài trợ bởi Trường Đại học Cần Thơ, 
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