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ABSTRACT 

In this paper, optimality conditions and duality theorems for 

a positively properly efficient solution of a nonsmooth 

fractional semi-infinite optimization problem with data 

uncertainty in the constraints are studied via Mordukhovich 

subdifferential. Some examples are given to illustrate the 

obtained results. 

TÓM TẮT 

Trong bài viết này, điều kiện tối ưu và các định lý đối ngẫu 

cho nghiệm chính thường của bài toán tối ưu nửa vô hạn 

không trơn dạng phân số với dữ liệu không chắc chắn trong 

những ràng buộc được nghiên cứu thông qua dưới vi phân 

Mordukhovich. Kết quả đạt được của nghiên cứu được 

chứng minh thông qua những ví dụ minh họa cụ thể.  

1. MỞ ĐẦU 

Bài toán tối ưu vectơ nửa vô hạn là một bài toán 

tìm cực tiểu của một hàm mục tiêu có dạng vectơ và 

một số vô hạn của các hàm ràng buộc. Điều kiện tối 

ưu và đối ngẫu cho bài toán tối ưu vectơ nửa vô hạn 

đã được nghiên cứu bởi nhiều nhà toán học như: 

Chuong and Kim (2014), Chuong and Yao (2014), 

Chuong (2016), Son et al. (2020), Khanh và Tung 

(2020), Tung (2020, 2021), Singh et al. (2021).   

Do lỗi dự đoán, sai sót hoặc thiếu thông tin, dữ 

liệu của các bài toán trong thực tế thường bị tác động 

bởi các yếu tố không chắc chắn. Do đó, ta cần phải 

nghiên cứu sự ảnh hưởng của các yếu không chắc 

chắn đến các bài toán thực tế. Điều này dẫn đến hình 

thành một hướng nghiên cứu quan trọng đó là 

nghiên cứu các bài toán tối ưu với dữ liệu không 

chắc chắn. Hiện nay, hướng nghiên cứu này đã thu 

hút được rất nhiều nhà toán học quan tâm nghiên 

cứu. Tối ưu robust đã trở thành công cụ quan trọng 

để tiếp cận các bài toán tối ưu với dữ liệu không chắc 

chắn. Khi dùng cách tiếp cận của tối ưu robust, nhiều 

kết quả mới trong lý thuyết tối ưu với dữ liệu không 

chắc chắn đã nhận được: Chen et al. (2019), Chuong 

(2016, 2020), Dinh et al. (2017, 2020), Fakhar 
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(2018, 2019), Khantree and Wangkeeree (2019), 

Sun et al. (2020). 

Trong thời gian gần đây, nghiên cứu điều kiện 

tối ưu cho nghiệm hữu hiệu chính thường cho bài 

toán tối ưu đa mục tiêu và bài toán tối ưu đa mục 

tiêu với vô hạn các hàm ràng buộc đã được nghiên 

cứu bởi Chương (2013), Chuong and Yao (2014), 

Singh et al. (2021) bằng cách sử dụng dưới vi phân 

Mordukhovich. Bài toán tối ưu nửa vô hạn với hàm 

mục tiêu ở dạng phân số sử dụng dưới vi phân 

Mordukhovich đã được nghiên cứu bởi Chương 

(2016), Singh et al. (2021). Singh et al. (2021) 

nghiên cứu điều kiện tối ưu cho nghiệm hữu hiệu 

chính thường của bài toán tối ưu nửa vô hạn với hàm 

mục tiêu có dạng phân số. Tuy nhiên, Singh et al. 

(2021) chỉ nghiên cứu điều kiện cần và đủ tối ưu cho 

nghiệm hữu hiệu chính thường. 

Từ quá trình khảo sát tài liệu, điều kiện tối ưu và 

đối ngẫu cho bài toán tối ưu nửa vô hạn dạng phân 

số với dữ liệu không chắc chắn được nghiên cứu 

thông qua dưới vi phân Mordukhovich. Đây là công 

cụ hữu ích để nghiên cứu điều kiện tối ưu cho các 

dạng nghiệm hữu hiệu của các bài toán tối ưu với 

hàm mục tiêu và ràng buộc có dữ liệu Lipschitz địa 

phương. Bên cạnh đó, dưới vi phân Mordukhovich 

trong trường hợp tổng quát là tập không lồi và là tập 

con của dưới vi phân Clarke. 

2. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

Trong bài báo này, nếu không có giả thiết gì 

thêm thì ta xét không gian Euclide 
n

 được trang 

bị chuẩn Euclide || || . Nón orthant dương của 
n

được ký hiệu bởi 
n

+  và int n

+  ký hiệu cho phần 

trong tôpô của 
n

. Tích vô hướng của 
n

 được ký 

hiệu bởi , : , , .T nx y x y x y=    Ký hiệu ( ),B x r  

là hình cầu mở tâm tại nx  với bán kính 0r  . 

Giả sử 
n , ký hiệu x x⎯⎯→  có nghĩa là 

x x→  với x . Nón đối cực của tập   được 

định nghĩa bởi 

 0 : | , 0, .ny y x x =      

Một ánh xạ đa trị : 2
mnF  →  được gọi là 

đóng tại x  nếu với bất kỳ dãy   , ,k kx x x →  

và bất kỳ dãy   , ,m

k ky y y →  ta có ( ).y F x  

Giả sử ánh xạ đa trị : 2 ,
mnF →  ta ký hiệu 

  

limsup :

, , ( ), : 1,2,...

x x

m

k k k k

F

y x x y y y F x k


⎯⎯→

=

  → →    =

là giới hạn trên theo nghĩa Painlevé-Kuratowski của 
F  tại .x  

Giả sử n  và .x  Nón pháp tuyến 

Fréchet của   tại x  được định nghĩa bởi 

( )
,

; : limsup 0 .
|| ||

n

x x

v x x
N x v

x x
⎯⎯→

 − 
 =   

−  

 

Nếu ,x  ta quy ước ( ); : .N x  =  

Giả sử n  và .x  Nón pháp tuyến 

Mordukhovich của   tại x  được định nghĩa 

bởi 

( ) ( ); : limsup ; .
x x

N x N x


⎯⎯→

 =   

Nếu ,x  ta quy ước ( ); : .N x  =  

Xét hàm giá trị mở rộng 

 : : , ,n → =  − + miền hữu hiệu của   

được định nghĩa bởi 

 dom : ( )nx x =    +
 

và trên đồ thị của   được định nghĩa bởi  

( ) epi : , ( ) .nx x =    
 

Giả sử : n →  là hữu hạn tại dom .x   

Dưới vi phân Mordukhovich của   tại dom x   
được định nghĩa bởi 

( ) ( ) ( )( )( ) : , 1 ; ;epi .nx v v N x x =  −   
 

Nếu ( )| | ,x = +  ta quy ước ( ) : .x =    

Ta nói rằng một hàm : n →  là Lipschitz 

địa phương tại nx  với hạng 0,K   nếu tồn tại 

0r   thỏa mãn  

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2| | || ||, , , .x x K x x x x B x r −  −    

Ta xét hàm chỉ ( );    được định nghĩa bởi 

( ); : 0x  =  với x
 
và ( ); :x  = +  với các 

trường hợp khác. Ta có 

( ) ( ); ; , . (2.1)N x x x =               
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Quy luật Fermat cho hàm không trơn 

(Mordukhovich, 2006) được phát biểu như sau: Nếu 
nx  là một cực tiểu địa phương của hàm ,  thì 

     ( )0 .x       (2.2)  

 Giả sử : n →  là hữu hạn tại .nx  Khi 

đó, 
 
là nửa liên tục dưới (Mordukhovich, 2006) 

tại nx  nếu 

( ) ( )liminf , .n

x x
x x x

→
     

Giả sử : , 1,2,...,n

k k m → =  với 2m  là 

những hàm nửa liên tục dưới trong lân cận của 
nx  và những hàm này là liên tục Lipschitz trong 

lân cận của x (Mordukhovich, 2006). Thì ta có 

( )( ) ( )

( ) ( )

1 2 1

2 .

m

m

x x

x x

  + + +  

+  + + 
   (2.3)  

Giả sử : , 1,2n

k k → =  là những hàm liên 

tục Lipschitz trong lân cận của x

(Mordukhovich, 2006). Thì ta có 

( )
( )( )( ) ( )( )( )

( )

2 1 1 21

2

2 2

. (2.4)
x x x x

x
x

   −   
  

     

 

3. ĐIỀU KIỆN TỐI ƯU  

Trong phần này, ta nghiên cứu điều kiện cần, 

điều kiện đủ tối ưu cho bài toán tối ưu nửa vô hạn 

dạng phân số với dữ liệu không chắc chắn trong ràng 

buộc bởi dùng dưới vi phân Mordukhovich. 

Giả sử 
n  là một tập khác rỗng và đóng. 

Đặt T  là một tập chỉ số bất kỳ (có thể vô hạn). Ta 

xét bài toán tối ưu nửa vô hạn dạng phân số với dữ 

liệu không chắc chắn trong những ràng buộc có dạng 

như sau: 

( )
( )

( )

( )

( )
( )1

1

min : ,..., | , 0, , (UP)
m

m

t t

m

p x p x
f x g x v t T

q x q x+

   
=     

   

 

ở đây , , 1,...,k kp q k m=  là những hàm Lipschitz 

địa phương trên .n  Ta quy ước rằng 

( ) 0, 1,..., ,kq x k m x =     và ( ) 0, 1,...,kp x k m =  

với điểm x . Ta đặt ( ):T t t T
g g


=  và 

( )1: ,..., ,mf f f=  ở đây : , 1,..., .k
k

k

p
f k m

q
= =  Giả sử 

: ,n

t tg V t T →   là những hàm Lipschitz địa 

phương tại x  và giả sử ,t tv V t T 
 
là những tham 

số không chắc chắn, ở đây ,q

tV t T   là những 

tập compact lồi. Ánh xạ đa trị không chắc chắn 

: 2
q

V T →  được định nghĩa bởi ( ) : , .tV t V t T=    

Ký hiệu v V  có nghĩa là : qv T →  và 

, .t tv V t T    Do đó, tập không chắc chắn là đồ thị 

của V, nghĩa là, ( ) gph : , , .t t tV t v v V t T=    

Ta nói rằng những hàm : ,n

t tg V t T →   là 

Lipschitz địa phương tại nx  với hạng 0,tK   

nếu tồn tại 0tr   thỏa mãn  

( ) ( )

( )

1 2 1 2

1 2

| , , | || ||,

, , , , .

t t t t t

t t t

g x v g x v K x x

x x B x r v V t T

−  −

    
 

Ta sẽ nghiên cứu bài toán (UP) bằng cách tiếp 

cập của tối ưu robust, với phiên bản robust như sau: 

( )
( )

( )

( )

( )
1

1

min : ,..., , (RP)
m

m

m

p x p x
f x x C

q x q x+

   
=    

   

 

ở đây, tập chấp nhận C  được cho bởi 

( ) : , 0, , .t t t tC x g x v v V t T=     
 

Giả sử 
( )T

 là không gian tuyến tính được cho 

bởi 

( ) : =( ) | 0,T

t t T t t T=    =   ngoại trừ hữu 

hạn 0 .t   

Với ( ) ,T  tập tựa của   được cho bởi 

 ( ) : | 0 ,tT t T =     

 là tập con hữu hạn của T. Nón không âm của 
( )T

 được cho bởi  

 ( ) ( ): =( ) | 0, .T T

t t T t t T+ =        

Với 
( )T

t   và   ,t t T
z Z


  với Z  là không 

gian tuyến tính, ta hiểu 

( )
( )

( )

khi ,

0 khi .

t t

t T
t t

t T

z T

z

T

 



   


 = 
  =


  

Với , ,tg t T  

( )
( )

( )

khi ,

0 khi .

t t

t T
t t

t T

z T

g

T

 



   


 = 
  =


  
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Định nghĩa 3.1. Phần tử x C được gọi là 

nghiệm chính thường địa phương của bài toán (RP) 

nếu tồn tại một lân cận U  của x  và 

( )1: ,..., int m

m + =      sao cho 

( ) ( ), , , .x U C f x f x      

Khi : ,nU =  ta có định nghĩa nghiệm chính 

thường cho bài toán (RP). 

Định nghĩa 3.2. Giả sử x C . Ta nói rằng điều 

kiện chính quy ràng buộc (MRCQ) thỏa mãn tại x  

nếu 

( ) ( )
( )

( ); , ; ,

t t

t x t t

t TA x
v V

N x C g x v N x




 
   +  

 
  

ở đây  

( ) ( )( ) : | , 0, ,T

t t t t tA x g x v v V t T+=   =     

là tập các nhân tử ràng buộc chỉ số hoạt tại 

.x  

Định lý sau đây cung cấp một điều kiện cần cho 

nghiệm chính thường địa phương của bài toán (RP) 

dưới điều kiện chính quy ràng buộc (MRCQ). 

Định lý 3.1. Giả sử điều kiện chính quy ràng 

buộc (MRCQ) được thỏa mãn tại .x C  Nếu x C  

là một nghiệm chính thường địa phương của bài toán 

(RP), thì tồn tại ( )1: ,..., int , ,m

m t tv V+ =      

( ) ,T

t t T+   thỏa mãn 

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

1

0

, ; , , 0. (3.1)

m
kk

k k

k k k

t x t t t t t

t T

p x
p x q x

q x q x

g x v N x g x v

=



 
  −  

  

+   +   =





 

Chứng minh.  Giả sử x C  là một nghiệm 

chính thường địa phương của  bài toán (RP) thì tồn 

tại một lân cận U  của x  và 

( )1: ,..., int m

m + =      sao cho 

( ) ( ), , , ,x U C f x f x      

với ( )
( )
( )

( )
( )

1

1

: ,..., .m

m

p x p x
f x

q x q x

 
=   
 

 Từ đây, ta suy ra 

( )
( )

( )
( )1 1

, .
m m

k k

k k

k kk k

p x p x
x U C

q x q x= =

       

Suy ra x  là một cực tiểu địa phương của bài toán 

tối ưu thực sau đây   ( )min ,
x C

x

  với  

( )

( )1

. (3.2)( ) :
m

k

k

k k

p x

x
x

q=

 =
 

Do đó, x  là một cực tiểu địa phương của bài 

toán tối ưu không có ràng buộc sau đây 

( ) ( ) min ; .
nx

x x C


 +  

Áp dụng quy luật Fermat (2.2) cho hàm không 

trơn, ta được 

( )( )( )0 ; .C x +   

Hàm   là Lipschitz địa phương tại x  và ( );C   

là nửa liên tục dưới trong lân cận của x , áp dụng 

(2.3) đến (3.2) và từ (2.1), ta suy 

( ) ( ) ( ) ( )0 ; ; . (3.3)x x C x N x C +  =  +  

Tiếp tục, áp dụng (2.3), ta suy ra 

( ) ( )
1 1

.( )
m m

k k
k k

k kk k

p p
x x x

q q= =

   
      

   
 =     

Áp dụng (2.4), ta suy ra  

( )( )( ) ( )( )( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )

1 1 2

2
1

2

2
1

, (3.4)

( )
m

k

k

k

m
k k k k

k

k
k

q x p x p x q x
x

q x

q x p x p x q x

q x

=

=


 − 

  =
  

 − 






 





 

ở đây đẳng thức xảy ra do 

( ) ( )0, 0, 1,..., .k kp x q x k m−   =  

Vì điều kiện chính quy ràng buộc (MRCQ) thỏa 

mãn tại x  nên ta có 

( ) ( )
( )

( ); , ; , (3.5)

t t

t x t t

t TA x
v V

N x C g x v N x




 
   +  

 
  

ở đây  

( ) ( )( ) : | , 0, , .T

t t t t tA x g x v v V t T+=   =     

Từ (3.3), (3.4) và (3.5), ta suy ra 
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33 

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

1

0
( )

, ; , , 0.

m
kk

k k

k k k

t x t t t t t

t T

p x
p x q x

q x q x

g x v N x g x v

=



 
  −  

  

+   +   =




     

    

Ví dụ sau đây chứng tỏ tính cốt yếu của điều kiện 

chính quy ràng buộc (MRCQ) trong Định lý 3.1. 

Ví dụ 3.1. Giả sử hàm 
2:f →  được cho bởi 

( )
( )

( )
( )

1 2

1 2

( ) , ,
p x p x

f x
q x q x

 
=   
 

  

ở đây ( ) ( ) ( ) ( ) 2

1 2 1 2, 1, .p x p x x q x q x x x= = = = +   

Lấy    0,1 , 2 ,2 .t tT v V t t=  = − +  Giả sử

:t tg V →

 

được cho bởi 

( ) 2, , , , .t t t t tg x v v x x v V t T=     Ta xét bài toán 

(RP) với 2m=  và ( ,0] .= −   Bằng các tính 

toán đơn giản, ta có  0 .C =  Lấy  0 0x C=  =  

và ( ) 2

1 2, int ,+ =     với 1 2

1
.

2
 =  =  Ta có x  

là một nghiệm chính thường của bài toán (RP). Thật 

vậy, ta có 

( )
( )

( )
( )2

1
0 , , 1,2.

2 1

k k

k k

k k

p x p xx
x C k

q x x q x
  =   =     =

+

Vì 

( ) ( )  ; [0, ), , 0 , , ,x t t t tN x g x v v V t T = +  =   
 

nên ta có 

( )
( )

( ), ; [0, ).

t t

t x t t

t TA x
v V

g x v N x




 
  +  = + 

 
  

Tuy nhiên ( ); .N x C =  Do đó, điều kiện chính 

quy ràng buộc (MRCQ) không xảy ra tại 0.x =  Lấy 

 0 0x C=  =  và ( ) 2

1 2, int ,+ =     với 

1 2

1
,

2
 =  =

 

thì ta có  

( )   ( )  
( )

1
1 , 0 , , 1,2.

2

k
k k

k

p x q x k
q x


 =  = = =

 

Khi đó, ta có 

 

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )

1

0 [1, ) 1 [0, )

, ; ,

m
kk

k k

k k k

t x t t

t T

p x
p x q x

q x q x

g x v N x

=



 + = + +

 
=  −  

  

+   + 





với ( ) ( ) ( ), 0, , , .T

t t t t t tt T
g x v v V t T+

 =       

Suy ra (3.1) không xảy ra. Hay Định lý 3.1 không 

xảy ra. 

Định nghĩa sau đây được mở rộng từ Định nghĩa 

3.7 (i) (Chương, 2016). 

Định nghĩa 3.3. Ta giả sử ( ):T t t T
g g


=  và 

( )1: ,..., ,mf f f=  ở đây : , 1,..., .k
k

k

p
f k m

q
= =  Ta nói 

rằng ( ), Tf g  là lồi tổng quát trên   tại x  nếu 

với bất kỳ ,x

( ) ( ), , 1,..., ,k k k ku p x v q x k m  =  và 

( ), ,t x t tx g x v t T   có tồn tại ( );w N x   thỏa 

mãn 

( ) ( ) , , 1,..., ,k k kp x p x u w k m−  =
 

( ) ( ) , , 1,..., ,k k kq x q x v w k m−  =
 

( ) ( ), , , , .t t t t tg x v g x v x w t T−    

Bây giờ ta xét một điều kiện đủ cho nghiệm 

chính thường của bài toán (RP). 

Định lý 3.2. Giả sử x C  và ( ), Tf g  là lồi tổng 

quát trên   tại x . Nếu x  thỏa mãn (3.1) thì x  là 

một nghiệm chính thường của bài toán (RP). 

Chứng minh. Vì x  thỏa mãn (3.1) nên tồn tại  

( )

( ) ( )

( )

1: ,..., int , , , ,

, , 1,..., ,

m T

m t t t

k k k k

v V t T

u p x v q x k m

+ + =       

  =  

và ( ), ,t x t tx g x v t T   thỏa mãn 

( )
( )

( )
1

; ,
( )

m
kk

k k t t

k t Tk k

p x
u v x N x

q x q x= 

  
− − +      

  
   

( ), 0.t t tg x v =  

Theo định nghĩa của nón đối cực và tính lồi tổng 

quát của ( ), ,Tf g  suy ra với mỗi ,x  tồn tại 

( );w N x   thỏa mãn 
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( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

1

1

1

0 , , ,
( )

( )

, ,

( )

, , .

m
kk

k k t t

k t Tk k

m
kk

k k k k

k k k

t t t t t

t T

m
kk

k k

k k k

t t t t t

t T

p x
u w v w x w

q x q x

p x
p x p x q x q x

q x q x

g x v g x v

p x
p x q x

q x q x

g x v g x v

= 

=



=



 
 − +  

  

 
 − − − 

  

+  −  

 
 − 

  

+  −  

 









 

Do đó, ta có 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

1 ( )

, , 0.

m
kk

k k

k k k

t t t t t

t T

p x
p x q x

q x q x

g x v g x v

=



 
− 

  

+  −   




 

Chú ý ( ), 0t t tg x v =
 
và ( ), 0, .t t tg x v t T      

Từ đó, ta có 

( )
( )
( )

( )
1

0.
( )

m
kk

k k

k k k

p x
p x q x

q x q x=

 
−  

 
  

Suy ra 

( )
( )

( )
( )1 1

.
m m

k k

k k

k kk k

p x p x

q x q x= =

     

Vậy x  là một nghiệm chính thường của bài toán 

(RP).                     

4. BÀI TOÁN ĐỐI NGẪU DẠNG MOND-

WEIR 

Ta giả sử ( ) ( )

1, : ,..., int , , , .m T

m t tz X v V t T+ +  =      

Trong phần này, ta xét bài toán đối ngẫu dạng 

Mond-Weir (RD) tương ứng với bài toán (RP). 

( )
( )
( )

( )
( )

( )1

RD

1

max , , : ,..., | , , ,
m

m

m

p z p z
f z z C

q z q z+

   
  =      

   

ở đây tập ràng buộc RDC  được cho bởi 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

RD

1

: , , int | 0
( )

, ; , , 0 .

m
km T k

k k

k k k

t x t t t t t

t T t T

p z
C z p z q z

q z q z

g z v N x g z v

+ +

=

 

  
=       −  

   


+   +    





 

Định nghĩa 4.1. Phần tử ( ) RD, ,z C   được gọi 

là nghiệm chính thường địa phương của bài toán 

(RD) nếu tồn tại một lân cận U  của ( ), ,z    và 

( )1: ,..., int m

m + =   −   thỏa mãn 

( ) ( )

( )

RD, , , , , ,

, , , .

z U C f z

f z

      

   
 

Khi : ,nU =  ta có định nghĩa nghiệm chính 

thường cho bài toán (RD). 

Định lý 4.1. (Đối ngẫu yếu) Giả sử x C  và 

( ) RD, , .z C    Nếu ( ), Tf g  là lồi tổng quát trên 

  tại z  thì 

( ) ( ), , , 1,..., .k kf x f z k m   =
 

Chứng minh. Vì ( ) RD, ,z C    nên tồn tại 

( )

( ) ( )

( )

1: ,..., int , , , ,

, , 1,..., ,

m T

m t t t

k k k k

v V t T

u p z v q z k m

+ + =       

  =
 

và ( ), ,t x t tx g z v t T   thỏa mãn  

( )

( )
( )

1

; , (4.1)
( )

m
kk

k k t

k t Tk k

p z
u v x N z

q z q z= 

  
− − +        
 

     

        

( ), 0. (4.2)t t t

t T

g z v


   

Từ (4.1) và định nghĩa của nón đối cực, tính lồi 

tổng quát của ( ), Tf g  trên   tại ,z  với bất kỳ 

,x C  tồn tại ( );w N x   thỏa mãn 
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( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

1

1

1

0 , , ,
( )

( )

, ,

( )

, , .

m
kk

k k t t

k t Tk k

m
kk

k k k k

k k k

t t t t t

t T

m
kk

k k

k k k

t t t t t

t T

p z
u w v w x w

q z q z

p z
p x p z q x q z

q z q z

g x v g z v

p z
p x q x

q x q z

g x v g z v

= 

=



=



 
 − +  

  

 
 − − − 

  

+  −  

 
 − 

  

+  −  

 









 

Do đó, ta có 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

1 ( )

, , 0. (4.3)

m
kk

k k

k k k

t t t t t

t T

p z
p x q x

q z q z

g x v g z v

=



 
− 

  

+  −   




 

Chú ý rằng với x C   ta có ( ), 0.t t t

t T

g x v


   

Từ điều này kết hợp với (4.2) và (4.3), ta có  

( )
( )
( )

( )
1

0.
( )

m
kk

k k

k k k

p z
p x q x

q z q z=

 
−  

 
  

Suy ra 

( )
( )
( )

( ) 0.k

k k

k

p z
p x q x

q z
−   

Từ đây ta được  

( )
( )
( )

( )
( )

( ), , , 1,..., .k k

k k

k k

p x p z
f x f z k m

q x q z
=  =   =   

Ví dụ sau đây chứng tỏ tính cốt yếu của tính lồi 

tổng quát của ( ), Tf g  trong Định lý 4.1. 

Ví dụ 4.1. Giả sử hàm 
2:f →  được cho bởi 

( )
( )

( )
( )

1 2

1 2

( ) , ,
p x p x

f x
q x q x

 
=   
 

 

ở đây ( ) ( ) ( ) ( )3 2

1 2 1 2, 1, .p x p x x q x q x x x= = = = +   

Lấy    0,1 , 2 ,2 .t tT v V t t=  = − +  Giả sử

:t tg V →

 

được cho bởi 

( ) 2, , , , .t t t t tg x v v x x v V t T= −     Ta xét bài toán 

(RP) với 2m=  và ( ,0] .= −   Bằng các tính 

toán đơn giản, ta có ( ,0].C = −  Lấy 

1 ( ,0].x C= −  = −  Xét bài toán đối ngẫu (RD). 

Ta chọn  ( ) 2

1 20 , , int ,y +=   =     với 

1 2

1
, 0.

2
 =  =  =    

Ta có ( ) ( )  ; [0, ), , 0 , , ,x t t t tN y g y v v V t T = +  =      

( )   ( )  
( )

1
0 , 0 , , 1,2.

2

k
k k

k

p y q y k
q y


 =  = = =  

Khi đó, ta có 

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )

1

0 [0, )

, ; ,

m
kk

k k

k k k

t x t t

t T

p x
p y q y

q y q x

g y v N y

=



 
 + =  −  

  

+   + 





và ( ), 0.t t t

t T

g y v


 =  Suy ra ( ) RD, , .y C    Tuy 

nhiên với  1 ( ,0],x C= −  = − thì ta có 

( )
( )

( )
( )

( )
1

, , , 1,2.( ) 0
2

k k

k

k

k

k

f f
p x p y

x
q x q y

y k−  = = == =   

 Điều này xảy ra vì ( ), Tf g  không là lồi tổng 

quát trên   tại 0.y =  Để thấy điều này, ta chọn 

3 ( ,0]y = − = −  và ( )  0 , 1,2.k ku p y k = =  

Khi đó, ta có ( ); ( ,0]N y  = −   và

 
( ), 0 0, ; , 1,2.ku w w N y k=     =  

Tuy nhiên 

( ) ( ) 27 0, 1,2.k kp y p y k− = −  =

 
Định lý 4.2. (Đối ngẫu mạnh) Giả sử x C là 

một nghiệm chính thường địa phương của bài toán 

(RP) sao cho điều kiện chính quy ràng buộc 

(MRCQ) thỏa mãn tại .x  Thì tồn tại 

( ) ( ), int m T

+ +     thỏa mãn ( ) RD, ,x C     và 

( ) ( ), , .f x f x=  
 
Nếu ( ), Tf g  là lồi tổng quát 

trên   tại bất kỳ z  thì ( ), ,x    là một nghiệm 

chính thường của bài toán (RD). 

Chứng minh. Theo Định lý 3.1, tồn tại 

( ) ( ) ( )

1: ,..., int , , , :m T

m t t t t T
v V t T+ +

 =       =    

thỏa mãn 
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( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

1

0

, ; , , 0.

m
kk

k k

k k k

t x t t t t t

t T

p x
p x q x

q x q x

g x v N x g x v

=



 
  −  

  

+   +   =




 

Chú ý rằng ( ), 0, .t t tg x v t T =    Suy ra 

( ), 0.t t t

t T

g x v


 =  Do đó, ta có ( ) RD, ,x C   và  

( ) ( ), , .f x f x=    

Bởi tính lồi tổng quát của ( ), Tf g  trên   tại bất 

kỳ ,z  thì từ Định lý 4.1 ta suy 

( ) ( )

( ) ( ) RD

, ,

, , , 1,..., , , , .

k k

k

f x f x

f z k m z C

  =

   =    
 

Do đó, tồn tại ( )1: ,..., int m

m + =   −   thỏa mãn 

( ) ( ), , , , , , .f z f z        

Điều này có nghĩa là ( ), ,z    là một nghiệm 

chính thường của bài toán (RD).                                      

Định lý 4.3. (Đối ngẫu ngược) Giả sử 

( ) RD, , .x C    Nếu x C  và ( ), Tf g  là lồi tổng 

quát trên   tại ,x  thì x  là một nghiệm chính 

thường của bài toán (RP). 

Chứng minh. Vì ( ) RD, ,x C    nên tồn tại 

( ) ( ) ( )

1: ,..., int , , , :m T

m t t tv V t T+ + =       =  

thỏa mãn 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

1

,
( )

; , (4.4)

m
kk

k k t x t t

k t Tk k

p x
p x q x g x v

q x q x

N x

= 

  
−  −  +        

 

 

( ), 0. (4.5)t t t

t T

g x v


   

Chú ý rằng với ,x C  ta có ( ), 0, .t tg x v t T    

Suy ra ( ), 0.t t t

t T

g x v


   
Kết hợp điều này với 

(4.5), ta suy ra ( ), 0.t t t

t T

g x v


 =  Suy ra 

( ), 0, .t t tg x v t T =    

Vì x  thỏa mãn (4.4) nên tồn tại  

( )

( ) ( )

( )

1: ,..., int , , , ,

, , 1,..., ,

m T

m t t t

k k k k

v V t T

u p x v q x k m

+ + =       

  =
và 

( ), ,t x t tx g x v t T   thỏa mãn 

( )

( )
( )

1

; . (4.6)
( )

m
kk

k k t t

k t Tk k

p x
u v x N x

q x q x= 

  
− − +         
 

 

 

Từ (4.6) và định nghĩa của nón đối cực, tính lồi 

tổng quát của ( ), Tf g  trên   tại ,x  suy ra với mỗi 

,x  tồn tại ( );w N x   thỏa mãn 

( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

1

1

1

0 , ,
( )

,

( )

, ,

( )

, , .

m
kk

k k

k k k

t t

t T

m
kk

k k k k

k k k

t t t t t

t T

m
kk

k k

k k k

t t t t t

t T

p x
u w v w

q x q x

x w

p x
p x p x q x q x

q x q x

g x v g x v

p x
p x q x

q x q x

g x v g x v

=



=



=



 
 − 

  

+ 

 
 − − − 

  

+  −  

 
 − 

  

+  −  













Do đó, ta có 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

1 ( )

, , 0.

m
kk

k k

k k k

t t t t t

t T

p x
p x q x

q x q x

g x v g x v

=



 
− 

  

+  −   




 

Chú ý ( ), 0t t tg x v =
 

và ( ), 0, .t t tg x v t T     

Suy ra  

( )
( )
( )

( )
1

0.
( )

m
kk

k k

k k k

p x
p x q x

q x q x=

 
−  

 
  

Do đó 

( )
( )

( )
( )1 1

.
m m

k k

k k

k kk k

p x p x

q x q x= =

     

Vậy x  là một nghiệm chính thường của bài toán 

(RP).                                            

5. KẾT LUẬN 

Tóm lại, điều kiện cần và đủ tối ưu cho bài toán 

tối ưu nửa vô hạn với hàm mục tiêu có dạng phân số 

và các ràng buộc ở dạng không chắc chắn được 

nghiên cứu sử dụng dưới vi phân Mordukhovich cho 

lớp hàm Lipschitz địa phương. Bên cạnh đó, bài toán 
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đối ngẫu được xét dưới dạng Mond-Weir và thu 

được các định lý về đối ngẫu yếu, đối ngẫu mạnh và 

đối ngẫu ngược sử dụng dưới vi phân 

Mordukhovich. 
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