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Abstract Separation of a rigid thin inclusion heated up to the set temperature is investigated 
in conditions of a plane problem thermoelasticity. Development of localized zones of 
prefracture (the weakened contact) precedes inclusions separation in a vicinities of its ends. 
They can correspond to regions of damages, plastic deformation, partial break of connection 
and another precedes. The analytical solution of the problem is obtained and its numerical 
analysis is made.  

 
Вступ. Конструювання композиційних матеріалів з високою питомою міцністю та 

в’язкістю руйнування досягається армуванням матриці високоміцними та жорсткими 
включеннями у вигляді волокон чи стрічок. Для теоретичного з’ясування руйнування 
таких композитів під статичним чи квазістатично змінюваним навантаженням 
необхідний поглиблений аналіз полів напружень та деформацій біля включень. На цей 
час їх розподіли докладно вивчено [1-3] за статичного навантаження. Виявлено, що 
внаслідок підвищеної неоднорідності напруженого стану біля включень [3,4] слід 
очікувати більших пластичних деформацій порівняно з тріщинами чи іншими 
порожнистими гострокінцевими отворами. Дослідні дані свідчать, що пластичне 
течіння починається біля кутів на торцях включення і зі збільшенням навантаження 
поширюється уздовж поверхні поділу до його центральної частини (див., напр., [5,6]). 
Це підтверджують також оптичні [7] та мікролазерні [8] дослідження полів напружень 
біля армувальних елементів. Методами скінченних елементів та локальних варіацій 
виявлено [9], що пластична зона біля тонкого включення повинна бути зміщена в бік 
його центральної частини.  

Отримано також аналітичні розв’язки плоских задач для лінійного включення з 
зонами передруйнування, що змодельовані локалізованими тонкими прошарками 
пластично деформованого матеріалу (поверхнями зсуву) за статичного [10-14] та 
циклічного [15] навантажень. Однак аналіз особливостей втомного руйнування поблизу 
тонких включень практично відсутній, що робить актуальними дослідження кінетики їх 
відшарування. В розвиток підходу [14,15] у цій праці відповідна модельна схема 
застосована до аналізу процесу відшарування включення за температурного і силового 
навантажень. Сформульовано постановку та вперше отримано аналітичний розв’язок 
термопружної задачі про відшарування жорсткого тонкого включення в матриці за 
циклічного навантаження. 

1. Постановка задачі. За умов плоскої задачі теорії термопружності розглядаємо 
тіло, що містить абсолютно жорстке тонке включення завдовжки 2a , нагріте до заданої 
температури T  (рис. 1а). Тепловий контакт між включенням та тілом ідеальний, а їх 
температура у хвилі консолідації однакова 0T T= . Осі декартової системи координат 
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xOy збігаються з осями геометричної симетрії. Така композиція розтягується на 
нескінченності циклічними зусиллями паралельно лінії включення. Вважаємо, що 
частота зміни навантажень невелика, тож інерційні та теплотворні ефекти неістотні. 

 

  

Рис. 1. Схема відшарування включення 

 

Аналіз плоского напруженого стану композиції свідчить, що максимальні дотичні 
напруження maxτ  виникають в околах кінців включення на межі його контакту з тілом. 

Вважатимемо, що саме тут відбудеться ковзне відшарування (втрата зв’язку) 
включення від пластини, яке просуватиметься уздовж межі поділу від кожного краю до 
центральної частини. При цьому відшаруванню включення передує розвиток зон 
передруйнування (ослабленого контакту), яким можуть відповідати області 
накопичення пошкоджень, пластичного деформування (проковзування), часткового 
розриву зв’язків та інше. Довжину включення без відшарованих на кінцях частин 
позначаємо через 2 wra  і називаємо робочою довжиною включення (рис. 1б). За певної 

комбінації значень величини та кількості циклів навантаження включення 
відшаровується від матриці за механізмом поперечного зсуву.  

Припустимо також, що енергія відшарування одиниці довжини включення відома 
і побудуємо аналітичні залежності для зміни робочої довжини включення 

( ), , ,wr wr sa a q n τ κ∗=  від кількості циклів, амплітуди силового та температурного 

навантажень, міцнісних та пружних характеристик системи.  
 
2. Крайові умови та розв’язування задачі. Спочатку розглянемо відповідну 

крайову задачу термопружності за неперервного навантаження, яку сформулюємо так. 
На ділянці wrx c<  зберігається ідеальний контакт включення з тілом і тому поздовжні 

переміщення на ній дорівнюють 
( ) ( ) ( )00   LxxTTxu p ∈α−= ,                                                                                  (1) 

де pα  – температурний коефіцієнт лінійного видовження матеріалу включення. 

Ділянки wr wrc x a< <  (рис. 1) відповідають зонам передруйнування, на берегах 

яких діють дотичні напруження  

( )1sign( )xy s x x Lσ τ ∗= ∈ .                                                                                           (2) 

Величину sτ ∗  можна трактувати як теоретичну або як технічну зсувну міцність межі 

поділу, чи, за пластичного деформування, – як зсувний поріг пластичності (довільної із 
складових композиту чи контактного прошарку); ijσ  – компоненти тензора напружень; 

( )sign x = {1 для 0x > ; -1 для 0x < ; 0 для 0x = }.  

Для розв’язування задачі використаємо відомі [1,16] подання для напружень і 
деформацій:  
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0

4Re ,  ( ) ( ),

2 ( ) ,

xx yy yy xyz i z z z z z

G u iv z z z z z z

σ σ σ σ

κ β

′+ = Φ − = Φ + Ω + − Φ

′ ′ ′+ = Φ − Ω − − Φ + Ψ
                                 (3) 

де 0 04Gβ α= , ( ) ( )3 1κ ν ν= − +  для плоского напруженого стану; ( )0 04 1Gβ ν α= + , 

3 4κ ν= −  в умовах плоскої деформації; 0α , G , ν  – температурний коефіцієнт 

лінійного розширення, модуль зсуву та коефіцієнт Пуассона матеріалу матриці. 
Зазначимо, що при плоскому напруженому стані вільні поверхні півплощини 
вважаються теплоізольованими.  

Невідома функція ( )0 zΨ визначається співвідношенням [16] ( )0 0,5z TΨ = . 

Функцію напружень ( )zΦ  знайдемо після підстановки формул (3) у крайові умови (1)–

(2). З урахуванням умов на нескінченності загальним розв’язком крайової задачі теорії 
пружності буде функція 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 1 1

2 2 2 2
0 0 0 0

1 1
ln , , , , , ,

2 4 1

2 Re , .

T s
wr wr

T
p wr wr wr wr

z q f z z a c z a c z z

f x G T T x z a z c z a c

τκ ζ ζ
κ π κ

α β ζ

Φ Γ Γ

Ψ

∗
− +

+ ±

−   = + − =   + 

= − − = − ± −

  (4) 

Тут уже враховано умову обмеженості напружень у вершинах зон передруйнування 
( z c= ± ), яка дає можливість пов’язати довжину зон з характеристиками композиції та 
навантаженням: 

( )
( )

0ln
1

8
4

2

1 22

00 =
−+

+κπ
κτ

−β+−α−+κ ∗

wr

wrwrwrs
p c

caa
TTTGq .                              (5) 

Формули (3)–(5) цілком описують залежність поля напружень та деформацій у тілі з 
включенням від заданого навантаження і дають можливість дослідити умови його 
відшарування. 

Нехай τγ ∗  – енергія, необхідна для відшарування включення на одиницю довжини 

і яку вважаємо відомою характеристикою композиції. Для зменшення робочої довжини 
включення на деяку малу величину wra∆  необхідно виконати роботу  

( ) ( ) ( )2 , , , .
wr wr

wr wr

a d a

wr xy wr wr wr wr wr
a a

a x u x a a u x a dx d a cτγ σ
− −∆

∗

−∆

 ∆ = − ∆ − = − ∫ , 

За схемою [15,17] подамо функцію ( ), wr wru x a a− ∆  у вигляді ряду Тейлора за 

степенями wra∆ , знехтуємо доданками порядку ( )2
wra∆  та спрямуємо wra∆  до нуля, 

вважаючи, що параметр wra  залежить від навантаження. Тоді після перетворень 

отримаємо, що 

( ) ( )2 , ,
wr

wr

a

s wr wr wr
wr a d

d
u x a dx u a a

daτγ τ∗ ∗

−

 
 = −
 
 

∫ ,  

де згідно з формулами (3), (4)  

( ) ( )
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( ){ ( )},,,,,ln
1
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( ) ( ) ( )2 , , lnx a c x xη η− + Γ =
 

,  ( ) 2 2 2 2
wr wr wrx a c x cη± = − ± − .  

Переміщення точок тіла біля вершини робочої частини включення дорівнюють 

( ) ( ) ( ) ( )0
          

2
, lim , ln

1
wr
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Зазначимо, що за умови 04 pGα β=  (чи при плоскому напруженому стані 

0pα α= ) температура нагрівання включення не впливає на розмір зон 

передруйнування. Але переміщення точок матеріалу тіла є залежними від температури 
нагрівання. 

З урахуванням поданих виразів дисипація енергії відшарування включення 
дорівнює 

( )[ ]{
( )
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Введемо безрозмірну робочу довжину включення wrλ  і подамо (7) у вигляді: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ){ }

2
2

2

2

2 2

, , , ,
1

th th ch
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H H H S H

τ
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∗
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−

−

= =
+

 + −
 =

 + − + 

                   (8) 

Диференціальне рівняння (8) використаємо для розв’язання задачі про 
відшарування включення за циклічного навантаження, нехтуючи впливом залишкових 
напружень. Приймаємо, що відшарування включення відбувається під час кожного 
періоду навантаження, а під час розвантаження його робоча довжина не змінюється. 
Співвідношення (8) описує відшарування включення за час одного циклу. Тому, 
інтегруючи його від мінімального minH  до максимального maxH  навантаження та 

вважаючи параметр wrλ  сталим упродовж одного циклу, отримуємо зменшення 

робочої довжини включення протягом одного циклу на 

( ) ( )pwrpwrwrwr SHHFdHSHf ,,,,, maxmin22
2

max

min

λ≡λλ=δλ ∫
β

β

. 

Звідси швидкість відшаровування включення подається виразом 

( )pwr
wr SHHF

dn

d
,,, maxmin2 λ=λ

,                                                        (9) 

де n  – кількість циклів навантаження. Після поділу змінних у формулі (9) та 
інтегрування залежність між робочою довжиною включення та кількістю циклів 
матиме вигляд 

( )∫
λ

λ λ
λ=

n

pwr

wr

SHHF

d
n

0
,,, maxmin2

,                                        (10) 

де nλλ ,0  – значення параметрів робочої довжини включення до початку 

навантажування та після n  циклів. Зв’язок між значенням параметра wrλ  та робочою 

довжиною wra  включення задається формулою (8). Формула (10) подає шукану 

залежність між робочою довжиною включення та кількістю циклів навантаження.  
 

3. Числові результати. На рис. 2 подані результати розрахунків за формулою (10) 
робочої довжини включення у залежності від кількості циклів навантаження для 
чотирьох різних його робочих довжин wrλ  за відсутності температурних напружень: їх 

початкові значення зчитуємо на осі ординат за нульової кількості циклів (n=0). 
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Мінімальне та максимальне значення навантаження за цикл задаємо за допомогою 
параметра ( )∗τ= sqq 2~ , який для рис. 2а прийнято на рівні ( ) =τ= ∗

sqq 2~
minmin 0, 

( ) =τ= ∗
sqq 2~

maxmax 0,1; при цьому 2,2=κ , =minH 0,091, =maxH 0,183, == 0SSp 0. Для 

відображених на рис. 2б результатів – =min
~q 0,1, =max

~q 0,2 і, відповідно, =minH 0,183, 

=maxH 0,366. Зі збільшенням максимального навантаження за цикл швидкість 

відшарування включення також зростає, зокрема, на рис. 2б вона (в межах 
однопроцентного відхилення) на 94% більша, ніж на рис. 2а.  
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Рис. 2. Залежність робочої довжини включення від кількості циклів навантаження 

 
На рис. 3 подано такі ж залежності за нагрівання включення з робочою довжиною 

=λwr 0,25 за умов 0SSp =  і 00 =T , тобто коли за сталого розтягу на безмежності у 

такій же задачі температура включення не впливає на розмір зони передруйнування. 
Мінімальне та максимальне значення навантаження за цикл =min

~q 0, =max
~q 0,1; для 

лінії 1 параметр =pS 0; 2 – =pS 0,1; 3 – =pS 0,2. 

На рис. 4 подано швидкості відшарування включення у залежності від його 
робочої довжини за відсутності нагрівання для різних рівнів навантаження за цикл: для 
лінії 1 – =min

~q 0, =max
~q 0,1; для лінії 2 – =min

~q 0,1, =max
~q 0,2; інші параметри такі ж, як 

на рис. 2.  
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Рис. 3. Робоча довжина включення Рис. 4. Швидкість відшарування 

включення 
 
Швидкість відшарування істотно залежить як від початкової робочої довжини 

включення, так і максимального навантаження за цикл.  
 
Висновки. Запропоновано математичну модель явища відшарування тонкого 

жорсткого включення від основного матеріалу матриці. З її використанням 
сформульовано постановку та вперше отримано аналітичний розв’язок задачі процесу 
відшарування включення за циклічних силового та температурного навантажень. 
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Для заданого фіксованого навантаження за цикл та наперед відомій кількості 
циклів за допомогою формули (10) завжди можна підібрати довжину включення чи 
його характеристики таким чином, щоб відшарування не перевищувало заданого 
наперед значення (чи цілком не відбувалося).  
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