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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ НЕЛІНІЙНИХ 
ФІЛЬТРАЦІЙНИХ ПРОЦЕСІВ У ПРОСТОРОВИХ СЕРЕДОВИЩАХ 

З ВІЛЬНИМИ МЕЖАМИ 
 

Резюме. Метод числового розв’язання просторових модельних нелінійних крайових задач 

фільтрації на просторові квазіконформні відображення модифіковано для випадку, коли однією з ділянок 

границі області є невідома (вільна) поверхня. А саме, для випадку ґрунтової греблі за умови наявності 

проміжку типу «височування» та наявності води в нижньому б’єфі.  
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NONLINEAR FILTRATION PROCESSES MATHEMATICAL 
MODELING IN FREE BOUNDARY SPATIAL MEDIUMS 

 
The summary. A method for numerical solution of spatial model nonlinear boundary-value filtration 

problems on spatial quasiconformal mappings is modified for the case, when one of boundary section is 

unknown (free) surface, notably for the case of soil dam in condition of gap with sop existence and tail-water 

existence. 
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Постановка проблеми. Захист територій і населених пунктів від затоплення і 
підтоплення ґрунтовими водами в результаті їх різкого підйому, регулювання 
водозаборів і pниження рівня підземних вод є надзвичайно актуальними завданнями 
сьогодення. Справді, досить згадати лише шкоду, заподіяну катастрофічними 
повенями, що за останні десятиліття штурмом пройшли територією Українських 
Карпат. Відбулися змиви ґрунтів, руйнування загороджувальних дамб, гребель тощо. 
Важливе місце при моделюванні відповідних процесів у плоских областях, обмежених 
лініями течії та еквіпотенціальними лініями, та числовому розв’язуванні відповідних 
нелінійних крайових задач займає метод конформних і квазіконформних відображень 
(див., напр., [1, 2]). При моделюванні ж реальних фізичних фільтраційних процесів 
методів побудови плоских динамічних сіток потенціальних і квазіпотенціальних полів 
часто буває недостатньо, адже течію в природних просторових областях не завжди 
можна розглядати як рух уздовж заданих плоскопаралельних прошарків. Це, зокрема, 
стосується й математичного моделювання фільтраційних процесів у деяких видах 
гребель (зокрема, арочні греблі, греблі у водоймах з нерівним дном тощо). В таких 
умовах узагальнення на простір методів конформних та квазіконформних відображень 
є надзвичайно актуальним.  

Аналіз останніх досліджень і публікацій. У роботах [3–6] для побудови 
динамічних сіток потенціальних і квазіпотенціальних полів, розрахунку різного виду 
профілів з одночасним знаходженням інших характеристик (витрат, величин перетоків 
тощо) розроблено метод обернених крайових задач (конформних і квазіконформних 
відображень), де під терміном “обернення” розуміється, по-перше, перехід від 
конформного відображення фізичної області zG  на відповідну область комплексного 

потенціалу Gω  до більш вигідного оберненого відображення zG Gω → ; по-друге, те, що 
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задача на конформне відображення zG Gω→  ( zG Gω → ) є ще й оберненою задачею у 

традиційному розумінні (коли за додатковими відомостями про її розв’язок, знаходять 
ще й невідомі коефіцієнти, що входять у рівняння, граничні умови). Розроблену 
методику застосовано до розв’язування важливих та актуальних задач фільтрації в 
ґрунтових греблях, зокрема, у роботах [3, 4] за умов урахування зворотного впливу 
характеристик процесу на характеристики середовища, а в [5] розглядається випадок її 
поєднання разом з методом фіктивних областей для випадку наявності проміжку типу 
«височування».  

У роботі [7] на основі теорії побудови конформних сіток на просторових 
поверхнях та методики Голубєвої О. В. [8], а в роботі [9] з використанням теорії  
В. О. Толпаєва [10] розв’язано задачу моделювання ідеальної (квазіідеальної) течії у 
просторово викривленому пласті, обмеженому еквіпотенціальними поверхнями та 
поверхнями течії. А в [11] для розв’язання такого виду задач в областях складнішої 
геометричної конфігурації було розроблено метод, що дозволяє безпосередньо 
розв’язувати просторові задачі, без зведення їх до плоских. 

Метою роботи є модифікація методу числового розв’язання просторових 
модельних нелінійних крайових задач фільтрації на просторові квазіконформні 
відображення для випадку, коли однією з ділянок границі області є невідома (вільна) 
поверхня, а саме, для випадку ґрунтової греблі на непроникній основі за умови 
наявності проміжку типу «височування» та наявності води в нижньому б’єфі. 

Постановка задачі. Розглянемо процес фільтрації в ґрунтовій греблі на 

непроникній основі. Відповідну фізичну область фільтрації Gτ  ( ), ,x y zτ =  зображено 

на рис. 1, де { }* *
*= : z=F ( , )ABA B x yτ , { }* * *= : z=F ( , )SDD S x yτ , 

{ }*= : G ( , , ) 0ABCD x y zτ = , {* * * * = : A B C D τ  }*( , , ) 0G x y z = , * *
1 1C CC C ={ :τ  *= ,z h  

1 ,x x x∗≤ ≤  1 1 * *( ) ( )y f x y f x y= ≤ ≤ = , { }* *
*= : =H ( , )DAA D z x yτ , * * *

0 0BC CC C B  – вільна 

(невідома) поверхня (поверхня депресії); * *
0 1 1 0C C C C  – проміжок височування; * *ADD A  – 

непроникна основа греблі; ГH  та H , *h  – відповідно висота греблі та напори на ній; 
* * *

0 1 1 0C C CC C C  – фіктивна ділянка розглядуваної області фільтрації; * *( , )x y  – шукані 

координати точок *CC . 

 
Рисунок 1. Схема області фільтрації 
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Процес фільтрації рідини описуватимемо рівнянням руху grad  hυ κ= ⋅
r

 (закон 

Дарсі) та рівнянням нерозривності div 0υ =
r

 [1–5], де 

( ( , , ), ( , , ), ( , , ))x y zx y z x y z x y zυ υ υ υ=
r

 – швидкість фільтрації; ( ), ,x y zκ κ=  – обмежена 

неперервно-диференційована в області Gτ  функція, що характеризує провідність 

середовища; ( ), ,h h x y z=  – напір у точці ( ), ,x y z , * * * * * *
0 0 0 1 1 0BC CC C B BC C C C B

h h z= = ; 

*

*

1
h h

H h

−
ϕ = −

−
 – потенціал поля, такий, що * * 0

ABA B
ϕ = , * * *

1 1
1

C CDD C C
ϕ = , 

* * * *BCC B DAA D

d d

dn dn

ϕ ϕ
= =  

* * * *

0
ABCD A B C D

d d

dn dn

ϕ ϕ
= = ; n  – зовнішня нормаль до відповідної 

ділянки границі даної області. 
Задача на квазіконформне відображення 

( ) ( )( ( ) ( )), , , , , , , ,x y z x y z x y zω ω τ ϕ ψ χ= =  розглядуваної області Gτ  на відповідну 

область квазікомплексного потенцiалу { }0
0: 0 1, 0 ,0G Q Qω ω ϕ ψ χ= < < < < < <  

( ( , , )x y zψ ψ= , ( , , )x y zχ χ=  – функції течії просторово квазікомплексно спряжені до 

( ), ,x y zϕ ϕ= ) з невідомим параметром – повною питомою витратою 

( )0
0

( )

, , , , ,
S

Q Q Q x y z grad n dSκ ϕ ψ χ ϕ= = ⋅∫∫
r

 матиме вигляд [11] 

 
,

0;

grad grad grad

grad grad

κ ϕ ψ χ
ψ χ

= ×


⋅ =
 (1) 

 
*

1 1

0
0

0, 1, 0,

, 0, .

ABB A ADD ADCC C C D

BCC B ADCB A D C BQ Q

ϕ ϕ ψ

ψ χ χ

∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

 = = =


= = =

 (2) 

Зауважимо, що хоч параметри 0Q  та 0Q  є невідомими, та знаходження їх значень 

у процесі розв’язку є непринциповим, тому визначатимемо лише потік через довільний 

переріз течії Q , а його перерозподіл уздовж горизонтального 0Q  та вертикального 0Q  

одиничних прошарків здійснюватимемо умовно. 
Відповідну (1)–(2) обернену задачу [4, 11] на відшукування просторового 

квазіконформного відображення G Gω τ→  сформулюємо у такому вигляді:   

 

( )
( )
( )

2 2

2 2

2 2

, , ,

, , ,

; ; ;

x y z z y x y z z y x y z z y

y z x x z y z x x z y z x x z

z x y y x z x y y x z x y y x

ϕ ψ χ ψ χ ψ χ ϕ χ ϕ χ ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ χ ψ χ ψ χ ϕ χ ϕ χ ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ χ ψ χ ψ χ ϕ χ ϕ χ ϕ ψ ϕ ψ

κ κ κ

κ κ κ

κ κ κ

− −

− −

− −

 = − ⋅Χ = − ⋅Ψ = −


= − ⋅Χ = − ⋅Ψ = −


= − ⋅Χ = − ⋅Ψ = −

 (3) 

 

( )
( ) ( )

( ) ( ( ) ( ))

0
* 0

* 0
1

0
* 1 0

0
0 * *

0
*

*

z(0, , )=F ( (0, , ), (0, , )), 0 , 0 ,

z(1, , )=F ( (1, , ), (1, , )), 0 , 0 ,

1, , , , 0 ,

, , 1 ( ), 0 1, 0 ,

,0, ,0, , ,0, 0 1, 0 ,

( ( , ,0), (

x y Q Q

x y Q Q

z h Q Q Q

z Q h H h Q

z H x y Q

G x y

ψ χ ψ χ ψ χ ψ χ
ψ χ ψ χ ψ χ ψ χ

ψ χ ψ χ
ϕ χ ϕ ϕ χ

ϕ χ ϕ χ ϕ χ ϕ χ

ϕ ψ ϕ

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

= ≤ ≤ ≤ ≤

= + − ⋅ − ≤ ≤ ≤ ≤

= ≤ ≤ ≤ ≤

0

* 0 0 0
0

, ,0), ( , ,0)) 0 0 1, 0 ,

( ( , , ), ( , , ), ( , , )) 0 0 1, 0 .

z Q

G x Q y Q z Q Q

ψ ϕ ψ ϕ ψ
ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ

= ≤ ≤ ≤ ≤

= ≤ ≤ ≤ ≤

 (4) 
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Тоді відповідні рівняння другого порядку для знаходження функцій 

( ), ,x x ϕ ψ χ= , ( ), ,y y ϕ ψ χ= , ( ), ,z z ϕ ψ χ=  у дивергентній формі мають вигляд 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 2

1 2 2

1 2 2

0,

0,

0,

x x x

y y y

z z z

ϕ ψ χϕ ψ χ

ϕ ψ χϕ ψ χ

ϕ ψ χϕ ψ χ

κ κ κ

κ κ κ

κ κ κ

− − −

− − −

− − −

 + Χ + Ψ =



+ Χ + Ψ =

 + Χ + Ψ =


 (5) 

де ( ) ( ) ( )2 2 21( , , ) ,J y z z y z x x z x y y xϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψϕ ψ χ −Χ = Χ = − + − + −  ( , , )ϕ ψ χΨ = Ψ =  

1J −= ( ) ( ) ( )2 2 2
,y z z y z x x z x y y xχ ϕ χ ϕ χ ϕ χ ϕ χ ϕ χ ϕ− + − + −  

( , , )

( , , )

D x y z
J

D ϕ ψ χ
=  – якобіан 

переходу. 
Різницевий аналог. Різницевий аналог рівнянь (5), крайових умов (4), 

приграничних умов ортогональності та умов "квазіконформної подібності в малому" 
відповідних чотирикутників, у відповідній рівномірній сітковій області 

( ){ , ,  :i j kGγ
ω ϕ ψ χ=  * ,i iϕ ϕ ϕ= + ∆ ⋅  =0, ;i m  ,j jψ ψ= ∆ ⋅  =0,n;j  ,k kχ χ= ∆ ⋅  =0,l;k  

*
*( ) / mϕ ϕ ϕ∆ = − , 0 /Q nψ∆ = , 0 /Q lχ∆ = , ( )= /γ ϕ ψ χ∆ ∆ ⋅∆ , }, ,m n l ∈N  запишемо у 

вигляді [11] 

( ) ( ), , 1, , 1, ,1 2 1 1
, ,, , , , , , , ,

2 1

4
i j k i j k i j k

i j ki j k i j k i j k i j k

x x x
A B κκ γ κ − +− − −


= + ++ + 

  

( ) ( ) ( )
2 2

, ,, , , ,

, 1, , 1, , , 1 , , 1 1, , 1, ,2
, , , , , ,4 4 2

i j ki j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k

x x x x x x
A B

ϕκγ κ γ κ

κ− + − + + −+ + + − − −  

( ) ( )
22

, ,, , , ,
, 1, , 1, , 1, , 1,2 2

, , , ,2 2
i j ki j k i j k

i j k i j k i j k i j k

i j k i j k

C
x x x x

A A

ψγ κγ κ
+ − + −− − + − −  ( ) ( )1 1

1 2/ 1p p
D D ε+ + − <  

( )
, ,

4 1, , , 1, 1
, , 1

1
,

m n l

i j k i j k

i j k

D
mnl

ρ τ τ− − −
=

= ∑  

( ) ( ) ( )
2 2

, ,, , , ,

, 1, , 1, , , 1 , , 1 1, , 1, ,2
, , , , , ,4 4 2

i j ki j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k

y y y y y y
A B

ϕκγ κ γ κ

κ− + − + + −+ + + − − −   

( ) ( )
22

, ,, , , ,
, 1, , 1, , 1, , 1,2 2

, , , ,2 2
i j ki j k i j k

i j k i j k i j k i j k

i j k i j k

C
y y y y

A A

ψγ κγ κ
+ − + −− − + − −  

( ) ( )
22

, ,, , , ,
, , 1 , , 1 , , 1 , , 12 2

, , , ,

,
2 2

i j ki j k i j k

i j k i j k i j k i j k

i j k i j k

D
y y y y

B B

χγ κγ κ
+ − + −


− − + − 


 

( ) ( ), , 1, , 1, ,1 2 1 1
, ,, , , , , , , ,

2 1

4
i j k i j k i j k

i j ki j k i j k i j k i j k

z z z
A B κκ γ κ − +− − −


= + ++ + 

 

( ) ( ) ( )
2 2

, ,, , , ,

, 1, , 1, , , 1 , , 1 1, , 1, ,2
, , , , , ,4 4 2

i j ki j k i j k

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k

z z z z z z
A B

ϕκγ κ γ κ

κ− + − + + −+ + + + − − −  

( ) ( )
22

, ,, , , ,
, 1, , 1, , 1, , 1,2 2

, , , ,2 2
i j ki j k i j k

i j k i j k i j k i j k

i j k i j k

C
z z z z

A A

ψγ κγ κ
+ − + −− − + − −  
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 ( ) ( )
22

, ,, , , ,
, , 1 , , 1 , , 1 , , 12 2

, , , ,

,
2 2

i j ki j k i j k

i j k i j k i j k i j k

i j k i j k

D
z z z z

B B

χγ κγ κ
+ − + −


− − + − 


 (6) 

де 1, 1,i m= −  1, 1,j n= −  1, 1k l= − , 

( ){ 2

, , 1, , 1, , , 1, , 1, 1, , 1, , , 1, , 1,( )( ) ( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kA y y z z z z y y+ − + − + − + −= − − − − − +   

( )2

1, , 1, , , 1, , 1, 1, , 1, , , 1, , 1,( )( ) ( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z x x x x z z+ − + − + − + −+ − − − − − +  

( ) }2 2
1, , 1, , , 1, , 1, 1, , 1, , , 1, , 1, , ,( ) ( ) ( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y y y z z J −

+ − + − + − + −+ − − + − − ,  

({ )2

, , 1, , 1, , , , 1 , , 1 1, , 1, , , , 1 , , 1( ) ( ) ( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kB z z y y y y z z+ − + − + − + −= − − − − − +  

( )2

1, , 1, , , , 1 , , 1 1, , 1, , , , 1 , , 1( ) ( ) ( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z z z x x+ − + − + − + −+ − − − − − +  

( ) }2 2
1, , 1, , , , 1 , , 1 1, , 1, , , , 1 , , 1 , ,( ) ( ) ( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y x x x x y y J −

+ − + − + − + −+ − − − − − , 

(3
, , , , 1, , 1, , , 1, , 1, 1, , 1, ,( )( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kC J y y z z z z−

+ − + − + −= − − − − ⋅  

){ (, 1, , 1, , , 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y J y y y y+ − + + − + + − − −⋅ − − − + ⋅  

, 1, , 1, 1, , 1, , , 1, , , , 1,( ) ( )( 2 )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z y y z z z+ − + − + −⋅ − + − − + −  

, 1, , , , 1, 1, , 1, , , 1, , 1,( 2 )( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y y z z y y+ − + − + −− − + − − − ⋅

) (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, , 1, ,( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z z z y y+ + − + + − − − + −⋅ − − + − − ⋅  

) }, 1, , 1, 1, , 1, , , 1, , 1, , ,( ) ( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z z z y y Jψ+ − + − + −⋅ − − − − +  

(3
, , 1, , 1, , , 1, , 1, 1, , 1, ,( )( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kJ z z x x x x−

+ − + − + −+ − − − − ⋅  

){ (, 1, , 1, , , 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z J z z z z+ − + + − + + − − −⋅ − − − + ⋅  

, 1, , 1, 1, , 1, , , 1, , , , 1,( ) ( )( 2 )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z x x x+ − + − + −⋅ − + − − + −  

, 1, , , , 1, 1, , 1, , , 1, , 1,( 2 )( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z z x x z z+ − + − + −− − + − − − ⋅  

) (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, , 1, ,( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x x x z z+ + − + + − − − + −⋅ − − + − − ⋅  

) }, 1, , 1, 1, , 1, , , 1, , 1, , ,( ) ( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x x x z z Jψ+ − + − + −⋅ − − − − +  

(3
, , 1, , 1, , , 1, , 1, 1, , 1, ,( ) ( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kJ x x y y y y−

+ − + − + −+ − − − − ⋅  

){ (, 1, , 1, , , 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x J x x x x+ − + + − + + − − −⋅ − − − + ⋅  

, 1, , 1, 1, , 1, , , 1, , , , 1,( ) ( )( 2 )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y x x y y y+ − + − + −⋅ − + − − + −   

, 1, , , , 1, 1, , 1, , , 1, , 1,( 2 )( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x x y y x x+ − + − + −− − + − − − ⋅  

) (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, , 1, ,( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y y y x x+ + − + + − − − + −⋅ − − + − − ⋅  

) }, 1, , 1, 1, , 1, , , 1, , 1, , ,( ) ( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y y y x x Jψ+ − + − + −⋅ − − − − , 

(3
, , , , 1, , 1, , , , 1 , , 1 1, , 1, ,( )( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kD J z z y y y y−

+ − + − + −= − − − − ⋅  

){ (, , 1 , , 1 , , 1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z J z z z z+ − + + − + + − − −⋅ − − − + ⋅  
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, , 1 , , 1 1, , 1, , , , 1 , , , , 1( ) ( )( 2 )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y z z y y y+ − + − + −⋅ − + − − + −  

, , 1 , , , , 1 1, , 1, , , , 1 , , 1( 2 )( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z z y y z y+ − + − + −− − + − − − ⋅

) (1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1, ,( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y y y z z+ + − + + − − − + −⋅ − − + − − ⋅  

) }, , 1 , , 1 1, , 1, , , , 1 , , 1 , ,( ) ( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y y y z z Jχ+ − + − + −⋅ − − − − +  

(3
, , 1, , 1, , , , 1 , , 1 1, , 1, ,( )( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kJ x x z z z z−

+ − + − + −+ − − − −  

){ (, , 1 , , 1 , , 1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x J x x x x+ − + + − + + − − −⋅ − − − + ⋅  

, , 1 , , 1 1, , 1, , , , 1 , , , , 1( ) ( )( 2 )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z x x z z z+ − + − + −− + − − + −  

, , 1 , , , , 1 1, , 1, , , , 1 , , 1( 2 )( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x x z z x x+ − + − + −− − + − − − ⋅  

) (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, , 1, ,( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z z z x x+ + − + + − − − + −⋅ − − + − − ⋅  

) }, , 1 , , 1 1, , 1, , , , 1 , , 1 , ,( ) ( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z z z x x Jχ+ − + − + −⋅ − − − − +  

(3
, , 1, , 1, , , , 1 , , 1 1, , 1, ,( )( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kJ y y x x x x−

+ − + − + −− − − − ⋅  

){ (, , 1 , , 1 , , 1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y J y y y y+ − + + − + + − − −⋅ − − − + ⋅  

, , 1 , , 1 1, , 1, , , , 1 , , , , 1( ) ( )( 2 )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y x x x+ − + − + −⋅ − + − − + −  

, , 1 , , , , 1 1, , 1, , , , 1 , , 1( 2 )( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y y x x y y+ − + − + −− − + − − − ⋅  

)(1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1, ,( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x x x y y+ + − + + − − − + −⋅ − − + − ⋅  

) }, , 1 , , 1 1, , 1, , , , 1 , , 1 , ,( ) ( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x x x y y Jχ+ − + − + −⋅ − − − − , 

, , 1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1 1, , 1, ,( )( )( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kJ x x y y z z y y+ − + − + − + −= − − − + − ⋅  

, 1, , 1, , , 1 , , 1 1, , 1, , , 1, , 1,( )( ) ( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z x x z z x x+ − + − + − + −⋅ − − + − − ⋅  

, , 1 , , 1 1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1( ) ( )( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y z z y y x x+ − + − + − + −⋅ − − − − − −  

1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1( )( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y x x z z+ − + − + −− − − − −  

1, , 1, , , 1, , 1, , , 1 , , 1( )( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z y y+ − + − + −− − − − , 

, , 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, , 1, , 1,0.25( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kJ x x x x y yψ + + + − − + − − + −= − − + − ⋅  

, , 1 , , 1 1, , 1, , , 1, , , , 1,( ) ( )( 2 )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z x x y y y+ − + − + −⋅ − + − − + ⋅  

, , 1 , , 1 1, , 1, , , 1, , 1,( ) 0.25( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z x x y y+ − + − + −⋅ − + − − ⋅  

, 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , , 1 , , 1( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z z z x x+ + − + + − − − + −⋅ − − + + − ⋅  

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, , 1, , 1,( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y y y z z+ + + − − + − − + −⋅ − − + − +  

, , 1 , , 1 1, , 1, , , 1, , , , 1,( )( )( 2 )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z z+ − + − + −+ − − − + +  

, 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 1, , 1, ,0.25( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x x x y y+ + − + + − − − + −+ − − + − ⋅  

, 1, , 1, , 1, , 1, , , 1 , , 1( ) 0.25( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z x x y y+ − + − + −⋅ − + − − ⋅  

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, , 1, ,( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z z z z z+ + − + + − − − + −⋅ − − − + − ⋅  

, 1, , , , 1, , , 1 , , 1 , 1, , 1,( 2 )( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x x y y x x+ − + − + −⋅ − + − + − ⋅  
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, 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 1, , 1, ,( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y y y z z+ + + − − + − − + −⋅ − − + − −  

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, , 1, , 1,0.25( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z z z y y+ + + − − + − − + −− − − + − ⋅

, , 1 , , 1 1, , 1, , , 1, , , , 1,( ) ( )( 2 )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z y y y+ − + − + −⋅ − − − − + ⋅  

, , 1 , , 1 1, , 1, , , 1, , 1,( ) 0.25( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z y y+ − + − + −⋅ − − − − ⋅  

, 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, , 1,( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x x x x x+ + + − − + − − + −⋅ − − + − − ⋅  

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, , , 1 , , 1( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y y y z z+ + + − − + − − + −⋅ − − + − −  

1, , 1, , , 1, , , , 1, , , 1 , , 1( )( 2 )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y x x x z z+ − + − + −− − − + − −  

, 1, , 1, 1, , 1, , , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , ,0.25( )( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z z z+ − + − + + + − − +− − − − − + −  

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, , , 1 , , 1 , 1, , 1,0.25( )( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x x x y y z z+ + + − − + − − + − + −− − − + − − −  

1, , 1, , , 1, , , , 1, , , 1 , , 1( )( 2 )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z z y y+ − + − + −− − − + − −  

1, , 1, , , 1, , 1, , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 10.25( )( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z y y y y+ − + − + + − + + − − −− − − − − + , 

, , 1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1 , 1, , 1,0.25( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kJ x x x x y yχ + + + − − + − − + −= − − + − ⋅  

, , 1 , , 1 1, , 1, , , , 1 , , , , 1( ) ( )( 2 )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z x x z z z+ − + − + −⋅ − + − − + ⋅  

, 1, , 1, 1, , 1, , , , 1 , , 1( ) 0.25( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y x x z z+ − + − + −⋅ − + − − ⋅  

, 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , , 1 , , 1( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y y y x x+ + − + + − − − + −⋅ − − + + − ⋅  

1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1 , 1, , 1,( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y y y z z+ + + − − + − − + −⋅ − − + − +  

, 1, , 1, 1, , 1, , , , 1 , , , , 1( )( )( 2 )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z y y x x x+ − + − + −+ − − − + +  

, 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 1, , 1, ,0.25( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z z z y y+ + − + + − − − + −+ − − + − ⋅   

, , 1 , , 1 , 1, , 1, , , 1 , , 1( ) 0.25( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z x x y y+ − + − + −⋅ − + − − ⋅  

1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1, ,( ) ( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z z z z z+ + − + + − − − + −⋅ − − − + − ⋅  

, , 1 , , , , 1 , 1, , 1, 1, , 1, ,( 2 )( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y y x x z z+ − + − + −⋅ − + − + − ⋅  

, 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , , 1 , , 1( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x x x y y+ + + − − + − − + −⋅ − − + − −  

1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1 , 1, , 1,0.25( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z z z y y+ + + − − + − − + −− − − + − ⋅  

, , 1 , , 1 1, , 1, , , , 1 , , , , 1( ) ( )( 2 )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x z z x x x+ − + − + −⋅ − − − − + ⋅  

, 1, , 1, 1, , 1, , , , 1 , , 1( ) 0.25( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y z z x x+ − + − + −⋅ − − − − ⋅   

, 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, , 1,( ) 0.25( )i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y y y x x+ + + − − + − − + −⋅ − − + − − ⋅  

1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1 , , 1 , , 1( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y y y z z+ + + − − + − − + −⋅ − − + − −  

1, , 1, , , , 1 , , , , 1 , 1, , 1,( )( 2 )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j ky y z z z x x+ − + − + −− − − + − −  

, , 1 , , 1 1, , 1, , , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , ,0.25( )( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kz z y y x x x x+ − + − + + + − − +− − − − − + −  

1, , 1 1, , 1 1, , 1 1, , 1 , , 1 , , 1 , 1, , 1,0.25( )( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x x x y y z z+ + + − − + − − + − + −− − − + − − −  

1, , 1, , , , 1 , , , , 1 , 1, , 1,( )( 2 )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y y z z+ − + − + −− − − + − −  

1, , 1, , , , 1 , , 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 1 , 1, 10.25( )( )( )i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j k i j kx x y y z z z z+ − + − + + − + + − − −− − − − − + , 

1, , 1, , 1, , 1, , 1, , 1, ,

, , , , , , , ,2 2 2
i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k x i j k y i j k z i j k

x x y y z z
ϕκ κ κ κ+ − + − + −− − −

= + + , 
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, 1, , 1, , 1, , 1, , 1, , 1,

, , , , , , , ,2 2 2
i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k x i j k y i j k z i j k

x x y y z z
ψκ κ κ κ+ − + − + −− − −

= + + , 

, , 1 , , 1 , , 1 , , 1 , , 1 , , 1

, , , , , , , ,2 2 2
i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k x i j k y i j k z i j k

x x y y z z
χκ κ κ κ+ − + − + −− − −

= + + ; 

 ( )
( )

0, , * 0, , 0, ,

*
, , , , , , 0

, , * 0

, , * *

,0, * ,0,,0,

* , ,0 , ,0 , ,0

z =F ( , ), j=0,n, 0, ,

z =F ( , ), j=0,n , 0, ,

, j= , , 0, ,

1 ( ), i=0,m, 0, ,

, i=0,m, 0, ,

( , , ) 0 i=0,m, j=

j k j k j k

m j k m j k m j k

m j k

i n k i

i k i ki k

i j i j i j

x y k l

x y k l

z h n n k l

z h H h k l

z H x y k l

G x y z

ϕ

=

=

= =

= + − ⋅ − =

= =

=
*

, , , , , ,

0,n,

( , , ) 0 i=0,m, j=0,n;i j l i j l i j lG x y z =

 (7) 

* 0, , 0, , 0, , * 0, , 0, , 0, ,

1, , 0, , 1, , 0, , 1, , 0, ,

( , , ) ( , , ) 1
,x j k j k j k y j k j k j k

j k j k j k j k j k j k

F x y z F x y z

x x y y z z

′ ′ −
= =

− − −
 j=0,n, 0, ,k l=  

* *
, , , , , , , , , , , ,

, , 1, , , , 1, , , , 1, ,

( , , ) ( , , ) 1
,x m j k m j k m j k y m j k m j k m j k

m j k m j k m j k m j k m j k m j k

F x y z F x y z

x x y y z z− − −

′ ′ −
= =

− − −
 0j=0,n , 0, ,k l=  

 , , 1, , 0, j= , , 0, ,m j k m j kz z n n k l−= =  (8) 

* ,0, ,0, ,0,* ,0, ,0, ,0,

,1, ,0, ,1, ,0, ,1, ,0,

( , , )( , , ) 1
,y i k i k i kx i k i k i k

i k i k i k i k i k i k

H x y zH x y z

x x y y z z

′′ −
= =

− − −
 

, , , 1, 0, j= , , 0, ,i n k i n kz z n n k l−= =  

* , ,0 , ,0 , ,0 * , ,0 , ,0 , ,0 * , ,0 , ,0 , ,0

, ,1 , ,0 , ,1 , ,0 , ,1 , ,0

( , , ) ( , , ) ( , , )
,x i j i j i j y i j i j i j z i j i j i j

i j i j i j i j i j i j

H x y z H x y z H x y z

x x y y z z

′ ′ ′
= =

− − −
 

* * *
, , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , 1 , , , , 1 , , , , 1

( , , ) ( , , ) ( , , )
,x i j l i j l i j l y i j l i j l i j l z i j l i j l i j l

i j l i j l i j l i j l i j l i j l

H x y z H x y z H x y z

x x y y z z− − −

′ ′ ′
= =

− − −
 =0, , =0,n;i m j  

( )( ( ) ( )
1, 1, 1

1, , , , 1, 1, , 1, 1, , 1 , , 1
, , 0, ,

4
, , ,

m n l

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j ki j kmnl
γ ρ τ τ ρ τ τ ρ τ τ

κ

− − −

+ + + + + + +
=

= + +∑  

( )) ( ) ( )(1, 1, 1 , 1, 1 , 1, , , 1, 1, 1, ,, , ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kρ τ τ ρ τ τ ρ τ τ+ + + + + + + + ++ + +  

( ) ( )) ( )(1

, 1, 1 , , 1 1, 1, 1 1, , 1 , , 1 , ,, , ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kρ τ τ ρ τ τ ρ τ τ
−

+ + + + + + + + ++ + +  

 ( ) ( ) ( )) 1

1, , 1 1, , , 1, 1 , 1, 1, 1, 1 1, 1,, , ,i j k i j k i j k i j k i j k i j kρ τ τ ρ τ τ ρ τ τ
−

+ + + + + + + + + + ++ + + . (9) 

Тут, і надалі: 
% %( ) % % % %( 2 2

, , , , , ,, , , , , ,
, ( ) ( )i j k i j k i j ki j k i j k i j k

x x y yρ τ τ = − + − +
% % %

 
% %

2
, , , ,

( )i j k i j k
z z+ −

%

, 

( ), , , , , , , ,, ,i j k i j k i j k i j kx y zκ = . При цьому, значення невідомої витрати обчислюємо за 

формулою Q nlϕ γ= ∆ . 

Алгоритм числового розв’язання. Розв’язок різницевої задачі (6)–(9) побудуємо 

наступним чином (див., зокрема, [5,11]). Задаємо кількості m, n та l  вузлів розбиття 
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сіткової області Gω , параметр ε , що характеризує точність наближення розв’язку 

відповідної різницевої задачі. Задаємо початкові наближення ряду величин. А саме: 

початкові наближення координат граничних вузлів ( )(0) (0) (0)
,0, ,0, ,0,, ,i k i k i kx y z , ( )(0) (0) (0)

, , , , , ,, ,i n k i n k i n kx y z , 

( )(0) (0) (0)
, ,0 , ,0 , ,0, ,i j i j i jx y z , ( )(0) (0) (0)

, , , ,0 , ,0, ,i j l i j i jx y z , ( ) ( ) ( )( )0 0 0

0, , 0, , 0, ,, , ,j k j k j kx y z  ( ) ( ) ( )( )0 0 0

, , , , , ,, ,m j k m j k m j kx y z , 0, ,i m=  

0, ,j n=  0,k l=  (так, щоб виконувались рівності (7)) та початкові наближення 

координат внутрішніх вузлів ( ) ( )( )0 0 (0)
, , , , , ,, ,i j k i j k i j kx y z , 1, 1,i m= −  1, 1,j n= −  1, 1k l= − , 

наприклад, як середні пропорційні координат відповідних граничних вузлів. Задавання 

початкового наближення конформного інваріанта γ  проведемо за формулою (9), в якій 

використаємо щойно задані початкові значення координат внутрішніх вузлів, тобто 

( )(0) (0) (0) (0)
, , , , , ,, ,i j k i j k i j kx y zγ γ= . Далі проводимо уточнення: внутрішніх вузлів 

( )( 1) ( 1) ( 1)
, , , , , ,, ,k k k

i j k i j k i j kx y z+ + +  ( 0,1,k = K  – номер кроку ітерації) з допомогою ітераційного методу 

Зейделя [12] за формулами (6) (з метою прискорення швидкості збіжності всього 

процесу й економії машинного часу та на основі ідей методу блочної ітерації [13] 

використаємо лише перший ітераційний крок); величини γ  та витрати Q   за формулою 

(9); координат граничних вузлів, наприклад, шляхом розв’язання системи нелінійних 

рівнянь (7), (8). Далі перевіряємо виконання умов закінчення обчислювального 

процесу, наприклад, за формулами 
( ) ( )1p pγ γ ε+ − < , ( )( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

, , , , , , , , , , , ,

, ,

max , , ,p p p p p p

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k

x x y y z z
Gτ

ε
τ ∂

+ + +− − − <
∈

 

 ( ) ( )1 1

1 2/ 1p p
D D ε+ + − < , ( ) ( )1 1

1 3/ 1p p
D D ε+ + − < , ( ) ( )1 1

1 4/ 1p p
D D ε+ + − < ,  (10) 

де ( )
, ,

1 , , 1, 1, 1
, , 1

1
,

m n l

i j k i j k

i j k

D
mnl

ρ τ τ − − −
=

= ∑ , ( )
, ,

2 , , 1 1, 1,
, , 1

1
,

m n l

i j k i j k

i j k

D
mnl

ρ τ τ− − −
=

= ∑ , 

( )
, ,

3 , 1, 1, , 1
, , 1

1
,

m n l

i j k i j k

i j k

D
mnl

ρ τ τ− − −
=

= ∑ , ( )
, ,

4 1, , , 1, 1
, , 1

1
,

m n l

i j k i j k

i j k

D
mnl

ρ τ τ− − −
=

= ∑ .  

Якщо умови (10) не справджуються, то повертаємося до уточнення координат 

внутрішніх вузлів і т.д. У протилежному випадку обчислюємо нев’язку конформності 

отриманої сітки за формулою 1 Dε∗ = − . Її величина характеризує відхилення 

отриманих криволінійних чотирикутників від відповідних прямокутників (оскільки 

відношення довжин діагоналей у прямокутнику дорівнює одиниці, а існування прямих 

кутів забезпечується умовами ортогональності). 

У випадку, якщо не виконується, наприклад, лише одна із умов (10), то 

узгоджуємо співвідношення між точністю ε∗  та заданою кількістю кроків розбиття m, 

n, l  (в першу чергу, шляхом збільшення останніх). Якщо ж потрібно збільшити ступінь 

точності наближеного розв’язку (зменшити нев’язку ε∗ ), то збільшуємо параметри 

розбиття m n і l  та розв’язуємо різницеву задачу (6)–(9) заново. Оптимальність 

співвідношення між m і n досягається аналогічно до [5, 11] шляхом оптимізації аналогів 

функціоналів типу Рімана. 
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Висновки. Алгоритм числового розв’язання просторових модельних нелінійних 

крайових задач на просторові квазіконформні відображення [11] модифіковано для 

випадку, коли однією з ділянок границі області є невідома (вільна) поверхня. При 

цьому зауважимо, що у випадку відсутності проміжку типу “височування”, тобто коли 

поверхня * *
* *C C CC  є вільною, задача зводиться до просторового квазіконформного 

відображення криволінійного паралелепіпеда на прямокутний, що „звільняє” від 

необхідності добудови фіктивних ділянок області. У перспективі досліджень – 

узагальнення запропонованої методології на випадки наявності дренажу.  
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