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НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА В ПОТЕНЦИАЛАХ
ВИДА ДВОЙНОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ЯМЫ

Первый пример сосуществования режимов осцилляций Джозефсона и авто-
локализации обнаружен в контексте когерентной нелинейной динамики в по-
тенциале вида двойной прямоугольной ямы. Доказано одновременное суще-
ствование симметричных, антисимметричных и асимметричных решений ассо-
циированного с такой динамикой уравнения Гросса–Питаевского, что объясняет
указанную макроскопическую бистабильность. Эффект продемонстрирован и
подтвержден численным моделированием. Это обстоятельство позволяет пред-
ложить эксперименты с конденсатом Бозе–Эйнштейна в специально сконстру-
ированных оптических решетках, а также в слабосвязанных массивах оптиче-
ских волноводов.

Ключевые слова: массивы волноводов, конденсат Бозе–Эйнштейна.

1. ВВЕДЕНИЕ

К проблеме нелинейной динамики в потенциале вида двойной ямы впервые об-
ратился Иенсен [1], который рассмотрел пространственные осцилляции силы света
в двух спаренных нелинейных волноводах, динамика которых напоминает осцилля-
ции Джозефсона в пространственной области. Первоначально осцилляции Джозеф-
сона были открыты в сверхпроводящих контактах, где они возникали в результате
макроскопического квантового эффекта туннелирования, обусловленного глобаль-
ной фазовой когерентностью между электронами в различных слоях [2], [3]. Недавно
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были представлены данные о реализации бозонного контакта Джозефсона для кон-
денсата Бозе–Эйнштейна (КБЭ), помещенного в макроскопический потенциал вида
двойной гармонической ямы [4]. Отличие в поведении по сравнению с обычным
контактом Джозефсона заключается в том, что осцилляции дисбаланса атомной
населенности подавляются при высоких значениях дисбаланса и возникает режим
автолокализации [5], [6].

Нелинейная динамика бозонных контактов, описываемая уравнением Гросса–Пи-
таевского (ГП) [7], обычно представляется динамикой более простой системы, кото-
рая характеризуется двумя степенями свободы (дисбаланс населенности и разность
фаз), при этом нелинейные свойства волновой функции внутри отдельной ямы иг-
норируются. При таком подходе симметричные и антисимметричные стационарные
решения уравнения ГП используются в качестве базиса для построения глобальной
волновой функции [8], [9]. Это описание позволяет показать, что в случае больших
нелинейностей симметричные решения становятся нестабильными и вырождаются в
асимметричное стационарное (приближенное) решение уравнения ГП, соответству-
ющее новому режиму автолокализации [10], [11].

С другой стороны, рассматривая потенциал вида двойной прямоугольной (а не
гармонической) ямы, мы обнаружили, что в широком диапазоне нелинейностей со-
стояние системы может либо по большей части оставаться запертым внутри одной
из ям, либо периодически перескакивать из правой ямы в левую и обратно. Переход
из одного состояния в другое инициируется незначительным локальным изменением
потенциального барьера между ямами. Сосуществование режимов осцилляций и ав-
толокализации отвечает одновременному существованию осцилляций Джозефсона
и асимметричного решения уравнения ГП. Полученный нами результат отличается
от известных результатов, описывающих поведение бозонных контактов Джозеф-
сона, для которых наличие режима осцилляции и автолокализации определяется
однозначно параметрами системы.

Свойство, которое мы в конечном счете получили, – переход системы из одного
состояния в другое – должно иметь непосредственную экспериментальную реализа-
цию в массивах волноводов, которые образуют по-настоящему одномерные системы
и особенно удобны для наблюдения нелинейных эффектов [12]–[18], а также в спе-
циально сконструированных оптических решетках КБЭ [4]–[6], [9], [10], [19], [20], как
это обсуждается ниже.

2. ТОЧНЫЕ НЕЛИНЕЙНЫЕ РЕШЕНИЯ
В ДВОЙНОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ЯМЕ

Запишем уравнение ГП в виде

i
∂ψ

∂t
+
∂2ψ

∂x2
− V (x)ψ + |ψ|2ψ = 0, (1)

где потенциал V (x), представленный на рис. 1, имеет вид двойной прямоугольной
ямы, общая ширина которой равна 2L, высота промежуточного барьера равна V0, а
ширина барьера – 2l.
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Будем искать стационарное решение уравнения (1) в виде ψ(t, x) = Φ(x)e−iβt, где
Φ(x) – некоторая вещественнозначная функция. Тогда эта функция выражается
через эллиптические функции Якоби [21]:

−L < x < −l : Φ = B cn[γB(x+ L)−K(kB), kB ],

l < x < L : Φ = A cn[γA(x− L) + K(kA), kA],

−l < x < l : Φ = C dn[γC(x− x0), kC ],

(2)

где K – полный эллиптический интеграл первого рода, а параметры решения могут
быть выражены через амплитуды следующим образом:

γA =
√
A2 + β, γB =

√
B2 + β, γ2

C = V0 − β − C2

2
,

k2
A =

A2

2(A2 + β)
, k2

B =
B2

2(B2 + β)
, k2

C =
V0 − β − C2

V0 − β − C2/2
.

Отметим, что по построению выражения (2) удовлетворяют нулевым граничным
условиям в точках x = ±L.

а б

Рис. 1. График потенциала непрерывной модели (1) в виде двойной прямо-
угольной ямы: 2L – ширина ямы, V0 и 2l – высота и ширина барьера; кривые
суть графики решений различных типов, полученные для значения полной
мощности Pt = 1.44 (а). Форма асимметричного решения для различных
значений полной мощности (б).

Решения в таком случае задаются в зависимости от пяти параметров (A, B, C,
x0, β), четыре из которых определяются из условий непрерывности в точках x = ±l.
Поэтому сохраняющаяся полная закаченная мощность (параметр нелинейности)

Pt =
∫
|ψ|2 dx (3)

вполне определяет решения. Другой полезной сохраняющейся величиной является
полная энергия E, заданная формулой

E =
∫ (∣∣∣∣∂ψ∂x

∣∣∣∣2 + V (x)|ψ|2 − |ψ|4

2

)
dx. (4)
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Рис. 2. Зависимость амплитуд (максимальных значений A и B в выра-
жениях (2)) симметричных и асимметричных решений от полной мощности;
амплитуды нечетных и четных симметричных решений практически совпа-
дают (а). Относительная разность энергий симметричных (Φ+) и асиммет-
ричных (Φa) решений в зависимости от полной мощности (б).

В пределе слабой нелинейности (Pt мало) решения являются симметричными: чет-
ное решение Φ+(x), соответствующее A = B в (2), и нечетное решение Φ−(x), со-
ответствующее A = −B. Для более высоких мощностей, превышающих некоторое
пороговое значение, существует также асимметричное решение Φa(x), для которого
A ̸= ±B. Эти аналитические решения представлены на рис. 1.

При построении решений были зафиксированы следующие значения параметров
модели: ширина двойной прямоугольной ямы 2L = 7.5, ширина барьера 2l = 0.25,
его высота V0 = 20. Мы получили полный набор решений (2) и представили за-
висимость их амплитуд от полной мощности Pt (3) на рис. 2a. Ниже порогового
значения Pt ≈ 0.9 существуют только симметричные (нечетные и четные) решения
и их амплитуды практически совпадают. При пороговом значении возникает но-
вое решение, которое является асимметричным с амплитудами A и B в двух ямах;
эти амплитуды представлены соответственно верхней и нижней ветвями графика на
рис. 2а.

3. ПРИБЛИЖЕНИЕ ДВУХ МОД

Режим осцилляций Джозефсона обычно понимается в рамках приближения свя-
занных мод следующим образом. Используя симметричное и антисимметричное
решения, построим вариационный анзац и будем искать решение ψ(z, x) в виде

ψ(t, x) = ψ1(t)Φ1(x) + ψ2(t)Φ2(x),
√

2Φ1 = Φ+ + Φ−,
√

2Φ2 = Φ+ − Φ−.
(5)

Величины |ψ1(t)|2 и |ψ2(t)|2 интерпретируются как вероятности найти систему ло-
кализованной в левой или правой части двойного прямоугольного потенциала. По
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построению мы пренебрегаем перекрытием функций Φ1 и Φ2, поэтому последова-
тельное проецирование уравнения ГП (1) на Φ1 и Φ2 дает уравнения связанных
мод [1], [5]

i
∂ψ1

∂t
+D|ψ1|2ψ1 = rψ2,

i
∂ψ2

∂t
+D|ψ2|2ψ2 = rψ1

(6)

с константой связи r и параметром нелинейности D, которые определяются форму-
лами

r =
∫

[(∂xΦ1)(∂xΦ2) + V Φ1Φ2] dx
/∫

Φ2
1 dx, D =

∫
Φ4

1 dx
/∫

Φ2
1 dx.

Явное решение уравнений (6), выраженное через эллиптические функции Якоби,
было найдено в работе [1] и использовано в работе [6] при рассмотрении КБЭ. Это
приближение хорошо работает для системы в двойной гармонической яме [11] и
корректно описывает режим осцилляций в нашем случае. Действительно, когда
мощность первоначально закачивается в один канал, скажем |ψ1(0)| = 1, |ψ2(0)| = 0,
при D < 4r получаем

|ψ1|2 =
1
2

[
1 + cn

(
2rt,

D

4r

)]
, |ψ2|2 = 1− |ψ1|2. (7)

Поскольку величина |ψ1| достигает нулевого значения, последнее выражение опи-
сывает осцилляции интенсивности света между левым и правым каналами. Период
этих осцилляций равен T = 2K(D/(4r))/r, что было проверено в ходе различных
численных экспериментов при разной полной входной мощности. Итак, в то время
как режим автофокусировки допускает прямую интерпретацию на основе асиммет-
ричного решения, интерпретация режима осцилляций Джозефсона требует привле-
чения приближения связанных мод, которое, в свою очередь, не в состоянии объяс-
нить наблюдаемое сосуществование обоих режимов.

Такое сосуществование, однако, становится понятным в терминах энергии (4),
которая может быть оценена при заданной полной мощности Pt как для симмет-
ричного решения Φ+, так и для асимметричного решения Φa. Как показано на
рис. 2б, эти энергии E+ и Ea оказываются очень близкими вплоть до значения пол-
ной мощности Pt ≈ 2. Следовательно, разрешено переключение из одного режима
в другой при фиксированной мощности. В частности, в численных экспериментах,
результаты которых представлены на рис. 3, полная мощность и энергия одинаковы
до и после локального изменения высоты потенциального барьера.

Стоит отметить, что аналогичный анализ в случае двойной гармонической ямы
[10], [11] показывает, что энергия асимметричного решения (когда это решение су-
ществует) значительно меньше энергии симметричного решения. В такой ситуации
переход из состояния автофокусировки в режим осцилляций при сохранении без
изменений и энергии, и полной мощности оказывается невозможным.
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Рис. 3. Результаты численного моделирования для уравнения ГП (1).
Небольшое локальное изменение высоты потенциального барьера в момент
времени t = 150, представленное на вставке, приводит к переключению режи-
ма автолокализации на режим осцилляций Джозефсона. Полная закачанная
мощность равна Pt =

∑
j |ψj |2 = 1.44.

4. ПРИМЕНЕНИЯ ДЛЯ КБЭ
И СПАРЕННЫХ МАССИВОВ ВОЛНОВОДОВ

Цель этого раздела – предложить эксперименты с КБЭ, а также с массива-
ми волноводов, которые спроектированы таким образом, чтобы имитировать две
слабосвязанные цепочки с результирующей потенциальной ямой, изображенной на
рис. 4. Будет продемонстрирована возможность эффективного управления пере-
ходами между состояниями осцилляции и автолокализации в таких системах. Мы
покажем, что задача сводится к уравнению ГП [7] в двойной прямоугольной яме,
которое обнаруживает свойства, сильно отличающие его от рассмотренного ранее в
случае двойной гармонической ямы [4]–[6], [10], [11], [20].

Начнем рассмотрение со случая КБЭ в оптической решетке, для которого одно-
мерное уравнение ГП имеет следующий вид:

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψ +

2~2as

ma2
⊥
|ψ|2ψ, (8)

где m – атомная масса, as < 0 – длина рассеяния, отвечающая притяжению между
атомами, и a⊥ =

√
~/(mω⊥) – длина поперечных колебаний, которая неявно учи-

тывает реальную трехмерность системы [22], ω⊥ – частота поперечных колебаний
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Рис. 4. Схема предлагаемой экспериментальной установки. В контексте
КБЭ оптическая решетка дополняется двумя большими барьерами по обеим
сторонам и маленьким барьером посередине (сплошная кривая). Конденсат
первоначально помещается в основном в правую часть оптической решетки
(штриховая кривая представляет плотность частиц). На вставке представле-
на редукция задачи к задаче о движении частицы в двойной прямоугольной
яме. В контексте массивов волноводов сплошная кривая представляет (с про-
тивоположным знаком) изменение показателя преломления вдоль массива.

ловушки. Потенциал оптической решетки имеет вид

V (x) =

{
v cos2(kLx), |kLx| > π/2,

(v + V0) cos2(kLx), |kLx| < π/2,
(9)

где kL – волновое число лазерных пучков, создающих оптическую решетку, а V0 –
высота дополнительного энергетического барьера в пространстве, расположенного
посередине оптической решетки. Кроме того, чтобы описать большие ограничи-
вающие барьеры по обоим концам КБЭ, налагаются граничные условия Дирихле
ψ(±L) = 0. Эти граничные условия могут быть реализованы в эксперименте с
помощью дополнительной оптической решетки с большей амплитудой и большей
постоянной решетки, как показано на рис. 4.

Вводя безразмерные единицы измерения длины x̃ = 2kLx и времени t̃ = EBt/~,
где EB = 8ER = 4~2k2

L/m, ER – энергия отдачи [23], можно переписать уравнение (8)
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следующим образом:

i
∂Ψ
∂t̃

= −1
2
∂2Ψ
∂x̃2

+ Ṽ (x̃)Ψ + g|Ψ|2Ψ, (10)

где Ψ – нормированная волновая функция [24],
∫
|Ψ(x̃)|2 dx̃ = 1. Безразмерный

потенциал Ṽ по-прежнему задается выражением (9), в которое теперь входят без-
размерные глубины оптической решетки. Эти параметры, а также безразмерный
параметр нелинейности g имеют следующий вид:

ṽ =
v

EB
, Ṽ0 =

V0

EB
, g =

Nas

kLa2
⊥
. (11)

Мы провели численное моделирование [25] для уравнения (10) с 12 ямами (по
шесть с каждой стороны от барьера, как показано на рис. 4) и параметрами ṽ =
0.25 (в физических единицах это означает, что глубина оптической решетки равна
v = 2ER), Ṽ0 = 0.15 и фиксированным значением нелинейности g = −0.025 (при-
тягивающее взаимодействие, as < 0). Сходная динамика будет наблюдаться и при
отталкивающем взаимодействии между атомами. Наблюдаемая картина слабо за-
висит от выбранного размера системы, коль скоро решетка содержит хотя бы по
три ямы с каждой стороны от барьера.

Рис. 5а показывает, что приготовленное автолокализованное состояние конден-
сата остается таковым до тех пор, пока не произойдет кратковременное изменение
высоты барьера. После этого конденсат переходит в осциллирующий режим тун-
нелирования. В случае обратного процесса, начав с осциллирующего режима тун-
нелирования (рис. 5б), конденсат попадает в автолокализованное состояние снова
благодаря локальному во времени изменению энергетического барьера.

Отметим, что поскольку энергия барьера меняется адиабатически, полная энер-
гия конденсата остается неизменной, т.е. режимы автолокализации и осцилляций
имеют одинаковую энергию. Такое положение коренным образом отличается от того,
которое имеет место в случае двойной гармонической ямы [4]–[6], [10], [11], [20]. Де-
ло в том, что в последнем случае энергия асимметричного стационарного решения
меньше, чем энергия симметричного решения, и разность энергий резко возрастает
с ростом нелинейности. В такой ситуации энергия, необходимая для осуществления
перехода между двумя режимами, довольно велика. В нашем случае переход до-
стигается просто посредством локального изменения энергетического барьера. Мы
утверждаем, что это происходит потому, что наш случай сводится эффективно к
случаю двойной прямоугольной ямы (см. вставку на рис. 4 и процедуру редукции
ниже), для которого асимметричные и симметричные стационарные решения обла-
дают почти равными энергиями в широком диапазоне значений параметра нелиней-
ности.

Приступим теперь к редукции уравнения (10) к дискретному нелинейному урав-
нению Шредингера (ДНУШ). Это делается посредством приближения сильной свя-
зи [15], [26], [27], в котором волновая функция Ψ(x̃) представляется как

Ψ(x̃) =
∑

j

φjΦj(x̃), (12)
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а

б

Рис. 5. Численное моделирование уравнения (10): переход из состояния
автолокализации в режим макроскопического туннелирования (а), обратный
процесс (б). На вставках показано изменение энергетического барьера, необ-
ходимое для реализации переключения между различными режимами. Вре-
мя измеряется в единицах 104~/EB.
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где Φj(x̃) – нормированная изолированная волновая функция полностью линейной
(g = 0) оптической решетки, которая может быть выражена через функции Ваннье
(см., например, [28]). Для простоты используем здесь приближение этой функции
для гармонической ловушки с центрами в точках rj = jπ(|j|+ 1/2)/|j| (|j| меняется
от 1 до n и нумерует ямы). В случае эволюционного уравнения (10) функция Φj(x̃)
имеет вид

Φj(x̃) =
( √

ṽ

π
√

2

)1/4

e−
√

ṽ(x̃−rj)
2/
√

8 (13)

при |j| ̸= 1, а чтобы получить приближенную формулу для волновой функции при
|j| = 1, следует заменить ṽ на ṽ + Ṽ0 в последнем выражении.

Предполагая далее, что перекрытие соседних волновых функций мало, получаем
из формулы (10) следующее ДНУШ для значений индексов |j| ≠ 1:

i~
∂φj

∂t̃
= −Q(φj+1 + φj−1) + U |φj |2φj , (14)

тогда как для |j| = 1 имеем

i~
∂φ±1

∂t̃
= −Qφ±2 −Q1φ∓1 + U1|φ±1|2φ±1, (15)

где предполагается выполнение нулевых граничных условий. Константы Q, Q1, U
и U1 легко вычисляются из следующих выражений (|j| ≠ 0):

Q = −
∫ [

∂Φj

∂x̃

∂Φj+1

∂x̃
+ ṽ cos2

x̃

2
ΦjΦj+1

]
dx̃,

Q1 = −
∫ [

∂Φ1

∂x̃

∂Φ−1

∂x̃
+ (ṽ + Ṽ0) cos2

x̃

2
Φ1Φ−1

]
dx̃,

U = g

∫
Φ4

j dx̃ ≃ U1 = g

∫
Φ4
±1 dx̃.

(16)

Чтобы охарактеризовать решения уравнений (14) и (15), будем следовать предло-
женной в работе [29] процедуре, в которой используется непрерывное приближение.
Предполагая, что φ1 = φ−1, приходим окончательно к уравнению

i~
Q

∂φ(j)
∂t̃

= −∂
2φ(j)
∂j2

+W (j)φ(j) +R|φ(j)|2φ(j), (17)

где теперь j – непрерывная переменная, W (j) – потенциал вида двойной прямоуголь-
ной ямы с высотой и шириной барьера соответственно w = 2(Q − Q1)/Q и l = 1,
функция φ(j) удовлетворяет нулевым граничным условиям φ(j)|j=±L = 0 (2L – ши-
рина двойной прямоугольной ямы) и параметр нелинейности равен R = U/Q < 0.
Полагая ψ ≡

√
|R|φ, снова переопределяя t ≡ Qt̃/~ и учитывая, что полная мощ-

ность Pt связана с параметром нелинейности R следующим образом: Pt = |R|, мы
видим, что уравнение (17) совпадает с уравнением (1), и, таким образом, весь про-
веденный выше анализ характерных особенностей для потенциала вида двойной
прямоугольной ямы прямо переносится на рассматриваемые решетки КБЭ.
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В случае систем волноводов ситуация даже проще. Действительно, массив рас-
положенных рядом волноводов, обменивающихся мощностью, моделируется ДНУШ
[30], [27], которое имеет вид

i
∂ψj

∂z
+
ω

c
(nj − n)ψj +Q(ψj+1 + ψj−1 − 2ψj) + |ψj |2ψj = 0, (18)

где z – продольное расстояние в направлении массива волноводов, положения от-
дельных волноводов нумеруются индексом j, −N 6 j 6 N , и комплексные поля ψj

являются результатом проецирования огибающей электрического поля на собствен-
ные моды отдельного волновода. Эти поля нормированы таким образом, что коэф-
фициент при нелинейном члене равен единице. Линейный показатель преломления
nj взят равным n для всех j ̸= 0 и n0 < n для j = 0. Константа связи между двумя
соседними волноводами равна Q, ω и c – частота и скорость света. Нулевые гранич-
ные условия ψN+1 = ψ−N−1 = 0 моделируют поле, быстро убывающее за пределами
волноводов. Рассматривая теперь величину 1/

√
Q как эффективный шаг решет-

ки, можно представить функции ψj(z) функцией ψ(x, z) непрерывной переменной
x = j/

√
Q. В результате модель ДНУШ (18) посредством переопределения z → t

превращается в модель (1) с изначально рассматриваемым потенциалом вида двой-
ной прямоугольной ямы.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Новое когерентное состояние обнаружено в системе с потенциалом вида двойной
прямоугольной ямы. Это когерентное состояние обладает свойством бистабильно-
сти: можно легко переходить из режима осцилляций в режим автолокализации и
обратно. Такое нетривиальное поведение может иметь интересные приложения в
различных слабо связанных протяженных системах, таких как системы КБЭ, мас-
сивы волноводов или контактов Джозефсона, что заслуживает дальнейшего иссле-
дования.

В области нелинейности, где асимметричное решение существует одновременно
с симметричным и антисимметричными стационарными решениями, мы иниции-
ровали переключение с одного режима на другой посредством изменения высоты
барьера. В реальном эксперименте такие переходы можно инициировать измене-
нием показателя преломления центрального волновода (в случае слабо связанных
массивов волноводов) или локальным изменением барьера оптического потенциала
(в случае КБЭ).
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