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ABSTRAK

Misalkan Sr merupakan jumlabh parsial ke n dari deret
i
Q1
Harmon ik E;# . Derngan meEnggunakan polinomial Bernowlli  dan
&

deret
o0
]

) L - . LM . .
g (#.,n) = 2 {i3=1) - {~13 (G ¥
a="+1

m

diperoleh representasi bulat tengah dari En, yvaitu :

_ L 1 i 1,.-2 7 1. -4
Sp = v v In (nb g v ogn ¢ o5) Feoin @
Il 1 ~& 127 1. -8
ooz " Y P T mymet tm T e T
) 1 1
Bay, (5 1 -2k =
——=—(n + =) + J: Bo, (%) @n, ., () dx.
+
Selanjutnya untuk sebarang A e R , misalkan Na

me%upakan bilangan buwlat positif terkecil sedemikian hingga

Sn = f. Pada pembahasan inl akan dicari salah satu  fungs:
A

Comtet dari '5r dan syarat cukup untuk menentukan nilail Ne
i

dengan menggurakan representasi bulat tengah dari Sn di atas.
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i
BAB 1
PENDAHULUAN
Misalkan suatu  fungsi bernilal positif  yang
o4
didefinisikan pada » > 0. Deret [ f(k) dikatakan divergen
k=1
r
dika untuk setiap A » 0O, ada N sedemikian hingga Y f(k) 2 A

k=1
untuk setiap n 2 My

Fermasalahan yang timbul adalah bagaimana menentukan

n. terkecil, yang dinotasikan dengan n

) a"

Untuk f(x) = . » Jika exp (A - ) =m + &, A dan m

v
\

e

bilangan bulat positif,0 =6 < 1, serta

n
y = lim( L f(k) - 1In n),
ns+m k=1
Comtet telah menemukan bahwa Ny = m atau Nnpg= m *+ 1.
Selanjutnya untuk + monoton turun, Boas telah

mendefinisikan suatu fungsi w, yang disebutnya sebagai fungsi

Comtet, vang bersifat Ny =M + 1, jika & » w(A) dan Ny = My

jika & £ w(A) dengan h invers dari g.

3.
i

g(x) =J f(t) dt, h(A - C,) =m + &,
1

serta

MILIK !
PERPUSTAKAAN
"UNIVERSITAS-AIRLANGGA” |
SURABAYA
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J

n
r=1im ( § f(k) - gln) )«
s k=1

Untuk A 2 2, A bilangan bulat, Wrench dan vyang
lainnya menyatakan bahwa w(A) = %—bermanfaat sebagai fungsi

Comtet dari Sn, walaupun untuk A = 2(1)1000 tidak benar.

Kemudian dengan rumus penjumlahan Euler—-Maclauwrin
untuk A bilangan bulat positif, Boas menemukan bahwa untuk
Sn’ ada w(A) berbentuk :

-1 1 -2 ..
m —mm +Cl(m ),

+
-t [
-‘.‘l

R =
R

serta untuk A 2 2 ada w(A) antara

=
=

g
1

m dan —1 1 T

m “wm .

R3]
+

sz ™

J
-
Ba) ==
+
ml
5=

Ly

Duane W. DeTemple dan Shun Hwa Wang menyatakan bahwa
dengan mengikuti pembuktian EBoas, pembatasan A& bilangan bulat
pada hasil yang diperoleh Boas adalah tidak perlu. Fernyataan
ini perlu diperbaikili sebab ada A € EE,SlD(l)] sedemikian

. -}
-i-m b, & m © tetapi n, 2 m + 1.

himgga & = a a5 a

J

I"-J!I.i-‘

"k

Kemudian Duane W. DeTemple dan Shun Hwa Wang dengan
representasi bulat tengah memperbaiki hasil vyang diperoleh

Boas, yaitu untuk A e R+, ada w(A) berbentuk

X <=7 37 L. =3
(ot ~ = gren F

-

+ O(m+d) ™7,

ha| -
-

5|
Bl

darmn untuk A =2 2 ada w(A) antara
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3
% + QL (m+%)"j— 5%6'(m %) =

dan

Dalam tulisan imi akan dibicarakan tentang
representasi bulat temgah dara Sn serta penerapannva dalam
menentukan nilai M dan fungsi Comtet dari Sn.

Dedanghkzn sistematika tulisan  ini  adalah sabagai
Deirikat g
Bab 1. Ferndahuluan
Dalam bab ini diberikan secara singkat tentarng masalah varg

akan diteliti dan memuat penjelasan tentang apa vang dibahas
dalam bab—babp lainnya.

Bab [I. Folinomial Berpoulli

Palam bab ini akan dibahas tentang pengertiarn polinomial
Bernouwlli heserta sifat-sifatnva vang akan digunakan dalam

mencari representasi bulat temgab dari Sn.

Bab III. Rumus Fenjumlaban Half Integer dari Sn

Dalam bab 1ini akan dibahas ‘tentang proses mendapatkan

representasi bulat tergah dari Sn'
Babh IV. Fenerapan Rumus Fenjumlabhan Half Integer dari Sn

Dalam bab ini akarn dibahas tentang penerapan representasi

bulat temgah dari Sr_ dalam menentukan syarat cukup untuk
3 .
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merertukan nilai n, . dan  dalam mencari . salah satu fungsi

Comtat dari Sr'
1

Bab V. Kesimpulan
Dalam bal imi akan diberikan kesimpular dari pembahasan

bab-bab sekelumnya.
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BAB II
POLINOMIAL BERNOULLI

Dalam bab ini akan dibicarakan tentang polinomial
Bernculli beserta heberapa sifat-sifatnya. Sifat polimomial
Berrmouwlli vang dibahas dalain bab—ini adalab sifat wvang akan
digunakan dalam pembabasan selanjutnya, Ehususnya di  dalam

9

interval [Q,éJ-

-

Folinomial Bernowlli

B =1, B (&) = u - i W Bo(x) = xT o~ w4+ L « aes
[w} 1 s s [
dapat didefinisikan dalam bermacam—macam cara , tetapli untuk

beperluan tulisan ini, polinomial Bermoulli dikarakteristik-

kan sebagai selesailan dari skema berulang

1
J B () dx = 0, N = la233y50an
- a] :

)

Untuk setiap n, Bn merupakan polinomial derajat n.
Sebab andaikan Hn tidak berderajat n, misalkan

m m-1 r
W)y = ¥ o+ A, I i ¥4+ ... + A ,dengan m & nNa
Bn{r) ﬁu 1 M= m* 9

Terdapat dua kemungkinan nilai m, yaitu m < n atau m > n.

Jika m » n, maka
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&
I _— (35
H(NJ(“)‘h m'ﬁu LM {m nJ'Hl L m=ri—- 1 . oA
_n oy - (m_n) l o (rﬁ“n'i"l) ' -~ - .r-lm__n.
Hal imi bertentangan denqgan Bin)(x) = n!BD(x) = n!.
1 - ] L .
Sedangken jika m < n, maka B:n'{x} = U, Hal 1ni Juga
i
fm)
bertentangan dengan En (x) = n'.
Jadi untuk setiap n, En merupakarn polinomial derajat n.
Selanjutnya selesaian dari 2.1 adalah tungagsl,

sepab andaikan ada lebih dari satu selesalan dari (2.1),
misalkan {Pn} dan {Qn} merupakan dua barlisan vang berbeda dan
merupakan selesaian dari (2.1} dengan Pg(x) = GD(M) = 1.

Karena dua harisan di atas berbeda, maka ada bilangan bulat

positif n sedemikiarn hingga Pr(u) P QH(H). Hal imi  berarti
1

ada d e {(0O,n] dan QD# 0O, ﬁl, . ﬁd € R sedemikian hingga :

Cewy - N g d-1
Fn(u) Qn(n) nm w4 Al b S I Ad.
Tetapi
i
_ - o1 P = L - b
= jb A dx o= oef, R 00 Q"' (x)y dx
- d‘(n —d)! Jh gl = O g0 dw = 0.

Hal ini bertentangan dengan AD # 0O,
Jadi selesaian dari (Z.1) adalah tunggal.
Selanjutnva Jjika Bn(x) selesaian dari (2.1), maka

(—l)nEn(1~H) bersifat :

1

1. Untuk n = 0, (-1)an(1—x) = (-1)7B_(1-x) = 1

2. Untuk n

H
[l
-}
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ol - M —— 1 = -— n.—l W
SO UE (L)) no(-1) B . (10

dan

1 r . n+l 1l
(=1 B {1-x) du = (-1 M wosm
L} n ) (-1) j; B (x) dx = 0.

. . n ‘ X . .
Dari gifat (-1) Bntl—x; di atas dapat disimpulkan

o T '
bahwa (—lJ'Bn{l"H) merupakan selesaian dari (2.1).
Oleh karena itu

r

B (%) = (-1 B - 2.4

S (=13 B _{1-x) (2.2)
Juga jika B_(x) selesaian dari (2.1),maka 2" lem (K 4m (12
nooe It =

bhersifat =

1. Untuk n = O,

?n—lr4 R, 1+x., _ q0-1, H I, _
o |_£n(2) Lﬁ(_—: )J s LED(:T) + BD(T)J = 1
2o oUmtak no= 1,2,5, ...
Fe—1 M 1+w . .7 . -1)-1 M 1+w, .,
(2" e (5 o+ B (AN = a2 e (B o+ v (A
dan
3
1 -1 H 1+ n, pc 1
2R (D)+B_ (== 3dx = 2 (TR Godx + E_(x)dx) = O.
N n 2 n 2 .o rn
) 9) 1
Z
. . -n=1 L L4 . .
Dari sifat =2 iEn(;J + Brthiq)j di atas dapat disimpulkan
e 1
- M +3 . .
babwma En 1{Bn(;) + Em(£3_)} merupakan selesaian dari (2.1).
Qlebh karena itu
=1 ® 1+wu, -
Bn(x) = 2 LBn(EJ + En( = ) ¥. {2.3)

Dari {(Z.2) diperoleh bahwa E“n+1(x) mempunyai si-

-

. yaitu R () = — E (1—x} dan B, (®}

metri gasal # = 2R+l 2n+1 ~n

B H
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8
menpunyai simebirli genap x = é . yaitu anfH) = Bnr(lhx).
i o g
Selanjutnya dari (2.1) diperoleh :
1 1
Bn(l) - un(u) = J: Hﬁ(m) dx = n I_ Bn_l(x} dy = 0
1 )
untuk n = 2,5, 4,... .
Dengan memilih « = O dalam {(Z2.2) dan (2.3 diper-
oleh 3
Bop (1) = By (03, Bopey (1) = Byt =0
(2.4
Lo ke N L
E‘n(f} = (.1. a )Bn(i_)), E‘:ﬁ-i-j_tf) = O,
Dari (2.4) diperocieh :
1 1 1 7
Bolz) = = 13« By(3) = 515
{2.3)
1, _ 1 1. _ 127
fo'z) = 7 1337 0 %3'%) T zmmo -

Selanijutnya akan diberikan sebuak lema vyang akan

digunakan dalam pembahasan bab berikutnya.

LEMA 2.1. :

| b+

Untuk setiap k =z i, ada x dengan ©O < x, < sedemikian

k k

N

hingga (—1)k32k(x) < O untuk 0 < x < x, dan (-1)"B_ (x) > O

k

1
<
untuk xl { % = ==
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n‘?
BUKTI :
lama ini akan dibuktikan dengan induksi.
Untuk k = 1.
S i . . .
Dari (2.1), Blix) = 2~ = 0 < x = 1, s=2hingga
EJ [ ER -t— [, Y & '1 “3 i
Pl A Luntak s = (2.8
Dari (2.1) BL(x) = EEl(m) seningga dengan (2.4) diperoleh :
B, turum pada O < u é (2.7}

Dari (Z.4), B,(0) dan Bq(é) berlainan tanda, sehingga dari

(Z2.7) dipernleh

ada Ry dengan O #y - %—sedemikian Mirngga
(Hl)lﬁq{x) <0 pada O £ w9 ®y
B (x) = O pada » = Hy (2.8}

(—1)1E7(x) » 0 pada xl{ oo éu 4

Misalkan untubk sebaranmg bilamngan bulat positif n,

ada % dengan O sedemikian hingga

n "R

s

R P

n L
(—-1) BEH{H) L0 untuk O £ o xn
{2.9)
n.. o . 1
- n)y & 0 SN A .
{—1) an( ) untuk n =
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa @
. .1 N .
ada Mt dengan O < Roe1™ 3 sedemikian hingga
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10
n+l
= ; # ) 0 ¢ O S ou
(=1) Bﬁtn+1)( )E0 untuk O <u<g .
} 2.10)
’ L i ot 08 = i
=11 B 2l e 6 oM nE =
{ LE(n+1)( JEO untuk pgey = ik
Terdapat dua kemungkinan nilai Ny, yaitu n bilangan genap dan
n Bilangan gasal.
Untuk n genap. Karena n genap, dari (2.9) diperoleh :
B, (x) < O untuk 0 £ x ¢ x
e m
2tk
EEH(H) 0 untuk R L. %.
Dari (2.1) Bén+1(m) = (2n+1)EEn(x), sehingga dengan (Z.11)
diperoleh :
BEn+1(N) turun, pada 0O < x < X
w 5 omo= s 5 i
an+1(") tetap, pada " {212)
. 1
u ik o4 x££ =
2n+1(") naik , pada q &= 5
. - - = = 5 : e 7]
Dari (2.4) an+l(u) 2n+1(“‘ 0, sehingga dengan (2.12)
dipsroleh :
B, .. (x) < O pada 0 < x S L 2.13)
2p+l Tt MR -
= : 5 ] " wyi= 23 H)a i 2" :.":
Dari (2.1) By .4y (x)= 2(n+1)B,_ . (x), sehingga dengan (2.13)

diperoleh :

T 1
M = Lon < = 2.
BE(n+1)( ) turun pada O b = (2.14)

1) berlainan tanda

Dari (2.4) q(n+1)(§

BE(n+1)(0) dan B

sehingga dengan (2.14) diperoleh :
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i i
ada — dengan © K4S E-Sedemlhlan hingga
r+1 . L P e o
(-1) B?(n+l)(ﬂ)um untuk O S« el
{2.15)
I e i
— M) ¢ IHE =
Rk BE(n+l)(")‘u untulk aey RS
Untuk n gasal. Karena n gasal, dari (2.9) diperoleh :
B (#®) O untuk O £ 0 4 o
£ n
1 2.16)
B, (#) O untuk % < x £ =
=N n =
Dari (2.1) Bén+1ix) = 2n+1)82n(x), sehingga dengan (2.16)
diperolsh :
an+1(x) naik , pada © < x X
82n+1(x) tetap, pada = = M 2:17F)
; 1
®) Eu . #_oo4 oH £ =
82n+1( ) turun, pada n M =
: o o : . :
Dari (2.4) 52n+1(“) = 52n+1(§0 = 0, sehingga dengan 2.41.7)
diperoleh :
an+l(x) 0 pada 0 < x = %. (2.18)
i (2 24 ()= 2 H i 2
Dari (2.1) HE(n+l)( ) (n+1)82n+1( )« sehingga dengan (2.18)
diperoleh :
By (qepy(¥) naik pada 0 < x < . (2.19)
; . 1
D 2 L0 = i
ari (2.4) BE(n+1J( ) dan BE(n+lJ(2) berlainan tanda ,

sehingga dengan (2.1%9) diperoleh @

ada
rn+1

LAPORAN PENELITIAN

dengan O

M -

x e
B+l

R =

Representasi Bulat Tengah ...
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(—1)ﬁ+15 {x)<0 tuk O Su<
2(n+1) H)L0 untuk © Sxd -

(2 o 200
1

(-1)"" e ()30 untuk »_, xS
2(r|+1)‘“) 4 WM CTLLE a"n+l'-.n_ :T..'

Folinomial Bernoulli beserta sifat—-sifatnya di atas
akan digunakan dalam mencari representasi bulat tengah dari

Sn’ yvang akan disajikan dalam bab berikut ini.

: v 1L I K |

PE ';-':’\.E,]:".‘;~‘-\f\3- ‘ .
»UNIVERSITAS AIRLANGGA
SUR ABA Y A
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1A

BAB III
REPRESENTASI BULAT TENGAH DARI S

Untuk mendapatkan representasi bulat tengab dari Sn

diperlukan sebuah deret yang didefinisikan sebagail berikut

)
. _ o, -m , LMo bl 311 — .
gmlH,n) = L, ©(3 = 3} - (=1 (i + o) ¥ u (Z.1)
J=n+l
- - N 1
dengan m Z 2, n Z O dan 0 = x = =

Deret gm(H,n) di atas memegang peranan penting dalam
mendapatkan representasi bulat tengah dari Sn' Sifat-sifat
deret gmixﬂn) yvang akan banyak digunakan untuk mendapatikan
representasi bulat tengah dari S diberikan dalam lema di

I

bawah ini.

LEMA 3.1. =

Deret vang didefinisikan pada (3.1) bersifat :
1. gm(x,n) konvergen uniform
2. gm(x,n) kontinu

3. gé(x,n) =mgqg +1(x,n)

m
4. gm(x,n) naik
o. g2m(0,n) = 0

1 3 1.~2m
br Gpplzm) = (0 + 3

LAPORAN PENELITIAN Representasi Bulat Tengah ... Mohammad Imam Utoyo



IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

BUKTI =

1. Karepa pada interval 0 £ » = =, herlaku

. —m . ~h o, =th . —m . .
I(J—R) = (i+u) | < {jeu + (3+) untuk setiap i 2 m+l
@ m m
- . I P . .o
dengan r ofti-n) + (i+x) ' kenvergen, maka dengan ujd
i=n+1

M-Weisrstrass dipesroleh

[0 2]
. —iT Lm, Tt
gm(x,n)= T 13 — ) = {=1y {3 + ) ¥

J=n+i
. . - 1
konvergen uniform pada interval O € x £ =,

: . - . —~1m moo “
2. Karema pada interval O = ux £ =, (J—s) ~ (=1} ()

S

kontinu untuk setiap jJ 2 nmn + 1 dan derst gm{H,n) Konvergen

: . . _ " 1
uniform, maka 9 #a.m) kontinue pada interval O £ w0 £ =.
1 =

-

Z. Dari (2.1) dan lema Z2.1. bagian 1, diperoleh :

. . 1
. = v - 4 7€ e € =
gm{ﬁ,n) (m+l)gm+l(n,n) pada interval O £ x = =-
4, Karena untuk setiap j 2 n + 1,
. - . - . =M . -m . .
(3 — ) m o (“l)m(J + k) o > (1 - #) — (3 + ) 0, mak a
gmix,n) » 0. Behingga dengan bagisn 3 lema 3.1. gm(ﬂ,n) naik
i
pada interval © £« = %.
® - - -
S. g. (O,n) = T (G- M= (=0T i+ey Ty = 0.
M .
J=n+l
4. Untuk sebaramg p * n + 1,
P - ~
.. 1. -2m 2m, . 1, 2w . 1, ~Zm 1. -2m
r f(i-z) - (-G Ty = (0 o+ ) - (p + = .
j=n+1 “ - -
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Sehingga
sz(%,n) = lim % (5 - %)“Em _ (—1)2m(j N i)mgm}
pao j=nt+l - 2

o>
Selanjutnva akan dicari representasi  bulat  tengah
dari 5 .
r

Dengan integrasi biaza dipesroleh :

1

lﬁ . -1 . -1 \ o] .1 - -
Lli—x) + o (F+n) ds = 1n (J+é) = ln (3—=), 3.2

0 < -

dan dengan satu kali integrasi parsial diperoleh :

. -1 . -1 1
L) + (J+w) Ydw = T

a fJI [ i

i
2 . -2 .. -2 o
Biin){(me) —~ {4+ T, (3.3)
O
Dari (3.2) dan (3.3) diperocleh :
1
R oL 1 2 . P 2 -2,
in (3+=) - 1n (i-z) = T By GO {(i=x) - {j+x) T3 du.
i A ‘:]
Sehingga
m m
1. .1 1
L flnm (J"'r_T) - 1n {_]"“;)3 = J?'_
i=n+1 - - j=n+i
1
= " . 2 . 2.
J— Efl(m) E f{i—x) - (J+x) TF du
Q j=n+1
atau
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1 1
In (m + Z) - In (n + ) =85 -5 -
wl L m I}
1
= I - e
= Hl( ) Tld—x) T={a+x) Tidu.
0 1=n+1
Gleh karena itu
o . o 1
S =5 - 1n {m + =) + In (n + =) -~
m HI3 i =
i
s fm P —_—
- Bl(x) T f(i—x) T—{i+xn} Tidu. (3.4}
Ly ’ Jr=pe i
. . - i . .
kKarena pada interval O € 2 < =, Bl(x) terbatas dan kontinu,
= ;
m — —
dan L {{3-x=} T—(i+x) T} konvergen uniform ke Tungsi
j=rn+l
kontinig  gQ.{x,n} (dari lema 3.1. bagian 1), maka
m - 3
El(x) T {i=xy T=(i+x) T} konvergen uniform ke fungsi kon-
j=n+l1
+ 1 B () o d int a1 € e .<1
inu 1(ﬂ)gz(h,n) pada interva 0D £y =< =
sehingga wntuk m =+ o, persamaan (3.4) menjadi :
1
. 1 2 .
8 =9 + 1n (n + =) - B, (%} g (s,n) du (2.5}
n 2 o 1 z
H rcr E 4 l 3,
dengan y = lim s - bm im + =375
m-+0 -

1
1 =
Lim {Sm - in (m + EJ} ada, karena J El(m) gL(x,n) du < a.
m->00 0 .

Selanjutnya dengan satu  kali i1ntegrasi parsial  pada suku

terakhir (2.5) diperoleh :
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1
J: Bo(x%) g (x.n) dx. (3.8)
o - =

Representasi bulat tengah dari Sr dibentuk melalui persamaan
I

5 = + Im (n + l) +
no L 24

(3.68). Untuk itu diperlukan lema di bawah ini.

LEMA 3.2.

Untuk setiap k =z 1,

: B (1)
]2 __ _2k+2'2 1,-2k-2
o T2k Bgpeag (Men) O = = —Zpam—in * 3 *

1
2 g (%) (%,n) d
o 2k+2 Hopax stz Gl

BUKTI :

Dengan menggunakan persamaan (2.1), (2.4), dan lema 3.1.

diperoleh :

1

3
ng(x) ggk+l(x,n) dx = BT J;:92k+1(H’n)d82k+l(H)

1 1
1 zZ 2 iy i
B ﬁE_:_T82k+l(")92k+1("’n)lﬂ o2k ¥ 194X 0) dX
1
1 [z
=0 = a7 | 9ok (*en)dBy 5 (x)

o
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1 1
. L . o 5 z = . ,
= TS T S ok U940 060 o i J;ﬁ2k+2‘“)gzk+3(“’”)d”
) 1, 1
Bopenls) 1 =2k-2 [T . o
= - et =) + J Bopan(n) go,, c0x,n) G |
o 2ke2 Do+

Dengan meEngQunakarr lema 3.1. danm lema ZF.2., Jika

persamaan (2.4} diintegralkan dengan integrasi parsial

sebanyak 2k-2 kali, maka akan diperpleh teorema di  bawah

ini.

TEOREMA ZI.3. =

Untuk setiap k =2 1,

_ 1 i i-2 7 1.-4 31 1.-6 _
Sn T ¥ * Intnts) v ozints) 566 "3 T gzos ("2
i
B_, (=)
127 1. -8 2k 2 1 -2k
o720 M) e 7k () *
1
2 B_ {x} (x,n) dx (3.7)
o 2K G2k+1' . =
Karena ruas kanan pada persamaan (3.7) di  atas memuat
variabel bulat tengah (n+%), pPErSamasan (5.7) disebut

representasi bulat tengah dari Sn'

Selanjutnya untuk menpentukan nilai ", dan fungsi
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J

Comtet dari bn diperlukan taksiran dari ‘sz(nlg2k+l(x,n)dx

Q)

dan taksiran nilai y. oleh karena 1itu di bawah ini akan

i
dicari taksiran dari |° Eqk(x)gqp+l(x,n) dx dan taksiran dari
B (:) < T
nilai .
Fertama akan dicari taksiran untuk

E—Tﬂw

sz(x) gEk+1(H’n) dx. Dari lema Z.1. diperocleh bahwa ada

xp dengan 0 < xp é, sedemikian hingga (—1)kﬂﬂp(x) < 0
pada interval O < u < ®y dan (*1)k3?k(x) » O pada interval
®, x4 %, sehingga dengan sifat g, ., (x,n) vyang naik pada
interval © < Xy, 4 % diperoleh @

k o ¢_q bk . )
(1) sz(“)92k+1(“’n) F (=1) sz(x)gzk+1(»k,nj
: - P
pada interval 0O < ® & &
Oleh karena itu

1 i

k{2 . w gl P . ” .
(—1) J;ézk(h)gzk+l(ﬂ,n)dm & {—=3) J;ézk(h)g2k+1(nk,n) dx

(‘1’k92k+1(“k’”)

1
o
1
Tl e, )l Bo () dn
92k+1 hk,n 5 a5 ok b H o

Sehingga dengan (2.1) diperoleh :
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1
Lk [E
=11 ITH i w I Haljds = O =
T nB'w?'*-‘-( Mgy Dtandd e (.8
1
sebaty Bo, (s) du = G,
N o T
Belaniutnya dari (3.8) dan lema Z.2. diperoleh :
1
o —1" EE £ {x,n)dx
SRATA o 2k gy PRI ax
. 1
Fopent3 0 L, -2k-2 + o
T tn + f) (Z.9)
Belanjutnya akan dicari taksiran dari nilai Y. Jika
pada persamaan {(2.7) diambil m = 10 dan Lk = Ze maka  akan
diperoleb
~ o 1 i, Lo-2 7 1.-4 Zi T
S1o T ¥ T Intlom + spliog) 760 12’ Tagor (102 ¢
1
L: Bé(H) 97(3,10) o {Z.10)
atau
e Ji, 11 -2 7 o1 -4 31 L1.=5
¥ T Sy T Inti0m) m 57105 T 4 ors(105) Seoa (1Y%
i
= 3
. Bﬁ(ﬂ) 97(n,1L) dx.
Sehingga dengan ketelitian 10 diperoleh :
1
¥y = 0.3T7215665 — J:.EB(H) g7(x,10) dx. 2211
0
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Jika pada persamaan (3.%) diambil k = % dan n = 10, maka akan
diperoleh
1
312
0o< (=17 3 oy 1O v
. .(1)J:E¢é()g7(_l)d
2 4
lE"fH)| 2 -
¢ —25-"(10)7° < 2.8 x 107 (3.12)

Dari (3.11) dan (Z.12) diperoleh :

Q.277215660 < y 4 0.877215663 + 2.8 10“11.

Oleh karena itu dengan mengambil ketelitian 10“9 diperoleh

y = D.GT77218665. 1513
. . - i ; " 5
Karena lim 1Sm = 1ln (m + 3)} = lim tSm = 1ln mj,
i >00 - m>00
dengan lim {Sm - my merupakan konstanta Euler, maka p juga

m->00

merupakan konstanta Euler.
Selanjutnya akan dibicarakan tentang penerapan

representasi bulat tengah dari Sn'
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BAB 1V
PENERAPAN REPRESENTASI BULAT TENGAH DARI S

Fertama akan dibahas tentang penerapan representasi
bulat tengah dari Sh dalam menentukan syarat cukup untuk

menentukan nilai N, yang merupakan bilangan bulat terkecil

+

sedemikian hingaga Sn Z A, dengan A € R . Selanjutnya
ﬁ .

exp(fA — ) dengan p konstanta Euler dapat dituliskan sebagai

hasil penjumlahan dari sebuah bilangan bulat positif m dan

sebuah bilangan & € [0,1).

Kemudian di bawah ini akan diberikan lema vyang

memberikan batas atas serta batas bawah dari nilai na.

LEMA 4.1. =

Diberikan sebarang bilangan positif A =2 2. Jika
exp (A — ) =m+ &,
dengan &  [0,1), m bilangan bulat positif dan » konstanta

Euler, maka m = P < m+l.

Karena El(m) < 0 dan g,(x,n) * O pada interval
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O Y ;, malk a
1
= Blix)gq(x,n) dux o O,
0 =
Sehingga dari (3.35) diperoleh :
R . i.
S, oy o+l (n + =i (4.1)
1 i
Jika padas (4.1) diambil m = m + 1, maka akan diperoleh :
_ ) 1
) 2 + + - = + + Y o= AL
me ¥ Im (m 12J > lﬁ (m &) &
Uleh karena 1tu
n, = m + 1 (4.2)

A

Untuk mendapatkan batas bawah dari My akan digunakan
persamaan {3.7) dengarm mengambil k = 1 , yaitu =
. 1 1 1,-2
ah = 3 + 1ln (n + f) + =T (rn + §) s
1
f: B,(x®) g,(x,.n) dx. (4.%)
o ° =
1
Dari (3.8) diperoleh |° B, (x)g,(x,n) dx ¢ 0. Sehingga dengan
(:) -
{4.%) diperoleh :
- - . 1 1 1,-2
S, % + 1ln {(n + E) + Ty {n + f) . {(4.4)
Jika pada (4.4) diambil n = m—-1, diperoleh :
- 1 1 i,.-2
=
= A ~- In (m*+8) + In (m—%&+ gi (m*i) -
1 1 -2
fEA-1Inm + 1In (m—§)+ =7 (m_ﬁ
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1 1. 1. -1, 1 1 1. -2
= A = 1n [(p-=)0l + =(m=x) ~ 5] + In (m-i.-) + omg (M=)
; _ T
= A - In {1 =+ % (m"%) 1} + “i im—=) .
Qleh karema itu, Jjika pertidaksamaan 1n (1 + x) > x - é -
urntuk x r O digunakan, diperoleh :
- . 1 1.-1 1 1,-1.2 1. -2
mey 0 A T m (memh Do Ay dmeg) it g (M)
= A - 2 (b7t o L a-hyTE oo oAl
2 2 & i
Sehingga'
> S
Ny, Z m- (4.5)
Dari (4.2) dan (4.5) diperoleh m < N £m + 1 atau dengan
Lata lain Ny =M atau Ny = in + 1. l

Lema di atas sama dengan yang telah dihasilkan oleh
Comtet, tetapi dengan pembuktian vang berbeda.
Setelah diketahui bahwa Ny, = m atau iy = M + 1,

selanjutnya akan diberikan sebuah teorema vang membicarakan

tentana svarat cukup untuk menentukan  apakah Ny = M atau

LAPORAN PENELITIAN Representasi Bulat Tengah ... Mohammad Imam Utoyo



IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

TEOREMA 4.2. =

Diberikan sebarang bilangan positif A =2 2. Jika

exp(A — ) = m + &,

dengan » konstanta Euler, m bilangan bulat positif dan

& e [0,1). Maka =

1

. 1 1 1
< — —_— — - — =
1. Jika & = 5 + ry {m + 2) 540 {m + 5 s Mmaka A m.
. 1 1 1.-1 () 1 -3
> —_— — —_— —_— juny =
2. Jika & = 5 + 24(m + 2) 96O(m + 2) s maka Na m + 1.
BUKTI =
L. Jika & = é + g% {m+%)"l - 5%3 (m+%ﬁ—& . maka
1 1 1, -2 7 1. -4
m 4+ & < (m :‘ I+ ﬁ4(m+,) - wé“(m+;) Y. 8Behingga
. 1 1 1.-2 7 —4
< ( — K o _ -
In (m+&) < 1In Lm+2) + I {1 + ﬁ4fm+é) Qan(m+ =) 3
atau
i 1 1, -2 7 1.-4
A - ¥y =2 1n (m+§) + 1In Ll+7‘f‘ |Ti+ ) - C?—g:(ff(m+§) ¥
Oleh karena itu dengan menggunakan pertidaksamaan
Im (1 + ) e % ¥ O, diperoleh
mny*1n(m+%)+§(m+é—.)—‘-q;&;(m+%)"q
atau
Ay o+ dn (mrd) ¢ o (DT - Lmey ™Y (4.6)
- 74 z 760 " F " .
Selanjutnya Jjika pada persamazs (3.7) diambil k = 2, maka

akan diperoleh :
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p
o 1 1 1 - 7o 1, -4
AR (LI TR AV z)
l .
“ B (s)geise,mi ol (4.7)
S 4 =
Dari (%.8) diperoleh i
1
fﬂq(xj (;]5(;~:,n) ds > 0.
0
Sehingga derngan (4.7 dipmrelel
o . . 1 i 1.-2 7
Sprrtdn ns o L L2 7 sn+ 270 (4
] = o < Fao

Belanjutnva jika Peda persamsan (4.8) diambil n = m, maksx

akan diperoleb

B, ¥+ 1n rm1~—:n+ ATj;(rn-i-%-} < ;;—;ﬁ(m + %)"4. (4.9)

Dari persamaan (4.6) dan (4.9) diperoleb

Sm R sehingga dengan lema 4.1, m. = m .

Oleh karemna ity umtuk 4 = 2

. 1 1 1 - 7 =3
Jika & < = + 5T {m + =) S oy (m + i) s maka n, o= g,

Jika & > Lo Leo . Lymil 6 (m +

1
- =7l 5 oo m =/ s Mmaka
W o1 1 - & 1, ~4,
m + & = {m+§) L + ﬁf m+ ) - Qé“(m+—_} T

Sehinggs

] 1 1 1 -2 & i,.-4
In{m+&)y = 1n(m+§d + In{l + §E(m+§d - qbﬁ(m+—) H

atau

i hammad Imam Utoyo
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. 1 . ¥ I & 1. -4
A -y F In(mez) + 10l + =Z(m+z) ~ Grglmts) 3.
Dleh karena 1tu dengan menggunakan pertidaksamaan
In (1 & ) & g = éﬂi, ¥ ¥ 0O, diperoleh :
-
A -y > 1In (m+%)+%(m+}7}) -
& i, -4 r . A 1, =0
geo M+t 3z ~slgplm*z)
& 1= 2 -
550 (m + 'E) } IS (4.10)
Sglanjutnya Jika pada persamaan (3.7) diambil k = I, maka
diperoleh :
8 m ok I (N + 5 + sdn + 2) % -
n ¥ TR Te
7 L,—% 31 1,6
560" * goed "tm) ¢
i
IT Bé(x)g7(n,n) d. (4.11)
(9]
Dari (3.8) diperoleh
1
J:.B&(H) g7(x,n) dx < O.
Sehingga dengan (4.11) diperoleh :
. 1 1 L=
Sn w00 & dn {m % ﬁ) * =7 (n + 5) =
7 1.-4 51, 1l.=6 2
S50 (R + i,-) + 805 (n + 5) " (4+.12)
Jika pada persamaan (4.12) diambil n = m, maka diperoleh :
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_ PR ' 1 i -2
bm = ¥ < 1l (m + ?) * = {m + :.‘-’_.) -
) 1,.—4 =1 1.—& L .
E:;__E {m :....T) + W (m + f) a (4.17)
Dari (4.10}) dan (4.13) diperolsh :
=S 4 I
m .
jika
] 1 1. 1,.-2 7 -4
In{m + :_—) + 2—4{1’“ 4 f\ - mfﬂ? + E) +
e 1.-4 1 -2
il < - = — ol
Foeg Mt ozl 0 S Indm v =)+ aglmbe)
5 0 1.o-4 1.1 1L-2 & L,—4.2
T gen ™D Ttz 0 "7
atau
i , i, - =1 &
T ggo (ME) goer  (mtE)
1.1 1,-2 5 1.-4.2 . _
—_r__ bl e Wil I <
=iag f\m“':) SE5 (m-l:-_'-‘) 3 s . (4.14)
. =1 . B4 X ...
kKarena - < = ., maka (4.14) terpenuhi jika
B0s4 a4 S
—gkp BT S DT
i = 24 - (4.15)
1 1 1, -2 & 1.-4 2 N
o5 - - = ot <
Ft g lmt+ 3 5o (Mt 3 = 0.
. 1 i, -2
Dengan memisalkan x = T (m + 5} ~, maka (4.13) berubah
menjadi
2 = 1 18 2.2
—_ e . — L e <0
= + 54 1T o+ 5 s %) S0,
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sahirgga
2 = . 1 1a =
B [ "-I' + 54 + = (1 - ——__-:]- 3-1) < . [4.1'5)
Karena %" » 0, maka (4.1&6) terpenubi, jika
it o
- = + 84 u o+ i (1 - £§ #)T £ 0
) al |
atau
24 wT o+ 2520 w - 3 £ 0.
Hlah karena itu (4,18} terpenuhi jika :
24w o+ D530 4 -~ 8 £ G, {(4.17)

Fertidaksamsan (4.17) terpenubhi oleh 04 » <0,0019.

L

Jika A 2y + In 5 % 2.1886653577... , maka m %X 5. Sehingga

untuk A 2 ¥ + 1n B x 20186653577 ..., dipercleh s

- . 1 -2 . o .
00 wo= ST {m -+ =) 0 0.0014  vang merupakan Rimpunan

bagiandarl selesaian (4.17).

Oleh karena itu wuntuk A Z p+In 5 2 2.18686803577....,

Jika & =2 %+3%(m+%)“l—§gﬁ(m+%)_&, maka Ry = M + 1. (4.18)

Karema untuk 2 £ 48 4 p» + In 3 & 2.18868653577..., m = 4,
maka cukup ditinjau pada m = 4.

Misalkan

1 1 1.-1_ 7 i, -3
Sy =zt ggln v 5 rgggim + 3)
dan
1 1 1.-1_ 6 1, -3
S, = ¥ ggim + = —ggglm + 5

Untuk m = 4,

S, = = 0.50917241... dan 6., = 0.3J09190672... .
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b

Farens p + 1n(4+S,) = ZLO8ZIRIEG. .., maka untuk  setiap A

dalam imterval

sekarang cubup ditinjal pada nilai A dalam interval

[2.0837

A e [2,2.08325335335%..0.)., & < &.,. SBehingga

A0 L.y L IBESEETT .00

Karema 54 = 2.OBIIEIZEII dan S% = QDUA8EEEE, maka  untuk
rilat A dalam interval [Z.0BE333538,. . 0 2o 18B&65E77 .0 .00

i
Olehl karena itu, untuk 2 £ A y + I &,
i 1. 1.-1 & . 1.3
ilka S = = E-E(ITH'E) “‘m[fﬂ""f} P mal.a |"l',_.:l = m + 1. (4.1(‘?)

Darli {(4.18) dan

untuk &4 0 =2 2,

{(4.19) dapat disimpulkan bahwa

jika & = % + E% (m+%) oo (m+%)— » maka 0= mel.
Belamjutnyas untuk sebarang bilangan positif A,

misalkarn expl{d — ) = m + &, dengan p konstantas Euler , m

bilangan bulat peositif danm & e« [0,1). Jdika & € Im = (a,h)

dengan
1 i i -1 7 -
a=g+agmt g "o oepm (Mt o5 dan
_1 1 1.-1 & 1. -3
b==+g53 (m+ 3 55 ("t 3 .

maka teorema 4.2.

nA =m + 1.

tidak dapat menentukan apakah Np = m atau

1 1,3 > =

Karena panjang intetrval Im = 526-(m + 5) , maka untuk A = 2

LAPORAN PENELITIAN
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DR
e

(m =2 4), ukuran total nilai & dengan nilai nanYa tidak dapat

ditentukan oleh teorema 4.2. adalah

o0
i.~-3
‘_?_6]:?7 Z (m + _=;-) - (4.21)
Dy 2

Selanjutnya untuk sebarang bilanmgan positii A, mi-

salkan exp(A - ) = m + &, dengan p konstanta Euler , m

bilangan bulat positif dan &6 € [0,1). Kemudian perhatikan
fungsi w : R+ — R, dengan

w(h) = exp(Sm - Y = s (4.22)

Sifat fumgsi w vang ada hubungannya dengan pembahasan

tulisan ini diberikan dalam lema dibawah ini.

LEMA 4.3. :

Fungsi @ yang didefinisikan pada (4.22) bersifat :

1. Jika & = w(A), maka Ny =M

2. Jika & > w(A), maka n

Il

A m + 1.

BUKTI =
Misalkan A sebarang bilangan positif. Misalkan
exp(A — ) = m + &,

¥ konstanta Euler, m bilangan bulat positif dan & € [0,1).
1. jika & =2 w(A), maka m + & < m + w(A). Sehingga

exp(A — ) = exp(Sm = Y
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Oleh kEarena rtu A

T. dika & F w(A), ma

=

Oleh karenma 1tu

Ny = m+l.l

Selaniutnva
fungsi w yang diberi

fungsi Comtet.

Fenerapan

char i Sn adalah menen
Teorema di bawah ina

Comtet dari sn.

TEOREMA 4.4,

Diberikan sebarang bilangan

dengan » konstanta Euler,

IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

s
b

= Sm’ sehingga dengan lema 4.1. Fy = M-
ba m+ & » m + w(A). Sehingga
wplA —  ¥) EHPme - ¥).

Em % A, sehingga dengan lema 4.1.
semua Tungsi yang bersifat seperti sifat
ban dalam lema 4.3, oleh Boas disebut

selanjutnya dari representasi bulat tengah

tukan salabh satu fungsi Comtet dari 3 .

ri
mamberikan salah satu  beptuk  fungsi
positif A. Jika
exp(A — ) = m + &,

m bilangan bulat positif dan & €

{0,1), maka ada w(A) berbentuk :
1 1 1.—-1 37 i1 -3 1. -5
grtag m* 3 Cggg e g v s) .

LAPORAN PENELITIAN
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BUKTI

Miszlbkan

R 4

8 =y + 1n (m + 1_'—,1 + r o, {(4.27)
m = i
maka dengan (3.7)
1 1,-2 7 1,-4 ,
= =57 + = e - + ‘—] + Ao n -.“?.-.1
. =z (m =) Frn (M =) (4.24)
Dari (4.22) w(A} = exp (Fm" ¥y — m  sehingga dermgan (4.23%)
diperoleh @
A = 1 . -
wlf}l = expiln (m+§J tr Y ooms= (m+§0 exp (rm) - M.
Sehingga
. 1 . 1, . .
wlAr = =+ (m + =i exp(rﬁ - 1) (4.25)
) Al ]

Jika pada suku

*
H

deret Taylor, maka dipercleb

1 1,.
oAy = 5 + fm'*”;?)’i.l"n_ +
i - [

Jika ro, vang diberikan pada (4

diperaoleh

1

57

wl(h) +

Rl

Walavpurn fungsi

mernentukan nilai nﬁ,

Comtet selain yang

tepirema 4.4. belum dapat diten
menggunakan
dari

ditentukan batas—-batas

LAPORAN PENELITIAN

terakhir psrsamaan

Comtet
tetapi sangat disavangkan

diberikan

representasi bulat tengah dari Sn’

Representasi Bulat Tengah ...

{4.23) diekspansikan dengan

2
r
m

i

L + é.r (4.56)

m

.24 dimasukkan ke (4.24), maka

-7

%7 i, -3 1, -8
5755 (mry) Tr Otmen) .

sangat berperan delam

bahwa fungsi

22

dalam persamaan (4. dan

}

tukan secara pasti. Dengan

hanya dapat

w(hA). Teorema di bawah ini

Mohammad Imam Utoyo
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4
memberikan batas-hatas untuk wi{&).
TEOREMA 4.5. :
Diberikan sebarang bilangan positif A.Jika
exp(A — 7)) =m + &,
dengan » konstanta Euler, m bilangan bulat positif dan
$ € [0,1), maka ada w(A) antara :
; + 2;(m+;)-1 - qév(m+;)“3 dan é + 2%(m+é)_l - qgo(m+é)_3.
BUKTI =
Misalkan
dan
Fertama andaikan w{&) < 61.
Farena O < 5% (m+%)—1{1 - E% (m+%-_2} < §£’ mak a
0 <8 = %+ 2-_% (m+%)—l{1 - 4—3.) (m+_§,_—)"""—"‘3 $ ;-4- :—i 1.
Sehingga
Qo 61 <1 (4.27)
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O

rﬂﬁ

Selanjutnya jika w(A) < O, ambil & y»  Sedanghkan  Jjika

wlf) + &,
w(AY * 0, ambil &§ = —————,

a

Dengan pengambilan & di atas dan dengan (4.27) diperocleh :

0 < & < 61 “ 1 dan w(h) < & (4.23)

Misalkan m suatuw bilangan bulat positif, pilih A sedemikian

hingga A = ¢ + In (m + &). Dari (4.28) & * w(f), sehingga
dengan lema 4.35. diperoleh AP = m + }l.Tetapi hal ini berten-—
tangan dengan hasil yang diperoleh dari teocrema 4.2.. sebab
& < 61, sehingga Mo = M-

Oleh karena itu

wl{h) = él (4.2%)
Selanjutnya andaikan w(A) * &,.
) R § L. -1 & 1.-2 1
Karemna 0 < VY (m + 2—.-) {1 - ATy {m + §) K =a° mgka
. 1 i 1.~1,.. & 1.-2, 1 1
DrbyEgromin ) Ty (R T3t g g © L
Sehingga
0 6y %L (4.30)
. 5,
Selanjutnya Jika w(A) > 1, ambil & = —% « Sedangkan Jika
w(AY + 5,.1
w(A) < 1, ambil 6§ = — =

Dengan pengambilan & di atas dan dengan (4.30) diperoleh :
0« 6,7 &« 1 dan w(A) » & (4.31)

Misalkan m suatu bilangan bulat positif, pilibh A sedemikian

¥ + 1n (m + &). Dari (4.731) & < w(A}, sehingga de—

i1

hingga A
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6

ngan lema 4.3, dipercleh Ny = Mo Tetapi hal ini bertentang-
1
ar dengan basil yang diperoleh dari teocrema 4,3, sebalb

S & sehingga Fig = M + 1,

1."
Oleh karema itu
wlAh) = 6? (4.32%

Dari (4.29) dan (4.352 dapat disimpulkan bahwa ada w(d)

antara éi dan 62. l

Selanjutnya perhatikan hasil peEnggunaan FUmus
penjumlahan Euler-Maclaurin un gk Sn dalam mernentukan sysrat

cutkup untuk menentukan nilai m_, yaitu
=]

Untuk A 2 2, dengan A bilangamn bulat positif.,

Jika exp(A ~ ) = q + S, maka

, 1 1 -1 I -2
o < = —_— - - —
1. Jika & £ =+ 53 M 37 ™ . maka AA m .
(4.3=
) 1 I -1 1 -2
= - < _ — - : = .
2. Jika & < = + i as ™ maka na m + 1

Sehingga ukuran total nilai 6 dengan nilai nanYa tidak dapat

ditentukan oleh syarat cukup (4.33) adalah :

3|
L

k

2 R -z
— z m <. (4.34)
"=

J03
m

Jika teorema 4.2. dan {(4.33) serta (4.21) dan (4.374)
dibandingkan, maka penggunaan representasi bulat tengah dari
Sn dalam hal menentukan itilai nA mempunyai dua kelebihan

dibandingkan dengan PeEngounaan rumus peniumlaban

LAPORAN PENELITIAN Representasi Bulat Tengah ...
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Euler-Maclaurin, Kelaebihan tersebut adalah -

i. Tidak membatasi nilad A (A tidak PaEn v e bilangan

Positif tetapi bilarngan nyvata positif).

2. Ukuran total nilai é derngan nrilati N, vang tidak
i

ditentukan adalah lebih kecil.

37

bulat

dapat

i mad Imam Utoyo
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RS
BAE V
KESIMFULAN
Dengan menggunakan representasi bulat tengah dari
Sn’ yvaitu @
& 1 : | 1.-2 7 1, -4
8 =7 + In(n + 5) + EE(n + f) 960(n Y 5) +
51 1 -5 127 Y. ~9
geos (" * 2 3T TR T T
b 1
Boy (5) 1, -2k z :
dengan k 2 1, diperocleh :
Misalkan A € R+. Jika exp(A - ) = m + &, maka
1. Untuk A =2 2,
g 1 2 3 L=y _ X 1.5
Jlka' S = =* =7 (m + 5) 5—6-(m + 54 « maka
Ny = My dan
e 1 1 a P 2 b IR )
Ny =m +1.
2. Ada fungsi Comtet w, berbentuk
_ 1 1 i.-1 37 1,.,—3 1. =
wWhi Sgrgrilety “gEginTR  TheEvg
4, Untuk A Zz 2, ada w(A) antara
i : 1,~1 7 ' 1, -3,
ol L 560 (" Y T
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