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ABSTRAK

Konsep kalkulus vyang terdapat pada beberapa buku
kalkulus didekati dengan suatu pendekatan baru tanpa .

melibatkan konsep epsilon delta.
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BAB I 5
S
PENDAHULUAN Wb
"UNIVERSITAS AIRLANGGA™

SURABAYA

——

Dalam kalkulus, setiap konsep yang dibicarakan biasanya
selalu melibatkan epsilon delta. Tetapi dari pengalaman mem—
pelajari kalkulus dengan melibatkan epsilon delta tidaklah
mudah. Hal ini menimbulkan pemikiran untuk mencari pendekat-
an baru dalam mempelajari kalkulus tanpa melibatkan epsilon
delta. Diharapkan dengan pendekatan baru ini, mempelajari
kalkulus menjadi lebih mudah atau setidaknya pendekatan baru
ini dapat menambéh khasanah pengetahuan tentang kalkulus.

Darwin telah berhasil menyusun limit tanpa epsilon
delta melalui sistem kekonvergenan barisan bilangan real
(lihat [Darwin,1991-92]). Lebih jauh dikatakan bahwa karena
konsep limit, kekontinyuan, dan turunan fungsi bernilai real
dapat didefinisikan melalui limit barisan bilangan real, ma-—
maka dasar—dasar kalkulus dapat dibangun secara lengkap me-
lalui sistem kekonvergenan ini.

Ada dua alasan Darwin dalam mengembangkan konsep ini,
yvaitu pertama pendekatan ini merupakan alternatif praktis
dalam mempelajari kalkulus selain dengan memakai metoda pen—
dekatan baku yaitu menggunakan definisi kekonvergenan baris-—
an bilangan real dengan pendefinisian Cauchy tipe (&,68),
yang secara tradisional dipakai dalam kalkulus elementer dan
analisis real. Sedangkan alasan kedua adalah karena pada a-—

bad ke sembilan belas enam sifat sistem kekonvergenan ini
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dipakai dalam mendefinisikan kekonvergenan Cauchy.

Setelah mempelajari konsep yang dikembangkan Darwin
penulis masih merasakan adanya kesulitan baru dalam mempela-—
jari kalkulus melalui pendekatan sistem kekonvergenan ini.
Hal ini disebabkan karena jauhnya konsep vyang dikembangkan
tersebut dengan konsep yang biasa digunakan saat ini.

Dimotivasi hal—hal di atas penulis mencoba untuk menca-—
ri pendekatan baru yang tidak jauh berbeda dengan konsep
yang ada saat ini. Pada penelitian ini dibatasi pada kalku-
lus satu variabel dan tidak semua teorema dalam kalkulus

yvang dikembangkan dalam penelitian ini.

Pendekatan baru ini didasarkan koleksi interval terbuka
vang didefinisikan sebagai berikut :

Diberikan x € R, didefinisikan Ix= (u,v) dengan x < Ix.
Koleksi himpunan Ix dinotasikan dengan 5;.

Pembagian bab dilakukan sebagai berikut :
bab I, PENDAHULUAN
Di dalam bab ini diberikan latar belakang masalah dan pen-—
jelasan tentang apa yang dibicarakan di dalam bab—bab selan—
jutnva.
Bab II., LIMIT FUNGSI
Di dalam bab ini dibicarakan tentang pengertian limit fungsi
tanpa epsilon delta dan beberapa sifat-sifatnya. Definisi
limit fungsi ini ekivalen dengan pengertian limit fungsi se—
belumnya.
Bab III, KEKONTINYUAN FUNGSI

Di dalam bab ini dibicarakan tentang pengertian kekontinyuan

2
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fungsi tanpa epsilon dan beberapa sifat—sifatnya.

Bab IV, TURUNAN FUNGSI

Di dalam bab ini dibicarakan tentang pengertian turunan

fungsi tanpa epsilon dan beberapa sifat—-sifatnya.

LAPORAN PENELITIAN KalkulugNon Epsilon ... Mohammad Imam Utoyo



IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

BAB II
LIMIT FUNGSI

Dalam pendahuluan telah disebutkan bahwa pendefinisian
limit, kekontinyuan, dan turunan fungsi didasarkan pada ko—
leksi interval terbuka 52, yaitu koleksi interval terbuka Ix
dengan x € Ix. Di bawah ini diberikan definisi limit fungsi

non epsilon delta.

Definisi 2.1. :
Diketahui fungsi f : Df——+ R dengan Df € R dan a Df.

lim f(x) = L Jjika untuk setiap IL = JL ada Ia sehingga
x—ra

untuk setiap x = Iaan dengan x # a berlaku f(x) € JL.

Pendefinisian lama dari limit fungsi adalah sebagai be—

rikaut s

Definisi 2.2. :

lim f(x)= L jika untuk setiap € > 0, ada & > 0 sehingga
X—>a

untuk setiap x € Df dengan 0 < |x — a| < & berlaku

[f(x) - fla)| < &.

Selanjutnya diberikan teorema yang menyatakan keekiva-—

lenan kedua definisi di atas.

Teorema 2.3. :

Definisi 2.1. dan definisi 2.2. adalah ekivalen.

Bukti : Ambil sebarang fungsi f : Df——aR dan a € Df. Diketa—

LAPORAN PENELITIAN Kalkulus4Non Epsilon ... Mohammad Imam Utoyo



IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

hui 1lim f(x) = L dengan definisi 2.1.. Akan ditunjukkan bah-
x—>a

wa dengan definisi 2.2. lim f(x) = L. Ambil sebarang £ > 0,
x—a

pilih IL=(L—c,L+£}. Karena lim f(x) = L dengan definisi 2.1.
x—da

maka ada Iqe &; sehingga untuk setiap x € anD déngan x # a

f

berlaku f{x) = IL' Misalkan I°= (a—s,;a+t) dengan s > 0 dan

t > 0. Selanijutnya ambil 6 € min{s,t}, maka (a—&,a+d) < ‘Ia.

Sehingga untuk setiap x € D_ dengan 0 < |x — a| < & berlaku

f
lf(x) - f(a)l < £. Dengan demikian lim f(x) = L dengan defi-

Xx—ra

nisi 2.2.. Sebaliknya misalkan lim f(x) = L dengan difinisi

X —»a
2.2.. Ambil sebarang ILe JL. Misalkan IL = (L-s.,L+t) dengan
s> O dan t> 0. Ambil £ =min{s,t}, maka (L—s,L+g) = IL. Ka-—
rena dengan definisi 2.2. lim f(x) = L, maka ada & > 0, se—
X —a
hingga untuk setiap x € Df dengan |x — a| < 6 dan x # a ber—
laku |f(x) — L| < £. Pilih Iq= {x€ R: |x — a|< &}, maka un-
tuk setiap x e IJﬁDf dengan x # a berlaku |[f(x)-L| < & atau
f(x)e(L—s,L+£)EIL. Jadi lim f(x) = L dengan definisi 2.1..J}
X—>a

Kemudian jika kedua definisi limit fungsi diperhatikan,
maka definisi tersebut di atas sama—sama didasarkan pada in-—
terval terbuka. Tetapi pada definisi lama, vyaitu definisi
2.2., interval vang dipakai mempunyai persyaratan yang lebih
ketat dari pada persyaratan pada definisi baru,yaitu defini-
si 2.1.. Dengan persyaratan lebih longgar memungkinkan pen-—
definisian baru akan lebih mudah digunakan dari pada defini-

si lama.

o
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Contoh 2.1.:

Dengan menggunakan kedua definisi di atas buktikan
bahwa jika diketahui fungsi f:(0,w)—R dengan fix)="x,

maka lim ¥x = 2.
Xx—>4

Penyelesaian : Pertama akan dibuktikan bahwa 1lim ¥x= 2 de-
X—>4

ngan menggunakan definisi 2.1.. Ambil sebarang Iz = 5;, mi-—
salkan Iz=(z—s,z+t) dengan s> O dan t> 0. Selanjutnya pilih
p= maks{0,2-s} dan I‘=(p2,(z+t)2). Maka diperoleh bahwa un-—
tuk setiap xe I‘m(O,m) dengan x # 4, berlaku f(x) € I‘. De—

ngan kata lain lim 7x=2.
x—>4

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa lim vx=2z dengan meng-—
X—>4

gunakan definisi 2.2.. Biasanya sebelum membuktikan suatu
limit fungsi terlkebih dahulu dilakukan langkah awal sebagai

berikut =

va = zl " I-{K i 21"’8 + ZI = Ix s~ 41
| ¥x + 2| | V> + 2|
Misalkan |x — 4| < 1, maka -1 < x—¢ < 1 atau s < x < s.

Sehingga ¥x > ¥a dan Vx + 2 > Y3 + 2. Dengan demikian

I'fx—z|=l-{x_2”f"+ﬂ= [x—4[ {Ix“'d.l-
| + 2| | + 2] i

Setelah langkah awal dilakukan, pembuktian soal di atas siap

untuk dibuktikan.
Ambil sebarang € > 0. Pilih & = min {1,£(7a+2)}, maka

untuk setiap xe (0,w) dengan x # 4 dan |[x—¢| < &, berlaku

2 i 4
|x—4| < £(V/3+2) dan ]:;:;T_ < oy Sehingga
(% ~uf mdlcallter a) ez sl ol
|¥x + z| [Vx + z|

&
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Jadi lim vx=2.

x—>4

Kesulitan terﬁesar dalam membuktikan limit fungsi de—
ngan menggunakan definisi 2.2. adalah mencari nilai & jika
diberikan nilai £. ©Salah satu penyebab kesulitan ini adalah
penggunaan nilai mutlak. Penggunaan nilai mutlak ini dipe—
ngaruhi penggunaan metrik pada analisis yang kemudian dite—
rapkan pada kalkulus. Jika pada kalkulus (khususnya kalkulus
pada satu variabel) penggunaan nilai mutlak diganti dengan

interval . maka definisi 2.2. berubah menjadi :

Definisi 2.3. :

lim f{x)= L jika untuk setiap £ > 0, ada & * 0 sehingga
X —»a

untuk setiap x Dfﬁ(a—é,a+é) berlaku fi{x}) € (L—g,L+g}.

Salah satu keuntungan penggunaan interval pada pendefi-
nisian ini adalah interval lebih mudah dibayangkan dari pada
nilai mutlak. Penggunaan definisi 2.3. pada contoh 1. ada—
lah sebagai berikut :

Ambil sebarang € > 0. Selanjutnya pilih p= maks{Q,z2—%
dan & = min {4—p,(2+£)°—4}. Maka diperoleh untuk setiap

x € [4—6,4+8) dengan x # 4 berlaku f(x) € (2—£,2+g).

Selanjutnya di bawah ini diberikan beberapa sifat limit

fungsi dengan pembuktian menggunakan definisi Z.1..

7
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Teorema 2.4. :

Diketahui fungsi f : &~—»R dan g : A—R. Jika a € A,

k€ R, 1lim f{x) = L dan lim gi{x) = M, maka

x—ra X —>a

(1). 1lim (f+g)(x) = L + M
x—a

(ii). lim Ik + Ff)(x) =Kk * L
X—ra

{iii). lim (kf){x) = kL
X —>a

(iv). 1im {(fg){x) = LM
x—a

(v). lim {f/g3}i{x) = L/M.
X —a

Bukti = (i). Ambil sebarang IL+ME §L+H’ misalkan

IL+M=(L+M—5,L+M+t) dengan s> 0 dan t> 0. Karena lim fi{x)= L
x—ra

dan lim gi{x) = M, maka ada I;, Ii = &; sehingga untuk setiap

x—»a

x € I;nﬁ dan y € Iiﬂﬁ dengan x # o dan y # o berlaku :

B -
fix) e (L*?,L+;) dan g(y) (H—g,m+;;.

Selanjutnya pilih I°=I;n1z, maka untuk setiap xe IanA dengan

x # a berlaku (f+g)i{x} = f{x) + gix}le {(L+M—s,L+M+t) = IL+I“I'

Jadi lim (f+gl{x}) = L + M.
X —>a

{(ii). Ambil sebarang I 4+ € & misalkan

k k+L*

I ={k+L—s,.k+iL+t). Karena lim fi(x)= L, maka ada I € & se—
o i Tl a a

hingga untuk setiap xe Ia dengan x#a berlaku fix)e(L-s,L+t).

Dengan demikian untuk setiap xe IG dengan x#a berlaku

(k+T)(x) = k + f(x) € (k+tL-s,k+L+t).
Jadi 1im (kK + f)(x) = k + L.
X —>»a

{iii). Ambil sebarang k € R dan IkL = &kL' Misalkan

8
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IkL = {c,d). Terdapat dua kemungkinan nilai k, vyaitu k 5 20k
dan k # 0. Jika k = 0, maka untuk setiap x € IanA dengan x#®a

] berlaku f(x) e IkL' Sedangkan jika k = 0, dan karena

lim f(x}= L-;
X—ra

maka ada Ia = 5; sehingga untuk setiap x € IanA dengan x # a

berlaku fix)e (c/k,d/k) jika k > O dan f(x) e (d/k,c/k) jika

k < 0. Dengan demikian untuk setiap xe IuﬂA dengan x®#a ber—

laku (kf)(x) = k fi{x) € {c,d) = 1 Jadi 1im (kf){x) = kL.

xX—ra

kL"
fiv). Terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa =

{&): lim {fix)y — L} = 0.
X~—»a

{b). Jika L = 0 dan M = 0, maka lim {(fg)(x}) = 0.
X —a

(a). Ambil sebarang Ioe 90, misalkan Io= (a.b). EKare—
na lim f(x)=L, maka ada I ¥ sehingga untuk setiap x € I Na
X—ra % % *
dengan x # o berlaku L € (a+s,b+s). Sehingga fi{x} — L e Io'
Dengan demikian 1im {f{(x) — L} = 0O.

X—>a

{b). Ambil sebarang IOE 90, misalkan I°= {(—a,b) dan

p = min {a;,by. Karena lim fi{x)= 0, maka ada I:e 3; sehingga
x—a
untuk setiap xe I:ﬁA dengan x#a berlaku fi(x)}e(—-p.p). Dengan

cara sama ada Iie&; sehingga untuk setiap xelzhﬁ dengan x#®a

berlaku fi(x}e (—-1,1). Selanjutnya pilih Ia= I:ﬁlz, maka un—
tuk setiap xe Ianﬁ dengan x#a berlaku fix)} Io' Dengan de—

mikian jika L = 0 dan M = 0, maka lim (fg)(x) = 0.
x—>»a

Selanjutnya karena

{fix)g(x)—LM} = {flx)-Li{g(x)-M}; — 2LM + Lg(x) + Mf(x),

9
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maka menurut (i), (ii), (iii), (a), dan (b) diperoleh
lim {fg)(x) = LM.
x—da
{v). Terlebihk dahulu akan ditunjukkan bahwa jika M=0, maka
1 1

lim =] = Ambil sebarang I1 e&i, misalkan I1 =(a,b).
B M M M

Jika M > 0, maka dipilih p > 0 sehingga % € (p,b) £ (a;b).
Karena lim g(x) = M, maka ada Ia = &L sehingga untuk setiap
X—>a

x € Ionn dengan x # a berlaku gi(x) € ( ). 0Oleh karena itu

At
b’p

untuk setiap xe anﬂ dengan x # a berlaku € (p.b) = 11.

M

1
gix)

Dengan demikian lim = —. Selanjutnya jika M<0, maka

xX—>a g(x)

pe 4L

dipilih p < 0 sehingga F11“ e(a,p)s(a,b). Karena lim g(x) = M,
X—>Q

maka ada Ia € 5; sehingga untuk setiap x € Ianﬁ dengan x # a

berlaku g(x) e (%,%). Oleh karena itu untuk setiap xe Icnﬁ

dengan x # o berlaku ET%T e (a,p) € 11 = (a,b). Dengan de—
M
mikian lim -T‘—)- = '-fl- Dari sifat di atas dan menurut (iv)
X —3Q g o
berlaku lim (0 = L.
x—-)o,g s

Setelah dibicarakan tentang limit fungsi tanpa epsilon
delta, pada bab berikutnya dibicarakan tentang kekontunyuan

fungsi beserta sifat-sifatnya.

10
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BAB III
KEKONTINYUAN FUNGSI

Dalam bagian ini akan dibicarakan tentang kekontinyuan
fungsi tanpa melibatkan konsep epsilon delta. Fungsi yang
dibicarakan di sini terbatas pada fungsi dengan satu varia—
bel dan beberapa sifat limit fungsi dikaji dengan definisi

yang baru.

Definisi 3.1. :

Fungsi f: D_—R dikatakan kontinyu pada y € D jika

f f!

untuk setiap If(y)e 9f(y) ada Iye &; sehingga untuk

setiap erthf berlaku f{x) e I Jika f kontinyu

fly)®
pada setiap x € Df, maka f dikatakan kontinyu pada Df.

Eekonvergenan definisi kekontinyuan fungsi dan de-—
finisi kekontinyuan fungsi sebelumnya diberikan dalam teore-

ma di bawah ini.

Teorema 3.2. =

T kontinyu pada v € D jika dan hanya jika f kontinyu

f

pada y € Df.

Bukti z Ambil sebarang f:Df——+R dengan f kontinyu pada yeDf.

Akan ditunjukkan bahwa f kontinyu pada y.Ambil sebarang =£>0.

Pilih If(y) = Ns(f(y))’ maka ada Iy = &; sehingga untuk se-—

tiap x = thﬂ_ berlaku fi(x)e Ng(f(y)). Misalkan Iy-——w (a,b)

- 1

dan & = min{y—a,b-y}, maka Né(y) < Iy. Dengan demikian un-—

1 E S
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tuk setiap % e Né(y)ﬂDf berlaku f(x) € Ng(f(y))- Oleh kare-—

na itu f kontinyu pada y. Sebaliknya jika f kontinyu pada
y € Df, maka akan ditunjukkan bahwa f kontinyu pada y. Ambil

sebarang I s 9 misalkan I = {a,b) dan

fly) fiy)?® fly)
e = min {f(y)—a,b—f(y)}. Maka ada Né(y) sehingga untuk seti-

ap » € Né(y)nDf berlaku f(x)e Ng(f(y)) = If(y)' Selanjutnya
pilih Iy = Néty), maka untuk setiap % € Iyan berlaku
f(x) € 1 Dengan kata lain f kontinyu pada y-.

fiy)’

Contoh 3.3. =
Tunjukkan bahwa fungsi f dengan f(x) = x> kontinyu pada

X = 4

Penyelesaian : Ambil sebarang I misalkan

£01)€ %0y’
If(‘)= (f(e)-s,f(1)+t),

dengan s > O dan t > 0. Pilih p = maks {0, f(1)—-s} dan
Ix=(‘|/p, Y(f(1)+t)). Maka untuk setiap x € I berlaku

fix)le? Jadi f kontinyu pada x = 1. [}

Fia)"

Jika diﬁerhatikan definisi 3.1. dan definisi 2.3. dapat
disimpulkan bahwa fungsi f kontinyu pada x = a, Jjika berla—
ku =
1. f{a) ada

2« Lim  FTix) ada
x—da

Fu il im’ Filx) = TEa)s
N —ha

Tetapi sebaliknya tidak berlaku, yaitu jika f kontinyu
pada x = a, maka belum tentu ketiga hal di atas terpenuhi.

Contoh : Misalkan f fungsi dengan f(x)= xz, untuk x € [0,1]
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dan f(x) = 1 untuk x = s. Jelas bahwa f kontinyu pada x = s
tetapi Lim f(x) tidak ada.
X—>5
Teorema 3.4. :
Jika fungsi T dan g kontinyu pada o, maka fungsi T+g,
k + f dengan k € R, kf dengan k € R, fg, dan f/g Jiika

g(y) # 0 juga kontinyu pada a.

Bukti : Pembuktian teorema ini serupa dengan pembuktian
teaorema 2.4., dengan perubahan setiap x # o« dihilangkan dari

pembuktian.

Selanjutnya akan diberikan syarat cukup agar fungsi kom—

posisi kontinyu.

Teorema 3.5. @
Misalkan f = Df——+ R.q & Dg——+ R dengan f(Df) < Dg,
dan h = Df——+ R dengan h(x) = (g o f)(x) untuk setiap
¥ € Df. Jika ¥ kontinyu pada ae Df dan g kontinyu pada

fl(a), maka h kontinyu pada a.

Bukti : Ambil sebarang Ih(a) = 9h(a). Karena h(a} = g(f(a))
dan g kontinyu pada f(a), maka ada If(a) =] 9f(°) sehingga
untuk setiap y e If(a)’ berlaku g(y) € Ih(a)' Selanjutnya

f kontinyu pada «. sehingga ada Iae 5; sehingga untuk setiap

x € Ia berlaku fi(x) € I Dengan demikian untuk setiap

fla)"
x € Ia berlaku g{fix)) = hix) € 1

o B

. dJdadi h kontinyu pada
hi{a}
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BAB IV
TURUNAN FUNGSI

Dalam bab ini dibicarakan tentang turunan fungsi pada
interval terbuka (a,b),beserta beberapa sifat-sifatnya. Da-—
lam hal ini pendefinisian dan pembuktian teorema tidak meli-

batkan epsilon delta.

Definisi 4.1. :
Misalkan f : (a,b) — R suatu fungsi. f dikatakan

dapat diturunkan (differensiabel) pada c € (a,b) jika

1im TEITTEE) o4a dan ditulis f°(c) = 1im TEXITT(E)
IR ey R—>C

f'{c) disebut turunan f pada c.

Selanjutnya akan diberikan suatu teorema yang menyata—
kan eksistensi fungsi kontinyu vyang berhubungan dengan

fungsi differensiabel.

Teorema 4.2. :
Jika f: (a,b)—R mempunyai turunan pada c € (a,b) jika

dan hanya jika fungsi kontinyu , f‘: (a,b)—R, yang

memenuhi : untuk setiap x € (a,b) berlaku

fix) — ey = (% = C)ft(c) dan f'(C) f ()=
Bukti : Ambil sebarang fungsi f : (a,b) — R. Jika f dapat

diturunkan pada c € (a,b), maka lim figlgiéEl ada dan
H—>C
£° ey = 1im TixITELC)
x =T

K—>C

Selanjutnya definisikan fungsi f : (a.b) — R dengan
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f‘“i = :“) , jika x * ¢
f*(x) =
s i § oot s FxKka N = C.

Dengan demikian f* kontinyu dan memenuhi

Fn) — (e = (x — c)f(c) dan %)

t'{c)s
Sebaliknya jika ada fungsi f*: (a,b) — R vang kontinyu
dan memenuhi f(x) — f{c) = (x - c)f*(c) dan f*(c) = Tt c,

maka

fix)—flc) _ (¥(c)

1im (%) = 1im
X =

K ;o

= f'(c)-

Dengan demikian f dapat diturunkan pada c € (a,b).|}

Hubungan antara fungsi yang dapat diturunkan dengan

fungsi kontinyu dapat dilihat pada teorema di bawah ini.

Teorema 4.3. :
Jika f : {a,b) — R dapat diturunkan pada c, maka T

kontinyu pada c.

Bukti : Karena c titik limit pada interval (a,b) dan

1im FEx) = 1im CH(ed) + (M—cyET(c)) = T{C)s
HN—bC R—dpC

maka f kontinu pada c.]}
Dengan menggunakan sifat aljabar dari limit fungsi di-

peroleh sifat aljabar dari turunan fungsi vyang diberikan

dalam teorema d bawah ini.
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Teorema 4.4. :

Jika fungsi f : (a,b) — R dan fungsi g : (a,b) — R
dapat diturunkan pada c, maka fungsi f + g, fg, dan f/g
jJika g({c)#=0 dapat diturunkan pada c dan

(). (f+g)"(c) = ¥'(c) + g’ (e)

(ii). (fg) " (c) = £ (c)g’(c)

CXit)= (T/g) {c) = T'{c}/g" (c).

Turunan fungsi berantai diberikan dalam teorema d bawah

g o

Teorema 4.5. : (Aturan Rantai)
Misalkan f : (a,b) — R dan g =z f(a,b) — R. Jika f
dapat diturunkan pada c € (a,b) dan g dapat diturunkan
pada f(c), maka gof dapat diturunkan pada c dan

(gof) " (c) = f'(clg  (f(c).

Bukti : Ambil sebarang fungsi f : (a.b) — R dan
g : f(a,b) — R. Misalkan f dapat diturunkan pada c € (a,b)
dan g dapat diturunkan pada f(c), akan ditunjukkan bahwa gof
dapat diturunkan pada c dan

(get) ic) = £ (e)g (T(c).

Karena f dapat diturunan pada c € (a,b), maka menurut teore-

ma 4.2. ada fungsi ft kontinyu pada c dan

f(x; : :(c) g Jika x # ¢
[
f*(x) = {

s il (= g Jika .

Ce=

Dengan cara yang sama karena g dapat diturunkan pada f{(c),

maka ada fungsi g' kontinyu pada f(c) dan
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gi{y) —gtift}))
v = F{E)

sjika y e I ,S f(a,b) dan y=f(c)

ie

gt(y) - {

Karena f kontinyu pada c, maka ada Ice 9C sehingga untuk se—

g"(f(c)) s Jika y = f(c).

tiap » € Icn(a,b) berlaku f(x) I Dengan demikian un-—

fée)”
tuk setiap x Ich(a,b), berlaku =

giftx)) = gtflic))

lim
X — C
Kb
iis gl{fixn})) — g{fic)) Fix)—-Ff(c)
)y = Tied R
X—
1im ¥ (FOMF 00 = ¥ (fenfio) =
K—DC

g’ (f(c))f" (c).|

Pengertian fungéi differensiabel kanan dan kiri diberi-

kan dalam definisi di bawah ini.

Definisi 4.6. :
Misalkan f : [a,b]l]—R dan f kontinyu pada c € [a,b].

f dikatakan differensiabel kanan pada c jika

i TAR)—=F(C})
s i e
K—>C

ada,

baik berhingga maupun tak berhingga dan dinotasikan de—

ngan f;(c) = lim +Ii§lgié51. Sebaliknya f dikatakan
N—=p

differensiabel kiri jika

fin)—=Tic}
EDE N

1im
X—>C

ada,

baik berhingga maupun tak berhingga dan dinotasikan de-—

f(x)—f(c)

ngan f (c) = 1im -y

K—>C

Dengan demikian fungsi f differensiabel pada c Jjika

f;(c)=f;(c). Jika ce(a,b) dan f'(c)=+w,; maka T (c)= +w
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dan f (c)=+w. Sedangkan jika f’(c)=-w, maka f (c) = —w

dan f+(c) = —mw.

Teorema di bawah ini dapat digunakan untuk menentukan

kemonotonan suatu fungsi.

Teorema 4.7. :
Misalkan f z (a,b) — R. Jika ada c € (a,b), sehingga
f'(c) > 0 atau f'(c) = +w, maka ada Ic € (a,b) sehingga
untuk setiap x € Ic berlaku :

FTix) > Tée) jika ¥ > c dan Tix) X () jika »n % £

Bukti : Ambil sebarang f:(a,b)—R, misalkan ada c € (a,b)
sehingga f'(c) > 0 atau f'(c) = +w. Jika f’'(c) berhingga,

maka ada fungsi kontinyu , f‘, sehingga

f*(x) = {

Karena f‘ kontinyu pada c, maka ada I; = 3c sehingga

Elxd = fHE)
% - C

s Jika x # C

£70e) s Jika x = €.

untuk setiap x e I'n(a,b) berlaku P (x) e 1%, =(0,k).

TRie)
‘Karena c titik dalam interval (a.,b), maka ada Iz = 9c

sehingga Iz S (a,b). Selanjutnya pilih I_= I;nlz, maka untuk

setiap x € IC berlaku f‘(x) e I X ={(0,k). Dengan

f{ey=t )

fi{x) — f(c)
% — C

> 0. Atau

demikian untuk setiap % € IC berlaku

dengan kata lain f(x)—f(c) dan x—c mempunyai tanda sama. l

Dengan cara sama diperoleh teorema di bawah ini.
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Teorema 4.8. :
Misalkan f : (a,b) — R. Jika ada c € (a.b), sehingga
f'(c) < 0 atau f'(c) = -w, maka ada Ic € (a,b) sehingga
untuk setiap x e Ic berlaku :

fix) > Fic) Jika » < c dan: Eitxn) € flc) jikarit ) Eh

Pengertian maksimum lokal dan minimum lokal diberikan

dalam definisi di bawah ini.

Definisi 4.9. :
Misalkan f : {(a,b)—R dan X, € (a,b). f dikatakan mem—

punyai maksimum lokal di X, jika ada Ix = 9x sehingga
o o

untuk setiap xe Ix N{a,b) berlaku f(x) = f(xo). Seba-—
o

liknya f dikatakan mempunyai minimum lokal jika ada

Ix <= 3x sehingga untuk setiap x € Ix Nn{a,b) berlaku
o o o

flx) = flx ).

Di bawah ini diberikan syarat perlu suatu fungsi mempu—

nyai maksimum atau minimum lokal.

Teorema 4.10. :
Jika f : (a,b)—R mempunyai maksimum lokal maupun mi-—
nimum lokal pada c € (a.b) dan f mempunyai turunan pada

c, maka f'(c) = O.

Bukti : Ambil sebarang fungsi f : (a.b) — R yang mempunyai
maksimum lokal maupun minimum lokal pada ce (a;b) dan mempu-—
nyai turunan pada c. Akan ditunjukkan bahwa T (c} = 0. An—

daikan f'{c) > 0 atau f'{c) = +w. Menurut teorema 4.7. ada
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IC €S (a,b) sehingga untuk setiap % € IC berlaku =

Tx)Y > flc)dika & > idaly fix) <€ TEc) Jika . <'ts
Dengan demikian f(c) tidak mempunyai maksimum maupun minimum
lokal pada c. Kontradiksi. Selanjutnya andaikan f'(c) < O
atau f'(c) = —w. Menurut teorema 4.8. ada ICS (a.b) sehing-—
ga untuk setiap x € Ic berlaku :

Tix} > "Fée) Jika % <'c dan T(x) < TEc) dika x >ics
Dengan demikian f{(c) tidak mempﬁnyai maksimum maupun minimum

lokan pada c. Kontradiksi. Jadi f'(c) = O. l

Teorema Rolle, teorema nilai rata-rata, dan gensralisa-—
si teorema nilai tengah diberikan dalam teorema—teorema di

bawah ini.

Teorema 4.11. : (Teorema Rolle)
Jika f : [a,b]—R differensiabel pada (a,b), T konti-
nyu pada a dan b, dan f(a) = f(b), maka ada c € (a,b)

sehingga f'(c) = 0.

Bukti : Karena f mempunyai turunan pada (a,b) dan kontinyu
pada a dan b, maka menurut teorema 4.3. f kontinyu pada
[a,bl. Selanjutnya andaikan f(a) = f(b) dan untuk setiap
ce (a,b) berlaku f'(c) # 0. Maka dengan teocrema 4.10. f ti-
dak mempunyai minimum lokal atau maksimal lokal pada (a,b).
Karena f(a) = f(b) dan f differensiabel pada (a,b), maka f
merupakan fungsi konstan pada (a,b).. Oleh karena itu f'(c)

= 0 untuk setiap c € (a,b). Kontradiksi. |
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Teorema 4.12. : (Teorema Nilai Rata-rata Untuk Turunan)

Jika f : [a,bl]—R differensiabel pada (a,b) dan konti-
nyu pada a dan b, maka ada c € (a,b) sehingga

f{c)(b—-a) = f(bh)-f(a).

Bukti : Definisikan fungsi ¢ : [a,b]l— R dengan

JaEEl) =Tl
B - a

pix) = f(x) = f(a) (x — a).

Dengan pendefinisian ¢ diperoleh :
(i). ¢ kontinyu pada a dan b
(ii). ¢ differensiabel pada (a,b)
(iii). p(a) = p(b) = 0.
Dengan demikian menurut teorema 4.11. ada c € (a,b) sehing-

wa b)) = f{a)
b — a

ga ¢ ' (c) = ' (c) = 0. Dengan kata lain

f(b) - f(a) = £ (c)(b - a).J

Teorema 4.13. : (Generalisasi Teorema Nilai Tengah)
Jika fungsi f : [a,b]l—R dan g : [a,bl—R differen—
siabel pada (a,b) dan kontinyu pada a dan b serta ti-
dak ada x € (a,b) sehingga f ' (x) dan g’ (%) keduanya tak
berhingga, maka ada c € (a,b) sehingga

f'(c){g(b)—g(a)} = g'(c){f(b)-f(a)i.

Bukti : Definisikan fungsi ¢ : [a,b]l] — R dengan
p(x) = fix){g(b)—g(a)} — g(x){f(b)-f(a)}.
Dari definisi ¢ diperoleh :
(i). ¢ kontinyu pada a dan b
(ii). ¢ differensiabel pada (a,b) dan jika ada x € (a,b)

sehingga ¢ (%) tak berhingga maka salah satu dari
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f°(x) atau g"(») tak berhingga.

(iii). e(a) = e(b) f(a)g(b) — g(a)f(b).

Oleh karena itu menurut teorema 4.11. ada c € (a,b) sehing-—
ga
p'(c) = t'{c){g(b)—g(a)} — g (c){f(b)-T(a)} = 0.

Dengan kata lain f'(c){g(b)—g(a)y = g'(c){f(b)-f(a)}..

Di bawah ini diberikan sebuah teorema yang serupa
dengan teorema 4.13, tetapi fungsinya didefinisikan pada

interval terbuka (a,b).

Teorema 4.14. :

Jika fungsi f : (a,b)—R dan g : (a,b)—R differen—

siabel pada (a,b), f(a'), g(a'), f(b ), dan g(b ) ada

dan berhingga serta tidak ada » € (a,b) sehingga f’(x)

dan g’ (%) keduanya tak berhingga; maka ada ce (a,b) se-

hingga

f'(c){g(b’)—g(a’)} = g’ (c){f(b )-f(a")].
Bukti : Definisikan fungsi F dan G pada [a,b] dengan

F(x) = fix) , jika % . (a;h)

f(a'), jika x = a
{ f(b ), jika x = b
dan
gta’), jika x = a
Gi{x) = { gtx) , iika x € (a,b).
g(b" ), jika x = b

Dari pendefinisian F dan 6 diperoleh bahwa F dan 6 memenuhi

kondisi teorema 4.13.. Dengan demikian ada ce (a,b) sehing—

ga F'(c){B(b)-G(a)} = G (c){F(b)-F(a)}. Dengan kata lain

£ (c){g(b)—g(a’)} = g’ (c){f(b)-f(a") 3.}
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Syarat cukup agar fungsi naik tajam, turun tajam, mau—
pun merupakan fungsi konstan diberikan dalam teorema di ba-—

wah ini.

Teorema 4.15. :
Jika f : [a,b]l]—R differensiabel pada (a,b) dan kon-
tinyu pada a dan b, maka
(i). Jika f'(x)>0 pada (a,b), maka f naik tajam
(ii). Jika f'(x) < O pada (a,b), maka f turun
tajam
(iii). Jika f'(x) = O pada (a;b), maka f fungsi

konstan.

Bukti : Ambil sebarang fungsi f : [a,b]l] — R dengan f dif-
ferensibel pada (a,b) dan kontinyu pada (a,b). Selanjut-
nya ambil sebarang x,y € [a;b] dengan ® < y. Karena
[x,v¥] € [a,b]l] maka semua sifat yang dipunyai [a,b] juga di-
punyai [x,y]l. Dengan demikian menurut teorema 4.12. ada
c € [a,b] sehingga

TEx) — #ly) = T (€} ln. = ¥).
Oleh karena itu :
(i). Jika f"(x) > O untuk setiap » € (a,b), maka " (c) > O.
Oleh karena itu f(x) < f(y). Dengan kata lain f naik tajam.
(ii). Jika f (%) < O untuk setiap x € (a,b), maka f" (c) < O.
Oleh karena itu f(x) > f(y). Dengan kata lain f turun tajam.
(iii). Jika f'(x) = O untuk setiap x € (a,b), maka f'(c)= 0.

Oleh karena itu f(x) = f(y). Dengan kata lain f konstan. [J

Akibat teorema 4.15. diberikan di dalam pernyataan di
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bawah ini.

Akibat 4.16. :
Jika f dan g fungsi kontinyu pada [a,b]l dan mempunyai
turunan sama dan berhingga, maka f-g konstan dalam

fa;bl.
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