
1 

KONSEP TOPOLOGI NON EPSILON DELTA 

PADA SISTEM BILANGAN REAL 

1 , 
l 

OLEH 

MOHAMMAD IMAM UTOYO 

NIP : 131 801 397 

JURUSAN MATEMATIKA 

\ u ..J 
~ 

/"1. 

16F£, o l~~, 

FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM 

UNIVERSITAS AIRLANGGA 

SURABAYA 

1994 

... 17{ 

IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

LAPORAN PENELITIAN Konsep Topologi Non ... Mohammad Imam  Utoyo



TDP()L 0 -/ 1 

KONSEP TOPOLOGI NON EPSILON DELTA 

PADA SISTEM BILANGAN REAL 

30004039531419 

OLEH 

MOHAMMAD IMAM 

NIP : 131 

JURUSAN 

eo 403 r;wr J ILl I 
s DOD fa ?>q ~ 141- 9 

, I L I K 
PERil. T "l'. 

"UNIVeRSITAS Am A GGA" I 
S URABAYA I 

TEROAFTAR PADA : 
lEMBAGA PENElITlAN 
lW' VE R.SIT AS AIRlANGGA 

Nomor: qs. IlPJ,Pz!R t.J~, j IN Y 

Or. Noor Cholia. Zaini 
130356372 

FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM 

UNIVERSITAS AIRLANGGA 

SURABAYA 

1994 

IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

LAPORAN PENELITIAN Konsep Topologi Non ... Mohammad Imam  Utoyo



KONSEP TOPOLOGI NON EPSILON DELTA 

PADA SISTEM BILAHGAH REAL 

-- ---~~ 

OLEH 

MOHAMMAD IMAM UTOYO 

NIP. 131 801 397 

----~ 

; , .. : 

Karya tulis ini telah diperiksa dan disetLijui 

sebagai karya ilmiah bermutu. 

Surabays, ~ Nopember 1994 

Mengetahui, r~1enyetLlj ui, 

Purwati) 

NIF'. /31 569 .5.8 

IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

LAPORAN PENELITIAN Konsep Topologi Non ... Mohammad Imam  Utoyo



ABSTRAK 

Konsep topologi pada sistem bilangan real yang 

terdapat pad a beberapa buku anal isis didekati dengan suatu 

pendekatan baru tanpa melibatkan konsep epsilon delta. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

Oalam analisis, setiap konsep yang dibangun selalu 

melibatkan epsilon delta. Akan tetapi dari pengalaman 

mempelajari anal isis dengan melibatkan epsilon del ta 

tidaklah mudah. Sehingga perlu dipikirkan suatu pendekatan 

lain dalam mempelajari anal isis ini~ tanpa melibatkan 

epsilon delta. Oengan pendekatan baru ini diharapkan dapat 

mempermud ah seseorang yang akan mempelajari analisis. 

Penelitian ini dilakukan dengan cara mempelajari konsep 

yang sudah ada dalam analisis, selanjutn ya dicari pendekatan 

baru dari konsep tersebut. Konsep yang diperoleh dengan 

pendekatan baru ini adalah ekivalen dengan konsep 

sebelumnya~ sehingga untuk mempelajari anal isis cukup 

dipilih salah satu saja . 

Kajian penelitian ini dibatasi pada konsep topo l ogi 

pada sistem bilangan real R, sedangkan untuk pengembangan 

lebih lanju t akan dilakukan pada penelitian berikutnya. 

Pembagian bab dilakukan sebagai berikut : 

Bab I, PENOAHULUAN 

Oi dalam bab ini dijelaskan secara singkat ten tang ma s a l ah 

yang akan diteliti dan memuat penjelasan tentang apa yang 

1 
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.. 

dibe~ikan dalam bab-bab yang lainnya . 

Bab II, KONSEP TOPOLOGI DENGAN EPSILON DELTA PADA SISTEM 

BILANGAN REAL 

Di dalam bab ini dibe~ikan konsep topologi dengan epsilon 

delta pada sistem bilangan ~eal yang akan didekati dengan 

pendekatan ba~u tanpa melibatkan epsilon delta . 

Bab III, KONSEP TOPOLOGI NON EPSILON DELTA PAD A SISTEM 

BILANGAN REAL 

Di dalam bab in1 akan dib1ca~akan ten tang konsep topolog1 

non epsilon delta. 

Bab IV, KESIMPULAN 

Di dalam bab ini dibe~ikan ten tang kesimpulan da~i bab-bab 

sebel u mn ya. 

2 
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BAB II 

KONSEP TOPOLOGI DENGAN EPSILON DELTA 

PADA SISTEM BILANGAN REAL 

Dalam bab ini akan diberikan konse p-konsep topologi 

dengan epsilon delta pada sistem bilangan r eal. 

Sebe lum membicarakan ten tang konsep topologi dengan 

epsilon delta terl ebih dahulu akan diberikan pengertian 

persekitaran pad a sistem bilangan real. Persekitaran titik x 

dengan jari-jari r dinotasikan dengan N ( x ) didefinisikan 
r 

sebagai N (x) = {y e R : I x-y l < d. 
r 

Setelah mengetahui pengertian persekitaran. selanjutny a 

diberikan tentang pengertian titik-Ilmit. 

2 . 1. Titik-limit 

Definisi tit ik- limit diberikan d alam definisi di bawah 

ini . 

De fi n isi 2 . 1 . 

x e R, titik-limit himpunan A, 

belaku N (x) n A - {x} ~ 0 . 
" 

jika untuk setiap " > 0, 

Selanjutnya a kan diberikan suatu syarat cukup a pa kah 
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suatu himpunan mempunyai titik-limit atau tidak. 

Tearema 2 . 2 . 

Setiap himpunan berhingga tidak mempunyai titik-limit. 

Bukti : Ambil sebarang A himpunan berhingga dan sebarang xeR 

akan ditunjukkan bahwa x bukan titik-limit himpun an 

Karena A berhingga maka A dapat dituliskan sebagai 

A::::{a.a,a •... • a} . 
l ' 2 3 ' . n 

Pilih e = min {Ix :L = 1 ~ 2 , 9 ~ • •• ~n }, maka N ( x ) nA 
e 

Dengan demikian x bukan titik limit himpunan A. I 
= 

A. 

0 . 

Dari tearema 2 . 2 . dapat diperoleh dUB syarat perlu s ua-

tu h lmpunan mempunyal titl~~ -li mit atau tidak. ~~ edua syarat 

perlu terse but diberik a n dalam tearema di bawah in1. 

Ak ibat 2 . 3 . 

Jika A mempunyai t i tik- l i mit neb , maka A tak berhi ngga . 

Bukti Akibat 2.3. merupakan kantrapasisi dari- tearema ,.., .., 
...:.. . ..:.. . 

Tearema 2 .4. 

Jika x titik- limit himpunan A, ma ka un t u k setiap e > 0, 

berlaku N ( x ) n A t ak berhingga. 
e 

Buk ti : Andaikan x titik-limit himpunan A dan ada e > 0, 

4 
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sel1ingga N (x) ('A ber-hingga . Kar-ena N (x) ('A ber-hingga, maka 
c c 

N (x)('A dapat dituliskan sebagai 
c 

N ( x )nPt == {a.a .a , . . . ,a } . 
& 1 " 2 " 9 n 

P i l i h 6 == mi n { Ix - a i.l :t = 1,2 ~ 3 , ...... , n}, maka N
6

(x)rlA = 0. 

Dengan demikian x bukan titik limit himpunan A.Kontr-adiksi . 1 

Setelah membicar-akan ten tang tit i k-limit, konsep 

penting lainnya yang per-Iu dibicar-akan adalah titik-ter-asing 

dar-i suatu himpunan. 

Definisi 2 . 5. 

x E A disebut titik- ter-asing dari himpunan A, jika x bukan 

titik-limit himpunan A . 

Selanjutny a dibicarakan tentang pengertian titik-dalam, 

titik-batas, dan titik-iuar-. 

2 . 2. Titik- dalam, Titik-batas, dan Titik-Luar 

Di bawah ini diber-ikan penger-tian titik-dal am , 

titi k-batas, dan titik-iuar- suatu h impunan . 

Definisi 2 .6. 

x e R disebut titi k-daiam himpunan A, jika ada Q) O sehingga 

N ( x ) c A. 
c 

5 
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Definisi 2.7. 

x E R disebut titik- batas himpunan A, jika untuk setiap &> 0 

N (x) n A ~ 0 dan N (x) n AC ~ 0. 
& & 

Teorema 2 .8. 

Jika x titik-batas himpunan A dan x ~ A, maka x merupakan 

titik-limit himpunan A. 

Bukti : Jika x merupakan titik-batas n&6 himpunan A dan xeA, 

maka untuk s eti a p & > 0 , berlaku N ( x ) n A 
& 

c , 
- "LXi 

hingga x merupakan titik-limit n&6 himpunan A. I 

Definisi 2 .9 . 

Se-

x E R disebu t tit i k- luar h impun a n A, jika ada & > 0 , s e hi ng -

Dari definisi 2 . 9 . dan definisi 2 . 6 . dapat disimpulkan 

bahwa x titik-luar hinmpun an A jika dan hanya jika x titik-

dalam himpunan AC
• 

2.3. Himpunan Terbuka dan Himpunan Tertutup 

Di bawah ini diberikan pengertian himpunan terbuka dan 

himpunan tertutup beserta sifat-sifatnya . 

Definisi 2 .10. 

A disebut himpunan terbuka, jika setiap anggotanya meru-

6 
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pa kan ti tik - dalam himpunan A. 

Definisi 2.11. 

A himpunan tertutup ,jika setiap titik-limit himpunan A 

termuat dalam A. 

Selanjutnya diberikan teorema ya ng menya takan hubun gan 

a ntara himpunan terbuka dan tertutup. 

Teor-ema 2 .1 2 . 

A himpunan terbuka jika dan hanya jika AC himpunan t ertutup. 

Bu k ti : Ambil sebarang A himpunan terbuka dan x titik-

limi t himpunan AC
• Karena x titik- l imit h · AC 

•• l.mpunan , mal-:.a 

untuk setiap ~ > 0 , berlaku 
. c N (x) () A - {x} 

" 
'" 0 . Sehingga 

N ( x ) bukan merupakan h impunan bagi an dari 
" 

A. Ol eh 

itu x bukan titi k-dalam himpunan A. Karena A terbuka 

karena 

maka 

x E A atau x E A
C

• Jadi AC merupakan himpunan t ertutup. Se-

ba liknya ambil sebarang AC himpunan tertutup d a n x E A. Ka -

rena x E AC
, mak a x bukan titik-limit himpunan AC

• Oleh ka-

rena °i tu ada c )- 0 , sehingga N ( x ) fI AC
_ { x} = 0 . 

" 
Karena 

mak a N (x) () AC = 0. 

" 
Sehingga N ( x) c A. 

" 
Oleh karena itu x merupakan titik-dalam himpunan A. Dengan 

demiki a n A merupa ka n himpunan terbuka _I 

7 
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Aki bat 2 .13 . 

A himpunan tertutup jika dan hanya jika AC himpunan ter-

buka 

Dibawah ini diberikan syarat perlu dan cukup untuk me-

nentukan apakah suatu himpunan merupakan himpunan tertutup 

ditinjau dari titik batas himpunan tersebut. 

Teor-ema 2.14. 

A himpunan tertutup jika dan hanya jika setiap titik-batas 

himpunan A termuat dalam A. 

Bukti : Ambil sebarang A himpunan tertutup Andaikan ada 

titik-batas himpunan A yang tidak termuat dalam himpun an A, 

misalk a n titik-batas tersebut adalah x. Karena x ~ A dan AC 

himpunan terbuka~ maka ada c > 0, sehingg a N ( x ) c AC
• 

e 

karena itu N ( x ) n A = 0 . Hal ini bertentangan dengan 
e 

Oleh 

sifat 

x sebagai titik -ba tas . Sebaliknya misalkan setiap tit i k-ba -

tas himpunan A termuat dalam himpunan A dan x sebarang ang-

gota AC
• I<arena xeA ~ maka x bukan tit i k- batas himpunan A. 

Sehingga ada e > 0 sehingga N ( x) n A = 0 dan N ( x ) n AC= 0. 
e e 

Ka rena N ( x) n A = 0, maka N ( x ) S AC
• Oleh karena itu A

C 

e e 

merupakan himpunan terbuka atau d engan kata lain A merupakan 

himpunan tertutup .1 

8 
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Sete lah membicarakan ten tang syarat per l u dan cukup 

untuk menentukan apakah suatLl himpun an merupakan himpunan 

terbuka atau tertutup, di bawah ini akan dibicarakan t~ntang 

koleksi himpunan terbuka dan tertutup. 

Teorema 2 . 15. 

Misalkan B c R, 

{A . A. himpunan terbuka untuk setiap i E B} , , 
dan 

maka : 

{c . C. himpunan tertutup untuk setiap i E B}, , , 

(i). U
ieB 

Ai merupakan himpunan terbu ka 

(ii). (\eB C, merupakan himpunan tertutup 

Bukti (i ) . Ambi I seba rang . x E U
ieB 

Ai' maka ada i E B s e-

hingga x E Ai. Ka rena Ai. merupakan himpunan terbuka maka 

ada & > o sehingga N (x) cA. c U. eB A . . Oleh karena itu e \. t. t. 

U
ieB 

A, merupakan himpunan tE?rbuka 

( i i ) c · - C ,C CC r:. arena \ f1' eB .J' :=:; U'eB . , maka dengan 
\. \. \. 1. 

leh ni.eB C ,- merLlpakan himpunan ter-tutup .1 

Teorema 2.16. 

Untuk n EN, misal kan {A . : A. ,' !>LS n,himpunan , , 
dan {C. , C. ,l :5iS n. himpunan ter-tutup }, , 

(i) . n~=1 Ai. mer-upakan himpunan terbuka 

9 
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(ii). U~=1 C, merupakan himpllnan tertutup . 

Bukti (i). Ambil sebarang x E n~=1 A" maka untuk setiap 

berlakll x E A_. , Karena A himpunan terbllka , maka ada c . > , 
sehingga N (x) c A._ F'ilih E = min{&.: i.:;;: 1. , 2 , _ 

C . \. t. 
, n } , maka 

, 
Sehingga nn A merllpa kan himpllnan terbllka 

\.=1 i.. 

i.., 

I) 

( i i) . v- n 
r~arena { U . 

t.=1 
C .... e _ n CC 

i. J - ('\ =1 i. ' maka dengan ( i ) diperoleh 

u~=1.C i. merupakan himpunan tertutup _I 

Selanjutnya diberikan pengertian penutLlp suatu himpunan 

dan beberapa sifat-s ifatnya . 

2.4 . Penutup Suatll Himpllnan 

SebelLlm membicarakan ten tang penutup suatu himpllnan 

terlebih dahulu d ibicarakan ten tang penger-tian himpunan 

terbatas. 

Definis i 2.17 . 

Himpunan A disebut 

(i) . terbatas, jika ad a MeR sehingga untuk setiap 

x, y E A, Ix - y I :::; M. 

(ii). terbatas ke atas , jika ada MER sehingga untuk 

setiap untu k setiap x E A berlaku x 5 M. 

(iii). terba tas ke bawah, jika ada MER sehingga untuk 

setiap x E A berlaku x ~ M. 

10 
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Pengertian penutup himpunan yang diberikan dalam 

definisi di bawah ini dihubu ngkan deng an himpunan semua 

titik- l i mi t h i mpunan tersebut. 

Definisi 2.18. 

Jika A" menyatakan himpunan semua titik-limit himpunan A, 

maka penutup himpunan A adalah himpunan A = A U A" . 

Defin'isi 2 .19 . 

Himpunan A c X disebut rapat dalam X, jika X c A. 

S ya rat cukup agar suprimum dan infimum suatu himpunan 

termuat di dalam penutup himpunan tersebut diberikan dalam 

teorema di bawah ini. 

Teorema 2.20. 

Jika A ~ ' 0 dan terbatas, maka sup A E A dan inf A EA. 

Bukti Ambil sebaran g A h impunan terbatas Misalkan 

a = sup A dan b = in1 A . Jika a e A~ maka untuk setia p e > 0 , 

berlaku N Ca )m 
" 

{ a } ~ 0. Sehingga a E A' . Sedangkan jika 

bii!A, ma ka untuk setiap e :> O ~ 

hingga b E A' . Jadi a ,b E A.I 
ber l aku N Cb )nA - { b } ~ 0. Se­

e 

11 
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Hubungan an tara himpunan tertutup dan penutup suatu 

himpunan diberikan dalam teorema di bawah ini. 

Teorema 2.21 . 

(i) . A tertutup 

(ii). A tertutup jika dan hanya jika A = A. 

(iii) . A himpunan tertutup terkecil yang memuat A. 

Bukti : (i). Ambil sebarang x E ~, maka x E A' d a n x E A. 

Ol eh karena itu ada e > 0, sehingga N (x) n A = 0. Selanjut­
e 

nya d ari teorema 2 . 4 . N ( x ) 
e 

tidak memuat titik-limit himpun-

an A . sehingga N (x) n A' = 0 . Oleh karena itu N (x) n A = 0 . . e e 

Dengan demik i an N (x) c~. Jadi Pi" te rbu ka at 3 u Pi tertu t u p . 
e 

(ii ) . Dari (i ) jika A = A, mak a A t ertu t up . Sebalikny a ji ka 

A tertutup ma ka A' c A. Sehingga A = A. 

(iii). Ambil sebarang 8 himpunan tertutup y ang memuat A dan 

x sebarang anggota A' . Maka untuk setiap e > 0, berlaku 

N ( x ) n A - {x} " 0. Karena A c B . maka N (x) n 8 - {x} " 0. e . e 

Sehingga • E 8 ' . Dengan demikian A' c 8 ' . Oleh karena itu 

A c 8 . • 

Konsep topologi selanjutnya yang akan didekati den gan 

pendekatan neb adalah himpunan kompak. 

12 
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2.5. Himpunan Kompak 

Sebelum membicarakan ten tang himpunan kompak terlebih 

dahulu dibicarakan ten tang selimut terbuka suatu himpunan. 

Definis i 2.22 .. 

Keluarga himpunan terbuka , 

himpunan A, jika A S U G. 
C( C( 

{G }, disebut selimut terbuka 
C( 

Di bawah ini akan dibicarakan ten tang pengertian 

himpunan kompak. 

Definisi 2 .. 23 . 

A disebut himpunan kompak , jika setiap selimut terbuka 

himpunan A memuat sub bagian berhingga y ang men y elimuti 

A. Sub bagian tersebut disebut sub s elimut berhingga himpu-

nan A. 

Salah satu himpunan yang merupakan himpunan kompa k 

adalah himpunan berhingga. Pembuktian hirnpunan berhingga 

merupakan himpunan kompal<. diberikan dalam teorerna di bawah 

ini. 

Teorema 2.24. 

Setiap himpunan berhingga adalah himpunan kompak . 

13 
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Bu k ti : Ambil sebar-ang A himpunan ber-hingga,maka A dapat di-

tulisk a n sebagai A = {a ~a • . . . • a }. Selanjutnya ambil seba-
1 " 2 " . n 

r-ang {G } selimut ter-buka himpunan A. Maka untuk setiap ex 

L ada G
L 

E {G 
, sehingga a . E G L • Oleh karena itu .rG i. .. 1<i.<n ". , l (X. - - J ex 0( , 0( 

mer- u pakan sub selimut ber-hingga himpunan A. Dengan kata lain 

A mer-upakan himpunan kompak .• 

Contoh himpunan yang tidak kompak adalah inter-va l 

ter-buka, sedangkan pembuktiann ya diber-ikan da l am tear-ema di 

bawah ini. 

Teor-ema 2 .. 25 .. : 

Setiap interv al ter-bu ka bu kan mer-upak an himpunan kompa k . 

Bukti : Ambil sebarang interval terbuka, mi salkan 
ciwgdtl "' - 14 > ~ 

tersebut lu , v). untuk setiap n E N ~misalkan 

n • • 
I = (u + - , v - - ) . 

n · n 

Se l anju t nya akan ditunjukkan bahwa mer upakan 

inter-val 

se l imut 

ter- buka inter-val lu,v) yang tidak mempun yai sub se l imut 

ber-hingga interva l lu,v) . Ambi l sebar-ang p E lu,v), maka ada 

s :> 0 dan t :> 0 ~ sehingga p ::;:: U + t. dan p = v - s . Dengan 

dalil Ar-chimedes diper-oleh ada n E N,sehi n gga ~< l dan 
n 

1 / - -.. s . 
n 

Oleh ka r-e na i tu p E I n. Dengan demikian {I n } mer-upakan se-

l imu t ter-buka inter-val lu,v) . Selanjutnya ambil se ba r an g 

1 4 
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{I k} su b bagian be r h i ngga d ari {I " },akan ditunjukk a n ba hw a 

'I k, , J' bukan sub seli mu t berhingga interval (u,v) . Pil i h y 

terbesar seh ingga r Y E {I k} , maka tidak ada anggota r I k" 
C J 

yang memuat sebaran g a ng gota • (u . u+ - ). , y Sehingga { rk } bukan 

sub selimut berhingga dari (LI ,V) . Oleh karena itu interva l 

(u,v) bukan himpunan kompak .1 

S ya r a t cukup agar himpunan bag ian dari himpunan kompak 

merupakan himpunan kompak diber ikan dalam teorema di bawa h 

ini . 

Teorema 2.26 .. 

Himpunan bag ian tertutup d a r i himpunan kompak merupakan 

himpunan kompak 

Bukti : Ambil sebarang A himpun an kompak dan B sebarang 

himpunan bag ian te rtutup dari him pun a n A. Ambil sebarang 

{G } selimut terbuka 
<X 

himpunan B . Karena B himpun a n t e rtu-

tup , maka BC himpunan terbuka .. Se h ingga {G } U{Bc } me­
<X 

rupakan selimut terbuka dari himpunan A. Karena A hi mpun -

an kompak , maka ada sub selimut berhingga {G 
<x. 

C 

yang memuat A. Selanjutnya j ika Be E {G 
<x, 

1 ~ i.. ~ n } ~ maka 

{G 1 ~ i.. ~ n } - {Be } merupakan sub selimu t berhi n gga 
<x. 

C 

Se dangkan jika BC e {G 
<x, 

C 

1 5 

1 ~i.. ::; n }~maka {G : 1 
<X. 

C 

d a r i 

n } 
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merupakan sub selimut berhingga dari .8 . Oleh ka ren a itu B 

merupakan h impunan kompak _I 

SelanjLltnya diberikan syarat cukup 

interval tertutup memuat elemen persekutuan. 

Teorema 2.27 . 

Jika untuk setiap iE N, misalkan I E 
x . , 

[a . ,b . ], , , 

agar 

I 2 
x . , 

a = sup{a . : i EN}, dan b = inf{b. : i EN}, maka , , 
00 

[a,b] 50 (')1 
i =1 Xi. 

barisan 

, 

Bukti : Karena untuk setiap i E N~ a :S b dan a . :S b , maka 
1 i. L 1 

{a.:i.E N} tel'"batas ke atas dan {b. i.E N} terbatas r:. e , , 
Sehingga a = sup{a . : iE N} dan b = inf { b . : iE N} ada. , , 
untuk setiap iE N,ai:S b

i
, maka a :S b . Seh ingga deng a n 

finisi an a dan b diperoleh untuk setiap iE N, 

Ol eh karen a itu [a,b] 50 

a !:: a :S b 
i 

bawah. 

Karena 

pende-

:Sb . . , 

Jika interval terbuka bukan me ru pakan himpunan kompak, 

sebaliknya interv al te r tutup merupakan himpunan kompak . Ha l 

ini dituangkan dalam teorema di bawah ini. 

16 
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Teorema 2 .28 . 

Untuk setiap x E R, r kompak . 
x 

Bukti : Ambil sebarang x E R dan I E 9 . Andaikan r tidak 
x x x 

kompak Misalkan T= [u.v] dan {G } merupakan selimut 
x ' 0< 

terbuka dari r= [u , v) yang tidak memiliki sub se li mut 
x 

berhingga yang menye l imuti r = [u,v) . Misalkan y E (u,v) d e-
x • 

n gan y merupakan bilangan rasional ~ maka T:::: 
• X 

[u , y ) U[ y ,v) 
. 1. 1. . 

dan sa l ah satu dari [u ,y ) dan [ y ,v) t i dak dapa t diselimuti 
• • • 

ole h sub bag ian ber h ingga dari {G } . 
0< 

Misalkan yang tidak d a-

pat di s elimu ti ada l ah [u ,y ). namakan r . Dengan mengambi l . 1. . x 

• 
bilangan rasional Y E r ,maka r = [u,y )U[ y ,y ) 

z x x ' 2 2 " 1 
dan salah 

• • 
satu dari [u,y ) dan [ y ,y ) tidak dapat diselimuti oleh sub 

. Z 2 " 1 

bag ian dari {G }. Namakan y ang tidak dapat diselimuti terse-
0< 

bu t dengan r Selanjutnya proses ini dilanjutkan seh ingga 
x 

2 

diperoleh : 

( a ) . 

( b) . 

Untuk se t iap LE N, 

Untuk setiap LE N, 

bag ian dari {G l . 
0< 

r ::> 
x . , 

r 
x 

i 

Misalkan Untuk setiap iE N, 

r 
x . 
,H 

ti d ak 

r = 
x . , 

dapat diselimuti oleh sub 

maka dengan t eo r e-

rn a 2 . 27 . diperoleh a = sup{a . : i E N} dan b = inf{b. : i. E N} , , 
00 

merupakan anggota dari ~r Dari proses 
x . 

\. = 1 \. 

17 
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CD 

dipe .... oleh a = b. Selanjutnya ka .... ena a E n:r e 
i=1 

x 
:r x' maka ada 

G sehingga a E G • Oleh ka .... ena itu ada €>O 
a a sedemikian 

hingga !'i,l.)e G • Menu .... ut pendefinisian a dipe,-oleh ada ie N se­a 

hingga :r ei\lA.)e G • Hal ini be .... tentangan dengan (b). Jadi :r 
x a x 

L 

kompak • 

Untuk selanjutnya dibe .... ikan sya .... at pe .... Iu dan cukup 

suatu himpunan merupakan himpunan kompak. 

Teorema 2.29. 

A kompak jika dan hanya jika A tertutup dan terbatas. 

G 
Buk ti : Ambi.l sE·bar-E<.ng A him pun an komp'::-i.k dan _e A Un-

tuk setiap pEA, dipilih N (p) 
co 

dan sehingga 

N (p)ri·~ (x)=0. ,::arena {N (p) :pe A} merupakan selimut te .... buka 
£: 6 £: 

dari A dan A kompak mal-:.a ada p • p ••••• pEA ~ sehingga 
1.' Z' 'n 

n 

A e uN (p.). 
£:. L 

Dari pendefinisian N (P.), diperoleh bahwa 
£:. L 

i. = 1. \. L 

untuk setiap , ada N".(x) sehingga N (p.)n N" (x) 
01. £; 'L ui. 

= 

n 

Selanjutnya dipilih N
6

(x) = nN
6

(x), maka 

1. =1 1. 
n 

N
6

(x)n{ UN£: (p,)} =0. Dengan demikian N
6

(x)nA = 0, 
i. =.1 i 

18 
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N6 (x) 5 A
C

• Oleh karena itu AC terbuka, dengan kata lain A 

n 

tertutup. Selanjutnya karena A c uN ( P .). maka A 
i. =1 £\. \. . terbatas 

ke a t as dan ke bawah . Jadi A terbatas. Sebaliknya jika A 

ter-batas~ maka untuk setiap xE A~~ interval tertutup [a,b] 

sehingga A c [a,b]. Karena A tertutup dan [a,b] kompak, maka 

menurut teorema 2.26 . A kompak .1 

Selanjutnya diberikan teorema yang menyatakan syarat 

cukup agar koleksi himpunan kompak memuat elemen 

persekutuan . 

Teor-ema 2.30 . 

Jika {K } merupakan koleksi himpunan kompak, sehingga irisan 
ex 

setiap sub bag ian berhinggannya tidak kosong, maka 

Bukti : Ambil sebar-ang 

() K ,. 0. 
ex 

{K } 
ex 

koleksi himpunan kompak ~ se-

hingga irisan setiap s u b bagian berhinggannya tidak kosong . 

Andaikan n K 
ex 

atau K~C . Dengan demikian { K C : a ?t- (J} 
ex 

merupakan se-

limut terbuka dari K~. Karena K~ kompak , maka ada 

ex • ex , ...• ex sehingga K~c 
1 " 2 . n (" 

Dengan demikian diperoleh 

19 
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, 
\ 
• 

n 

'~ rl-'{ n Ka. } = 0. ' ::ontradikisi .• 
1,.=1 I,. 

Akibat 2. 3 1. 

Jika {K } merupa kan koleksi himpunan kompak dengan 
n 

00 

un tuk setiap nE N, maka rJ K '" 0. 
n 

n=1 

Sifat Heiene Bore l suatu himpunan mempun yai 

yang erat dengan himpunan kompak Di bawah ini 

K::>K 
n n+1 

hubungan 

diberikan 

pengertian suatu hi mpunan yan g mempunyai sifat Heiene Borel . 

Definisi 2~32. 

Himpunan A disebut bersifat Heine Borel j i ka setiap selimut 

terbuka dari A mempun yai sub selimut berhingga yang ma-

sih menyelimuti A. 

Dengan definisi 2.32. dapat disimpulkan bahwa A kompak 

jika dan hanya jika A bersifat Heine Borel. 

Seperti sifat Heiene Bor-el yang mempunyai hubungan 

dengan himpunan kompak sifat Bolzano Weierstrass juga 

dapat dihubungkan dengan himpunan kompak Pengertian 

himpunan yang mempun ya i sifat Bolzano Weierstrass diberikan 

dalam definisi di bawah ini, sedang kan hubungan an tara 
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himpunan kompak dan h impunar: yang ber-sifat Balzano 

Weierstrass diberikan da l am teorema 2.35 .. 

Definisi 2.33. : 

Suatu himpunan A disebut bers ifat Balzana- Weiestr-ass jika se-

tiap himpunan berhingganya mempunyai titi k- limit yang 

ter-muat dalam A. 

Telah diketahui bahwa syar-at per-Iu agar- suatu himpunan 

mempunyai titik-limit a d alah himpunan ter-sebut harus tak 

ber-hingga . Tetapi tidak semua himpunan tak ter-hingga 

me mpun yai titik limit, sebagai contah himpunan bilangan asli 

tidak mempunyai titik-limit . Di bawah ini diberikan syarat 

cukup agar- himpunan tak ber-hingga mempunyai titik-limit. 

Teor-ema 2. 3 4. 

Setiap himpunan tak ber-hingga dan terbatas mempunyai ti-

tik-limit . 

Bukti : Ambil sebar-ang A himpunan tak ber-hingga dan ter-batas 

maka sup A ada. Kar-ena untuk setiap N (sup AI, ber-laku & . 

N (sup Aln A - {sup A} _ 0 , maka sup A mer-upakan titik-l i mit 
& 

h impunan A.I 
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Teore ma 2 . 3 5. 

A kompa k j i ka dan hanya jika A mempu n yai sifa t Bo lzano 

Weiers trass . 

Bu k ti : Ambi l sebarang A himpunan kom pak , maka terdapat du a 

kemungkinan yaitu A berhingga dan A tak berhingga. Jika A 

berhingga, maka A tidak mempunyai sub bag ian tak berhing-

gao Sehingga pernyataan jika 8 S A dengan 8 tak berhingga, 

maka A mempunyai titik-limit selalu bernilai benar . Se-

lanjutn ya jika A tak berhingga dan 8 sub bagian tak berhing-

ga dari A~ maka menurut teorema 2 . 29 . dan teorema 2.34. di pe-

r oleh 8 mempunyai titik-limit yang termuat dalam A. Se-

baliknya ambil sebarang A himpunan yang mempunyai sifat 801 -

zane Wierstrass. Andaikan A tidak kompak, maka menurut teo-

rema 2.29. A tidak tertutup atau A tidak terbatas 

Jika A tidak terbatas • maka ada xE A sehingga A bukan him-

punan bagian dari setiap interval terbuka yang memuat x. 

Selanjutnya untuk setiap n E N, d i pilih 
m I =( x- m, x+ m), maka 

a d a x E A t etapi x ~I m . Dengan demikian 
m m 

barisan {x } 
m 

me r u pa-

kan h i mpunan bag ian tak berhingga dar i A, t etapi t idak me m-

punyai titik-limit Kontradiksi . Selanjutnya jika A t i dak 

te r tutup , maka ada titik-limit dari A yang bukan anggo ta 

A, notasikan dengan x. Selanjutnya untuk setiap mE N, d i -

p ili h I m=(x-~.x+~ ) . Sehingga untuk seti a p mEN, a d a x eR n I
m 

m ' m . m 

d a n x ~ x • Dleh karena i tu S = { x mE N} me ru pakan him pun -
m m 
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an bag ian ta k berhingga dari A dan x merupakan 

titik-limitnya . Selanjutnya ambil sebarang yE R dengan y ,",x, 

maka ada l ;' (l sehingga y = x-l ata.u y = x+t. . Jika y = x-t, 

maka ada nE N sehingga y < • x- -. Sehingga dengan memilih 
n 

N ( y ) S (x--·-.x-~), diperoleh N ( y ) t"lS-{y)= 0 . 
& n-l " n ' £: 

Oleh karena 

itu y bukan titik-limit himpunan S. Jika y=x+t., maka ada 

nEN sehingga y> x+ ~ . Sehingga dengan memi I i h 

N (y) 
& 

n 

• • S (x+-, x+ - ) • 
n+1 " n ' 

diperoleh N ( y )t"lS-{ y ) = 0. Oleh karena 
& 

itu y bukan titik-limit himpunan S . Jadi S merupakan himpun-

an bag ian tak berh{ngga dari A yang mempunyai titHe- limit 

tidak dalam A. Kont radiksi. Jadi A himpunan kompak .• 

I LJ K I 
PERPUSTAK' At-; 

" UNIVERSITAS AIRlA" GA"' 
S URABAY A I 
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BAB III 

KONSEP TOPOLOGI NON EPSILON DELTA 

PADA SISTEM BILANGAN REAL 

Oalam bab ini dibicarakan ten tang konsep topologi non 

e psilon d e lta pad a sistern bilangan ~eal . Untuk itu perl u 

diberikan suatu und e fined term dari konsep-konsep yang akan 

dibangun, dalam hal ini undefined term yang dimaksud a d a l a h 

interval terbuk a I = (u ,v ) dengan x E I dan x E R (R 
x x 

merupakan sistem bi I an>gan real ) . 

Selanjutnya misalkan 9' merupakan koleksi semua I , dan 
x x 

semua himpunan y ang dibicaraka n dalam bab i ni adala h 

hirnpunan bagian dari R. 

Pembicaran ten tang konsep topologi pada anal isis 

biasanya dimu l a i dengan membicarakan ten tang pengertian 

titik- l irnit dalam hal ~n~ titik-limit non eps ilon de lta 

(untuk selan jutnya non epsilon delta disingkat n £6 ) . 

3.1. Titik - limit 

Oefi ni s i titik-limit n£6 diberikan dalam definisi d i 

bawah ini. 
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Definisi 3 .1. : 

x E R, titik-limit n~'<' himpunan A, jika untuk 

I 
x 

E S­
x' bela ku I n A - {x} ;JI! 0. 

x 

Ka ren a konse p t o polog i y ang a kan d i b a n gun 

setiap 

ad a lah 

ekivalen deng a n kon s ep sebe lumn y a, maka di ba wa h ini 

diberikan kee ki va lenan definis i titi k- limit n&o denga n 

definis i titi k- limit s ebelumn y a . 

Teor-ema 3.2. 

x E R merupakan titik-limit n&O himpunan A jika dan hanya 

jika x titik-limit himpunan A. 

Bukti Am bil s e ba r an g x tit i k- l i mit neb hi mpLlnan A da n &} o. 

Den gan me mil i h I = N ( x ),maka N ( x ) n A 
x & . £: 

{ x } ~ 0. Oleh 

ka r e n a i tu x merupakan titik - limit h im p u n an A . Sebalikn y a 

a mbil seba ran g x titik-limit 

Misalkan I = ( u,v) 
x 

dan 

himpunan A dan I E S- • 
x x 

maka 

'" '" N (x)nA-{x) c I nA- { x) . Sehingg a x me rupa ka n 
& x 

titik-limit 

neO himpu n a n A. I 

S a lah sa t u kriteria untu k me n e ntukan a pa ka h suatu 

himpunan mempun ya i titik- l imit a tau tidak, diberikan dalam 

t e o r ema di ba wah i n i . 
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1 

Teorema 3 .3. 

Setiap himpunan berhingga tidak mempunyai titik-limit neo . 

Bukti : Ambil sebaran g A himpunan berhingga . Jadi A d a pat di-

tuliskan sebagai 

A :;; {a . a ~ . .. ,a } dengan a , < a, , \,=1,2, ... ,n-t. 
l ' 2 ' n t. \.+1 

Se lanju tnya ambil sebarang x E R, akan ditunjukkan bahwa x 

bukan titHe-limit neo h impun an A. ~1aka terdapat tiga 

kemungkinan ~ yaitLi x < a untu k setiap i , x )- a 
L 

untuk 

sehingga a. ~ x < a. 
L L+1 

setiap i. , dan ada i.. E -[ 1.2, ...• n } 

Jika x < a t. un tuk setiap i , maka dipilih u < x dan 

untuk setiap L. Jika x :> a untuk setiap i. , 
L 

maka dipilih 

x>u>a untuk setiap 
L 

L. dan v > x. Sedangkan j ika ada i.. E 

-[ 1 ,2, . ,n } sehingga a. ~ x < a maka dipilih 
L i.. +1 

a ...- u = a jika a , . 
x ataLt a u < a jika a = x dan .•.. 

i.. -1 L L L-i L L 

u < v < a . . Dengan memilih I =(u,v), maka 
\.+ 1 x 

I n A - {x} = 0 . 
x 

Ole h karena itu x bukan 't i tik-l i mit neo dari himpunan A.I 

Selanjutnya di bawah ini diberikan du a sya r at perlu 

suatu himpunan mempunyai t itik-limit neo. 

Akibat 3 . 4. 

Jika A mempunyai titik-limit neo , maka A tak berhingga. 
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Teorema 3 .5. 

Jika x titik- limit nc6 himpunan A, mak a untuk s etiap I E.!f 
x x 

berlaku I n A tak berhingga. 
x 

Bukti : Andaikan x titik-limit nc6 himpunan A dan ada I se-
x 

hingga rnA berhingga .Jadi I n A dapat dituliskan sebagai 
x x 

I n A={a . a . .... a}. dengan a, < a. (i.. = 1,2, .. . ,n-1 ) .. 
x :1 Z · . n . t. \..+1 

Maka terdapat tiga kemungkinan , yaitu x < a un t u k setia p , 
x > a . , untuk setiap 1. ~ dan ada , E { 1.2,. . ,n } sehingga 

a , ~ x < a 
i .... 1 

Ji ka x < a. untuk , setiap i. , maka dipilih u<x 

dan x -< v < a. ~ u ntuk setiap i... Jika x ;. a . untuk , , setiap i, 

mak a dipilih x > Lt >ai. untuk setiap L, dan v > x. Sedan gkan 

jika ada i. E { :i,z.o .. ,n } sehingga a :::s x < a. 
i l+1 

maka dipi-

1 i h a . < Ll = a j i k a a < x a t au 
l-1 i. i. 

a . 
,-1 

u < a j i ka , a = x , 
dan u < v a . Dengan memilih r "=(u, v ),maka 

L+1 x . . 
1 I rA- { x } = 0. 
x 

Oleh karena itu x bukan titik-limit nc6 dari himpunan A. 

Kont radi ksi . • 

Se t elah membicarakan ten tang titik-limit ne6, konsep 

penting lainn ya yang pe~lu dibicarakan adalah titik-terasing 

dari suatu himpunan. 

Definisi 3 .. 6 .. 

x E A disebut titik- terasing nc6 dari himpunan A, jika x bu-

kan titik-limit n c6 himpunan A. 
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Dengan mengg un akan tearema 3 . 2 . d a n defi n isi 3 . 6 . d ipe-

roleh teo rem a dibawah ini yang menjelaskan keekiva l enan 

defin i si t it ik - terasing ne 6 den gan defi n is i titi k-teras ing 

sebel u mnya . 

Tear-ema 3 .7. 

x titi k-tera sing n e6 himpunan A j ika dan ha n y a ji ka x titi k-

terasing h i mpun an A. 

Se te l a h me mbicarakan t e n ta n g titik -l imit dan t i t i k- t e-

r asing, se l anjutnya akan dibicarakan ten tang titik-dalam, 

ti t ik - batas, dan titik-luar suatu himpunan . 

3 .1. 2 . Tit ik-da J a m, Tit ik -batas, d a n Titi k-Luar-

Pengertian titik-dalam n e 6 suatu himpu.nan diberikan 

dalam definisi di bawah ini . 

Definisi 3 .8. 

x E R disebut titi k-daJam n e6 h i mpu nan A, ji ka . ada I E .!} 
x x 

sehingga l e A. 
x 

Keekivalenan pengert i an titik-dalam n e6 den gan penge r -

tian t i t ik-dalam sebe l umnya d ibe r ikan d alam tearema di bawa h 

in i. 
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Teorema 3 .9. 

x titik- dalam ne 6 himpunan A jika dan hanya jika x ti tik-

dalam himpunan A. 

Bukti Ambil sebal'"ang x titik-dalam ne6 himpunan A, maka a-

da I e.!l sehingga I e A. Misalkan I =(u , v) 
x x x x . 

dan &=mi n { x-Lt , v -x}. 

maka N (x) e l e A. Sehingga x merupakan titik-dalam him-
e x 

pu n a n A. Sebaliknya ambi l sebarang • titik - da l am himpunan A, 

maka ada N ( x ) , sehingga N (x) e A. Dengan me n gambil e . e I = N ( x ) , 
x e 

maka l e A. 
x 

Sehingga x merupakan titik-dalam ne6 dari him -

pUnan A . • 

Pengertian titik-batas n e 6 suatu himpunan diberikan 

dalam definis1 d1 bawa h 1ni. 

Definisi 3 .10 . 

• E R disebut titik- batas n e 6 himpunan A, jika untuk setiap 

IE':;, I n A '" 0 dan I n A C '" 0 . 
x x x x 

Keekivalen an pengert i a n titik-batas n c6 dengan 

tian titik-batas sebelumnya diberikan dalam teorema d i bawah 

ini. 

Teo..-ema 3.11 .. 

• titik-batas n e6 himpunan A jika dan hanya jika x titik-

batas himpunan A. 
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Bukti : Ambil sebarang x titik-batas n£6 himpunan A dan £ )0. 

Dengan memilih I =N (xl, maka N (xlnA '" 0 dan 
x e ' e 

Sehingga x merupakan titik-batas himpunan A. Sebaliknya am-

bil sebarang x titik-batas himpunan A dan lEg. 
x x 

Misalkan 

I =(u,v) dan e=min{x-u,v-x}, maka N (x)cI . Karena 
x £ x 

dan N (xl n A
C 

'" 0 , maka I n A '" 0 dan I n A
C 

'" 0. e . x x 
Sehing-

ga x merupakan titik-batas n£6 himpunan A. I 

Syarat cukup suatu titik merupaka.n titik-limit n£6 

suatu himpunan yang berhubungan dengan titik-batas himpunan 

tersebut diberikan dalam teorema di bawah ini. 

Teorema 3 .1 2 . : 

Ji ka x titi k-batas n£6 himpunan A dan x e A, mak a x merupa-

kan titik-limit n£6 himpunan A. 

Bu kti : Jika x merupakan titik-batas n£6 himpunan A dan xli!A, 

maka untuk setiap lEg 
x x 

berlaku I n A - {x} ~ 0 . 
x 

Sehing-

ga x merupakan titik-limit n£6 himpunan A.I 

Selanjutnya diberikan pengertian titik-luar n£6 suatu 

himpunan diberikan dalam definisi di bawah ini . 

Definisi 3 . 13 . 

x E R disebut titik-luar n£6 himpunan A, jika ada lEg, 
x x 
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sehingga I cAe . 
x 

Dari definisi 3 . 13 . d an definisi 3 . 8 . dapat disimpulkan 

bahwa x titik-luar n&6 himpunan A jika dan hanya jika x ti -

tik-dalam n&6 himpunan AC
• Sehingga dengan teorema 3.9 . di-

peroleh teorema di bawah ini . 

Teorema 3 .14. 

x titik- luar n&6 himpunan A jika dan hanya ji ka x titik-luar 

himpunan A. 

Selanjutnya akan dibi c arakan tentang pengertian 

himpunan terbuka n£6 dan hlmpunan tertutup n£6 beserta 

sifat-sifatnya . 

3 .1. 3 . Himpunan Terbuka dan Himpunan Tertutup 

Pengertian himpunan terbuka n &6 diberikan dalam 

definisi di bawah ini. Definisi himpunan terbuka n&6 ini 

dihubungkan dengan pengertian titik-dalam. 

Definis i 3 . 15. 

A disebut himpunan terbuka n &6 , jika setiap anggotanya meru-

pakan titik- dalam n &6 himpunan A. 
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Keekivalenan definisi himpunan ter-buka n&6 dengan 

definisi himpunan ter-buka sebelumnya diper-oleh dar-i definisi 

3.15. dan teorema 3.9., dan diberikan dalam teorema di bawah 

ini. 

Teorema 3.16. 

A himpunan terbuka n&6 jika dan hanya jika A himpunan terbu­

ka. 

Selanjutnya diberikan pengertian himptJnan tertutup nc6 

yang dihubungkan dengan penger-tian titik-limit n&6. 

Definisi 3.17. 

A himpunan tertutup n&6, jika setiap titik-limit n&6 himpun­

an A termuat dalam A. 

Keekivalenan himpunan ter-tutup n&6 dengan 

definisi himpunan ter-tutup sebelumnya diper-oleh dar-i 

definisi 3.17. dan teorema 3.2., dan diberikan dalam teorema 

di bawah ini. 

Teorema 3.18. : 

A himpunan tertutup n&6 jika dan hanya jika A merupakan him­

punan tertutup. 
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Hubungan an tar-a himpunan ter-tutup n e b dan himpunan 

ter-buka neb diber-ikan dalam tear-ema di bawah ini . 

Tear-ema 3 .19. 

A himpunan terbuka n e b jika d a n hanya jika AC himpunan ter-

tutup neb . 

Bukti : Ambil sebar-ang A himpunan ter-buka ncb dan x titik-

C 1mit ncb h1mpunan A . Kar-ena x titik-limit ncb himpunan 

maka untuk setiap I E .!J', berlaku I n AC-{x} 1'! 0 . Sehing-
x x x 

ga I bukan mer-upakan himpunan bagian da r- i A. Oleh kar-en a i-
x 

tu " bukan titik-dalam n~& himpLlnan A. Karena A terbuka n.~ , 

maka x E A atau x E A
C

• Jadi A
C 

merupakan himpunan ter-tutup 

ncb. Sebalikn y a ambi l sebar-ang AC himpunan ter-tutup ncb dan 

x E A. C Kar-ena x e A , maka x bukan titi k-limi t ncb himpunan 

AC
• Sehingga ada I E .!J' , sehingga I () AC 

{x} = 0 . Karena 
x x x 

x e I () AC maka I () AC 
= 0. Sehingga I c A. Oleh karena , 

x x x 

itu x merupakan titik-dalam ncb himpunan A. Dengan demikian 

A mer-upakan himpunan ter-buka ncb . • 

Hubungan an tar-a himpuroan ter-tutup n c b dan himpunan 

ter-buka ncb juga dinyatakan dalam tearema di bawah ini . 

Akibat 3 . 20 . 

A himpunan tertutu p n cb jika dan 9anya jika AC himpunan ter-

buka neb. 
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S yarat perlu dan cukup untuk menentukan suatu himpunan 

meru p a kan himpunan tertutup ne6 diberikan dalam teorema di 

bawah ini . 

Teorema 3 . 2 1. 

A himpunan tertu tup ne6 ji ka dan hanya jika setiap titik-ba-

tas ne6 himpunan A termuat dalam A. 

Bukti : Ambil sebarang A himpunan tertutup ne6. Andaikan ada 

titik-batas ne6 h i mpunan A yang tidak termuat dalam himpunan 

A, misalkan titik-batas ne6 tersebut adalah x. Karena x Ii! A 

dan A C himpLinan t e r-buka nc6 (ak.i bat 3.20), maka ada I e.9-, 
x x ' 

s ehingga I c AC. Oleh karena itu I n A = 0 . Hal i ni be r -
x x 

ten tan gan d e n gan si f a t • sebagai t i t ik -ba t a s ne6. Se ba l ik n ya 

misal kan s e ti ap t i t i k-bata s him pun a n A termuat dal a m himpun-

A d b t Ac. an an x se ara n g anggo a I< arena xfi!A, maka x bukan ti -

tik-batas ne6 himpunan A. Sehingga ada I e9' sehingga I nA >"0 
x x x 

dan I nAc >" 0 . Karena I n AC >" 0 , maka 
x x 

I n A = 0. 
x 

Sehing-

g a I c AC . Oleh karena itu AC merupakan himpun a n terbuka ne6 
x 

dan dengan akiba t 3.20. A merupakan himpunan tertu tup n&6· 1 

Keterbukaan (ketertutupa n ) gabungan atau iris an himpun-

an-himpunan terbuk a (tertutup) diberikan dalam dua teorema 

di bawah ini . 
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Teorema 3.22. 

Misalkan B c R, 

{A. , A 
i 

himpunan terbuka neo untuk setiap i e B} 

dan 

{C. , C himpunan tertutup neo untuk setiap i e B}, , 
maka : 

(i). U
ieS 

A, merupakan himpunan terbuka nco 

(ii). n
ieS 

C
i 

merupakan himpunan tertutup ncO 

Bukti: (i). Ambil sebarang x e U'
eB 

A., maka ada , , i. e B 

hingga x E Ai..Karena Ai. merLtpakan himpunan terbuka n&6~ 

ada I e.!f 
x x 

sehingga I . cAe u _ A 
x i. i.E~ 1. 

Dleh kar-ena itu 

merlJpakan himpunan terbuka n&6. 

( i i) . ~. - C -.. c :.arena "l ,.. .. \.e8 i. J maka dengan ( i ) dan 

se-

mak.a 

bat 3.20. dipel'"'oleh 1\.eB Ci. merupakan himpunan tertutup n&6.1 

Teorema 3.23. : 

Untuk n e N, misalkan {A.: A.,l Si.:S n,himpunan , , 
dan {C. : C. ,1 :Si:S n, himpunan tertutup neo}, , , 
(i). ti~=1 A , merupakan himpunan terbuka nco 

(ii). U~=1 C 
i 

merupakan himpunan tertutup nco. 

terbuka nco}, 

maka 

Bukti : (i). Ambil sebarang x e n~=l Ai,maka untuk setiap i, 

berlaku x e Ai' Karena Ai himpunan terbuka n&6, maka ada 
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sehingga I ~ c A • . Dengan memilih maka 

I c n~ A . . S eh i ngga n~ A. mer-upakan himpunan ter-buka ne6. 
x t. =1. 1. 1. = 1 t. 

( i i) . Kar- e na { U~ C.} C = nn c C maka dengan 
t. = 1 t. i. = 1. i. ' 

( i ) dan aki-

bat 3 . 20 . diper-oleh U~=1C . mer-upa k a n hi mpunan ter-tutup ne6. 1 

Bentuk himpun a n ter-bu ka diber-ikan dalam teor-ema di 

bawah i n i . 

Teorema 3 . 2 4 . 

Setiap himpunan ter-bu ka ne6 me rupakan gabungan bebe rapa I 
x 

yang sal i ng as ing dan paling ba n y a k terhitung. 

Bukti : Ambi l sebar-an g A himpunan ter-buka n&6. Untuk setiap 

x E A, dipilih I E ~ ter-besar sehingga l e A. Selanjutn ya 
x x x 

akan ditunjukkan bahwa untuk setiap x, y E A , dengan x ~ y, 

ber-laku I n I = 13 atau I = I Ji ka I n I '" 13 , ma,;a ada 
x y x y x y 

Z E I n I . Sehingga I = I u I mem u at x dan y. Oleh 
x y z x y 

kar-e-

n a itu d engan pemilihan I d an I d i peroleh I = I = I . Se-
x y x y % 

lanjutnya dar-i pengambilan I diper-oleh 
x 

A = U ~I , 
x =-< x 

d engan 

setiap I saling asing satu dengan yang lainn y a. Un tuk 
x 

me m-

buktikan bahwa {I } paling ban ya k ter-h i tung , ma':. a dibangun 
x 

himpunan G = {r- E Q r- E I } . Karena G c Q, dan Q terhi tun g 
x 

maka {I } paling banyak te r- hitung . 
x 

Konsep topologi pada sistem bilangan r- eal selanjutn ya 
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adalah penutup suatu himpunan. 

3.1.4. Penutup Suatu Himpunan 

Sebelum membicarakan ten tang penutup suatu himpunan 

terlebih dahulu akan diberikan definisi himpunan terbatas. 

Definisi 3.25. : 

Himpunan A disebut : 

(i). terbatas, jika untuk setiap x E R,ada I E ~ sehing-
x )( 

ga A c I • 
x 

(ii). terbatas ke atas, jika ada x E R sehingga A c (-m,x). 

(iii). terbatas ke bawah, jika ada x E R sehingga A c (x,m). 

Pengertian penutup suatu himpunan diberikan dalam 

definisi di bawah ini. F'engertian penutup himpunan ini 

dihubungkan dengan himpunan semua titik limit. 

Definisi 3.26. : 

Jika A' menyatakan himpunan semua titik-limit nco himpunan 

A, maka penutup himpunan A adalah himpunan A = A u A'. 

Definisi 3.27. 

Himpunan A c X disebut rapat dalam X, jika X c A. 
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Syarat cukup agar suprimum dan i n fimum suatu himpunan 

termuat di dalam penutup himpunan tersebut diberikan dalam 

teorema di bawah ini. 

Teorema 3 . 28 . : 

Jika A ~ 0 d an terbatas, maka sup A E A dan inf A E A. 

Bukti : Ambil sebarang A himpunan terbatas ne6, Misalkan 

a = sup A dan b = inf A. Jika a e A, maka untuk setiap 

b I ' Ir.A " ,",,,, Sh o , er ay:.u 0." - 't.8. J' • ..... . e 1ngga ~ ~ A ' . Sedangkan jika 

maka untuk setiap I
b

E9-
b

, IbM - {b} ~ 0 . Sehingga b E A' . Ja­

di a, b E A. I 

Hubungan an tara penutup suatu himpunan dan h'impunan 

tertutup diberikan dalam teorema di bawah ini. 

Teorema 3 . 29 . 

(i) . A tertutup n&6. 

(ii). A tertutup n&6 jika dan hanya jika A = A. 

(iii). A himpunan tertutup terkecil yang memuat A. 

Bukti : ~ (i) . Ambil sebarang x E A , maka x e A' dan x e A. 

Dleh karena itu ada I E g. sehingga I n A = 0. 
x x ' x 

Selanjut-

nya dari teorema 3.5. I tidak memuat titik- limit n&6 him-
x 

punan A, sehingga I n A' = 0, Dleh karena itu 
x 
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Dengan demikian I c P;C. Jadi P;c terbuka neo atau A 
x 

neo. 

tertutup 

(ii). Dari (i) jika A = A, maka A tertutup neo. Sebaliknya 

jika A tertutup neo, maka A' c A. Sehingga A = A. 

(iii). Ambil sebarang 8 himpunan tertutup neo yang mmemuat A 

dan x sebarang anggota A'. Maka untuk setiap lEg. berla-
x x· 

ku I fI A - {x} ;tt! 0. ~::arena A c B~ maka I (')B - {x} ;.! 0. Se-
x x 

hingga xES'. Sehingga A' c 8'. Oleh karena itu A c ~ •• 

Konsep topologi selanjutnya adalah himpunan kampak. 

3.1.5. Himpunan Kompak 

;"3.!2belt..l.iTl membicE!.r~k,3n t.ent,OI.ng himpun,-;..n k_olTtpa.k 

terlebih dahulu akan dibicarakan tentanq selimut terbuka 

suatu himpunan. 

Defini5i 3.30. : 

Keluarga himpunan terbuka neo. {G }, disebut selimut terbuka . ex 

neo himpunan A, jika A S U G. 
ex a 

Setelah didefinisikan selimut terbuka suatu himpunan, 

selanjutnya akan diberikan pengertian himpunan kompak neo. 
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Definisi 3.31. : 

A disebut himpunan kompak ne6, jika setiap selimut terbuka 

ne6 himpunan A memuat sub bagian berhingga yang menyelimuti 

A. Sub bagian tersebut disebut sub selimut berhingga himpu-

nan A. 

Salah satu himpunan kompak ne6 adalah himpunan 

berhingga. Pembuktian pernyataan ini diberikan dalam teorema 

di bawah in1. 

Teor-ema 3 .. 32. : 

Setiap himpunan berhingga adalah himpunan kompak ne6. 

Bukti : Ambil sebarang A himpunan berhingga,maka A dapat di-

tLtliskan SebaQ2i. A = {a .a ~ ...• a }. SelanjL!tnya ambii seba-
... 1" 2' . n 

rang {G } selimut terbuka n&6 himpunan A. 
0( 

Maka untuk setiap 

~ ada GL 
E {G } sehingga a. E G

l
. Dieh karena itu 

at ex - to. ot. 
..- i":::! i.. .. ,<; <n'. t LJ .. _ ... _ J 

0( 

merupakan sub selimut berhingga himpunan A. Dengan kata lain 

A merupakan himpunan kompak ne6.1 

Selanjutnya setiap interval buka bukan merLtpakan 

himpunan kompak ne6, hal ini diberikan dalam teorema di 

bawah ini. 

Teorema 3.33. : 

Untuk setiap I E.g., dengan x E R, berlaku I bukan himpun-
x x x 
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an kompak rlE:6. 

Bukti : Ambil sebarang x E R dan r 
x 

e .!} • ma~~a 
x' 

I dapat di-
x 

tuliskan sebagai I = (u~v). untuk setiap n, meN, 
x 

misalkan 

I
nm 

= (u + ~,v - ~) .Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa {r
nm

} 

merupakan selimut terbuka n&6 dari I 
x 

yang tidak mempunyai 

sub selimut berhingga dari I Ambil sebarang pEr .maka a-
x x 

da s > 0 dan l > 0, sehingga p = U + L dan p = v B. Dengan 

dalil Archimedes diperoleh ada n,m E N,sehingga ~<t dan 
n 

. " 
-·~.s. 

m 

Dieh karena itu p e rnm. Dengan demikian {r
nm } merLtpakan se­

limut terbuka n&6 dari I 
x 

sub bag ian berhingga dari 

Selanjutnya ambil sebarang 

'r nm ., _1.._ 'L f, dr;.c:tn ditunjukkan bahwa 

, r kL, 
'L J 

bukan sub selimut berhingga dari I Pilih y terbesar sehing-
x 

ga r Yz E {I kt
}. maka tidak ada anggota {Ikt} yang rnemuat se-

barang anggota (Lt ~ • , - h' ; I kl, u + -). ~E l.ngqa"t J' bukan sub selimut 
y -

berhingga dari {I
nm

}. Dieh karena itu I bukan himpunan kom­
x 

pa,:, n&6 .• 

Kriteria himpunan bag ian sLiatu himpunan kompak n&6 

merupakan himpunan kompak diberikan dalam teorema di bawah 

ini. 

Teorema 3.34. : 

Himpunan bagian tertutup n&6 dari himpunan kompak n&6 meru-

pakan himpunan kompak n&6. 
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Bukti : Ambil sebarang A himpunan kompak ncO dan B sebarang 

himpunan bagian tertutup nco dari himpunan A. Ambil sebarang 

{G } selimut terbuka ne6 himpunan B. Karena B himpunan tertu­
ex 

tup n&6, maka Be himpunan terbuka n&6. Sehingga {G }U{Bc } me­
ex 

rupakan selimut terbuka nco dari himpunan A.Karena A himpun-

an kompak neD, maka ada sub selimut berhingga {G 
ex, , 

yang memuat A. Selanjutnya jika 8 e 
E {G 

ex, , 
1. :S i.. :S n}~ maka 

{G 
ex, 

1. ~ i.. :S n} - {B
c } merupakan sub selimut berhingga dari 

{G
ex

}. Sedangkan jika Be E {G
ex , 

1 :::Si.:::; n} ~ maka {G (X. , 
n} 

merupakan sub selimut berhingga dari {G }. 
ex 

Oleh karena itu B 

merupakan himpunan kompak ne6.1 

Selanjutnya d.i.berikan cukup 

himpunan yang mempunyai elemen persekutuan. 

Teorema 3.35. : 

Jika untuk setiap LE N, misalkan r E 
x, , 

[a"b,], , , 

agar-

r 2 
x, , 

a = sup{a,: LEN}, dan b = inf{b,: LEN}, maka , , 
00 

[a,b] s nr 
1.=1 Xi. 

bar-issn 

Bukti : Karena untuk setiap LE N, a~~ b, dan aL~ b~, maka 

{a,: LE N} terbatas ke atas dan {b LE N} terbatas ke 
, L 

bawah. 
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Sehingga a = sup{a , :i.e N } d an b ;:;; inf{b,: i.e N } ada . I<a r-ena , , 
u n tu k s e tiap i.E N, a i~ b t~ ma ka a ~ b . Sehingga d engan pende-

finisian a dan b diperoleh untuk setiap IE N, a :S;a:S;b 
I 

~b . . 

IX) 

Oleh karen a itu [a ,b] 50 () r . • 
i= 1 Xi 

, 

Jika interv al terbuka b u ka n merupakan himpun an kompak 

n&6, seba likn y a inter-val ter-tutup merupakan himpunan 

nco. Hal ini diberikan dalam teorema di bawah ini . 

Teorema 3 . 3 6 . 

Untuk setiap x E R, I kompa k nco . 
x 

kompak 

Buk ti : Ambil sebara ng xE R dan l Eg. Andai kan I tida k 
x x x 

kompa k nco. Misa l k a n r = [ u , v ] dan '- G ... 
'1,. ex f merupa k a n s e l i mut 

x 

t e rbu ka nco d a ri r = [ u, v] y a n g t idak me mi li ki s ub selimut 
x 

b e rhingg a y a ng me n ye limuti r = [ u,v ]. ~1i sa l kan y E (u, v ) de-
x ' 1 

ngan y me .... upa k an b i langan rasional ~ maka T = 
1 x 

[u ,y ] U[y , v ] 
' 1 l ' 

d a n salah satu dari [u,y] dan [y , v ] tidak dapat di s elimuti 
1 1 . 

oleh sub bag ian berhingga dari {G } . 

'" 
Misalkan yang tidak da-

pat diselimuti ada l ah [u ,y ], namakan I . Dengan mengambil 
, 1 ' x 

1 

bilangan rasional y E r , maka r = [u,y ] U[ y , y] z x ' x ' 2 2 ' 1 
dan salah 

1 1 

satu dari [u,y ] dan [y ,y ] tida k dapat diselimuti oleh sub 
Z z ' 1 

bagian dari {G } . Namakan yan g tida k dapat di s elimuti terse­

'" 
but dengan r Selanjutnya proses ini dilanjutkan s ehingga 

x 
2 
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diperoleh 

(a). Untuk setiap LE N, T ::> T 
x. x. , '+1 

(b). Untuk setiap LE N, T tidak dapat diselimuti oleh sub 
x. , 

bagian dari {G }. 
C( 

Misalkan Untuk setiap LE N, T = 
x. , 

maka dengan teore-

rna 3.35. diper-oleh a :::: sup{a.: iE N} dan b ;;;; inf{b.: i.E N} , , 

'" merupakan anggota dari nT Dari proses 
i=1 Xi 

pembentukan T 

'" 
x. , 

diper-oleh a = b. Selanjutnya karena a e n I c I 'I maka ada 
\.=1 Xi,. x· 

G sehingga a E G . Oleh karena itu ada lEg sedemikian 
01. 01. 0. 0. !I 

hingga leG . Menurut pendefinisian a diperoleh ada Ie N se-
a. '" 

hinggd T c I c 
x. a , 

kompak n&6. • 

G ~ 
C( 

Hal ln1.. 

Syarat per-Iu dan cukup agar 

(b). JacJi T 
x 

suatu himpunan merupakan 

himpunan kompak n&6 diberikan dalam teorema di bawah ini. 

Tearema 3.37. 

A kompak n&6 jika dan hanya jika A tertutup n&6 dan terbatas 

n&6. 

Bukti : Ambil sebarang A himpunan kompav.. n&6 dan xE A". Un-

tuk setiap pE A, dipilih lEg dan lEg sehingga 
p p x x 
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Karena {I : pE A} merupakan selimut terbuka neb dari A dan A 
p 

n 

kompak neD, mak.a ada p ~ p " ...... "p E A". sehingga A c 
l' 2' . n 

Dari pendefinisian I ,dipero1eh bahwa untuk setiap P, 1. ada Ii. 
K 

sehingga Se1anjutnya dipi1ih I = 
x 

maka 

n n n 
I n{ u I ", = e. ~::arena A c J' u I dan I (y{ u I } = e, maka 

x p. p. x p. 
i. =1 , i. =1 , 1.=1 , 

I c AC
• Oleh karena itu AC te,..buka n&6, dengan kata lain A 

x 
n 

terbuka n&6. Se1aniutnya karena A cuI ma"" untuk seti-
1. =1 Pi 

ap xE A, ada I E,g- sehingga AcI . Oleh karena itu A terba-
x x x 

tas n&6. Seba1iknya iika A terbatas, maka untuk setiap xE A, 

ada I E 9 sehingqa A c I .Karena A tertutup nco dan I kom-
x x " .- x x 

pak. neo, maka menurut teorema 3~::'4 .. ;:"'1 kampa\--:. n&6.1 

Selanjutnya diberikan teor-emma yang menyatakan syarat 

cukup agar ko1eksi himpunan kompak n&6 memuat elemen 

persE'kutuan. 

Teorema 3.38. : 

Jika {K } mE'rupakan koleksi himpunan kompak n&6, sehingga i­
CI. 

risan setiap sub bagian berhinggannya tidak kosong, maka 

Bukti : Ambil sE'barang 

n K "" e. 
CI. 

CI. 

{K } ko1E'ksi himpunan kompak n&6, SE'­
CI. 
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hingga iriBen setiap sub bagian berhinggannya tidak kosong. 

Andaikan n ~ . .. cx 

U K
C 

• 

C<><f1cx 
Dengan demikian {K c : a ~ ~} merupakan se-. cx 

limut terbuka ne6 dari Kf1' Karena Kf1 kompak ne6, maka ada 

n 

CX ,CX , ••• ,cx sehingga K,.,c 
1" 2" . n '" 

U K
C 

cx. 
Dengan demikian diperoleh 

i =: 1 L 

n 

Kf1rtl.n ~::cx.} = e. Kontradikisi .• 
1.=1 L 

Akibat 3.39. 

Jika {K } merupakan koleksi himpunan kompak neo dengan 
n 

00 

K::>K untuk setiap nE N, maka n K .. e. 
n n+1 n 

n=1 

Sifat Heiene Borel suatu himpunan mempunyai hubungan 

yang erat dengan himpunan kompak ne6. Di bawah ini diberikan 

pengertian suatu himpunan yang mempunyai sifat Heiene Borel. 

Definisi 3.40. : 

Himpunan A disebut bersifat Heine Borel jika setiap selimut 

terbuka ne6 dari A mempunyai sub selimut berhingga yang ma-

sih menyelimuuti A. 

Dengan definisi 3.40. dapat disimpulkan bahwa A kompak 

ne6 jika dan hanya jika A bersifat Heine Borel. 
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F'engertian 

Seperti .ifat Heiene Borel 
yang mempunyai hubungan 

dapat dihubungkan dengan himpunan kompak n&6. 

dengan himpunan kompak n&6, sifat BOlzano Weierstrass juga 

himpunan yang mempunyai sifat Bolzano Weierstrass diberikan 

dalam definisi di bawah ini, sedanglan hubungan an tara 

himpunan kompak n&6 dan himpunan yang bersifat Bolzano 

Weierstrass diberikan dalam teorema 3.43 .. 

Definisi 3.41. : 

Suatu himpunan A disebut bersifat Bolzano-Weiestrass jika se­

tiap himpunan berhingganya mempunyai titik-limit n&6 yang 

termuat dalam A. 

Telah diketahui bahwa syarat perlu agar suatu himpunan 

mempunyai titik-limit adalah himpunan tersebut harus tak 

berhingga. Tetapi tidak semua himpunan tak terhingga 

mempunyai titik limit, sebagai contoh himpunan bilangan asli 

tidak mempunyai titik-limit. Di baawah ini diberikan syarat 

cukup agar himpunan tak berhingga mempunyai titik-limit. 

Teorema 3.42. : 

Setiap himpunan tak berhingga dan terbatas n&6 mempunyai ti­

tik-limit n&6. 
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Bukt~ : Ambil sebarang A himpunan tak berhingga dan terbatas 

n&6, maka sup A ada. Karena untuk setiap I E 9 
sup A sup A' 

berlaku I An A sup {sup A} ~ 0, maka sup A merupakan titik-

limit n&6 himpunan A.I 

Teorema 3.43. 

A kompak n&6 j~ka dan hanya jika A mempunya~ s~fat Bolzano 

We~erstrass. 

Bukti : Ambil sebarang A himpunan kompak n&6, maka terdapat 

dua kemungkinan yaitu A berhingga dan A tak berhingga. Jika 

A berhingga, maka A tidak mempunyai sub bag ian tak berhing-

ga. Sehingga pernyataan jika B S A dengan 8 tak berhingga~ 

maka A mempunyai titik-limit n&6 selalu bernilai benar. Se-

lanjutnya jika A tak berhingga dan 8 sub bag ian tak berhing-

ga dari A~ maka menurut teorema 3.37 dan teorema 3.42. dipe-

roleh B mempunyai titik-limit n&6 yang termuat dalam A. Se-

baliknya ambil sebarang A himpunan yang mempunyai sifat 801-

zane Wierstrass. Andaikan A tidak kompak~ maka menurut teo-

2rema 3.37. A tidak tertutup n&6 atau A tidak terbatas n&6. 

Jika A tidak terbatas n&6, maka ada xe A sehingga A bukan him-

pun an bagian dari setiap I e 9. Selanjutnya untuk setiap 
x x 

nm 
n,mE N, dipilih I =(x-n,x+m), maka ada x e A tetapi 

x m 
x fi!'Inm. 

m x 

Dengan demikian barisan {x } merupakan himpunan bagian tak 
m 
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berhingga dari A, tetapi tidak mempunyai titik-limit n&6. 

Kontradiksi. Selanjutnya jika A tidak tertutup n&6, maka ada 

titik-limit n&6 dari A yang bukan anggota A, notasikan de-

nm 1 1 ngan x.Selanjutnya untuk setiap n,mE N,dipilih I =(x--.x+-). 
)( n" m 

Sehingga untuk setiap n~mE N, ada x E A n rnm dan x ~ x 
nm x nm 

Dleh karena itu S ~ {x n,mE N} merupakan himpunan 
nm 

bagian 

tak berhingga dari A dan x merupakan titik-limit n&6 nya. 

Selanjutnya ambil sebarang yE R dengan v-x, maka ada 1)0 se-

hingga y == x-t atau y = x+t.. Jika y = x-t, maka ada nE N se-

hingga y < x-~. Sehingga dengan memilih I :;:;; (x __ 1_,x_~), di-
n y 0-1 n 

peroleh I rS-{y}= 0. Oleh karena itu y bukan titik-limit n&6 
y 

hinpunan S. Jika y=x+t., maka Ci.da neN sehingga y>x+~. 
n 

Sehing-

ga dengan memilih I = 
y 

1 1. 
( x+--~ x+-) , 

n1-1 n 
cliperoleh I rG-{y}= 0. 

y 

lah karena itu y bukan titik-limit ns6 himpunan S. Jadi S 

0-

merupakan himpunan bag ian tak berhingga dari A yang mempu-

nyai titik-limit n&6 ticlaf:. dalam A. Kontradiksi. Jadi A him-

punan kompak n&6.1 
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BAB IV 

KESIMPULAN 

Setiap konsep topologi dengan epsilon delta pad a sistem 

bilangan real dapat didekati tanpa menggunakan epsilon 

delta. Karena konsep yang dibangun adalah ekivalen dengan 

konsep yang terdahulu, maka untuk mempelajari konsep 

topologi pada sistem bilangan real cukup dipelajari salah 

satu saja. Salah satu keuntungan mempelajari konsep topologi 

tanpa epsilon delta adalah lebih tampak dari pada dengan 

epsilon delta. Sebab interval terbuka yang dijadikan titik 

tolak dalam konsep topologi non epsilon delta pad a sistem 

bj.lang~n re~l adalah lebih mudah dipahami dari pada konsep 

jarak yang dijadikan 

epsilon delta. 

titik tolak 
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