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ABSTRAK

Konsep topologi pada sistem bilangan real vyang
terdapat pada beberapa bukw analisis didekati dengan suatu

pendekatan baru tanpa melibatkan konsep epsilon delta.
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BAB 1
PENDAHULUAN

Dalam analisis, setiap konsep vyang dibangun selalu
melibatkan epsilon delta. Akan tetapi dari pengalaman
mempelajari analisis dengan melibatkan epsilon delta
tidaklah mudah. Sehingga perlu dipikirkan suatu pendekatan
lain dalam mempelajari analisis ini, tanpa melibatkan
epsilon delta. Dengan pendskatan baru ini diharapkan dapat
mempermudah sesecrang vang akan mempelajari analisis.

Fenelitian ini dilakukan dengan cara mempelajarli konsep
vang sudah ada dalam analisis, selanjutnya dicari pendekatan
baru dari konsep tersebut. FKonsep vyang diperoleh dengan
pendekatan  baru imi adalah ekivalen dengan konsep
sebelumnya, sehingga untuk mempelajari analisis cukup
dipilih salah satu saja.

Kajian penelitian ini dibatasi pada konsep topologi
pada sistem bilangan real R, sedangkan untuk pengembangan
lebih lanjut akan dilakukan pada penelitian berikutnya.

Fembagian bab dilakukan sebagai berikut :

Bab I. FENDAHULUAN
Di dalam bab ini dijelaskan secara singkat tentang masalah

yang akan diteliti dan memuat penjelasan tentang apa vyang
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diberikan dalam bab-bab vang lainnvya.

Bab II, KONSEF TOFOLOGI DENGAN EFSILON DELTA FPADA SISTEM
BILANGAN REAL

Di dalam bab ini diberikan konsep topologi dengan epsilon
delta pada sistem bilangan real yang akan didekati dengan
pendekatan  baru  tanpa melibatkan epsilon delta.

Bab III, KONSEF TOPOLOGI NON EFSILON DELTA PADA SISTEM
BILANGAN REAL

Di dalam bab ini akan dibicarakan tentang hkonsep topoloagi
non epsilon delta.

Bab IV, KESIMFULAN

Di dalam bab ini diberikan tentang kesimpulan dari bab-bab

sebelumnya.

]
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BAB II
KONSEP TOPOLOGI DENGAN EPSILON DELTA
PADA SISTEM BILANGAN REAL

Dalam bab ini akan diberikan konsep—konsep topologi
dengan epsilon delta pada sistem bilangan real.

Sebelum membicarakan tentang konsep topologi dengan
epsilon delta terlebih dahulu akan diberikan pengertian
persekitaran pada sistem bilangan real. Fersekitaran titik x
dengan jari-jari r dinotasikan dengan Nr(x) didefinisikan
sebagai Nr(x) = {y e€eR : |xy| < r}.

Setelah mengetahul penaertian persekitaran, selanjutnva

diberikan tentang pengertian titik—-limit.
Z.1. Titik-limait
Definisi titik-limit diberikan dalam definisi di bawah
inds
Definisi 2.1. =
x € R, titik—1limit himpunan A, jika untuk setiap e > 0,

belaku Ns(x) NA - {xy # 0.

Selanjutnya akan diberikan suatu syarat cukup apakah
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suatu himpunan mempunyai titik—-limit atau tidak.

Teorema 2.2. :

Setiap himpunan berhingga tidak mempunyai titik—limit.

Bukti : Ambil sebarang A himpunan berhingga dan sebarang xeR
akan ditunjukkan bahwa x bukan titik-limit himpunan A.
Karena A berhingga maka A dapat dituliskan sebagai :

A = {8 48 48 qeawesd@ Ja
i’ 2° 2 n

Pilih £ = min {|x - at| 5L = 1,2,8s5...:n), maka Ns(x)nﬁ = .
Dengan demikian x bukan titik limit himpunan Q..

Dari teorema dapat diperoleh dua syarat perlu sua-

tu himpunan mempunyai titik-limit atau tidak. Kedua syarat

perlu tersebut diberikan dalam teorema di bawah inzi.

Akibat 2.3. :

Jika A mempunyai titik-limit neéd, maka A tak berhingga.

Bukti : Akibat 2.3. merupakan kontraposisi dari teorema 2.2.

Teorema 2.4. :
Jika x titik—-limit himpunan A, maka untuk setiap £ > Oy

berlaku Ne(x) N A tak berhingga.

Bukti : Andaikan x titik-1imit himpunan A dan ada &£ » 0O,
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sehingga Ns(x)ﬁﬁ berhingga. Karena Ns(x)nﬁ berhingga, maka
Ns(x)ﬁﬁ dapat dituliskan sebagai
N (x)NA = {8 8 1@ asesad® T
£ £ 2™ 8 n
Pilih & = min {|x - ai| L = 1,2,8,0083n}y maka Né(x)nﬁ = O.

Dengan demikian x bukan titik limit himpunan A.Hontradiksi.l

Setelah membicarakan tentang titik-1limit, konsep
penting lainnya yang perlu dibicarakan adalah titik-—-terasing

dari suatu himpunan.

Definisi 2.5. :
x € A disebut titik-terasing dari himpunan A, jika x bukan
titik—1limit himpunan A.

Selanjutnys dibicarakan tentang pengertian titik-dalam,

titik—-batas, dan titik-luar.

2.2. Titik—-dalam, Titik—-batas, dan Titik-Luar
Di bawah imi diberikan pengertian titik-dalam,
titik-batas, dan titik-luar suatu himpunan.
Definisi 2.6. :
x = R disebut titik—-dalam himpunan A, jika ada >0 sehingga

N (x) (== A-
£

o
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Definisi 2.7. =
x € R disebut titik-batas himpunan A, jika untuk setiap £3>0

N (x) NA # @ dan N (x) n A = O.
£ £

Teorema 2.8. :
Jika x titik-batas himpunan A dan x & A, maka x merupakan

titik—-limit himpunan A.

Bukti : Jika x merupakan titik—batas ned himpunan A dan xeh,
maka untuk setiap £ » 0, berlaku Ns(X) N A — {xy # 9. Se—

hingga x merupakan titik-limit ned himpunan ﬁ.l

Definisi 2.9. =

x €« R disebut titik—luar himpunan A, Jika ada £ > 0, sehing-—

ga Ns(x) < AS.

Dari definisi 2.9. dan definisi Z.&. dapat disimpulkan
bahwa x titik—-luar hinmpunan A jika dan hanya jika x titik-

dalam himpunan Ac.

2.3. Himpunan Terbuka dan Himpunan Tertutup

Di bawah ini diberikan pengertian himpunan terbuka dan
himpunan tertutup beserta sifat-sifatnya.
Definisi 2.10. :

A disebut himpunan terbuka, jika setiap anggotanya meru-
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pakan titik—dalam himpunan A.

Definisi 2.11i. :
A himpunan tertutup , jika setiap titik-limit himpunan A

termuat dalam A.

Selanjutnya diberikan teorema yang menyatakan hubungan

antara himpunan terbuka dan tertutup.

Teorema 2.12. :

A himpunan terbuka jika dan hanya jika A° himpunan tertutup.

Bukti : Ambil sebarang A himpunan terbuka damn  x titik-
limit himpunan A°. Karenma x titik-limit himpurnan a°, maka
untuk setiap € » O, berlaku Ns(x) N A = ixy &= O. Sehingga

Ns(x) bukarn merupakan himpunan bagian dari A. 0Oleh karena
itu x bukan titik-—-dalam himpunan A. Karena A terbuka . maka
x & A atau x € A°. Jadi AS merupakan himpunan tertutup. Se-
baliknya ambil sebarang ac himpunan tertutup danmn x € A. kKa—
rena x & Ac, maka x bukan titik-limit himpunan A°. 0Oleh ka-
rena itu ada £ » ©, sehingga Ns(x) N A~ {x} = o. Karena
x & N_(x) N A%, maka N_(x) n A€ = @. Sehingga N_(x) < A.

Oleh karena itu x merupakan titik-dalam himpunan A. Dengan

demikian A merupakan himpunan terbuka .l
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Akibat 2.13. :
A himpunan tertutup jika dan hanya jika - himpunan ter-—
buka .

Dibawah ini diberikan syarat perlu dan cukup untuk me-—
nentukan apakah suatu himpunan merupakan himpunan tertutup

ditinjau dari titik batas himpunan tersebut.

Teorema 2.14. :
A himpunan tertutup jika dan hanya jika setiap titik-—batas

himpunan A termuat dalam A.

Bukti : Ambil sebaramng A himpunan tertutup . Andaikan ada
titik—-batas himpunan A yang tidak termuat dalam himpunan A,
misalkan titik-batas tersebut adalah x. Karena x & A dan AS
himpunan terbuka., maka ada £ » 0O, sehingga NS(X) c A%, 0Oleh
karena itu Nsix) N A& = 6. Hal ini bertenfangan dengan sifat
x sebagai titik-batas . Sebaliknya misalkan setiap titik-ba-
tas himpunan A termuat dalam himpunan A dan x sebarang ang-—
gota A°. Karena xefi, maka x bukan titik-batas himpunan A.
Sehingga ada £ * O sehingga Ns(X) N A= 0 dan Ns(x) n A= @.
Karena Ne(X) N A= 0, maka Nsix) < A%, Dleh karena itu AS

merupakan himpunan terbuka atau dengan kata lain A merupakan

himpunan tertutup .|
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Setelah membicarakan tentang syarat perlu dan cukup
untuk menentukan apakabh suatu  himpunan merupakan  himpunan
terbuka atau tertutup, di bawah ini akan dibicarakan téntang

koleksi himpunan terbuka dan tertutup.

Teorema 2.15. :
Misalkan B < R,

{Ai z Qt himpunan terbuka untuk setiap i € B}

dan
{Ct : CL himpunan tertutup untuk setiap i € B},
maka :
(X))o L%EB At merupakan himpunan terbuka

{ii)s rkeB E‘,_L merupakan himpunan tertutup

Bukti : (i). Ambil sehbarang x € U o Ao, maka ada L e B S
L L

hingga x € A . Karena A merupakan himpunan terbuka , maka
L L

ada £ » 0 sehingga Ns(X) < ﬁf:Lﬂeﬁ AL' Oleh karensa i1tu
L%EB Ai merupakan himpunan terbuka .

(i1i). Karena {rkeB Ct}c = L{EB Df . maka dengan (1) dipero—
1eh rReB CL merupakan himpunan tertutup .I

Teorema Z2.16. :
Untuk n € N, misalkan {At= Qvi <if nhimpunan terbuka i 20
dan {Ct > Cﬁi <€ n, himpunan tertutup }, maka z

5 T P ﬁ?i At merupakan himpunan terbuka
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Cii)s U?l CL merupakan himpunan tertutup .

Bukti =z (i). Ambil sebarang x e h?l A ,maka untuk setiap iy
= | ® =
berlaku x € Qt' Karena A, himpunan terbuka , maka ada & > O
13 t
sehingga Ns (x) <« A . Filih € = min{e.t L = 4,2,...sn)y maka
. T L

L

Ne(X) < hﬁiﬁt. Sehingaga ﬁ?ié, merupakan himpunan terbuka .
=1 i

(1i). Karena {u?1 Cﬁp = mFi C?, maka dengan (i) diperoleh
= = L

U" C. merupakan himpurnan tertutup ‘B
1=1

Selanjutnya diberikan pengertian penutup suatu himpunan

dan beberapa sifat-sifatnya.

2.4. Penutup Suatu Himpunan
Sebelum membicarakan tentang penutup suatu  himpunan
terlebih dahulu dibicarakan tentang pengertian himpunan
terhatas.
Definisi 2.17. :
Himpunan A disebut :
(i). terbatas, jika ada M € R sehingga untuk setiap
xsy € A, x — y| £ M.
(ii). terbatas ke atas, jika ada M € R sehingga untuk

setiap untuk setiap x € A berlaku x = M.
(iii). terbatas ke bawah, jika ada M € R sehingga untuk

setiap x € A berlaku x = M.

10
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Fengertian penutup himpunan vyanag diberikan dalam
definisi di bawah imi dihubungkan dengan himpunan semua

titik—=1imit himpunan tersebut.

Definisi 2.18. :
Jika A’ menyatakan himpunan semua titik-1limit himpunan A,

maka penutup himpunan A adalah himpunan A=AUA.

Definisi 2.19. :

Himpunan A < X disebut rapat dalam X, jika X < A.

Syarat cukup agar suprimum dan infimum suatu  himpunan
termuat di dalam penutup himpunan tersebut diberikan  dalam

teorema di bawah ini.

Teorema 2.20. :

Jika A = © dan terbatas, maka sup A € A dan inf A € A.

Bukti : Ambil sebarang A himpunan terbatas , Misalkan
a = sup A dan b = inf A. Jika a & A, maka untuk setiap &> 0O,
berlaku Nsta)mﬁ - {a} # ©. Sehingga a € A’ . Sedangkan Jjika
befi, maka untuk setiap £ * 0, berlaku NE(b)hﬁ - {b)y # B. Se-—

hingga b € A’. Jadi a,b € A.

j 1 K
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Hubungan antara himpunan tertutup dan penutup suatu

himpunan diberikan dalam teorema di bawah ini.

Teorema 2.21. :
(i). A tertutup .
(ii). A tertutup jika dan hanya jika A = A.

(iii). A himpunan tertutup terkecil yang memuat A.

Bukti : (i). Ambil sebarang x € A°, maka x &« A° dan x & A.
Oleh karena itu ada £ » 0, sehingga Ng(x) N A= 8. Selanjut-
nya dari teorema 2.4. Ns(x) tidak memuat titik-limit himpun-
an A, sehingga N_(x) N A" = @. Oleh karena itu N_(x)N A= @.
Dengan demikian N_(x) < A°. Jadi A° terbuka atau A tertutup.
(ii). Dari (i) jika & = A, maka A tertutup. Sebaliknya jika
A tertutup , maka A’ < A. Sehingga A = A.

(iii). Ambil sebarang B himpunan tertutup yang memuat A dan
x sebarang anggota A’ . Maka untuk setiap £ * 0, berlaku
Ns(x) NA- ix;y # @. kKarena A < B, maka Na(x)nB = {u} 2 B,
Sehingga x € B’ . Dengan demikian A < R°. 0Oleh karema itu

A c §.l

Konsep topologi selanjutnya yang akan didekati dengan

pendekatan ned adalah himpunan kompak.

MILIK
PERPUSTAKAAN
»UNIVERSIT AS AIRI

SURABAYA \
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2.5. Himpunan Kompak
Sebelum membicarakan tentang himpunan kompak terlebih

dahulu dibicarakan tentang selimut terbuka suatu himpunan.

Definisi 2.22. :
Keluarga himpunan terbuka , {Ga}’ disebut selimut terbuka

himpunan A, jika A £ Ua Ga'

Di bawah ini akan dibicarakan tentang pengertian

himpunan kompak .

Definisi 2.23. :

A disebut himpunan kompak , Jjika setiap selimut terbuka
himpunan A memuat sub bagian berhingga yang menyelimuti

A. Sub bagian tersebut disebut sub selimut berhingga himpu-—

nan A.

Salah satu himpunan vyang merupakan himpunan kompak
adalah himpunan berhingga. Fembuktian himpunan berhingga
merupakan himpunan kompak diberikan dalam teorema di bawah

il .

Teorema 2.24. :

Setiap himpunan berhingga adalah himpunan kompak .
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Bukti : Ambil sebarang A himpunan berhingga.maka & dapat di-
tuliskan sebagai A = {31’32""’an}' Selanjutnya ambil seba-
rang {Ga} selimut terbuka himpunan A. Maka untuk setiap

i ada B; e (B} sehingga a_ e G. Oleh karena itu {B.:1Si<n}

marupakan sub selimut berhingga himpunan A. Dengan kata lain

A merupakan himpunan kompak. |

Contoh himpunan vyang tidak kompak adalah interval
terbuka, sedangkan pembuktiannya diberikan dalam teorema di

Y

bawah imni.

Teorema 2.25. =

Setiap interval terbuka bukan merupakan himpunan kompak.

Bukti : Ambil sebarang interval terbuka, misalkan interval
dengen V-u > H“"
tersebut (u.v). untuk setiap n € N'ﬁmisalkan

I"= (u + i,v -
n
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 1™y merupakan selimut
terbuka interval (u,v) vang tidak mempunyai sub selimut
berhingga interval (u,v). Ambil sebarang p € (U,v), maka ada
s * O dan ¢t * 0, sehingga p = u + t dan p = v - s. Dengan
dalil Archimedes diperoleh ada n € N,sehingga iﬁt dan %{s.

Oleh karena itu p e m. Dengan demikian (1™ merupakan se-

limut terbuka interval (u,v). Selanjutnya ambil sebarang

14
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{Ik} sub bagian berhingga dari {In},akan ditunjukkan bahwa

{Ik} bukan sub selimut berhingga interval (u,v). Filih
terbesar sehingga 1Y e {Ik}, maka tidak ada anggota {Ik}
yang memuat sebarang anggota (u,u+$). Sehingga {Ik} bukan
sub selimut berhingga dari (u,v) . Oleh karena itu interval

(usv) bukan himpunan kompak .l

Syarat cukup agar himpunan bagian dari himpurnan kompak
merupakan himpunan kompak diberikan dalam tecrema di bawah

e R

Teorema 2.2&6. :

Himpunan bagian tertutup dari himpunan kompak merupakan

himpunan kompak .

Bukti : Ambil sebarang A himpunan kompak dan B sebarang
himpunan bagian tertutup dari himpunan A. Ambil sebarang
{Ga} selimut terbuka himpunan B. Karema B himpunan tertu-
tup . maka B himpunan terbuka . Sehingoa {Ba}u{Hc} me-—
rupakan selimut terbuka dari himpunan A.Karena A himpun-—

an kompak , maka ada sub selimut berhingga {Ga: 1 55 nj
i

yang memuat A. Selanjutnya Jika B¢ e {Ba: 1 £ 1 2 ny., maka
i

{6 : 14 =<i=<ny - (B} merupakan sub selimut berhingga dari

B. Sedangkan jika B & {Ba= 1 S ni.maka {Ga: 1 S ny
% i
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merupakan sub selimut berhingga dari B8 . Oleh karena itu B

merupakan himpunan kompak ..

Selanjutnya diberikan syarat cukup agar barisan

interval tertutup memuat elemen persekutuan.

Teorema 2.27. :

Jika untuk setiap ie N, misalkan I_xe [a ,b 1, Txl_" : P
i L 144

a = sup{af L € N}y, dan b = inf{bf i € N}, maka

w—
La,bl &€ NnlI .

Bukti : Karena untuk setiap ie N, a £ b dan a = b:’ maka
L 1

1
1a.s1€ Ny terbatas ke atas dan {b.: ie N} terbatas ke bBawak o
L A
Sehingga a = supia ie N} dan b = infTi{b : ie N} ada. Karena
L S 18

untuk setiap ie MN,a = bt’ maka a < b. Sehingga dengan pende—
L

finisian a dan b diperocleh untuk setiap ie N, aiS a = b Sbf

8

Oleh karena itu [a,b] <€ !’11_x l
1i=1 i

Jika interval terbuka bukan merupakan himpunan kompak,
sebaliknya interval tertutup merupakan himpunan kompak. Hal

ini dituangkan dalam teorema di bawah ini.

16
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Teorema 2.28. :

Untuk setiap xe R, 1 kompak .
X

Bukti : Ambil sebarang xe R dan Ixe 5;. Andaikan T; tidak
kompak . Misalkan T;= [u.v] dan {Ga} merupakan selimut
terbuka dari f;= [u,v] yang tidak memiliki sub selimut
berhingga yang menyelimuti f;= [u,vl. Misalkan yie (L,v) de-
ngan ¥, merupakan bilangan rasional. maka T;= [u,yijufyi,vj
dan salah satu dari [u,yij dan [yt,v] tidak dapat diselimuti
oleh sub bagian berhingga dari {Ga}' Misalkan yang tidak da-—

pat diselimuti adalah [u,yij, namakan T; . Dengan mengambil
1

i i 1 g " e T = " .
bilangan rasiona yze Ixi_maka Ix1 [UAyz]U[yz_yij dan salah

satu dari [u,yz] dan [yz,y1] tidak dapaf diselimuti oleh sub
bagian dari {Ga}. Namakan yvang tidak dapat diselimuti terse~—
but dengan f; . Selanjutnya proses ini dilanjutkan sehingga
2
dipesroleh :
(a). Untuk setiap ie N, Tx: I .
i i+l

(b). Untuk setiap ie N, T; tidak dapat diselimuti oleh sub

-

bagian dari {Gay.

Misalkan Untuk setiap ie N, T;= [at’bij’ maka dengan teore-—
i
ma 2.27. diperoleh a = sup{a.: ie N} dan b = inf{bﬁ ie NI
L

o
merupakan anggota dari rwf;. Dari proses pembentukan L 5
=1 i i

17
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ao
diperoleh e = b. Selanjutnya karena e € NI < I . maka ada
x ®

=1 L

Ga sehingga o € Ba' Uleb karena itu ada €30 . sedemikian

hinggaf@ﬂc Ga' Menurut pendefinisian e diperocleh ada ie N se-

hingga f;cﬂUﬂc Ga' Hal ini bertentamgan dengan (b). Jadi T
. =X
L

kompak . |}

~Untuk selanjutnya diberikan syarat perlu dan  cukup

suatu himpunan merupakan himpunarn kompak.

Teorema 2.29. :

A kompak jika dan hanya jika A tertutup dan terbatas.

[ ]

Bukti : Ambil sebarang & himpunan kompak dan e & . Un-

tuk setiap p € A, dipilih Ne(p) dan Né(x) sehingga
Nsip)rﬂ (x)=0. Karena {Ns(p):pe Ay merupakan selimut terbuka

dari A dan A kompak , maka ads P aPyar v sP € A, sehingga

ial
A c UN (p ). Dari pendefinisian Ns {p ), diperoleh bahwa

i=1 50° it
untuk setiap i ada Néxx) sehingga Ns(m}ﬁ Né‘x) = a.

1 .
. ial
Selanjutnya dipilih Né(x) = rwNé (x), maka
i=1 t

n

Né(x)n{ LJNE (pt)} =@. Dengan demikian Né(x)nﬂ = @, sehingga

i=1 i

i8
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Né(x) < A. Dleh karena itu AS terbuka, dengan kata lain A

n

tertutup. Selanjutnya karena & < LH‘s(pJ, maka A terbatas
=1 1 '

ke atas dan ke bawah. Jadi A terbatas. Sebaliknya Jjika A
terbatas, maka untuk setiap xe A.,as1interval tertutup [a.b]
sehingga A < [a,bl]. Karena A tertutup dan [a.b] kompak., maka

menurut teorema 2.26. A kompak .|

Selanjutnva diberikan teorema vyang menyvatakan svarat

cukup agar koleksi himpunan kompak memuat elemen

persekutuan.

Teorema 2.30. :

Jika {Ka} merupakan koleksi himpunan kompak, sehingga irisan
setiap sub bagian berhinggannya tidak kosong, maka

NnkKE = 0.
o
[}

Bukti : Ambil sebarang {Ka} koleksi himpunan kompak , se-

hingga irisan setiap sub bagian berhinggannya tidak kosong.
i ka3 - . '._. g N = # . 2 - r K 5, C

Andaikan N ka @, maka kﬁﬁ{ m kaJ . Sehingga hﬁgL N o

o a#3 o=f3
atau K& v kS ; Dengan demikian K 1 oo 3y merupakan se-—

IE] a fa

o3

limut terbuka dari Kﬁ. Karena Kﬁ kompak ., maka ada
n

Q. 4.es sehingga K _c wik® . Dengan demikian diperoleh
12 n €] i=g &

19
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n
kM Nk 3 = @, Kontradikisi.l
. e

A

i=d i

Akibat 2.31. =

Jika {Kn} merupakan koleksi himpunan kompak dengan K DK_H
n ™

o4
untuk setiap ne N, maka nNnK # @.

n=1 n

Sifat Heiene Borel suatu himpunan mempunyai hubungan

vang &rat dengan himpunan kompak . Di  bawah 1ini diberikan
pengertian suatu himpurnan yang mempunyal sifat Heiene Rorel.
Definisi 2.32. :
Himpunan A disebut bersifat Heine Borel jika setiap selimut

terbuka dari A mempunyai sub selimut berhingga yang ma-—

sih menyelimuti A.

Dengan definisi v dapat disimpulkan bahwa A kompak

jika dan hanva jika A bersifat Heine Borel.

Seperti sifat Heiene Borel vyang mempunyail hubungan
dengan himpunan kompak . sifat EPBolzano Weierstrass Jjuga
dapat dihubungkan dengan himpunan kaompak - Fengertian
himpunan yang mempunyai sifat Bolzano Weierstrass diberikan

dalam definisi di bawah ini, sedangkan hubungan antara
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himpunan kompak dan himpunan vyang bersifat Bolzano

Weierstrass diberikan dalam teorema 2.35..

Definisi 2.33. :
Suatu himpunan A disebut bersifat Bolzano-Weiestrass jika se—
tiap himpunan berhingganya mempunyai titik—-1limit yang

termuat dalam A.

Telah diketahui bahwa syarat perlu agar suatu himpunan
mempunyal titik-limit adalah himpunan tersebut harus tak
berhingga. Tetapli tidak semua himpunan tak terhingga
mempunyai titik limit, sebagai contoh himpunan bilangan asli

tidak mempunyai titik-limit. Di bawah ini diberikan syarat

cukup agar himpunan tak berhingga mempunyal titik-limit.

Teorema 2.34. :
Setiap bhimpunan tak berhingga dan terbatas mempunyai ti-

tik—1limit .

Bukti : Ambil sebarang A& himpunan tak berhingga dan terbatas
. maka sup A ada. kKarena untuk setiap Ns(sup A)., berlaku
Ng(sup AN A — {sup A} # @, maka sup A merupakan titik-limit

himpunan ﬁ.l
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Teorema 2.35. :

A kompak jika dan hanya jika A mempunyai sifat Bolzano
Weierstrass.

Bukti : Ambil sebarang A himpunan kompak , maka terdapat dua
kemungkinan yaitu A berhingga dan A tak berhingga. Jika A
berhingga, maka A tidak mempunyai sub bagian tak berhing-
ga. Sehingga pernyataan jika B € A dengan B tak berhingga,
maka A mempunyai titik-limit selalu bernilai benar. Se-
lanjutnya jiké A tak berhingga dam B sub bagian tak berhing-—
ga dari A, maka menurut teorema 2.29. dan teorema Z.34. dipe-
roleh B mempunyai titik-limit vyang termuat dalam A. Se-
baliknya ambil sebarang A himpunan yang mempurnyal sifat Bol-
zano Wierstrass. fAndaikan & tidak kompak, maka menurut teo-
rema 2.29. A tidak tertutup atauw A tidak terbatas .

Jika A tidak terbatas , maka ada xe A sehingga A bukan him=—
punan bagian dari setiap interval terbuka vyang memuat Xa
Selanjutnya untuk setiap n € M, dipilih Im=(x~m,x+m), maka
ada x € A tetapi xmeIm. Dengan demikian barisan {xm} merupa—
kan himpunan bagian tak berhingga dari A, tetapi tidak mem-—
punyai titik-limit . Kontradiksi. Selanjutnya jika A tidak
tertutup , maka ada titik-limit dari A yang bukan anggota

A, notasikan dengan x. Selanjutnya untuk setiap m € N, di-

i m

pilih I"E(x*;3x+%). Sehingga untuk setiap meN, ada xmeﬁn I

dan x # x . Oleh karena itu S = {x : me N} merupakan himpun-
m m

I3
kJ
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an bagian tak berhingga dari A dan x merupakan

titik-limitnya. Selanjutnya ambil sebarang ye R dengan y#x,

maka ada t>*0 sehingga y = x—t atau y = xt+t. Jika y = x—ty
maka ada ne N sehingga y < x"%. Sehingga dengan memilih
N (y) € (x——,x-2), diperoleh N_(y)nS—{y}= ®©. Oleh karena
& n-1 n £

itu y bukan titik-1limit himpunan 5. Jika y=x+t, maka ada

nelN sehingga y}x+%. Sehingga dengan memilih

N (y) € (x+——,x+1), diperoleh N _(y)mS-{y} = ®. Oleh karena
& n+i n £
itu y bukan titik-limit himpunan S. Jadi S merupakan himpun-—

an bagian tak berhingga dari A vyang mempunyai titik-limit

tidak dalam A. Kontradiksi. Jadi A himpunan kompak .l

—
P I I K
PERPUSTAKAA!
®UNIVED O A @ =
UNIY EROSITAS AIRLAR GUA" |

SURABAYA |
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BAB III
KONSEP TOPOLOGI NON EPSILON DELTA
PADA SISTEM BILANGAN REAL

Dalam bab ini dibicarakan tentang konsep topologi non
epsilon delta pada sistem bilangan real. Urmntuk 1tu  perlua
diberikan suatu undefined term dari konsep-konsep yang akan
dibangun, dalam hal ini undefined term yang dimaksud adalah
interval terbuka Ix = (u,v) dengan x € Ix dan x € R (R
merupakan sistem bilangan real).

Selanjutnva misalkan 5; merupakan koleksi semua Ix, dan
semua himpunan vang dibicarakan dalam bab ini adalah
Fimpunan bagian dari R.

Fembicaran tentang konsep topologi pada analisis
biasanva dimulai dengan membicarakan tentang pengertian

titik—-limit dalam hal ini titik-1limit non epsilon delta

(untuk selanjutnya non epsilon delta disingkat ned).
Jukas TIEIK—-1Emit

Definisi titik-limit ned dibherikan dalam definisi di

bawah ini.
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Definisi 3.1. :
x € Ry, titik-limit p=gd himpunan A, jika untuk setiap

I €&, belaku I N A — {x} = O.
x x x

Karena konsep topologi vyang akan dibangun adalah
ekivalen dengan konsep sebelumnya, maka di bawah ini
diberikan keekivalenan definisi titik-limit ned dengan

definisi titik-limit ssbelumnya.

Teorema 3.2. :
x € R merupakan titik-limit ned himpunan A jika dan hanya

jika x titik—-limit himpunan A.

Bukti : Ambil sebarang x titik—limit red himpunan A dan £:0,

Dengan memilih Ix = NE(x),maka Ns(x) N A — {xiy = B. Oleh
karena i1tu x merupakan titik-limit himpunan A. Sebaliknya
ambil sebarang x titik-limit himpumnan A dan Ix € J;.
Misalkan Ix B (u,Q) darn £ = mMin {x—W,V—x]), maka

o = Ns(x)rﬁ—{x} < I M—-{x}. Sehingga x merupakan titik—-1imit
x

neé himpunan A.JJ

Salah satu kriteria untuk menentukan apakah suatu
himpunan mempuny&i titik-limit atau tidak, diberikan dalam

teorema di bawah ini.

B
o
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Teorema 3.3. =

Setiap himpunan berhingga tidak mempunyai titik-limit neéb.

Bukti : Ambil sebarang A himpunan berhingga. Jadi A dapat di-—
tuliskan sebagai

A= {ai,az,...,an; dengan ai < ahi, i=1,2, .. .,n—1.

Selanjutnya ambil sebarang x € R, akan ditunijukkan bahwa ®
bukan titik-limit neé himpunan A. Maka terdapat tiga
kemungkinan syaitu x4 ai untuk setiap i. x a, untuk
setiap . dan ada L € {1,2,...,n7F sehingga ai < x 4 a,
Jika x « a, untuk setiap i, maka dipilih u < x dan x <v< s

untuk setiap 1. Jika x » a. untuk setiap 1, maka dipilih

xxulra, untuk setiap i, dan v & x. Sedangkan Jika ada i1 €
1
1,2,. . ..,ny sehingga & < x A a,ﬂ, maka dipilih
L X
a. Lo = a, jika a, 4 x atau  a. oA A, jika a, = x dan
v=4 1 3 -1 L 8
€ v K a_i.Dengan memilih I =(u,v), maka I mA - ixy = .
1+ X X

Oleh karena itu x bukan titik-limit ped dari himpunan Q.l

Selanjutnya di bawah ini diberikan dua syarat perlu

suatu himpunan mempunyal titik-1limit ned.

Akibat 3.4. :

Jika A mempunyai titik-limit neéd, maka A tak berhingga.
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Teorema 3.5. :
Jika x titik—limit ned himpunan A, maka untuk setiap I e &
x

berlaku Ix N A tak berhingga.

Bukti : Andaikan x titik-limit ned himpunan A dan ada I se-
x

hingga Ix N A berhingga.Jadi I N A dapat dituliskan sebagai

x

I NMNA = {8 ,8 sesegd JTa dengan a, « a, (1L = 2,2, v yn=2).

x 1 2 n L 1+l

Maka terdapat tiga kemungkinmnan ,vaitu x < a, untuk setiap i,

x > ai untuk setiap i. dan ada 1 € {1,2,...,n;y sehingga

at £ x < a .- Jika x < a, untuk setiap i. maka dipilih u<x

1 L

dan x < v ¢« a , untuk setiap i. Jika x » a, untuk setiap i,
13 L

maka dipilih x » u *a untuk setiap i, dan v > x. Sedangkan
L3
jika ada 1+ € {1,2,...,n% sehingga a =< x <« a_i, mak a dipi-—
1 i+
lih & - W= a jika a 4« x atau A, LoWwo% &, Jika & = x
—1 3 L -1 L 8
’ . 3y - A
dan uw < v 4 5‘1' Dengan memilih I'={u,v).maka I"ma—-{x} = 8.
L+ x xX

Oleh karena itu x bukan titik-limit ned dari himpunan A.

Kontradiksi.l

Setelah membicarakan tentang titik-limit ned, konsep
penting lainnva yvang perlu dibicarakan adalah titik—-terasing

dari suatu himpunan.
Definisi 3.6. :

x € A disebut titik-terasing neéd dari himpunan A, jika x bu-—

kan titik-limit ned himpunan A.
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Dengan menggunakan teorema Z.2. dan definisi 3.6. dipe-—
roleh teorema dibawah ini vyang menjelaskan keekivalenan
definisi titik-terasing ned dengan definisi titik—-terasing

sebelumnya.

Teorema 3.7. :
x titik—terasing ned himpunan A jika dan hanya jika x titik-
terasing himpunan A.

Setelah membicarakan temtamg titik-limit dam titik-te-

rasing, selanjutnya akan dibicarakan tentang titik—-dalam,

titik—batas, dan titik-luar suatu himpunan.

3.1.2. Titik-dalam, Titik-batas, dan Titik-Luar
Fengertian titik-dalam ned suatu himpunan diberikan

dalam definisi di bawah ini.

Definisi 3.8. :

x € R disebut titik—-dalam neé himpunan A, jika ada I 9

sehingga Ix < A.

Keekivalenan pengertian titik-dalam ned dengan penger-—
tian titik-dalam sebelumnya diberikan dalam teorema di bawah

50 1 T
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Teorema 3.9. :
x titik—-dalam neé himpunan A Jjika dan hanya jika x titik—

dalam himpunan A.

Bukti : Ambil sebarang x titik-dalam ned himpunan A, maka a-—
da Ixewz sehingga Ich.Nisalkan Ix=(u,v) dan e=min{x—u.,v—x},
mak a Ns(x) < Ix < A. Sehingga x merupakan titik-dalam him-
punan A. Sebaliknya ambil sebarang x titik-dalam himpunan A,
maka ada Ns(x)’ sehingga Ng(x)cﬁ. Dengan mengambil Ix=N£(x),
maka Ix c A. Sehingga x merupakan titik-dalam neé dari him-

punan A. [

Fengertian titik-batas neéd suatu himpunan diberikan
dalam detinisi di bawah ini.
Definisi 3.10. :
x € R disebut titik-batas neé himpunan A, jika untuk setiap

I €%, 1 nA=®dan I N A° = o.
x x xX x

Keskivalenan pengertian titik-batas ned dengan penger-—
tian titik—-batas sebelumnya diberikan dalam teorema di bawah
inite
Teorema 3.11. :

x titik—batas neé himpunan A jika dan hanya jika x  titik-—

batas himpunan A.
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Bukti : Ambil sebarang x titik-—-batas ned himpunan A& dan £:0.

Dengan memilih Ix=N£(x), maka Ns(x)nﬂ # O dan Ns(x)rﬁc = 9.

Sehingga x merupakan titik-batas himpunan A. Sebaliknya am-—

bil sebarang x titik-batas himpunan A dan Ix = 3;. Misalkan

Ix=(u,v) dan e=minix—U,v—x}. maka Ne(x)clx. Farena Ns(x)ﬁéﬂﬂ
L=

dan N_(x) n A€ = @, maka I nA=odan I NAS # 8. Sehing-
x

ga x merupakan titik-batas ned himpunan A. l

Svarat cukup suatu titik merupakan titik-limit neé
suatu himpunan yang berhubungan dengan titik-batas himpunan

tersebut diberikan dalam teorema di bawah ini.

Teorema 3.12. :

Jika x titik-batas ned himpunan A dan x &€ A, maka x merupa-—

kan titik-limit ned himpunan A.

Bukti : Jika x merupakan titik-batas neé himpunan A dan xeh,
maka untuk setiap I € &, berlaku I N A — {x}; = G. Sehing-
x xX x

ga x merupakan titik—-1limit rned himpunan ﬁ..

Selanjutnya diberikan pengertian titik-—-luar nedé suatu

himpunan diberikan dalam definisi di bawah ini.

Deafinisi 3.13. =

x € R disebut titik-luar neé himpunan A, jika ada I 9,

20
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sehingga Ix < A°.

Dari definisi 3.13. dan definisi 3.8. dapat disimpulkan
bahwa x titik-luar ned himpunan A jika dan hanya jika x ti-
tik—dalam ned himpunan A°. Sehingga dengan teorema Z.9. di-

peraleh teorema di bawah ini.

Teorema 3.14. :

x titik—-luar ned himpunan A jika dan hanya jika x titik—luar

himpunan A.

Selanjutnya akan dibicarakan tentang pengertian

himpunan terbuka ned dan himpunan tertutup ned beserta

sifat—-sifatnvya.

J3.1.3. Himpunan Terbuka dan Himpunan Tertutup
Fengertian himpunan terbuka ned diberikan dalam
definisi di bawah ini. Definisi himpunan terbuka ned ini

dihubungkan dengan pengertian titik-dalam.

Definisi 3.15. :
A disebut himpunan terbuka neéd, jika setiap anggotanya meru-—.

pakan titik—dalam neé himpunan A.

31
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Feekivalenan definisi himpunan terbuka ned dengan
definisi himpunan terbuka sebelumnya diperoleh dari definisi
Z.19. dan tecorema 3.9., dan diberikan dalam teorema di bawah

ini.

Teorema 3.1&. :
A himpunan terbuka rned jika dan hanya jika A himpunan terbu-—

ka.

Selanjutnya diberikan pengesrtian himpunan tertutup ned

yang dihubungkan dengan pengertian titik-limit nped.

Definisi 3.17. :
A himpunan tertutup rned, jika setiap titik-limit red himpun-—

an A termuat dalam A.

teekivalenan definisi himpunan tertutup ned dengan
definisi himpunan tertutup sebelumnya diperoleh dari
detfinisi Z.17. dan teorema 3.2., dan diberikan dalam teorema

di bawah ini.

Teorema 3.18. =

A himpunan tertutup rned jika dan hanya jika A merupakan him—

punan tertutup.
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Hubungan antara himpunan tertutup nedé dan himpunan

terbuka ned diberikan dalam teorema di bawah ini.

Teorema 3.19. :
A himpunan terbuka ned jika dan hanya jika A° himpunan ter-—

tutup ned.

Bukti : Ambil sebarang A himpunan terbuka ned dan = titik-

limit ned himpunan AS. Karena x titik—-1limit ned himpunan Ac,

maka untuk setiap I € &, berlaku I n ﬁc—{x} = 0. Sehing-—-
x = x

ga I bukan merupakan himpunan bagian dari A. Dleh karena i-
x

tu » bukan titik-dalam ned& himpunan A. Karena A terbuka nes&,

maka x & A atau x € AS. Jadi A€ merupakan himpunan tertutup
ned. Sebaliknya ambil sebarang Ac himpunan tertutup ned dan
x € A. Karena x & ﬁc, maka x bukan titik-limit ped himpunan
A%, Sehingga ada Ix = 5;, sehingga Ix N AS - {x} = O. Karena
x & Ix N A%, maka Ix N A° = 8. Sehingga Ix < A. Olehn karena
itu x merupakan titik-dalam ned himpunan A. Dengan demikian
A merupakan himpunan terbuka ned. |}

Hubungan antara himpunan tertutup ned dan himpunan

terbuka ned juga dinyatakan dalam teorema di bawah ini.

Akibat 3.20. :

A himpunan tertutup neé jika dan hanya jika Aa° himpunan ter-—

buka neé.

-
tom?
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Syarat perlu dan cukup untuk menentukan suatu himpunan
merupakan himpunan tertutup ned diberikan dalam teorema di

bawah ini.

Teorema 3.21. :
A himpunan tertutup ned jika dan hanya jika setiap titik—ba-

tas ned himpunan A termuat dalam A.

Bukti : Ambil sebarang A himpunan tertutup ned. Andaikan ada
titik-batas ned himpunan A vang tidak termuat dalam himpunan
A, misalkan titik-batas neéd tersebut adalah x. kKarena ; & A
dan A€ himpunan terbuka ned (akibat Z.20), maka ada Ix = 5;,
sehingga Ix c A°. Dleh karena itu ix NnA=68. Hal 1ina ber-
tentangan dengan siftat x sebagai titik-batas ned. Secaliknya
misalkan setiap titik-batas himpunan A& termuat dalam himpun-—
an A dan x sebarang anggota A°. Karena xe&h, maka x bukanm  ti-—
tik—-batas ned himpunan A. Sehingga ada Ixeé; sehingga Ixnﬁ#Q
dan Ixrﬂc = é. Karena Ix N AS = @, maka Ix N A = . Sehing-—
ga Ix c A°.0l1eh karena itu A° merupakan himpunan terbuka ned

dan dengan akibat 3.20. A merupakan himpunan tertutup ncé..

Keterbukaan (ketertutupan) gabungan atau irisan himpun-
an—himpunan terbuka (tertutup) diberikan dalam dua teorema

di bawah ini.
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Misalkan B <« R,
{A = Ai himpunan terbuka ned untuk setiap i € B}

dan

{Ci H Ci himpunan tertutup ned untuk setiap i € B},

maka :

(i). U',_EB At merupakan himpunan terbuka neé
(ii). rkeB CL merupakan himpunan tertutup neéd

Bukti : (i}). Ambil sebarang x e Lleﬂ At’ maka ada i1 e B =1L
i

hingga x € A .Karena A, merupakan himpunan terbuka ned, maka
T L

ada I ¥ sehingga 1 c A cu _ A . Oleh karena itu U &
X x i e i iel

X =] i

merupakan himpunan terbuka ned.

(ii). Karsna (N _ C.L}" = U \:‘_f . maka dengan (i) dan  aki-
bat Z.20. dipesroleh rleB C. merupakarn himpunan tertutup nsé.l
L 19

Teorema 3.23. :
Untuk n € N, misalkan {Ai= Qai ZiZ nhimpunan terbuka neédl,

dan {Ct : Cvt Zi% n, himpunan tertutup neé}. maka H

{i). ﬁ?i A merupakan himpunan terbuka negd
= L
(ii). th Ci merupakan himpunan tertutup rneéd.
=
Bukti = (i). Ambil sebarang = e nhi Ai,maka untuk setiap i
L=

berlaku x = QL' Karena AL haimpurnan terbuka 'nsé, maka &ada
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I' e & « sehingga I' < A.. Dengan memilih I = ﬁh Ii. mak &
x x b L b4 L=1 x°

Ix <= ﬁ31ﬁi.Sehingga ﬂz1ﬂt merupakan himpunan terbuka ned.

(ii). Karena {LJ':_1 CGF = n31 Cz, maka dengan (1) dan aki-

bat 3.20. diperoleh U31Ei merupakan himpunan tertutup nsé.l

Bentuk himpunan terbuka diberikan dalam teorema di

bawah ini.

Teorema 3.24. :
Setiap himpunan terbuka nedé merupakan gabungan beberapa I

yang saling asing dan paling banyak terhitung.

Bukti : Ambil sebarang & himpunan terbuka ned. Untuk setiap

x € A, dipilih I e & terbesar sehingga I < A. Selanjutnya
x x x

akan ditunjukkan bahwa untuk setiap x., y € A, dengan x # y,

berlaku I NI =& atau I =1 . Jika I NI # @, maka ada
x Y x Y x Y
zel NI .Sehingga I =1 U I memuat x dan y. Oleh kare-—
x b 4 z x Y
na itu dengan pemilihan I dan I dipercleh I =1 =1 .5e-
x >4 x Y z

lanjutnya dari pengambilan Ix diperocleh A = L;eQIx’ dengan

setiap Ix saling asing satu dengan yang lainnya. Untuk mem-

buktikan bahwa {I } paling banyak terhitung, maka dibangun
x

himpunan G = {r € Q 1 r € Ix}. Karena G < @, dan @ terhitung

. maka {Ix} paling banyak terhitung.l

Konsep topologi pada sistem bilangan real selanjutnya

LAPORAN PENELITIAN Konsep Topologi Non ... Mohammad Imam Utoyo




IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

adalah penutup suatu himpunan.

F.1.4. Penutup Suatu Himpunan
Sebelum membicarakan tentang penutup suate  himpunan

terlebih dahulu akan diberikan definisi himpunan terbatas.

Définisi 3.25. =
Himpunan A disebut :
(i)}. terbatas, jika untuk setiap x = R,ada Ix € 5; sehing-—
ga A < Ix.
{ii). terbatas ke atas, jika ada x € R sehingga A < {—m,x).
{iii). terbatas ke bawah, jika ada x €« R sehingga A < (x,m}.

FPerngertian penutup swusty  himpunan  diberikan dalam

definisi di hawah ini. Fengertian perwtup bimpuman inid

dihybungkan derngan himpunan semua titik limit.

befinisi 3.26.
Jika A° menyatakan himpunan semua titik-limit ned himpunan

A, maka penutup himpunan A adalah himpunan A = A U A’.

Definisi X.27. :

Himpunan A < X disebut rapat dalam X, jika X < A.
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Syarat cukup agar suprimum dan infimum suatu  himpunan

termuat di dalam penutup himpunan tersebut diberikan dalam

teorema di bawah ini.

Teorema Z.28. :

Jika A # © dan terbatas, maka sup A € A dan inf A < A.

Bukti : Ambil sebarang A himpunan terbatas ned, HMisalkan

a = sup A dan b = inf A.Jika a &€ A, maka untuk setiap I % .
£=3 a

berlaku I_TA - {23 ® @, Sehingga & £ a°

. Sedangkan jika E&n,
maka untuk setiap Ibeﬁb, IbﬁA - {b} 2 ®. Sehingga b € A’ .Ja-

di a,b € E}l

Hubungan antara penutup swatu  himpunan  dan  Rimpunan

tertutup diberikan dalam teorema di bawah ini.

Teorema 3.29. :
(i). A tertutup nsé.
(ii). A tertutup ned jika dan hanya jika A = A.

(iii). A himpunan tertutup terkecil yang memuat A.

Bukti = (i). Ambil sebarang x € Ec, maka x & A dan x & A.
Oleh karena itu ada Ix = 5;, sehingga Ix NnA= 0. Selanjut—

nya dari teorema Z.5. I tidak memuat titik-limit ned him-—
X

punan A, sehingga I N A’ = ©. Oleh karena itu I N A = O.
x 3
8
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Dengan demikian Ix c A°. Jadi A° terbuka ned atau A tertutup

ned.

{ii). Dari (i) jika A = A, maka A tertutup red. Sebaliknya
jika A tertutup ned, maka A° < A. Sehingga A = A.
(1ii). Ambil sebarang B himpunan tertutup ned vang mmemuat A

dan x sebarang anggotas A’ . Maka untuk setiap Ix < 5;, berla-

ku I mA - {xj =2 @. Karena & < B, maka I N - {x} = &, Se-—-
x »

hingga x € B', Sehingga A’ < B’. Oleh karena itu A c B.J]
Komnsep topolaogili selaniutnya adalah himpunan kompalk.

3.1.5. Himpunan Kompak

Hepelum  membicarakan  tentang Rimpanan Lompak rned,
terlebih dahulu akan dibicarakan  tentang selimwt terbuka

sttatu himpunar.

BPefinisi 3.30. :
Keluarga himpunan terbuka neé, {Ga}’ disebut selimut terbuka

ried himpunan A, jika A = UOt Ga'

Setelah didefinisikan selimut terbuka suatu himpunan,

selanjutnya akan diberikan pengertian himpunan kompak ned.
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Definisi 3-.31. :
A disebut himpunan kompak neé, Jjika setiap selimut terbuka
ned himpunan A memuat sub bagian berhingga yang menyelimuti
A. Sub bagian tersebut disebut sub selimut berhingga himpu-
nan A.

Salah satu himpunan kompak ned adalah himpunan

berhingga. Fembuktian pernvataan ini diberikan dalam teorema

di bawah init.

Teorema 3.32. =

Setiap himpunan berhingga adalah himpunan kompak ned.

Bukti : Ambil sebarang A himpunan berhingga,maka A dapat di-

tuliskan sebagael & = {ai,az,.,.,a . Belanjutnye ambil seba-
n]

rang {Ga} selimut terbuka ned himpunan A. Maka untubk setiap

i ada B° e {B_ I sehingga & < G'. Oleh karena itu 6 Y 1 1%iSn)
fe e i ot o]
merupakan sub selimut berhinggs himpunan A. Dengan kata lain

A merupakan himpunan kompak neé..

Selanjutnya setiap interval buka bukan merupakan
Rimpunarn kompak ned, hal ini diberikan dalam tecrema di

bawah ini.

Teorema 3.33. @

Untuk setiap Ix s &;, dengan x € R, berlaku I_ bukan himpun—

40
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an kompak nedb.

Bukti : Ambil sebarang x € R dan Ix e 3;, maka Ix dapat di-
tuliskan sebagai Ix = (u,v). untuk setiap n, m € N, migalkan
1™ = (u + %,v - %).Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa {Inm}
merupakan selimut terbuka neéd dari Ix yang tidak mempunyai
sub selimut berhingga dari Ix. Ambil sebarang p € Ix,maka a-
da s » O dan t * O, sehingga p = U + t dan p = v -~ s. ﬁengan
dalil Archimedes diperoleh ada n,m € N,sehingga i&t dan %{s.
Oleh karena itu p & ™, Dengan demikian (1M merupakan se-—
limut terbuka rped dari Ix. Selanjutnya ambil sebarang I}
sub bagian berhingga dari {Inm},akan ditunjukkan bahwa {IkH-
bukan sub selimut berhingge dari Ix. Filih v terbesar sehing-

. R . L.kl
ga 1Y% e ;Ik%y maka tidak ada amggota {177 yarg memuat sE—

baramg anggota {(u , u + 1—). Sehingga {IH} bukan sub selimut

Y

berhingga dari {I™3. Oleh karena itu I bukan himpunan kom-—
x

peak ncé.l
Kriteria himpunan bagian suwatu himpunan kompak nsé

metrupakan himpunan kompak diberilkan dalam teorema di  bawah

irni.
Tegrema 3.34. :

Himpunan bagian tertutup neé dari himpunan kompak neé meru—

pakan himpunan kompak neéd.

41
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Bukti : Ambil sebarang A himpunan kompak neé dan B sebarang
himpunan bagian tertutup ned dari himpunan A. Ambil sebarang
{Ba} selimut terbuka nped himpunan RB. Karena B himpunan tertu-
tup ned, maka BS himpunan terbuka ned. Sehingga {Ga}U{Bc} me-—

rupakan selimut terbuka ned dari himpunan A.Karena A himpun-—

s

an kompak ned, maka ada sub selimut berhingga {Ga= 1 SiE n
L
vang memuat A. Selanjutnya Jika B e {Ga: 1t £ i £ n}, maka
t

v

- . . . '
G + 1 £ i1 2 ny - {B}) merupakan sub selimut berhingga dari

. € _ ] .
{Ga}. Sedangkan jika B & {ba: 1 5iZ ny.maka {Ga= 1 ==X ny
i i

merupakan sub selimut berhingga dari {Ga}' Oleh karena itu R

merupakan himpunan kompak nsé.l

Selanjutnya diberikan syarat cukup agar barisan

himpunan yang mempunyal elemen persekutuan,

Teorema 3.35. :

Jika untuk setiap ie N, misalkan I « [a ,b I, TXE Tx .
. vt 1 i+1
a = sup{aﬁ i N}, dan b = inf{bf i e N}, maka
w.—
fa,bl = NI .
i=1 i

Bukti : Karena untuk setiap ite N, a1£ bt dan ais ba’ maka

f{a rie N} terbatas ke atas dan {bf ie N} terbatas ke bawah.
1
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Sehingga a = sup{aﬁte N} dan b = inf{bﬁ ie N} ada. Karena
untuk setiap ie Ny,a. < b, , maka & < b. Sehingga dengan pende—
L L

finisian a dan b diperoleh untuk setiap ie N, a £ a 2= b =b,.
T L

8

Oleh karena itu [a,b]l € nT .
. x,
P =1 L

Jika interval terbuka bukan merupakan himpunan kompak
ned, sebaliknya interval tertutup merupakan himpunan kompak

ned. Hal ini diberikan dalam teorema di bawah ini.

Teorema 3.36. :

Untuk setiap xe R, T; kompak neé.

Bukti : Ambil sebarang xe R dan Ixe 5;. Andaikan T; tidak
kompalk ned. Misalkan f;= fu,vl dan {Ga} merupakan selimut
terbuka ned dari T;= [u.vl vang tidak memiliki sub selimut
berhingga vang menyelimuti T;= [u,v]l. Misalkan v, € (u,v) de-—
ngan y merupakan bilangan rasional, maka T;= £u’y1]U[y1’VJ
dan salah satu dari [u,y1] dan [yi,V] tidak dapat diselimuti

oleh sub bagian berhingga dari {Ba}. Misalkan yang tidak da-—

pat diselimuti adalah [u,yij, namakan T; . Dengan mengambil
1

: 3 T ‘a2 1 = . = dan salah
bilangan rasional y,< Ixi,maba Ixi [u_yzluﬁyz_yil a

satu dari [u,yzj dan [yz,y1] tidak dapat diselimuti oleh sub
bagian dari {Ga}' Namakan yang tidak dapat diselimuti terse-

but dengan f; . Selanjutnya proses ini dilanjutkan sehingga
2

4
>
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diperoleh :
(a). Untut setiap ie N, T o> T .
(b). Untuk setiap ie N, T; tidak dapat diselimuti oleh sub

bagian dari {Ga}'

Misalkan Untuk setiap ie N, I = fa .b ], maka dengan teore—
x, 1 i
t
ma 3.35. diperoleh o = supia : ie N} dan b = inf{b : ie N}
. T
m —
merupakan anggota dari rlIx. Dari proses pembentukan I ,
i=1 7§ gt
m — —
diperoleh a = b. Selaniutnva kargna a € Nl < Ix, maka ada
. X,
=41 1

5 sehingga a« € G . Oleh karena ituw ada I € & , sedemikian
ol ol a a

hingga I ¢ Ea' Merurut pendefinisian g dipercleh ada i= N se-
<

m

Mirmgge T < ! « 6§ . Hal ini ocertentengan dengan (b). Jadi T
Fad

kampak ned. |}

Svarat perlu dan cukup agar suatu himpunan merupakan

himpunan kompak red diberikan dalam tecorema di bawah ini.

Teorema 3.37. =

A kompak ned jika dan hanya jika A tertutup rneé dan terbatas

ned.

Bukti : Ambil sebarang A himpunan kompak neéd dan xe A, un-

tuk setiap pe A. dipilih Ipe 5% dan Ixe 5; sehingga Iprﬂ =L,

44
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Karemna {Ip: pe AY merupakan selimut terbuka nsd dari A danm A&

n
kompak ned, maka ada P aP s -1P € A, sehingga A ¢ Wl .
n i=2 B
Dari pendefinisian 1 ,diperoleh babwa untuk setiap i ada It
P, x
Lt

: "o
sehingga I nx;=e. Selanjutnya dipilih I = nI°, maka
Py o=
n g n
Ixh{ Ul = @&. Karena A c U1 dan I ™M ul ;7 = &, maka
L=1 pi. i=1 pi. * i=1 i
Ixc A%, Dleh karena itu &S terbuka rned, dengan kata lain A
n
terbuka ned. Sslanjutnya karena A <« I | maka untuk seti-
. P.
=1 1

ap x A, ada Ixe 5; sehirngga Acl . Oleh karena itu & terba-

x
tas ned. Sebaliknyva jika A terbatas, maka untubk setiap xe A,
ada Ixe &x sehingga A < Tx.kiar'ena & tertutup rned dan -I—x kom—

pak ned, maka mendrut tecrema Z.3534d. A kompak neé.l

Selanjutnya diberikan tecremma yang menyatakan syarat
cukup agar koleksi  himpunan  kompak ned memuat 2lemen

persekutuan.

Teorema 3.38. =
Jika {Ka} merupakan koleksi himpunan kompak rneé, sehingga i~
risan setiap sub bagian berhinggannya tidak kosong, maka

NnK = 6.
f>]
a

Bukti : Ambil sebarang {Ka} kLoleksi himpunan kompak ned, se-—
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Ringga irisan setiap sub bagian berhinggannya tidak kosong.

Andaikan M Ka = @, maka Hﬁﬁ{ N ¥ 3 = B. Sehingga K _<f N K _ ¥

o oy & B amp @

atau kK < U H; . Dengan demikian {K; : a2 3 merupakan se—

B e

limut terbuka ned dari kK . Karena K _, kompak ned, maka ada

3 3

n
ax,az,...,an sehingga kK < UK., Dengan demikian diperoleh

3

L=1 i
ial

Kﬁn{flka:-= o. Kontradlklsl.l

L=

Akibat 3F.39. :

Jika {Kn} merupakan koleksi himpunan kompak neé dengan

@

K oK untuk setiap ne N, maka nNnk = O,
n n+1i n=1 n

Sifat Heiene Borel zuatu himpurnan mempunyal hubungan
vang erat dengan himpunan kompak ned. Di bawah ini diberikan

pengertian suatu himpunan yang mempunyal sifat Heiene Borel.

Pefinisi 3.40. :
Himpunan A disebut bersifat Heine Borel jika setiap selimut
terbuka ned dari A mempunyai sub selimut berhingga yang ma-

sih menyelimuuti A.

Dengan definisi 3.40. dapat disimpulkan bahwa A kompak

ned jika dan hanya jika A bersifat Heine Borel.

44
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Seperti sifat Heiene Bore] Yang  mempunyai hubungan
derngan himpunan kompalk neé, sifat Bolzamo Weierstrass Juga
dapat dihubungkan dengan himpuran kompak ned. Fengertian
himpunan Yang mempunyal siftat Bolzang Weierstrass diberikan
dalam definici di bawah ini, sedanglan hubungarn  antara
himpunan kompak  ned dan himpuran yang bersifat BRolrano

Weierstrass diberikan dalam teorema 3,43,

Definisi 3.41. H
Suatu himpunan A disebut bersifat BolzanDHWEiestrass Jika se-
tiap himpunan berhingganya mempunyai titik-limit ned yang

termuat dalam A.

Telah diketahui bahwa Syarat perlu agar suatu himpurnan
mempunyal titik-limit adalah himpunan tersebut harus tak
berhingga. Tetapi tidak semua  himpunan tak terhingga
mempunyvai titig limit, sebagai contoh himpuran bilangan asii
tidak mempunyai titik-limit, Di baawah ini diberikan syarat

cukup agar himpunan talk berhingga mempunyal titik—-limit.

Teorema 3.42.

Setiap himpunan tak berhingga dan terbatas nes mempunyai ti-—

tik—=limit nes.

47
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Bukti = Ambil sebarang A himpunan tak berhingga dan terbatas
ned, maka sup A ada. kKarena untuk setiap I € F .
sup A sup A’

berlaku I - isup A)Y = B, maka sup A merupakan titik-—

sup#’-‘aﬁ A

limit ned himpunan A..

Teorema 3.43. :
A kompak ned jika dan hanya jika A mempunyai sifat Bolzano

Weierstrass.

Bukti : Ambil sebarang A& himpunan kompak neéd, maka terdapat
dua kemungkinan yaitu A berhingga dan A tak berhingga. Jika
A berhingga, maka & tidak mempunyai sub bagian tak berhing-
ga. behingga pernyvataan iika B € A dengam B tak bernhingga,
maka A mempurval titik-limit med selalu bernilai benar. Se—
lanjutnva jika A tak berhingga dan B sub bagian tak berhing—
gz dari A, maka menuwrut tegrema .27 dan teorema Z.42. dipe—
roleh B mempuryai titik-limit ned yvang termuat dalam A. Se—
baliknya ambil sebarang A himpunamr yvang mempunyai sifat Bol-
cario Wierstrass. Andaikan A tidak kompak, maka menurut teo-
2rema 3.37. A tidak tertutup ned atauw A tidak terbatas ned.
Jika A tidak terbatas ned, maka ada xe A sehingga A bukan him-—
punan bagian dari setiap Ixe 5;. Selanjutnya untuk setiap

m

nyme N, dipilih I""=(x—n,x+m), maka ada x € A tetapi x &l
x

Dengan demikian barisan {x ) merupakan himpunan bagian tak
m
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berhingga dari A, tetapi tidak mempunyai titik-limit ned.
FKontradiksi. Selanjutnya jika & tidak tertutup ned, maka ada
titik-limit ned dari A yang bukan anggota A, notasikan de-—

. . - s . nm 1 1
ngan x.Selanjutnya untuk setiap n,me N,dipilih Ix =(x—:,x+;).
Sehingga untuk setiap n,me N, ada x € A N I dan x #* x .

nm x nm

Oleh karena itu 5 = {th: h,me M3 merupakan himpunan bagian

tak berhingga dari A dan x merupakan titik—-limit nsed nya.

Selanjutnya ambil sebarang ye R dengan y®x, maka ada 1+0 se-
hingga y = x—t atau y = x+t. Jika y = x-t, maka ada ne N se—
. . 1 . _ N - L S | o

hingga y + x o Sehingga dengasn memilih Iy ( x R n)’ di

peroleh I rB~{y}= ©. Oleh karena itu y bukamn titik-limit ned
himpunam 8. Jika y=x+t, makz ada neN sebingga y}x+£. Sehing-—-
™
da dengan memilih I = (x+—iqx+1}, diperolek I rmS~{yi= 8. 0--
b'a n+i N Y
leh karena itu y bukan titik-limit ned himpunan S. Jadi 8
merupakan himpuran baglan tak berhingga dari A vang mempu-—
nyai titik-1imit ned tidak dalam A. Kortradiksi. Jadi A him—

punan kompak nes. ||
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BAB IV
KESIMPULAN

Setiap konsep topoleogi demgan epsilon delta pada sistem
bilangan resl dapat didekati tanpza menggunakan epsilon
delta._ﬁarena konsep yang dibangun  adalabh ekivalen dengan
konsep vang terdahulu, maka untuk mempelajari konsep
topologi pada sistem bilangan real cukup dipelajari salah
satu saja. Salah satu keunturngan mempelajari konsep topologi
tanpa epsilon delta adalah lebih tampak dari pada dengan
epsilon delta. Sebab interval terbuka yvyang dijadikan titik
tolak dalam konsep topologi non epsilon delta pada sistem
hilangan real adalab lebih oudah dipahami dari pada konsep
jarak yang dijadikan titik tolak konsep topologi  dengan

epstlon delta.

S0
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