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RESUMEN

El estudio del fendmeno cotidiano que supone la friccion sigue manteniendo un gran
nivel de dificultad a pesar de su larga historia. Las causas de esta dificultad radican en
las diferentes escalas de las caracteristicas del fendmeno, macroscépicas y
microscopicas, y en su distinto comportamiento en condiciones estaticas y dindmicas. A
lo mencionado anteriormente se afiade que los sistemas sujetos a friccion son muy
sensibles al valor de los pardmetros que los definen, pudiendo dar lugar a
comportamientos caoticos. Asi, han ido apareciendo modelos muy diferentes, validos en
un ambito reducido, y que utilizan simplificaciones importantes que impiden su

generalizacion.

En esta tesis se presenta la aplicacion del método de simulacion por redes a la solucion
numérica al estudio de la friccion a escalas muy distintas. Por un lado, a escala
microscopica se han estudiado los modelos de Frenkel-Kontorova-Tomlinson y de
diferentes microscopios de fuerza atomica, relacionados con el andlisis de superficies
suaves a escala atomica. Por otro lado, a escala macroscépica se han estudiado los
modelos relacionados con el analisis de superficies industriales, como el de un

mecanismo de freno.

Tras presentar en esta memoria una revision de las distintas formulaciones de la fuerza
de friccidn, de la naturaleza de las superficies que participan en el fendmeno, asi como
de la definicidn de los problemas a analizar (Capitulo 2); se revisan las herramientas
relacionadas con el analisis de la estabilidad de los sistemas dindmicos (Capitulo 3). En
este sentido, cabe resaltar la utilidad de los diagramas de fase y los exponentes de

Lyapunov, incluyendo los algoritmos mas recientes para su estimacion.

El disefio de los modelos en red y la implementacion de las condiciones iniciales se
explica en el Capitulo 4. Se ha elaborado un programa en Matlab para la generacion de

modelos en red, simulacién en Pspice y representacion grafica de resultados.

En el Capitulo 5 se presenta el resultado de la aplicacion de los modelos en red a los
problemas planteados en el Capitulo 2. Con el fin de verificar la fiabilidad de los
modelos propuestos se comparan sus resultados con las soluciones obtenidas por otros
métodos numéricos o resultados experimentales, uno de ellos a partir de un dispositivo

desarrollado durante la elaboracion de esta memoria.



ABSTRACT

The study of everyday phenomena involving friction continues to maintain a high level
of difficulty despite its long history. The causes of this problem lie in the different scale
of the characteristics of the phenomenon, macroscopic and microscopic, and their
different behaviour in static and dynamic conditions. To the above is added to the
systems subject to friction are very sensitive to the value of the parameters that define
them, may lead to chaotic behaviour. Thus, very different models, valid in a narrow

scope and using simplifications that prevent generalization, have been appearing.

This thesis presents the application of network simulation method to the numerical
solution to the study of friction at very different scales. On the one hand, on a
microscopic scale Frenkel-Kontorova-Tomlinson and different atomic force
microscopes models have been studied, related to the analysis of soft surfaces at the
atomic scale. Furthermore, on a macroscopic scale models related to the analysis of
industrial areas, such as a brake mechanism have been studied.

After presenting herein is a review of the different formulations of the friction force, the
nature of the surfaces involved in the phenomenon, as well as the definition of the
problems to be analyzed (Chapter 2); reviews the tools related to stability analysis of
dynamic systems (Chapter 3). In this regard, we highlight the usefulness of the phase
diagrams and Lyapunov exponents, including recent algorithms for their estimation.

The design of network models and the implementation of the initial conditions is
explained in Chapter 4. It has developed a program in Matlab to generate network

models, Pspice simulation and graphical representation of results.

Chapter 5 presents the result of the application of network models to problems in
Chapter 2. In order to verify the reliability of the proposed models, their results are
compared with the solutions obtained by other numerical methods or experimental
results, one from a device developed during the preparation of this report.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1 INTRODUCCION

Los primeros intentos del grupo de investigacion del Método de Simulacion por Redes
para resolver problemas de friccién datan de 2005. A pesar de no obtener resultados
publicables por la dificultad de analisis de este fenémeno, se pudo verificar la capacidad
del método para abordar este problema. Resultd evidente la necesidad de una revision

profunda de los problemas tratados en la literatura cientifica.

La propuesta para realizar este trabajo ha cumplido casi un quinquenio. La experiencia

desde entonces, debo decir, ha sido muy positiva en todos los sentidos.

El método de redes ya habia sido aplicado con éxito en varios campos de la ingenieria
tales como transferencia de calor, reacciones electroquimicas, transporte a través de
membranas, problemas inversos, transporte idnico, problemas acoplados de flujo y
transporte y otros; todos estos trabajos describen procesos de transporte no lineales.
Ademas, recientemente, ha sido aplicado a mecanica de solidos deformables. La idea

era extender el método a otra aplicacion, a saber, la friccion.

Sin objetivos en principio bien definidos, la primera etapa fue la de investigar el estado
del arte en esta materia. Los primeros intentos se centraron en examinar el modelo de
Frenkel-Kontorova-Tomlinson. Este modelo, si bien complejo desde el punto de vista
matematico, estd muy bien documentado en la literatura cientifica disponible. El analisis
de los resultados exigié una comprensién adecuada de la teoria del caos, lo que postergd

sensiblemente el desarrollo de esta memoria.

El segundo modelo, friccion seca entre puntera de microscopio de fuerza atomica y
superficie suave a escala atomica, objeto de estudio por equipos de investigacion
mayoritariamente de caracter experimental, se resolvido de manera similar, utilizando
potenciales parecidos a los empleados en el modelo anterior. La dificultad ahora
provenia de una descripcion incompleta de los parametros necesarios para la simulacion

en la documentacion disponible.
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El tercer modelo, de Kaidanovsky-Khaikin, presenta un sistema de ecuaciones distinto a
los anteriores, ya que se trata de un modelo a escala macroscopica. La menor
complejidad de este modelo, en comparacion con los anteriores, permitié un analisis

mas detallado de los pardmetros que lo gobiernan.

El cuarto modelo, de Burridge-Knopoff, en el que se pudo aprovechar la experiencia
alcanzada con el modelo anterior, entrafia la dificultad inherente a los sistemas con dos
grados de libertad, donde incluso lo més sencillo, la forma de representar los resultados,
implico un analisis comparativo de distintas técnicas. Este modelo nos obligd a

profundizar en la aplicacion de técnicas de cuantificacion del caos.

Por ultimo, el modelo de un mecanismo de freno, presentd la dificultad afiadida de
intentar acercar los modelos tedricos macroscopicos a sistemas reales. Esto supuso la
resolucion de una serie de problemas practicos tan arduos como los del modelo inicial,
de indole matematica. En concreto, el ajuste del enganche de los muelles, su
caracterizacion y la fijacion de las especificaciones de la cinta supuso un reto

importante.

El conjunto de modelos recogidos en la memoria, y desarrollado en este trabajo, abarca
las principales formulaciones de problemas de friccion: desde la escala microscépica a
la macroscopica. Los resultados establecen una base firme para la aplicacion del método
de redes a otros problemas de friccion.

El trabajo ha sido, ademas de profundo y exhaustivo, agotador; si bien, las sucesivas
metas parciales, bien definidas, nos han permitido cubrir uno a uno los objetivos
propuestos y los planteados tras la consecucion de algunas de estas metas. Se ha
intentado publicar, paulatinamente, cada resultado o conjunto de resultados de este
trabajo. Al final, como resultados parciales de éste hemos presentado una comunicacién
a un congreso internacional relacionado con la Mecanica Computacional, ya celebrado,
y elaborado dos articulos publicados en revistas especializadas. Los modelos propuestos
se han verificado con resultados de otras publicaciones y con un ensayo experimental.

La presente memoria esta organizada en 6 capitulos y 3 anexos. En el capitulo 1, tras
esta introduccion, se enumeran los objetivos propuestos. En el capitulo 2 se presentan
los fundamentos teodricos de la friccion y del método de simulacion por redes, base para

el disefio de modelos. En el capitulo 3 se revisa la clasificacion de los sistemas
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dindmicos desde el punto de vista de la friccion. Los modelos disefiados para las
diferentes formulaciones se explican en el capitulo 4. El capitulo 5, nucleo de la
memoria, muestra aplicaciones del método a la resolucion de los problemas maés
representativos de friccion. Por fin, las contribuciones y conclusiones se describen en el
ultimo capitulo de la memoria. Por lo que respecta a los anexos, cabe mencionar que en
el anexo A se presentan las distintas formas de representar los resultados. Los
algoritmos de solucion de circuitos se explican en el anexo B, y la estabilidad del

algoritmo de integracion en el anexo C.

1.2 OBJETIVOS

Se han planteado los siguientes objetivos generales:

i) Definicion del estado del arte, en particular el estudio de la friccion a escala
microscopica: modelo de Frenkel-Kontorova-Tomlinson y modelos de microscopio
de fuerza atomica (AFM, FFM y SFM) especialmente, dada la dificultad para

conocer el valor de algunos parametros necesarios para la simulacion,

ii) Eleccion de las formulaciones méas adecuadas para la aplicacion del método de redes:
definiciones del coeficiente de friccion dependiente de la velocidad y de la condicidn
de apalancamiento-deslizamiento, stick-slip.

Los objetivos de caracter mas especifico pueden desglosarse en los siguientes apartados:
i) Desarrollo de modelos en red para el analisis de friccion,
ii) Andlisis de los resultados para identificar el caracter cadtico del movimiento,

iii) Comprension del fendmeno de friccion seca en dispositivos que trabajan con
superficies suaves a nivel atomico, analizando esta friccion desde un punto de vista

de investigacion basica,

iv) Comprension del fenédmeno de friccién seca en dispositivos que trabajan con
superficies habituales en aplicaciones industriales, que permiten analizar esta friccion

desde un punto de vista de investigacion aplicada.
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1.3 DESARROLLOS FUTUROS

En primer lugar, elaboracion de un programa, TRIBONET_14, para la generacion y
simulacion de modelos, cuyos médulos de calculo y post-proceso son el objeto de esta
tesis, quedando pendiente el desarrollo de la interfaz con el usuario. El programa debera
crear el modelo mediante una interfaz gréafica, arrancar el ndcleo de calculo numeérico, y
simular y post-procesar los resultados de la simulacion de forma eficiente y completa.
Relacionada con la propuesta anterior, es necesario mencionar el interés de la inclusion
de la simulacion de otros mecanismos relacionados con la friccion, como embragues.

Este objetivo no ha sido incluido en la memoria por falta de financiacion.

Como posibles lineas de trabajo podemos mencionar: i) analisis con otros modelos de
coeficientes de friccion y velocidades del elemento que arrastra, ii) incorporacion de
méas grados de libertad, iii) planteamiento de problemas inversos en sus diferentes
vertientes para este proceso merced a la experiencia del método en otros campos, iv)
estudios de modelizacién de las superficies en contacto: rugosidad, presencia de

lubricante, ...



CAPITULO 2

FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1 INTRODUCCION

Como es habitual en las memorias de tesis, los fundamentos teéGricos de esta
investigacion se recogen en un capitulo inicial, permitiendo asi hacer referencia al
mismo en cualquier parte del texto. En este capitulo se presentan las ecuaciones que
definen el modelo matematico de los procesos de friccidn seca. La solucion numérica de
estos problemas mediante el método de simulacion por redes es uno de los objetivos

principales de esta memoria.

Para desarrollar los modelos matematicos comenzamos con un analisis de los procesos
de friccion seca mas interesantes, revisando las ecuaciones basicas que constituyen el
punto de partida para el disefio de los modelos en red. Dada la alta sensibilidad de estos
sistemas a algunos valores de sus parametros, los procedimientos de analisis de

estabilidad del sistema se revisan en el capitulo siguiente.

En el Anexo A se analizan los sistemas de representacion de las soluciones de los
sistemas de ecuaciones que constituyen los modelos, estas representaciones son
esenciales para la comprension del comportamiento de los sistemas. Lamentablemente
la bibliografia que trata estas herramientas es muy dispersa o s6lo muestra casos que no
permiten una facil generalizacion, bien por ser planteamientos puramente matematicos
0, cuando son préacticos, por ser incompletos. Por esta razon se ha considerado necesario
adaptar la informacion disponible a nuestras necesidades, el estudio de los procesos de
friccion. Esta adaptacion, el Anexo A, se cita en aquellos apartados que requieren una

aclaracion adicional.

2.2 PROCESOS DE FRICCION SECA

La friccion seca es uno de los campos de trabajo fundamentales de la ingenieria
mecanica, habiéndose desarrollado numerosos estudios relacionados con este fendomeno.
A pesar de lo cotidiano y la larga historia de este campo de estudio, su analisis ha

mostrado una gran dificultad. En primer lugar, cualquier estudio de la friccion seca, un
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fenOmeno aparentemente macroscopico, debe ser también realizado a escala
microscopica. En segundo lugar, el proceso muestra un comportamiento radicalmente
distinto en condiciones estaticas y dinamicas, siendo completamente diferentes los
parametros utilizados para representar el resultado de estos analisis. Asi, en condiciones
estaticas, el objetivo principal es conocer la fuerza requerida para el inicio del
movimiento, mientras que en condiciones dinamicas el interés principal reside en
conocer la velocidad a la que la fuerza de friccion se estabiliza y alcanza su valor
minimo. Por si estas dificultades no fuesen suficientes, la soluciéon de los problemas
estatico y dinamico es muy sensible al rango de parametros que definen el sistema. En
consecuencia, los tipos de movimiento obtenidos presentan diferencias cualitativas y la
fuerza de friccion global registra un amplio rango de valores.

Histéricamente, se atribuye a Tomlinson el primer intento para explicar las leyes de
Coulomb a nivel atomico (Tomlinson 1929). Este autor supuso que los atomos de una
superficie actuaban como osciladores desacoplados enganchados a 4tomos de la otra
superficie, como los dedos sobre las cuerdas de una guitarra al hacerla sonar. Tras el
enganche, los atomos saltan abruptamente entre dos posiciones de equilibrio.
Posteriormente, el modelo Frenkel-Kontorova considero el acoplamiento entre atomos
(Frenkel and Kontorova 1938): un modelo unidimensional con una cadena de atomos
adsorbidos, linealmente acoplados mediante interacciones entre atomos sucesivos, Yy

sujetos a un potencial, espacialmente periddico, originado por la superficie fija.

La combinacién de los modelos anteriores da lugar al modelo Frenkel-Kontorova-
Tomlinson (modelo FKT), Figura 2.1. Este modelo (Weiss y Elmer 1996; Weiss y
Elmer 1997; Alhama, Marin y col. 2011) tiene en cuenta el acoplamiento entre atomos
de la superficie del bloque deslizante, no considerado por Tomlinson, y entre cada uno
de estos 4tomos y el interior del blogue deslizante, no considerado por Frenkel y

Kontorova.

L T e
AT el oYl e T s T
}\/;\\,// N \W

Figura 2.1 Representacion fisica del modelo FKT
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A pesar de la aparente sencillez de los modelos mencionados, la friccion seca muestra a
veces comportamientos sorprendentes, que pueden impedir el funcionamiento correcto
de un dispositivo o, por el contrario, resultar potencialmente utiles en disefios
mecanicos. Siendo mas concretos, para friccion estatica Aubry mostré que una fuerza
casi infinitesimal puede producir desplazamientos si la amplitud del potencial periodico
estd por debajo de un valor critico, punto de ruptura de la analiticidad, y la relacién
entre las constantes de las redes cristalinas de la capa adsorbida y la superficie del

sustrato es un namero irracional (Aubry 1979).

Cuando se produce el deslizamiento, los sistemas pueden mostrar comportamientos que

van desde estacionarios hasta caoticos.

Otras variantes del modelo FKT han sido aplicadas para simular microscopios que
emplean una puntera de dimensiones nanométricas sobre una superficie suave a nivel
atébmico (Schwarz y Holscher 2001). Estos microscopios son fundamentales para una
comprension mas completa de la naturaleza de la friccion seca (Schwarz y Holscher
2001).

El microscopio de fuerza de barrido (Scanning Force Microscope, SFM) permite
estudiar la friccion con alta resolucién espacial en funcion de la geometria de contacto,
la carga aplicada, el area de contacto efectiva, la velocidad de deslizamiento y la
estructura de la superficie ensayada. A partir del uso de esta herramienta, se ha
encontrado que algunos fendmenos a escala nanométrica poseen un comportamiento
similar a los que suceden a escala macroscopica, mientras que otros muestran un
comportamiento muy diferente. Ademaés, la friccion a escala nanométrica es
proporcional al &rea de contacto, a diferencia del caso macroscépico. También es

notable la independencia entre la presion media de contacto y el esfuerzo cortante.

La siguiente cuestion, qué factores determinan si un contacto dado tiene una friccion
alta o baja, resulta mas dificil de resolver. Muchos ensayos han demostrado la
sensibilidad de la friccion a pequefios cambios en la estructura de la superficie. Ademas,
estos muestran su dependencia con el angulo de la direccion de deslizamiento en el
sistema de referencia de la red cristalina. Esta caracteristica se ha utilizado con
frecuencia para identificar areas quimicamente diferentes en una muestra 0 dominios
individuales, originados por efectos estructurales, pero ain no ha permitido explicar que

algunas superficies tengan mayor friccion que otras.
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Los modelos teodricos de estos microscopios han demostrado un movimiento tipico de
stick-slip de los atomos de la puntera sobre la superficie de la muestra, saltando desde
un minimo de potencial de interaccidén puntera-muestra a los siguientes. Sus caminos a
menudo Se asemejan a una curva en zigzag que tratan de evitar el paso sobre la posicion
de un atomo de la muestra asociado al maximo del potencial de interaccion. Debido a
este comportamiento especifico, las im&genes del microscopio de fuerza de contacto
representan Unicamente la periodicidad de los minimos del potencial de interaccion, que
por lo general no coincide con la estructura atobmica de una muestra de estructura

cristalina no trivial.

A partir de los resultados de los diferentes ensayos realizados parece posible derivar las
leyes de la friccibn de Amontons y Coulomb a partir de efectos nanoscépicos.
Greenwood (Greenwood y Williamson 1966; Greenwood 1992) mostro que el area de
contacto eficaz entre cuerpos macroscopicamente planos, que sin embargo presentan
una rugosidad estadistica a nivel microscopico, se incrementa linealmente con la carga,
lo que elimina cualquier contradiccion entre las correspondiente leyes de friccion
macroscépicas y nanoscopicas. Por otra parte, la relativa independencia entre la fuerza
de friccion y la velocidad de deslizamiento tanto a escala macroscopica como
nanoscopica podria explicarse con el movimiento tipo stick-slip de los atomos en el
potencial de interaccion puntera-muestra. Mientras la velocidad relativa de los dos
cuerpos sea mucho menor que la velocidad de deslizamiento intrinseca de los atomos, la

energia disipada sera independiente de las variaciones en la velocidad de deslizamiento.

A pesar de todos estos avances, las preguntas pendientes superan a las respuestas
encontradas. Por ejemplo, ain es imposible predecir las propiedades de friccion de un
contacto especifico, aunque la optimizacién de estas propiedades en superficies de uso

especifico va cobrando importancia con la miniaturizacién de los sistemas mecanicos.

A nivel préctico, las superficies utilizadas en ingenieria distan mucho de ser suaves a
nivel atdomico, por lo que también se requiere estudios a nivel macroscopico

(Awrejcewicz y Olejnik 2005).

Otra herramienta para analizar el fendbmeno de friccion es el modelo clasico de
Burridge-Knopoff (Burridge y Knopoff 1967). Este consiste en un sistema de
ecuaciones diferenciales utilizado para la simulacion de terremotos discretizando el

sistema en n bloques, cada uno de masa m. Estas masas interactian mutuamente a traves
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de muelles, estdn sometidas a una fuerza de friccion que depende de la velocidad,
F¢(vi), e interactlan a su vez elasticamente con el sustrato, Figura 2.2 (Cartwright,

Hernandez-Garcia y col. 1997). La ecuacion de movimiento es:
m- % =ke (41 — 2%+ x39) — kyy - (g —v - £) — Fr (%) (2.1)

Donde k. es la constante elastica del muelle que representa la interaccion de las masas,
kp es la constante elastica del muelle que representa la interaccion masa-sustrato y x; es

la desviacion de la posicion del bloque i respecto a su posicion de equilibrio.

Carlson y Langer consideran que la fuerza de friccidon disminuye asintéticamente con la
velocidad, v, y los bloques realizan un movimiento de stick-slip (Carlson y Langer

1989), Figura 2.2.
sustrato >
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Figura 2.2 Representacidn fisica del modelo Burridge-Knopoff

El mismo fendmeno de stick-slip asociado a la friccidn, descrito en el modelo de
Burridge-Knopoff, se presenta en los trabajos de Awrejcewicz y col. (Galvanetto y
Bishop 1995; van de Vrande, van Campen y col. 1999; Galvanetto 2001; Galvanetto
2002; Awrejcewicz y Olejnik 2003 (3)). Cuando se simplifica el sistema mencionado,

usando sélo dos masas, Figura 2.3, es factible ensayar el deslizamiento de los bloques.

La introduccion en los modelos de la dependencia entre la fuerza de friccion y la

velocidad permite la observacién de bifurcaciones en la solucion.

Otro campo interesante relacionado con la friccién se encuentra en los sistemas de
frenado de vehiculos. Los sistemas de frenado con mecanismos antibloqueo (ABS)
evitan que las ruedas se bloqueen durante un accionamiento brusco de los frenos, lo que

mejora la estabilidad direccional y acorta la distancia de frenado. Un sistema dinamico
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bidimensional no lineal con control de conmutacién es uno de los dispositivos de freno
antiblogueo mas sencillos. La no linealidad del sistema se manifiesta en la relacion entre

el deslizamiento y el coeficiente de friccion dinamica.

X1 X2

k2 k1 k2

Q O

Figura 2.3 Modelo de Burridge-Knopoff con dos masas

Awrejcewicz utiliza un modelo fisico de un sistema de frenos para una rueda, que
incluye coeficientes no lineales (Fling y Fenton 1981; Choi y Lou 1991; Perko 1991;
Yeh y Day 1992; Fu, Fang y col. 2001; Awrejcewicz y Olejnik 2005). En concreto, el
freno ‘duo-servo’ Girling (Girling 2013), Figura 2.4, que puede simplificarse mediante
el sistema de dos cuerpos y dos grados de libertad de la Figura 2.5, (Awrejcewicz y
Olejnik 2003 (2); Awrejcewicz y Olejnik 2003 (3); Awrejcewicz y Olejnik 2005;
Awrejcewicz y Olejnik 2007). Este incluye un bloque que desliza y un brazo acodado
articulado en su vértice. El bloque deslizante esta conectado al bastidor mediante un
resorte lineal, cuya constante elastica es k;. Este bloque también esta conectado al codo
articulado mediante dos resortes, el horizontal con una constante elastica k, y el vertical

con una constante elastica Ks.

El comportamiento de los dos Gltimos modelos es muy sensible a la funcién que define
la fuerza de friccion, por lo que se va a tratar con mas detalle en el siguiente apartado.
Bésicamente, hay que considerar la rugosidad y la histéresis en el coeficiente de
friccién. Por otro lado, dada la discontinuidad existente en este fendmeno, es necesario

hacer algunas consideraciones sobre la formulacion de la friccion.

2.2.1 INFLUENCIA DE LA RUGOSIDAD EN EL COEFICIENTE DE FRICCION SECA
La rugosidad superficial es un factor importante en el comportamiento de contactos
secos Y altamente cargados (Mihailidis, Bakolas y col. 2001), siendo la caracterizacién
de las superficies rugosas un problema reconocido en ciencia y tecnologia (Thomas

1999). El enfoque general para esta caracterizacion estd basado en un conjunto de

10
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parametros estadisticos obtenidos a partir del perfil superficial o mapa superficial 3D.
Asi, algunas normas nacionales utilizan generalmente R,, R;, S y S, para la
caracterizacion bidimensional; pero estos parametros son demasiado generales para una
caracterizacion 3D, pudiéndose perder la informacion mas valiosa, la organizacién

espacial de la superficie (Myshkin, Grigoriev y col. 2003).

servo hidraulico

zapata 1

resorte de
retorno

zapata 2

elemento de
acoplamiento

Figura 2.4 Esquema de freno ‘duo-servo’ Girling
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/ bloque
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J\/\/\/\/\—mJ\/\/\/\/\—E

v = ©

s )
Var cinta

Figura 2.5 El modelo teérico de un mecanismo de freno
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La mejora en la exactitud de las técnicas tradicionales de contacto (perfildometro), asi
como las de no contacto, han permitido medir la rugosidad a escala nanométrica , Figura
2.6, (Myshkin, Grigoriev y col. 2003). En esta figura se comparan las caracteristicas de

los siguientes instrumentos:

- microscopio electronico de barrido (SEM)

- microscopio de fuerza atdbmica (AFM)

- microscopio de efecto tunel (STM)

A pesar del amplio uso del microscopio de sonda de barrido en el estudio de superficies,
la medida de pardmetros promedio a escala nanométrica requiere una mayor
investigacion. Con este problema pendiente es dificil comparar superficies, identificar
como actua la rugosidad de superficies suaves durante la friccion seca y modelar

matematicamente el contacto (Myshkin, Grigoriev y col. 2003).

microcontacto

a g
10t | Gran © g % <
g Escaneado z E2S 23
" AFM ? €8 S
g 5 £
= o o
< a
0w y
[}
kel ‘g
10° | 8 k2]
@ O
€2
oo
3] Pequefio
Escaneado
e AFM b e e
07 STM

- rango de resolucion

contacto
molecular

| | | | | | |
10 10° 10? 10" 1 10* 10* 10°
|

espaciado, um
ulacion

rugosidad atémico-molecular Rigosidad

tecnolégica

o relieve fisico

Figura 2.6 Diagrama de los parametros de espaciado y altura de asperezas y rango
de resolucidn vertical-lateral para diferentes métodos de medida de rugosidad
(Myshkin, Grigoriev y col. 2003)
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Al margen de las dificultades instrumentales, la formulacion de la estructura de la
rugosidad con métodos de medida avanzados exige considerar tres propiedades
fundamentales: i) la distribucion aleatoria de asperezas y de sus pardmetros, ii) el
caracter multiescala de la rugosidad, y iii) la no-homogeneidad, que se manifiesta como
una dependencia entre los parametros de rugosidad a la escala de medida. Entre los
parametros de distribucion aleatoria de las asperezas estan la altura, la pendiente y la
curvatura en la punta. El caracter multiescala de la rugosidad es debido a que el tamafio
significativo de las asperezas puede variar desde la longitud de la muestra hasta la
escala atdmica. Las propiedades mencionadas no son independientes, jugando un papel

trascendental la topografia multiescala (Myshkin, Grigoriev y col. 2003).

Podria resultar conveniente considerar cinco niveles topograficos principales segun la
escala de la longitud: errores de forma, ondulacion, microrrugosidad o rugosidad
tecnoldgica, subrugosidad o relieve fisico, y rugosidad atémico-molecular. Sin
embargo, en la practica las superficies contienen al menos dos niveles de asperezas,
ondulacién mas rugosidad o rugosidad mas subrugosidad. Archard fue el primero en
establecer la gran influencia de esta propiedad en la tribologia, proponiendo el conocido
modelo multinivel (Archard 1957).

Sayles y Thomas identifican la no-homogeneidad de la topografia superficial como
fuente de dificultades en la investigacion (Sayles y Thomas 1978). En ese sentido,
Myshkin, Grigoriev y col. proponen un método para dividir la topografia medida por
AFM en dos niveles: rugosidad y subrugosidad. Este método cumple al menos una de
las dos condiciones para la homogeneidad, esto es, tener un valor promedio nulo. Para
eliminar la componente de gran longitud de onda, rugosidad, usan un proceso de filtrado
de imagen de promediado repetido. Los parametros del relieve a escala inferior a la
micra, subrugosidad, se determinan mediante iméagenes de 10 umx10 pum con 128x128

puntos.

En los problemas de friccion seca, la descripcion matematica de la superficie rugosa
permite la inclusion de las caracteristicas principales encontradas en las medidas. Esta
inclusion da lugar a modelos de simulacion numérica que van desde los mas sencillos,
deterministas, que describen la superficie rugosa como un conjunto regular de cuerpos
geomeétricos sencillos, hasta modelos complejos, basados en la teoria de probabilidades
y geometria fractal (Patir 1978; Hu y Tonder 1992).

13
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Asi, el contacto real es un conjunto de contactos puntuales, cuya area total se denomina
area de contacto fisico o area de contacto real. Este area esta formada por asperezas que
contactan a escala nanomeétrica, subrugosidad. El area de la superficie de contacto fisico
es menor que el de la superficie de apoyo, area de contacto aparente, en uno o dos
ordenes de magnitud. La informacion anterior esta corroborada por la relacion entre el
area de contacto fisico, que soporta una carga, y la intensidad de corriente eléctrica
transmitida por dicho contacto. Una linea de investigacion bien definida trata el analisis

del efecto de esta rugosidad en los coeficientes de friccion.

El coeficiente de friccion clasico puede ser Gtil en estos casos siempre que se modifique
convenientemente para cumplir con el comportamiento encontrado experimentalmente.
Por tanto, este coeficiente s6lo puede ser utilizado para materiales concretos y un rango

de cargas limitado.

A pesar de las limitaciones mencionadas, resulta interesante utilizar modelos basados en
este coeficiente para estudiar dispositivos sometidos a determinadas cargas y
velocidades de arrastre, ya que muestran transiciones interesantes entre velocidades de
deslizamiento estacionarias, periodicas y caoticas. El conocimiento de los valores de los
parametros que determinan cada uno de estos estados es fundamental para un correcto

disefio y operacion de estos dispositivos.

Los modelos presentados anteriormente han sido tratados numéricamente por diferentes
métodos como el de diferencias finitas y el de dinamica molecular (H6lscher, Schwarz y
col. 1996).

2.2.2 EFECTOS DE LA HISTERESIS EN FRICCION SECA

La modelizacion de la friccion seca se ha investigado desde la hipotesis de Coulomb
(Coulomb 1785). En primer lugar, es preciso resaltar la existencia de una amplia
variedad de modelos cuya efectividad depende de las caracteristicas del problema
modelado. En concreto, si se considera la dinamica de un sistema en el que la velocidad
de deslizamiento permanece practicamente constante, no hay necesidad de un modelo
sofisticado; incluso el més simple, descrito Unicamente por la ley de Coulomb, seria
suficiente. Para sistemas con comportamientos dinamicos mas complejos, con
respuestas cadticas (Den Hartog 1931; Tolstoi 1967; Shaw 1986; Popp y Stelter 1990;

14
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Wojewoda, Barron y col. 1992; Feeny y Moon 1994; Wiercigroch 1994; Oestreich
1998; Bogacz y Ryczek 2003), el modelo elegido debe tener en cuenta la transicion
entre friccion estatica y dindmica, precisando ademas la definicion del comportamiento
del sistema cuando la velocidad relativa es nula. Este modelo tiene que incorporar: i) la
histéresis, que explica el predeslizamiento o fase de stick, ii) el retardo de la friccion o
la irreversibilidad de la fuerza de friccion, vy iii) otros fendmenos caracteristicos de la

friccion como el efecto Stribeck o la fuerza de friccidn estética variable.

Sin embargo, no resulta sencillo integrar todos los efectos de friccién en un Unico
modelo. En concreto, es dificil definir un mecanismo que gobierne la transicion entre la
fase de stick y el deslizamiento o fase de slip. En las dos Gltimas décadas han surgido
varios modelos de friccion que incluyen las propiedades mencionadas (Armstrong-
Hélouvry 1991; Powell y Wiercigroch 1992; Armstrong-Hélouvry, Dupont y col. 1994;
de Wit, Olsson y col. 1995; McMillan 1997; Liang y Feeny 1998; Al-Bender, Lampaert
y col. 2004), con la desventaja de ser demasiado sofisticados para ser aplicados a
dispositivos mecanicos por la dificultad para determinar de manera fiable los

parametros que utilizan.

Si se define la fuerza de friccion como la reaccion en la direccion tangente a dos
superficies en el punto de contacto, ésta viene definida, al margen de la fuerza normal a
dichas superficies, por varios factores: las propiedades fisicas de los materiales que
constituyen las superficies, sus geometrias y topologias, la velocidad relativa y el
desplazamiento de los cuerpos en contacto. En 1785, Coulomb (Coulomb 1785), en la
primera descripcion, no consideraba el efecto de la velocidad relativa. Desde el inicio
del siglo XX, los ensayos ya mostraron la dependencia no lineal de la fuerza de friccion
con la velocidad relativa (Stribeck 1902 (1); Stribeck 1902 (2); Rabinowicz 1951).
Estos ensayos se realizaron frecuentemente en condiciones estacionarias. En concreto,
el trabajo de Stribeck (Stribeck 1902 (1); Stribeck 1902 (2)) muestra la transicion no
lineal de la fase de stick a la fase de slip. Especialmente interesante es el efecto Stribeck
(Stribeck 1902 (1); Stribeck 1902 (2)), consistente en el descenso de la fuerza para
valores casi nulos de velocidad relativa, Figura 2.7-a. Rabinowicz (Rabinowicz 1951) se
centrdé en la medida del valor maximo de la fuerza de friccion que aparece en la
transicion stick-slip, la fuerza requerida para romper el enclavamiento e iniciar el
movimiento. Los estudios de estos valores conducen a que su magnitud depende de la
rapidez con la que aumenta la fuerza de friccion durante la fase de stick (Johannes,
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Green y col. 1973). Asi, cuanto mas rapido es el incremento, menor es el valor maximo
de dicha fuerza. Los niveles maximos variables de la fuerza de friccion estan también

relacionados con el tiempo de permanencia a velocidad relativa nula, Figura 2.7-b.

El siguiente grupo de caracteristicas de friccion a considerar es el relacionado con los
efectos de histéresis. Uno de ellos puede aparecer durante el enclavamiento y durante la
transicion stick-slip, y es causado por un comportamiento similar al de un muelle. El
fendbmeno de movimiento microscopico, fase de stick, esta asociado a la rigidez
tangencial del contacto (Courtney-Pratt y Eisner 1956; Harnoy, Friedland y col. 1994;
Liang y Feeny 1998). EI movimiento en la fase de stick esta representado por la
reducida anchura del ciclo de histéresis que aparece en torno a la velocidad relativa

nula, Figura 2.8.

Otro efecto de histeresis aparece cuando el desplazamiento de uno de los cuerpos oscila
durante la fase de slip. Estos desplazamientos relativos son de un orden mucho mayor
que en la fase de stick. Este fendmeno fue documentado por primera vez para una
velocidad relativa fluctuante por Hess y Soom (Hess y Soom 1990), Figura 2.9-a. La
superficie de histéresis aumenta conforme son mas rapidas las variaciones de velocidad
relativa (Olsson, Astrom y col. 1998). La fuerza de friccion cuando la velocidad relativa
disminuye es menor que cuando dicha velocidad aumenta. Por tanto, el comportamiento
dinamico se explica por la existencia de una memoria de friccion causada por la
permanencia de la fuerza de friccion. Caracteristicas de histéresis similares pueden
observarse con variaciones alternantes de la velocidad relativa, Figura 2.9-b. Algunos
estudios tedricos y experimentales confirman la existencia de pendientes diferentes de la
fuerza de friccion durante la aceleracion y la deceleracion (Den Hartog 1931; Bell y
Burdekin 1970). Esta caracteristica es conocida como irreversibilidad de la fuerza de

friccion (Powell y Wiercigroch 1992; Wiercigroch 1993; Wiercigroch, Sin y col. 1999).
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Figura 2.7 Curva de Stribeck, a) fuerza de friccién versus velocidad relativa y b) fuerza maxima
de friccion versus tiempo de permanencia a velocidad relativa nula

2.2.3 FORMULACION DE LA FUERZA DE FRICCION

Los modelos estaticos de friccion no incluyen el fendmeno de histéresis, representado
por una irreversibilidad o un retardo de la friccion. Por lo general, estos tienen una
forma de dependencia directa entre la fuerza de friccion y la velocidad relativa. Los
modelos dinamicos de friccion, que incluyen la histéresis, introducen las variables de
estado que caracterizan la friccion y una ecuacion diferencial que representa la

evolucion temporal de estas variables (Wojewoda, Stefanski y col. 2008).
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Figura 2.8 Histéresis durante la fase de stick
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Figura 2.9 Histéresis durante la fase de slip,
a) fuerza fluctuante y b) fuerza alternante
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Un enfoque propio de ingenieria, debido a Coulomb, simplifica la fuerza de friccion, F,
representandola como un valor constante y de signo opuesto al de la velocidad relativa,

Vrel, de 10s cuerpos en contacto; esto es, en la forma
Fr=—=N"-pc-sgn(vre) (2.2)

donde N es la carga normal y pc el coeficiente de friccion de Coulomb, Figura 2.10.
Este modelo clasico, el mas sencillo, no explica en la practica el comportamiento
dinamico observado en sistemas mecénicos con friccién. Concretamente, el modelo
matematico de vibraciones auto-excitadas, inducidas por la friccién seca, requiere una
pendiente no nula de la fuerza de friccion con el fin de iniciar este tipo de oscilaciones
(Babakov 1968). Otra desventaja de la fuerza de friccion propuesta por Coulomb es la
falta de interpretacion fisica de su respuesta en la zona de velocidad relativa nula. Esto
justifica la necesidad de corregir dicho modelo, programando un valor nulo en los

cambios de signo de dicha fuerza cuando la velocidad relativa sea nula.

-10 -5 0 ) 10

vrel

Figura 2.10 Gréfica representativa de la ley de Coulomb,
fuerza de friccién versus velocidad relativa

Una version mas evolucionada de la expresion anterior incluye una distincion entre las

fases de stick y de slip:

Fel < -Fy =Fg; sive.e; =0
{ |f| Us * I'y S rel 2.3)

Fr = —sgn(Vyey)  ft+ Fy; St v # 0
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donde s es el coeficiente de friccion estatica, Fy la fuerza normal, p el coeficiente de
friccion dinamica y F¢ la fuerza de friccion. El coeficiente de friccion dindmica se puede

definir en funcion de la velocidad relativa mediante la siguiente expresion:

p=—— (2.4)

1+6|vpel

El parametro & de la Ecuacion (2.4) permite incorporar la caracteristica de Stribeck a la

expresion de la fuerza de friccion, Figura 2.11.

;1 /

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

vrel

Figura 2.11 Caracteristica de Stribeck incorporada a la fuerza de fricciéon (8=3)

En la Figura 2.11 puede observarse el cambio brusco de la fuerza de friccion cuando se
produce un cambio de direccion de la velocidad relativa. Una forma de suavizar esta
transicion es sustituir la funcion “‘sgn(z)’ por (2/w)-arctan(e-z) (Andrianov, Awrejcewicz
y col. 2005), donde ¢ es el pardmetro de precision, que controla la suavidad de la
transicion y z es el argumento de la funcion. La Figura 2.12 muestra esta funcion para

diferentes valores de «.

La discontinuidad sigue siendo fuerte a pesar de este cambio y resulta dificil asegurar la
convergencia de las soluciones numéricas. La ultima modificacion es introducir un valor
cero para la fuerza de friccion en el instante en que la velocidad relativa cambia de

signo.

Otros modelos con caracteristicas no lineales de friccion, pueden formularse mediante la

expresion:
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Ff ==N-pc- (1 + usu;cﬂcg(vrel)) ) Sgn(vrel) (2.5)

donde ps es el coeficiente de friccion estatica y g(v,..;) una funcion no lineal que

describe la curva caracteristica de Stribeck.

o
3]
o [=] o
~ o ©
o 3

(2/m)-arctan(e-z)
o
(2/n)-arctan(e-z)

o
0

o

=
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Figura 2.12 Aproximaciones de la funcion sgn(z). Para e=1e2 (linea de trazo y punto), e=1e4
(linea de trazo), y e=1e6 (linea continua). a) Representacién completa y b) ampliacion de la
esquina superior

x-}
Sen
R

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 03
z

Las formulaciones més corrientes de la relacion fuerza de friccién frente a velocidad

relativa son las siguientes:
1) exponencial (Tustin 1947):

exp (—|vreil/vs) (2.6)
ii) exponencial generalizada (Bo y Pavelescu 1982):

exp(=a - |vyal®) (2.7)

iii) de Gauss (Armstrong-Helouvry 1991):

exp (~ (22)") 28)
iv) de Laurentz (Hess y Soom 1990):
ﬁ (2.9)
vs
V) de Popp-Stelter (Popp y Stelter 1990):
210)
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donde a, 8, m1 Y M2 son constantes y v es la velocidad de Stribeck, valor limite de la

velocidad relativa entre la fase de stick y la de slip.

Los modelos que incluyen la aceleracion también incluyen informacion del cambio de
velocidad asociada al tiempo de retardo relacionado con la histéresis. Este efecto se

denomina memoria de friccion.

Los efectos de histéresis junto con la elasticidad del contacto, o0 memoria de friccion,
requieren modelos de friccion aun mas sofisticados. Powell, Wiercigroch y col. (Powell
y Wiercigroch 1992; Wiercigroch, Sin y col. 1999) propusieron un enfoque sencillo de
la modelizacion del comportamiento de histéresis durante la fase de slip, basado en la
irreversibilidad de la friccidon. Los casos simétricos de friccion irreversible, Figura 2.9,
se pueden modelar utilizando la Ecuacion (2.5), mediante una funcion no lineal que

incluye el signo de la aceleracion relativa v,.;:

g(vrel) = exp(_a : |vrel|) : Sgn(vrel ) 1.7rel) (2-11)

Otro enfoque es el del modelo de siete parametros, que se puede describir como un
modelo estatico del comportamiento de histéresis (Armstrong-Hélouvry 1991;
Armstrong-Hélouvry, Dupont y col. 1994). Este es ain mas complejo que el que incluye
la irreversibilidad de la friccion, porque se compone de dos modelos distintos: uno para
fase de stick y el otro para la fase de slip.

Cuando el sistema esta en fase de stick, la friccién se describe mediante el modelo de

resorte lineal:
Fe(x) = ks - x (2.12)

donde ks es la rigidez de contacto relacionada con el desplazamiento previo a la fase de
slip. Durante la fase de slip, la friccion se modela mediante una fuerza de Coulomb, Fc,

un amortiguamiento viscoso, d, el efecto Stribeck y la memoria de friccion:

1
1+ (Ve (t—T7) /v5)?

Ff(vrelrt) = [FC + dv : |vrel| + FS(V; td) ' ] ’ Sgn(vrel) (2-13)

donde Fs (y, tg) indica el valor de la friccion estatica, que depende de un pardmetro
empirico y y del tiempo de permanencia tq, y t es el tiempo de retardo introducido para

considerar el efecto de histéresis de la memoria de friccion.
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La implementacion numérica de estos modelos estaticos presenta el problema de la

conmutacion entre las Ecuaciones (2.12) y (2.13) en las transiciones stick-slip.

En sentido cléasico, los modelos estaticos utilizan relaciones estaticas entre fuerza de
friccion y velocidad, y también con la aceleracion. Hunt, Torbe y col. (Hunt, Torbe y
col. 1965) proponen por primera vez esta relacion. Otro ejemplo de un enfoque similar
fue propuesto por McMillan (McMillan 1997) y Stefanski, Wojewoda y col. (Stefanski,
Wojewoda y col. 2003). Este ultimo modelo fue elaborado sobre la base de la
irreversibilidad de la friccion, Ecuaciones (2.5) y (2.11), usando la funcion

g(vrel) = exp (_ M) ) Sgn(vrel ) 1.7rel) (2-14)

[Drell+az
donde a; y a, son constantes.

El primer modelo dindmico, propuesto por Dahl (Dahl 1968), emplea la curva tensién-

deformacion de Ramberg y Osgood (Ramberg y Osgood 1943)

dF F a

=k (1= sgn(vren) (2.15)
donde ks es el coeficiente de rigidez y o determina la forma de la curva tension-
deformacion. Considerando Fr = kg - z y a=1, la Ecuacion (2.15) puede ser reescrita

como:
da ks

ks - 2= ks - (1= 22 sgn(vrer)) (2.16)

Multiplicando los términos de la ecuacion anterior por dx/dt 'y simplificando, se

obtiene

dz _ ksz _ ks |vreil
ar VUrer — F *Vrel Sgn(vrel) = Vper — 7 *Z (2-17)
c c

donde z es la variable de estado. La Ecuacion (2.15) es una generalizacion dinamica de
la friccion de Coulomb clasica. Sin embargo, este enfoque no incluye ni el efecto

Stribeck ni la friccién estatica.

Otros modelos dinamicos son los de Haessig y Friedland (Haessig y Friedland 1991),

Bliman y Sorine (Bliman y Sorine 1995) y de Wit, Olsson y col. (de Wit, Olsson y col.

23



Capitulo 2 Fundamentos tedricos

1995). El propuesto por Bliman y Sorine, modelo LuGre, estd relacionado con el
comportamiento de las asperezas durante la friccién segun las ecuaciones
dz [Vreil .

= = Vret — Ks °
dt dg(vrel) (218)
Fr =k5-z+c5-E+c-vrel

donde z denota ahora la desviacion promedio de las asperezas; los coeficientes ks y Cs
definen la rigidez de las asperezas y la amortiguacion de las mismas, respectivamente;
C - Ve €S la friccion viscosa; y, finalmente, g(v,..;) es una funcion que modela el efecto

Stribeck segun la Ecuacion (2.8).

Una ventaja del modelo LuGre es su buen comportamiento dindmico, que ofrece
posibilidades para simular transiciones stick-slip, fuerzas de friccion estatica variables,
memorias de friccion con efecto de histéresis, y la curva de Stribeck. EI modelo de Al-
Bender, Lampaert y col. (Al-Bender, Lampaert y col. 2004) se puede calificar como una

actualizacién del modelo LuGre.

Hinrichs, Oestreich y col. introducen un componente estocastico para simular la
influencia de algunos factores aleatorios, las variaciones de la fuerza normal a la

superficie, y la no homogeneidad de las asperezas, (Hinrichs, Oestreich y col. 1998).

Tras esta revision de los modelos de friccion, se puede afirmar que la mayor parte de los
modelos estaticos, Ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.6-2.11), suelen ser sélo una primera
aproximacion. En particular, no describen con precision las transiciones de la fase de
stick a la de slip y viceversa. Sin embargo, su ventaja radica en la sencillez y la
aplicabilidad en simulaciones numeéricas. Los modelos dinamicos, Ecuaciones (2.15-
2.18), y algunos modelos estaticos mas avanzados, Ecuaciones (2.12) y (2.13), permiten
modelar con mayor precision la mayor parte de los fenémenos observados, aunque son

generalmente mas complejos y dificiles de implementar numéricamente.

2.3 MODELOS DE FRICCION SECA

Una vez revisada la influencia de la rugosidad sobre el coeficiente de friccion, los
efectos de histéresis y las expresiones que representan la fuerza de friccion, se puede

hacer una seleccion de los procesos que incorporen estos fenomenos. Este estudio va a
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analizarlos mediante modelos implementados con el método de redes. Asi, en funcién

de la escala de la superficie implicada, estos son:

- Friccidn entre superficies suaves a escala atdbmica: modelo FKT

- Friccidn entre puntera de microscopio y superficie suave a escala atomica
- Friccidn seca a escala macroscopica: modelo Kaidanovsky-Khaikin

- Friccidn seca a escala macroscopica: modelo Burridge-Knopoff

- Friccidn seca a escala macroscépica: mecanismo de freno

El modelo Frenkel-Kontorova-Tomlinson (FKT), Figura 2.1, estd compuesto por un
gran numero de ecuaciones diferenciales acopladas, no lineales, que reproducen la
friccién que tiene lugar en sistemas mecéanicos en los que las superficies atomicas lisas

de los dos cuerpos se deslizan una contra otra.

Como se ha comentado, la solucién de los problemas estatico y dinamico es muy
sensible a los parametros que intervienen en el problema: (i) la amplitud de la fuerza de
interaccidn entre los atomos del cuerpo deslizante y los del cuerpo que permanece en
reposo, (ii) la rigidez entre los &tomos de la superficie movil y entre éstos y la superficie
fija, y (iii) la velocidad del bloque. Esta solucion puede representar tipos de movimiento
cualitativamente diferentes, asi como a una amplia gama de posibilidades en la fuerza
de friccion total (Alhama, Marin y col. 2011). Las soluciones van desde armonicas

estables hasta caoticas.

El microscopio de fuerza de friccion (FFM), evolucion del microscopio de escaneado de
fuerza (SFM), aumenta la capacidad de investigacion de fenOmenos a escala atomica,
cuestion clave para la comprensién del origen y la naturaleza de las leyes fundamentales
de la friccion. El andlisis del comportamiento de dichos contactos puntuales se hace
mediante un modelo bidimensional de friccion a escala atomica. La respuesta de la

puntera es del tipo stick-slip (Schwarz y Holscher 2001).

Tras una revision detallada de la literatura se han seleccionado una serie de técnicas y
materiales para realizar su andlisis. En cada uno de los casos abordados en este trabajo
se ha optado por una muestra de un determinado material y por un microscopio que

contiene una puntera que recorre la citada superficie. Los casos son los siguientes:
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- NaF (001): se trata de una superficie con simetria de traslacion. En este caso se
emplea el FFM (Holscher, Schwarz y col. 1996)

- MoS; (101): se trata de una superficie con simetria de traslacion. En este caso se
emplea el SFM o el microscopio de fuerza lateral (LFM) (Hoélscher, Schwarz y
col. 1997)

- Grafito Pirolitico de Alto Ordenamiento (HOPG): se trata de estructuras de
laminas bien definidas, a menudo quimicamente estables. En este caso se emplea
un SFM y un LFM (Hélscher, Schwarz y col. 1998)

- Grafito: se emplea el AFM (Sasaki, Kobayashi y col. 1996)

- Xenodn: se emplea el AFM (Hdlscher, Allers y col. 2001)

El modelo de stick-slip se compone de ecuaciones diferenciales no lineales y acopladas
que reproducen la friccién que ocurre en los sistemas mecanicos en los que dos cuerpos
deslizan uno contra el otro. El analisis del problema muestra la sensibilidad del sistema
a los parametros, variando la respuesta desde simples soluciones arménicas estables a
soluciones cadticas. Este modelo, con menor nimero de parametros, es mas adecuado

para el andlisis de la influencia de estos.

Las cadenas de bloques sujetos a fuerzas de friccion y elasticas representan el prototipo
mas natural de un oscilador stick-slip multiple (Galvanetto y Bishop 1998). Por ello,
desde un punto de vista tedrico, su estudio esta completamente justificado. Ademas, este
modelo se usa con frecuencia en mecanica aplicada en el campo de sismologia
(Burridge y Knopoff 1967). En el campo de la ingenieria mecanica, Popp y Stelter
(Popp vy Stelter 1990), y Oestreicht, Hinrichs y col. (Oestreich, Hinrichs y col. 1996;
Hinrichs, Oestreich y col. 1997) han desarrollado trabajos sobre la dindmica de cadenas
de bloques excitados por fuerzas externas armoénicas. Finalmente, en el campo de la
dindmica no lineal se han publicado algunos trabajos cuyo proposito es entender la
dindmica compleja de los sistemas no suaves (Galvanetto, Bishop y col. 1995;
Galvanetto 1997).

Algunas caracteristicas de la friccion se utilizan en sistemas mecanicos reales: en
embragues, sistemas accionados por correas, asi como el sistema de frenos de un
vehiculo. ElI mecanismo de freno mas ampliamente usado es el montado en las ruedas

de los vehiculos. Por esta razon se va a seleccionar un freno de tambor y zapata
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(Awrejcewicz y Olejnik 2003 (1); Awrejcewicz y Olejnik 2003 (2); Awrejcewicz and
Olejnik 2007(3)).

2.3.1 ECUACIONES DE BALANCE, CONDICIONES INICIALES Y DE CONTORNO
DE FRICCION SECA ENTRE SUPERFICIES SUAVES A ESCALA ATOMICA:
MODELO FRENKEL-KONTOROVA-TOMLINSON (FKT)

En la Figura 2.1 se mostr6 el esquema fisico del modelo FKT. Este contiene dos
cuerpos rigidos deslizantes. Los atomos de la capa superficial del cuerpo deslizante
superior se modelan como particulas sometidas a interacciones, representadas por dos
clases de resortes. Uno de estos implementa la interaccion entre &tomos vecinos y el
otro la interaccién con el nucleo del bloque. Las hipétesis asumidas en el modelo FKT
son: i) los cuerpos deslizantes son rigidos y uno de ellos esta en reposo, ii) los &tomos
que estan en la superficie del cuerpo que se mueve interactian de forma lineal con los
atomos vecinos mas proximos, iii) el potencial de interaccion entre los atomos de la
superficie del cuerpo en reposo y los atomos de la superficie del cuerpo movil se puede
modelar mediante una funcidén armonica, iv) los movimientos de los a&tomos, partiendo
de la posicion de equilibrio, son minimos, y v) la velocidad del cuerpo movil es

constante.

Sobre cada atomo de la superficie del cuerpo superior actan un conjunto de fuerzas: las
inerciales representadas por m-(dZF,j/dtZ), donde &; es el desplazamiento relativo del
atomo j de masa m; las de amortiguamiento viscoso asociadas al movimiento absoluto
del atomo j de la superficie movil, representada por los términos B-v;=p-(d&;/dt) y
v-(ve+vj)=y-(ve+d&;/dt), respectivamente; las de interaccion elasticas entre los atomos
vecinos, representadas mediante dos términos separados «i-(§j-&j-1) Y K1-(§j-&j+1), Y
finalmente, las de interaccién entre los atomos superficiales del cuerpo superior y el
interior de la superficie, representadas por el término «»-&;. Los coeficientes de las

expresiones anteriores son constantes.

La fuerza de interaccion entre los dos cuerpos se implementa mediante una funcion
matematica sinusoidal, parabdlica, potencial o de otro tipo, V(vg,&j,t). Como resultante
del balance de fuerzas en un atomo de la superficie mavil, se puede escribir la siguiente

ecuacion de momento:

27



Capitulo 2 Fundamentos tedricos

@y By & et

dt? m dt m .Ej_%'sen[zn(vB.t+C'j+€]')]+%'UB_%'(§]'—1+€]+1)=0

(2.19)

La funcion potencial se elige de tipo sinusoidal:

V(vB,fj, t) = % . sen[Zn(vB “t+c-j+ fj)] (2.20)

En las superficies en contacto, algunos atomos de la superficie movil, separados por una
distancia determinada, pueden permanecer enfrentados a atomos de la superficie
estatica. Asi, si esto ocurre, ¢c-P = Q-X, donde P y Q son niUmeros enteros, mientras que
c y A son las constantes de red de la superficie mdvil y la superficie fija,
respectivamente. Como consecuencia, se tiene que establecer una condicion de contorno
para el desplazamiento del primer y ultimo atomo de la cadena, es decir, los &tomos 1y
P+1 deben tener el mismo desplazamiento relativo respecto a sus posiciones de

equilibrio:
Gjp=1§j (2.21)

El nimero de atomos en cada superficie, P y Q, se elige de tal forma que su cociente,

Q/P=c/, es el nlmero &ureo, (52

- 1)/2, el caso inconmensurable que asegura que la
rigidez critica, referida a las transiciones de Aubry (Aubry 1979), toma el valor minimo
posible. Una rigidez mayor que la del valor critico produce saltos abruptos de los
atomos de la cadena. Este nimero es aproximado por un término de la serie de
Fibonacci, en concreto 144/233. Asi, el nimero de atomos de la superficie moévil, P, es

233.

El modelo matematico no lineal y unidimensional esta integrado por el conjunto de
Ecuaciones (2.19-2.21); P ecuaciones diferenciales ordinarias, una por cada atomo,
ademés de la condicion de contorno. Todas las variables y todos los parametros son
adimensionales; la unidad de la longitud es A y la unidad del ratio rigidez/masa es «1/m.
El resto de unidades se pueden expresar en funcion de estas unidades basicas. La
solucion numérica debe proporcionar tanto el desplazamiento relativo (&;) como su
derivada (dg;/dt), la velocidad relativa de cada atomo. A partir de estos resultados, la
fuerza de friccion total no estacionaria entre las particulas y el cuerpo superior,
necesaria para mantener el cuerpo deslizante a velocidad constante, vg, y su valor

medio temporal vienen dados por las Ecuaciones (2.22 y 2.23), respectivamente.
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f(&) = =k B0, &5(0) (2.22)
fe@) = lime oot ) (O -dt = = lim 22 ['30 () - dt (2.23)

Si vg=0, problema estéatico, la Ecuacion (2.19) se transforma en:

ﬁ+m.d_fj+_2'€1+'€2

de2 m  dt m $j —%-sen[Zn(xB tej+ SC])] o % (fj—l + SC]'+1) =0

(2.24)

En esta situacion el bloque se mueve una distancia y entonces se mantiene parado. La

ecuacion para cada atomo

2K1+K2

3 —%-sen[Zn(xB +cj+§)] _%‘ (1 +841) =0 (2.25)

m

se puede escribir como una sucesion, donde es posible obtener un nuevo valor, indicado

por el segundo subindice:

: Sen[Zn(xB +c ] + f],l)] + . (fj—l,i + §j+1,l') (226)

$jiv1 = erir

2K1+K2

Ahora, es posible emplear un método iterativo para obtener el valor de cada &; en los
casos en que la sucesion converge. Esta condicion se verifica cuando las siguientes

derivadas son menores que 1.

08 i+1 b , 2m-b
— = - 21 - cos|2m(x C- <

235 2K1tKy [ ( prcj+ gj’l)] T 2Kk1+K;

afji+1 K1
— = 2.27

afj_lri 2K1+K2 ( )
0 i+1 _ ki
08411 2K1tK

En los casos en los que la convergencia estd asegurada, es posible implementar un
programa sencillo utilizando un software comercial para resolver el problema, pero
cuando la amplitud de la fuerza de interaccién sobrepasa ciertos valores es imposible

emplear el método iterativo.

Las condiciones iniciales de desplazamiento de los &tomos son 0 en todos los casos.
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2.3.2 ECUACIONES DE BALANCE, CONDICIONES INICIALES Y DE CONTORNO
DE FRICCION SECA ENTRE PUNTERA DE MICROSCOPIO DE FUERZA ATOMICA
Y SUPERFICIE SUAVE A ESCALA ATOMICA

El esquema fisico del modelo de una puntera de FFM, AFM o SFM aplicada sobre una
superficie de muestra, Figura 2.13, tiene en cuenta un cuerpo rigido deslizante y un
resorte por cada direccion espacial. Cada resorte muestra la interaccion elastica entre las
dos superficies durante la friccion seca (Holscher, Schwarz y col. 1996; Sasaki,
Kobayashi y col. 1996; Holscher, Schwarz y col. 1997; Holscher, Schwarz y col. 1998;
Holscher, Allers y col. 2001).

Las hipotesis que se tienen en consideracion actualmente en los modelos de FFM, AFM
y SFM son: (i) el soporte del microscopio es rigido y se mueve a velocidad constante,
Vs, (i) el voladizo y la puntera tienen un comportamiento elastico, y (iii) la fuerza de
interaccion entre la puntera y la superficie de muestra es una funcién de las distancias

relativas entre la puntera y los &tomos integrados en la superficie de muestra.

soporte microscopio

Vs
%’I—QH

ky,my

kX!mX
kZlmZ

(Xt!ytvzt)

Figura 2.13 Modelo de puntera AFM, FFM y SFM (H6lscher, Schwarz y col. 1996; Sasaki,
Kobayashi y col. 1996; Hoélscher, Schwarz y col. 1997; Hélscher, Schwarz y col. 1998;
Holscher, Allers y col. 2001)

Sobre la puntera actdan varias fuerzas en la direccion x: la fuerza de inercia
representada por el término ‘m-(d*x./dt?)’, donde x; es el desplazamiento absoluto de la
puntera de masa m; la fuerza eléstica del resorte, representada por ‘ky-(Xm-xt)’, y la
fuerza de amortiguamiento del resorte, representada por ‘cy-(dx./dt)’. Los coeficientes
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de estas fuerzas son constantes. Las fuerzas en otras direcciones son similares. Ademas,
la fuerza de interaccion entre la puntera y la superficie de la muestra se obtiene
mediante el potencial de la superficie (Ho6lscher, Schwarz y col. 1996; Holscher,
Schwarz y col. 1997; Hélscher, Schwarz y col. 1998). El potencial de la superficie de
NaF con una puntera FFM utilizado por Holscher y col. (Holscher, Schwarz y col.
1996) es:

V(x:,y:) =V, cos (z_n . xt) * coS (2—” . yt> (2.28)

X y

a

donde la amplitud de potencial, Vo, es 1 eV y las distancias interatdmicas, ax y ay, son

4,62 A en ambos casos.

La misma expresion del potencial de superficie es utilizada por Holscher, Schwarz y
col. (Holscher, Schwarz y col. 1997) para el MoS, con una puntera SFM, siendo

Vo=1eV y las distancias interatomicas, ax y ay, 3,16 Ay 5,48 A, respectivamente.

El potencial de la superficie en el HOPG con una puntera SFM empleado por Hoélscher,

Schwarz y col. (H6lscher, Schwarz y col. 1998) es:

2T 2T

4
Viore(xXe,¥e) = =V - [2 * coS (7 . xt) * COS (WE . yt) + cos (a—z . yt)] (2.29)
donde Vg es 0,5 eV y la constante de red, a, es 2,46 A.

El potencial de la superficie en el grafito con una puntera AFM empleado por Sasaki,
Kobayashi y col. (Sasaki, Kobayashi y col. 1996), potencial de Lennard-Jones (Atkins y
de Paula 2006), es:

ves = Tite-[(2) - (2)] (2.30)

Toi Toi

donde la amplitud del potencial, ¢, es 0.87381-10 eV, y el valor de la distancia entre la
puntera y el atomo de superficie para la que el potencial es cero, o, es 2,4945 A. La
distancia entre la puntera y el atomo i-ésimo de la superficie, roj, se calcula a partir de la
posicion del &tomo i-ésimo dentro de la red. Esta posicién se define mediante la
constante de red, 2,46 A, y la distancia mas cercana entre 2 4tomos de carbono, 1,42 A.
Holscher, Allers y col. utilizan el mismo potencial con la misma superficie de muestra y

microscopio (Holscher, Allers y col. 2000). En este trabajo o es igual a 3,4 A.
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El potencial de la superficie del Xe con una puntera de AFM, utilizado por Hdlscher,
Allers y col. (Holscher, Allers y col. 2001), es el mismo que el del grafito. El valor de

esigual a3,3 A.

Como resultado del equilibrio de las fuerzas en la puntera, se pueden escribir las

siguientes expresiones:

( m'jét:kx'(xM_xt)_:_;_Cx'kt
. av .
4m'yt=ky-(yM—yt)—a—yt—cy-yt (2.31)

.. av .
Lm'zt = kz'(ZM_Zt)_g_cz'Zt
t
La condicidn inicial de desplazamiento relativo de la puntera es 0 en la coordenada x
para cada pasada horizontal, igual que para la coordenada y. La velocidad relativa

inicial de la puntera al inicio de cada pasada horizontal es, asimismo, 0.

2.3.3 ECUACIONES DE BALANCE, CONDICIONES INICIALES Y DE CONTORNO
DE FRICCION SECA A ESCALA MACROSCOPICA: MODELO DE KAIDANOVSKY-
KHAIKIN

El esquema fisico del modelo del blogue sobre la correa, Figura 2.14, contiene un
cuerpo rigido deslizante y un resorte. El cuerpo deslizante superior posee masa. El
resorte representa la interaccion elastica entre las dos superficies durante la friccion en
seco. Las hipdtesis actualmente asumidas en el modelo de bloque sobre correa son: (i)
los cuerpos deslizantes son rigidos y uno de ellos se mueve a velocidad constante, vygr,
(i) las superficies tienen un comportamiento elastico, y (iii) la fuerza de interaccion

entre las superficies deslizantes es una funcién de la velocidad relativa.

Varias fuerzas acttan sobre el cuerpo superior: la fuerza de inercia, representada por
‘m-(d®x/dt?)’, donde x es el desplazamiento absoluto del cuerpo superior de masa m, y
la fuerza eléstica del resorte, representada por el término ‘k-x’. Los coeficientes de estas
fuerzas son constantes. Ademas, la fuerza de interaccion entre los dos cuerpos se
implementa mediante la Ecuacion (2.3) (Elmer 1997; van de Vrande, van Campen y col.
1999). En ésta se puede distinguir dos fases o tipos de movimiento: la de stick y la de

slip.
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Figura 2.14 El modelo de 1 grado de libertad de un sistema mecanico con friccion seca

La fase de stick se controla mediante la ecuacion:
X = Vg (2.32)

mientras que la fase de slip se controla mediante una ecuacion mucho mas compleja.
Asi, como resultado del balance de fuerzas en el cuerpo deslizante, se puede escribir la

siguiente ecuacion:

X kx—F =0 2.33
m dt2 X — I = ( : )
La forma adimensional de esta ecuacion viene dada por:

m &x ko Fe_ (2.34)

F, dt? ' F Fy

donde ‘k-x/Fs’, es la fuerza elastica adimensional, llamada X, y ‘Fx/Fs’ es la fuerza de

friccion adimensional, llamada F:. Para transformar el primer término es necesario

definir el tiempo adimensional, =tvk/m . Asi, la Ecuacién (2.34) se puede escribir en
la forma

azx

F-I_X_Ff:() (235)

Dado que se utilizan dos ecuaciones de gobierno, una para la fase de slip y otra para la
de stick, es necesario definir la condicién que selecciona la fase adecuada. La fase de

slip se determina mediante las siguientes condiciones:

- el valor absoluto de la fuerza elastica es mayor que la fuerza de friccion estatica,
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- lavelocidad del bloque es distinta a la velocidad de la cinta,

- laaceleracidn del bloque es distinta de cero.

Al principio, el cuerpo deslizante se mueve a la misma velocidad que la cinta. Se
considera que el origen de referencia es la posicion del cuerpo deslizante en el momento

inicial. Asi, las condiciones iniciales son:

d
x = 0; d—’t‘ = Vgy (2.36)

Las Ecuaciones (2.32), (2.35) y (2.36) constituyen el modelo unidimensional no lineal.

Todas las variables y parametros son adimensionales.

2.3.4 ECUACIONES DE BALANCE, CONDICIONES INICIALES Y DE CONTORNO
DE FRICCION SECA A ESCALA MACROSCOPICA: MODELO DE BURRIDGE-
KNOPOFF

El modelo de stick-slip anterior permite entender la transicion entre las fases de stick y
de slip. Sin embargo, los sistemas reales muestran un comportamiento mas complejo y
necesitan un modelo mas sofisticado. Para completar el conocimiento del proceso de
stick-slip, se consideran dos bloques conectados por un resorte lineal con una constante
elastica, k;. Como en el modelo anterior, otros resortes, Kk, representan la interaccion
elastica entre cada bloque y la superficie de la cinta durante la friccion seca. EI esquema

fisico del sistema de dos bloques sobre una cinta se muestra en la Figura 2.3.

De la misma forma que para el modelo de un grado de libertad, la fase de stick viene

gobernada en cada cuerpo por la siguiente ecuacion:

y'ci = Vgr (237)

Para la fase de slip, como resultado del balance de las fuerzas sobre cada uno de los

bloques, se tiene las siguientes ecuaciones:

m-x{+k, x;+ki-(xy—x,) =F. v
{ 1 2 1 1 (1 2) k( rel,l) (2.38)

m- X, +ky o xy +ky - (g —x1) = Fe(Vyer2)

Las ecuaciones adimensionales del movimiento vienen dadas por:
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. k k k F
l.x1+_2.x1+_1._2.(x1_x2)_M:O
Fgq Fgq ky Fs1 Fgq (2 39)
m . kz kl kz Fso Fk(vTel 2) .
— Xyt X+t —x)) ——— - ——==0
Fag "2 Fq "% ky Fs ( 2 1) Fs1 Fs2

donde ‘k-Xi/Fs1’ es la fuerza elastica adimensional, llamada X;; ki/k, es el pardmetro
adimensional o; ‘Fk(Vreli)/Fsi’ €s la fuerza de friccion adimensional, llamada Fy, y
Fso/Fs1 es el pardmetro adimensional . El valor nulo de a significa que las masas se
desacoplan y el modelo matematico estara formado por dos sistemas independientes de
un grado de libertad. Un elevado valor de o implica que las masas pueden considerarse

como un mismo bloque.

Para transformar el primer término, es necesario definir el tiempo adimensional,

r=t,/k, /m . Entonces, la Ecuacion (2.39) se puede escribir como:

{ X1+X1+a‘(X1_X2):Ff1

La fase de slip se determina mediante las mismas condiciones que con el modelo de un
grado de libertad. Los desplazamientos iniciales de los bloques 1 y 2 son 0 y 0,0602,
respectivamente. Ambos bloques tienen velocidades iniciales coincidentes con la
velocidad de la cinta. Durante la fase de stick el movimiento de las masas es uniforme.
El lugar geométrico de los puntos donde las fuerzas elésticas son iguales a la fuerza de
friccion estatica se puede obtener de la Ecuacién (2.40):

X, +a- (X, —X,)=+1
{Xz +a-(X,—X,) =B (2.41)

Esta ecuacién corresponde a un rombo. Como durante el movimiento de stick el valor
de la variable escalar d=X,-X; es constante, el lugar geométrico de los puntos (X1, X3)

es una linea recta con pendiente unidad, una diagonal del romboide.

2.3.5. ECUACIONES DE BALANCE, CONDICIONES INICIALES Y DE CONTORNO
DE FRICCION SECA A ESCALA MACROSCOPICA: UN MECANISMO DE FRENO

En este apartado se analizan las ecuaciones que gobiernan al mecanismo de la Figura

2.5. De la misma forma que para el modelo de dos grados de libertad tratado en el
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apartado anterior, la fase de stick del blogue deslizante viene gobernada por la siguiente

ecuacion
X = Vg (2.42)

Para la fase de slip, como resultado del balance de las fuerzas sobre cada uno de los

bloques, se tienen las siguientes ecuaciones:

m-§§+k1ox+k2'(x—y)=Fk(vre1)
]-%+k3-y-L—k2-(x—y)-L=0 (2.43)

donde m es la masa del bloque, k1, k2, ks las rigideces de los resortes, J el momento de
inercia del codo, m la masa del codo y L la longitud de cada una de las ramas del codo,
Figura 2.5. Con objeto de comparar nuestros resultados con los de otros autores, en la

Ecuacion (2.43) se toma k,=Kk;. La fuerza de friccion viene definida por las Ecuaciones
(2.2) y (2.3).

La Ecuacion (2.43) parametrizada se escribe de la forma

m d%x k m m 2 arctan(e-vyep)

— . 4 2x—y == .(__3. +—.qg+—==. )._.—Te

k, dt2 y H Y T 9T T 9) T e o (2.44)
|y ko '
ky-L2  dt? k4 Y=

En la Ecuacion (2.44), -V €s una magnitud adimensional, por tanto, ¢ tiene dimension
s/m, a diferencia de la forma adimensional habitual en la bibliografia (van de Vrande,
van Campen y col. 1999).

Para transformar el primer término, es necesario definir el tiempo adimensional,

7 =tk /m . Entonces, la Ecuacién (2.44) se convierte en

dz k ’ 2 17, ”re

St2-y= —#-(——3-y+g')._.arctar1§f—;jz>

dt k1 146" |V el (2 45)
—] . dz_y — + ki+ks . 0 '
m-L?2 dr? ky -

donde “J/m-L*" es el pardmetro &, y ‘ki+ks/ks’ es el pardmetro adimensional k. Con

estos parametros, la Ecuacion (2.45) se transforma en

2 arctan(&' v’ rer)

d?x _ !
mtx-y=—p (-0 y+9) 2 5w (2.46)

d?y _
S oz~ x+r-y=0
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El desplazamiento horizontal inicial del blogue es 0, al igual que el desplazamiento
vertical del extremo del brazo horizontal del codo. La componente horizontal de la
velocidad inicial del bloque es la velocidad de la cinta y la componente vertical de la

velocidad inicial del extremo del brazo horizontal del codo es 0.

2.4 METODO DE SIMULACION POR REDES (MESIR)

En el texto de Gonzalez-Fernandez (Gonzélez-Fernandez 2001) puede encontrarse una
descripcion detallada de los fundamentos del método y las primeras aplicaciones en
distintos campos de la ciencia e ingenieria: procesos electroquimicos, transporte a través
de membranas, transmision de calor, etc. Con posterioridad a esta fecha, el Método de
Simulacién por Redes (MESIR), en inglés Network Simulation Method (NSM), se ha
aplicado a nuevos problemas desarrollando modelos no recogidos en un texto especifico
nuevo, por lo que el interesado debe remitirse a las publicaciones cientificas especificas
0 a las tesis doctorales leidas en el grupo de investigacion Simulacion por Redes de la
UPCT, o0 en los grupos de investigacion que trabajan con este meétodo en las
Universidades de Granada, Jaén y Murcia, Alarcon (Alarcon 2001), Zueco (Zueco
2003), Castro (Castro 2005), Soto (Soto 2007), del Cerro (del Cerro 2009) y Luna (Luna
2010). En este sentido se deben mencionar las aplicaciones, ya citadas en el Capitulo 1
de esta memoria, en los campos de flujo de fluidos con transporte (de masa o de calor),
problema inverso en transmision de calor, flujos magneto-hidrodinamicos, vibraciones
mecénicas, tribologia, friccion, transporte en membranas, elasticidad, desarrollo de

programas especificos de calculo numérico, etc.

El método de redes ya habia sido aplicado con éxito en varios campos de la ingenieria,
tales como transferencia de calor (Alhama, LOpez-Sanchez y col. 1997; Gonzélez-
Ferndndez, Alhama y col. 1998; Alarcén, Alhama y col. 2002; del Cerro, Gomez-
Lopera y col. 2008; Luna 2010), reacciones electroquimicas (Horno, Garcia-Hernandez
y col. 1993; Moya 2011), transporte a traves de membranas (Horno, Gonzalez-Caballero
y col. 1990), problemas inversos (Zueco, Alhama y col. 2005; Zueco, Alhama y col.
2006; Alhama y Zueco 2007; Zueco y Alhama 2007), transporte iénico (Horno,
Gonzélez-Fernandez y col. 1995), magneto-hidrodinamica (Beg, Zueco y col. 2009),
problemas acoplados de flujo y transporte (Soto, Alhama y col. 2007; Soto, Alhama y
col. 2007; Alhama, Soto y col. 2011; Alhama, Soto y col. 2012; Alhama, Soto y col.
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2012), y otros (Alcaraz, Alhama y col. 2005; Moreno, Gémez y col. 2007; Benavent,
Castro y col. 2010; Marin, Alhama y col. 2012); todos estos trabajos describen procesos
de transporte no lineales. Ademas, recientemente, ha sido aplicado a mecénica de
solidos deformables (Morales, Moreno y col. 2012; Morales, Moreno y col. 2012). En

esta memoria se extiende el método a otra aplicacion, a saber, la friccion.

Por otro lado, se han registrado diferentes programas que hacen uso del MESIR como
herramienta de calculo numérico: PRODASIM (Gdémez-Lopera, Alhama y col. 2005)
para el disefio de aletas simples, PROCCA-09 (Alhama y del Cerro 2009) para disefio y
optimizacion de problemas térmicos, FATSIM-A (Alhama, Soto y col. 2010) para
simulacion de problemas de flujo de fluidos con transporte de soluto, FAHET (Alhama,
Soto y col. 2010) para simulacién de problemas de flujo de fluidos con transmisién de
calor, EPSNET_10 (Morales, Moreno y col. 2010) para simulacion de problemas de
elasticidad y OXIPSIS_12 (Sanchez, Moreno y col. 2013) para simulacion de problemas

de corrosion.

No obstante, consideramos obligado presentar una sintesis de los fundamentos del
método, particularmente los pasos para el disefio de modelos, y del programa de célculo
numérico con el que se realizan las simulaciones, PSpice (Microsim 1994). En su
concepcidn, el MESIR es una técnica para el estudio y simulacion de muchos procesos
fisicos que pueden definirse mediante un modelo matematico o conjunto completo de
ecuaciones de un problema o proceso fisico. Partiendo de este modelo, el procedimiento
consiste en dos etapas bien diferenciadas: en primer lugar, elaborar un modelo en red o
circuito eléctrico equivalente al proceso, y en segundo lugar, simular dicho modelo

mediante un programa adecuado de resolucion de circuitos eléctricos.

La equivalencia formal entre el modelo en red y el proceso fisico reside en que ambos
se rigen por las mismas ecuaciones diferenciales en diferencias finitas en el espacio,
referidas tanto al volumen elemental o celda como a las condiciones de contorno. El

tiempo permanece como variable continua en el disefio del modelo.

La técnica para elaborar el modelo en red consiste en reticular el espacio en elementos
de volumen o celdas elementales. Al aplicar las ecuaciones diferenciales a éstas se
obtienen un conjunto de ecuaciones en diferencias finitas que constituyen el punto de

partida para la obtencién del modelo en red correspondiente a las mismas. Una vez
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establecida la correspondencia entre variables dependientes del problema y variables
eléctricas (desplazamientos y voltajes), los resultados de la simulacién se pueden
interpretar en términos del proceso que se modela. La asociacién de celdas, de acuerdo
con la geometria del problema, configura el modelo en red correspondiente a todo el
medio finito, mas preciso cuanto mayor sea el numero de éstas. Las condiciones de
contorno e iniciales se incorporan al modelo de manera simple utilizando los

componentes eléctricos adecuados.

En los procesos de transporte se establece una correspondencia entre variables flujo por
un lado (densidad de corriente eléctrica con flujo de calor, flujo de masa,...) y variables
tipo potencial por otro (potencial eléctrico con temperatura, concentracion,...), aunque
es posible establecer otras analogias. Con caracter general, asociaremos una magnitud
derivada de un gradiente a la variable ‘corriente eléctrica’ y su potencial asociado, el
escalar al que se aplica el operador, a la variable eléctrica ‘diferencia de potencial’,
implementando en el modelo tantos circuitos diferentes como ecuaciones contenga el

modelo matematico.

El planteamiento formal que sirve de base para el desarrollo de los problemas es la
‘teoria de redes’ de Peusner (Peusner 1987), en la que se apoya su ‘termodindmica de
redes’; dicha teoria, a su vez, se sustenta en la teoria de circuitos a partir de una
generalizacién de sus variables conjugadas, corriente eléctrica y diferencia de potencial.
Los modelos en red son para Peusner una representacion exacta de las caracteristicas
matematicas de los procesos que describen. Asi, las variables velocidad vy
desplazamiento, caracteristicas de los problemas, deben satisfacer las leyes de Kirchhoff
y sus relaciones determinaran los elementos de circuito correspondientes. Ahora bien,
en cada proceso concreto y una vez elegidas las variables conjugadas, la informacion de
qué elementos de circuito intervienen en el modelo en red y como se conectan entre si,
se obtiene del modelo matematico y no de consideraciones de tipo fisico acerca del

papel que juegan estas variables.

En sintesis, en la teoria de redes, la viabilidad de un modelo en red supone:

- Laexistencia de una red independiente del tiempo
- La existencia de una magnitud conservativa llamada flujo, asociada a cada rama,

que conecta los nudos y obedece las leyes de Kirchhoff para corrientes (LCK)
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- La existencia de una magnitud que satisface criterios de unicidad asociada a

cada nudo, y que obedece la ley de voltajes de Kirchhoff (LVK)

Las relaciones entre velocidad y desplazamiento, que pueden incluir variaciones
temporales de estas variables, definen los elementos concretos del circuito equivalente.
La relacion causa-efecto entre las variaciones temporales de las variables conjugadas
puede ser arbitraria con tal que sea consistente con las dos Ultimas condiciones

mencionadas en el parrafo anterior.

2.4.1 MONOPUERTAS BASICAS

La red lleva asociada un conjunto de flujos que obedecen a una ley de balance local y
un conjunto de fuerzas que satisfacen la condicién de unicidad. Tales requisitos dan
cuenta de la topologia del proceso y su red asociada. Las propiedades topoldgicas
dependen unicamente de la asignacion de conexiones entre los diferentes puntos o de las
posibles combinaciones de trayectorias que unen un nudo dado con otros nudos. Son
independientes de los valores de las variables y, desde un punto de vista topoldgico, dos
grafos son iguales o isomorfos si las asignaciones de vértices y ramas son las mismas.
Las leyes o teoremas de Kirchhoff establecen relaciones entre velocidades y
desplazamientos por separado, pero no expresan ningun tipo de relacion entre

velocidades y desplazamientos entre si.

Las relaciones entre el par conjugado velocidad-desplazamiento se conocen como
ecuaciones constitutivas o fenomenolégicas y definen los elementos de circuito que
expresan caracteristicas especificas de cada proceso. Estas relaciones se pueden
establecer entre las variables de un par velocidad-desplazamiento, en cuyo caso se habla
de monopuerta. Una primera clasificacion de éstas esta relacionada con lo que en
electricidad se conoce como elementos pasivos y activos. Los primeros no generan
potencia, bien la disipan, bien tienen la capacidad de almacenarla y/o entregarla a la red.
Las fuentes de tension y corriente son elementos activos, por lo que generan potencia de

acuerdo a una ley determinada.

Se consideran primero las monopuertas pasivas. Estas tienen nombres especificos en

funcion de la relacion expresa existente entre las variables LCK y LVK. Estos son:

- Monopuerta resistiva

- Monopuerta capacitiva
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- Monopuerta inercial o inductiva

La monopuerta resistiva es un elemento de circuito asociado a una relacién entre las
derivadas temporales de las variables flujo y fuerza de una misma rama mediante una
funcion independiente del tiempo que llamaremos resistencia, R. Esta puede depender
del flujo o de la fuerza: dX(t)/dt = R-dJ(t)/dt. Por tanto, R = dX(t)/dJ(t). A partir de esta
expresion es posible relacionar las variables en forma finita y escribir: X(t) = Fr(J), 0
bien J(t) = Fr(X).

Una monopuerta resistiva es lineal cuando la relacion entre las variables X(t) y J(t) lo
es, es decir X(t) = R-J(t). Su accién es instantanea, no importa cual sea su estado
anterior, en este sentido carecen de memoria. Considerando su analogia fisica,
representan efectos disipativos, fricciones, efectos viscosos, etc. Desde el punto de vista

termodinamico son elementos generadores de entropia.

Las monopuertas resistivas no lineales se definen a través de las funciones que las
caracterizan, J(t) = Fr*(X) o X(t) = Fr(J). En definitiva, constituyen fuentes

controladas de corriente o tension, respectivamente.

La representacion simbdlica de una monopuerta resistiva se muestra en la Figura 2.15:
una resistencia eléctrica de valor R ohmios para el caso lineal o una fuente controlada

de corriente o tension para el caso no lineal.
i® o v(t)

A _[F 1= > | |
i A

a) Lineal b) No lineal j(t)=Fr(Vag) ¢) No lineal V(t) = Fr™(jo)
Figura 2.15 Representacion simbodlica de monopuertas resistivas
La monopuerta capacitiva es un elemento de circuito asociado a una relacion entre la
variable flujo y la derivada temporal de la variable fuerza, de una misma rama, mediante

una funcién no dependiente del tiempo que designaremos como capacidad, C, J(t) = C
dX(t)/dt.

En estas monopuertas se produce algun tipo de almacenamiento, sin pérdidas, y su
estado, que no cambia instantaneamente, tiene en cuenta todas las operaciones llevadas
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a cabo en el pasado (tiene memoria). La relacion constitutiva anterior puede expresarse
en términos de la capacidad, C=dg/dX=dFc(X)/dX, que es constante cuando la
dependencia g=F¢(X) es lineal, C=qg/X.

La representacion simbolica de la monopuerta capacitiva lineal se muestra en la Figura

2.16: un condensador eléctrico de valor C faradios.

Figura 2.16 Representacion simbdlica de una monopuerta capacitiva lineal

La monopuerta inercial o inductiva es el elemento de circuito asociado a una relacion
entre la variable fuerza y la derivada temporal de la variable flujo, de una misma rama,
mediante una funcion no dependiente del tiempo, que designaremos como inductancia,
L. Asi,X(t) = L dJ(t)/dt, que equivale a la relacién, no dependiente del tiempo, entre las
variables flujo y fuerza, p = F(J).

Al igual que en el condensador, se produce un almacenamiento de energia sin pérdidas
y su estado tiene memoria. Considerando su analogia fisica, representa un proceso en
donde tiene lugar algin efecto de inercia, como la masa en los sistemas mecéanicos. La
relacion constitutiva anterior puede expresarse en términos de la inductancia, y = dp/dJ
= dF_(J)/dJ, que es constante cuando la dependencia p = F(J) es lineal, L = p/J. La
representacion simbolica de la monopuerta inductiva lineal se muestra en la Figura 2.17:

una inductancia eléctrica o bobina de valor L henrios.

L

YO

Figura 2.17 Representacion simbdlica de una monopuerta inductiva lineal

Los procesos de almacenamiento y disipacion de energia, bajo la hipdtesis de
continuidad del medio, se originan en todos los puntos del sistema. Los elementos R, C
y L se identifican, sin embargo, con regiones pequefias pero finitas del medio, y sus
conexiones con las otras puertas se realizan con enlaces ideales de energia, es decir, con

conductores de resistencia nula.
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Se consideran ahora las monopuertas activas. En éstas se produce una aportacion o

extraccion de energia al sistema. Cabe distinguir:

- Fuentes constantes
- Fuentes dependientes del tiempo

- Fuentes controladas

Las fuentes constantes son monopuertas definidas de acuerdo con las expresiones F;(J)
=0y Fx(X) =0, segun se trate de fuentes de flujo o de fuerza respectivamente. Tienen
asignado un sentido, o signo, que indica la direccion en que fluye la energia. La
representacion simbolica es la de la Figura 2.18-a y eléctricamente, se corresponden a

pilas o generadores de corriente constante.

La relacion constitutiva entre las variables, en las fuentes dependientes del tiempo, tiene
la misma forma que las fuentes constantes. Ademas, X = X(t) y J = J(t) segln se trate de
fuentes de fuerza o de flujo. La Figura 2.18-b muestra ejemplos de representacion

simbdlica.

Las fuentes controladas, Figura 2.18-c, son monopuertas especiales asociadas a
relaciones constitutivas entre variables, conjugadas o no, expresadas mediante cualquier
funcién que no contiene explicitamente el tiempo. Se trata de elementos con entradas
multiples y una Unica salida. Esta corresponde a un flujo o una fuerza que depende
funcionalmente de otros flujos o fuerzas de distintas ramas y nudos del mismo o
diferente circuito. Estas fuentes permiten especificar acoplamientos energéticos de
distinto tipo. Existen cuatro tipos de fuentes controladas por una sola variable:

fuentes de tensidn controladas por tension, X = Fx (Xc)

fuentes de tension controladas por corriente, X = F; (Jc)

fuentes de corriente controladas por corriente, J = F; (Jc)

fuentes de corriente controladas por tension, J = Fx (Xc)

siendo F una funcién arbitraria de la variable de control.

La accion de control puede ser ejercida por mas de una variable y las funciones de
control pueden ser complejas, Figura 2.18-d. Aunque la monopuerta puede especificarse
arbitrariamente, su implementacion como elemento de circuito puede no ser posible en

tanto que no este contenida en las librerias del software elegido. La teoria de circuitos
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permite, mediante circuitos auxiliares, resolver practicamente todos los casos de disefio

de red eléctrica que se necesiten para cualquier tipo complejo de fuente controlada.

En términos de componentes eléctricos el software elegido en esta memoria para la
simulacion, PSpice (Microsim 1994), contiene un extenso catalogo de componentes y es
capaz de distinguir entre elementos lineales y no lineales. Entre los elementos lineales,

dispone de:

- Resistencias

- Condensadores

- Inductancias o bobinas

- Fuentes constantes de tension y corriente

- Fuentes de tension y corriente dependientes del tiempo
- Fuentes controladas por tension y corriente

y entre los elementos no lineales contenidos en el programa y usados en esta memoria

cabe citar los siguientes:

- Fuentes no lineales controladas por tension y corriente

- Interruptores accionados por tension o corriente

2.4.2 EL MESIR COMO METODO NUMERICO

El punto de partida de MESIR es siempre el modelo matemético de un cierto proceso,
un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales (EDP) espacio-temporales que lo
definen. La discretizacion de la variable espacial, dnica manipulacion directa que se
hace de las ecuaciones, es la base para establecer el modelo en red o red eléctrica

equivalente.

El modelo en red es el formato que se da al modelo matematico para que pueda ser
utilizado como entrada en PSpice, (Nagel 1975; Nagel 1977; Kielkowski 1994;
Vladimirescu 1994).

En definitiva, puesto que la simulacion del modelo en red mediante ordenador implica
la resolucion numérica de sus ecuaciones, el método de simulacion por redes es, de
hecho, un método numérico. A continuacion exponemos las diferencias mas notables

con las estrategias de otros métodos numéricos.
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Cuando en una ecuacion en derivadas parciales se hace una doble reticulacion, espacial
y temporal, se remplazan las derivadas parciales por aproximaciones algebraicas. Esto
conduce a un conjunto de ecuaciones algebraicas que aproximan las EDP. Para su
solucion numérica se utiliza un software matematico adecuado. Este procedimiento es la
base de los conocidos métodos numéricos de diferencias finitas y volimenes finitos,

Knabner y Angermann (Knabner y Angermann 2003).

Como se ha comentado, la elaboracion del modelo en red pasa por la reticulacion
espacial, pero no temporal. Se parte, pues, de un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales cuya reticulacion espacial lo convierte en uno de ecuaciones diferenciales
ordinarias en el tiempo, que corresponden con las de una celda elemental del circuito.

Posteriormente, el propio software realiza la reticulacion temporal.

Asi, tras la definicion de la variable flujo, j(q,t)=0¢(q,t)/dq, las EDP toman la forma,
filp, do/ot, O°eldt%, i, djldq, dj/dt, q, t]=0. Estas, con la discretizacion espacial, se
convierten en Fi[o, do/dt, dp/dt?, j, dj/dt, t]=0, que son las ecuaciones del circuito,

manteniéndose la conexion entre j(q,t) y ¢(q,t).

Si j(q,t)=0¢p(q,t)/0qi no es una condicion del proceso modelizado, sino una relacion
fisica entre variables definidas independientemente, la red puede considerarse como una
descripcion alternativa del sistema. Si, ademas, j corresponde a un flujo de transporte de
una cierta magnitud, los elementos del circuito y ciertos parametros del conjunto de la
red, como la impedancia, pueden dotarse de un significado fisico equivalente al que
tienen en el transporte de la carga eléctrica. En estos casos es evidente que MESIR

proporciona mas informacidn que la estricta respuesta numérica del sistema.

Una vez obtenido el modelo en red se procede a su analisis en PSpice (Microsim 1994).
Las dificultades estardn, inicialmente, en el aprendizaje de un lenguaje de
programacion, que puede ser de texto o grafico. Sin embargo, se trata de dificultades
faciles de salvar dado que son pocas las reglas de programacién que se requieren, pues
los modelos estan constituidos por muy pocos dispositivos. PSpice ha sido utilizado por
otros autores para resolver problemas de otras disciplinas. Baker y Shortt (Baker y
Shortt 1990) estudian el comportamiento de componentes integrados para diferentes

rangos de temperatura, Bello (Bello 1991) lo aplica a la resolucion de problemas
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mecanicos, Herbert (Herbert 1992) lo aplica a la resolucién de ecuaciones diferenciales

ordinarias y Hamill (Hamill 1993) a problemas estadisticos y relacionados con el caos.

O~ £

a)
+ +
é X(®) T J(t) X(t) = X, sen(t)
| - —
+
X(®) T IV = Jo exp(t) T J(t) pulso
b)
Fuente de tension Fuente de tension
controlada por tension controlada por corriente
T X=Fx(X) [ G X=Fk)
{Xc} {Jc}
:"‘ g I =FxXe) 1 ¢ ?=Flc)
— {Xc} {Jc}
c)

Fuente de corriente
controlada por dos tensiones

:"' o J = Fx(Xc1,Xc2)
{Xc1, X2}
d)

Figura 2.18 Representacion simbdlica de monopuertas activas: a) fuentes constantes,
b) fuentes dependientes del tiempo, c) fuentes controladas por una variable, d)
ejemplo de fuente controlada por varias variables

El circuito se presenta al ordenador, en el proceso de simulacién, como un conjunto de
ecuaciones matematicas. Este proporciona, mediante procedimientos de analisis
numérico, toda la informacion solicitada por el investigador para cada tipo de analisis.
De esta forma se obtienen datos equivalentes a medidas tipicas de laboratorio, con un
margen de error despreciable. Mas aln, pueden alterarse las condiciones iniciales, de

contorno, Yy las caracteristicas del medio mediante sencillos cambios en el programa, y
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el analisis puede aportar datos sobre el comportamiento del circuito mas alla de los

limites reproducibles en laboratorio con costes muy asumibles.

La simulacion esta estructurada en cinco subprogramas principales que interaccionan a
través de una estructura de datos almacenada en un area comun del programa. Estos

subprogramas son: entrada, organizacion, analisis, salida y utilidades, Figura 2.19.

El subprograma de entrada lee el archivo de entrada, construye una estructura de datos y
chequea el circuito. El de organizacion, una vez que el programa de entrada se ha
ejecutado con éxito, construye estructuras adicionales que seran requeridas en el
programa de analisis, parte esencial de la simulacion. El subprograma de salida genera y
organiza, en la memoria central o en discos, los resultados solicitados por el usuario en
forma tabular o grafica. Las utilidades son aspectos secundarios no relacionados
directamente con la simulacion. Estas permiten, por ejemplo, almacenar componentes, 0

partes de modelos, para ser compartidos por otras aplicaciones.

El subprograma de andlisis es la parte mas importante del programa de simulacion.
Ejecuta los andlisis indicados en el archivo de entrada. La informacion resultante se
almacena en la memoria central o en discos para su posterior procesamiento en los
archivos de salida. Mientras que la facilidad de uso del programa reside en los
subprogramas de entrada y salida, la eficiencia de la simulacion depende del programa
de andlisis, que contiene algoritmos mas complejos y consume la mayor fraccion de

tiempo de computacion.

CONTROL

\ 4 \ 4

ANALISIS SALIDA

A 4 A 4

ENTRADA ORGANIZACION

UTILIDADES [€------- -

\ 4 \ 4 v
ESTACIONARIO TRANSITORIO DE PEQUENA SENAL

Figura 2.19 Diagrama bloques del programa de simulacion de circuitos PSpice
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En el proceso de simulacion se obtiene la solucion numérica de la representacion
matematica del modelo en red. Esta contiene: las ecuaciones matematicas de los
diferentes tipos de monopuertas, las ecuaciones correspondientes a las restricciones
impuestas por las leyes de Kirchhoff, que han de satisfacerse entre las ramas y nudos del
circuito, y la informacion particular sobre la interconexion de los diferentes
componentes eléctricos de cada modelo. Toda esta informacion compone un extenso
sistema de ecuaciones algebraico-diferenciales del tipo F (¢, j, do/dt, dj/dt, t) = 0, donde
¢ = (01, ®24..., ©n) Y J = (1, J2,--» Jm) SON vectores formados por las variables
dependientes del circuito, corrientes y tensiones, y F, en general, es un operador no

lineal.

El conjunto de tareas que componen el proceso de simulacion puede ser agrupado en los
siguientes tdépicos o algoritmos de computacion: formulacion de las ecuaciones,
solucion de ecuaciones lineales, solucion de ecuaciones no lineales e integracion

numeérica.

PSpice es miembro de la familia de programas de simulacion de circuitos SPICE2,
(Nagel 1975). Mucho mas potente y rapido que sus predecesores, fue desarrollado en la
Universidad de California en los afios setenta y utiliza algoritmos numéricos mas
refinados con formatos de entrada-salida idénticos. El uso extendido de PSpice ilustra
su capacidad para el tratamiento de una extensa variedad de problemas en simulacién de
circuitos, obteniendo la respuesta en régimen estacionario, la respuesta en régimen

transitorio, la transformada de Fourier, y analisis de pequefia sefial en corriente alterna.

Los algoritmos utilizados en PSpice, que se documentan en la tesis de Nagel y que han
sido perfeccionados en sucesivas ediciones, son el resultado de implementaciones,
modificaciones y comparaciones cuidadosas de los métodos numeéricos existentes en el

contexto especial de la simulacion de circuitos.

De entrada, la sintaxis no requiere disposiciones especialmente ordenadas de datos. Su
estilo puede catalogarse mas bien como libre, y dispone de una razonable fuente de
datos, que se adjudican por omisién a los componentes cuando éstos no se especifican
en detalle. También realiza un buen nimero de chequeos para asegurar que el circuito
ha sido introducido correctamente y el resto de las sentencias de programa estan bien

escritas, advirtiendo al programador de posibles errores mediante mensajes previos a la
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ejecucion. En definitiva, un usuario poco experimentado necesita especificar un numero
minimo de parametros y controles de simulacion para extraer unos resultados de

simulacion aceptables.

Finalmente, el programa se estructura como un listado que contiene todos los
componentes eléctricos del circuito, con resistencias, condensadores, fuentes,
interruptores, etc. Estos se introducen uno por uno, indicando el nombre, valor, nudos
de conexién y otros pardmetros caracteristicos. También existe la posibilidad de
organizar el programa mediante subcircuitos con un considerable ahorro de tiempo en el

disefio del modelo.

La necesidad de realizar numerosas simulaciones de los modelos objeto de esta tesis nos
oblig6 a elaborar rutinas en MATLAB para automatizar la generacion de modelos en

red cuya aplicacion requiere la instalacion de los siguientes componentes:

- MATLAB 2009, de MathWorks Inc.
- PSpice Release 6.0., 1994, de Microsim Corporation

La instalacion completa de MATLAB permite acceder directamente a los archivos de

datos de simulacion y manipularlos con toda su potencia grafica y numérica.

Para acceder al entorno PSpice y editar el archivo de texto del modelo, con el
explorador de archivos de Windows, se accede a la carpeta TEMPORAL ‘temp’. Alli se
encuentran los archivos de modelos, con extension “.CIR’ y los archivos de salida de
datos, con extension ‘.OUT’. Cada problema genera dos archivos con los datos del
modelo, uno con extension “.CIR’, con el nombre del modelo, y otro denominado
‘temporal.cir’. La simulacion del modelo siempre se realiza sobre el “temporal.cir’ por
lo que los resultados de la simulacidn siempre se graban en el archivo ‘temporal.out’.
De esta manera siempre quedan guardados los archivos de datos de los modelos
originales. Todos los archivos “.CIR’ se pueden manipular directamente en el entorno
PSpice, lo que permite generar nuevos archivos ‘temporal.out’ de versiones modificadas

del modelo, en el entorno PSpice.

El uso del entorno gréafico PSpice requiere afiadir al archivo de texto del modelo, de
extension “.CIR’, una nueva linea ‘*.PROBE’ para guardar los datos de la simulacion en

un nuevo archivo de extension ‘.DAT".
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Por Gltimo, mencionar que PSpice contiene un potente entorno grafico que permite
representar tensiones eléctricas, corrientes y cualquier tipo de funcién u operacion entre

estas magnitudes durante el proceso de simulacién.
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CAPITULO 3

ANALISIS DE ESTABILIDAD DE
SISTEMAS DINAMICOS

3.1 INTRODUCCION

La alta sensibilidad de los sistemas estudiados en esta tesis a algunos valores de sus

parametros, justifica el analisis detallado de los procedimientos de calculo.

En este capitulo se va a revisar la clasificacion de los sistemas dinamicos desde el punto
de vista de la friccién, identificando aquellas herramientas de representacion que
permitan un analisis eficiente de los resultados obtenidos. Los exponentes de Lyapunov

y sus dificultades de aplicacion practica merecen una mencion especial.

La ventaja de PSpice frente a otras alternativas existentes es una cuestion recurrente en
los foros donde se han presentado los resultados de este método de trabajo. En el Anexo
B se analizan los algoritmos numéricos que permiten entender la idoneidad de su

aplicacion en fendmenos tan inestables como los procesos de friccion.

3.2 SISTEMAS DINAMICOS

Tras analizar la friccion y formular los sistemas de ecuaciones que representan a los

sistemas dinamicos, se pueden obtener los modelos.

Un criterio de clasificacion de los sistemas dinamicos puede ser la forma de la respuesta
temporal. Asi, en los sistemas aleatorios, el comportamiento futuro es independiente del
estado inicial y sélo puede caracterizarse en terminos de probabilidad, en cambio, los
sistemas periodicos vuelven regularmente a la misma posicion. Aparentemente, los
sistemas cadticos se encuentran en una categoria intermedia, aunque son tan
dependientes de la situacion inicial como los sistemas periddicos (Nicholls y Tagarev
1994).

Los sistemas caoticos se caracterizan por el hecho de que su comportamiento futuro es

extremadamente sensible a las condiciones iniciales, dificiles de reproducir. Esto
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implica la imposibilidad de predecir su evolucion ante la imposibilidad de la fijacion de

las condiciones iniciales.

La Figura 3.1 muestra la ecuacién no lineal xi+1=4-x;-4-x;?, para un valor inicial de la
variable independiente, x;=0,7 y x1=0,70001 (Nicholls y Tagarev 1994). Al principio
ambos resultados no se pueden distinguir, pero posteriormente las diferencias se van
marcando hasta llegar a un comportamiento totalmente distinto. Las predicciones a
corto plazo son posibles dado que el efecto de la pequefia variacién de las condiciones
iniciales no ha tenido tiempo de crecer. La teoria del caos proporciona patrones de
comportamiento del sistema, cuando esto es posible, o define las condiciones para las

gue el comportamiento es impredecible.

Al 3

02 0.2

oﬁ)

0 20 40 60 80 100 20 a0 60 80 100

a) b)

Figura 3.1 Divergencia de un sistema cadtico para distintas condiciones iniciales:
a) x,=0,7 y b) x,=0,70001

Una primera clasificacion de estos sistemas esta asociada a la dependencia funcional.
Asi, los sistemas dindmicos, se clasifican en: autdbnomos y no autonomos (Parker y

Chua 1987). Un sistema autonomo de orden n esta definido por la ecuacion de estado:

x = f(x); x(to) = xo (3.1)
Dado que dx/dt no depende del tiempo, se puede fijar t;=0.
Un sistema dindmico no autonomo de orden n esta definido por la ecuacion de estado:

x = f(x,t); x(ty) = xo (3.2

Otro concepto interesante es el de trayectoria, ¢:(Xo), definida como la solucion de la

Ecuacion (3.1) para un valor concreto de Xo.
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El comportamiento de un sistema puede conducir a soluciones de varios tipos: puntos de
equilibrio, soluciones periddicas, soluciones cuasi-periddicas y caos. Esta clasificacién
esta relacionada con la representacion de las soluciones en el espacio de fases (Anexo
A). Asi, se puede resaltar el paralelismo entre las caracteristicas de un sistema

autonomo y las propiedades de un campo vectorial (Banerjee 2005):

- el vector en cualquier punto del espacio de estado es Unico

- las lineas de campo no pueden intersecarse, excepto en los puntos donde la
magnitud del vector dx/dt se anula, puntos de equilibrio

- el término de la derecha de cada ecuacion del sistema de ecuaciones de estado es

una funcién suave (diferenciable en todo el dominio)

Si se realiza una aproximacion lineal del sistema de ecuaciones en los puntos de
equilibrio, los autovectores obtenidos (Anexo A) definen el comienzo de las lineas de

campo Y, por tanto, la evolucion de estado.

Cuando se estudian los sistemas de ecuaciones de estado fuera del punto de equilibrio,
las aproximaciones lineales dejan de ser validas conforme nos alejamos de dicho punto.
Como consecuencia, las lineas que arrancan con un autovector en el entorno de un
punto de equilibrio no permaneceran rectas, Figura 3.2. Estas lineas curvas se llaman
variedades invariantes, con la propiedad de que si una condicion inicial esta situada en
la variedad, los valores futuros de las variables de estado se mantienen en la variedad.
Los autovectores estable e inestable en el punto de equilibrio son tangentes a estas
variedades en ese punto (Banerjee 2005).

Hay una diferencia fundamental entre el comportamiento periddico de los sistemas
lineales con autovalores imaginarios y las trayectorias periodicas de los sistemas no
lineales, ciclos limite (Anexo A). En caso de un sistema no lineal con ciclo limite las
trayectorias empiezan desde diferentes condiciones iniciales convergiendo al mismo
comportamiento periodico, ciclo limite. Este también se denomina atractor periddico
(Anexo A).

En los sistemas dindmicos no lineales con varios periodos puede ocurrir que éstos sean
conmensurables, un nimero racional. En este caso la trayectoria es periodica. Si los
periodos son inconmensurables el estado no se repite nunca y la trayectoria es

cuasiperiodica (Anexo A).
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Variedad estable

Entorno lineal

/ local

i Autovectores AN

Figura 3.2 Variedades estable e inestable en un punto de equilibrio de silla

En los sistemas de orden 3 o superior, las trayectorias permanecen confinadas dentro de
un volumen finito en el espacio de fases, pero nunca se repiten. Esta situacion se
denomina caos, y el atractor resultante se denomina atractor extrafio (Anexo A). La
diferencia basica entre sistemas cuasiperiodicos y sistemas cadticos es la sensibilidad de

éstos a las condiciones iniciales.

La construccion del grafico de espacio de fases, mencionado anteriormente, permite una
mejor comprension del comportamiento caotico. Cuanto mas caotico es el sistema,
mayor es el nimero de trayectorias y mas desordenado parece el atractor representado
en el espacio de fases. En estos casos, es posible simplificar la representacion del

atractor mediante una seccion bidimensional, mapa de Poincaré (Anexo A).

Antes de definir el mapa de Poincaré, es necesario considerar la relacion entre sistemas
no autébnomos y autonomos. Un sistema no autdnomo de orden n con periodo T, se
puede transformar en un sistema autonomo de dimensién n+1, habitualmente un espacio
de estado cilindrico R™ x S. Este espacio puede ser seccionado por un hiperplano n-

dimensional:
Y={(x,0) € R"XS /60 =04} (3.3)

Asi, para el caso de n=1, cada T segundos la trayectoria interseca a X, como puede verse
en la Figura 3.3. Las intersecciones P(x), aplicacion de Poincare, constituyen el mapa de

Poincaré. Por otro lado, para un sistema autonomo de orden n y ciclo limite I, con
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periodo minimo T, se puede actuar de forma analoga. Considerando un hiperplano X de
dimension n-1, la trayectoria interseca a éste cada T segundos. Los puntos de
interseccion, x', constituyen el mapa de Poincaré. En la Figura 3.4 se ve un sistema

auténomo de orden 3y su seccién de Poincaré.

<
.- —.

Figura 3.3 Mapa de Poincaré de un sistema no auténomo de primer orden
(Parker y Chua 1987)

Existe una correspondencia univoca entre el comportamiento del sistema y el
comportamiento de P, interseccidn de la trayectoria con X, esto es, el mapa de Poincaré
(Anexo A). Los puntos fijos, orbitas periddicas, ciclos limite y atractores son tipos de

conjuntos limite.

3.2.1 ESTABILIDAD DE LOS CONJUNTOS LIMITE: MULTIPLICADORES
CARACTERISTICOS

Uno de los objetivos fundamentales del estudio de sistemas dindmicos consiste en
determinar la estabilidad de cualquier tipo de comportamiento estacionario, incluyendo
sistemas cuasiperiodicos y cadticos. Para desarrollar las herramientas necesarias en este

estudio es preciso un analisis més detallado de las ecuaciones.

A partir de la ecuacién de un sistema auténomo de orden n, Ecuacion (3.1), la solucién
cerca del punto de equilibrio, x¢q, Se obtiene mediante la siguiente linealizacion:

ox = Df(xeq) - 0x (3.4
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Figura 3.4 Mapa de Poincaré de un sistema autonomo de orden 3 (Parker y Chua 1987)

La trayectoria obtenida a partir de la condicion inicial Xeq+0Xo €s:
gbt(xeq + 5x0) = Xeq + 6x(t) = Xeq + ¢y 7 - eMt +.. ¢, n, et (3.5)

Donde A; y mi son los autovalores y autovectores de Df(xeq) respectivamente, y c; es
una constante escalar obtenida a partir de la condicion inicial. La parte real de A; indica
la tasa de expansion de la trayectoria cuando es mayor que cero, 0 de contraccion
cuando es menor que cero, en el entorno del punto de equilibrio, Xeq, Y en la direccion

de n;.

Si Re()i)<0 para cualquier valor de i, cualquier perturbacion suficientemente pequefia
tiende a cero, y el sistema es asintéticamente estable. Si Re(A;)>0 para algun valor de i,
Xeq NO €s estable. En este dltimo caso existen dos posibilidades: inestable, si Re(A;)>0
para todo valor de i, y no-estable, si Re(A;)<0 para algun valor de i. Si Re(A;)=0 para

algun valor de i, la estabilidad no se puede determinar unicamente por los autovalores.

Los puntos de equilibrio en los que todos los autovalores tienen parte real nula se
denominan hiperbdlicos. Estos puntos tienen la propiedad de que otros puntos cercanos
al de equilibrio, punto de equilibrio mas pequefias perturbaciones, tienen la misma

estabilidad. Esta propiedad se denomina estabilidad estructural.

Para sistemas periddicos, la estabilidad de la solucién estd determinada por la
estabilidad del Unico punto que forma el mapa de Poincaré, punto fijo (Anexo A).
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Analogamente a lo mencionado para el punto de equilibrio de un sistema, la estabilidad
de un punto del mapa de Poincaré, x*, esta determinada por la linealizacion de la
aplicacion de Poincaré, P(x), en X :

6xp41 = DP(x™) - 6x (3.6)
La aplicacion de Poincaré asociada a una trayectoria con valor inicial Xo+8xo €s:
Xp =X +8xg =x 4y omME+ -+ cp e my M (3.7)

Donde m;¥ y ni son los autovalores y autovectores de DP(x’) respectivamente, p es la
dimension de DP(x") y c; es una constante escalar obtenida a partir de la condicién
inicial. EI valor del parametro p es n, para sistemas no autonomos, y n-1 para sistemas

auténomos.

Los autovalores son los multiplicadores caracteristicos del punto fijo, también
denominados de Floquet. Estos determinan la contraccion si Im;l<1,0la expansion si

| mi | >1, cerca de x” en la direccion Mi para una iteracion del mapa de Poincaré.

Analogamente a lo mencionado para el punto de equilibrio de un sistema, si todos los
m; estan dentro de un circulo de radio unidad, la solucidn periodica es asintéticamente
estable. Si todos los | m; | son mayores que uno, la solucion periddica es inestable. Si
uno de los multiplicadores caracteristicos esta sobre la circunferencia de radio unidad, la
estabilidad de la solucion no puede ser determinada Unicamente por éstos. Las
soluciones periddicas con todos los multiplicadores caracteristicos sobre la
circunferencia de radio unidad se denominan hiperbdlicas, y son estructuralmente

estables.

Los sistemas periodicos autbnomos no tienen expresion explicita de P, por lo que es
imposible obtener DP(x'). Sin embargo, en los sistemas auténomos al menos un
autovalor de DP(X’) es igual a 1, dependiendo la estabilidad de los conjuntos limite de

los n-1 autovalores restantes.

Si se define la solucion de la Ecuacion (3.1) en xo como ¢:(Xo), los autovalores pueden
encontrarse mediante la ecuacion variacional obtenida derivando dicha ecuacion

respecto de Xx:
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on(].bt(xo) = Dxf(¢t(x0)) * Do P (o) (3.8)
donde Dyod:(Xo)=l.
Si se define D,,¢, como &, la Ecuacion (3.8) se transforma en

d)t(xo) = Dxf(¢t(xo)) - Dy (x0) (3.9)

En el caso de sistemas periddicos no autbnomos, la Ecuacion (3.2), cuya solucion en

(Xo,to) €s dt(Xo,to), Se puede escribir:

b (X0, to) = f((xo, tp), 1) (3.10)
Y la derivada con respecto a Xo:
Dyo@e(xo, to) = Duf (¢ (x0,to), £) - Do (X0, to) (3.11)
donde Dyodio(Xo,to)=1.

Usando una notacién similar a la de la Ecuacion (3.9), la Ecuacion (3.11) se reescribe

como
(i)t(xo; to) = Dy f (e (xg, to), t) - P(xo, to) (3.12)
Con respecto a la Ecuacién (3.12) se puede comentar:

- Dxf(dt(Xo,to),t) €S una matriz que varia con el tiempo, por tanto, la ecuacion
variacional es un sistema lineal respecto del tiempo de orden n?

- ®¢(Xo,to) es la matriz de transicion de estado del sistema:
0x = Dxf(d)t(xO; tO)l t) - 6x (313)

donde ox(to)=0Xo Yy oOx(t)=d(Xo,tp)-0Xo es la respuesta del sistema a una
pequefia perturbacion, dxo. Siendo evidente que ®:(Xo,to) gobierna la trayectoria
para una pequefia perturbacion del valor inicial

- Laecuacion variacional es la linealizacion de dx/dt sobre la trayectoria ¢:(Xo,to)
Si se define la aplicacion de Poincaré como ¢+(Xo,to), sus autovalores dados por:

Dyopr(x*, ) = Or(x", o) (3.14)
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son los multiplicadores caracteristicos de una solucién periddica del sistema.

La forma mas sencilla de relacionar los multiplicadores caracteristicos y los autovalores
de Df(xo) es considerar su punto de equilibrio, Xeq. Este punto puede ser tratado como

ciclo limite de periodo T:

¢t(xeq) = Xeq (3.15)
A partir de la Ecuacion (3.9) y considerando Xo=Xeq, Se obtiene:
D (xoq) = e (xea)t (3.16)

Esto permite relacionar los autovalores de Df(Xeq), Ai, con los autovalores de d(xo),

multiplicadores caracteristicos, mediante la siguiente funcion:

m; = eli'T (317)
Dado que | mi | <1 cuando Re[Ai]<0, m; y A; proporcionan la misma informacién de

estabilidad del sistema.

3.2.2 ESTABILIDAD DE LOS CONJUNTOS LIMITE: EXPONENTES DE
LYAPUNOV

Los exponentes de Lyapunov son una generalizacion de los autovalores en un punto de
equilibrio y sus multiplicadores caracteristicos. Se usan para determinar la estabilidad
de cualquier tipo de comportamiento estacionario, incluyendo sistemas cuasiperiodicos

y caoticos, y se definen en términos de la solucién de la ecuacién variacional:
Ay =lim,_,, (3 Injm;(0)]) (3.18)
Si Ai y i son un autovalor y un autovector de Df(Xeq) se tiene:
Ay = lim_,, < In|e?t| = lim,_, = Re[4;] - t = Re[4;] (3.19)

En este caso especial, la parte real de los autovalores en el punto de equilibrio coincide
con el exponente de Lyapunov. Asi, si AL es negativo, indica la tasa de contraccién
cerca del punto de equilibrio. Si A es positivo no nulo indica la de expansion. Si X

pertenece a una cuenca de atraccion de Xeq, esto es, ¢:(Xo) tiende a Xeq, cualquier
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transitorio finito se puede despreciar y los exponentes de Lyapunov de Xo Y Xeq
coinciden. En general, todo punto en la cuenca de atraccion tiene el mismo exponente

de Lyapunov.

En caso de ciclos limite la relacion entre los multiplicadores caracteristicos y los

exponentes de Lyapunov es mas directa:
Aui =7 Infm] (3.20)

donde L., es nulo por ser el autovalor de ®(x)=1, en caso de un sistema auténomo.

A continuacion se va a analizar si es necesario calcular todos los exponentes de
Lyapunov. Si los autovalores de un sistema con un punto de equilibrio en el origen son
reales, estos coinciden con el exponente de Lyapunov, Ecuacion (3.18). Si se ordena de
mayor a menor los exponentes de Lyupanov, hay n subespacios lineales W1>---o W,
con dimensiones n, n-1,...,1 respectivamente, definidos como W;=span{ni, ni+1,...,

Nn}. Asi para W,=span{nn}, cualquier condicion inicial xo€ W, evoluciona como:
ALnt
Xo - e’n (3.21)

Para W1= span{ni, N2,..., Nnn}=R", cualquier xoeW1\W,={xeW; |X§EW2} evoluciona

como.
Cl . T’l . eﬂ-Ll't + C2 . nz . eﬂ-LZ't +... +Cn . T’Tl . ean't (3'22)

Dado que Ay 1>\ 2>--->A 1, los exponentes de Lyupanov con subindices mayores que 1

se pueden despreciar al cabo de un tiempo y la condicion inicial X, evoluciona como:
.ot
Xo € (3.23)

Una vez presentada la herramienta, el exponente de Lyapunov, se puede usar para
clasificar el comportamiento estacionario, Tabla 3.1. Para puntos de equilibrio estable,
los exponentes de Lyapunov siempre son negativos. Para ciclos limite, A ;=0 y el resto
de exponentes son negativos. Para toros estables, A 1=A,=0 Yy el resto de exponentes

son negativos. Para un atractor, la contraccion debe sobrepasar la expansion:

n A <0 (3.24)
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Tabla 3.1 Clasificacién de los sistemas (Parker y Chua 1987)

Estado Flujo Mapas de Exponentes de Dimension
estacionario Poincaré Lyapunov
Punto de
o Punto O>h 12A 10> 2Ap 0
equilibrio
Curvas
o ) A1=0
Periddico proximas Punto 1
, O>7\4L22"'Z7\4Ln
entre si
Curvas Orbitas
. . . A1=0
Subarmoénico | préximas proximas 1
i , 0> o> >A 1y
entre si entre si
Curvas
Doble . AL1=A =0
. Toro proximas 2
periédico . 0>\ 3> >An
entre si
o }"le"':}\'LK:O
K-periddico K-toro (K-1)-toro K
O>A k12 2hin
A1>0
N Cuasi- i
Cadtico Cuasi-Cantor Z A <0 no entero
Cantor i

Un atractor extrafio tiene al menos un exponente de Lyapunov positivo, aunque no
puede definirse Unicamente mediante los exponentes de Lyapunov. Algunos
investigadores han propuesto usar la interseccion transversal de ciertas variedades del
mapa de Poincaré para definirlo (Anexo A) (Parker y Chua 1987).

3.2.3 CALCULO DE LOS EXPONENTES DE LYAPUNOV
Los diferentes métodos para programar los exponentes de Lyapunov a partir de series
temporales son: los basados en el Jacobiano y los directos.

Los métodos basados en el Jacobiano usan las matrices jacobianas de las ecuaciones del
modelo para calcular los exponentes de Lyapunov mediante algoritmos estandar que
han sido desarrollados para el caso de conocer las ecuaciones del sistema dinamico
(Shimada y Nagashima 1979; Benettin, Galgani y col. 1980; Eckmann y Ruelle 1985;

Geist, Parlitz y col. 1990). Normalmente se emplean aproximaciones lineales (Sano y

71



Capitulo 3 Andlisis de estabilidad de sistemas dinamicos

Sawada 1985; Eckmann, Kamphorst y col. 1986; Stoop y Meier 1988; Holzfuss y
Lauterborn 1989; Stoop y Parisi 1991; Zeng, Eykholt y col. 1991; Zeng, Pielke y col.
1992; Kruel, Eiswirth y col. 1993; Parlitz 1993). Las modificaciones y mejoras del

algoritmo basico incluyen:

- Usar intervalos vecinos en lugar de bolas con el fin de reducir la influencia del
ruido (Eckmann, Kamphorst y col. 1986; Zeng, Eykholt y col. 1991; Zeng,
Pielke y col. 1992; Kruel, Eiswirth y col. 1993)

- Usar aproximaciones no lineales de la trayectoria mediante polinomios (Briggs
1990; Bryant, Brown y col. 1990; Abarbanel, Brown y col. 1991; Brown, Bryant
y col. 1991), redes de base radial (Holzfuss y Parlitz 1991; Parlitz 1992; Kadtke,
Brush y col. 1993) o redes neuronales (Gencay y Dechert 1992)

- Usar proyecciones sobre subespacios lineales basados en las coordenadas locales
de Broomhead-King (Stoop y Parisi 1991)

- Usar la dimension de encaje, d, para seleccionar los puntos proximos y una
dimensién local menor, d,, para realizar el ajuste y el calculo de los exponentes
de Lyupanov resultantes de d, (Eckmann, Kamphorst y col. 1986; Bryant,
Brown y col. 1990; Brown, Bryant y col. 1991)

Las dos ultimas variantes tratan de evitar los denominados falsos exponentes de
Lyapunov, que se dan cuando la dimension d del espacio de estado reconstruido es
mayor que la dimension m del espacio de estado original. Estas variantes no dependen
de la dindmica sino del esquema de aproximacion, del ruido contenido en los datos y en
determinados casos de la curvatura local del atractor. En principio, se puede tomar
cualquier conjunto de valores. ElI ancho del atractor a lo largo de las direcciones
asociadas con los diferentes exponentes de Lyapunov (Bryant, Brown y col. 1990;
Brown, Bryant y col. 1991) y la comparacion de los exponentes obtenidos a partir de la
serie temporal con los calculados para la misma serie temporal con inversion de tiempo
(Parlitz 1992; Parlitz 1993) permiten identificar falsos exponentes de Lyupanov. Esto se
debe a que los exponentes falsos se corresponden con direcciones donde el atractor
comprime su seccion y a que no cambian sus signos al invertir el tiempo. La dltima
variante mencionada se emplea Unicamente con datos de alta precision, que permiten
una estimacion correcta de exponentes de Lyupanov negativos. Eckmann y Ruelle
(Eckmann y Ruelle 1992) analizaron los requisitos que deben cumplir los datos
utilizados en los métodos basados en el Jacobiano.
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Dada la importancia de la reconstruccion del espacio de fase, aplicada por primera vez a
series temporales por Packard, Crutchfield y col. (Packard, Crutchfield y col. 1980), en
el calculo de los exponentes de Lyapunov, se va a tratar ésta con detalle a continuacion.
Takens (Takens 1980) justifica matematicamente este enfoque, probando que es posible
construir un espacio de fase nuevo a partir de la serie temporal escalar. Este espacio de
fase es difeomdrficamente equivalente al espacio de fase original del sistema medido.
Basado en estos espacios reconstruidos se puede analizar la dindmica no lineal del

sistema.

Basicamente existen dos metodos de reconstruccion de espacios de fase a partir de
series temporales escalares: coordenadas con retardo y coordenadas derivadas. Dado
que las derivadas son sensibles al ruido, no se utilizan habitualmente con datos

procedentes de medidas. La medida de la serie temporal escalar, s(t), es una funcion:

s(®) =h(X@)); h: M—> R (3.25)

M es una variedad m-dimensional en la que se representa la evolucién de los estados, ¢:.
El mapa de coordenadas con retardo t; y dimension de encaje, d, se obtiene de
y=F&) = (s@®),st—t),st—(d—-Dt)) ; F:M—> Rd  (3.26)

La Figura 3.5 representa la reconstruccion del espacio de fases a partir de una serie
temporal escalar. Los métodos directos estiman el movimiento divergente de los estados
reconstruidos. EI método méas ampliamente conocido y empleado es el que fue
introducido por Wolf, Swift y col. (Wolf, Swift y col. 1985). Asi, se considera una
trayectoria de referencia {y"} y una trayectoria vecina {z"} que empiezan en los puntos
més préximos de ambas curvas, z° e y°, Figura 3.6. Después de un transitorio el vector
diferencia u*=z"*-y™* apunta en la direccién (dependiente del tiempo) correspondiente
al mayor de los exponentes de Lyapunov, A 1. Por tanto | Tu | | crece, en promedio,
con exp(A1-ts-K) hasta que excede el rango donde se mantiene una aproximacion lineal
de {y"}. Ahora la trayectoria vecina {z"} tiene que ser reemplazada por otra trayectoria
vecina que esté mas cercana a la trayectoria de referencia y cuyo valor inicial se
encuentra sobre o cerca de la linea que hay entre el estado de referencia actual y el
ultimo punto de la trayectoria vecina previa, Figura 3.6, con el fin de preservar la

direccion correspondiente al mayor exponente de Lyapunov. Los criterios utilizados
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para el umbral de sustitucion y otros detalles del algoritmo se pueden encontrar en
Wolf, Swift y col. (Wolf, Swift y col. 1985).

En principio, es posible emplear esta estrategia para obtener el segundo mayor
exponente de Lyapunov (Wolf, Swift y col. 1985), pero se convierte en algo muy dificil.
Por otro lado, es suficiente en muchos casos establecer la existencia de al menos un
exponente de Lyapunov positivo. El algoritmo de Wolf, por su robustez, a menudo se
emplea para el analisis de datos experimentales (Fell, Roschke y col. 1993; Fell y
Beckmann 1994).

Otro método directo, que es incluso mas sencillo en términos del nimero de parametros
libres, fue propuesto por Sato, Sano y col. (Sato, Sano y col. 1987), y Kuths y Herzel
(Kurths y Herzel 1987). Muy similar al algoritmo de Wolf, el crecimiento exponencial
medio de la distancia entre Orbitas vecinas se estudia en una escala logaritmica, esta vez
mediante el error de prediccion:

— L.y Iy =y
p(k) = 7+ Thioy log, (=) (3:27)

donde {y™} es la trayectoria vecina mas cercana de {y"}.

F: M—IR? Espacio de fase reconstruido IR?

Espacio de fase original M Atractor reconstruido [y(t)]

Atractor [¢", x(t)]

Mapa de coordenadas con

retardo, t,, y dimension de
encaje, d:

yO=(s(t), s(t-t),..., s(t-(d-1)-t))

t

Medida de la serie temporal escalar

Figura 3.5 Reconstruccion del espacio de fases a partir de la serie temporal escalar
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z(2t)

2(0)=2(0) _-~~

y(0)

Figura 3.6 Esquema de seleccién de trayectorias segun el procedimiento de Wolf

La dependencia del error de prediccion p(k) sobre el nimero de pasos de tiempo k se
puede dividir en tres fases. La fase 1 es el transitorio donde la orbita vecina converge en
la direccidn correspondiente al mayor de los exponentes de Lyapunov. Durante la fase 2
la distancia crece con exp(A i-ts'k) hasta que exceda el rango de validez de la
aproximacion lineal de la trayectoria alrededor de la drbita de referencia {y™*}. Asi la
fase 3 empieza donde la distancia crece mas despacio que exponencialmente hasta que
decrece de nuevo debido a plegamientos en el espacio de estados. Si la fase 2 es lo
suficientemente larga, un segmento lineal con pendiente A, aparece en la gréfica p(k)
frente a k, incremento temporal. Esto no solamente permite una estimacion del mayor
de los exponentes de Lyapunov, Ar1, Sino que también proporciona una verificacion
directa del crecimiento exponencial de distancias, propio del caos determinista, a
diferencia de los procesos estocasticos, con graficas no lineales (Dammig y Mitschke
1993).

Una propiedad interesante de la funcion del error de prediccién es la relacion de su
pendiente con el exponente maximo de Lyapunov (Wichard, Parlitz y col. 1998). La
aplicacion del método directo obliga a utilizar unos procedimientos de seleccién del
retardo y la dimension de encaje (Wichard, Parlitz y col. 1998; Merkwirth, Parlitz y col.
2009). Los teoremas de encaje (Takens 1980; Sauer, Yorke y col. 1991) acotan el
retardo pero no lo fijan. Una subestimacion de este tiempo conduce a estados
reconstruidos que no difieren mucho y cuyos puntos se dispersan alrededor de una linea
recta. Por otro lado, una sobrestimacion conduce a atractores caoticos que se pliegan,
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con autointeracciones y una pérdida de correspondencia entre estados originales y
reconstruidos. Otro aspecto a considerar es la duracidn del registro de la serie temporal,

que es crucial para cara caracterizar la dimension de encaje.

Se han propuesto muchos métodos para seleccionar el retardo (Rosenstein, Collins y
col. 1994), los més conocidos consisten en minimizar la redundancia de las coordenadas
con retardo de los estados reconstruidos, Ecuacion (3.26), mediante las funciones de
autocorrelacion lineal o conceptos de teoria de la informacién como la informacién
mutua (Frazer 1989). Asi, una buena estimacion del retardo se obtiene a partir del
primer minimo de la informacion mutua. A partir de este valor y utilizando el método
propuesto por Cao (Cao 1997) se puede estimar la dimension de encaje con la que
obtener la reconstruccion del espacio de fase.
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CAPITULO 4

MODELOS EN RED

La solucion de los problemas mencionados en el Capitulo 2 implica resolver las
ecuaciones desarrolladas considerando ademas las condiciones de contorno e iniciales
para cada caso. En los siguientes apartados se deduce el modelo en red correspondiente

a la ecuacion de gobierno para cada uno de los problemas mencionados.

4.1 MODELOS EN RED PARA SIMULACION DEL MODELO
FRENKEL-KONTOROVA-TOMLINSON

Los detalles de las reglas del método de simulacion por redes (MESIR) pueden
encontrarse en Gonzalez-Fernandez (Gonzalez-Fernandez 2001). Se describe a
continuacion una sintesis de la aplicacion de estas reglas para el disefio del modelo en

red.

Se empieza por describir el modelo en red del proceso de friccion seca. El disefio de un
modelo en red fiable requiere una equivalencia formal entre las ecuaciones del modelo y
las del proceso, incluyendo las condiciones de contorno y las condiciones iniciales.
Dado que la Ecuacion (2.19) se refiere a cada atomo, el modelo basico de la red tiene
que ver con esta ecuacién y el modelo completo esta formado por 233 redes o
ecuaciones basicas acopladas. A estas ecuaciones se les aflade las condiciones de

contorno y las condiciones iniciales.

El primer paso es elegir la equivalencia entre las variables mecanicas y eléctricas. Se
establece la siguiente: &; (desplazamiento relativo de cada atomo) = ¢ (carga eléctrica en
la red de cada atomo), o d&;/dt (velocidad relativa de cada atomo) = dg/dt = i (corriente
eléctrica en la red asociada a cada atomo). Ahora, cada término de la Ecuacion (2.19) se
considera como una tension en un componente eléctrico cuya ecuacion caracteristica se
define por la expresion matematica de este término. Por lo tanto, la ecuacion se puede
considerar como un balance de las tensiones de una red o lazo que contiene tantos

componentes eléctricos conectados en serie como términos tiene la ecuacion.

Los tres terminos lineales de la Ecuacion (2.19) se implementan como sigue: el término

‘(dzgj/dtz)’ estd asociado a una bobina ya que la ecuacion caracteristica de este
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componente es Vi ;=L;-(di;/dt)=L;-(d°q;/dt?), con L;=1H; el término
‘(1/m)-(B+y)-(dg;/dt)’ esta asociado a una resistencia ya que su ecuacion caracteristica
es Vrj=Ryj-i = Ryj-(dg;j/dt), con Ryj = (B+y)/m; y el término *(1/m)-y-v’ se implementa
mediante una fuente de tension simple de valor constante V1;=y-v. Teniendo en cuenta
la polaridad de la fuente, los tres elementos se muestran en el modelo en red de un

atomo, Figura 4.1-a.

Los términos no lineales, que incluyen los términos acoplados entre las ecuaciones de
cada atomo, no se pueden implementar directamente, y requieren el uso de fuentes de
tension controladas por tension, fuentes de corriente controladas por intensidad, o bien
de circuitos auxiliares. En el primer caso se tienen dispositivos cuya salida se define
como una funcién continua de las tensiones existentes en otros puntos del modelo. Su
argumento puede contener tensiones en cualquier nodo de la red o corrientes en
cualquier componente. Esta capacidad, que esta mas alla del alcance de la analogia
eléctrica clésica que aparece en muchos libros, hace que el método de redes sea una

herramienta interesante y eficiente en el campo de la computacion.

Para implementar los términos ‘(1/m)-(2x1+x2)-&;” y “(1/m)-k1-(Ej1 + &Ej+1)’, l0s valores
de &; se deben determinar mediante la integracion de la corriente en el modelo de red de
un atomo, v;. Para este proposito, se implementa un circuito auxiliar, Figura 4.1-b. Fj es
una fuente de corriente controlada cuya salida es la corriente, d&;/dt, que atraviesa la
fuente de tension V. La tension de esta fuente, que actta de amperimetro, es nula con
el fin de no perturbar el modelo en red de la Ecuacion (2.19). La corriente de F; se
integra usando un condensador de capacidad C;=1F; de esta manera la tension en bornes
de este condensador, Vc,j:Cj'l-I(dgj/dt)dt, es simplemente la variable &;. La resistencia
de valor muy elevado, Ring, €S un requisito de continuidad eléctrica impuesto por el
cddigo de simulacidn. Una vez que la tension se ha determinado en el condensador para
cada atomo, se utilizan dos fuentes de tension controladas para implementar los
términos ‘(1/m)-(2x1+x2)-&;" y “(U/m)-x1-(&j1+Ej+1)’s E1j Y Eaj, respectivamente. El
ultimo término, ‘(1/m)-b-sin(2n(ve-t+c:j+&;))’, se implementa también mediante una
fuente de tension controlada, Esj, y requiere las variables &; y tiempo, t. La primera
variable se obtiene del circuito auxiliar, Figura 4.1-b, mientras que la variable tiempo se
obtienen de un nuevo circuito auxiliar, Figura 4.1-c. Una fuente de tension simple, cuya

salida aumenta linealmente con el tiempo, proporciona la variable tiempo, t, como la
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tension en los extremos de la resistencia R,. De este modo, los circuitos de las Figuras
4.1-a y 4.1-b constituyen el modelo en red para cada dtomo; un total de P circuitos

como estos mas el circuito variable de tiempo completan la red del modelo de FKT.

Otro circuito auxiliar proporciona la fuerza de friccion total, Figura 4.1-d. Para ello se
conectan en serie un total de P fuentes de tension controladas, E4j, proporcionando cada
una de ellas el valor m-(i2/m)-&;, y una resistencia, Ryni. Asi, fk(t) es la tension en los

terminales de Ryn; .

Lj Vi, R1, V2,i E1; E2,j E3,j

1'H"2 3'H}"4OSO 6@

a)

9
+
7 8 E4,233
A +
Fi p— o §Rinf Vit § :
L d)

§ RUNI=1Q

R2
.
1 E42
b) c) *
Ea1

Figura 4.1 Modelo en red de un atomo. a) Circuito principal, b) circuito auxiliar para obtener &;,
c) circuito auxiliar para obtener el tiempo, y d) circuito para obtener la fuerza de friccion
instantanea

Las ecuaciones &1.1=Ep Y Ep+1=E1 Se introducen en la especificacion de las fuentes de
tension controladas E4; y E4p para implementar las condiciones de contorno. El modelo
en red completo se ejecuta ahora en un ordenador personal cuyo microprocesador es el
Core (TM) 2 Duo de Intel, utilizando el codigo PSpice (Nagel 1975; Kielkowski 1994;
Vladimirescu 1994). Hay dos maneras de construir el modelo en red en PSpice: como
un archivo de texto o, directamente, como una red simbolica mediante la opcion
esquematica. En ambos casos, son necesarias muy pocas reglas ya que el modelo

contiene muy pocos dispositivos eléctricos diferentes.
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4.2 MODELOS EN RED PARA SIMULACION DEL MICROSCOPIO
DE FUERZA ATOMICA

El modelo en red basico esta relacionado con el Sistema de Ecuaciones (2.31) a la que
hay que afadir las condiciones iniciales. Para el problema considerado, se establece la
siguiente equivalencia: x; (desplazamiento de la puntera en la direccion x) = q (carga
eléctrica en la red) o dx./dt (velocidad de la puntera en la direccion x) = dq / dt = i
(corriente eléctrica en la red). En las otras direcciones se aplican equivalencias
similares. Ahora, cada término de la primera ecuacion del Sistema de Ecuaciones (2.31)
se considera como una tension en un componente eléctrico cuya ecuacion caracteristica
o constitutiva se define mediante una expresion matematica. El término lineal de la
primera ecuacién del Sistema de Ecuaciones (2.31) ‘(d*x./dt?)’ esta asociado a una
bobina con L=1H. ElI mismo tipo de elemento eléctrico se utiliza para las otras dos
direcciones. Los términos no lineales no pueden implementarse directamente, y se
requiere el uso de fuentes de tension controladas por tensién, fuentes de corriente

controladas por intensidad, o bien circuitos auxiliares.

El término ‘X’ se determina mediante la integracién de la corriente en el modelo en red,
dx./dt. Para este propoésito se implementa un circuito auxiliar, Figura 4.2-b en los
modelos de FFM actuando sobre una muestra de NaF y de SFM sobre MoS,; Figura
4.3-c en el modelo de AFM sobre grafito; y Figura 4.4-c en el de AFM sobre xenon.
Los términos y; y z; se implementan en modelos en red similares. F1x es una fuente de
corriente controlada por la corriente que atraviesa la fuente de tension Vy, dx/dt, y cuya
salida es esta misma corriente. La corriente de Fi, se integra usando un condensador
con C,y=C,=1F, de esta manera la tension a través de este condensador, Ve =Cy ™/
(dx¢/dt)dt, es simplemente la variable x;. La resistencia de valor muy alto, R\, €S un
requisito de continuidad eléctrica impuesto por el software de simulacién. Una vez que
esta variable ha sido determinada, se utiliza una fuente de tension controlada para
implementar el término del modelo “kyx-(Xm-Xt)’, es decir, E; en los modelos de FFM
sobre NaF y SFM sobre MoS;, y E1x; en los de AFM sobre muestras de grafito y de
xenon. La variable xy se determina mediante el producto de la velocidad del
microscopio por el tiempo, que a su vez se implementa mediante un circuito auxiliar,

Figura 4.2-c.
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El término dV/ox; también se implementa mediante una pareja de fuentes de tension
controlada, E; y E1a, tanto para el modelo de FFM sobre NaF como para el de SFM
sobre MoS,. En el modelo de AFM sobre grafito o xenon, la fuente de tension

controlada es Eyo.

Lx Vx Rx E1 Ela Rx1
1l

E2
A W o YW/

0 0
a)
X 6x 7x
A +
Fix ———Cu §Rinfxl VTIXL @ § RTIX1=1Q
b) c)
Ly Vy Ry E3 E3a Ry1 Es4
HEWW——¢ >—¢ F—wWW—F 3
ly - 2y 3y / dya / 4y 5y _/
0 0
d)
Y

Figura 4.2 Modelo en red para las direcciones x e y de un FFM sobre NaF, de un SFM sobre
MoS, y de un SFM sobre grafito pirolitico altamente orientado. a) y d) Circuitos principales, b)
y €) circuitos auxiliares integradores para la obtencion de x; e y;, y €) circuito auxiliar para la
obtencién del tiempo

Cuando se usa el potencial de Lennard-Jones, se hace necesario un circuito auxiliar,
Figura 4.3-b, para el modelo de AFM sobre grafito; y otro similar, Figura 4.4.-b, del

mismo microscopio sobre xenon. Los términos oV/oy; y odV/oz; se implementan de
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forma similar. El Gltimo término de la primera ecuacion del Sistema de Ecuaciones
(2.31) se implementa mediante una resistencia de valor ¢, en los modelos de FFM sobre
NaF y de SFM sobre MoS,. El dltimo término de la segunda y la tercera ecuacion del

Sistema de Ecuaciones (2.31) se implementa de forma similar.

Lx Vx Rx ;1% ETx2
(Ll
+ +
1x -1 2X /\/\/\/ 3x \_/ 4x
0 0
a)
Sx X 1Tx
+
Ese00 A

Fax —r % § Rinfx
S599

+ S2 = =
Rsx=1Q
c)

Es2
+ S1 1TT
Es1 +
ViTT R1TT=1Q
b) d)
SRi
+
ESRi RsSRi=1Q
e)

Figura 4.3 Modelo en red para la direccion x de un AFM sobre grafito. a) Circuito principal, b)
circuito auxiliar para la obtencion de la fuerza procedente del potencial de Lennard-Jones, c)
circuito auxiliar integrador para la obtencién de x;, d) circuito auxiliar para la obtencién del
tiempo, y e) circuito auxiliar para la obtencién del cuadrado de la distancia entre la puntera del

AFM y el atomo de carbono
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Figura 4.4 Modelo en red para la direccion x de un AFM sobre xendn. a) Circuito principal, b)
circuito auxiliar que obtiene la fuerza procedente del potencial de Lennard-Jones, ¢) circuito
auxiliar integrador para la obtencién de x;, d) circuito auxiliar para la obtencién del tiempo y €)
circuito auxiliar para la obtencion del cuadrado de la distancia entre la puntera del AFM y el
atomo de xendén

Las ecuaciones x{=z;=0, y;=y(coordenada) al inicio de la linea de escaneo, y
dx./dt=dy/dt=dz./dt=0 se introducen como condiciones iniciales del condensador y de
la bobina respectivamente. EI modelo en red completo se ejecuta en un procesador Duo

Core, empleando el codigo propio de PSpice.
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4.3 MODELO EN RED PARA SIMULACION DEL MODELO DE
KAIDANOVSKY-KHAIKIN

El modelo en red béasico esta relacionado con la Ecuacion (2.35) a la que hay que afiadir
las condiciones iniciales. Para este problema, se establece la siguiente equivalencia: X
(desplazamiento del bloque) = q (carga eléctrica en la red) o dX/dt (velocidad del
bloque) = dg/dt = i (corriente eléctrica en la red). Ahora, cada término de la Ecuacion
(2.35) se considera como una tension en un componente eléctrico cuya ecuacion

caracteristica se define mediante la expresion matematica de este término.

El término lineal de la Ecuacién (2.35) ‘(d*X/dt?)’ est4 asociado a una bobina con
L=1H.

Los términos no lineales no pueden implementarse directamente y requieren el uso de
fuentes de tension controladas por tension, fuentes de corriente controladas por

corriente, o bien circuitos auxiliares.

El término X' se determina mediante la integracion de la corriente en el modelo en red,
dX/dt. Para este proposito se implementa un circuito auxiliar, Figura 4.5-b. F es una
fuente de corriente controlada por la corriente que atraviesa la fuente de tension Vi,
dX/dr, y cuya salida es esta misma corriente. La corriente de F se integra usando un
condensador con C=1F, de esta manera, la tension en bornes de este condensador,
Vc=C*(dX/dr)dr, es simplemente la variable X. La resistencia de valor muy alto, R,
es un requisito de continuidad eléctrica. Una vez que esta variable ha sido determinada,
se utiliza una fuente de tension, E;, para implementar el penaltimo término; ésta esta
controlada por la tension en bornes del condensador, V(5,0), que implementa el término
'X'. El dltimo término se implementa mediante una fuente de tension, E,, controlada por
la fuerza de rozamiento que, a su vez, es implementada por una fuente de tension, Ey;,
controlada por la corriente que circula por la bobina, L;. Esta corriente, dX/dt, que

atraviesa la fuente de tensién, V1, del circuito principal, se mide en dicho elemento.

Las condiciones complementarias de las fases de stick y slip se implementan mediante
dos interruptores, S; y S,, controlados por tension. S; se cierra durante la fase de slip.
Por el contrario, si S; se abre, S, obligatoriamente se cierra, y se pasa a la fase de stick.

La tensién que controla los interruptores procede de un circuito, Figura 4.5-c, que
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transforma la fase del modelo en una tension. De este modo, los circuitos de la Figura

4.5 forman el modelo en red.

S1 E1 E2
30 .
L1 Vi R1
HWA— 0
1 ==+ 2 3 =
S2 G1
| ]
0 D —
= 40 J_
L0
a) =
X 5 6 7 21
A Econtrol EElas E21

F —_—c Rinf§ C)Rcommé (D REIas§ CD R21§

b) <) d) e)

Figura 4.5 Modelo en red para la direccién X en el modelo de Kaidanovsky-Khaikin. a) Circuito
principal, b) circuito auxiliar integrador que obtiene X, c) circuito auxiliar para controlar los
interruptores, y d) circuito auxiliar para controlar la transicién entre las fases de stick y slip

La Ecuacion (2.36) se implementa mediante las condiciones iniciales del condensador y
la bobina. EI modelo en red completo se ejecuta en un procesador Duo Core, empleando

el cadigo propio de PSpice.

4.4 MODELO EN RED PARA SIMULACION DEL MODELO DE
BURRIDGE-KNOPOFF

El modelo en red basico esta relacionado con la Ecuacion (2.40) a la que hay que afiadir
las condiciones iniciales. De forma analoga a los casos anteriores, se establece la
siguiente equivalencia: X (desplazamiento del bloque 1) = q; (carga eléctrica en la red)
y X, (desplazamiento del blogue 2) = g, (carga eléctrica en la red) o dX;/dt (velocidad
del bloque 1) = dqg,/dt = i, (corriente eléctrica en la red) y dX,/dt (velocidad del bloque
2) = dgy/dt = i, (corriente eléctrica en la red). Ahora, cada término de la Ecuacion
(2.40) se considera como una tensién en un componente eléctrico cuya ecuacion

constitutiva se define mediante la expresion matematica de este término.
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Los términos lineales de la Ecuacion (2.40) “(d*X1/dt?)’ y “(d*X»/dt?)’ estan asociados
a bobinas con inductancia unidad. Los términos no lineales, como en los casos
anteriores, no pueden implementarse directamente, y se requiere el uso de fuentes de
tension controladas por tension, fuentes de corriente controladas por corriente, o bien de

circuitos auxiliares.

Los términos "X;'y "X,' se determinan mediante la integracion de las corrientes en el
modelo en red, dX;/dt y dX,/dt. Para este proposito se implementan dos circuitos
auxiliares, Figuras 4.6-b y 4.6-g. F1 y F1a son unas fuentes de corriente controladas por
las corrientes dX1/dt y dX,/dt, que atraviesan las fuentes de tension V; y Via y cuyas
salidas son estas mismas corrientes, respectivamente. Las corrientes generadas por Fy y
F1a se integran usando condensadores con C1=C;a=1F, de esta manera, las tensiones en
bornes de estos condensadores, Vci=C1[(dX1/dt)dt y Veia=Cial(dX,/dt)dz, son
simplemente las variables X; y X, respectivamente. Las resistencias de valor muy alto,
Rine1 Y RinFia, SON un requisito de continuidad eléctrica. Una vez que estas variables
han sido determinadas, se utiliza un par de fuentes de tension, E;1 y Eja, para
implementar los penultimos términos. Estas fuentes estan controladas por las tensiones
en bornes de los condensadores, V(5,0) y V(5A,0), que implementan los términos 'X;'y
‘X2’. Los dos ultimos términos se implementan mediante dos fuentes de tension, E, y
E,a, controladas por las fuerzas de rozamiento. Estas fuerzas se implementan, a su vez,
por un par de fuentes de tension, E»; y E21a, controladas por las corrientes que circulan
por las dos bobinas, L1 y Lia. Estas corrientes, dXi/dt y dX,/dt, que atraviesan las

fuentes de tension V1 y V1 de los circuitos principales, se miden en dichos elementos.

Las condiciones complementarias de las fases de stick y slip se implementan mediante
sendas parejas de interruptores, S; y S, para el bloque 1y Sia y Sza para el bloque 2,
controlados por tension. Sy, para el bloque 1, 0 S1a, para el blogue 2, se cierran durante
la fase de stick. Por el contrario, si S; y/o Sia Se abren, S, y/o S,a obligatoriamente se
cierran, pasadndose a la fase de slip. Las tensiones que controlan los interruptores
proceden de dos circuitos, Figuras 4.6-c y 4.6-h, que asocian las fases del modelo a
tensiones concretas. De este modo, los circuitos de la Figura 4.6 forman el modelo en

red.
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La Ecuacion (2.40) se implementa mediante las condiciones iniciales del condensador y
la bobina. El modelo en red completo se ejecuta en un procesador Duo Core, empleando
el cadigo propio de PSpice.

4.5 MODELO EN RED PARA SIMULACION DE UN MECANISMO
DE FRENO

El modelo en red basico esta relacionado con el Sistema de Ecuaciones (2.46) a la que
hay que afadir las condiciones iniciales. Para este problema se establece la siguiente
equivalencia: x (desplazamiento horizontal del bloque) = g, (carga eléctrica en la red), y
(desplazamiento vertical del bloque) = g, (carga eléctrica en la red), o dx/dt (velocidad
horizontal del bloque) = dqg./dt = i; (corriente eléctrica en la red) y dy/dt (velocidad
vertical del bloque) = dqg./dt = i, (corriente eléctrica en la red). Ahora, cada término del
Sistema de Ecuaciones (2.46) se asocia a la tensién de un componente eléctrico cuya

ecuacion caracteristica se define mediante la expresion matematica correspondiente.

Los términos lineales del Sistema de Ecuaciones (2.46) ‘(d*x/dt?)’ y “(d®y/dt?)’ estan
asociados a bobinas con Li=1H y L;a=£=J/mL? Los términos no lineales no pueden
implementarse directamente, y requieren el uso de fuentes de tension controladas por

tension, fuentes de corriente controladas por corriente, o bien circuitos auxiliares.

Los términos X' e 'y' se determinan mediante la integracion de las corrientes en el
modelo en red, dx/dt y dy/dt. Para este propdsito se implementan dos circuitos
auxiliares, Figuras 4.7-b y 4.7-h. F1 y F1a son fuentes de corriente controladas por las
corrientes, dx/dt y dy/dt, que atraviesan, a su vez, las fuentes de tension Vi y Via

respectivamente, y cuyas salidas son estas mismas corrientes.

Las corrientes generadas por F1 y Fia se integran usando condensadores de capacidad
unidad; de esta manera, las tensiones en los mismos, V¢1=C;J(dx/dt)dt Y Vcia=Cia”

Y(dy/dt)dr, son simplemente las variables x e y respectivamente.
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Figura 4.6 Modelo en red para las direcciones X; y X, en el modelo de Burridge-Knopoff . a) y
f) Circuitos principales, b) y g) circuitos auxiliares integradores que obtienen X; y X, c) y h)
circuitos auxiliares para controlar los interruptores, d) e i) circuitos auxiliares para controlar la
transicion entre la fase de stick y la de slip; y e) y j) circuitos auxiliares para implementar E, y

E.,a respectivamente

Una vez que estas variables han sido obtenidas, se utiliza un par de fuentes de tension,
E1y E1a, para implementar el pendltimo término de la primera ecuacion del Sistema de

Ecuaciones (2.46) y el ultimo término de la segunda ecuacion del mismo sistema. Estas
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fuentes estan controladas por las tensiones en bornes de los condensadores, V(5,0) y
V(5A,0), que implementan los términos 'x' e ‘y’. El Gltimo término de la segunda
ecuacion del sistema se implementa mediante E,, controlada por la fuerza de
rozamiento. Esta fuerza se implementa por una fuente de tension, Err, controlada por la
corriente que circula por la bobina, L1, y por la tension en el condensador Cya, V(5A,0).

La corriente en la bobina L, dx/dt, que atraviesa la fuente de tension Vi del circuito

principal, se mide en dicho elemento.
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Figura 4.7 Modelo en red para las direcciones x e y en un mecanismo de freno. a) y g) Circuitos
principales, b) y h) circuitos auxiliares integradores que obtienen x e y, c) circuitos auxiliares
para controlar los interruptores, d) circuito auxiliar para controlar la transicion entre la fase de

stick y la de slip, y e) y f) circuitos auxiliares para conseguir E,
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Las condiciones complementarias de las fases de stick y slip se implementan mediante
dos interruptores, S; y S,, controlados por tensién. S; se cierra durante la fase de slip.
Por el contrario, si S; se abre, S, obligatoriamente se cierra, y se tiene la fase de stick.
La tension que controla los interruptores procede de un circuito, Figura 4.7-c, que asocia
tensiones concretas a cada fase del modelo. Con todo, el modelo en red esta constituido

por los circuitos de la Figura 4.7.

El Sistema de Ecuaciones (2.46) se implementa mediante las condiciones iniciales del
condensador y la bobina. EI modelo en red completo se ejecuta en un procesador Duo

Core, empleando el codigo propio de PSpice.
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CAPITULO 5

APLICACIONES DE LOS
MODELOS DE FRICCION

Se presentan cinco aplicaciones del MESIR a los procesos de friccion recogidos en el
apartado 2.4. Para estos procesos se dispone de resultados parciales obtenidos por otros
autores y resultados experimentales propios con los que es posible verificar los del
método de redes. Ademas, se analizara el efecto de los parametros en el

comportamiento de los sistemas propuestos.

5.1 SIMULACION DE FRICCION A ESCALA MICROSCOPICA:
MODELO FRENKEL-KONTOROVA-TOMLINSON
Todos los parametros se expresan en forma adimensional. La unidad de longitud es A

(m) y la unidad de tiempo es \/m/k, (s). El resto de unidades se puede expresar en

términos de estas unidades basicas.

El problema estatico viene caracterizado por la fuerza méxima de friccion, relacionada
con la amplitud de la fuerza de interaccion, b, y la rigidez entre &tomos de la superficie
y del sustrato, k,. Estos parametros determinan: i) el punto de ruptura de la analiticidad,
y ii) la fuerza de friccion estatica nula. Con objeto de verificar el modelo con los
resultados de Weiss y Elmer (Weiss y EImer 1996) se van a utilizar los mismos valores

de los parametros: k,/m=1, 3/m=0,1y y/m=0.

Para valores de la fuerza de interaccion que no permiten utilizar un método iterativo, se
propone, en esta memoria un método alternativo consistente en dejar vibrar los atomos
un tiempo hasta que alcanzan el equilibrio. Esta hipdtesis estd representada por la
Ecuacion (2.24). La solucién de esta ecuacion conduce a un término transitorio y un
término constante. Este Gltimo coincide con la solucién del problema estatico de

friccién, Figura 5.1.

El método iterativo propuesto se puede aplicar para valores de b/m inferiores a 0,34,
Figura 5.2-a. Para valores mayores que 0,34 se usa un modelo basado en el método de

simulacion por redes ejecutado en PSpice.
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Figura 5.1 Desplazamiento relativo para el 1°(0), 2°(V) y 3*'(A) atomo (b/m=0,5 y xg=0)

Las Figuras 5.2-b y 5.2-c muestran que en los desplazamientos relativos para valores de
b/m inferiores a 0,413, la curva no presenta discontinuidades fuertes, ruptura de

analiticidad. Sin embargo, para b/m=0,5 la discontinuidad es clara, Figura 5.3.
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Figura 5.2 Desplazamiento relativo del atomo 1 en funcién del desplazamiento
del cuerpo, a) b/m=0,3; b) b/m=0,4 y c) b/m=0,413
La Figura 5.4 muestra nuestros resultados de fuerza de friccion frente al desplazamiento
del bloque para valores de b/m comprendidos entre 0,4 y 0,5. Estos coinciden con los
obtenidos por Weiss y Elmer (Weiss y Elmer 1996), aproximando la solucion mediante

una funcion envolvente.

Cuando b/m es menor que 0,413 se observa un periodo de 0,0043, aproximadamente
1/233, que es la distancia entre dos 4&tomos vecinos del bloque en movimiento. De esta
manera, los desplazamientos relativos de los atomos con respecto a sus posiciones de
equilibrio son los mismos para intervalos de desplazamiento del cuerpo de 1/233; sin
embargo, los atomos vecinos tienen una posicion relativa diferente, aspecto que se

justifica por la distinta posicion de cada uno en el blogue.
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Figura 5.3 Desplazamiento relativo del atomo 1 en funcién
del desplazamiento del cuerpo (b/m=0,5)
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Figura 5.4 Fuerza de friccién estatica frente a desplazamiento del cuerpo
a) b/m=0,4; b) b/m=0,413; ¢) b/m=0,42; d) b/m=0,44; e) b/m=0,45 y f) b/m=0,5
Los valores de la fuerza estatica obtenida por el presente método son aproximadamente
la mitad de los obtenidos por Weiss y Elmer (Weiss y Elmer 1996), relacion mas
facilmente verificable para b/m proximo a 0,5, Figura 5.5. Esto se debe a que estos
autores han aproximado la fuerza de friccion para un valor de la constante de red igual

al numero aureo a partir del contorno de las curvas de la fuerza friccién para otros

99



Capitulo 5 Aplicaciones de los modelos de friccidn

valores de esta constante. Ademas, para valores de b/m inferiores a 0,4 el valor de la
fuerza de friccion estatica es despreciable, resultado que también coincide con el
obtenido por Weiss y Elmer (Weiss y Elmer 1996).

0025 . - - r 1 o0
002 | 1 ool
005+ .
oo 1 [113]
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Oy 01 0z 03 E"' 05 % a1 0z 03 04 05
a) b)

Figura 5.5 Fuerza de friccion estatica frente a la amplitud de la fuerza de interaccion:
a) Método de simulacion en red; b) Weiss y EImer (calculado como una envolvente)

La Figura 5.6 muestra los resultados numéricos del valor critico de amplitud de la
fuerza de interaccion, b.°, en funcién de la rigidez entre atomos de la superficie y el
sustrato, k.. Como se muestra, estos valores son muy proximos a los presentados por
Weiss y Elmer (Weiss y Elmer 1996).

El problema dinamico se resuelve considerando los mismos parametros que en el
problema estatico, afiadiendoles el valor de la velocidad del cuerpo. Estos parametros
determinan: i) el punto de ruptura de la analiticidad y ii) la fuerza de friccion. El modelo
resuelve un sistema de ecuaciones constituido por la Ecuacion (2.19) aplicada a cada

atomo.

Con objeto de verificar nuestros resultados con los obtenidos por Weiss y Elmer (Weiss
y Elmer 1997), se van a utilizar los mismos valores de los parametros: b/m=0,159,
k2/m=1, B/m=0,1 y y/m=0. El valor de la velocidad que produce una fuerza de friccién
apreciable es vg=0,5. Tras un analisis preliminar, se observa que las transiciones se
producen en el rango de valores de b/m comprendido entre 0,1 y 0,2, y en el rango de
valores de k2/m comprendido entre 1,5 y 1,52. Las soluciones se pueden clasificar en
cuatro categorias (EImer 1998): i) soluciones estacionarias, que son simples soluciones

estaticas (vg=0), ii) soluciones periodicas representadas por una curva cerrada de uno o
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mas bucles en los diagramas de fase del &tomo (estas soluciones estan formadas por una
0 mas frecuencias conmensurables), iii) soluciones cuasiperiédicas compuestas por al
menos dos frecuencias inconmensurables, y iv) soluciones cadticas. Las transiciones
entre estos tipos de solucion no son bruscas sino que constituyen una mezcla de las

categorias anteriores.
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Figura 5.6 Valor critico de la amplitud de la fuerza de interaccién (b, >/m)
frente a la rigidez entre los atomos de la superficie y el sustrato («,/m)

La Figura 5.7 muestra la fuerza de friccion resultante en funcion de la velocidad del
cuerpo obtenida por el método de simulacion por redes. Estos resultados coinciden con
los de Weiss y Elmer (Weiss y Elmer 1997), en particular en las posiciones de los picos
de resonancia principal y paramétrica, a pesar de la suposicion lineal de la funcién
potencial asumida por Elmer, hipdtesis que quedaria justificado asumir. La Tabla 5.1 es

una comparacion detallada para algunas velocidades especificas.

Las FFTs del desplazamiento relativo de los atomos, las FFTs de la fuerza de friccion y
los diagramas de fase permiten caracterizar el tipo de movimiento. Estos resultados
pueden ser proporcionados directamente por PSpice (Nagel 1975; Kielkowski 1994;

Vladimirescu 1994), tras la simulacion, sin necesidad de tratamiento adicional de datos.
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Figura 5.7 El valor medio de la fuerza de fricciéon en funcion de la
velocidad del cuerpo mediante el método de simulacién por redes

Tabla 5.1 Comparacion del valor medio de la fuerza de friccién obtenido por diferentes métodos

Velocidad del Fuerza de friccién Fuerza de friccion
cuerpo (vg) (Weiss y Elmer, (NSM)
1997)
0,25 0,011 0,006
0,33 0,070 0,051
0,5 0,035 0,033
0,6 0,040 0,039
0,7 0 6,6e-5

Para b/m=0,1, la columna de la izquierda de la Figura 5.8 muestra las FFTs del
desplazamiento relativo de un a&tomo para diferentes valores decrecientes de la rigidez,
Kk2/m. Las soluciones son muy sensibles a pequefias variaciones de este parametro,
particularmente cerca de los valores 1,518 y 1,515. Estos valores separan regiones con
tipos diferentes de solucion. La columna de la derecha de la figura muestra el diagrama

de fase.
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Figura 5.8 FFTs y diagrama de fase del desplazamiento relativo de un atomo.
vg=0,5, b/m=0,1y a) k,/m=1,518; b) 1,515; c) 1,513 y d) 1,500
El espectro frecuencial tiene un pico a una frecuencia fundamental relacionada con la
velocidad del cuerpo, vg=0,5, cuya amplitud permanece constante para el rango
completo del pardmetro k,/m. Para valores bajos de este parametro aparece una banda
de ruido con una amplitud del mismo orden que la de la frecuencia fundamental. Esta

banda de ruido va desapareciendo conforme aumenta el valor del pardmetro estudiado.
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Como consecuencia, el diagrama de fase es una solucién periodica para los valores de
rigidez méas elevados, pasa a ser una solucién cuasiperiddica para valores intermedios
del parametro estudiado, y termina con soluciones cadticas para los valores mas bajos

del parametro.

La Figura 5.9 muestra las FFTs de la fuerza de friccion para diferentes valores del
parametro k,/m, magnitud importante en el disefio mecanico. En el espectro de la fuerza
de friccién promedio aparece una amplitud a 0,5 Hz, relacionada con la velocidad
absoluta del bloque, esta linea espectral también aparece en el del desplazamiento
relativo de cada atomo. EIl espectro contiene, asimismo, una banda estrecha similar a la
del desplazamiento relativo, que se comporta de forma analoga frente a variaciones en
la rigidez. Esta banda esta amplificada en el espectro de la fuerza de friccion. Fuera de
la region de los ciclos limite, para k,/m>1,518, Figura 5.10, el valor medio de la fuerza
de friccion disminuye linealmente con la rigidez. En la regién de ciclos limite este valor
medio es independiente de la rigidez, aspecto relevante dentro del campo de actuacion

de la tecnologia de superficies.

La Figura 5.11 muestra las FFTs, columna de la izquierda, y los diagramas de fase,
columna de la derecha, para valores crecientes de la amplitud de la fuerza de
interaccion, b/m, y a una rigidez constante. El valor b/m~0,100 separa la region de ciclo
limite, con b/m<0,1, de la region de Orbitas cuasiperiddicas, con b/m>0,1. Las
soluciones son muy sensibles al pardmetro b/m cuando éste es mayor que 0,1. Los
comentarios mencionados en el analisis del efecto del parametro anterior, Figuras 5.8 y
5.9, son validos para las Figuras 5.11 y 5.12. Sin embargo, los espectros con ruido de
ambos pardmetros difieren ligeramente. El intervalo de frecuencias con amplitudes

significativas aumenta con el valor del pardmetro b/m.

Finalmente, en la regidon cadtica, el valor medio de la fuerza de friccidbn aumenta
linealmente con la amplitud de la fuerza de interaccion, Figura 5.13. Fuera de esta

region, esta fuerza es independiente del parametro considerado.
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Figura 5.9 FFTs de la fuerza de friccion. vg=0.5, b/m=0,1.
a) k,/m=1,520; b) 1,515; c) 1,513 y d) 1,500
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Figura 5.10 Valor medio de la fuerza de friccion en funcion de la rigidez. b/m= 0,1

Por tanto, existe una clara relacion entre el movimiento ordenado de los atomos y el

valor minimo de la fuerza de friccion, asi como una dependencia entre el ordenamiento

del movimiento de los &tomos y el valor de los parametros b/my «k,/m.
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Figura 5.11 FFTs y diagrama de fase del desplazamiento de un atomo. vg=0,5, k,/m= 1,52.
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El anélisis de los resultados de esta simulacion se ha publicado como:

Alhama, F., F. Marin, y col. (2011). "An Efficient and Reliable Model to Simulate
Microscopic Mechanical Friction in the Frenkel-Kontorova-Tomlinson Model",
Computer Physics Communications 182 (11): 2314-2325.

5.2 SIMULACION DE FRICCION A ESCALA MICROSCOPICA:
MODELOS DE MICROSCOPIOS DE FUERZA ATOMICA

Se aplicard el método de simulacion por redes a los siguientes binomios superficie-
puntera de microscopio: NaF con FFM (Hélscher, Schwarz y col. 1996), MoS, con
SFM (Holscher, Schwarz y col. 1997), HOPG con SFM (Hoélscher, Schwarz y col.
1998), grafito con AFM (Sasaki, Kobayashi y col. 1996), y Xe con AFM (Hdlscher,
Allers y col. 2001).

5.2.1 SIMULACION DE FFM SOBRE UNA SUPERFICIE DE FLUORURO
sSODICO

La puntera del FFM recorre una muestra de NaF caracterizada por los siguientes
parémetros: my=m,=10" kg, c,=cy=10° N-s/m y k,=k,=10 N/m. El soporte del
microscopio se mueve a una velocidad constante de 400 A/s. Para comparar los
resultados del modelo en red con los obtenidos por Holscher, Schwarz y col. (H6lscher,
Schwarz y col. 1996), éstos se representan en una superficie de 20x20 A y con un
angulo de escaneado de 0°. El modelo propuesto resuelve el Sistema de Ecuaciones

(2.31) con el potencial definido por la Ecuacion (2.28).

La Figura 5.14-b representa las componentes de la fuerza elastica en la puntera, Fx y Fy,
para cada posicion de la superficie estudiada. La Figura 5.14-a facilita la identificacion
de la posicion de los atomos de dicha superficie. A partir de ambas figuras se aprecia la
correspondencia entre la estructura cristalografica considerada y la fuerza elastica en la
puntera del microscopio. El modelo desarrollado proporciona la imagen correspondiente
a una estructura cristalogréafica ideal que puede servir como referencia para el analisis
de la imagen de la estructura cristalografica real obtenida por el microscopio, e incluso

para evaluar la configuracion del mismo.

El resultado de la simulacién coincide con el obtenido por Hdélscher, Schwarz y col.
(Holscher, Schwarz y col. 1996).
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5.2.2 SIMULACION DE SFM SOBRE UNA SUPERFICIE DE BISULFURO DE
MOLIBDENO

La puntera del SFM recorre una muestra de MoS, caracterizada por los siguientes
parémetros: m,=my,=10®kg, c,=c,=10° N-s/m y k.=k,=10 N/m. El soporte del
microscopio se mueve a una velocidad constante de 400 A/s. Para comparar los
resultados del modelo en red con los obtenidos por Holscher, Schwarz y col. (Holscher,
Schwarz y col. 1997), éstos se representan en una superficie de 25x25 A y con un
angulo de escaneado de 0° EI modelo propuesto resuelve el Sistema de Ecuaciones
(2.31) con el potencial definido por la Ecuacién (2.28).

I\J

1.

sl

Y
—y

0.5

b)

Figura 5.14 a) Posicién de los 4&tomos en la red cristalina del NaF,
b) Fuerza elastica en la puntera: Fy a la izquierda y F, a la derecha
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La Figura 5.15-b representa las componentes de la fuerza elastica en la puntera, Fx y Fy,
para cada posicion de la superficie estudiada. La Figura 5.15-a facilita la identificacion
de la posicion de los atomos de dicha superficie.

3,16A

b)

Figura 5.15 a) Posicion de los atomos en la red cristalina del MoS.,
b) Fuerza elastica en la puntera: Fy a la izquierda y F, a la derecha

El resultado de la simulacion coincide con el obtenido por Hélscher, Schwarz y col.
(Holscher, Schwarz y col. 1997).
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5.2.3 SIMULACION DE SFM SOBRE UNA SUPERFICIE DE GRAFITO
PIROLITICO ALTAMENTE ORIENTADO Y DE AFM SOBRE GRAFITO

La superficie monocapa de grafito estudiada consta de 271 hexagonos con atomos de
carbono en sus Vvértices, en total 600. La constante de red es de 1,421 A. La superficie
de grafito se supone rigida.

La puntera del SFM recorre la muestra de HOPG caracterizada por los siguientes
parémetros: m,=my=10®kg, c,=c,=10% N-s/m y k.=k,=25 N/m. El soporte del
microscopio se mueve a una velocidad constante de 400 A/s. Para comparar los
resultados del modelo en red con los obtenidos por Holscher, Schwarz y col. (H6lscher,
Schwarz y col. 1998), éstos se representan en una superficie de 20x20 A y con un
angulo de escaneado de 7°. EI modelo propuesto resuelve el Sistema de Ecuaciones

(2.31) con el potencial definido por la Ecuacion (2.29).

La Figura 5.16-b representa las componentes de la fuerza elastica en la puntera, Fx y Fy,
para cada posicion de la superficie estudiada. La Figura 5.16-a facilita la identificacion
de la posicion de los a&tomos de dicha superficie. El resultado de la simulacion coincide

con el obtenido por Holscher, Schwarz y col. (Holscher, Schwarz y col. 1998).

La puntera del AFM va a recorrer una muestra de grafito cuyos parametros
caracteristicos son los siguientes: m,=m,=10"°kg, cx=cy=0 N-s/m, ky=k,=0,25-2,5 N/m
y k;=0,25 N/m. EIl soporte del microscopio se mueve con una velocidad constante de 10
AJs 'y un desplazamiento vertical de -6 A. Para comparar los resultados del modelo en
red con los obtenidos por Sasaki, Kobayashi y col. (Sasaki, Kobayashi y col. 1996),
éstos se representan en una superficie de 9,85x9,85 A y con un angulo de escaneado de
15°,

Sasaki, Kobayashi y col. (Sasaki, Kobayashi y col. 1996) no mencionan explicitamente
la masa de la puntera ni su velocidad, parametros considerados por otros autores en sus
analisis, por tanto ha sido necesario deducir sus valores a partir de las imagenes
proporcionadas por Sasaki y col., ya que son indispensables para implementar el
modelo. Este resuelve el Sistema de Ecuaciones (2.31) con el potencial definido por la
Ecuacion (2.30). La determinacion de los valores de estos parametros es una nueva
constatacion de la eficacia del modelo propuesto en este trabajo.
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La Figura 5.17-b representa la fuerza elastica en la puntera, Fy, para cada posicién de la
superficie estudiada. La Figura 5.17-a facilita la identificacion de la posicion de los

atomos de dicha superficie.

Légicamente el resultado de la simulacion coincide con el obtenido por Sasaki,
Kobayashi y col. (Sasaki, Kobayashi y col. 1996). La masa de la puntera es 100 veces
mayor que en el microscopio SFM y la velocidad es 40 veces menor. También es
destacable el uso de un amortiguamiento nulo de la puntera por parte de Sasaki,

Kobayashi y col.

b)

Figura 5.16 a) Posicion de los atomos en la red cristalina del HOPG,
b) Fuerza elastica en la puntera: Fy a la izquierda y F, a la derecha
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5.2.4 SIMULACION DE AFM SOBRE UNA SUPERFICIE DE XENON

Finalmente se va a estudiar el caso en el que la puntera de AFM recorre una muestra de
Xe caracterizada por los siguientes parametros: mX:my:lO'ekg, Cx=Cy=0 N-s/m y
kx=ky=k,=40 N/m. EIl soporte del microscopio se mueve a una velocidad constante de
10 AJs y tiene un desplazamiento vertical de -6 A. Para comparar los resultados del
modelo en red con los obtenidos por Holscher, Allers y col. (Holscher, Allers y col.
2001), éstos se representan en una superficie de 36x36 A y con un angulo de escaneado
de 15° Estos autores no mencionan explicitamente la masa de la puntera ni su
velocidad, parametros considerados por otros autores en sus analisis, por tanto ha sido
necesario deducir sus valores a partir de las imagenes proporcionadas por Hdlscher,
Allers y col., ya que de nuevo son indispensables para implementar el modelo. Este
resuelve el Sistema de Ecuaciones (2.31) con el potencial definido por la Ecuacion
(2.30).

La Figura 5.18-b representa la fuerza elastica en la puntera, Fx, para cada posicion de la
superficie estudiada. La Figura 5.18-a facilita la identificacion de la posicion de los
atomos de dicha superficie. El resultado de la simulacion coincide con el obtenido por
Holscher, Allers y col. (Holscher, Allers y col. 2001). La masa de la puntera es 100
veces mayor que en el microscopio SFM y la velocidad es 40 veces menor. También es
destacable el uso de un amortiguamiento nulo de la puntera por parte de Holscher,

Allers y col.

El andlisis de los resultados de esta simulacion esta pendiente de publicacion como:
Marin, F., F. Alhama, y col. “Modelling of Nanoscale Friction Using Network

Simulation Method”.

5.3 SIMULACION DE FRICCION A ESCALA MACROSCOPICA:
MODELO DE KAIDANOVSKY-KHAIKIN

En este apartado se aplicara el método de simulacion por redes a un modelo de friccion
a escala macroscopica, el de Kaidanovsky-Khaikin. Todos los pardmetros se expresan
en forma adimensional. La unidad de la fuerza es Fs (N) y la unidad de tiempo es

Jm/k (s). El resto de las unidades se pueden expresar en términos de estas unidades
basicas. El problema se resuelve para los pardmetros principales: velocidad

adimensional de la cinta, Vg, parametro adimensional del coeficiente de friccion
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dindmica, y, y parametro de precision, e. Estos determinan: i) la relacion entre el
desplazamiento del bloque y el pardmetro de precision para una velocidad de la cinta, ii)
la relacion entre el fendmeno stick-slip y el parametro de precision, y iii) la relacion
entre la forma del diagrama de fase y el parametro adimensional del coeficiente de
friccion dinamica.

2,46A

1,42A

X
06=15°
X

a)

b)

Figura 5.17 a) Posicién de los atomos en la red cristalina del grafito,
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b) Fuerza elastica en la puntera, Fy

El modelo propuesto resuelve las Ecuaciones (2.35) y (2.36) con la fuerza de friccion
definida por la Ecuacion (2.3). La Figura 5.19 muestra el desplazamiento del bloque en
funcién del tiempo para valores crecientes del parametro de precision. Para comparar
los resultados del modelo en red con los obtenidos por Galvanetto y col. (Galvanetto y
Bishop 1995; Galvanetto, Bishop y col. 1995; Galvanetto y Knudsen 1997; Galvanetto
2004; Galvanetto 2005) y van de Vrande, van Campen y col. (van de Vrande, van

Campen y col. 1999), se utilizan los siguientes valores: 3 paray y 0,01 para V.

b)
Figura 5.18 a) Posicion de los atomos en la red cristalina del xenén,
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b) Fuerza elastica en la puntera, Fy

15 . . .
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Figura 5.19 Evolucion del desplazamiento del bloque. Para V4=0,01
y e=1e2(-), e=1led(A), and e=1e6(*)
La curva de la Figura 5.19, con €=1e2, muestra una etapa inicial de stick seguida por
una etapa de slip continuo. La curva con g=1e6 muestra un comportamiento stick-slip
tipico, con un desplazamiento mayor que en el caso anterior y, por lo tanto, una fuerza
de friccion superior. Para e=1e4, la curva resultante muestra una forma méas compleja,
especialmente en los picos. La Figura 5.20 muestra la transicion entre los diferentes

estados.

Como se vio en la Figura 2.12, el valor de e=1e2 supone una transicion mas suave del
coeficiente de friccion en la zona de velocidad de deslizamiento nula, que queda
reflejada por el comportamiento de slip estacionario mostrado en la Figura 5.19. Sin
embargo, para €=1e6 la transicion es abrupta como queda reflejado en la misma figura.

La linea recta identifica la velocidad de la cinta, por tanto la fase de stick.

En los andlisis siguientes se va a utilizar e=1e6, valor que aproxima mejor el fendmeno
de friccion real. La Figura 5.21 muestra el plano de fase y el espacio de fase para

valores crecientes de velocidad adimensional de la cinta.

Todas las curvas de la Figura 5.21, excepto la Figura 5.21-d, muestran stick-slip, con un

atractor cuya dimension aumenta con la velocidad adimensional de la cinta.

Los resultados de la Figura 5.21-b coinciden con los obtenidos por van de Vrande, van
Campen y col. (van de Vrande, van Campen y col. 1999). El plano de fase de la Figura

5.21-c muestra velocidades superiores a la velocidad de la cinta. En la Figura 5.21-d
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aparece una fase de slip con una reduccion progresiva del desplazamiento. En general,

la amplitud del deslizamiento aumenta con la velocidad de la cinta.

Por ultimo, la Figura 5.22 muestra el plano de fase para valores crecientes del parametro
adimensional del coeficiente de friccion dindmica. Para comparar los resultados del
modelo en red con los obtenidos por Galvanetto y col. (Galvanetto y Bishop 1995;
Galvanetto, Bishop y col. 1995; Galvanetto y Knudsen 1997; Galvanetto 2004;
Galvanetto 2005) y van de Vrande, van Campen y col. (van de Vrande, van Campen y
col. 1999), el valor empleado para V4 es 0,2.

300+

200+
t

100+

0>—-._h___
05 T

Vv -05 -05 X

Figura 5.20 Espacio de fase del bloque para V4=0,01y e=1e6

Todas las curvas de la Figura 5.22, excepto la Figura 5.22-a, muestran stick-slip, con un
atractor cuya dimension aumenta con el parametro adimensional del coeficiente de
friccion dindmica. En la Figura 5.22-a aparece una fase de slip con una reduccién
progresiva del desplazamiento. El apuntamiento del coeficiente de friccion en la zona de
velocidad de deslizamiento nula, Figura 2.12, logicamente aumenta la amplitud del
deslizamiento. Asi mismo, la Figura 5.22-d coincide con la obtenida por van de Vrande,

van Campen y col.

El andlisis de los resultados de esta simulacion se ha publicado en la primera parte del
siguiente articulo:
Marin, F., F. Alhama, y col. (2012). "Modelling of Stick-Slip Behaviour with Different

Hypotheses on Friction Forces.” International Journal of Engineering Science 60: 13-24.
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5.4 SIMULACION DE FRICCION A ESCALA MACROSCOPICA:
MODELO DE BURRIDGE-KNOPOFF

De la misma forma que para el modelo de 1-grado de libertad, todos los parametros se
usan en forma adimensional. La unidad de la fuerza de friccién es Fg; (N) y la unidad de

tiempo /m/k, (s). El resto de unidades se puede expresar en términos de estas

unidades basicas.
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Figura 5.21 Planos de fase (izquierda) y espacios de fase (derecha).
a) V4=0,1; b) V4=0,2; C) V4=1,0 Yy d) V=10
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Dado que el efecto del pardmetro y se estudié en la seccidon anterior, en ésta nos
centramos en el estudio del efecto de la velocidad adimensional de la cinta, V4. Se van
a analizar los eventos y los atractores. Con el propdsito de comparar con las referencias
actuales (Galvanetto y Bishop 1995; Galvanetto, Bishop y col. 1995; Galvanetto y
Knudsen 1997; Galvanetto 2004; Galvanetto 2005), solo se utilizan los parametros de

friccion y=3, e=1eb y a=1,2.
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Figura 5.22 Planos de fase para V4=0,2; a) y=0; b) y=1; ¢) y=2 y d) y=3

El modelo propuesto resuelve el Sistema de Ecuaciones (2.40) con la fuerza de friccion
definida por la Ecuacion (2.3). El estudio de la dindmica del sistema durante un ciclo
completo, con condiciones iniciales de reposo y tras un régimen transitorio, representa
el movimiento del sistema. Los diferentes eventos observados se pueden clasificar en
los siguientes tipos: un evento de un solo bloque, un evento de dos blogues y un evento
maultiple. En un evento de un solo bloque, el caso mas sencillo, uno de los dos blogues
desliza y luego se detiene, mientras que el otro permanece en reposo relativo en la cinta
en movimiento. En el caso del evento de dos bloques, durante el periodo de
deslizamiento de uno de los dos bloques, el otro inicia el deslizamiento y luego se
detiene. Un evento mdltiple es un evento de dos blogues con mas de un inicio y parada
en cada uno de los dos bloques (Nussbaum y Ruina 1987).
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La Figura 5.23-a muestra la evolucién de los desplazamientos de las masas, X; y X,
durante un evento de dos bloques mientras que la Figura 5.23-b muestra el plano de
desplazamientos. Los resultados representados en la Figura 5.23 son similares a los
obtenidos por Galvanetto (Galvanetto 2005). La Figura 5.23-b muestra que el plano de
desplazamientos es una técnica util para la identificacion de los diferentes tipos de
eventos, pero no para la identificacion de un atractor. La identificacion previa del tipo

de evento permite estudiar mejor el efecto de los parametros.

a) b)
Figura 5.23 Evolucion de los desplazamientos: a=1,2; f=1,3; y=3,0; e=1e6; V4=0,12; d=0,0602.
a) Cronograma de X; (-) y X, (0) y b) Plano de desplazamientos
De nuevo, la Figura 5.24-a muestra la evolucion de los desplazamientos de las masas
durante un evento mdaltiple mientras que la Figura 5.24-b muestra el plano de
desplazamientos. De forma anéloga, la Figura 5.25-a muestra la evolucion de los
desplazamientos de las masas durante un evento de un bloque, y la Figura 5.25-b

muestra el plano de desplazamientos de éstos.

La Figura 5.26 muestra los planos de fase del bloque 1 y del bloque 2 para V4=0,15.
Esta figura contiene dos atractores. En la Figura 5.26-a aparecen velocidades superiores
a la velocidad de la cinta. Para analizar la influencia de la velocidad de la cinta sobre el

atractor s6lo vamos a representar el bloque 2.

Las Figuras 5.27-5.29 muestran la relacion que hay entre la forma del atractor del
bloque 2 y la velocidad de la cinta, V4. Las Figuras 5.27-5.28 muestran la transicion
entre el caos, Figura 5.27-a, un atractor, Figura 5.28-b, y un atractor cuadruple, Figura

5.28-a. La forma del atractor depende de la velocidad de la cinta: para valores altos la
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forma es simple y para valores reducidos las formas son mas complejas. El atractor es

mas simple para el valor de V4=0,20.

Por altimo, las Figuras 5.30-5.31 muestran los mapas logisticos para varias velocidades
de la cinta. La Figura 5.30-a muestra bucles divergentes, y la Figura 5.30-b y la Figura
5.31 representan atractores. No se aprecia una ventaja clara entre estas representaciones

y las correspondientes a los planos de fase.
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Figura 5.24 Evolucion de los desplazamientos: a=1,2; f=1,3; y=3,0; e=1e6; V4=0,12;
d=0,0602. Cronograma de X; (-) y X, (0) y (b) Plano de desplazamientos

15
05 N /
1 ::‘.
05 2y
06 05
>
0.4 P
A /
0.2
£
: , o 5 4 95 0 05 1 15
‘?00 102 104 106 108 1 110 112 114 116 118 m
a) b)

Figura 5.25 Evolucion de los desplazamientos: a=1,2; f=1,3; y=3,0; e=1e6; V4=0,0808;
d=0,0602. a) Cronograma de X; (-) y X, (0) y b) Plano de desplazamientos
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El andlisis de los resultados de esta simulacion se ha publicado en la segunda parte del
siguiente articulo:
Marin, F., F. Alhama, y col. (2012). "Modelling of Stick-Slip Behaviour with Different

Hypotheses on Friction Forces.” International Journal of Engineering Science 60: 13-24.

5.5 SIMULACION DE FRICCION A ESCALA MACROSCOPICA:
MODELO DE UN MECANISMO DE FRENO

En este apartado se aplicara el método de simulacién por redes al mecanismo de freno

mostrado en la Figura 5.32. Sus dimensiones son:

- longitud del codo, L, de 0,105 m
- masa del codo, m, de 0,215 kg
- radio del tambor, R, de 0,11 m
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Figura 5.26 Planos de fase para V4=0,15. a) bloque 1 y b) bloque 2
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Figura 5.28 Planos de fases del bloque 2. a) V4=0,12 y b) V4=0,15

El momento de inercia del codo, J, se aproxima mediante mc-L%3. Las magnitudes

fisicas de los elementos del dispositivo y las propiedades de los materiales son:

- masa del bloque, m, de 174 g
- rigidez de los resortes, ki y ko, de 214,62 N/m, y k3 de 107,31 N/m
- pardmetro adimensionalizado de precision, ¢’, 3,5121e7

- parametro adimensionalizado asociado a la caracteristica de Stribeck, &’, 3,5121
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Figura 5.29 Plano de fases del bloque 2 para V4=0,20
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Figura 5.30 Mapas logisticos del bloque 2 para: a) V4=0,09 y b) V4=0,15
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X2(i+1)

8o

Figura 5.31 Mapa logistico del bloque 2 para V4=0,20

Los parametros adimensionales, a partir de los datos anteriores, son £=1/3-m¢/m= 0,412
y «=1,5. El valor modificado de la aceleracion de la gravedad, g’, viene dado por
g-m/k;=0,01778 m.

El coeficiente de rozamiento estatico, us, se calcula a partir de una medida de fuerza de
rozamiento del blogue con una masa adicional sobre la cinta. Para una masa total de 277
g se obtiene una fuerza de rozamiento de 1,6 N, lo que proporciona un valor de ps de

0,59. El problema se resuelve para la velocidad de la cinta v’ 4= -0,002788 m.

El modelo propuesto resuelve el Sistema de Ecuaciones (2.46). Las condiciones
iniciales son las mencionadas en el Capitulo 2. La Figura 5.33 muestra el plano de fase

para la velocidad de cinta mencionada.

Figura 5.32 Banco de ensayos

En la Figura 5.33 se puede apreciar la fase de stick, caracterizada por una linea
horizontal de ordenada -0,002788 m mientras que la Figura 5.34 muestra el espacio de
fase. La Figura 5.35 muestra el espectro del tramo de sefial X; entre 0 y 1.000 s.

Aparece una banda de frecuencias centrada en 0,143433 Hz.
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Figura 5.33 Plano de fase: v'4,=-0,002788 m; £=0,412; «=1,5;
t=100-1000 s y RELTOL=1e-4
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Figura 5.34 Espacio de fase: v'4,=-0,002788 m; £=0,412; k=1,5;
t=900-1000 s y RELTOL=1e-4
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Figura 5.35 Espectro frecuencial de X;: v'4=-0,002788 m; £=0,412; «=1,5;
t=100-1000 s y RELTOL=1e-4
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El mapa de Poincaré del sistema considerando un periodo T=1/0,143433 s, se muestra

en la Figura 5.36. El sistema se comporta de forma cadtica como pone de manifiesto

este mapa.

Para poder cuantificar el caos se van a calcular los exponentes de Lyapunov de un tramo
de sefial, mediante la utilizacion de la herramienta OpenTSTool, de la Universidad de
Gottingen. Para verificar la validez de esta herramienta se va a calcular los exponentes
de Lyapunov de la ecuacion de Duffing mediante el método basado en el Jacobiano
para los parametros:

- ®=1,y=0,3 y 6=0,15, que posee un exponente maximo de Lyapunov de 0

- =1, y=0,3 y 6=0,25, que posee un exponente maximo de Lyapunov de 0,117
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Figura 5.36 Mapa de Poincaré: v'4,=-0,002788 m; £=0,412; x=1,5;
t=0-3200 s y RELTOL=1e-4
Para calcular los exponentes de Lyapunov se han generado dos series temporales: una
recogida en el fichero “duforden.mat”, correspondiente al pardmetro 6=0,15, y otra en el
fichero “dufcaos.mat”, correspondiente a 6=0,25. En relacion con el andlisis de la serie
temporal recogida en el fichero “duforden.mat”, el primer minimo de la gréafica de
informacién mutua, 4, es una buena estimacion del intervalo de tiempo de retardo.
Aplicando el procedimiento de Cao (Cao 1997) se puede estimar el valor minimo de la
dimensién de encaje, 2. Con estos parametros se puede reconstruir el plano de fase de la
sefial, Figura 5.37. A partir de los datos de este plano de fase se puede obtener el error

de prediccion, Figura 5.38.
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La pendiente nula de la curva representada en la Figura 5.38 coincide con la prediccion
de exponente maximo de Lyapunov obtenido mediante el método basado en el
Jacobiano.

En cuanto al analisis de la serie temporal recogida en el fichero “dufcaos.mat”, el
minimo de la gréfica de informacion mutua, 1, corresponde a la estimacion del intervalo
de tiempo de retardo. Aplicando el procedimiento de Cao se puede estimar el valor
minimo de la dimension de encaje, 3. Con estos parametros se puede reconstruir el
plano de fase de la sefial, Figura 5.39. A partir de este plano de fase se puede obtener el

error de prediccion, Figura 5.40.
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Figura 5.37 Reconstruccion del plano de fase del sistema con 6=0,15
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Figura 5.38 Error de prediccion
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La pendiente de la curva representada en la Figura 5.40, entre las abscisas 10 y 20, es
0,121, valor que corresponde al exponente maximo de Lyapunov. Si se compara esta
estimacion con el valor proporcionado por el método basado en el Jacobiano se obtiene

un error relativo de 3,4%.

0 ' 0

w(t-2-tau) -2 _2 X(ttau)

Figura 5.39 Reconstruccion del diagrama de fase del sistema con =0,25

00 20 40 60 80 100

Figura 5.40 Error de prediccion

Una vez verificada la herramienta OpenTSTool, se va a proceder a estimar el exponente
méaximo de Lyapunov de una serie temporal recogida en el fichero “freno.mat”,
obtenida mediante el modelo en red del freno estudiado. EI minimo de la grafica de
informacién mutua, 16, corresponde a la estimacion del intervalo de tiempo de retardo.

Aplicando el procedimiento de Cao se puede estimar el valor minimo de la dimensién
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de encaje, 3. Con estos parametros se puede reconstruir el plano de fase de la sefal,
Figura 5.41, y mediante los datos de este plano de fase, obtener el error de prediccion,
Figura 5.42.

x(t-3-tau)

-10

*(t-tau)

x(t-2 tau) '1 2 '1 2

Figura 5.41 Reconstruccioén del plano de fase del freno

00 50 100 150 200

Figura 5.42 Error de prediccién

La Figura 5.41 es la version reconstruida del espacio de fase representado en la Figura

5.33, observandose claramente la correspondencia existente.

La pendiente de la curva representada en la Figura 5.42, entre las abscisas 60 y 160, es
0,00514, valor que hay que dividir por el tiempo de muestreo (t;), 0,1s, (Parlitz 1998),
lo que proporciona 0,0514, estimacion del exponente maximo de Lyapunov. Este valor

indica un comportamiento cadtico del sistema.
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5.5.1. VERIFICACION EXPERIMENTAL
Para verificar los resultados anteriores se van a realizar unas medidas en el dispositivo
experimental mostrado en la Figura 5.32. Los componentes del sistema de medida,

Figura 5.43, son:

- Sensor laser de desplazamiento Omron Z4M-W40
- Amplificador de sefial Z4M-W40

- Fuente de alimentacion de 24 Vpc

- Tarjeta de adquisicion NI modelo 9233

El sensor tiene una sensibilidad de 0,4 V/mm. El amplificador de sefial se conecta
mediante un cable BNC al canal 0 de una tarjeta de adquisicion de sefial conectada al
ordenador mediante un puerto USB. La tarjeta de adquisicion digitaliza la sefal
eléctrica analdgica del acondicionador de sefial.

Las especificaciones técnicas de la tarjeta de adquisicion son:

- 4 canales
- Frecuencia maxima de muestreo: 50 kS/s por canal

- Conversion analdgico/digital de 24 bits

Se utiliza un ordenador con procesador Intel Core 2 Quad y el programa Signal Express
de la aplicacion informatica Labview, version 3, para el manejo de la tarjeta de

adquisicion, procesamiento y almacenamiento de las sefiales.

La Figura 5.44 muestra la medida del desplazamiento del blogque respecto del tiempo, y
la Figura 5.45 el resultado del calculo para el desplazamiento del bloque respecto del
tiempo. Las amplitudes medida y calculada, asi como las frecuencias, estan
suficientemente préximas, avalando la eficacia del modelo propuesto.
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c)
Figura 5.43 Sistema de medida: a) sensor, b) amplificador de sefial
y ¢) Tarjeta de adquisicion y fuente de alimentacion
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Figura 5.45 Desplazamiento calculado del bloque

El andlisis de los resultados de esta simulacion esta pendiente de publicacion como:
Marin, F., F. Alhama, y col. “Modelling of Stick-slip Behaviour in a Girling Brake
Using Network Simulation Method”.
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CONTRIBUCIONES Y CONCLUSIONES

Las contribuciones y conclusiones de esta memoria se pueden sintetizar en los

siguientes puntos:

1. En relacidn con la estructura de las ecuaciones de gobierno en los procesos de
friccion

Tras una revision exhaustiva del estado del arte, se ha sistematizado la formulacion de
los procesos de friccion, dado que en la documentacion accesible se abordan solamente
modelos de casos particulares de friccion, con parametros variables. Existen dos
grandes bloques bajo los que se encuadra el estudio de la friccion mediante modelos: a
escala microscopica y escala macroscopica. Se han resaltado las semejanzas entre los
sistemas estudiados concretandose, posteriormente, las ecuaciones de gobierno de cada
caso. Asi, en el modelo de Frenkel-Kontorova-Tomlinson se han abordado unas
ecuaciones equivalentes a las ecuaciones utilizadas por Weiss y Elmer (Weiss y Elmer
1996; Weiss y Elmer 1997); en el modelo de friccion en microscopio de fuerza atomica,
ecuaciones equivalentes a las utilizadas por Holscher y col. (Holscher, Schwarz y col.
1996; Holscher, Allers y col. 2001), y por Sasaki, Kobayashi y col. (Sasaki, Kobayashi
y col. 1996); en el modelo de Kaidanovsky-Khaikin, ecuaciones equivalentes a las
utilizadas por Galvanetto (Galvanetto 1997) y por van de Vrande, van Campen y col.
(van de Vrande, van Campen y col. 1999); en el modelo de Burridge-Knopoff,
ecuaciones equivalentes a las utilizadas por Galvanetto (Galvanetto 1997) y por
Nussbaum y Ruina (Nussbaum y Ruina 1987) y, finalmente, en el modelo de un
mecanismo de freno, las ecuaciones equivalentes a las utilizadas por Awrejcewicz y
Olejnik (Awrejcewicz y Olejnik 2007).

A diferencia de la mayoria de los trabajos de otros autores, en esta memoria no se han
adoptado simplificaciones en el modelo matematico a la hora de resolver las ecuaciones
propuestas. Asi, en el modelo de Frenkel-Kontorova-Tomlinson, en contraste con los
métodos numéricos empleados por otros autores, entre ellos el de Weiss y Elmer, el
modelo en red no necesita consideraciones como la linealizacion de la funcion del
potencial de interaccion ni el uso a priori de funciones tipo, por ejemplo la funcion
envolvente, que representan la solucion del problema. Las soluciones transitoria y

estacionaria se comparan satisfactoriamente con los resultados de Weiss y Elmer para el
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rango de valores de los dos parametros principales que estos autores emplean, en

especial, aquellos asociados a la aparicién de distintos tipos de movimientos.

En el modelo de friccion en microscopio de fuerza atomica, a diferencia de lo propuesto
por otros autores, como Sasaki, Kobayashi y col. con muestra de grafito y Holscher,
Allers y col. con xenon, el modelo aportado ha asumido una puntera de masa no
despreciable y la velocidad no nula del soporte del microscopio, ambos parametros
estimados a partir de los resultados obtenidos por estos autores. Para el segundo caso el
modelo ha considerado el desplazamiento vertical y el &ngulo de escaneado, algo que

Holscher, Allers y col. no mencionan en sus publicaciones.

En el modelo de Kaidanovsky-Khaikin, en comparacion con el propuesto por van de
Vrande, van Campen y col., la flexibilidad de nuestro modelo es suficiente para
implementar todos los pardmetros que afectan al sistema sin necesidad de cambios
importantes. Ademas, el modelo es capaz de proporcionar un estudio sistematico de los
movimientos del blogque mediante planos de fase; asimismo, reproduce los
desplazamientos del bloque para un rango amplio del parametro de la funcién que
aproxima el coeficiente de friccidn, un aspecto fundamental del comportamiento del
sistema que otros autores, centrados en el estudio del efecto de la velocidad de
deslizamiento sobre la estabilidad del mismo, no han investigado. lgualmente, el
modelo estudia la influencia que tiene la velocidad de la cinta sobre el comportamiento
del sistema. Este parametro, investigado por otros autores en el rango en el que aparece
stick-slip, se ha extendido, en el modelo propuesto, a valores para los que este
fendmeno va desapareciendo gradualmente. Finalmente, en cuanto al parametro del
coeficiente de friccion dinamica, se puede decir que tiene una ligera influencia en las

transiciones de movimientos.

En el modelo de Burridge-Knopoff, el modelo en red proporciona resultados similares a
los obtenidos en el modelo anterior, y ademas es capaz de simular el efecto del conjunto
completo de pardmetros que caracterizan el sistema. Se ha verificado que los planos de
fase de ambos bloques, diferentes entre si, manifiestan los atractores para determinados

valores de la velocidad de la cinta.

Finalmente, en el modelo del mecanismo de un freno, y a diferencia de lo propuesto por

otros autores como Awrejcewicz y Olejnik, no se ha considerado amortiguamiento
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horizontal y vertical, para aumentar la inestabilidad del sistema. EI modelo aportado si

que ha tenido en cuenta que la rigidez de los dos resortes horizontales es idéntica, algo

gue Awrejcewicz y Olejnik no mencionan en sus publicaciones.

2. Enrelacion con el disefio de modelos y su verificacion

Los modelos en red disefiados y contrastados para las condiciones de contorno se ha

extendido a los siguientes problemas:

i)

Formulacion de friccion seca a escala microscopica: modelo Frenkel-Kontorova-
Tomlinson,

Formulacion de friccion seca a escala microscopica: modelo de puntera de
microscopio de fuerza atomica y superficie suave a escala atdmica,

Formulacion de friccion seca a escala macroscopica: modelo de Kaidanovsky-
Khaikin,

Formulacion de friccion seca a escala macroscépica: modelo de Burridge-
Knopoff,

Formulacion de friccidn seca a escala macroscépica: modelo de un mecanismo de

freno

En general, cada modelo presenta un reto particular en su planteamiento, resolucién y

representacion de los resultados, por lo que se debe comentar cada uno por separado:

i)

i)

i)

En el modelo de Frenkel-Kontorova-Tomlinson, ha sido necesario desarrollar un
procedimiento para la solucién del caso estatico,

En el modelo de friccion en microscopio de fuerza atébmica, documentado de
forma incompleta, hubo que estimar las rigideces y masas de la puntera por
analogia con un tipo de microscopio distinto al empleado en el ensayo,

En el modelo de Kaidanovsky-Khaikin hubo que reproducir y representar los
desplazamientos del bloque para un rango amplio del coeficiente de friccion.
También hubo que reproducir y representar la influencia de la velocidad de la
cinta en el comportamiento del sistema, incluso para valores para los que este
fendmeno desaparece gradualmente.

En el modelo de Burridge-Knopoff hubo que reproducir y representar los
desplazamientos de los dos bloques para un rango amplio del coeficiente de
friccién. También hubo que reproducir y representar la influencia de la velocidad
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de la cinta en el comportamiento del sistema, incluso para valores para los que
este fendmeno va desapareciendo gradualmente. Y ademas hubo que verificar que
los planos de fase de ambos bloques, diferentes entre si, reproducen los atractores
para una velocidad determinada.

v)  En el modelo de un mecanismo de freno, parametrizado de formas diferentes en la
documentacién disponible, hubo que re-parametrizarlo de la forma que parece
mas apropiada para reducir los tiempos de computacién

Los modelos disefiados han sido aplicados en cada caso, con éxito, reproduciéndose los
resultados obtenidos por otros autores, mediante otros métodos, cuando existen, o bien

mediante resultados experimentales.

3. En relacion con el ensayo experimental

Se ha disefiado un dispositivo para verificar la validez del método aplicado en el caso
del modelo del freno. EI mecanismo permite ensayar diferentes valores de los
pardametros de funcionamiento: velocidad de la cinta, masa del bloque, rigidez de los
resortes, momento de inercia del brazo acodado y coeficiente de friccion, dependiente

del material utilizado en la superficie del bloque.

Como conclusion general cabe decir que la aplicacion del método de redes a problemas
dinamicos y fuertemente no lineales asociados a la friccion seca, en sus diferentes tipos,
ha proporcionado modelos eficientes y precisos capaces de reproducir soluciones de
simulaciones numeéricas y resultados experimentales, con tiempos de computacién
adecuados sin necesidad de asumir las hipétesis simplificadoras en las ecuaciones de
gobierno que aparecen en la literatura cientifica relacionada con el tema. Por otro lado,
la elaboracion de un software especifico para la simulacién numérica directa de los
problemas, sin necesidad de entrar en el nucleo de calculo, dota a la comunidad
cientifica de una herramienta potente de calculo y prediccion en problemas de indole

similar.
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ANEXO A

PLANOS DE FASE, MAPAS DE POINCARE Y
MAPAS LOGISTICOS

A.1 PLANO DE FASE: PENDULO SIMPLE

La ecuacion del péndulo simple es (Banerjee 2005)
[-X+g-senx =0 (A1)

Para una longitud del péndulo I=g, las ecuaciones de estado son

xX=y
{y = —senx (A-2)

Los puntos de equilibrio de este sistema, valores nulos de dx/dt y dy/dt, son los
siguientes: (0,0), (-2x,0), (2r,0),... El sistema linealizado en torno al punto (Xo Yo) se

escribe en la forma

[;] =4 [;C/] A= [—cc())sxo (1)] (A-3)
Los autovalores se obtienen de la ecuacion
det/A-A-[]=0 (A4)
Para el punto de equilibrio (0,0) la Ecuacién (A.4) se transforma en:
A2+1=0 (A.5)

Los autovalores son +j y el punto de equilibrio estable es el centro de un campo
vectorial, Figura A.1-a. Para el punto de equilibrio (r,0) la Ecuacion (A.4) se transforma

en
A2-1=0 (A.6)

Los autovalores son +1 y el punto de equilibrio es un punto de silla, Figura A.1-b. Para
el autovalor A;=1, el autovector corresponde a la direccion y=x. Analogamente, el

autovector correspondiente al autovalor A,=-1 es y=-x, punto de equilibrio inestable.
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@
N\ |

a) b)

Figura A.1 Comportamiento de un péndulo simple en torno a algunos puntos de equilibrio

La Figura A.2 muestra el plano de fase de un péndulo simple, donde los puntos de
equilibrio tipo silla separan las variedades invariantes.

dfdt

Figura A.2 El plano de fase de un péndulo simple
Si se considera el amortiguamiento, el punto de equilibrio (0,0) ya no seré un centro con
solo autovalores imaginarios. Asi para el péndulo amortiguado definido por las
ecuaciones

xX=y

{y =—w?-sen(x) —c-y (A7)

Los autovalores complejos conjugados originan Orbitas espirales, perdiéndose la

separacion entre las variedades invariantes, Figura A.3.
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Figura A.3 El plano de fase de un péndulo amortiguado para o=1y c=1

A.2 PLANO DE FASE: ECUACION DE DUFFING

En la ecuacion de Duffing (Parker y Chua 1987)

X=y

{yzx—x3—5-y+y-cos(w-t) (A-8)

para y=0, los puntos de equilibrio son (Feng, Chen y col. 2006): (-1,0), (0,0) y (1,0). El

sistema linealizado en torno al punto (Xo,Yo) Se escribe en la forma

[;:]:A'm i A=[1—g.xg s (A.9)

Los autovalores para el punto de equilibrio (0,0) son

(A.10)

por lo que se trata de un punto de silla porque A1, € R. Los autovalores para los otros

dos puntos de equilibrio son:

(A.11)

Si 0<8<+/8, la trayectoria es una espiral hacia dentro, Figura A.4. Si 8<0, la trayectoria

es una espiral hacia fuera, Figura A.5. Si &> /8, la trayectoria es parecida al caso

anterior.

Si y=0,3 y ®=1, se obtienen trayectorias con varias frecuencias. Asi, para 6=0,15 la
trayectoria es periddica, Figura A.6-a, y el plano de fase muestra un ciclo limite, Figura
A.6-b. Para 6=0,22 la trayectoria tiene tres picos, Figura A.7-a, y el plano de fase

muestra un ciclo limite, Figura A.7-b.
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02 T T

01+ -

dxidt

Figura A.4 Plano de fase de la ecuacién de Duffing, para los siguientes parametros y
condiciones iniciales: y=0, =1, 6=2 y [1,5 0]
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Figura A.5 Plano de fase de la ecuacién de Duffing, para los siguientes parametros y
condiciones iniciales: y=0, =1, 6=-2 y [1,01 O]

La Figura A.6-c muestra una frecuencia fundamental, con armonicos de valor
despreciable. Légicamente la frecuencia fundamental coincide con el valor ®/2-w. Sin
embargo, en la Figura A.7-c se puede observar la existencia de los arménicos impares 3
y 5.

Para 6=0,25 la trayectoria es aperiddica, Figura A.8-a, y el plano de fase muestra un
conjunto limite, Figura A.8-b. La Figura A.8-c muestra un multiplicidad de frecuencias

mas propias de una sefial con ruido, caracteristica del caos.
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Figura A.6 a) Cronograma, b) plano de fase y c) espectro frecuencial de la ecuacién de Duffing,
para los siguientes parametros y condiciones iniciales: y=0,3, ®=1, 8=0,15y [1,7 O]

A.3 PLANO DE FASE: ECUACION DE VAN DER POL

La ecuacion de van der Pol (Banerjee 2005)
¥—p(l—xDx+x=0 (A.12)

puede reescribirse en forma de ecuaciones de estado

xX=y
{y' = u(1— x2)y —x (A13)

Sélo hay un punto de equilibrio, (0,0). El sistema linealizado en torno al punto (Xo,Yo)

€s

X x 0 1
=4 ,-A=[ A4
[y] [y] —2u- X9 yo—1 p—p-x§ (A14)

Para el punto de equilibrio (0,0) la ecuacion para calcular los autovalores es
A2-u-A+1=0 (A.15)
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Figura A.7 a) Cronograma, b) plano de fase y c) espectro frecuencial de la ecuacién de Duffing,
para los siguientes parametros y condiciones iniciales: y=0,3, o=1, 8=0,22 y [1,7 0]

y los autovalores son

(A.16)

Para |u|<2, los autovalores son nameros complejos conjugados. La Figura A.9

representa los planos de fase de la ecuacion de van der Pol.

Si u<0, la solucion, trayectoria, es una espiral hacia adentro. La espiral acaba cuando se
alcanza el punto de equilibrio (0,0). Si u>0, y la condicidn inicial esta dentro del ciclo
limite la espiral es hacia afuera, mientras que si la condicién inicial esta fuera del ciclo
limite la espiral es hacia dentro y conduce al ciclo limite. Si se representa la variable de
estado frente al tiempo cuando alcanza el ciclo limite, se observa la periodicidad de la

sefial con un periodo claro.

Si a la Ecuacion (A.12) se le afiade una funcion cosenoidal y se hace u=1 (Parker y

Chua 1987), se obtiene el sistema
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{ L

y=([1—-x*)-y—x+A-cos(w-t) (A17)

donde w/2-7 es la frecuencia de la funcion cosenoidal. Si A=0,5 y w=1,1, se obtienen un
plano de fase sin ciclo limite, Figura A.10-a. Analizando el espectro frecuencial, Figura
A.10-b, se observa que las dos frecuencias de mayor amplitud son inconmensurables.
Este sistema es cuasi-periodico.

a) b)

gL '
M

b [T

c)

Figura A.8 a) Cronograma, b) plano de fase y c) espectro frecuencial de la ecuacién de Duffing,
para los siguientes parametros y condiciones iniciales: y=0,3, ®=1, 8=0,25y [1,7 O]

a) b)

Figura A.9 Planos de fase del sistema representado por la ecuacion de van der Pol
a) u<0y b) u>0. La linea gruesa muestra el ciclo limite
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a) b)

Figura A.10 Sistema representado por la ecuacion de van der Pol con los
parametros u=1, A=0,5y w=1,1. a) Plano de fase y b) espectro frecuencial

A.4 MAPA DE POINCARE

Se define el mapa de Poincaré como la interseccion entre la trayectoria y un plano en el
espacio de fases, Figura A.11. Logicamente la trayectoria atraviesa el plano primero en
una direccion y posteriormente en la contraria. EI mapa de Poincaré Unicamente

considera las intersecciones en una sola direccion.

La Figura A.12-a muestra una primera interseccion y un salto al punto que representa la
siguiente interseccion. Si la trayectoria es la de un ciclo limite de un sistema periddico,
el mapa de Poincaré es un punto (punto fijo), Figura A.12-b. Si la trayectoria es la de un
sistema de periodo mdltiple, Figura A.7, el mapa de Poincaré contiene maltiples puntos.
Para trayectorias cuasiperiodicas, Figura A.10, el mapa de Poincaré es un lazo cerrado.
Finalmente, para sistemas aperiddicos el mapa de Poincaré contiene infinitos puntos

confinados en una region y con una estructura compleja, Figura A.8.

Hay una correspondencia univoca entre la representacion temporal continua del sistema
y la representacion discreta del mapa de Poincaré, por lo que el comportamiento del
sistema en la proximidad de un punto fijo puede evaluarse mediante aproximaciones
lineales del mapa. Generalmente es conveniente elegir un plano paralelo a uno de los
ejes. EI mapa de Poincaré del sistema periddico representado en la Figura A.6 es un

punto fijo, Figura A.13.

La Figura A.14 muestra el mapa de Poincaré del sistema representado por la ecuacion
de Duffing de la Figura A.7-b. La Figura A.15 muestra el mapa de Poincaré del sistema

representado por la ecuacién de van der Pol de la Figura A.10-a.
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Orbita

seccion de Poincaré

Figura A.11 Interseccion entre la trayectoria y la seccién de Poincaré

a) b)
Figura A.12 Mapa de Poincaré

Para sistemas cadticos, los mapas de Poincaré no se basan en geometrias simples, como
las de los mapas de Poincaré de sistemas periddicos y cuasiperiddicos. EI mapa de
Poincaré tiene una estructura fina, de tal manera que cuando se amplifica muestra capas
dentro de capas. La Figura A.16 muestra el mapa de Poincaré del sistema representado
por la ecuacion de van der Pol de la Figura A.8-b.
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dxidt

En un caso méas general, donde x” es un punto fijo no estable de un mapa de Poincaré
bidimensional, definido por los puntos Xy, y punto de silla con multiplicadores
caracteristicos |my [>1, [m,|<1 y autovectores m; y mg, Figura A.17, se pueden
distinguir dos curvas, W¥(x) y W"(x"), siendo la primera una variedad estable tangente

a 12, autovector estable, y la segunda una variedad inestable tangente a n;, autovector

inestable.
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Figura A.13 Mapa de Poincaré del sistema dado por la
ecuacion de Duffing mostrada en la Figura A.6
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Figura A.14 Mapa de Poincaré del sistema dado por la
ecuacion de Duffing mostrada en la Figura A.7-b
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Figura A.15 Mapa de Poincaré del sistema dado por la
ecuacion de van der Pol mostrada en la Figura A.12

Los casos extremos de interseccion entre variedades estable e inestable son: la conexion
homoclinica, Figura A.18-a, donde W"(x)=W*(x"), y la interseccién transversal, Figura
A.18-b. Este ultimo caso es el mas interesante dado que el numero infinito de
intersecciones implica un patron muy complejo de estiramiento y plegado de la variedad
cerca de x . El estiramiento y el plegado estan asociados con la sensibilidad del sistema
a las condiciones iniciales; por tanto, las intersecciones transversales entre WY(x") y

WE(x") son un buen indicador del comportamiento caético.

A.5 MAPA LOGISTICO

El diagrama de la Figura A.19 representa las intersecciones de la trayectoria de un

sistema con la seccion de Poincaré, definidas por la ecuacion logistica
Xngr = M Xp - (1 —2xp) (A.18)

Este diagrama se denomina mapa logistico.
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Figura A.17 Variedades estable e inestable asociadas
a un punto fijo no estable (Parker y Chua 1987)
WS(X*) WS(X*)

X*

WY (x) WH(XY)

a) b)

Figura A.18 Variedades que se intersecan: a) conexion homaoclinica y
b) interseccion transversal (Parker y Chua 1987)

Cuando Xnp+1=Xn se tiene la condicién de punto fijo, evidentemente las sucesivas
intersecciones coinciden. En la Figura A.19 esta condicion equivale a una recta con
pendiente de 45°. Si el punto fijo es estable, las sucesivas intersecciones para una

condicion inicial separada de dicho punto se acercaran a éste, Figura A.14-a.

En los mapas logisticos con pendiente en el punto fijo menor que la unidad,
AXn+1<AXn=Xp-Xp-1, Figura A.20-a. Por tanto, las intersecciones se aproximan al punto

fijo y la trayectoria es mas estable.
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Figura A.19 Mapa logistico asociado al mapa de Poincaré,
Xn+1 = K Xp * 1- xn)’ p = 3,745

Xn+1
Xn+1

AXpe1

AXnps1

\ 4

AXn Xn

AXp Xn

a) b)

Figura A.20 Mapas logisticos con puntos fijos: a) estable y b) inestable

Asi, una condicion de estabilidad del punto fijo es

<1 (A.19)

dXn+1
dxn

en el punto fijo

La derivada que aparece en la Ecuacion (A.19) define la pérdida de estabilidad de una

trayectoria periddica. Estos cambios se pueden clasificar en:
bifurcacién de punto de silla, cuando la derivada es mayor que 1

- bifurcacion de doble periodo, cuando la derivada es menor que -1
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Por otro lado, si se cambia el valor de un pardmetro se produce un cambio en la
trayectoria. En algunos casos, ligeras variaciones en el parametro corresponden a
cambios importantes en el comportamiento estacionario del sistema. Estos cambios, en
los que el sistema se muestra muy sensible al pardmetro analizado, se denominan

bifurcaciones, y estan relacionados con pérdidas de estabilidad de las trayectorias.

La Figura A.21 representa el valor de X100 y l0s 8 anteriores para distintos valores del
parametro a de la Ecuacion (A.18). Para a<2,95, los 9 valores obtenidos coinciden en un
punto. Para 2,95<a<3,44 los 9 valores oscilan entre dos puntos, originandose una

bifurcacion.

Para un mapa de Poincaré con un mapa logistico definido por la ecuacion de Henén con
b=0

Xn+1 = A = Xp (A.20)

%00

Figura A.21 Diagrama de bifurcacién para el mapa de Poincaré de la ecuacién logistica

los puntos fijos, x*, vienen dados

x?+x*—a=0 (A.21)

y sus soluciones son

xj=—c+-Vi+4a, x=—;--VIi+aa (A.22)
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Si a=-0,25 hay un Unico punto fijo, x,=-0,5. La pendiente en este punto es 1. Si a>-0,25
aparecen dos puntos fijos, uno estable y otro inestable. Este evento es una bifurcacién
de punto de silla. Cuando a= 0,75, el punto fijo es x; =0,5. La pendiente en este punto
fijo es menor que la unidad y el punto es estable. Cuando a>0,75 la pendiente es mayor

que la unidad y el punto fijo es inestable.

Otra forma de representar las intersecciones de un sistema con la seccion de Poincaré es

Xn+2 = [ (Xn) (A.23)

Este diagrama se denomina mapa de segunda iteracion. Para el sistema que se esta

analizando la Ecuacion (A.23) adopta la forma
Xpiz = —Xp+2a-x2—a*+a (A.24)

La Figura A.22 muestra el mapa de segunda iteracion para el mapa de Poincaré dado

por la Ecuacion (A.24).

Cuando a=0,75 el punto fijo es inestable. Cuando a>0,75, aparecen dos nuevos puntos
fijos en el mapa de segunda iteracion y la pendiente en estos puntos es menor que la
unidad, son estables. Evidentemente se produce una transicion entre érbita periddica y

oOrbita de doble periodo. Este evento se denomina de doble periodo.

A.6 EXPONENTES DE LYAPUNOV

La Figura A.23 representa el proceso de convergencia del calculo de los exponentes de
Lyapunov para el sistema dado por la ecuacion de Duffing, representado en la Figura
A.6-b. Los valores de los exponentes de Lyapunov para este sistema son: 0, -0,07064 y
-0,07936. Para el sistema dado por la misma ecuacion, representado en la Figura A.7-b,
los valores de los exponentes de Lyupanov son: 0, -0,05482 y -0,1652. Por ultimo, para
el sistema dado por la misma ecuacion y representado en la Figura A.8-b, los valores de

los exponentes de Lyupanov son: 0,117, 0y -0,367.
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Figura A.22 Mapa de segunda iteracién del mapa de Poincaré

para la Ecuacion (A.24): a) a<0,75 y b) a>0,75
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Figura A.23 Calculo de los exponentes de Lyupanov
de la ecuacién de Duffing, representada en la Figura A.6-b
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ANEXO B
ALGORITMOS DE SOLUCION DE CIRCUITOS

B.1 INTRODUCCION

Dado que el método de simulacion por redes utiliza un software de solucion de
circuitos, se van a tratar los aspectos basicos de sus algoritmos antes de detallar el

método.

Los algoritmos de solucién de circuitos pueden ser clasificados en tres grandes bloques:
algoritmos para sistemas de ecuaciones lineales, algoritmos para sistemas de ecuaciones

no lineales y algoritmos de integracion.

La solucion de sistemas de ecuaciones lineales constituye una fase importante en la
simulacion de circuitos eléctricos, normalmente mediante un método de eliminacién
directa con factorizacion LU. Ademas, dado que el sistema de ecuaciones del circuito es
disperso, se utilizan variantes adaptadas del método, que permiten reducir el tiempo de
ejecucion y el requerimiento de memoria (Nagel 1975). Estas variantes pueden ver
reducida su efectividad durante el proceso de descomposicion factorial por el fendmeno

de fill-in, eliminacion de ceros de la matriz dispersa.

La implementacion mas simple del algoritmo de solucion de ecuaciones lineales
consiste en usar subrutinas FORTRAN. Dado que éstas son cortas y directas, se pueden
sustituir facilmente por otras implementadas en lenguaje ensamblador, con un mejor uso
de registros y reduccion de lecturas y almacenamientos redundantes de datos.
Finalmente, se consigue una mejora de eficiencia usando instrucciones en codigo
maquina, con cierto incremento en consumo de memoria, resultando un programa a

medida que no contiene bucles ni indexaciones.

Cada iteracion de Newton en el andlisis de continua o en el régimen transitorio esta
constituida por una lectura de la matriz, seguida de una solucién de las ecuaciones. Para
estos analisis, una rutina FORTRAN consume un 45% del tiempo de ejecucién de una
iteracion de Newton. Esta proporcién se reduce al 26% cuando se usa codigo

ensamblador y a s6lo un 19% con c6digo maquina.
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Para el analisis de alterna, donde cada frecuencia nueva requiere una lectura y una
solucion de ecuacién, la fraccion de tiempo total del proceso de solucidon es mayor que
la del proceso de lectura. Con rutinas FORTRAN, la solucion de la ecuacién supone el

74% del tiempo total, en codigo ensamblador el 63% y en cddigo maquina el 59%.

Usando diez circuitos de referencia, se comprob6d que las rutinas en lenguaje
ensamblador son un 56% mas rapidas que las de FORTRAN para analisis de continua y
régimen transitorio. En cambio, las rutinas en c6digo maquina son un 72% mas rapidas
que las de FORTRAN, para analisis de continua, y un 34% en régimen transitorio,
requiriendo una memoria un 60% mayor. En analisis de alterna, las rutinas en lenguaje
ensamblador son un 39% mas rapidas que las de FORTRAN, sin requerir memoria
adicional. En cambio, las rutinas en codigo maquina son un 50% mas rapidas que

FORTRAN, requiriendo un 125% adicional de memoria.

PSpice utiliza el codigo maquina Unicamente para andlisis en régimen estacionario y
transitorio, y una rutina en lenguaje ensamblador para analisis de alterna.

El rango dinamico usado con los algoritmos es (Kukal 2003):

10" voltios 0 amperios

- 10" para las derivadas

Los calculos se realizan con doble precision, que corresponde a una precision de 15

digitos.

Para solucionar sistemas de ecuaciones no lineales se utiliza el método de Newton-
Raphson. Este no se puede aplicar directamente a los sistemas de ecuaciones de
circuitos no lineales debido a la naturaleza exponencial del fendmeno, que originan
rebosamiento numérico (overflow). La mayoria de programas de analisis nodal utilizan

una tolerancia en tension para controlar el proceso de iteracion.

PSpice utiliza el método de limitacion simple de Colon porque resulta el méas fiable.
Cuando falla se emplea el método de escalonamiento de fuente. Para el caso de analisis
multipunto se emplean refinamientos del método de solucion: algoritmo de prediccion
de primer orden y algoritmo de “by pass”. Los fallos comunes en analisis transitorio se
deben a discontinuidades en el modelo, circuitos técnicamente irrealizables, fuentes no

implementables y modelacion de corrientes parasitas en un circuito. En general, los
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problemas de convergencia se pueden resolver mediante tres parametros de opcion de
PSpice: GMIN, RSHUNT y RELTOL.

GMIN es la conductancia minima a través de todas las uniones. La conductancia se usa
para mantener bien condicionada la matriz del sistema, con valor por defecto de 10™s.
Muchos problemas de convergencia se resuelven si se fija GMIN entre 10° y 10 s.

Valores de GMIN por encima de 10 s pueden no ser adecuados.

RSHUNT es una resistencia entre cada nudo del circuito y tierra. Valores de RSHUNT
entre 10% y 10° Q ayudan a la convergencia del circuito, mientras que un valor de 10° Q

perjudica a ésta.

Valores de tolerancia, pardmetro de opcion RELTOL, mayores que 1,01 también
perjudican a la convergencia (Hymowitz y Meares 1988; Miuller 1990; Kielkowski
1994; Vladimirescu 1994; Kundert 1995).

Dado que muchos circuitos electrénicos equivalen a sistemas rigidos de ecuaciones, la
técnica de integracion numérica usada debe ser rigidamente estable. Esta condicidn
excluye a la mayoria de los métodos de integracion explicitos. Ademas, en analisis

transitorio los métodos implicitos son mas ventajosos.

Los métodos de integracion numérica utilizados en la simulacion de circuitos son:
algoritmo de regla trapezoidal (Nagel y Pederson 1973), métodos Gear de intervalo de
tiempo fijo (Gear 1967; Gear 1968), el método Gear-2 y el método de Runge-Kutta. La
eficacia de estos métodos se evalla mediante el valor del error de truncamiento local
(LTE) y la estabilidad.

El analisis transitorio requiere una variacion dinamica del incremento de tiempo, que
generalmente depende del nimero de iteraciones requeridas. Para asegurar un analisis
transitorio preciso se debe controlar que el incremento de tiempo produce una cantidad
aceptable del LTE en cada instante.

Los algoritmos Gear tienen, en teoria, la ventaja de producir un menor LTE para un
incremento de tiempo dado. La ventaja de los métodos Gear de mayor orden es
eclipsada por dos problemas: la inexactitud computacional de la estimacion del LTE y

un sobreesfuerzo computacional, relacionados con la variacion del orden de integracion.
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Incluso con tolerancias pequefias, el algoritmo Gear de orden variable no consigue

mejorar el método trapezoidal.

El método de integracion trapezoidal con control de LTE mediante incremento de
tiempo produce mayor exactitud. Ademas, produce menor esfuerzo computacional,

razon por la cual se emplea, por defecto, en PSpice.

Cuando se pretende utilizar uno de los métodos de integracion Gear es necesario
indicarlo en las opciones de método.

PSpice sobrepasa a la mayoria de programas utilizados cominmente para ciertas clases
de sistemas dinamicos de orden alto con una rigidez relativamente alta, entre ellos
Matlab/Simulink (Hewlett y Wilamowski 2011). Por ejemplo, PSpice ha sido usado con
éxito para simular una bomba de varilla (Wilamowski y Kaynak 2000), con un tiempo
de simulacion 100 veces menor que Matlab. Un analisis de cojinetes magnéticos,
usando PSpice y Simulink, mostré que los resultados de Simulink no eran fiables con

algunos valores de los pardmetros del sistema (Wilson y Hung 2010).

Un andlisis de un sistema de 3 osciladores mecanicos acoplados, resuelto mediante
PSpice y Matlab (Matlab 2013), mostré que Matlab consigue el mismo resultado,
utilizando la rutina de solucion ODE-45, aunque esta rutina requiere dos ficheros
separados: el fichero principal que inicia la rutina de solucién y el fichero que describe
el sistema. Sin embargo, PSpice s6lo precisa un fichero. Como consecuencia, Matlab

necesita 7,5 segundos y PSpice 0,116 segundos.

Otro area en el que PSpice sobrepasa a Matlab es en la simulacion de sistemas
dinamicos rigidos, como los circuitos electronicos. Estos sistemas también aparecen en
los problemas de cinética quimica (Enright, Hull y col. 1975). Debido a la lentitud de
estos fendmenos, una de las simulaciones incluyo un intervalo de tiempo de 10 millones
de segundos, 115 dias. La simulacion con PSpice requirio 2 minutos y 12 segundos,

mientras que con Matlab requeriria 5 afios.

B.2 SOLUCION DE ECUACIONES LINEALES

Los sistemas de ecuaciones lineales tienen la forma siguiente:
[A] - x =b (B.1)
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donde [A] es la matriz de coeficientes, x es el vector de incognitas del circuito y b es el
vector de excitacion. El procedimiento mas evidente de solucion del sistema propuesto

en la Ecuacion (B.1) consistiria en:
x=1[A]"1 b (B.2)

Dado que la inversion de la matriz requiere tres veces mas esfuerzo computacional que
los métodos de eliminacién directa (Ralston 1965), el método de inversion directa se
utiliza raramente en programas de simulacién. Por tanto, la solucion de la ecuacién se
realiza mediante métodos de eliminacién directa de tipo iterativo. Estos métodos pueden
utilizar varios algoritmos de reordenamiento que preservan la dispersion de la matriz de

coeficientes.

Hay dos métodos equivalentes de eliminacion directa que no requieren inversion de [A]:
la eliminacion gaussiana y la factorizacion LU. Ambos requieren el mismo esfuerzo
computacional (McCalla y Pederson 1971). PSpice utiliza el método de Doolittle, uno
de los equivalentes de factorizacién LU (Ralston 1965). El proceso de factorizacion
requiere un nimero de operaciones del orden de N® (Anexo C), y las etapas de
sustitucion hacia adelante y hacia atras requieren un nimero de operaciones del orden
de N°.

Otra cuestion a tener en cuenta en la solucion de ecuaciones lineales es el error de
redondeo. Este error es una fraccion pequeria del error total en ordenadores que tienen
un tamario de palabra grande o precision extendida, usados normalmente en la mayor
parte de los programas de simulacion. Sin embargo, para ecuaciones mal condicionadas,
muy sensibles a cambios en la variable independiente, puede ser necesario utilizar
algoritmos especiales para minimizar el error de redondeo (Ralston 1965; Isaacson y
Keller 1966).

El error de redondeo en la factorizacién LU es minimo si, en cada paso, el coeficiente
de la diagonal es mayor en valor absoluto que cualquier coeficiente de fuera de la
misma. Esta condicion se puede satisfacer parcialmente, mediante una pivotacion
parcial con intercambios de las filas o las columnas en cada paso del procedimiento de

descomposicion, o completamente, mediante intercambio de filas y columnas.
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La busqueda de un pivote Optimo y del registro adicional de las filas y columnas
intercambiadas complica el proceso. Ademas, el concepto de pivotacion no es
compatible con una solucion de matriz dispersa, dado que cuando el orden de pivotacién
es alterado, el conjunto completo de direccionamientos de memoria de la matriz
dispersa debe ser reconstruido. Incluso con un sistema de ecuaciones bien condicionado,
el error de redondeo puede suponer una reduccion del niamero de cifras significativas en
un factor 1+2-log;oN (Nagel 1975). Asi para la simulacién de un circuito, lo cual
requiere una exactitud de 3 a 6 cifras significativas, el tamafio de palabra requiere de 10
a 13 cifras significativas. Esto equivale a una aritmética de doble precision para la

mayoria de ordenadores.

El procedimiento de trabajo con matrices dispersas utiliza un conjunto de
direccionamientos de memoria mediante numeros enteros con el fin de asignar una
ubicacion Unica a cada elemento no nulo de la matriz de coeficientes, donde los
términos no nulos de la diagonal no necesitan referencia de direccionamiento. El vector
de excitacion puede ser almacenado de forma no dispersa si sus elementos son no nulos.
En PSpice el orden de almacenamiento es: términos por encima de la diagonal principal
por filas, y términos por debajo por columnas. El tamafio reducido de los
direccionamientos supone una ventaja de este método con respecto a trabajar con la
matriz llena de ceros. Asi, tras verificar el circuito y chequear los posibles errores, se
buscan los elementos del circuito para establecer qué términos de la matriz son nulos.
Se reordenan las filas y columnas de la matriz para minimizar los términos fill-in
adicionales que aparecen en el paso de descomposicion y los afiadidos por los

direccionamientos.

Si no se consideran los errores de redondeo, las diferentes formas de factorizacion,
producen los mismos resultados, aunque con un numero de operaciones y un fill-in

radicalmente diferentes.

Los algoritmos de reordenacion seleccionan, por tanto, el orden de factorizacion
siguiendo criterios de minimizacién del numero de operaciones. El algoritmo de
reordenacion mas simple es el de Markowitz (Markowitz 1957). ElI nimero maximo de
términos fill-in que pueden generarse es el producto del numero de elementos en filas
por encima de la diagonal principal por el nimero de elementos en columnas por debajo
de ésta. Los términos fila que estan en columnas que ya han sido factorizadas, y los
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términos columna que estan en filas que también lo han sido, son excluidos del
producto, dado que no pueden generar fill-in. El algoritmo de Markowitz elige el
siguiente pivote del par fila-columna que tiene el minimo producto fila-columna y, por
tanto, el par que puede producir el nimero minimo de términos fill-in. En caso de varias
opciones equivalentes, se elige el par fila-columna con el menor nimero de elementos
columna. Si aln asi existen opciones equivalentes, se elige el primer par fila-columna
encontrado. Antes de elegir el siguiente pivote todos los términos fill-in generados se

afiaden a los direccionamientos.

El algoritmo de reorganizacion de Berry (Berry 1971) calcula la cantidad de fill-in que
se genera en cada par fila-columna. El par que genera la cantidad minima de fill-in se
elige como pivote proximo. En caso de varias opciones equivalentes, este algoritmo
propone que el par con el maximo ndamero de elementos fila y columna sea elegido. Si
aun asi existen opciones equivalentes, este algoritmo responde como el de Markowitz.
Una implementacion posterior del algoritmo de reorganizacion de Berry, realizada por
Nakhla y col. (Nakhla, Singhal y col. 1974), propone que en caso de tener opciones
equivalentes del par fila-columna se deberia elegir el par con el minimo ndmero de

elementos en las filas y columnas.

Los algoritmos de reorganizacion mencionados se testaron en diez circuitos de
referencia. Los de Berry y Nakhla obtuvieron idénticos resultados, mientras que el de
Markowitz tuvo una diferencia en cuanto al nimero de operaciones del 5% para uno de
los circuitos. Sin embargo, el de Berry requiere un tiempo de procesamiento doble que

el de Markowitz.

Tras este andlisis se realizo un estudio estadistico. En el primer ensayo, se utilizaron
matrices simétricas con un numero de elementos no nulos fuera de la diagonal principal
segun una distribucion dada. Este andlisis dio como resultado que el algoritmo de
Nakhla es ligeramente mejor. En el segundo ensayo, usando los algoritmos de
Markowitz y Nakhla, se probo6 con otra distribuciéon del nimero de elementos no nulos,
mas representativa de las matrices de red. Las conclusiones son que el de Markowitz

requiere un esfuerzo computacional considerablemente menor.

Finalmente Hsieh y Ghausi (Hsieh y Ghausi 1972) propusieron un algoritmo similar al

de Berry, en el que se elige como pivote proximo el par fila-columna que produzca
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menor fill-in. Este algoritmo es mas eficiente que el de Markowitz pero menos que el de
Nakhla. Su esfuerzo computacional es mayor que el de Markowitz y menor que el de
Nakhla.

B.3 SOLUCION DE ECUACIONES NO LINEALES

Los sistemas de ecuaciones no lineales tienen la forma siguiente
G(x) =0 (B.3)
donde x es el vector de incognitas del circuito.

Para analisis en continua, la Ecuaciéon (B.3) representa el comportamiento de los
circuitos. Para andlisis en régimen transitorio, el algoritmo de integracion numérica
reduce el sistema de ecuaciones diferenciales del circuito a un sistema de ecuaciones

algebraicas para cada instante.

Los algoritmos de solucién no lineales se basan en una secuencia iterativa de soluciones
de ecuaciones linealizadas. Estos algoritmos se aplican en simulacion de circuitos a dos
problemas radicalmente diferentes: determinacion del punto de operacion del circuito en
continua y determinacion de puntos mdultiples en andlisis en régimen transitorio y en

continua.

En el primero de los problemas mencionados la secuencia de iteraciones empieza con
una estimacion inicial, por lo que el algoritmo debe priorizar las caracteristicas de
convergencia sobre el nimero de iteraciones. En el segundo de los problemas, la
solucion del punto previo es una buena estimacion para la busqueda de la solucién del

siguiente punto.

En andlisis transitorio, si una solucion en un instante no converge, el intervalo de
tiempo considerado se reduce hasta conseguirlo. Asi, cada solucion requiere sélo pocas
iteraciones, aunque hay que calcular muchos puntos. En estos casos el numero de

iteraciones es un factor importante.

La mayoria de programas de simulacion de circuitos usan una modificacion del
algoritmo de Newton-Raphson. Si X es la solucion en la iteracion k, y xx es el error

entre el valor de xx y la solucion, entonces x+1 es elegido tal que
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X1 = X + Ox (B.4)
Si el error, dx, es pequerio, la Ecuacion (B.4) para la iteracion k+1 puede conducir a
G(xp41) = G(xp + 0x1) = G(xp) + ] (x) - 6x (B.5)
0, de otra forma al sistema de ecuaciones linealizado

J () = X = —GO) +J () - x (B.6)

Este método tiene una velocidad de convergencia cuadrética, es decir, el error en cada

iteracion es proporcional al cuadrado del error en la iteracion anterior.

Un procedimiento mas eficiente computacionalmente que el anterior consiste en
linealizar cada rama del circuito de forma individual (Calahan 1968; Chua y Lin 1975).
Cada relacion por ramas del circuito es linealizada mediante las mismas series de Taylor
mencionadas anteriormente. Para las ramas definidas por corriente, la relacion es de la

forma:

I'=7(x) (B.7)

Si la relacion de la rama es definida mediante corriente y depende solo del voltaje en su
propia rama, el procedimiento de linealizacion es equivalente a reemplazar la rama no
lineal, en cada iteracion, por una conductancia lineal en paralelo con una fuente de
corriente. El elemento no lineal es reemplazado, conceptualmente, por la conductancia

Geq Y la fuente de corriente leg.

Para el caso dual de una rama definida en voltaje, la relacion es de la forma
V=f(x) (B.8)

Si la relacion de la rama definida en voltaje depende sélo de la corriente en su rama, el
procedimiento es equivalente a reemplazar la rama no lineal, en cada iteracion, por una

resistencia lineal en serie con una fuente de voltaje independiente.

El método de la secante es similar al de Newton-Raphson, diferenciandose en que el
primero aproxima las derivadas en la matriz Jacobiana mediante diferencias finitas y el
segundo evalla directamente las derivadas. Esta diferencia explica que la velocidad de
convergencia del método de la secante es de 1,62 (Ralston 1965) frente a 2 del método
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de Newton-Raphson. Sin embargo, dado que la obtencion de la matriz Jacobiana de la
mayoria de los sistemas de ecuaciones de los circuitos sélo exige un pequefio esfuerzo
adicional una vez evaluada la funcion G(x), la ventaja computacional del método de la

secante no tiene mayor peso que su velocidad menor de convergencia.

Se han propuesto varias versiones del método de la secante (Rohrer 1970) para mejorar
la velocidad de convergencia. Sin embargo, estos métodos tienen los mismos problemas

de convergencia que el método de Newton-Raphson.

Es necesario un criterio para determinar si converge la secuencia de iteraciones. Una
eleccion ldgica para este criterio es que la diferencia entre el vector de variables del
circuito, Xk+1, Y la solucién previa, Xk, esté dentro de una tolerancia especificada. Este
criterio requiere que cada componente del vector desconocido, xk(n), satisfaga la

ecuacion
| %k 41(M) — x,(MW)| < &g + & - min{|x, (W], x4, (W} (B.9)
donde ¢, es la tolerancia absoluta y ¢, es la relativa.

Si se usa la formulacion de analisis nodal, este criterio requiere que la diferencia entre
cada voltaje nodal y el valor en la iteracion previa sea menor que la tolerancia
especificada. Un valor de &, de 0.001, y de 50 uV para &,, produce resultados aceptables
en la mayoria de los casos. Los criterios de convergencia de la Ecuacion (B.9) conducen

algunas veces a falsas convergencias.

Los ensayos de convergencia no deberian depender de quée variables del circuito son
elegidas como desconocidas en el algoritmo de formulacion de la ecuacion, sino basarse
en la exactitud de la linealizacion de las relaciones de la rama. Por tanto, un criterio de

convergencia mas ldgico es
|I — Ii| <& t+e& - min{lll, |Ii|} (B.10)

Donde I' es la corriente en la rama linealizada que corresponde a una tension de la rama,
V1, mientras que | es el valor actual de la corriente que corresponde a V. Este criterio

de convergencia se aplica en el programa SPICE 2.
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Para comparar los dos criterios, se aplic un analisis transitorio a los diez circuitos de
referencia mencionados. EIl primer criterio aplico un valor de ¢, de 0,001, y de 50 uV
para 5. El segundo criterio aplicé un g, diferente, de 1e-12 A. Con ambos criterios se
utilizé un intervalo de tiempo de 100 puntos. Asi, el segundo criterio, mas conservador,
requiere de un 10 a un 50 % mas de iteraciones del método de Newton-Raphson que el

primero.

El algoritmo de Newton-Raphson tiene gran dificultad para trabajar con los sistemas de
ecuaciones correspondientes a circuitos electrénicos tipicos, especialmente cuando la
solucidn de la iteracion no estd proxima a la solucion correcta. Asi, el primer problema
es el overflow. Otro problema, menor, aparece cuando el circuito contiene s6lo una no
linealidad, dando lugar a una oscilacion en la solucion asociada a la no monotonicidad
de la no linealidad. También pueden aparecer una oscilacion en la solucion en circuitos

con varias no linealidades monoétonas.

Se han propuesto varias modificaciones del método de Newton-Raphson que evitan el
problema del overflow y que mejoran las propiedades de convergencia del algoritmo.

Estas se dividen en tres categorias (Kao 1972):

- Algoritmos de limitacion simple
- Algoritmos de reduccion del error
- Algoritmos de escalonamiento de la fuente

Los del primer grupo son los més faciles de implementar, requieren menor nimero de
iteraciones, pero tienen mas problemas de convergencia. Estos algoritmos limitan, de
alguna forma, los voltajes en las ramas no lineales para evitar el overflow y mejorar la
convergencia (Nagel y Rohrer 1971). EI método de solucidn iterativa evalla la siguiente
solucion de la iteracion en términos del voltaje de la rama para ramas definidas en
corriente, o en términos de corriente para ramas definidas en voltaje. Una variante de

este proceso, propuesta por Colon, fue implementada por Kao (Kao 1972).

Estos métodos fueron ensayados en ochenta circuitos, resultando mas fiable el método
de Colon. Ademas, este método usé el menor numero de iteraciones en todos los

circuitos excepto en uno, en el que se uso solo una iteracion mas.
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Los algoritmos de reduccion de error limitan en cada iteracion los términos no lineales,
de forma que se reduzca el error. Esto se consigue eligiendo una solucién, Xg+1, de

acuerdo con la ecuacion
Xi+1 = X + Vi 6% (B.11)
donde yi es el tamaiio del salto.

Si vk es la unidad, la Ecuacion (B.11) es equivalente a la Ecuacion (B.4). El error en la

iteracion k-esima viene definido por
& = G(x)" - G (xy) (B.12)

El objetivo del algoritmo es elegir un vy, que haga ex minimo (Branin, Hogsett y col.
1971). Para encontrar una relacion entre yx y &k, se expande la Ecuacion (B.3) en series

de Taylor

G(xps1) = G + i - 0xx) = G(xp) + Vi - J () - Ox (B.13)

0, de otra forma

G(xpe1) = (1 +yi) - G(xg) (B.14)

Combinando las Ecuaciones (B.12) y (B.14), se tiene

ST — 1 -2y +yE = (L -1 (B.15)
k

Esta relacion parabdlica suele distorsionarse segun la severidad de las no linealidades

del circuito.

La estrategia propuesta de seleccion de yi consiste en evaluar g para yx=0, £x(0), y para
k=1, ek(1). Se determina entonces yx ajustando la parabola a los dos valores de error,
ex(0) y ex(1), y a una pendiente inicial de -2. Si ex(yx) es menor que &x(0) y ek(1), se
toma el valor de yk. Si gk (1) es el menor valor, se toma yx=1. Si &k(0) es el menor
valor, se divide por dos yi hasta que su error sea menor que el producido por un y,=0.
Tras ensayar estos metodos con los circuitos mencionados, se comprobd que no

aseguraban la convergencia y que aumentaban bastante el numero de iteraciones del
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método de Newton en comparacion con el requerido para determinar el punto de

operacion en continua.

Por ultimo, el algoritmo de escalonamiento de fuente, introducido por Davidenko
(Davidenko 1953), es equivalente a determinar el punto de operacion en continua, con
una curva de transferencia en continua. El vector de valores de la fuente independiente,

E, viene dado por
E=a-S (B.16)

donde S es el valor actual de los distintos valores de la fuente y o es un escalar cuyo
valor va aumentando de forma gradual entre 0 y 1, conforme se alcanza la convergencia.

Aunque el método parece bastante seguro, no siempre converge.

Kao (Kao 1972) ha demostrado que el algoritmo de escalonamiento de fuente de
Broyden (Broyden 1969) requiere el doble de iteraciones que el método ECAP2
(Branin, Hogsett y col. 1971), que a su vez requiere el cuadruple de operaciones que el
método de limitacion simple de Colon.

El método ASTAP (Weeks, Jimenez y col. 1973), una variante del algoritmo de
reduccion del error, utiliza la formulacion de cuadro modificado, que produce
ecuaciones mal condicionadas numéricamente para anélisis en continua, por lo que no
se usa directamente. En su lugar, la solucion en continua se obtiene mediante un analisis
en régimen transitorio. Esto se lleva a cabo introduciendo “pseudo-reactancias” en el
circuito para el andlisis en continua. Asi, se inserta una pseudo-bobina en serie con cada
fuente de tension independiente y cada rama no lineal definida en tensién. Para cada
fuente de intensidad y cada rama no lineal definida en intensidad se inserta un pseudo-
condensador en paralelo. Las condiciones iniciales para estas pseudo-reactancias
utilizadas en el analisis en régimen transitorio son nulas. El error de truncamiento se
puede ignorar si el algoritmo de integracion es estable. Por esta razon el incremento de
tiempo usado no esta determinado por los requerimientos de exactitud, eligiéndose el

maximo posible. Es el método empleado por PSpice.

El analisis en régimen transitorio, del circuito con pseudo-bobinas y pseudo-
condensadores, emplea el método de integracion de Euler hacia atras. El algoritmo de

incremento de tiempo usado consiste en dividir por 8 este incremento si el nimero de
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iteraciones de Newton en un instante es mayor que 10, y en duplicarlo si el nimero de
iteraciones es menor que 5. El andlisis acaba cuando la tension de la bobina es menor
que 10”° y la intensidad en el condensador es menor que 1072,

El algoritmo de Newton-Raphson no modificado y el método de limitacion simple de
Colon han sido ensayados en los diez circuitos mencionados. EI método de limitacion
simple requiere menos iteraciones en muchos casos. Si se compara el método de
limitacién simple y el analisis con pseudo-reactancias, se comprueba que el primero

requiere 19 veces mas iteraciones que el segundo.

En el analisis de puntos maltiples, la solucion en el punto anterior es normalmente una

buena estimaciéon de la solucion del punto siguiente

h

Xn41 = Xp + n:;l (xn - xn—l) (B-17)

h

Segun este procedimiento X, es utilizado para obtener X,.1. Por otro lado, los métodos
de prediccion, usan el vector X,+; como estimacion. La Ecuacion (B.17) caracteriza un
método de prediccion de primer orden. Los métodos de prediccion de segundo orden

usan los valores temporales: X, Xn-1 Y Xn-2.

Estos algoritmos han sido ensayados en los diez circuitos mencionados y en otros cinco
mas, con el control de iteraciones de incremento de tiempo mencionado anteriormente.
El algoritmo de prediccion condujo a una disminucion del nimero de iteraciones de

Newton para el analisis de todos los circuitos excepto en dos de ellos.

Otra mejora para el analisis de puntos multiples es el algoritmo “by pass”. Este consiste
en evaluar una rama no lineal y sus derivadas, sélo si las derivadas en esta rama
cambian de forma significativa. Este algoritmo obtiene una ligera reduccion en el
tiempo CPU.

B.4 INTEGRACION NUMERICA

Los sistemas de ecuaciones diferencial-algebraicos que representan al circuito tienen la

forma siguiente

F(x,dx/dt,t) =0 (B.18)
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donde x es el vector de incognitas del circuito.

El anélisis en régimen transitorio del circuito divide el intervalo (0,T) en un conjunto de
valores discretos (0,t3,t2,...,T) y determina la solucion de la Ecuacion (B.18) en cada
instante. Asi, un algoritmo de integracion numeérica determina la solucion X,.; en el

instante tn.1, para las soluciones previamente calculadas (Xn, Xn-1,...).

El valor de LTE del método es el error en la solucién Xxn.;, suponiendo que las
soluciones anteriores son exactas. Este error es proporcional al intervalo de tiempo,
hn=tn+1-tn. El error total en xn+1 esta determinado por el valor de LTE en el instante tp+
y el valor de LTE de las soluciones anteriores. Las caracteristicas de estabilidad del
algoritmo de integracion numérica determinan el efecto del valor de LTE en un instante
anterior sobre el error total de la solucion Xxp+1 (Dahlquist 1963; Gear 1971; Blostein
1973).

El valor de LTE para métodos de integracion polinomiales (Anexo C) (Gear 1971; Chua
y Lin 1975) es

dk
dat

X (8) (B.19)

— k+1
€ny1 = C-hy" -

donde C es una constante que depende del método de integracion especifico.

En la Ecuacion (B.19), el valor de LTE en el instante tp+1, en+1, disminuye cuando se
incrementa el orden, k. Por otro lado, la estabilidad de los métodos polinomiales se

deteriora cuando aumenta el orden (Dahlquist 1963).

El método predictor-corrector (Anexo C) implica una limitacion severa en la seleccion
del salto de tiempo. ElI método con el corrector de la Ecuacién (C.10) convergera (Chua
y Lin 1975) sélo si

a_f_l

hn < |6x

(B.20)

Shichman (Shichman 1970) demostré que el método predictor-corrector requiere para
ejecutar un analisis en régimen transitorio 13 veces mas tiempo de computacion que los

métodos Gear-2 y Newton-Raphson.

El error absoluto total, E+, proporciona una condicion de seleccion de salto de tiempo
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hn
lex(tns)| < T Er (B.21)
0, de otra forma
2-ET
< — (B.22)
"l

Otra condicion para seleccionar el salto de tiempo surge cuando se considera el valor
absoluto del error permitido en cada instante, Ep. Asi, Si gq4xq: €5 la estimacion de LTE

en términos de dx,.1/dt, la restriccion en el valor de LTE viene dada por
lex| < Ep (B.23)

que lleva a la siguiente restriccion en el salto de tiempo

2-Ep

5|

hy < (B.24)

Si Ep=E+/T, ambas condiciones, Ecuaciones (B.22) Y (B.24), son equivalentes. Estas

ecuaciones también son equivalentes para el método de Euler hacia atras ya que

€x = Po & ,Bo = hy (B.25)
Para la mayoria de los métodos polinomiales se tiene

€; = o €x,Po < hy (B.26)

lo que supone que el salto de tiempo dado por la Ecuacién (B.24) es menor que el dado
por la Ecuacion (B.22).

La relacion entre la Ecuacion (B.22) y las tolerancias relativas es

hn S 2'(£T1§Z+1|+£a) (BZ?)
5|

Cualquier control sobre la seleccion del salto de tiempo usando el valor de LTE requiere
una estimacion del valor de LTE en cada instante. Asi, el método de Euler hacia atras

usa la siguiente expresion
x(t) = ag+ ay - (tgyr — tn) + az - (tpg — 1)° (B.28)
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La derivada segunda, teniendo en cuenta la Ecuacion (C.6) (Anexo C) vale

Xn+1=Xn_Xn—Xn-1

=2aq,=2-—tn__Tn1__2.pp, (B.29)

hp+hy—q

Igualmente, la derivada k-ésima es

dkx(e) _ ;| DDi—1(tn+1)=DDr-1(tn) _ .
= k! ST = k!- DD, (B.30)

El valor de LTE en cada instante se determina para cada rama del circuito que almacena
energia. Para estimar el LTE en un algoritmo de integracion de orden k se debe
almacenar k+1 valores. El esfuerzo computacional requerido para estimar el valor de
LTE en cada instante depende del método que se usa para almacenar la informacion de
los instantes anteriores. Sin embargo, el esfuerzo computacional para estimar el valor de

LTE es una fraccion pequefia del tiempo necesario para obtener la solucion.

Los métodos Runge-Kutta explicitos tienen una desventaja adicional: el LTE es
proporcional a la matriz jacobiana of/ox. La estimacion del LTE de estos métodos es
mas dificil que con los métodos polinomiales, y los algoritmos con ajuste de intervalo

de tiempo dindmico tienden a usar un menor valor de éste para una exactitud dada.

Miller (Miller 1973) desarroll6 otra variante implicita y A-estable del método clésico de

Runge-Kutta de segundo y tercer orden. Para el segundo orden es

h3 d3x
24 dt3

X =2 2.5
ntl T, Ty n+§

€3] (B.31)

h .
+ 7 Xne1 —
que requiere un valor en un instante intermedio

(B.32)

El término con derivada tercera de la Ecuacion (B.31) es el LTE del algoritmo de Miller
de segundo orden. Este es cinco veces menor que el del método Gear de segundo orden,
y dos veces menor que el del método trapezoidal. Sin embargo, la necesidad del valor
intermedio en el método de Miller de segundo orden implica un esfuerzo computacional

doble que en métodos polinomiales.
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El criterio de valoracion de métodos de integracion mas relevante es el nimero de
valores instantaneos requeridos para determinar la respuesta transitoria con una
tolerancia LTE dada. Desafortunadamente, este valor sélo se puede obtener aplicando
los algoritmos para casos concretos, como el sistema representado por la Ecuacion (C.1)

con solucidén conocida, Ecuacion (C.2).

Dado que las derivadas son mondétonamente decrecientes, su valor en el instante t;,
conduce a un valor consistente de LTE en el instante t,.;. Combinando la Ecuacién

(C.2) con las estimaciones de error para el algoritmo de Euler hacia atras, resulta

Ex(tns1) — (hn )2
Xn 2

(B.33)

&¢(tn+1) — hp-A
Xn 2

(B.34)

A partir de la informacion anterior se puede comprobar que los algoritmos Gear de
orden alto usan intervalos de tiempo mucho mayores que el método trapezoidal. Los
intervalos de tiempo usados por los métodos de orden alto aumentan significativamente

con el error relativo.

El método trapezoidal es el método polinomial A-estable mas exacto. Su aplicacion en
programas de simulacion de circuitos incluye una variacion dinamica del intervalo de

tiempo de integracion. Este ajuste deja el control del LTE en manos del usuario.

Los problemas de convergencia durante el andlisis transitorio se evitan mediante una
reduccion del intervalo de tiempo. Si el nimero de iteraciones para obtener un valor
instantaneo es menor que un valor preestablecido, se aumenta el intervalo de tiempo
hasta el limite fijado por el usuario. El control del intervalo de tiempo consiste en
reducirlo en un factor de 8, si las iteraciones son mayores de 10, e incrementarlo en un

factor de 2 si éstas son menores de 5.

El error de la solucion en régimen transitorio es légicamente mayor en los tramos en los
que se producen transiciones bruscas. Estas se corresponden con cambios bruscos en las
entradas de las fuentes, fijadas por los datos de entrada. Para reducir el error en la zona
de transicion de las fuentes, hay que reducir el intervalo de tiempo. Si el intervalo de

tiempo usado en la solucion en el instante t, determina una solucion en el instante tp.;
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que excede el valor del punto de ruptura de la fuente, entonces dicho intervalo se reduce
hasta que la solucion coincide con el valor del punto de ruptura. En este Gltimo caso,
tras la solucion obtenida usando el valor del punto de ruptura, se reduce el intervalo de
tiempo definido por el usuario en un factor de 10, salvo que el algoritmo de control de

intervalo de tiempo ya lo haya reducido.

Se analizaron 15 circuitos en régimen transitorio utilizando control de intervalo de
tiempo y reconocimiento del punto de ruptura. Los problemas de convergencia de
algunos analisis se eliminaron con la incorporacién del control de intervalo de tiempo,
aunque el namero de valores instantaneos y el numero de iteraciones requeridos son
mayores. Concretamente, el numero de valores instantaneos aumenta entre un 5 y un
30%, y el nimero de iteraciones entre un 3 y un 30 %. Para la mayoria de estos analisis
el incremento de esfuerzo computacional se debe uUnicamente al reconocimiento del

punto de ruptura de la fuente.

Para mejorar la eficiencia computacional en el analisis en régimen transitorio se utilizan
dos mejoras: prediccion y by-pass. El algoritmo de prediccion conduce a mejores
estimaciones iniciales en la secuencia de iteraciones, y el algoritmo de by-pass evita
recalcular las funciones no lineales que no han cambiado de forma apreciable desde la

iteracion anterior.

En el analisis de los 15 circuitos anteriores, estas mejoras redujeron el nimero de

iteraciones entre un 2 y un 20%, y el tiempo de ejecucién entre un 3 y un 25%.

Los métodos trapezoidal y Gear-2 presentan pequefias diferencias cuando se usa control
de salto de tiempo mediante el nimero de iteraciones, produciendo errores por encima
de los limites razonables en el andlisis de los mismos 15 circuitos. El control de
intervalo de tiempo no asegura que el valor del LTE esté acotado, ya que éste depende
del método de integracion y del intervalo de tiempo definido por el usuario. Para que el
control de intervalo de tiempo considere el LTE debe incluir una etapa que estime el
valor de éste en cada instante, y ajuste este intervalo para obtener valores razonables del

mismo.

Usando el valor de g4xqt/(dx/dt), definido en la Ecuacion (B.27), y DDj3, definido en la

Ecuacion (B.30), se puede estimar
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|xn+1l+eq

ho .= I—ET B.35
n+l DD3(tn+1) ( )
Tras obtener la solucidn en el instante ty.1 se calcula hn+; mediante la Ecuacion (B.35).
Si hy+1<0,9-h,, entonces el LTE para la solucién en este instante es satisfactorio, y el
hn+1 Se usa para calcular la solucion en el instante tn.,. En caso contrario, el LTE es
demasiado grande y la solucion para este instante se calcula usando h,. En una

aplicacion se comprobd que el algoritmo requeria demasiados valores instantaneos e

iteraciones para un LTE dado.

Para compensar los valores altos de DD3 respecto a LTE, véanse las Figuras C.1y C.2
(Anexo C), se afiade otro control de error, er~. La estimacion de la derivada que se
obtiene mediante diferencias finitas es dividida por e antes de valorar h,.1, Ecuacién
(B.35). Dado que el valor 10-e1 conduce a resultados satisfactorios, se concluyo que la
expresion en diferencias finitas es un orden de magnitud menor que el ultimo valor de

LTE, si se usa una ecuacion sencilla.

En circuitos no lineales, este procedimiento conduce a usar el valor minimo de salto de
tiempo, fijado previamente. Este problema de estancamiento en el valor minimo de salto

de tiempo se debe a un error iterativo durante el proceso de solucion.

Por otro lado, la exactitud de la carga de cada condensador o el flujo de induccion de
cada bobina estd limitada por los criterios de convergencia, & y €. En el caso del
condensador, la carga del mismo, Qy, puede diferir tanto como imponen los criterios de
convergencia, independientemente del salto de tiempo utilizado, h,. Sin embargo, la
exactitud de la intensidad del condensador se limita por el error de iteracion

5, = sff—:“ (B.36)

Teoricamente el valor de Qn+1 convergera a Q, cuando el salto de tiempo es lo bastante
pequefio, pero esta relacion no tiene en cuenta el error del proceso iterativo usado para
resolver el valor instantdneo. A menos que se considere este error iterativo en el

algoritmo de seleccion de salto de tiempo, éste tiende al minimo.

Este error puede ser considerado mediante un cambio sencillo en el algoritmo. El

criterio revisado de error sera
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lex] < max {sr x| + ea,%:“'} (B.37)

La Ecuacion (B.37) supone que el LTE en el instante t,.; es menor que el producto de la
tolerancia relativa y el valor absoluto de dxn.1/dt, valor absoluto del error de iteracion.
Sin embargo, el error en el célculo del valor instantdneo no debe ser menor que el valor

del LTE, para la tolerancia de convergencia dada.

La adopcion de la Ecuacion (B.37) conduce a la siguiente estrategia para el control del
salto de tiempo. Primero se calcula el error instantaneo permitido, Ep

Ep = max {er Nxpea| + ea,%:“l} (B.38)

El salto de tiempo hy+; €5

_ eTEp
fn1 = \’ |DD3(tn+1)l (839)

La Ecuacion (B.39) elimina el problema del estancamiento asociado a la Ecuacion
(B.35), pero conduce a menudo a valores de salto de tiempo demasiado grandes.
Ademas, si se utiliza h,+; para calcular el valor en el instante tn., €s muy probable que
el valor sea rechazado al aplicar los criterios de tolerancia. Los mejores resultados se

obtuvieron usando h+1<2-h;,.

Si se usa un control de salto de tiempo con truncamiento de error, la eficiencia del
andlisis en régimen transitorio requiere una eleccion razonable de la tolerancia de error.
La experiencia dice que si la tolerancia de error se reduce en un orden de magnitud, el
esfuerzo computacional aumenta al menos en uno o dos 6rdenes. Este control de salto
de tiempo supone un importante ahorro de esfuerzo computacional para algunos

circuitos, aunque para otros supone lo contrario.

El uso de métodos de orden alto supone valores menores del LTE para un instante dado,

lo que supone un analisis en régimen transitorio con pocos valores instantaneos.

Los coeficientes del método Gear, Ecuacion (C.12), dependen del salto de tiempo
actual, hp, y de los k-1 saltos anteriores. Si los saltos de tiempo varian en cada instante,

los k+1 coeficientes o; son redefinidos como
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1 ) 1 050 0

{hn h, +;hn_1 Yic1 }Eln+1_i } . aﬂ _ l—l‘ (B.40)
. :

hrli (hn + hn—l)k (Zi’czl hn+1—i) Ak 0

Aunqgue esta ecuacion se resuelve en cada instante, el esfuerzo computacional para

generarla y resolverla es una fraccion pequefia del esfuerzo total.

El control del salto de tiempo en los algoritmos Gear es similar al usado en el método

trapezoidal, la Ecuacion (B.37) no cambia y la Ecuacion (B.39) se sustituye por

1

hss = (i)' (B.41)

i!-|DDj|

donde i es el orden del algoritmo.

Para tolerancias de error relativamente grandes ninguno de los resultados de los
métodos Gear es sustancialmente mejor que los del método trapezoidal. Con tolerancias
de error reducidas los resultados de los métodos Gear de orden alto son sustancialmente
mejores que los del método trapezoidal.

Las inexactitudes inherentes a la estimacion del error de truncamiento en los métodos
Gear de orden alto son la base de la explicacion mas utilizada del insuficiente nimero
de iteraciones utilizadas por estos métodos. Conforme aumenta el orden, deben ser
estimadas las derivadas de mayor orden, y el error en la estimacion del LTE debe
aumentar. Aparentemente, este incremento del error en la estimacion del LTE resta
importancia a la disminucion tedrica del LTE actual. En consecuencia, la seleccion del
mejor orden implica un compromiso entre el menor valor teérico del LTE vy el
incremento del error inherente a la estimacion del LTE. Los resultados indican que los
métodos Gear de orden mayor que 4 no disminuyen apreciablemente el nidmero de
iteraciones y el tiempo de ejecucion (Nagel 1975). El orden 6ptimo de integracion segun

el niUmero de iteraciones sera diferente en cada sistema de ecuaciones simulado.

La seleccion del orden usada por PSpice fue propuesta por Gear (Gear 1967; Gear 1968)
y modificada por Brayton, Hachtel y col. (Brayton, Hachtel y col. 1972). Si el orden
actual es k, tras calcular k valores instantaneos, se calcula h,.; usando la ecuacion de

orden k-1, k y k+1. Después, se selecciona el orden que genera un valor mayor de hps;.
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Sin embargo, s6lo se cambia el orden si hy.1 es mayor que el del orden actual en un

factor Ro que esta entre 1,05y 1,5.

La experiencia con esta estrategia de seleccion de orden muestra que se obtiene el
menor numero de iteraciones si la seleccion de orden se realiza en cada valor
instantaneo en lugar de cada k valores instantaneos. La observacion mas interesante es
qgue no importa cual sea el limite superior de orden seleccionado, el algoritmo
permanece usualmente en orden 2. En los ensayos realizados, s6lo se utilizé el método
de orden 3 en el caso del circuito astable, con un 12% mas de iteraciones (Nagel 1975).
Finalmente, el analisis de este circuito requiere mas de 5.000 iteraciones,
independientemente del limite superior del orden seleccionado del algoritmo Gear, lejos
de las 3.387 del método trapezoidal.

El sistema de variacion de orden disminuye de forma considerable la ventaja de emplear
algoritmos de orden alto. Para tolerancias de error nominal, los algoritmos Gear-2 de
orden fijo y el método trapezoidal requieren un esfuerzo computacional menor que los
métodos Gear de orden variable. Si los requerimientos de exactitud son altos, el nimero
de iteraciones de los algoritmos Gear de orden alto son menores, entre un 10 y un 20%,

a los del método trapezoidal.
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ANEXO C

ESTABILIDAD DEL ALGORITMO
DE INTEGRACION

C.1 NUMERO DE OPERACIONES DEL PROCESO DE
FACTORIZACION PARA LA RESOLUCION DE SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES

Los algoritmos de sustitucion hacia adelante y hacia atras utilizados en el proceso de

factorizacion son
(C.1)

Para estimar el esfuerzo computacional se supondré que las operaciones matriciales sélo
pueden adoptar las formas: A-B-C y A/B. Ademas, se considerara que los dos tipos de

operaciones matriciales requieren el mismo tiempo de computacion.

Si se denomina r; al nimero de coeficientes en la fila i-ésima de la matriz U y ¢; al
numero de coeficientes en la columna i-ésima de la matriz L, entonces el nimero de
operaciones del procedimiento de sustitucion para la fila y columna i-ésimas durante el
proceso de factorizacion es ci+ci-rj; cj operaciones hacia adelante, en la fila i-ésima, y

ri+1 hacia atras, en la misma fila. Por lo tanto el nimero total de operaciones es
Yiallei+ciom) + ¢+ (rp+ 1] (C2)

Para técnicas no dispersivas, ci=rj=i-1. Asi la Ecuacion (C.2) se reduce a

() + (59 + (%) ©3)

C.2 METODOS DE INTEGRACION POLINOMIALES

El valor de la incognita Xn+1 en el instante ty.1, a partir de un desarrollo en serie de

Taylor, es
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hndx

Xnt+1 = X + hn xn +— 2 d2 (&) (C-4)

donde ¢ e [tn, ths1]

Si se deriva la ecuacion anterior y se desprecia el Gltimo sumando, se obtiene

Sna1 = o ho - 22 (0) (C5)

Si se sustituye la expresion anterior en la Ecuacion (C.4), se obtiene

n2
Xn41 = Xn + hy  Xpyq — ?n dtz (i) (CG)

A partir de esta ecuacion, excluyendo el ultimo término, y la formulacion de variables

de estado

x = f(x,t) (C.7)
se obtiene la ecuacion utilizada en el algoritmo de Euler implicito hacia atras
Xnt1 = Xn + - f(Cns1 tner) (C.8)

El sistema simplificado de ecuaciones algebraicas en el instante t,.; se soluciona por
métodos iterativos. Por tanto, el algoritmo de integracion convierte el andlisis en
régimen transitorio en N instantes en un problema mas sencillo consistente en N cuasi-

analisis en continua.

El procedimiento clésico para resolver la Ecuacion (C.8) emplea iteraciones funcionales

(Chuay Lin 1975)]. Este procedimiento utiliza un predictor explicito
0 .
x7(1+)1 =x, + h, X, (C.9)
y luego lo corrige de forma iterativa con un corrector implicito

k Kk—
r(1+)1 =X + hy f( ,(l+11), tn+1) (C.10)

El algoritmo del metodo trapezoidal utiliza la expresion

Xn+1 = Xn + (xn+1 + xn) ~ 12 dt3 (&) (C-ll)
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El algoritmo propuesto por Gear (Gear 1967; Gear 1968) utiliza la expresion

Xn+1 = Zi‘:o O " Xny1—i (C.12)
donde a; se determina mediante métodos de interpolacion.

A diferencia de los métodos de Euler hacia atrds y trapezoidal, los métodos Gear
obtienen la solucion de Xq+; en términos de dX,.1/dt, X, y k-1 soluciones hacia atras (X.
1,---» Xnk+1). EStos algoritmos multipaso implican contabilidad y almacenamiento
adicionales debido a que los valores en los instantes anteriores deben ser procesados y

almacenados.

Otra dificultad adicional es que el método de orden k no puede usarse hasta que k-1
valores en instantes anteriores hayan sido calculados. Gear propuso usar un método de
primer orden para obtener el valor en el primer instante, después es posible usar un
método de segundo orden para obtener el valor en el segundo instante, y asi

sucesivamente.

El algoritmo Gear de segundo orden para salto de tiempo variable es (Shichman 1970):

2hp+hn_q

) hnthn_1 hy
hn'(hn+hn—1)

— e+ x _
hn'hn—l n hn—l'(hn+hn—1) n-1

Xpt1 = Xn+1 t (C.13)

El método Runge-Kutta clasico de cuarto orden (Ralston 1965; Chua y Lin 1975) lleva

a la solucion explicita:
1 1 1 1
Xnt1 = Xn t2V1+H Y2 H 2V T2, (C.14)
en términos de soluciones intermedias:

( ylzf(xn;tn)
hp hp
V2 =f(xn+7')/1ltn+7)
hp hp
Y3 =f(xn +7'y2'tn+7)
y4:f(xn+hn'y3;tn+hn)

(C.15)

Los métodos de Runge-Kutta deben usarse con formulacién de variables de estado,
dado que las ecuaciones de los circuitos deben formularse segun la Ecuacion (C.7).
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El algoritmo de Euler puede generalizarse utilizando p soluciones hacia atras (Xn, Xn-

11---,Xn-p+1):
Xnt1 = 2beq @i Xpoipr + 2o Bi * Xn—iva (C.16)

Esta ecuacion representa a los métodos de tipo polinomial, comprobandose que el
método de Euler hacia atras es un metodo polinomial de segundo orden. El método Gear

de primer orden coincide con el método de Euler hacia atrés.

C.3 ESTABILIDAD DEL ALGORITMO DE INTEGRACION
Para definir las regiones de estabilidad se va a seleccionar una ecuacion diferencial
(Nagel 1975)

Xx=A-x (C.17)
que tiene como solucion analitica

x = xg- et (C.18)
La solucion aproximada mediante el método de Euler hacia atras y un intervalo de

tiempo fijo, hp=h, es:

1 n
Xn = Xo * (m) (Clg)
La region estable para esta funcion es:
|1—hi| =1 (C.20)

Un algoritmo de integracion es A-estable (Dahlquist 1963) cuando la region de
estabilidad del mismo incluye el semiplano izquierdo del plano h-A, condicion cumplida
por el método de Euler hacia atras y h,=h. Un método A-estable produce una solucion
estable si la solucidn exacta es estable, independientemente del valor del salto de tiempo

utilizado.

Un algoritmo de integracion es rigidamente estable si es estable cuando el salto de
tiempo tiende a infinito. A partir de esta definicion se puede afirmar que cualquier
método A-estable es también rigidamente estable. Si el método de integracion no es
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rigidamente estable, las condiciones de estabilidad imponen un limite superior al salto
de tiempo: éste debe ser inversamente proporcional al menor autovalor de la ecuacién
del circuito. Esto es una desventaja cuando se analizan circuitos, ya que la mayoria se
representan mediante sistemas rigidos de ecuaciones, donde la relacion entre los

autovalores maximo y minimo puede ser mayor o igual que 1.000.

El andlisis de la Ecuacion (C.17) muestra la relacion entre las dificultades de
convergencia del algoritmo trapezoidal y la inexactitud de la estimacién del error
polinomial, DD3, Ecuacion (B.30). Concretamente para A=-3, un valor inicial de la
variable analizada igual a 1 y un intervalo de tiempo de 0,1 se obtienen las curvas
representadas en las Figuras C.1 y C.2. La Figura C.1 permite comparar el resultado de
la integracion trapezoidal con la solucion analitica, y la Figura C.2 muestra la relacion
entreel LTE y el DDs.

Y
=
L]

soluciones analitcay grafica
o
(@]
T
|

0'20 0.5 1 1.5

hitiempo)

Figura C.1 Comparacion entre la solucion analitica (+)
y solucion la obtenida mediante integracion trapezoidal ()

Asi, el método trapezoidal para un salto de tiempo fijo, h,=h, aplicado a la Ecuacién

(C.17), equivale a adoptar la expresion
1422\ ™
Xn = %o | — (C.22)
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Si la parte real de A es negativa el método trapezoidal es A-estable. Por tanto, el
algoritmo trapezoidal es estable si la solucion es estable. Si |h-% |>2, 1a solucién
oscilara en torno a la solucion correcta. Esta oscilacion es poco importante si el valor de

LTE se mantiene por debajo de un nivel adecuado.

10° . .

LTE y DD3

h (tiempo)

Figura C.2 Valores de LTE (0) y DD3 (1)

Las regiones de estabilidad de los métodos Gear correspondientes a los primeros 6
ordenes fueron obtenidas por Gear (Gear 1967). S6lo los métodos Gear de primer y
segundo orden son A-estables, aunque todos son rigidamente estables. Es posible que el
algoritmo de Gear de segundo orden para salto de tiempo variable no sea estable para
algunas combinaciones de h, y h,1. Sin embargo, la practica indica que este método es

estable en problemas de simulacidn de circuitos de gran tamafio.

El método de Runge-Kutta no es rigidamente estable y es bastante ineficaz con sistemas
de ecuaciones rigidos. Sin embargo, Rosenbrock (Rosenbrock 1963) propuso una
extension de este método que es A-estable. Allen (Allen 1969) empled esta extension

para desarrollar métodos de Runge-Kutta A-estables de tercer y cuarto orden.

La Figura C.2 muestra que DD3 es 14.000 veces méas grande que el valor exacto de
LTE.
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