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MOTIVACION.

Este Proyecto Fin de Carrera estd desarrollado para satisfacer el interés que suscita el
analisis matematico para el desarrollo de estructuras, especialmente el de voladizos con
funciones estructurales, para la ejecucion de estructuras singulares, con materiales
contemporaneos, de acuerdo con las normas establecidas en la actualidad.

La determinacion de los objetivos del mismo ha sido desarrollada por el Departamento
de Matematica Aplicada y Estadistica de la UPCT.

Dichos objetivos, son el andlisis préctico y la exposicion matemaética de los métodos
utilizados para el analisis de vigas en voladizo (o ménsulas) sometidas a flexion.

Todo ello, para una mejor comprension del conocimiento que ha desarrollado la
humanidad hasta el siglo XXI sobre la resistencia y deflexién de elementos estructurales
en voladizo.

Para que todo ello permita obtener la topologia y los materiales mas adecuados para el
desarrollo de dichos elementos.

Finalmente este proyecto, nace con vocacion de complementar, ampliar y culminar los
estudios realizados en la Universidad Politécnica de Cartagena (UPCT) para la
obtencidn del titulo de Arquitectura Técnica.






Indice general

1. Introduccién.

2. TEORIA MATEMATICA.
2.1. TEORIA DE VIGAS DE EULER-BERNOULLI: integracién
conocidas las cargas actuantes. . . . . . . ... ... L.
2.2. FLEXION Y PANDEO DE VIGAS. . . . ... ........
2.2.1. OBJETIVO. . . . . . i,
2.2.2. INTRODUCCION MATEMATICA. . ... ... ...
2.2.3. MOMENTOS FLECTORES. . . ... .........

3. CASOS PRACTICOS.
3.1. Viga de peso despreciable con extremo libre . . . . . ... ..
3.1.1. MISMA SECCION-MATERIALES DIFERENTES. . .
3.1.2. MISMO MATERIAL-SECCIONES DIFERENTES. . .
3.2. Viga con carga uniforme con extremo libre . . . . . . . .. ..
3.2.1. MISMA SECCION-MATERIALES DIFERENTES . .
3.2.2. MISMO MATERIAL-SECCIONES DIFERENTES. . .
3.3. Viga con carga variable con extremo libre. . . . . . . ... ..
3.3.1. MISMA SECCION-MATERIALES DIFERENTES. . .
3.3.2. MISMO MATERIAL-SECCIONES DIFERENTES. . .

4. VIBRACIONES TRANSVERSALES DE UNA VIGA.
4.1. Vibraciones forzadas de una barra. . . . . . . ... ... ...
4.1.1. Barra empotrada con un extremo libre. . . . . . . . ..

5. CONCLUSIONES.

21

21
22
22
22
25

35
38
39
44
93
o4
99
67
68
74

84
84

87



2 INDICE GENERAL

A. Datos MEFI. 89
A.1. ESTADO PUNTUAL. . . . . . . . . . . ... .. 89
A.2. ESTADO UNIFORME. . . . . . . . . . ... ... ... ... 94

A.3. ESTADO COMBINADO. . .. ... ... ... .. ...... 100



Capitulo 1

Introduccion.

En la antigiiedad los constructores aprendian a mejorar sus técnicas a
través de reglas empiricas que se transmitian de generaciéon en generacion,
sin dejar constancia por escrito. Las diferentes culturas y pueblos acumularon
asi conocimientos sobre mecanica.

El hecho de que la transmisién de conocimientos se realizase de manera
practica y a través del “boca a boca” hace mas complejo el estudio de la
evolucion de las técnicas constructivas utilizadas, cuanto mas nos alejamos
en el tiempo. Bien porque las civilizaciones desaparecieron, o bien porque
las técnicas cayeron en desuso, la evolucién y el desarrollo de los métodos
constructivos son dificiles de conocer en nuestro tiempo. Esto unido a las
caracteristicas perecederas de muchos de los materiales que, por proximidad
o abundancia, han sido utilizados por las distintas civilizaciones, dificulta
ain mas el conocimiento de dichas técnicas en algunas civilizaciones.

En muchos casos, es a través de lo que ha llegado a nuestros dias y debido
a la necesidad de conservacion del patrimonio historico y arquitecténico, por
lo que ha sido posible desarrollar muchas de las teorias sobre las distintas
técnicas que han sido usadas en el pasado.

Aunque los origenes de otras ciencias, como las matemaéticas o la astro-
nomia, pueden remontarse hasta antiguas civilizaciones de Mesopotamia y
Egipto con documentos escritos, como el papiro Rhind en el caso de las ma-
tematicas (siglo XV 1T a.c.). No es asi, en el caso de la mecénica. Y por tanto,
tampoco lo es en el caso de la estatica, rama de la mecanica clasica que estu-
dia el equilibrio de fuerzas de los sistemas fisicos en equilibrio estatico; o de
la dindmica, rama de la mecdanica clasica cuyo objetivo es describir las alte-
raciones a las que esta sometido un sistema fisico, en relacién con el tiempo
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y las causas que provocan los cambios de estado fisico y/o de movimiento.

En Mesopotamia, desde los sumerios hasta los persas (siglo IV a.c.), no se
han encontrado documentos sobre las técnicas constructivas que utilizaban.
En base a los restos arqueolégicos encontrados, como por ejemplo, antiguos
utensilios para la escritura y partes de placas arcillosas con inscripciones,
la humanidad ha conocido algunas de las edificaciones realizadas por estas
culturas, las mas representativas, el templo y el zigurat. Se cree que dichas
culturas ejercieron una gran influencia sobre la construccién egipcia [4].

El primer cientifico, arquitecto, médico y astrénomo, cuyo nombre ha
llegado hasta nuestros dias, fue el del egipcio Imhotep, en el siglo XV II a.c.

Imhotep.

Los elementos estructurales que utilizaban en el antiguo Egipto eran,
practica y unicamente, la viga y la columna. Es aproximadamente en 1500
a.c. cuando aparece el arco como elemento estructural en Egipto, aunque
nunca fue un recurso muy utilizado por esta civilizacién [3].

Fueron los asirios quienes utilizaron el arco como elemento estructural,
ademds de la viga y la columna. Aunque debido a que sus construcciones



se realizaban con ladrillos de barro sin cocer, no han podido resistir el paso
del tiempo. En lo referente al desarrollo mecanico que implicaban dichas
construcciones sélo existen teorfas [4].

El .°rigen de la mecénica” comienza, de manera general, con escritos y
tratados de Aristoteles, Euclides, Arquimedes y Herén dedicados a la fisica y
la mecanica. Y en particular, con el andlisis y prueba de la Ley de la Palanca.

El primer tratado sobre mecanica es el llamado Problemas de Mecénica,
tradicionalmente atribuido a Aristételes (384 — 322 a.c.). Este naci6 un siglo
antes que Arquimedes (287 — 212 a.c.) quien hizo la primera demostracién
de la Ley de la Palanca.

Aristételes.

El tratado “Problemas de Mecanica” constaba de 35 problemas de mecani-
ca y la explicacién de sus soluciones a través de pautas similares. Estos pro-
blemas servian, por ejemplo, para explicar cémo es posible que una fuerza
pueda producir un efecto mayor que el natural, aplicando un artilugio mecani-
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co, en contraste con la proporcionalidad entre “fuerza y efecto” sugerida por
el modelo de la fisica aristotélica.

Algunos historiadores han investigado los conocimientos mecanicos de las
antiguas culturas para dilucidar si la Ley de la Palanca era conocida por el
autor de los Problemas de Mecanica, y si esta ley fue anterior o posterior al
desarrollo de la balanza de brazos desiguales.

Los citados historiadores concluyeron por un lado, que la balanza de bra-
zos desiguales precedié a los primeros textos mecanicos, lo cual se pone de
manifiesto en el texto literario, la comedia Paz de Aristéfanes, cien anos an-
tes de los Problemas de Mecéanica. Y por otro lado, que las estructuras de
conocimiento, documentadas en los Problemas de Mecénica, resultan de ex-
periencias hechas posibles por la invencion de la balanza de brazos desiguales.

Finalmente, es Arquimedes, en su tratado de equilibrio sobre dos planos,
quien realiza la demostracion de la Ley de la Palanca, haciendo uso de so-
fisticados argumentos matematicos que incluyen, en particular, la distincion
entre cantidades conmensurables e inconmensurables, es decir, cantidades
cuya razoén es un numero racional o irracional, y en general, haciendo uso
de métodos heuristicos con infinitesimales, los cuales, por primera vez en la
historia, quedarian documentados.

Dicho célculo infinitesimal es una parte muy importante de la matematica
moderna, pues incluye el estudio de limites, derivadas, integrales y series
infinitas. Arquimedes desarroll6 también el tornillo que lleva su nombre y la
polea compuesta, entre otros muchos inventos.



Arquimedes.

Durante la Edad Media arabe y latina, desde el siglo V d.C. hasta el Rena-
cimiento (aproximadamente 10 siglos, aunque depende de la zona geografica
y de la desintegracién del Imperio Romano), se tradujeron numerosos escri-
tos de épocas anteriores sobre ciencias: matematicas, mecanica o geometria,
entre muchas otras disciplinas. Se tradujo sobretodo, del griego al drabe y del
arabe al latin. Obras importantes de Aristoteles, Arquimedes o Euclides, en-
tre otros muchos cientificos, quienes habian dejado constancia de sus teorias
y experimentos.

La expansion del conocimiento de esta etapa se caracterizo por la trans-
formacion de la mecénica en una “ciencia de balanzas y pesos”, en la que una
vez mas la Ley de la Palanca tuvo un papel importante. No existié ningin
cientifico comparable a Arquimedes en esta época.

El desarrollo mecénico méas importante de esta etapa fue el reloj mecanico
utilizado en las catedrales medievales a finales de la Edad Media. Aunque no
eran precisos y tuvieron que esperar varios siglos hasta que Galileo descu-
briera las leyes del péndulo, y Huygens las aplicara para regular la marcha
correcta de dichos relojes [5].
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Los acontecimientos méas importantes, en cuanto a las contribuciones a
la mecéanica, han sido recogidos por William F. Riley y Leroy D. Sturges en
Ingenieria Mecanica. Estatica. En él realizan un estudio de las teorias que el
Doctor Ernst Mach, de la Universidad de Viena, publica en el libro Historia
de la mecanica de 1893.

Cabe destacar a Archytas de Tarento (aprox. 400 a.C.) quien fundé la
teoria de las poleas y los escritos de Arquimedes que demuestran que él
habia comprendido las condiciones de equilibrio de la palanca y el principio
de la flotacion. No hace mencién a otras teorias hasta Leonardo Da Vinci
(1452 — 1519) [6].

Es sabido que el destacado Leonardo Da Vinci, posiblemente el genio mas
versatil de la historia, estudid, entre otros muchos escritos, los de Arquime-
des y, por supuesto, la Ley de la Palanca, introdujo el concepto “momento
de una fuerza” y lo aplico al equilibrio de los cuerpos rigidos. Practicamente
fij6 el principio conocido como ”Tercera Ley del Movimiento de Newton”.
Cabe decir que la inquietud de este genio lo llevé a estudiar la flexién de
las vigas apoyadas en sus extremos y la resistencia de vigas en voladizo; la
resistencia de alambres de varias longitudes; y la resistencia de las columnas,
estableciendo que ésta varia inversamente con la longitud y directamente con
alguna relacion de su seccion transversal. También, desarrollé leyes, aun im-
perfectas, en relacion por ejemplo, con la linea eldstica en vigas con secciones
diferentes para eliminar el modulo elastico y el momento de fuerza [3].



Leonardo Da Vinci.

Este libro destaca a Stevin (1548 —1620) ya que fue el primero en describir
el comportamiento de un cuerpo en un plano inclinado liso y utilizé la ley
del paralelogramo de adiciéon de fuerzas. Del que hablaremos también, més
adelante [6].

Atn en el siglo XV1I, no existian registros sobre la resistencia de ma-
teriales o el comportamiento de los elementos estructurales constatados por
escrito. Fue entonces cuando Galileo Galilei (1564 —1642) estudi6 la resisten-
cia de los solidos a la rotura. En su libro Didlogo sobre dos nuevas ciencias
intenta discutir el comportamiento de la viga en voladizo bajo su peso propio
y una carga concentrada en el extremo. Inauguré la edad de la razén en el
andlisis estructural. Aunque sus resultados no fueron acertados, su trabajo
llamé la atencion sobre la existencia y la importancia de la mecéanica de los
materiales, creando asi, la disciplina conocida como Mecanica de Materiales

[3].
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Galileo Galilei.

Al parecer, tanto Stevin como Galileo (1564-1642) entendieron el principio
de los desplazamientos virtuales (trabajos virtuales).

En la primera mitad del siglo XV IT René Descartes (1596 — 1650) ide6 el
sistema cartesiano de referencia, en el que la posicion de un punto en el
espacio queda definida por las distancias (x,y,z) del punto a tres planos mu-
tuamente perpendiculares. Descartes encontré que a cada ecuacién corres-
ponde una curva en el papel y que a cada curva (circulo, pardbola, elipse,...)
corresponde una ecuacion algebraica. Estas matematicas se denominan geo-
metria analitica y su uso fue fundamental anos después en el desarrollo de la
mecéanica por Newton.

Como comentaba antes, Huygens (1629 — 1695) continud los trabajos
de Galileo con péndulos e inventd el reloj de péndulo; también estudio el
movimiento del péndulo cénico y realizé6 una determinacion precisa de la
aceleracion de la gravedad.

Coincidiendo en el tiempo con el cientifico inglés Robert Hooke (1635 —
1703) quién realizé importantes aportes. Formulé la Teoria de la Elasticidad,
hoy conocida como Ley de Hooke, una de las mas importantes leyes de la



11

Mecéanica de los Materiales en el desarrollo de la ingenieria estructural. En
ella plantea que el alargamiento unitario que sufre un material elastico es
directamente proporcional a la fuerza aplicada sobre él.

Casi paralelamente vivié Sir Isaac Newton (1642 — 1727) a quien se le
atribuye el haber levantado los cimientos de la Mecanica descubriendo la
Ley de la Gravitacion Universal y el enunciado de las Leyes del Movimiento,
asi como, leyes sobre el calculo infinitesimal.

Isaac Newton.

El trabajo que realiz6 Newton con el punto material basado en la Geo-
metria fue ampliado por Euler (1707 —1783) a los sistemas de cuerpos rigidos.
Euler fue quien primero utilizé el término “momento de inercia” y quien desa-
rrollé el Teorema de los ejes paralelos para los momentos de inercia, conocido
por el nombre de Teorema de Steiner [6].

Segun el libro Anélisis Clasico de Estructuras, escrito por Oscar Jaramillo
Jimenez, editado por la Universidad Nacional de Colombia, en 2004, Andrea
Palladio (1508 — 1580) usé las primeras cerchas en la construccién de puentes
y techos de edificaciones, aunque sus disenos no tenian como base un analisis
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racional. Sin embargo, se necesitaron dos siglos mas para que los constructo-
res se dieran cuenta de la importancia de esta nueva forma estructural (las
cerchas) y fuera usada masivamente. Anteriormente al descubrimiento y uti-
lizacion de las cerchas, el uso de elementos resistentes en la construccion se
limitaba a vigas, columnas, arcos y bévedas.

Cabe destacar en el desarrollo de las cerchas al anteriormente mencio-
nado Simon Stevin, ya que introdujo el principio del "triangulo de fuerzas”
relativo a la resultante de las fuerzas y momentos de un cuerpo, debido a que
realizé estudios sobre estatica e hidrostatica.

Los Bernoulli, entre la segunda mitad del siglo XV I y la primera del
XVIII dejaron honda huella en la ciencia.

De Jakob Bernoulli (1654 — 1705) es sabido, que estudiando la forma
de la curva de una barra elastica deflectada, dedujo la ecuacion de la curva
elastica, ampliamente utilizada en ingenieria, y se lo comunicé a Varignon
(1654 — 1722) en una carta escrita en 1717. Jakob también, descubri6 la fibra
neutra, aunque por algin motivo no le dio importancia a su posicion. Fue
Mariotte (1620 — 1684) quien desarrollé el concepto de .%e neutro”.

Varignon establecié la igualdad entre el momento de una fuerza y la suma
de los momentos de sus componentes.

Mas tarde, Johann Bernoulli (1667 — 1748), hemano de Jakob, percibi6 la
aplicacién a todos los casos de equilibrio de los desplazamientos virtuales (tra-
bajos virtuales) y enuncié el principio de las “velocidades virtuales”, base de
los métodos para determinar las deformaciones elasticas de las estructuras.
Daniel, su hijo, se interesé por determinar la elastica de las barras dobla-
das, las vibraciones de las vigas y desarrollé la ecuacién diferencial para la
vibracion de una barra
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Jakob Bernoulli. Johann Bernoulli.

Euler, amigo de Daniel Bernoulli (1700 — 1782), ademés de las contribu-
ciones anteriormente citadas estudio los problemas de las curvas elasticas de
vigas y columnas; empled el método del Trabajo Minimo y contribuyé con
su famosa discusion sobre el pandeo de las columnas.



14 CAPITULO 1. INTRODUCCION.

Leonhard Euler. Daniel Bernoulli.

Ya en la segunda mitad del siglo XVIII, Charles August Coulomb (1736 —
1806) considerado, junto con Louis Marie Henri Navier (1785 — 1836) quien
tiene el honor de haber desarrollado la primera teoria general de los sélidos
elasticos y el primer tratamiento sistematico de la teoria de estructuras, uno
de los creadores de la Resistencia de Materiales. Publicé, en 1776, el pri-
mer andlisis correcto de los esfuerzos de una viga con seccién rectangular.
Aplicando la Ley de Hooke a las fibras, situando la superficie neutra en su
posicién correcta y desarrollando el equilibrio de las fuerzas en la seccién con
las fuerzas externas, evalué correctamente los esfuerzos. También considerd la
etapa pléstica, e indicé que en la falla, bajo ciertas condiciones, la superficie
neutra deberia moverse a otra posicion.

Habian pasado 135 anos desde que Galileo intentase por primera vez
solucionar el problema.

Coulomb publicé también su teoria sobre la presion de tierras sobre muros
de contencion y enuncio su teoria de la torsion de ejes.

Thomas Young (1733 — 1829) introdujo por primera vez el concepto de
Médulo de Elasticidad con una definicién muy diferente a la que conocemos
hoy en dia. También traté problemas de torsion de ejes y flexion de vigas en
voladizo y el problema de la tension y compresion excéntrica de barras de
seccion rectangular.
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Lamé (1795 — 1870) publicé el primer libro sobre elasticidad y, junto
con Clapeyron (1799 — 1864), introdujo el concepto de igualdad del trabajo
externo e interno en una estructura deformada. Clapeyron trabajé también
en el equilibrio de sélidos homogéneos y cédlculo de la estatica de las vigas,
obteniendo como resultado el conocido como Teorema de los Tres Momentos,
muy 1til en el cdlculo de vigas continuas hiperestaticas. En 1855, dos anos
antes, Bertot la habia publicado sin que se le diese crédito alguno. Se dice
que a partir de este momento se inicia el desarrollo de una verdadera Teoria
de las Estructuras.

Otro ingeniero francés que también aportd a la formulacién de la Teoria
de la Elasticidad fue Barré de Saint-Venant (1791 — 1886). Trabaj6 sobre la
flexion de vigas curvas, las vibraciones y las deformaciones plasticas. En 1853,
present6 su famosa Memoria sobre la Torsién que ademaés contenia todo lo
que en esa época se conocia sobre la Teoria de la Elasticidad.

Contemporaneo de Saint-Venant, Jean-Marie Duhamel (1797 —1872) tra-
bajé en la Teoria de la vibracién de los cuerpos elasticos. Mostrando en su
trabajo que los desplazamientos producidos por una fuerza variable pueden
ser representados por una integral, subdividiendo los intervalos infinitesimales
con el fin de obtener el movimiento forzado como la suma de los movimientos
de los intervalos. Esta ecuacion es conocida como la Integral de Duhamel y
es usada hoy en dia en la Dindmica de Estructuras para el caso sismico.

Jean Marie Duhamel.
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Con todos estos conocimientos podriamos decir que comienza el anélisis
estructural como una disciplina independiente. En 1854, Jacques Antoine
Charles Bresse (1822 — 1883) publicé un libro sobre la flexién y la resistencia
de piezas curvas en el que presentaba métodos practicos para el analisis de
vigas curvas y arcos.

La Linea de Influencia fue introducida por Emil Winkler (1835 — 1888)
quien también hizo contribuciones importantes a la Resistencia de Materia-
les, especialmente en la teoria de flexién de vigas curvas y flexion de vigas
apoyadas en medios elasticos.

James Clerk Maxwell (1830 — 1879) public6 el que ha sido llamado el
primer método sistematico de analisis para estructuras estaticamente inde-
terminadas. Estaba basado en la igualdad que habia establecido Clapeyron de
la energia interna de deformacién de una estructura cargada y el trabajo ex-
terno realizado por las cargas aplicadas. En su analisis, Maxwell presenté el
Teorema de las Deformaciones Reciprocas, el cual no fue apreciado en su
momento por su brevedad y falta de ilustracién. Posteriormente, publicé el
Diagrama de fuerzas internas para cerchas, combinando en una sola figura
todos los poligonos de fuerzas. El diagrama se hizo popular por Cremona,
por lo que se conoce con el nombre de Diagrama de Maxwell-Cremona.

En 1872, el italiano Enrico Betti (1823 — 1892), publicé una forma gene-
ralizada del Teorema de Maxwell conocido como Teorema de reciprocidad de
Maxwell-Betti.

Luigi Cremona. James Maxwell. Enrico Betti.

Otro ingeniero del siglo XIX que hizo grandes aportes a la Teoria de Es-
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tructuras fue Otto Mohr (1835—1918). Desarrollé el método para determinar
las deflexiones en vigas, conocido como el Método de las cargas eldsticas o
la viga conjugada; asi mismo, presenté una derivacion mas simple y mas
extensa del método general de Maxwell para el andlisis de estructuras in-
determinadas, usando los principios del trabajo virtual. Hizo aportes en el
analisis grafico de deflexiones de cerchas, con el complemento al diagrama de
Williot, conocido como Diagrama de Mohr-Williot, de gran utilidad practica.
También obtuvo el famoso Circulo de Mohr, para la representacién grafica
de los esfuerzos en un estado biaxial de esfuerzos.

Otto Mohr.

Un ano después de la publicacion de Betti, es decir en 1873, Alberto
Castigliano (1847 — 1884) present6 el principio de trabajo minimo sugeri-
do por Menabrea y conocido como Primer Teorema de Castigliano. Después
presento el Segundo Teorema de Castigliano para encontrar deflexiones, de-
ducido de lo demostrado en el primero. En 1879 publicé en francés su famoso
libro Teorema del Equilibrio de Sistemas Elasticos y sus Aplicaciones. Este
destaca por su originalidad y es muy importante en el desarrollo del andlisis
hiperestatico de estructuras.

Ya en 1886, Heinrich Miiller-Breslau (1851 — 1925) publicd, lo que en
esencia era una variacion del método general de Maxwell para el anélisis de
estructuras indeterminadas, un método basico para dicho analisis. En la eva-
luacién de los desplazamientos dio gran importancia al Teorema de Maxwell
de las Deflexiones Reciprocas. El conocido como Teorema de Miiller-Breslau,
base para otros métodos indirectos de andlisis de estructuras mediante mo-
delos, nacié del descubrimiento de que la Linea de Influencia para la reaccion
(o una fuerza interna de una estructura) era, en alguna escala, la eldstica
producida por una accién similar a esa reaccién o fuerza interna.
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En 1930, Hardy Cross (1885 — 1959) publicé su famoso método de Dis-
tribucién de Momentos. Considerado uno de los mayores aportes al anali-
sis de estructuras indeterminadas, y segun los expertos, una revolucion en
el andlisis de estructuras de porticos continuos de hormigén armado. Es
un método de aproximaciones sucesivas que evita la resolucion de sistemas
de ecuaciones como las presentadas en los métodos de Mohr y Maxwell.
Este método perdié popularidad con la apariciéon y disponibilidad de los

Heinrich Miiller-Breslau. Hardy Cross.
ordenadores.

En 1943, Richard Courant (1888 — 1972) comenzd, lo que se puede consi-
derar como el inicio del desarrollo del Método de los Elementos Finitos, uti-
lizando el Método Ritz de analisis numérico y minimizacién de las variables
de céalculo, para obtener soluciones aproximadas a un sistema de vibracién.
Se podria decir que Courant le dio una base matematica firme.

En 1956 M. J. Turner, Ray W. Clough, H.C. Martin y L. J. Topp presen-
taron " Stiffness and deflection analysis of complex structures” estableciendo
una definicion méas amplia del andlisis numérico. Con la llegada de los pri-
meros ordenadores comienza la aplicacion de los métodos matriciales de la
rigidez a las estructuras, muy populares en la actualidad.

El desarrollo del Método de los Elementos Finitos, en resumen, permite
obtener una soluciéon numeérica aproximada sobre un cuerpo, estructura o
dominio, del que estan definidas ciertas ecuaciones diferenciales en forma
integral que caracterizan el comportamiento fisico del problema, dividiéndolo
en un numero elevado de subdominios, no secantes entre si, denominados
elementos finitos. Entre sus impulsores se encuentran, ademas de Ray Clough,
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E. L. Wilson, O.C. Zienkiewics y R. H. Gallagher.

Todo ello en la actualidad permite el andlisis sistematico de gran nume-
ro de estructuras, asi como, la obtencion de esfuerzos y deformaciones en
sistemas complejos [3].

Gracias al avance de las nuevas tecnologias, y a que dichas tecnologias,
se encuentran al alcance de cualquier profesional del sector hoy en dia, el
calculo para el andlisis de estructuras, se realiza mediante la programacion
informatica de softwares especificos desarrollados para tal fin. Estos softwares
combinan y aplican el conocimiento adquirido hasta ahora, con las normativas
desarrolladas para garantizar una mayor seguridad de las construcciones.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION.



Capitulo 2

TEORIA MATEMATICA.

2.1. TEORIA DE VIGAS DE EULER-BER-
NOULLI: integracion conocidas las car-
gas actuantes.

La teoria clasica de vigas (Teoria de Euler-Bernoulli), es una simplifi-
caciéon, usando la teoria lineal de la elasticidad, del estudio de la deflexién
producidos por cargas y/o momentos actuando sobre vigas.

Esta teorfa es muy aproximada para pequenas deflexiones de la viga (des-
plazamientos de piezas flexadas) y cargas aplicadas en el mismo plano que
contiene la viga. Es un caso especial de la mucho mas elaborada Teoria de
Vigas de Timoshenko. Fue enunciada en 1750 por Bernoulli y el mismo ano
fundamentada por Euler como una teoria matematica rigurosa. No fue apli-
cada a gran escala hasta el desarrollo de la Torre Eiffel al final del siglo
XIX, se necesitaron unos primeros calculos de estructuras muy elaborados
en comparacion con los utilizados generalmente en esa época.

A partir del éxito obtenido se desarrollaron grandes avances en la funda-
mentacién matematica de la Teoria de la Elasticidad Mecénica de Estructuras
y Medios Continuos.

A continuacién se expone brevemente el desarrollo de la Teoria de Euler-
Bernoulli sobre vigas [1].

21
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2.2. FLEXION Y PANDEO DE VIGAS.

2.2.1. OBJETIVO.

Los modelos convencionales para el andlisis estructural de vigas requieren
estudiar el material del que estan hechas las vigas y su colocacion para saber
cudl sera la flexion de la misma una vez colocada. Para estudiar matemati-
camente la forma que adopta una barra en flexién, es necesario estudiar la
curva de la eldstica o curva de flexion. Esto es, tratar de obtener la curva des-
crita por la fibra que, antes de flexar la viga, ocupaba el eje horizontal de la
misma, ecuacion elastica de la viga. También se busca determinar el médulo
de elasticidad del material. Para ello se considera que la viga esta construida
uniformemente y constituida por fibras longitudinalmente. En la figura 2.1
puede observarse el plano flexado que contiene la superficie de separacion
S (y), siendo y la distancia de la curva de la fibra neutra a la curva eléstica

[y [2].

2.2.2. INTRODUCCION MATEMATICA.

Consideremos un tramo infinitesimal de una barra sometida a flexién,
como se ilustra esquematicamente en la figura 2.1. Es claro que mientras la
parte superior de la barra se encuentra solicitada a tensiones de traccion su
parte inferior esta sometida a tensiones de compresion. Asi mismo, habra una
superficie de la misma, cercana a su zona central, que no estara sometida ni
a traccién ni compresion. Esta superficie se conoce como la fibra neutra, y
en la figura 2.1 A) estd representada por la linea de trazos. Si tomamos un
elemento infinitesimal de la barra, paralela a la fibra neutra a una distancia
y de la misma, este segmento corresponde a la region sombreada de la figura
2.1 A) y C). Supondremos que el drea transversal de este elemento es dA.
Con R, designamos el radio de la curvatura de la zona neutra y llamamos
So a la longitud del elemento de barra arco de la barra en consideracion a lo
largo de la zona neutra. La longitud del arco que esta a una distancia y de la
linea neutra lo designamos con S (y). De la geometria del problema podemos
escribir en primera aproximacion:

we 2w _ 5
Ro+y Ry

(2.1)
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por lo tanto
AS(y) = S(y) = So =5 . (2.2)

Vista longitudinal

-

dF/.//_—_ \ dF -
/ Sng"\s‘ ) —tan 8 =df{x)/dx

2=f{x)

| R= radio de curvatura
\ Vista transversal
A L\
c) / \/

S x

\/

L i

Figura 2.1: A) Barra sometida a flexién. A la izquierda se observa un tra-
mo infinitesimal de la misma sometida a traccién por la parte superior y a
compresion en su parte inferior. La linea de trazos indica la linea neutra, la
cual no estd sometida a tracciéon ni compresién. B) A la derecha observamos
un tramo finito de la misma barra. C) En la zona central vemos una vista
transversal de la barra.

Si df designa la fuerza infinitesimal, responsable de la traccién (o compre-

sién) de este elemento infinitesimal de la barra, por la ley de Hooke tenemos:

Céjj ). dA=E- Igo dA. (2.3)

El momento de esta fuerza infinitesimal, relativa a la linea neutra sera

df= (E -

dM =y - df,

por lo tanto el momento flector de la barra sera:

M:/y-df:/(E-d—S)-dA:£ y? - dA, (2.4)
SO RO Area
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o bien:
E-I1

Ry’
donde hemos definido el momento real o momento de inercia de la seccidn
transversal de la barra como:

I:/ y? - dA. (2.6)
Area

M=

(2.5)

Aqui F representa el médulo de rigidez o médulo de Young del material.
El producto E - I se conoce como el coeficiente de rigidez (”flexural rigidity”
o "Stiffness”) a la flexion de la barra. Por su parte el radio de curvatura
puede escribirse de la forma:

N

p @] preeew) e
E GO xe@ - xg@) @ *

La primera forma de expresar el radio de curvatura corresponde al ca-
so en que se dispone de la expresién de la curva de la forma z = z(z) y
la segunda cuando la forma de la curva se expresa en forma paramétrica
(x =f(¢),z=g(¢)). La tercera forma, expresa el radio de la curvatura en
términos de la longitud de arco S y el angulo 0, que la tangente a la curva
forma con el eje x, como se ilustra en la figura 2.1. Si la curvatura de la viga
es pequena, o equivalente, si el radio de curvatura R es mucho mayor que el
tamano de la viga, o sea si R > L, tenemos que:

L (f1(9))’
T (f1(9) x g (0) — f11(9) x gt (¢))[1]. (2.8)

En este caso la relacion (2.3) se escribe como:

02z
—E[@%M(x) (2.9)
Esta relacién (2.8) se obtiene de la ecuacién diferencial de cuarto orden
que describe la deflexion z, obtenida de la teoria de Euler-Bernoulli, que
como deciamos, es un caso especial de la Teoria de Timoshenko, que describe
la ecuacion diferencial de la estatica de una viga dentro de las limitaciones

antes mecionadas [2].
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Siendo ¢ una funcién general que configura la carga solicitante:

0? 0%z

Observandose que si E - I es constante entonces:

0% (0%

Y por tanto las derivadas sucesivas de la funcién z proporcionan las
magnitudes fisico-matematicas de principal importantcia en aplicaciones de
ingenieria:

0z

— =40 2.12

=0, (212)
proporciona el angulo de giro en cada seccion de la viga.

02z
proporciona el momento flector en cada seccion de la viga.
0 02z
—% (E . I@) = Fruptura (SL’) ) (214)

proporciona la fuerza de ruptura de la viga [1].

2.2.3. MOMENTOS FLECTORES.

Un problema comtn en diversos problemas que involucran vigas, es deter-
minar el valor del momento flector M (z) o momento resistente en un punto
de coordenada z. Para ello imaginemos que la barra se corta en el punto de
coordenadas z (linea mn). Para mantener en equilibrio la seccién que esta a
la derecha de la linea mn serd necesario una fuerza cortante V' (x) (cortante
resistente) y un momento flector M (x), que en realidad realiza la seccién
de la viga a la izquierda de la linea mn. De las condiciones de equilibrio

(ZE =0y ZMz = O) podemos obtener los valores de M (x) y V (z).

El objetivo en general es determinar el valor del momento flector M (x)
o momento resistente en un punto de coordenada z. De las condiciones de

equilibrio <ZE =0y ZMZ = ()) obtenemo los valores de M (z) y V (z).
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n
4 .
. -
m
M(x)=—(L-x)P
Vix)=-P
i V(x)
& n
C e M(x) .
=¥ L_( l——__i_h l Iea C m __%Q
i R e P=i.g (L)

M(x)={L-x)’g.1/2
Vix)= g A (L-x)

Figura 2.2: A) Barra empotrada de longitud L, sometida a flexiéon por una
fuerza P aplicada en su extremo libre. B) Barra empotrada de longitud L,
sometida a flexién por una fuerza uniforme ¢- A distribuida a lo largo de toda
la barra.

El angulo que forman las tangentes a la barra en sus dos extremos, 6,4, se
conoce con el nombre de dngulo de giro [2].

TEOREMAS DEL AREA DE MOMENTOS.

Finalmente, es 1til tener en cuenta dos teoremas de las areas de los mo-
mentos, que pueden demostrarse a partir de la expresion (2.5), para pequenas
deformaciones de una barra.

Primer teorema del drea de momentos: Referida a la figura 2.3, si
04 , representa el angulo entre las tangentes a la barra en sus dos extremos,
conocido con el nombre de angulo de giro, se cumple la siguiente relacién.
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O LS 15

La distancia A4 se mide a lo largo de una linea perpendicular a la barra.

Figura 2.3: Barra de longitud L , sometida a flexién por un momento flector
aplicado de forma general, M (z), a lo largo de la mima. €4, se conoce con el
nombre de angulo de giro.

Segundo teorema del drea de momentos: Si A, esla distancia entre
la tangente, en uno de los extremos de la barra, al otro extremo de la misma,
a lo largo de una direccién perpendicular a la barra (en su posicién original
sin deformacién) se cumple que:

B LM(:U)-x'dx
AA_/T. (2.16)

Es importante senalar que estos teoremas son validos tanto para toda la
barra como para una porciéon de la misma.

Problema de Euler: pandeo de una viga. El problema de Euler consiste
en encontrar la forma de una viga sometida a pandeo. La curva que describe
dicha forma se conoce con el nombre de la .¢'dstica”de la misma. En primer
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término analizaremos caso de pequenas flexiones y seguidamente el caso de
flexiones arbitrariamente grandes [2].

Pequenas deflexiones o desplazamientos. En este caso supondremos
que tenemos una barra de seccion uniforme vertical, empotrada en su parte
inferior como se ilustra en la figura 2.4, sometida a una fuerza o carga F a lo
largo de la misma. Nétese la diferencia con el caso analizado en la figura 2.2,
donde la fuerza se aplicaba perpendicular a la viga. El momento M (z) que
la fuerza F' ejerce sobre un punto de la barra de coordenada z, como vimos
anteriormente (2.10), puede expresarse como:

M (z)=—F - (up— 2z (x)). (2.17)
Igualando esta expresién con (2.3) y (2.7) tenemos:

o0 O L] () (2.18)
A |=—|=—F-(up—z(x)). .
0x? 0
En esta expresion, suponemos que el radio de curvatura es grande en com-
paracién del largo L de la barra. La ecuacién (2.15) también puede escribirse

COImo:

82
8_3; + A2 2 (x) = =A% -y, (2.19)
con
F

La ecuacion diferencial (2.16) es del mismo tipo que la que se encuentra
al resolver el problema del oscilador arménico. Su solucién es de la forma:

z=A-sin(A-x)+ B-cos (- x)+ up. (2.21)

Las condiciones de borde: z (0) = 0, dzd(xo) =0y z(L) = up conducen a:
Por lo tanto:

z=1wup(l —cos(A-x)). (2.22)

Para que z (L) = ug, tenemos que:
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XL:ng con n=1,35,.., (2.23)
por lo tanto:
2 E-1
%ﬁzﬁzuij, conn=1,3,5,.. (2.24)

nx

Figura 2.4: Pandeo de una viga con distintas condiciones de borde. A) am-
bos extremos libres, B) ambos extremos ampotrados y C) extremo inferior
empotrado y superior libre y mévil.

w2.E-I 4-72.E-1 w2.E-1
Fcrz’t = 12 Fcrit = 2 Fc'rit = 412 (2-25)

El menor valor de A corresponde a n = 1. Esta condicién establece el
menor valor de la carga necesaria para que la barra pandee. Para lograr
deflexiones de orden superior, n = 3,5, etc, se requieren fuerzas mayores.
La forma de la flexion para n = 1 y 3 se indican esquematicamente en los
diagramas de la derecha de la figura 2.3.

Si la viga no esta empotrada en su base, es facil probar, siguiendo el
procedimiento usado anteriormente que el valor de la fuerza critica es:

, E-I

Emznlﬂ-jﬁq conn =123, .. (2.26)
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Deflexiones mayores - Elastica. Para deflexiones mayores es necesario
usar la expresion exacta para el radio de curvatura, la ecuacion diferencial de
la elastica se puede encontrar de la ecuaciéon basica que establece la propor-
cionalidad entre la curvatura en cada punto de la barra y el mometno flector
en ese punto de la barra. El momento de las fuerzas externas sobre la barra,
en un punto de coordenada z serd F - (ug — z), por lo tanto:

E.[.%:F-UO—F-Z(QT):F-U con z(z)=wuy—u(z). (2.27)

4 & X
:3& dx |
L ds N g A
F
I —, up uo
R
\\\"*/g’ L n=3
| b n=I
f = \
= u 9
4 fos: W | % 1 |

F

Figura 2.5: Pandeo de una viga. L representa su longitud, F' es la carga ver-
tical aplicada a la misma, cuya direccion coincide con la orientaciéon original
de barra sin carga. El parametro f se denomina la flecha. La forma de la
barra, llamada la .®'dstica” viene descrita por la funcién z (z).

De la figura tenemos que % = tan§. Las condiciones de contorno son:

dz
parasz,Z:OyZ—ﬁ:0;paraz:u0,tenem089:«90y%:O.

Derivando esta expresion respecto de S y recordando que:

dz du . dx
5= g5 sinf y 5= cos b, (2.28)

donde 6 es el dngulo entre la tangente a la curva y el eje x, tenemos:
d*0 F

12 F I -sin 6. (2.29)
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Tenemos, como antes deciamos, que

1 F
N=— = 2.30
o (2:30)
La ecuacién diferencial de la eldstica se convierte en:
d*0 9
d—S2 + )\ sm@ = 0 (231)

Vemos que esta ecuacion diferencial es idéntica a la ecuacion diferencial

del péndulo simple. Multiplicando esta 1ltima ecuacién por jg e integrando
respecto de S obtenemos:
L(do* A2 6 =—\° 0 (2.32)
AU cosf = cos . :

La constante del segundo miembro de (2.32) surge de hacer cumplir
las condiciones de bordes de la barra. En el extremo libre de la misma, el
momento o torque en este punto es nulo, por lo tanto su curvatura de la
misma (%) también lo es. Por lo tanto para 6 = 6, % = 0, donde 6 es el
angulo que forma la tangente a la barra en el extremo libre del eje x. De este
modo podemos escribir (2.32) como:

db do
dS = — = : (2.33)
V2 \-/cos — cos b, 2)\-\/sin2 (%) —sin? (2)

2

Como suponemos que la longitud de la barra L no se modifica al flexio-
narse, tenemos:

/ ! / _ g (k; f) .
2 A \/sm ?O — sin? g A V1—k? Sln2t A 2
(2.34)
La ecuacién (2.34) representa una barra libre sometida a flexién. La mis-
ma se puede suponer como la superposicion de dos barras empotradas. De
este modo, la barra de longitud 2L y flecha 2f se puede tratar con la mis-
mas ecuaciones que la barra empotrada de longitud L y flecha f, donde
introdujimos la variable & = sm( ) Aqui K (k,«) es la integral eliptica



32 CAPITULO 2. TEORIA MATEMATICA.

incompleta de primera especie!. Esta relacién es 1til ya que establece una
relacion implicita de 6y como funciéon de L, A y F'. Combinando la expresion

(2.27) con la relacién % = cos tenemos:
dg  df dz
=\ — A 2.
S~ dz dS uo =Xz (o) (2.35)

por lo tanto:

u(f) =uy—z(0) = % -y/sinfy — sin 6. (2.36)

Es interesante notar que esta ecuacion satisface las condiciones de borde:
para z = 0,0 = 0 y para z = ug, 8 = 6. También tenemos la relaciéon:
ud - A2 = sin 6. La otra ecuacién paramétrica de x = z () se puede obtener
de las relamones = tan @ y derivada de (2.36) respecto de 6.

dx_dx dz_ 1 sind —cosf
d9  dz df  2)\ cosf \/sinf, —sinf

Integrando esta ecuacion obtenemos:

(2.37)

o =—i/ o dt L R e) - K(he),  (238)

1
V/sinf, — sint A

o

sin(5)
Sln(i)
nes K (k,¢) y E (k,¢) son las integrales elipticas incompletas de primera y
segunda especie respectivamente.

Las expresiones (2.36) y (2.38) son las ecuaciones paramétricas de la
eldstica. La ecuacién (2.34) nos permite encontrar el angulo 6y en funcién

de L.

Las funcio-

donde introdujimos la variable k = sm( ) y sing =

Las integrales ehpticas incompletas de primera especie se definen como:

f y las integrales elipticas incompletas de segunda especie se
VA k2 sin? t

definen como: E (¢, k) = 1 —k2sin’t - dt. Las correspondientes integrales elipticas
0

completas se obtienen para el caso particular en que ¢ = 7. Estas funciones no puede
expresarse en términos de funciones elementales. Para su cédlculo es necesario realizar la
integracién numéricamente. Ver apéndice A.
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Finalmente la flecha f se puede encontrar a partir de la expresién (2.38),
haciendo x (), osea:

-7

1 sint - dt 1 T
— - . =—.{2.F — ) - 2.
f=a (%) 2 sinfy — sint )\{ <k’2> C}’ (2:39)
)

donde E (k;, %) y K (k, g) son las integrales elipticas completas de segunda
y primera especie respectivamente y el parametro k = sin (%0) En términos
de estas funciones podemos escribir (2.34) como:

1] dé 1 7r
L=— =—-Klk,—=]. 2.4
)‘O/«/l—k:2sin2¢ A < ’2) (240)

Finalmente, si tenemos una barra con dos extremos libre, la misma se
puede suponer como la superposiciéon de dos barras empotradas una invertida
respecto de la otra. De este modo, las ecuaciones desarrolladas hasta aqui,
para una barra empotrada de longitud L y flecha f, se pueden usar para
describir una barra libre de longitud total 2L y flecha 2f, que por lo general
son las magnitudes que facilmente se pueden controlar y sirven de vinculos
fisicos del problema, se puede proceder de la siguiente manera:

1. Usamos las ecuaciones (2.39) y (2.40) para encontrar una relacién ma-
temdtica entre las variables £ como funcién de 6,. Puede resultar ttil

L
generar un grafico de % como funcion de 6.
E (k%
S Q-M—l conk:sin<@). (2.41)
L K (k%) 2

2. A partir de la figura 2.6 o la relaciéon matematica (2.41), obtenemos el
valor de 6y como funcién de los valores observados de %
3. Con el valor encontrado de 6y, utilizando las expresiones (2.36) y (2.38)
podemos obtener la ecuacién paramétrica de la forma de la eldsti-
ca. Ademés podemos utrilizar la expresion (2.39) para expresar A =

kT
K % De este modo obtenemos:
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1.0

0.5 1

0.0

fiL

0.5

it

-1 el

-1 -ﬂ T T T T T T T T

-90 -70 -50 -30 -10 10 30 50 70 90
8, (grad)

Figura 2.6: Grafico de %como funciéon de un angulo 6y segin la relacion
universal (2.41).

z(0) = K1) (2B (k, ¢) — K (k,¢)} (2.42)

u(f) =uy— z(0) = #\/ﬁ [\/sineo — \/sinfy — sin@} . (2.43)

que puede compararse con los valores medidos de z (z) para la eldstica de
una barra de longitud 2L y flecha 2f.

Es interesante notar que la relacién % y la forma de una barra de una
dada longitud L y un dado valor de f es universal, igual para todas las barras.
Ademas hay un factor de escala universal, que relaciona la fuerza F' con la
rigidez de la barra dada por E - I, que se combinan para producir un valor

dado de A, segin la expresién (2.30) [2].



Capitulo 3

CASOS PRACTICOS.

A continuacion, se analiza la variacién de rigidez o stiffness” que como se
menciona antes consiste en el producto F - I.

Para ello, se varia en primer lugar los materiales de cada caso, y asi,
observaremos qué ocurre al variar el modulo de elasticidad o médulo de Young
E correspondiente a cada tipo de material. Y en segundo lugar, al variar
la seccién manteniedo el mismo material, ya que la inercia bruta I depende
directamente de la seccion de la viga o barra como indica la expresion I = %
que la define.

De este modo, se observa el comportamiento, es decir, las reacciones,
desplazamientos, giros, esfuerzos, e incluso se pueden visualizar los resultados
de la ecuacién de la eldstica z (z), mas conocidos como deformada de la
estructura. Esta es una ecuacién, como se ha definido anteriormente, sirve
para definir el campo de desplazamientos que sufre el eje de la viga desde su
forma recta original a la forma curvada o flectada final.

Para el estudio hemos elegido la siguiente edificacion, y mostramos tam-
bién diferentes planos para mostrar el tipo de viga elegido. Para facilitar el
estudio, la viga se ha idealizado para representar una estructura plana de
una barra empotrada en un extremo.

35
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El plano en planta seria

i = = I

' ? 1]
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F1SUPERFICIE ESTADC DE CARGA VIGA
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38 CAPITULO 3. CASOS PRACTICOS.

3.1. Viga de peso despreciable empotrada con
un extremo libre que sostiene un peso P.

Esta situacién se ilustra en la figura 2.2 A). Si concediéramos la seccién
de la viga a la derecha de mn, de las condiciones de equilibrio es facil obtener:

V(z)=—P (3.1)

M(z)=—P (L-1). (3.2

De la expresion (2.5) u (2.8), para pequenas deformaciones de la barra

1a

2 . . .
= %) tenemos que, desde el extremo libre que sostiene el peso, es decir,
la s

desde eccion de la viga a la derecha de mn:
1 P-L x 3-f 1 P-L3
gt (3 ) =gt SR T

En estas ultimas ecuaciones hemos tenido en cuenta las condiciones de
borde del problema, mas especificamente hemos impuesto las condiciones:

_0:(0)
Oz

Si hubiésemos tomado la seccion de la viga a la izquierda de mn, es decir,
desde el extremo empotrado tendriamos que estas ecuaciones tomarian la
forma:

2 (0) = 0.

1 P-L? 1 P-L?
== fe g (33)

Para la obtencién de las ecuaciones, asi como, para la resolucién de proble-
mas de esta indole, en general, podremos tomar la seccion que mas convenga
a nuestro criterio, sin menoscabo de los resultados. Siempre y cuando el cri-
terio sea tomado al inicio de la resolucion del problema, y una vez adoptado
no sea variado [2].
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EJEMPLO NUMERICO:

3.1.1. MISMA SECCION-MATERIALES DIFEREN-
TES.

Carga puntual

P, = 33,21 kN.

Moédulo elastico de los materiales:

EHA—35 = 2,978 : 1010kN/m2,
EC—40 = 1,400 : 1010kN/m2,
Ec_14 = 7,000 - 10N /m2.

Relacién de los modulos elasticos:

Era_ss ~ 2,12 - Eg_yo,
Era_ss ~ 4,25 - Eg_1a4,
Ec 40 =2 FEc_1a.

Cabe mencionar que cuanto mayor es el médulo de elasticidad o médulo
elastico £ mayor es la rigidez del material. Por el contrario, cuanto menor
sea el un modulo elastico mas flexible sera el material.
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SECCION Y TENSIONES en la seccién més solicitada.

HA-35, MADERA C-40 Y MADERA C-14:

Seccion comin de HA_REAL, MADERA C-40 v MADERA C-14 ESTADO PUNTUAL . (estado 1)

Tensiones tangenciales, normales v de van Mises M EFI
Axil =0, cortante = 33.21 v flector =-122.88 (lnea=1, x=10)
h=1.09932 v b= 040003

b 1.52e+03 1.52e+03

h 13 196
-1.52e+03 1.62e+03
Tangenciales Mormales von Mises
]
M

Cabe destacar que la tension se define como o = =, y no varfa en ninguno
de los 3 casos. Esto se debe a que: en primer lugar, M = cte , debido a que
en cada ejemplo numérico el estado de cargas permanece constante; y en
segundo lugar, a que en este caso particular, S = cte. para comprobar la
influencia de la rigidez en funcién, inicamente, de la variacion de E, ya que
si S = cte la inercia I también lo es, y por tanto, la rigidez solo dependeria
del modulo elastico, que no produce variacién en las tensiones internas en los
distintos materiales.



3.1. VIGA DE PESO DESPRECIABLE CON EXTREMO LIBRE

GRAFICO DE ESFUERZOS Y DEFORMADA:

HA-35:

Barra HA_REAL empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO PUNTUAL.  (estado 1)

Esfuerzos cortantes y momentos flectores (deformada x 32767)

23
33
2421
m !
1 2
i o o RRTTRRRTTY
0 i) 0 2e-05 0 20 0 100

MADERA C-40:

Barra MADERA_CZ40 empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADC PUNTUAL . {estado 1)

Esfuerzos cortantes y momentos flectores (defarmada x 32767)

123

T

==nt|

o

[rreg " v
0 1 il 2e-05 0 20 i 100

41

MEFI

MEFI



42 CAPITULO 3. CASOS PRACTICOS.

MADERA C-14:

Barra MADERA_C14 empotrada en un extrema v libre en el otro ESTADO PUNTUAL.  {estado 1)

Esfuerzos cortantes v momentos flectores (deformada x 32767)

MEFI

123
T

FIE1

iy *

[Py [ (R [ |
0 1 i] 2e-05 0 20 1] 100

Esto quiere decir que, cuando I = cte., debido a que Eya_35 > Fo_40 >
Ec_14 entonces f, ,, > f. . > faa—ss o lo que es lo mismo, f es indi-
rectamente proporcional a F. También se observa que los esfuerzos, cuando
L = cte., tanto el provocado por cortante V como el provocado por el mo-
mento flector M, dependen unicamente del estado de carga aplicado y no
guardan relacién con el coeficiente de rigidez F - I. Finalmente, de la defor-
mada se deduce que cuanto mayor es el valor de x en la ecuacion de la elastica
z (z) mayores son las deformaciones que provoca la carga sobre la barra. La
deflexion de la barra se produce a partir de unos determinados valores de
x. En el intervalo 0 < x < L cuando los valores de x tienden a 0 la rigidez
aumenta, y por ranto, cuando el valor de x tiende a L la rigidez disminuye,
es decir, x y la rigidez E - I tienen una relacion inversamente proporcional.
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RESULTADOS:
HA35:
_estado 1
“pun desx desy girz  reax  reay  momz

1 0.00002+00 0.00002+00 0.00002+00 0O.00002+00 [3.321028+0 1.2288e+02
2 D.DDDDE+DDI—E.EEEEE—UEIFE.ERUEE—ﬁEI

Tin punIni punfFin axiIni axiFin KAKTNUT
corInd carFin XCorNul
fleIni flerFin KF1eNul
desIni desFin

3. 7000e+00|
3.7000e+00

1.5234e+03

1 0.0000e+00 Qo 0, 0000400 0. 00002+00 J3.32102+01) f1.22882+03
2  0.0000e+00 E9.5779e-07 2. 6604280

1in punIni punFin axiIni axiFin KAKTNUT
corInd corFin xCornNul
fleIni fleFin xF1enNul

desIni desFin

1 1 2 0. 0000e+00

[ 27102100

0.0000e+00  2.7000e+00
0.0000e+00 2. 7000e+00

5234e+03
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MADERA C-14:

1in punIni punFin axiIni axirFin ®AXTNUT

corIni corFin XCorNul
fleIni fleFin ®Flenul
desIni desFin

1 1 0. 0000e+00

0. 00002+00 3. 70002+00
Q. 00002+00 3. 7000e+00
1.9156e-06

; 1.52342+03

Todo lo anteriormente expuesto queda reflejado en los datos. Ademas,
con E # cte e I = cte se puede observar que el giro 6 tiene una relacién
inversamente proporcional con la rigidez E - I y directamente proporcional
con el momento flector, el cual se produce en el mismo eje Z.

3.1.2. MISMO MATERIAL-SECCIONES DIFEREN-
TES.

Modédulo de Young de los materiales:

Ena_ss = 2,978 - 1010k N /m?,
EIPEGOO == 2,100 . 108kN/m2,
E]pEg()O = 2,100 . 108]{3N/m2

Relacién de los moédulos elasticos:

Era-_35 ~ 142 - Erpgeoo/1PE300-
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SECCION Y TENSIONES en la secciéon mas solicitada:

HA35:

Barra HA REAL empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO PUNTUAL.  {estado 1)
Tensiones tangenciales, narmales v de von Mises

Axil =0, cortante = 33.21 y flector =-12288 (linea=1, x=0)

h=1.09992 v b=040003

b 152e+03 1.52e+03
-1.52e+03 1.52e+03
N Tangenciales Mormales wan Mises

HA35 (1/2 DE LA SECCION):

Barra HA_IDEAL empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADC PUNTUAL. (estado 1)
Tensiones tangenciales, normales v de van Mises

Axl =0, cortante = 33.21 v flector =-122.88 (linea=1, x=0)

h=0.388508 v h =0 565687

h 8 62e+03 B.62e+03
h J 392
-8.62e+03 B.62e+03
Tangenciales MNormales won Mises

45

MEFI

MEFI
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IPEG60O:

Barra IPEBO0 empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO PUNTUAL. (estado 1)

Tensiones tangenciales, normales v de von Mises MEFI
Axil = 0, cortante = 3321 v flector =-122 88 (linea=1, x=10)
IPEBOD: h=600mm, h=220mm, e=12mm vy el =19 mm
h 4e+04 4.01e+04
h e  5.0fe+03 9.11e+03
el
-4e+04 4.01e+04
47 Tangenciales Mormales von Mizes
1.39e+03
Barra IPE300 empotrada en un extremo vy libre en el otro ESTADC PUNTUAL.  (estado 1) MEFI

Tensiones tangenciales, normales v de von Mises
Axil = 0, cortante = 33.21 v flectar =-122 88 (linea=1, x=10)
IPE300: h=300mm, b=180mm, e=71mm y &1 =107 mm

] 2.2e+05 2.21e+05

h = 1.6Re+04 3.04e+04
el

-2 2e+05 2. 21e+05

AV Tangenciales Mormales van Mises

4 84e+03

En este supuesto la tensién varia para cada caso, tanto la normal como
la tangencial, o la de Von Mises, esto es debido a que S # cte. y que 0 = %
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Como M = cte. , ya que en cada ejemplo numérico el estado de cargas
permanece constante, para comprobar la influencia de la rigidez en funcion,
unicamente, de la variacion de la inercia I, E = cte., por lo que la rigidez
depende exclusivamente de la inercia.
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GRAFICO DE ESFUERZOS Y DEFORMADA:

HA35:

Barra HA_REAL empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO PUNTUAL . (estado 1)

Esfuerzos cortantes y mormentos flectores (deformada x 32767) M EFI
123
3
I3
i 1
1 2
| ! i s | |
0 1 0 Ze-05 0 20 il 100
HA35 (1/2 DE LA SECCION):
Barra HA IDEAL empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO PUNTUAL.  (estado 1) MEFI

Esfuerzos cartantes y momentas flectares (deformada x 32767)

123
33

=Rl

!
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49
IPEG60O:
Barra IPEGO0 empotrada en un extrema v libre en el otro ESTADO PUNTUAL . (estado 1)
Esfuerzos cortantes y momentos flectores (deformada x 32767) M EFI
123
32—
EERY
!
%_‘_‘—\—._
1 2
[ [ [ [P
0 1 0 2e-05 0 20 0 100
IPE300:
Barra IPE300 empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO PUNTUAL.  (estado 1)
Esfuerzos cortantes y momentos flectores (deformada x 8402) M EFI
123
3T~
J31
gl
1 \ 2
[P [rrrerg [ KRRERRRRR
0 0.00M 0 20 0 100

Debido a que E = cte. para los casos expuestos de hormigén y constante
en los casos de acero, y dado que L = cte. y P, = cte. la variacién en f
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depende exclusivamente de la variacion en I y tienen una relacion inversa-
mente proporcional. Por tanto, f también es indirectamente proporcional
a la rigidez E - I. También se observa que los esfuerzos, cuando L = cte.,
tanto el provocado por cortante V' como el provocado por el momento flector
M, dependen tinicamente del estado de carga aplicado y no guardan relacién
con el coeficiente de rigidez F - I. Finalmente, de la deformada se deduce
que cuanto mayor es el valor de z en la ecuacién de la eldstica z (x) mayores
son las deformaciones que provoca la carga sobre la barra. La deflexion de la
barra se produce a partir de unos determinados valores de x. En el intervalo
0 < x < L cuando los valores de = tienden a 0 la rigidez aumenta, y por
tanto, cuando el valor de x tiende a L la rigidez disminuye, es decir, x y la
rigidez E - I tienen una relacion inversamente proporcional.
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RESULTADOS:
HA35:
_estado 1
pun desx desy girz  reax  rear  momz

i 0.0000e+00 _0O.00008+00 _0O.00008+00 O.0000e+00 |2.32108+0 1.2288e+03
2 0.unnua+noI—E.Eﬁ!!e—UE|F!.EEE!e—EEI

1in punIni punFin axiIni axiFin KAXTNUT
corIni corFin XCorNul
fleIni flerFin ®Flenul
desIni desFin

0. 0000e+00
D DDDDE+DD

3. 7000e+00|
3.7000e+00

1.52348+03
estado 1
pun desx desy girz eax reay
1 0.0000e+00 0.0000e+00 [3.3210e+01) f1.22888+03
2 0.0000e+00 |-1.0215e-0681-3. 3038e-0
T1in punIni punFin axiIni axiFin KAXTNu1
corIni corFin xCornNul
fleIni fleFin xF1enNul
desIni desFin
1 1 0. 00002+00

0.00002+00 3.7000e+00
0.0000e+00 3.70002+00

5.61698+03
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IPE600:

1 0.0000e+00 _0.0000e+00 0.00008+00 0.0000e+00 [3.3210e+01f |i.22882+03
2z o.nonnemnm. role-Ool-1.1/568-

Tin punIni punFin axiIni axiFin XAXTNUT
corIni corfFin *Cornul
fleIni fleFin xFlenNul
desIni desFin

1 1 0. 0000e+00

0.00008+00 3.70008+00
0,0000£+00 3. 7000e+00
tension equivalente von Mises maxima
4.01062+04
estado 1
pun desXx desy girZ reax reay momzZ

1 0.00008+00 O.00008+00 O.00008+00 O.0000e+00 [3.3210e+010 [1.2288e+02)
2 0.0000e+00 B sitee-ttlcl sadne—tt]

1in punIni punFin axiIni axiFin KAXTNUT
carIni carFin xCorNul
fl1eIni fleFin KF1eNul

desIni desFin

1 1 0. 0000e+00

0. 0000e+00 3. 700028+00
0.00002+00 3.70002+00

2. 20642+05

Como en el caso anterior, todo lo expuesto queda reflejado en los datos.

Ademas, con E = cte. e I # cte. se confirma, al igual que en el caso inverso,
que el giro 6 tiene una relacién inversamente proporcional con la rigidez E - I
y directamente proporcional con el momento flector, el cual se produce en el
mismo eje 7.
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3.2. Viga con carga distribuida uniformemen-
te, empotrada y con el otro extremo li-
bre.

Esta situacién se ilustra en la figura 2.2 B). Si concediéramos la seccién
de la viga a la derecha de mn, de las condiciones de equilibiro es facil obtener:

Vzg)=—g-N-(L—1). (3.4)

Aqui, g- A es la carga por unidad de longitud, A = p- A la densidad lineal

de masa, p la densidad (masa por unidad de volumen), A el area transverdal
de la barra y g la aceleraciéon de la gravedad. También tenemos:

M) = LAy (3.5)

De la expresién (2.8), para pequenas deformaciones de la barra tenemos
que:

1 g-m-L 22 4-f 1 g-m-L3
~N——F——— " (6L —dor 4+ — | ;0a=—+; frR--FT———.
7 o (6 m+L)’A 520 s TR
(3.6)
Todo ello desde el extremo opuesto seria:
1 .
z(ac):—~w-(L—x)2~(3L2+2Lx+x3) ;
24 E-1 (3.7)
p 1 g-m-L3'f_1 g-m-L4[2] '
A6 ET T8 BT

EJEMPLO NUMERICO:

A continuacion, se analiza la rigidez o stiffness”, como se ha hecho con el
estado de carga puntual.

Carga puntual:

Py = 166,149k N /m.
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3.2.1. MISMA SECCION-MATERIALES DIFEREN-
TES

SECCION Y TENSIONES en la seccién mas solicitada.

HA-35, MADERA C-40 Y MADERA C-14:

Seccion comin de HA_REAL, MADERA, C-40 v MADERA C-14 ESTADO UNIFORME.  (estado 1)

Tensiones tangenciales, normales v de von Mises MEFI
Axl =0, cortante = B39.687 v flector =-12314 (linea=1, x=0)
h=1.088582 v bh=040003
b 1 53e+04 1 53e+04
h 2 18e+03 3.78e+03
-1.53e+04 1.63e+04
Tangenciales Mormales von Mises

Al igual que con el estado de carga puntual, en este caso, S = cte. para
comprobar la influencia de la rigidez en funcién, inicamente, de la variacion
de E, ya que si S = cte. la inercia I también lo es, y por tanto, la rigidez solo
dependeria del modulo elastico, que no produce variacion en las tensiones
internas en los distintos materiales.
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GRAFICO DE ESFUERZOS Y DEFORMADA:

HA-35:

Barra HA empotrada en un extremoa v libre en el otro ESTADO UNIFORME.  {estado 1)

Esfuerzos caortantes y momentas flectares (deformada x 32767)

1.23e+03
B
A1 18
L1 1B ]
1 2
| | [ [t | [
0 1 a 2e-05 i 500 i 1000

MADERA C-40:

Barra MADERA_C40 empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO UNIFORME.  {estado 1)

Esfuerzos cortantes y momentos flectores (deformada x 32767)

1.23e+03
B

II\IIIII| |I\II‘II\I| |II\I|I|\I
1] 1 i] 2e-05 1] 500 1] 1000

95

MEFI

MEFI
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MADERA C-14:

Barra MADERA_C14 empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO UNIFORME.  (estado 1)

Esfuerzos cortantes y momentos flectores (deformada x 32767)

MEFI

1.23e+03
Fiet

Al igual que en el caso puntual, cuando I = cte., debido a que Eg4_35 >
Ec_4 > Ec_14 entonces f, ,, > f. ., > faa—35 o lo que es lo mismo, f
es indirectamente proporcional a E. También se observa que los esfuerzos,
cuando L = cte., tanto el provocado por cortante V' como el provocado por
el momento flector M, dependen del estado de carga aplicado y la distancia
a la que se encuentra del extremo empotrado, pero dichos esfuerzos no guar-
dan relacion con el coeficiente de rigidez E - I. Finalmente, de la deformada
se deduce que cuanto mayor es el valor de x en la ecuacién de la elastica
z (z) mayores son las deformaciones que provoca la carga sobre la barra. La
deflexion de la barra se produce a partir de unos determinados valores de
x. En el intervalo 0 < x < L cuando los valores de x tienden a 0 la rigidez
aumenta, y por tanto, cuando el valor de = tiende a L la rigidez disminuye,
es decir, x y la rigidez F - I tienen una relacién inversamente proporcional.



3.2. VIGA CON CARGA UNIFORME CON EXTREMO LIBRE o7

RESULTADOS:
HA35:
_estado 1
pun desx desy girz  reax  reay momz

1 0.0000e+00 _0.00002+00 0.000028+00 O.0000e+00 Iﬁ.396?&+02l|1.2314&+03|

2 0.0000e+00 -4 =8 ie—D -1, goeda—1) ]

axiFin
corFin
fleFin
desFin
0. 0000e+00
0. 0000e+00
0. 0000e+00
4.5895 ()

1l.5266e+04

estado 1
pun dasx desy girz reay
1 0.0000e+00 0.0000e+00 [&.3967e+02] [1.2314e+03]
2 0.0000e+00|-7.34742-06QF2.54452-06
T1in punIni punfFin axiIni axiFin
corIni corFin
fleIni fleFin
desIni desFin
1 1 2 0. 0000e+00

0. 0000e+00
0. DDDUE+DU

1.52662+04
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MADERA C-14:

estado 1
pun desx desy girZz reax reay momzZ
1 0.00002+00 0.0000e+00 [6.3967e+02) [1.2314e+03]
2  0.00002+00(-1.4695e-05)1-5.0891e-06
1in punIni punFin axkiIni axiFin
corIni corrFin
fleIni flerin
desIni desFin
1 1 2 0.00002+00 0, 00002+00
| &.39:72+02] O.0000e+00
[-1.2314e+0 0, 0000e+00
0. 00o0e+00 f-1. 4695 e-05

1.5266e+04

Al igual que en el anterior caso, todo ello queda reflejado en los datos.
Ademas, con E # cte e I = cte se puede observar que el giro 6 tiene una
relacién inversamente proporcional con la rigidez E - [ y directamente pro-
porcional con el momento flector, el cual se produce en el mismo eje Z, tal y
como ocurre en el caso puntual.
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3.2.2. MISMO MATERIAL-SECCIONES DIFEREN-

TES.

SECCION Y TENSIONES en la seccién mas solicitada:

HA35:

Barra HA empotrada en un extremo v libre en el otro. ESTADO UNIFORME.  (estado 1)
Tensiones tangenciales, normales y de von Mises

Axil =0, cortante = 638 67 v flectar =-1231.4 (linea=1, x=10)

h=108352 v b=040003

b 1.53e+04 1.83e+04
h 2.14 3.78e+03
-1.53e+04 1.83e+04
_ Tangenciales MNormales von Mises
]

HA35 (1/2 DE LA SECCION):

Barra HA_IDEAL empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO UNIFORME.  (estado 1)

Tensiones tangenciales, normales v de van Mises
Axil = 0, cortante = 63987 v flector =-12314 (linea=1, x=0)
h=0.388808 v b= 0.565687

h 8.64e+04 8.64e+04
h 4.3 { f?_ssema
-8.64e+04 3.64e+04

Tangenciales Mormales von Mises

MEFI

MEFI
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IPEG60O:

Barra IPESOD empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO UNIFORME.  {estado 1)

Tensiones tangenciales, narmales v de von Mises MEFI
Axil = 0, cortante = B38.67 v flector =-12314 (linea=1, x=0)
IPEEOD: h=600mm, b=220mm, e=12mm v el =189 mm
h 401e+05 4.04e+05
h e 4.7|fe+04 1.76e+05
el
-4 01e+05 4.04e+085
A|7 Tangenciales Mormales von Mises
2.B8e+04
IPE300:
Barra IPE300 empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO UNIFORME.  {estado 1) MEFI

Tensiones tangencizles, normales y de von Mises
Axil =0, cortante = B39.67 v flector =-1231.4 (linea=1, x=10)
IPE300: h=300mm, b=180mm, e=71mm v g1 = 10.7 mm

h 2.21e+06 2.22e+06
h e 3.24e+05 5.86e+05
el
-2.21e+06 2.22e+08
AV Tangenciales MNormales von Mises

9.52e+04

En este supuesto la tensién varia para cada caso, tanto la normal como
la tangencial, o la de Von Mises, esto es debido a que S # cte. y que 0 = %



3.2. VIGA CON CARGA UNIFORME CON EXTREMO LIBRE 61

Como M = cte. , ya que en cada ejemplo numérico el estado de cargas
permanece constante, para comprobar la influencia de la rigidez en funcion,
unicamente, de la variacion de la inercia I, E = cte., por lo que la rigidez
depende exclusivamente de la inercia.
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GRAFICO DE ESFUERZOS Y DEFORMADA:

HA35:

Barra HA empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADD UNIFORME.  {estado 1)

Esfuerzos caortantes v momentas flectares (deformada x 32767) M EFI
1.23e+03
ot
I Q 1 18
| 1194 P ]
1 2
[t [ ] [ |
a 1 a 2e-08 a 500 a 1000
HA35 (1/2 DE LA SECCION):
Barra HA_IDEAL empotrada en un extremo v libre en el otro. ESTADO UNIFORME.  (estado 1) MEFI

Esfuerzos caortantes v momentos flectores (defarmada x 32767)
1.23e+03
5%

[T L

1 2
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IPE600:

Barra IPEGO0 empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO UNIFORME.  (estado 1)

Esfuerzos cortantes y momentos flectores {deformada x 32767)

1.23e+03
Figt
4 =186
BRI Se N,
1 2
[ it | [ [ g
0 1 1] 2e-05 i] 500 1] 1000
IPE300:

Barra IPE300 empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO UNIFORME . (estado 1)

Esfuerzos cortantes y momentos flectores (deformada x 32767)

1.23e+03
et

[P [rree [P [t
0 1 1] 2e-08 0 500 1] 1000

63

MEFI

MEFI

Debido a que E = cte. para los casos expuestos de hormigén y constante
en los casos de acero, y dado que L = cte. y P, = cte. la variacién en f
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depende exclusivamente de la variacion en I y tienen una relacion inversa-
mente proporcional. Por tanto, f también es indirectamente proporcional
a la rigidez E - I. También se observa que los esfuerzos, cuando L = cte.,
tanto el provocado por cortante V' como el provocado por el momento flector
M, dependen tinicamente del estado de carga aplicado y no guardan relacién
con el coeficiente de rigidez F - I. Finalmente, de la deformada se deduce
que cuanto mayor es el valor de z en la ecuacién de la eldstica z (x) mayores
son las deformaciones que provoca la carga sobre la barra. La deflexion de la
barra se produce a partir de unos determinados valores de x. En el intervalo
0 < x < L cuando los valores de = tienden a 0 la rigidez aumenta, y por
tanto, cuando el valor de x tiende a L la rigidez disminuye, es decir, x y la
rigidez E - I tienen una relacion inversamente proporcional.
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RESULTADOS:
HA35:
_estado 1
pun desx desy girz  reax  reay momz

1 0.0000e+00 _0.0000e+00 _0.00002+00 0.0000e+00 |[&.3967e+02] [1.23342+03])

2 0.0000e+00 4 208 oD -1, goeda—1) /]

axiFin
corFin
fleFin
desFin
= 0. 0000e+00

0. 0000e+00

(—1.2514e+03] 0.0000e+00

desXx desy girZ reax

1 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00 0O.0000e+00 [6.3967e+02] [1.23148+03]

2 0.00002+00 I—: T ﬁ;gﬂe—ﬂglFE :ISEE—UH
T1in punIni punFin axiIni axiFin
corIni corfFin
fleIni fleFin
desIni desFin
1 1 2 0. 0000e+00

0. 0000e+00
0. 0000e+00

8. 6352e+04



66 CAPITULO 3. CASOS PRACTICOS.

IPE600:

i 0.00002+00 0O.0000e+00 O.00002+00 O.0000e+00 J6.39672+02] H.2314e+03
2 00000er00

T1in punIni punFin axiIni axiFin
corIni corFin
fleIni fleFin
desIni desFin

1 1 0. 0000e+00
0. 0000e+00
0. 0000e+00

tensidn equivalente wvon Mises maxima

estado 1
pun desx desy girZ reax reay momZ
1 0.0000e+00 0. 0000e+00 J&6.3967e+02] J1.23142+03
2 0.0000e+00|-2.5991e-048-9.00132-05
T1in punIni punFin axiIni axiFin
corIni corFin
fleIni fleFin
desIni desFin

0. 00002+00
0. 0000e+00
Qoo e
-2.5991e-04

2.2155e+06

Como decia antes, todo lo expuesto queda reflejado en los datos. Ademas,
con E = cte. e [ # cte. se confirma, al igual que en el caso inverso, que el
giro @ tiene una relacion inversamente proporcional con la rigidez E - I y
directamente proporcional con el momento flector, el cual se produce en el
mismo eje 7.
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3.3. Viga con carga distribuida variable g -
A(r), empotrada en un extremo y con el
otro extremo libre

Esta situacion es una generalizacién de la ilustrada en la figura 2.2 B). Si
concediéramos la seccién de la viga a la derecha de mn, de las condiciones
de equilibrio obtendremos:

Vi(z)=— /g X (x1) - du, (3.8)

también tenemos:

M (z) = —g/)\ (xt) - (x — 1) - da, (3.9)

T

si derivamos esta ultima expresion respecto de x obtenemos:

L

:—/g-)\(x/)-dx:V(x), (3.10)

T

OM (x)
ox

derivando nuevamente obtenemos:

TUD g @) =—g-A) o), (3.11)

combinando esta tltima expresién con (2.7) para pequenas deformaciones
obtenemos la importante relacién de Euler-Bernoulli:

O?M (x) 0? 0z
——— = F — | ) =)\(2). 12
0x? Ox? ( 8x2> (z) (3.12)
Si la seccion de viga es uniforme, esta tltima expresiéon se reduce a:
Mz
EI-@:g-A(ag). (3.13)

Usando el principio de D’alembert, esta tltima expresion nos permite escribir
la ecuacion diferencial del movimiento de la barra:
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0tz 0%z

EJEMPLO NUMERICO (estado de carga combinado):

(3.14)

A continuacién, se analiza la variacién de rigidez o stiffness”, como se ha
hecho con los estados de cargas anteriores.

Carga puntual:

P, = 156,92kN/m,
Py = 91,33kN/m,
Py = 33,21kN,

P, = 11,53kN/m.

3.3.1. MISMA SECCION-MATERIALES DIFEREN-
TES.

SECCION Y TENSIONES en la seccion mas solicitada.
HA-35, MADERA C-40 Y MADERA C-14:

Seccion comin de HA_REAL, MADERA C-40 v MADERA C-14 ESTADO COMBINADO.  (estado &)

Tensiones tangenciales, narmales y de van Mises M EFI
Axil =0, cortante = B25.84 v flector =-12756 (linea=1, x=0)

h=1.08882 v b =040003

b 1.58e+04 1.58e+04

h 2.23e+03 3.87e+03

-1.68e+04 1.58e+04

Tangencizles Mormales von Mises
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Al igual que con el estado de carga puntual, en este caso, S = cte. para
comprobar la influencia de la rigidez en funcién, inicamente, de la variacion
de F, ya que si S = cte. la inercia I también lo es, y por tanto, la rigidez solo
dependeria del modulo elastico, la cual no produce variacién en las tensiones
internas en los distintos materiales.
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GRAFICO DE ESFUERZOS Y DEFORMADA:

HA-35:

Barra HA empotrada en un extremo vy libre en el otro ESTADO COMBINADO . (estado 5)

Esfuerzos cortantes v momentos flectores (deformada x 32767) M EFI
1.28e+03
G568
1 2
|IIII I|\\‘ ‘III\'II‘Il ‘Il\ll\ll\l |II|I‘IIII‘
0 1 a 2e-05 a 500 a 1000
MADERA C-40:

Barra MADERA_CA0 empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADCO COMEBINADOC.  (estado 5) MEFI

Esfuerzos caortantes y momentos flectores (deformada x 32767)

1.28e+03
B
332

EEEEIRE a0 375

[ s ) [ [ [Pl
i 1 i 2e-05 0 500 0 1000
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MADERA C-14:

Barra MADERA_C14 empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADC COMBINADD.  (estado &)

Esfuerzos cortantes v momentos flectores (deformada x 32767)

MEFI

1.28e+03
B4

[ 114

1

Tt
—
= fioy
]

o

[T
o
—
o

|III||\III| ||III‘\\II| |I|II|\\II| |IIII|\III|
0 1 0 2e-05 0 500 0 1000

Como en los casos puntual y uniforme, cuando I = cte., f es indirecta-
mente proporcional a F y por lo tanto también lo es a la rigidez. También se
observa que los esfuerzos, cuando L = cte., tanto el provocado por cortante
V' como el provocado por el momento flector M, dependen del estado de
carga aplicado y la distancia a la que se encuentra del extremo empotrado,
pero dichos esfuerzos no guardan relacion con el coeficiente de rigidez E - I.
Finalmente, de la deformada se deduce que cuanto mayor es el valor de = en
la ecuacién de la eldstica z (x) mayores son las deformaciones que provoca
la carga sobre la barra. La deflexién de la barra se produce a partir de unos
determinados valores de . En el intervalo 0 < x < L cuando los valores de
x tienden a 0 la rigidez aumenta, y por tanto, cuando el valor de = tiende
a L la rigidez disminuye, es decir, x y la rigidez E - I tienen una relacién
inversamente proporcional.
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estado 5§
pun desx desy girZ reax reay momZ
1 0.00008+00 _O.00008+00 0O.00008+00 0.00008+00 [6.55542+02) [1.27568+03
2 0.0000e+00 [-5. 2— U J/ £
1in punIni punFin axiIni axiFin
corIni carFin
fleIni fleFin
desIni desFin

1 0.0000e+00
2 0.00002+00

1in punIni punFin axiIni axiFin
corIni carFin
flelIni fl1eFin

desIni desFin
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MADERA C-14:

estado 5
pun desx desy girz reax reay MOmZ
1 0.0000e+00 0. 00002+00 |6.5554E+02||1.2F56E+D§
2 0.0000e+00 1.53322-05QF-5.32852-06
T1in punIni punfFin axiIni axiFin
corIni carFin
TleIni fleFin
desIni desFin
1 1 2

| & CoodatnoN-7 leaca—09
1. grogetisl 0. 0000e+00

1.58142+04

En el caso uniforme podemos comprobar de nuevo que con E # cte. e
I = cte. se puede observar que el giro ¢ tiene una relacién inversamente
proporcional con la rigidez E - I y directamente proporcional con el momento
flector, el cual se produce en el mismo eje Z, tal y como ocurre en el caso
puntual.
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3.3.2. MISMO MATERIAL-SECCIONES DIFEREN-
TES.
SECCION Y TENSIONES en la seccion mas solicitada:
HA35:

Barra HA empotrada en un extremo v libre en el ofro ESTADO COMBINADO.  (estado 5)

MEFI

Tensiones tangenciales, normales v de van Mises
Axil = 0, cortante = 68584 v flector =-12786 (linea=1, x=0)
h=1.09992 v b =040003

b 1.58e+04 1.58e+04

h 22 3.87e+03

-1.58e+04 1.58e+04

Tangenciales Mormales von Mises

HA35 (1/2 DE LA SECCION):

Barra HA_IDEAL empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO COMEBINADO . (estado 5)

Tensiones tangenciales, normales v de von Mises M EFI
Axil =0, cortante = B25.54 v flector =-12756 (linea=1, x=0)

h=10.380908 v b = 0.565667

b 8.95e+04 8.95e+04
h 4 4 { %7 74e+03
-8.95e+04 8.95e+04

Tangenciales MNormales won Mises
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IPE600:

Barra IPEGO0 empotrada en un extremo v libre en el ofro ESTADO COMBINADO.  (estado 5)

Tensiones tangenciales, normales y de von Mises MEFI
Axil =0, cortante = 65554 vy flector =-1275.6 (linea =1, x=10)
IPEBOD: h=800mm, b=220mm, e=12mm v &1 =18 mm
b 4.18e+05 4.18e+05
h = 1e+05 1.8e+05
el
-4 16e+05 4.18e+05
A‘7 Tangenciales Mormales van Mises
2.75e+04
Barra IPE300 empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO COMBINADD.  (estado 5) MEFI

Tensiones tangenciales, normales v de van Mises
Axil = 0, cortante = 685.84 v flector =-12786 (linea=1, x=0)
IPE300: h=300mm, b=180mm, e=71mm vy &1 =107 mm

h 2.29e+06 2.29e+06
h e 3.3e+05 Be+05
el
-2.29e+06 2.29e+06
AV Tangenciales MNaormales von Mises
9.76e+04

La tension varia para cada caso, tanto la normal como la tangencial, o la
de Von Mises, esto es debido a que S # cte. y que 0 = % Como M = cte. , ya
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que en cada ejemplo numérico, el estado de cargas permanece constante, para
comprobar la influencia de la rigidez en funcién, inicamente, de la variacion
de la inercia I, E = cte., por lo que la rigidez depende exclusivamente de la
inercia.
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GRAFICO DE ESFUERZOS Y DEFORMADA:

HA35:

Barra HA empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO COMBINADO.  (estado 5)

Esfuerzos cortantes v momentos flectores (deformada x 32767)

1.28e+03
EC
\2\ 3321
g
A1 n43?5
EERE! lwﬁ
1 1 2
T — A
a 1 0 2e-05 i a00 a 1000

HA35 (1/2 DE LA SECCION):

Barra HA_IDEAL empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO COMEBINADO.  (estado 5)

Esfuerzos cortantes y momentas flectares (deformada x 32767)

1.28e+03
&t

T
|-
= fuoy
)

k]

o
o)
=2
o

[T

1 1 2

0 1 1] 2e-05 0 500 0 1000

7

MEFI

MEFI
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IPEG60O:

Barra IPEGOD empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO COMBINADO.  (estado §)

Esfuerzos cartantes v momentos flectores (deformada x 32767) M EFI
1.28e+03
Bk
1 2
EEERNRERRN [P [ [Py
0 1 i 2e-05 0 500 0 1000
IPE300:

Barra IPE300 empotrada en un extremo v libre en el otro ESTADO COMBINADOD  [estado 5) MEFI

Esfuerzos cortantes y momentos flectores (defarmada x 32767)

1.28e+03
&g

R
0 1 0 2e-05 1] 200 0 1000

Por tltimo, en el estado de cargas combinado volvemos a observar que
debido a que E = cte. para los casos expuestos de hormigén y constante
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en los casos de acero, y dado que L = cte. y P3 = cte. la variacién en f
depende exclusivamente de la variacion en [ y tienen una relacion inversa-
mente proporcional. Por tanto, f también es indirectamente proporcional
a la rigidez E - I. También se observa que los esfuerzos, cuando L = cte.,
tanto el provocado por cortante V' como el provocado por el momento flector
M, dependen tinicamente del estado de carga aplicado y no guardan relacién
con el coeficiente de rigidez E - I. Finalmente, de la deformada se deduce
que cuanto mayor es el valor de = en la ecuacién de la eldstica z (z) mayores
son las deformaciones que provoca la carga sobre la barra. La deflexién de la
barra se produce a partir de unos determinados valores de z. En el intervalo
0 < x < L cuando los valores de z tienden a 0 la rigidez aumenta, y por
tanto, cuando el valor de x tiende a L la rigidez disminuye, es decir, x y la
rigidez E - I tienen una relaciéon inversamente proporcional.
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RESULTADOS:
HA35:
_estado s
pun desk o il desy girz  reax  reay momz

1 0.0000e+00 0.00008+00 0.00008+00 0O.0000e+00 [&6.5554e+02) |1.2756e+03
2 0.o0o000e+00 EETI0Se_ O L. 7 ece-01]

0
-1.74292-09

i 0.0000e+00 0.0000e+00 0.00002+00Q O.00002+00 [|&.5E5542+02) [1.27562+03
2 00000700

T1in punIni punFin axkiIni axiFin
carIni corrFin
TleIni TlerFin

desIni desFin
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IPE600:

1 0.0000e+00 0, 00002+00
2 0.0000e+00 |-2.46218-05

1in punIni punFin axiIni axifFin
corIni rarfFin

fleIni TlerFin

desIni desFin

1 1 0. 0000e+00
0. 0000e+00

0, 0000e400
2.4621e-05

4.18312+05

1 0©.00002+00 _0.00002+00 0O.0000e+00 O.00002+00 [6.55542+02) [1.27568+03)
2 D.DDDDE+DDI—!.JEIEE—UEIFg.HEZrE—ﬁH

1in punIni punfFin axiIni axiFin
coarIni corFin
fleIni TleFin
desIni desFin
1 1 2

2.2950e+06

Con E = cte. e I # cte. se confirma, al igual que en el caso inverso y todos
los casos similares anteriormente expuestos, que el giro 6 tiene una relacién
inversamente proporcional con la rigidez E - [ y directamente proporcional
con el momento flector, el cual se produce en el mismo eje Z.



82

CAPITULO 3. CASOS PRACTICOS.



Capitulo 4

VIBRACIONES
TRANSVERSALES DE UNA
VIGA.

Como vimos anteriormente, la ecuacion de movimiento de una barra, para
pequenas amplitudes, viene dada por la ecuacién (3.14). Més especificamente,
si la barra vibra en ausencia de roce o friccién, sin una fuerza impulsora, el
movimiento de vibracién libre viene dado por la ecuacién (3.14), con las
condiciones de borde adecuadas para cada caso especial. Si la barra vibra,
como es usual en un medio viscoso, aire, agua, etc, o debido a fuerzas de
friccion internas del material, la ecuaciéon de movimiento sera:

'y o’y 0y

—E-I,-—2=p-A-—= —p—= 4.1
9.4~ P T Ut (4.1)
y definiendo
E-I b
2 _ z - 4.2
CO p.A y ,}/ E-[x’ ( )

la ecuacién (4.1) se transforma en:

My 10% dy
7 2 — 0. 4.
94 T ar T =Y (43)

33
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Figura 4.1: Barra de longitud L, soportada por una morsa y con el otro
extremo libre. A la izquierda con una sobrecarga en su extremo y a la derecha
sin sobrecarga y vibrando.

4.1. Vibraciones forzadas de una barra.

La ecuacién del movimiento 2.40 o 4.1 de una barra con vibracién tranver-
sal, cuando existen fuerzas de friccién (internas del material o externas, por
ejemplo, medio viscoso), caracterizada por un coeficiente de friccién b (por
unidad de longitud) y una fuerza impulsora F (z,t) por unidad de longitud
(direccion z), se transforman en:

'y Py Oy

F(z,t)=—FE I, - — A — + b=, 4.4

4.1.1. Barra empotrada con un extremo libre.

Un caso de interés practico es la forma que toma una barra de longitud
L soportada por una morsa y de la que pende una sobrecarga m de su ex-
tremo como se ilustra en la figura 4.1. La funcién que describe la fuerza por
unidad de longitud se puede escribir, usando la notacién J (x) para describir
la funcion delta de Dirac

0(z) =l %70 (4.5)

COINo:

F(z)=m-g-0(x—1L). (4.6)

Integrando la ecuacién (4.4) obtenemos la forma de la curva que forma
la barra viene dada por la ecuacién:



4.1. VIBRACIONES FORZADAS DE UNA BARRA. 85

ZJ .' (L —2z), (4.7)

cuya solucién es:

y(z):—(g&.'i).z? (L—g). (4.8)

Si la barra vibra sin sobrecarga (es decir con su extremo libre) la frecuencia de
Vlbra(non se obrlene a partir de (3.6) con las condiciones de borde: y (z = 0) =

0, 82 Y |,_o=0,2 54 l==0y azg 4 |,== 0, si existiese una fuerza adicional mg
donde m es la masa de la viga aplicada en un extremo de la misma hay que
considerar como cuarta condicién de contorno % |.—== —myg, la frecuencia
fundamental viene dada por la expresién siguiente:

S

028 [E-I, 028
= N ~co[1] y [2]. (4.9)

L? A L2
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Capitulo 5

CONCLUSIONES.

Se han realizado varios estudios considerando la barra empotrada en un
extremo modificandola segin la seccién y el material.

Se han considerado los casos de misma seccién-materiales diferentes y
mismo material-secciones diferentes.

A la hora de elegir el material se ha tenido en cuenta las distintas dis-
tribuciones de carga, el valor del estado de cargas ha sido calculado segin
establece la norma para hormigén armado.

Los estudios realizados han sido para carga puntual, carga uniforme y
cargas combinadas.

El méas parecido a una situacion real seria el estado de cargas combinadas.
No obstante, no se han tenido en cuenta las cargas horizontales.

Se ha estudiado la rigidez, el producto del médulo elastico E por la iner-
cia I.

Caso A: Misma seccion-materiales diferentes

Los materiales elegidos han sido HA-35, madera C-40 y madera C-14.

= Caso puntual: Se ha comprobado que el que sufre una deflexién mas
pequena es el HA35 y la mayor deflexién la soporta la madera C-14,
que es del orden de 107%. El valor del momento en cada seccién depende
del valor de x, (distancia al extremo empotrado de la barra) mientras
que el cortante es igual en toda la longitud de la barra.

= Caso uniforme: En este caso la barra esta influenciada por el valor de
x (distancia al extremo empotrado de la barra) tanto para el valor
en cada seccién del momento como del cortante. Los datos guardan
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relacién similar al caso puntual, pero obteniendo ahora en la madera
C-14, 1075,

» Caso combinado: En este caso la barra esta influenciada por el valor de
x (distancia al extremo empotrado de la barra) tanto para el valor en
cada seccion del momento como del cortante.

Los resultados son del mismo tipo que en caso uniforme.

Caso B: Mismo material-secciones diferentes
Se han comparado el HA35 con HA35 media seccién e IPE600 con IPE300.

= Caso puntual: El que presenta mayor desplazamiento es el IPE300 del
orden de 107°. Si comparamos HA35 media seccién e IPE600 ambas
son del orden de 1076 pero la cte. para HA35 es menor. El valor del
momento en cada seccién depende del valor de x, (distancia al extremo
empotrado de la barra) mientras que el cortante es igual en toda la
longitud de la barra.

= Caso uniforme: En este caso la barra esta influenciada por el valor de
x (distancia al extremo empotrado de la barra) tanto para el valor en
cada seccién del momento como del cortante. El que presenta mayor
desplazamiento es el IPE300 del orden de 10~*. Si comparamos HA35
media seccién e IPE600 en este caso el primero es del orden de 107° y
el segundo de 107°.

» Caso combinado: En este caso la barra esta influenciada por el valor de
x (distancia al extremo empotrado de la barra) tanto para el valor en
cada seccion del momento como del cortante. Resultados parecidos al
caso uniforme.

Mediante el calculo directo se han obtenido los mismos resultados que
con la utilizacién del programa MEFT.



Apéndice A
Datos MEFI.

A continuacién se exponen los datos introducidos en MEFI para la ob-
tencion de los casos numeéricos.

A.1. ESTADO PUNTUAL.

SECCIONES IGUALES:

HA-35: TITULO Barra HA_REAL empotrada en un extremo y libre
en el otro.ESTADO PUNTUAL.

PARAMETROS

$ par val

V 3.459%m

W 0.4%m

L 3.85%m

H1.1$m

A10.44 $ m2

I1 0.04436 $ m4

q3 24.60 $ kN

PUNTOS

$pun XY

10.00.0

2L0.0

LINEAS

$ lin tipo pun

39
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1POL12

PROPIEDADES

$ pro vall

1A111

ELEMENTOS_LINEAS

$ lin tipo mat pro

1 RIG HOR35 1

1 RIG ACE 1
DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES_PUNTOS
$ pun est DX DY GZ
110.00.00.0

21 LIB LIB LIB
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo FX FY MZ dI

11 PUN 0.0-1.35*%g3 0 3.70

MAD C40: TITULO Barra MADERA _C40 empotrada en un extremo
y libre en el otro. ESTADO PUNTUAL.

PARAMETROS

$ par val

V 3.45 % m

W04$m

L 3.85 % m

H1.1$m

Al10.44 $ m2

11 0.04436 $ m4

q3 24.60 $ kN

PUNTOS

$pun XY

1 0.0 0.0

2L0.0

LINEAS

$ lin tipo pun

1 POL 12

PROPIEDADES

$ pro vall

1A111



A.1. ESTADO PUNTUAL. 91

ELEMENTOS_LINEAS

$ lin tipo mat pro

1 RIG MAD_C40 1
DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES_PUNTOS
$ pun est DX DY GZ

110.00.00.0

21 LIB LIB LIB
CARGAS_GLOBALES_LINEAS

$ lin est tipo FX FY MZ dI

11 PUN 0.0 -1.35%g3 0 3.70

MAD C14: TITULO Barra MADERA _C14 empotrada en un extremo
y libre en el otro. ESTADO PUNTUAL.

PARAMETROS

$ par val

V 3.45 % m

W 0.4 %m

L 3.85 $ m

H1.1%m

A10.44 $ m2

11 0.04436 $ m4

q3 24.60 $ kN

PUNTOS

$pun X Y

1 0.0 0.0

2L0.0

LINEAS

$ lin tipo pun

1POL12

PROPIEDADES

$ pro vall

1A111

ELEMENTOS_LINEAS

$ lin tipo mat pro

1 RIG MAD_C14 1

DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES_PUNTOS

$ pun est DX DY GZ
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110.00.00.0

21 LIB LIB LIB
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo FX FY MZ dI

11 PUN 0.0 -1.35%q3 0 3.70

SECCIONES DIFERENTES:

HA-35 S/2: TITULO Barra HA_IDEAL empotrada en un extremo y
libre en el otro. ESTADO PUNTUAL.

PARAMETROS

$ par val

V 3.45$ m

W 0.49%$m

L 3.85 $ m

H1.1%m

A1 0.44/2 $ m2

11 0.0027729 $ m4

q3 24.60 $ kN

PUNTOS

$pun X Y

1 0.0 0.0

2L0.0

LINEAS

$ lin tipo pun

1POL 12

PROPIEDADES

$ pro vall

1A111

ELEMENTOS_LINEAS

$ lin tipo mat pro

1 RIG HOR35 1

1 RIG ACE 1

DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES_PUNTOS

$ pun est DX DY GZ

110.00.00.0

21 LIB LIB LIB
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CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo FX FY MZ dI
11 PUN 0.0 -1.35*%q3 0 3.70

IPE600: TITULO Barra IPE600 empotrada en un extremo y libre en
el otro. ESTADO PUNTUAL.

PARAMETROS

$ par val

W 0.4%m

L 3.85%m

H1.1$m

q3 24.60 $ kN

PUNTOS

$pun X Y

1 0.0 0.0

2L0.0

LINEAS

$ lin tipo pun

1 POL 12

ELEMENTOS_LINEAS

$ lin tipo mat pro

1 RIG ACE IPE600

DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES_PUNTOS

$ pun est DX DY GZ

110.00.00.0

21 LIB LIB LIB

CARGAS_GLOBALES_LINEAS

$ lin est tipo FX FY MZ dI

11 PUN 0.0 -1.35*q3 0 3.70

IPE300: TITULO Barra IPE300 empotrada en un extremo y libre en
el otro.ESTADO PUNTUAL.

PARAMETROS

$ par val

W04$m

L 3.85 $ m

H1.1%m
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q3 24.60 $ kN

PUNTOS

$pun XY

10.00.0

2L0.0

LINEAS

$ lin tipo pun

1POL12

ELEMENTOS LINEAS

$ lin tipo mat pro

1 RIG ACE TPE300
DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES_PUNTOS
$ pun est DX DY GZ
110.00.00.0

2 1 LIB LIB LIB
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo FX FY MZ dI

11 PUN 0.0 -1.35*%q3 0 3.70

A.2. ESTADO UNIFORME.

SECCIONES IGUALES:

HA-35: TITULO Barra HA empotrada en un extremo y libre en el
otro.ESTADO UNIFORME.

PARAMETROS

$ par val

W 0.49%$m

L 3.85 % m

H1.1$m

A10.44 §$ m2

11 0.04436 $ m4

ql 116.24 $ kN

q4 6.15 $ kN*m

PUNTOS

$pun X Y

10.00.0
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2L0.0

LINEAS

$ lin tipo pun

1POL 12

PROPIEDADES

$ pro vall

1A111

ELEMENTOS_LINEAS

$ lin tipo mat pro

1 RIG HOR35 1

1 RIG ACE 1
DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES PUNTOS
$ pun est DX DY GZ
110.00.00.0

21 LIB LIB LIB
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo pX pY dI dF

11 UNIO0.0-1.35%q1 00

11 UNT 0.0 -1.5%q4 0 0

MAD C40: TITULO Barra MADERA _C40 empotrada en un extremo
y libre en el otro. ESTADO UNIFORME.

PARAMETROS

$ par val

W 0.4 %m

L 3.85%m

H1.1$m

A10.44 $ m2

I1 0.04436 $ m4

ql 116.24 $ kN

q4 6.15 $ kN*m

PUNTOS

$pun XY

1 0.0 0.0

2L0.0

LINEAS

$ lin tipo pun
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1POL12

PROPIEDADES

$ pro vall

1A111

ELEMENTOS_LINEAS

$ lin tipo mat pro

1 RIG MAD_C40 1
DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES_PUNTOS
$ pun est DX DY GZ
110.00.00.0

21 LIB LIB LIB
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo pX pY dI dF

11 UNIO0.0-1.35%q1 00

11 UNT 0.0 -1.5%q4 0 0

MAD C14: TITULO Barra MADERA _C14 empotrada en un extremo
y libre en el otro.ESTADO UNIFORME.

PARAMETROS

$ par val

W049$m

L 3.85 % m

H1.1$m

A10.44 $ m2

I1 0.04436 $ m4

ql 116.24 $ kN

q4 6.15 $ kN*m

PUNTOS

$pun XY

1 0.0 0.0

2L0.0

LINEAS

$ lin tipo pun

1 POL 12

PROPIEDADES

$ pro vall

1A111
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ELEMENTOS_LINEAS

$ lin tipo mat pro

1 RIG MAD_C14 1
DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES PUNTOS
$ pun est DX DY GZ
110.00.00.0

21 LIB LIB LIB
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo pX pY dI dF

11 UNIO0.0-1.35%q1 00

11 UNIO0.0-1.5%q400

SECCIONES DIFERENTES:

HA-35 S/2: TITULO Barra HA_ IDEAL empotrada en un extremo y
libre en el otro. ESTADO UNIFORME.

PARAMETROS

$ par val

V 3.45 % m

W 04$m

L 3.85 $ m

H1.1%m

A10.44/2 § m2

11 0.0027729 $ m4

ql 116.24 $ kN

q4 6.15 $ kN*m

PUNTOS

$pun X Y

10.00.0

2L 0.0

LINEAS

$ lin tipo pun

1 POL 12

PROPIEDADES

$ pro vall

1A111

ELEMENTOS_LINEAS
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$ lin tipo mat pro

1 RIG HOR35 1

1 RIG ACE 1
DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES_PUNTOS
$ pun est DX DY GZ
110.00.00.0

21 LIB LIB LIB
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo pX pY dI dF

11 UNIO0.0-1.35%q1 00

11 UNI 0.0 -1.5%q4 0 0

IPE600: TITULO Barra IPE600 empotrada en un extremo y libre en
el otro. ESTADO UNIFORME.

PARAMETROS

$ par val

W049$m

L 3.85 % m

H1.1$m

ql 116.24 $ kN

q4 6.15 $ kN

PUNTOS

$pun XY

1 0.0 0.0

2L0.0

LINEAS

$ lin tipo pun

1 POL 12

ELEMENTOS_LINEAS

$ lin tipo mat pro

1 RIG ACE IPE600

DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES_PUNTOS

$ pun est DX DY GZ

110.00.00.0

2 1 LIB LIB LIB

CARGAS_GLOBALES_LINEAS

$ lin est tipo pX pY dI dF
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11 UNIO0.0-1.35%q1 00
11 UNIO0.0-1.5%q4 00

IPE300: TITULO Barra IPE300 empotrada en un extremo y libre en
el otro. ESTADO UNIFORME.

PARAMETROS

$ par val

W0.4%m

L 3.85 % m

H1.1%m

ql 116.24 $ kN

q4 6.15 $ kN

PUNTOS

$pun XY

1 0.0 0.0

2L 0.0

LINEAS

$ lin tipo pun

1POL12

ELEMENTOS_LINEAS

$ lin tipo mat pro

1 RIG ACE IPE300

DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES_PUNTOS

$ pun est DX DY GZ

110.00.00.0

2 1 LIB LIB LIB

CARGAS_GLOBALES_LINEAS

$ lin est tipo pX pY dI dF

11 UNIO0.0-1.35%q1 00

11UNIO0.0-1.5%q4 00
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A.3. ESTADO COMBINADO.

SECCIONES IGUALES:

HA-35: TITULO Barra HA empotrada en un extremo y libre en el
otro.ESTADO COMBINADO.

PARAMETROS

$ par val

V 345 % m

W 0.49%m

L 3.85 % m

H1.1$m

A10.44 $ m2

11 0.04436 $ m4

ql 116.24 $ kN

q2 67.65 $ kN*m

q3 24.60 $ kN

q4 6.15 $ kN*m

g5 3.08 $ kN*m

PUNTOS

$pun XY

10.00.0

2L0.0

LINEAS

$ lin tipo pun

1 POL 12

PROPIEDADES

$ pro are iner

1A1I1

ELEMENTOS_LINEAS

$ lin tipo mat pro

1 RIG HOR35 1

1 RIG ACE 1

DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES_PUNTOS

$ pun est DX DY GZ

110.00.00.0

2 1 LIB LIB LIB

120.00.00.0
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2 2 LIB LIB LIB
130.00.00.0

2 3 LIB LIB LIB
140.00.00.0

24 LIB LIB LIB
150.00.00.0

2 5 LIB LIB LIB
160.00.00.0

2 6 LIB LIB LIB
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo pX pY dI dF
11UNIO0.0-q1 0W

11 UNI0.0-q2 V 0

12 UNT 0.0 -q4 0 0

13 UNI0.0-q5 00

14 UNI 0.0 -1.35*%q1 0 W
14 UNIO0.0-1.35%¢q2 V 0
14 UNIO0.0-1.5*q4 00

15 UNI 0.0 -1.35%q1 0 W
15 UNIO0.0-1.35%¢q2 V0
15UNI0.0-1.5%q4 00

15 UNI 0.0 -1.5*%0.5*q5 0 0
16 UNI0.0-1.35%q1 0 W
16 UNI 0.0 -1.35*q2 V 0
16 UNI0.0-1.5%¢500
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo FX FY MZ dI
11 PUN 0.0 -gq3 0 3.70

14 PUN 0.0 -1.35*q3 0 3.70
15 PUN 0.0 -1.35%g3 0 3.70
16 PUN 0.0 -1.35*q3 0 3.70

MAD C40: TITULO Barra MADERA _C40 empotrada en un extremo
y libre en el otro. ESTADO COMBINADO.
PARAMETROS

$ par val
V345%m
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W0.49%$m

L 3.85%m
H1.1%m

Al10.44 $ m2

I1 0.04436 $ m4

ql 116.24 $ kN

q2 67.65 $ kN*m

43 24.60 $ kN

q4 6.15 $ kN*m

g5 3.08 $ kN*m
PUNTOS

$pun XY

10.0 0.0

2LO0.0

LINEAS

$ lin tipo pun
1POL12
PROPIEDADES

$ pro vall

1A111
ELEMENTOS_LINEAS
$ lin tipo mat pro

1 RIG MAD_C40 1
DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES_PUNTOS
$ pun est DX DY GZ
110.00.00.0

21 LIB LIB LIB
120.00.00.0

2 2 LIB LIB LIB
130.00.00.0

2 3 LIB LIB LIB
140.00.00.0

24 LIB LIB LIB
150.00.00.0

2 5 LIB LIB LIB
160.00.00.0

2 6 LIB LIB LIB
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
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$ lin est tipo pX pY dI dF
11 UNIO0.O0-q1l 0 W

11 UNI0.0-q2 V0
12UNI0.0-q400

13 UNI0.0-q5 00

14 UNIO0.0-1.35%q1 0 W
14 UNIO0.0-1.35%¢q2 V0
14 UNIO0.0-1.5%q4 00

15 UNI 0.0 -1.35%q1 0 W
15 UNI0.0-1.35*q2 V 0
15 UNI0.0-1.5%q4 00

15 UNI 0.0 -1.5*%0.5%¢5 0 0
16 UNI 0.0 -1.35%q1 0 W
16 UNI0.0-1.35*¢q2 V 0
16 UNI 0.0 -1.5*g5 00
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo FX FY MZ dI
11 PUN 0.0 -gq3 0 3.70

14 PUN 0.0 -1.35*%q3 0 3.70
15 PUN 0.0 -1.35%g3 0 3.70
16 PUN 0.0 -1.35*q3 0 3.70

MAD C14: TITULO Barra MADERA _C14 empotrada en un extremo
y libre en el otro. ESTADO COMBINADO.

PARAMETROS

$ par val

V345 % m

W 0.4 %m

L 3.85%m

H1.1%m

A10.44 $ m2

11 0.04436 $ m4

ql 116.24 $ kN

q2 67.65 $ kN*m

q3 24.60 $ kN

q4 6.15 $ kN*m

g5 3.08 $ kN*m
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PUNTOS

$pun XY

1 0.0 0.0

2L0.0

LINEAS

$ lin tipo pun

1POL12
PROPIEDADES

$ pro vall

1A111
ELEMENTOS_LINEAS

$ lin tipo mat pro

1 RIG MAD_C14 1
DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES_PUNTOS
$ pun est DX DY GZ
110.00.00.0

21 LIB LIB LIB
120.00.00.0

2 2 LIB LIB LIB
130.00.00.0

2 3 LIB LIB LIB
140.00.00.0

24 LIB LIB LIB
150.00.00.0

2 5 LIB LIB LIB
160.00.00.0

2 6 LIB LIB LIB
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo pX pY dI dF
11UNIOO-q1 0O W

11 UNT 0.0 -q2 V 0

12 UNT 0.0 -q4 0 0

13 UNI 0.0 -q5 0 0

14 UNI 0.0 -1.35%q1 0 W
14 UNIO0.0-1.35%¢q2 V 0
14 UNIO0.0-1.5*q4 00
15 UNI 0.0 -1.35%q1 0 W
15 UNIO0.0-1.35%¢q2 V 0
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15 UNI 0.0 -1.5*q4 0 0

15 UNI 0.0 -1.5%0.5*q5 0 0
16 UNT 0.0 -1.35*q1 0 W
16 UNI0.0-1.35%q2 V 0
16 UNI0.0-1.5%¢5 00
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo FX FY MZ dI
11PUNO0.0-q303.70

14 PUN 0.0 -1.35*%q3 0 3.70
15 PUN 0.0 -1.35*%q3 0 3.70
16 PUN 0.0 -1.35*%q3 0 3.70

SECCIONES DIFERENTES:

HA-35 S/2: TITULO Barra HA_IDEAL empotrada en un extremo y
libre en el otro. ESTADO COMBINADO.

PARAMETROS

$ par val

V 3.45 % m

W 0.4%m

L 3.85 $ m

H1.1%m

A10.44/2 § m2

11 0.0027729 $ m4

ql 116.24 $ kN

q2 67.65 $ kN*m

q3 24.60 $ kN

q4 6.15 $ kN*m

g5 3.08 $ kN*m

PUNTOS

$pun XY

10.00.0

2L 0.0

LINEAS

$ lin tipo pun

1POL 12

PROPIEDADES



106 APENDICE A. DATOS MEFT.

$ pro vall

1A111
ELEMENTOS_LINEAS

$ lin tipo mat pro

1 RIG HOR35 1

1 RIG ACE 1
DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES_PUNTOS
$ pun est DX DY GZ
110.00.00.0

21 LIB LIB LIB
120.00.00.0

2 2 LIB LIB LIB
130.00.00.0

2 3 LIB LIB LIB
140.00.00.0

24 LIB LIB LIB
150.00.00.0

25 LIB LIB LIB
160.00.00.0

2 6 LIB LIB LIB
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo pX pY dI dF
11 UNIO.0-ql 0 W
11UNIO0.0-q2V 0
12UNI0.0-g400

13 UNT 0.0 -q5 0 0

14 UNI 0.0 -1.35%q1 0 W
14 UNIO0.0-1.35%¢q2 V 0
14 UNIO0.0-1.5%q4 00

15 UNI 0.0 -1.35%q1 0 W
15 UNIO0.0-1.35%¢q2 V 0
15 UNI0.0-1.5%q4 00

15 UNI 0.0 -1.5*%0.5*q5 0 0
16 UNI 0.0 -1.35%q1 0 W
16 UNI 0.0 -1.35%¢q2 V 0
16 UNI 0.0 -1.5*g500
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo FX FY MZ dI
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11PUNO0.0-q303.70

14 PUN 0.0 -1.35*%q3 0 3.70
15 PUN 0.0 -1.35*%q3 0 3.70
16 PUN 0.0 -1.35*%q3 0 3.70

IPE600: TITULO Barra IPE600 empotrada en un extremo y libre en
el otro. ESTADO COMBINADO.

PARAMETROS

$ par val

V 345 $m

W 0.4%m

L 3.85%m

H1.1$m

ql 116.24 $ kN

q2 67.65 $ kN

q3 24.60 $ kN

q4 6.15 $ kN

g5 3.08 $ kN

PUNTOS

$pun XY

10.00.0

2L0.0

LINEAS

$ lin tipo pun

1 POL 12

ELEMENTOS_LINEAS

$ lin tipo mat pro

1 RIG ACE IPE600

DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES_PUNTOS

$ pun est DX DY GZ

110.00.00.0

21 LIB LIB LIB

120.00.00.0

2 2 LIB LIB LIB

130.00.00.0

2 3 LIB LIB LIB

140.00.00.0
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24 LIB LIB LIB
150.00.00.0

2 5 LIB LIB LIB
160.00.00.0

2 6 LIB LIB LIB
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo pX pY dI dF
11 UNIO0.0-q1 0 W

11 UNI0.0-q2 V0
12UNI0.0-q400

13 UNI0.0-5 00

14 UNIO0.0-1.35%q1 0 W
14 UNIO0.0-1.35%¢q2 V 0
14 UNI0.0-1.5%q4 00

15 UNI 0.0 -1.35%q1 0 W
15 UNI 0.0 -1.35%¢2 V 0
15UNI0.0-1.5%q4 00

15 UNI 0.0 -1.5*0.5*g5 0 0
16 UNI 0.0 -1.35%q1 0 W
16 UNI 0.0 -1.35%¢q2 V 0
16 UNI 0.0 -1.5*g500
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo FX FY MZ dI
11 PUN 0.0 -q3 0 3.70

14 PUN 0.0 -1.35*q3 0 3.70
15 PUN 0.0 -1.35%g3 0 3.70
16 PUN 0.0 -1.35*q3 0 3.70

APENDICE A.

DATOS MEFIL

IPE300: TITULO Barra IPE300 empotrada en un extremo y libre en

el otro. ESTADO COMBINADO.
PARAMETROS
$ par val
V345%m
W0.49$m
L 3.83%m
H11%m
ql 116.24 $ kN
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q2 67.65 $ kN

q3 24.60 $ kN

q4 6.15 $ kN

g5 3.08 $ kN

PUNTOS

$pun XY

10.0 0.0

2L0.0

LINEAS

$ lin tipo pun

1POL12
ELEMENTOS_LINEAS

$ lin tipo mat pro

1 RIG ACE IPE300
DESPLAZAMIENTOS_GLOBALES_PUNTOS
$ pun est DX DY GZ
110.00.00.0

21 LIB LIB LIB
120.00.00.0

2 2 LIB LIB LIB
130.00.00.0

2 3 LIB LIB LIB
140.00.00.0

24 LIB LIB LIB
150.00.00.0

25 LIB LIB LIB
160.00.00.0

2 6 LIB LIB LIB
CARGAS_GLOBALES _LINEAS
$ lin est tipo pX pY dI dF
11 UNIO0.0-ql 0 W

11 UNI0.0-q2 V 0
12UNI0.0-q400
13UNI0.0-g500

14 UNI 0.0 -1.35*%q1 0 W
14 UNIO0.0-1.35*q2 V 0
14 UNIO0.0-1.5*q4 00
15 UNI 0.0 -1.35%q1 0 W
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15 UNIO0.0-1.35%¢q2 V 0
15UNIO0.0-1.5%q4 00

15 UNI 0.0 -1.5*0.5*g5 0 0
16 UNI 0.0 -1.35*%q1 0 W
16 UNI 0.0 -1.35%¢q2 V 0
16 UNI 0.0 -1.5*g500
CARGAS_GLOBALES_LINEAS
$ lin est tipo FX FY MZ dI
11PUN0.0-q303.70

14 PUN 0.0 -1.35*%q3 0 3.70
15 PUN 0.0 -1.35*%q3 0 3.70
16 PUN 0.0 -1.35%q3 0 3.70
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